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1. Marque V (Verdadeiro) ou F (Falso), justi�cando brevemente sua resposta:

(a) ( ) Diz-se que α ∈ R é algébrico se existe um polinômio p : R→ R, com coe�cientes inteiros, tal

que p(α) = 0. Um número real α ∈ R é algébrico se, somente se, α ∈ Q;

(b) ( ) Suponha que a função f : R→ R satisfaz |f(x)| ≤ |x|, para todo x ∈ R. Então f é contínua

em x = 0;

(c) ( ) Suponha que as funções f, g : R → R satisfazem: g é contínua em x = 0, g(0) = 0 e

|f(x)| ≤ |g(x)|. Então f é contínua em x = 0;

(d) ( ) Se f : [0, 1] → R é contínua e
∫ x
0 f(x)dx =

∫ 1
x f(x)dx para todo x ∈ [0, 1], então f(x) = 0

para todo x ∈ [0, 1].

2. Sejam C1, C2, . . . , conjuntos enumeráveis. Mostre que
⋃∞

i=1Ci também é enumerável.

3. Encontre um exemplo de uma sequência real {an}∞n=1 tal que o conjunto dos seus pontos de acumulação

contenha todos os números naturais.

4. Mostre que se
∑
an, com an ≥ 0, converge, então a série

∑ a2n
1+a2n

converge. Se a primeira divergir,

mostre exempli�cando que a segunda pode divergir ou convergir.

5. Seja f : [a, b] → R uma função derivável em todos os pontos x ∈ [a, b]. Se f ′(a) < λ < f ′(b), mostre

que existe um c ∈ (a, b) tal que f ′(c) = λ. Sugestão: Considere a função g : [a, b] → R de�nida por

g(x) = λ · x− f(x).

6. Considere f : (a, b) → R duas vezes diferenciável. Suponha que exista um ponto c ∈ (a, b) de modo

que a desigualdade estrita (f ′(c))2 − 2f(c)f ′′(ξ) < 0 seja veri�cada, para todo ξ ∈ (a, b). Prove, neste
caso, que a equação f(x) = 0 não possui solução no intervalo (a, b).

7. Seja f : R→ R uma função de classe C2 que satisfaz a equação diferencial f ′′ + f ′ − f = 0 para todo

x ∈ [0, L], onde L é um número real positivo. Se f(0) = f(L) = 0, mostre que f(x) = 0 para todo

x ∈ [0, L].

8. Se x ∈ R, de�nimos [x] como o maior inteiro n ∈ Z tal que n ≤ x.

(a) Determine o conjunto dos pontos de descontinuidade da função f(x) =
[
1
x

]
;

(b) Dado ε > 0, mostre que f : [ε, 1]→ R é integrável e calcule

lim
ε→0

∫ 1

ε
f(x)dx.



9. Seja f : [a, b] → R contínua tal que f(x) ≥ 0, ∀x ∈ [a, b], e seja Mn =
(∫ b

a f
n(x)dx

) 1
n
onde n ∈ N.

Mostre que lim
n→∞

Mn = sup{f(x) : x ∈ [a, b]}.

10. Seja f : R→ R satisfazendo as seguintes condições:

(a) Existe uma constante M > 0 tal que |f(x)| ≤M , para todo x ∈ R;
(b) Existe uma constante C > 0 tal que |f(x)− f(y)| ≤ C|x− y|, para quaisquer x, y ∈ R.

Seja xn : [0, 1] → R uma sequência de soluções da equação diferencial x′ = f(x) (∗). Se (xn(0))
converge, mostre que existe uma subsequência (xnk

) de (xn) que converge uniformemente para uma

solução de (∗). Note que xn é de classe C1. Sugestão: Observe que x′n = f(xn), integre a igualdade

de 0 a t e em seguida use o Teorema Fundamental do Cálculo.

Boa Sorte!


