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1. Marque V ou F, justificando brevemente sua resposta:

(a) () O conjunto Z, x Q é enumeravel;

(b) () Sequéncias convergentes, de niimeros racionais, sempre convergem para nimeros
racionais;

(c) () Seja f:R — R continua. Se f(z) = 0 para todo x € X entao f(z) = 0 para todo
reX;

(d) () Sejam f:I — Reg:J— R fungbes convexas, com f(I) C J, e g monétona nao
decrescente. Entao g(f(z)) é convexa,;

(e) () A fungdo f: R — R, dada por f(z) =
é, existe F': R — R tal que F' = f;

{ 1, sex >0 . L. .
possul uma primitiva, 1sto

-1, sex <0

(f) () Se X C R é discreto entdo qualquer conjunto de fungées f : X — R é equicontinuo.

2. Dois pontos P e () do plano sao simétricos em relagao & uma reta r nesse plano quando r é a
mediatriz do segmento PQ). Duas figuras sao ditas simétricas em relacao a reta r quando cada
ponto de uma delas é simétrico de um ponto da outra em relagao a essa reta.

(a) Mostre que se P = (z,y) € R? & simétrico ao ponto Q@ € R? em relagio a diagonal
A ={(x,z) € R% z € R} entdo Q = (y,x);

(b) Sejam X,Y C Re f: X — Y uma bije¢ao. Mostre que os graficos de f e f~! sdo simétrico
em relacao a diagonal A;

(c) Seja f :]0,1] — [0,1] uma fun¢do monotona tal que (f o f)(z) = x, Va € [0,1]. Mostre
que o grafico de f é simétrico (a si proprio) em relacdo a diagonal A. Conclua que a tnica
funcao crescente, nestas condicoes, é a funcao identidade;

(d) Dé exemplo de uma fungao decrescente f : [0, 1] — [0, 1] tal que (fo f)(z) = =, Yz € [0, 1].
3. Seja X = {x1, 29, ..., Ty, ...} um conjunto infinito enumeravel.

(a) Mostre que o conjuntos das partes finitas de X é enumeréavel;



(b) E enumeravel o conjunto P(X) das partes de X?

4. Seja x € R nao nulo e a, = 5 para cada n € N.

(a) Calcule lim {/|a,l[;
n—oo

(b) Determine os valores de x que tornam a série » . a, convergente;
n=1

o0
(c) Determine os valores de x que tornam a série » . a, divergente;
n=1

[e.e]
(d) Estude a convergéncia da série ) a, nos casos xt =1 ez = —1.
n=1

. Seja f : [a,b] — R uma funcdo de classe C2. Dé uma demosntracio de que f > 0 = f
convexa. Sugestao: use a formula de Taylor com resto de Lagrange.

ot

o

. Prove que o conjunto dos pontos de maximo ou de minimo local estrito de qualquer funcao
f R — R é enumeravel.

7. Prove que, se [ : [a,b] — R & continua entao existe ¢ € [a, b] tal que

1) = = [ flad.

8. (a) Prove que o limite uniforme de funcoes continuas ¢ uma func¢ao continua;
(b) Dé exemplo de uma sequéncia de fungoes continuas f, : X C R — R tal que f,(z) = f(x)
pontualmente, Vo € X, mas f nao é continua.
9. (a) Dado X C R compacto, prove que se X tem medida nula entdo X tem contetido nulo;

(b) Dé exemplo de um conjunto X C R de medida nula mas tal que X ndo tenha contetido
nulo.

Boa Sorte!



Observacoes:

1. Z, =1{0,1,...,n — 1} é o anel dos inteiros mo6dulo n. Isto é Z, = Z/nZ;

2. Uma fungdo f: I — R é dita convexa quando V t € [0, 1] tem-se que

A=tz +ty) < (1 —=1)f(z) +tf(y),

para todo x,y € [;

3. Um conjunto > de fungoes f : X — R é dito equicontinuo no ponto a € X quando
dado ¢ > 0 existe 6 > 0 tal que |z —a| < ) tem-se que |f(z) — f(a)| < ¢, qualquer que
seja f € X. Diremos que Y é equicontinuo se este for equicontinuo em todo ponto
a € X.
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