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Resumo

Neste trabalho iremos estudar a existéncia de solucao fraca para o sistema ter-

moelastico nao-linear

uw(x,t) — Au(z, t) + Z gj (x,t) + Ju(z,t)|7u(z,t) =0 em §2x]0,00];
i=1 "

0 (2,1) — A2, 1)+ %

=1

u(z,t) =0, Oz, t)=0 em T'(x]0,00];

(,t) =0 em £x]0,00];

a—Z(:L',t) + h(z,u'(z,t)) =0 em T;1x]0,00[;
a—i(w,t) + h(z,0(x,t)) =0 em TI'1x]0,00];

u(z,0) =u(z), u'(x,0)=ul(x), 6O(x,0)=0%%) em Q.

aplicando o método de Faedo-Galerkin com uma base especial de V' N H?(2), como feito
em [14] e aproximacao de Strauss para funcoes reais continuas.

Em um segundo momento estudamos a existéncia de solugao do mesmo sistema porém
com condigoes iniciais mais gerais e trocando a funcao h(z,s) pela funcao a(z)h(s) nas
condicoes de fronteira. Para esta solucao dedicamos o tultimo capitulo para o estudo do
decaimento exponencial da energia associada ao sistema, usando o funcional de Lyapunov

e técnicas multiplicativas.
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Abstract

In this work we study the existence of weak solutions to the nonlinear thermoelastic

system

u'(z,t) — Au(z, t) + Z aaﬁ (x,t) + |u(x, t)|"u(z,t) =0 em Qx]0,00]
i=1 "

/

0 (x,t) — AB(x,t) + Z g—;(x,t) =0 em Ox]0,00]
i=1

u(z,t) =0, O(z,t) =0 em I1x]0,00]

a—z(:v,t) + h(z,u'(z,t)) =0 em T'1x]0,00]

o

% 1) 4 B0z, 0) =0 em Tyx]0,oc]

w(x,0) =u(z), o (x,0)=ul(z), 6O(x,0)=0%z) em Q.

applying the Faedo-Galerkin method with a special base of V' N H?(2) as done in [14] and
Strauss approximations to continuous real functions.

In a second step we study the existence of solution of the same system but with more
general initial conditions and changing the function h(z,s) by the function a(z)h(s)
at the boundary conditions. For this solution we devote the last chapter to study the
exponential decay of the energy associated with the system, using the Lyapunov functional

and multiplicative technical.
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Introducao

Neste trabalho faremos um estudo sobre a existéncia de solucao e o comportamento

assintotico da energia associadas ao sistema acoplado:

u'(x,t) — Au(z,t) + Z gj (x,t) + Ju(z, t)|"u(z,t) =0 em Q2x]0,00];
i=1 "

, " o
0(m,t)—A9(x,t)+§a—%(x,t) =0 em x]0,00];
u(z,t) =0, O(z,t)=0 em I1x]0,o00[; (1)

a—:j(x,t) + h(z,u'(z,t)) =0 em T';1x]0,00[;

o

%(x,t) + h(z,0(z,t)) =0 em TI'1x]0,00[;

u(z,0) =u(z), u(x,0)=ul(z), 6(x,0)=0%%z) em Q.

onde 2 é um subconjunto aberto do R™ e I' é a sua fronteira, que por sua vez, esta
dividida em 2 partes disjuntas I'g e I'y. Por v(z) representamos o vetor normal unitério a
I’y no ponto z. O estudo do sistema (1) é fundamentado no artigo [3] o qual é base deste
trabalho.

Este trabalho esta dividido em 3 capitulos da seguinte forma:

No capitulo 1 apresentaremos os resultados preliminares a serem utilizados no decorrer
do capitulos 2 e 3. Sao resultados de andlise funcional, equacoes diferenciais, distribuigoes
escalares, distribuicoes vetoriais e espacos de Sobolev.

No capitulo 2 apresentamos o teorema que garante a existéncia de solucao para o
sistema acima. Para isso utilizamos o método de Faedo-Galerkin com uma base especial
de VN H*(Q) que foi construida por L.A. Medeiros e Milla Miranda em [14]. Usaremos
também a aproximacao de Strauss para fungoes reais continuas. Ainda no capitulo 2,
mostraremos a existéncia de solugao para um problema anélogo ao proposto acima, porém
com uma mudanca nas hipéteses dos dados iniciais e nas condicoes de fronteira.

No capitulo 3 nos dedicamos em mostrar o decaimento exponencial da energia asso-

ciada a solucao do segundo problema proposto no capitulo 2. Este decaimento segue da

1
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pertubagao da energia utilizando o funcional de Liapunov e técnicas multiplicativas.



Capitulo 1

Terminologia e Resultados

Preliminares

Este capitulo tem por objetivo apresentar as defini¢coes, notacoes basicas da teoria
de Equacoes Diferenciais Parciais e os resultados preliminares fundamentais para o de-
senvolvimento da teoria que nele consta. Neste capitulo nao nos preocupemos com as
demonstracoes dos resultados enunciamos, pois as mesmas poderao ser encontradas nas

referéncias bibliogréaficas especificadas.

1.1 Alguns resultados de analise

Definigao 1.1. (Condi¢oes de Carathéodory) Sejam D um subconjunto de R™™ e f:

D — R™ uma funcao. Dizemos que f satisfaz as Condicoes de Carathéodory sobre D se
(i) f(t,x) € mensurdvel em t para cada z fizo;
(ii) f(t,x) € continua em x para cada t fixo;

(iii) para cada compacto U em D existe uma fungao real integrdvel my(t) tal que

\f(t, 2)| < my(t), ¥(t,2) € U.

Teorema 1.1. (Carathéodory) Seja f: R — R™ onde R = {(t,z) € R""; |t — f] <
a, |t — 19| < b, a> 0, b> 0}, satisfazendo as condi¢oes de Carathéodory sobre R. Entao

existe uma solugao x(t) de

7 = f(t, z)
1(to) = 20,

(1.1)

3



Capitulo 1. Terminologia e Resultados Preliminares 4

onde (to, 10) € R, sobre algum intervalo |t — to| < 8 (8 > 0).
Demonstragao: Veja Medeiros [15], pag. 156. m

Corolario 1.1. Sejam D aberto de R e f satisfazendo as condicoes de Carathéodory

sobre D, entdo o problema (1.1) tem solu¢ao para qualquer (ty, z) € D.
Demonstragao: Veja Medeiros [15], pag. 159. ]

Definicao 1.2. Seja p(t) uma solugdo de (1.1) sobre um intervalo I e I C I,. Diz-se que
©(t) tem um prolongamento até I, se existe um pi(t) € uma solugio de (1.1) sobre I

e p1(t) = (1) para todo t € I.

Corolério 1.2. Sejam D = [0, 7] x B, T > 0, B= {z € R™|z| < b}, b > 0 e f nas
condigoes do Teorema de Carathéodory. Seja p(t) uma solu¢ao de
¢ = f(t,3)
2(0) = o, |zo| < b.
Suponhamos que em qualquer intervalo de I onde ¢(t) estd definida, se tenha |p(t)] < M,
YVt e M, M independente de I e M < b. Entao ¢ tem um prologamento até [0,T].

Demonstragao: Veja Medeiros [15], pag. 164. ]

Definigao 1.3. Seja X um espago de Banach. Dizemos que uma sequéncia (z,) em X €
fortemente limitada quando € limitada na norma do seu espaco, isto €, quando existe uma
constante C' > 0 real tal que

|zllx < C, Vn e N.

Definicao 1.4. (Convergéncia forte) Uma sequéncia (x,) pertencente num espago de
Banach X € dita fortemente convergente para vetor x se

[l x — [ll]x-
Representaremos a convergéncia forte em X:

T, — x em X.

Definigao 1.5. (Convergéncia fraca) Seja (z,) uma sequéncia no espago de Banach X.
Ela € dita ser fracamente convergente para © em X, se

f(xn) —>f<x>7 vfe )(/7
onde X' € o espaco dual de X. A notagdo convencional par a convergéncia fraca é:

T, — v em X.
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Obs 1.1. Sejam X um espago de Banach e (x,) uma sequéncia em X fortemente con-
vergente para x € X. Entao z, — x. Com efeito a convergéncia forte nos diz que

|z, — z||x — 0 em R, assim dado um funcional linear f € X' temos que

[f(@n) = f(2)] < N flllzn — 2llx = 0= fazn) = fl2).
Logo x, € fracamente convergente a x € X.

Proposicao 1.1. Sejam X um espaco de Banach e (x,,) uma sequéncia, em X, fracamente

convergente a x € X. Entao x é unico.
Demonstracao: Veja Castro [2], pag. 64. [

Teorema 1.2. Suponha X um espago de Banach reflexivo e (x,) uma sequéncia limitada

em X. Entdo, existe uma subsequéncia (x,x) de (z,,) que converge na topologia fraca.
Demonstragao: Veja Brezis [1], pag. 69. [

Definig¢ao 1.6. (Convergéncia fraca-x) Seja X' dual do espago de Banach X, diz-se que
(f,) uma sequéncia de X' € fraco-x convergente a f, em X', se
f(x) — flz),Vz e X

Nesse caso escreve-se,
fo 1
Teorema 1.3. (Banach-Alaoglu-Boubarki): Sejam X um espago de Banach separdvel

e (f,)n uma sequéncia fortemente limitada em X' (dual de X). Entao (f,), tem uma

subsequéncia (f,;) que converge fraco-*, isto €, f,, — f em X .
Demonstragao: Veja Brezis [1], pag. 66. n

Proposicao 1.2. Seja (f,) uma sequéncia em X', dual de X. Se f, — f, entdo ||f,|| ¢

limitada e || f|| < liminf||f,||.
Demonstragao: Veja Brezis [1], pag 58. n

Teorema 1.4. (Strauss) Sejam Q0 wm aberto com medida de Lebesque finita, X e Y
espagos de Banach. Sejam (u,) uma sequéncia de funcgoes fortemente mensurdveis de )

em X e (F,) uma sequéncia de funcgoes de Q x X em Y tal que

i) Fp(x,u,(z)) é uniformemente limitada de'Y em Q x B, para qualquer conjunto B

limitado de X ;
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it) Fo(x,u,(x)) € fortemente mensurdvel e /Q |un ()| x| Fn(x, un(2))|yde < C < oo;
i) | Fo(x, un(z)) —v(x)]y — 0 quase sempre em 2
Entaov e L*(;Y) e /Q |Fy (2, up () — v(x)|ydz — 0.
Demonstracao: Veja Strauss [20]. ]

Definigao 1.7. (Imersao) Diz-se que X é imerso continuamente ou apenas imerso em Y
se a aplicagao inclusao

i: X— Y i(z) =z, Vze X
¢ continua. Este fato equivale a

|2y < C)|2f|x, V2 € X.

Simbolizamos este fato por: X—'Y.
Se X—=Y e X € denso em Y, diz-se que X € imerso, continua e densamente, em Y.
Se ocorre que a aplicacao 1+ : X — Y, é continua e compacta, diz-se que X € imerso

compactamente em Y. A imersao compacta de X em Y € denotada por X5y,

1 1
Proposicao 1.3. (Desigualdade de Young) Sejam p,q > 1 tal que — + — = 1. Entao,
p q

1 1

ab< —d’ + -b%, Ya>0eVb>0
p q

Demonstragao: Veja Brezis [1], pag. 92. [

Proposigao 1.4. (Desigualdade de Gronwall) Suponhamos que u, 8 € C[R,R*] e seja C

uma constante nao negativa. A desigualdade

u@gc+/%@mwawzm

implica que

u@ﬁCm{A%@@}Wzm

Demonstragao: Veja Lizana [6], pdg. 11. n

1.2 Espacos das Distribuicoes Escalares

Seja €2 um conjunto aberto do R"” e u : 2 — R uma fungao continua. Definimos o

suporte da fun¢ao u como sendo o fecho do conjunto {z € Q;u(z) # 0}. Denotaremos o
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suporte da fun¢ao u por supp(u) e se este conjunto for compacto, diremos que a fungao u
possui suporte compacto.

Denotaremos por N o conjunto dos niimeros naturais e para o = (a1, ag, -+, a,,) € N,
chamado multi-indice, definimos a ordem de a como sendo o nimero |a| = a3 +ag+-- -+
a,,. Representaremos por D® o operador derivagao de ordem |«, definido por:

olal

T 0271 0x3? -+ Do

DOL

e quando 0 = a = (0,0, -+ ,0) definimos D°u = u.
Para p € R com 0 < p < oo, representa-se por LP(£2), o conjunto das fungdes numérica
u: Q — R, mensurédveis, cuja poténcia |ulP é integravel em (). Este conjunto é um espago

de Banach quando equipado com a norma

folloo = ( [ IU(x)|pd:):); |

Por L*°()) representaremos o espaco de Banach das fungoes numéricas v : Q@ — R,

mensuraveis em () e que sao essencialmente limitadas em €2, equipada com a norma
| w|| Lo () = sup ess|u(x)|.
zeQ

Denotaremos por C§°(£2) o espago vetorial das fungdes numéricas definidas em €2, com

suporte compacto, possuindo em 2 derivadas parciais continuas de todas as ordens.

Definigao 1.8. Seja 2 um aberto do R™. Dizemos que uma sucessao (¢,) de fungoes de

Ce () € convergente para ¢ em C§°(§2), quando as sequintes condi¢oes forem satisfeitas:
i) Eziste um compacto K de Q tal que supp(p), supp(v,) C K, Vn € N™.
it) Para todo multi-indice o, tem-se D%p, — D*p uniformemente em K.

O espago C§°(2) munido da convergéncia definida acima sera chamado de Espago das
Fungoes Testes sobre € e o denotaremos por D(£2).

Uma distribuigdo sobre 2 é um funcional linear 7' : D(Q2) — R que é continuo no
sentido da convergéncia em D(£2), isto é, se ¢, — ¢ em D(2) entao T'(¢,) — T'(¢) em
R. Para denotar o valor de 7" aplicado em ¢ usaremos a notagao (7, ¢) e por D'(Q)

representa-se o conjunto de todas as distribuigoes sobre 2. Dizemos que a sucessao (7},)

de vetores de D'(Q2) converge para T' em D'(§2) se (T, ) — (T, @), Yo € D(Q).
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Exemplo 1. Sejau € L}, (). A forma linear T, definida em D(Q) por:

(Tog) = [ ule)e(oyts
¢ uma distribuicao sobre Q.

Lema 1.1. (Du Bois Raymond) Seja u € L}, (). Entio T, = 0 se, e somente se, u =0

loc

quase sempre em ).

Demonstracao: Veja Medeiros [12] ]
Considere uma distribuicao 7" sobre ) e o um multi-indice. A derivada de ordem «

de T é, por defini¢ao, a forma linear D*T definida em D()) por
<DaT7 30> - (_1)|a‘ <T7 Da90> ) VSD S D(Q)

Segue da equagao acima e da nogao de convergéncia em D(Q2) que DT é uma dis-

tribuicao sobre €.

1 1
Proposicao 1.5. (Desigualdade de Hélder) Sejam fe€ LP(Q) e g€ L), com —+— =1

p q
el < p<oo. Entio fge L'(Q) e
| e < 17l g0
Demonstragao: Veja Brezis [1], pag. 92. ]

Teorema 1.5. (Representacao de Riesz): Sejam 1 < p < oo e ¢ € (LP(Q2)). Entdo,

existe uma tinica u € LP (), tal que

(orf) = /Q ufds, Vfe D),

e llull = lellr@y, onde 5+ 5 =1.

Demonstragao: Veja Brezis [1], pag. 97. n

Lema 1.2. (de Fatou) Seja (f,) uma sequéncia de fungoes em L'(Q) que satisfaz as

condicoes:
i) Para todo n, f,(x) >0 quase sempre em €);

ii) Sup/ fndr < 00.
n Ja

Para quase todo x € Q, considere f(x) = liminf, . f.(z) < oco. Entao

ferl*(Q) e fdr < liminf/ frdx.
0

QO n—oo

Demonstragao: Veja Brezis [1], pag. 90. [
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1.3 Espacos das Distribuicoes Vetoriais

Sejam T > 0, X um espaco de Banach e considere 1 < p < oo. Representaremos por
LP(0,T, X) o espago vetorial das fungdes a valores vetoriais, u : (0,7") — X, mensuraveis,
tais que |Ju(t)||x € LP(0,T).

Para 1 < p < oo, temos que o espaco LP(0,7, X) munido da norma

T v
el = ([ a0l
é um espaco de Banach.

Em L>(0,T, X) define-se a norma por
[l oo o) = sup essu(t)]|x-

te(0,T)

E por sinal, com esta norma, L>°(0,7, X) é um espago de Banach.
Um caso particular interessante é quando p = 2 e X é um espaco de Hilbert. Segue

que o espago L*(0,T, X) é um espaco de Hilbert, cujo produto interno é dado por

T
(u, V) £2(0,7,x) :/ (u(t),v(t))xdt, Yu,v e L*(0,T,X).
0

Lema 1.3. Sejam X e Y dois espacos de Banach e suponhamos que X — Y. Se 1 <

r < s < oo, entao:
L*(0, T, X)— L"(0,T,Y).

Demonstragao: Veja Matos [9], pag. 136. ]
Considere agora 2 um conjunto aberto e limitado do R™ e seja @ o cilindro © x (0,7")
em R™. Podemos, via Teorema de Fubini, identificar o espago L?(0,T, LP(€2)) com o
espaco LP(Q). Com efeito dada uma fungao u € LP(0, 7T, LP(2)) entdo para cada t € (0,7,
u(t) € LP(Q) e u(t) é uma fungao de 2 em R cujo valor em z serd denotado por wu(z,t).

Portanto:
T
JRCCI / | tute.oypdsat - / fu, )PAQ = ullsy g
0
e assim estabelecemos uma isometria entre LP(0,7, LP(Q2)) e LP(Q).

Definicao 1.9. Seja X um espaco de Banach e u uma fung¢ao com valores em X, definida

quase sempre em [0,T]. Dizemos que a func¢ao u é de variagdo p-limitada se, para toda
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particao {t,} com 0 <ty <ty <---<t,=T, as somas
zn: [uty) —u(ts—1)|
=1 |t1/ - 751/—1|p_1

sao finitas. Se p =1 dizemos apenas que a funcao u € de variacao limitada.

Se X é um espaco de Banach tal que o seu dual X’ satisfaz a condicao de toda funcao
de variacao limitada tem derivada quase sempre, entao obtemos uma caracterizacao para

o dual de espagos LP(0,7, X) com 1 < p < oo, a saber:
[LP(0,T, X)) = L0, T, X"),

1
onde — + — = 1. No caso p = 1 temos a identidade:
p q

(L0, T, X)]" = L>=(0, T, X).
Para saber mais detalhes sobre o dual de espagos L?(0,T, X), consulte Ribeiro [19].

Obs 1.2. Se X € reflexivo, entao X' satisfaz a propriedade de toda func¢ao de variagao
limitada ter derivada quase sempre e portanto vale a caracterizacao do dual de espacos

LP(0,T, X) visto acima.

1 1
Teorema 1.6. Sejam X um espa¢o de Banach reflexivo e —+— =1. Seu € L1(0,T, X")
p q

ev e LP(0,T,X) entdo a dualidade entre esses espagos pode ser dada por:

T
<uvU)LQ(O,T,X’)xLP(O,T,X) :/ (u(t), v(t)) xr x dl-
0

Demonstracao: Veja Medeiros [10]. ]

Teorema 1.7. Sejam X,Y espacos de Hilbert tal que X — Y, uw € LP(0,T,X), v €
LP(0,T,Y) el < p< oo, entio u € C°([0,T];Y).

Demonstracao: Veja Medeiros [10]. ]

Proposicao 1.6. Seja X um espago de Banach com dual X'. Suponha u,v € LP(0,T, X).

Sao equivalentes:

T
(i) u(t) =¢ +/ v(s)ds, onde & € constante em X.
0

(ii) % (u(t),w) = (v(t),w), YV w e X', no sentido das distribui¢oes sobre (0,T') .
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T T
(i) / w($)®(s)ds = — / o(s)B(s)ds, ¥ € D(0,T).
0 0
Demonstragao: Veja Castro [2], pag. 33. m

Teorema 1.8. (Aubin-Lions): Sejam X, B, Y espacos de Banach, X € reflexivo e XS

B — Y. Suponha que (u,) seja uma sequéncia uniformemente limitada em LP(0, T : X)

tal que (Lu,) = (u,) seja limitada em LP(0, T} Y) para algum p > 1. Entdo existe uma

subsequéncia de (u,) que converge fortemente em L*(0, T; B).
Demonstragao: Veja Castro [2], pag. 70. ]

Proposicao 1.7. Sejam X' o dual de um espaco de Banach reflexivo X e 1 < p < oo.

p

1e(0,00, X"), entao existe uma subsequéncia de (fi) que

Se (F,) € uma sequéncia em L

p

1 .(0,00, X") (fraco estrela no caso de p = 00).

converge fraco para uma fungao de L

Demonstracao: Veja Paz [17]. ]

1.4 Espacos de Sobolev

Sejam 2 um conjunto aberto do R™ e 1 < p < oo. Sabemos que LF(Q) < L}, (Q),
assim dada u € LP(Q) temos, pelo exemplo 1, que u define uma distribuigao e portanto
possui derivadas de todas as ordens no sentido das distribui¢oes. Porém, em geral, D%u
nao é uma distribuigao definida por uma fungao de LP(f2). Esta é a principal motivagao
para definirmos um novo espaco, chamado Espago de Sobolev. Representaremos por
W™P(Q) o espago vetorial de todas as fungoes u € LP(2) tais que Du € LP(Q2), V|a| < m,

ou seja:

WmP(Q) = {u € LP(Q); D*u € LP(Q), V|a| < m}.

Se 1 < p < o0, o espagco W™P()) é um espa¢o de Banach quando equipado com a

norma

3=

falloy = {32 1Dl

laj<m
Se p = oo temos que a norma

[t .00 = Z sup ess|D%u(x)|

la|<m e

faz de W™ um espaco de Banach.



Capitulo 1. Terminologia e Resultados Preliminares 12

Sabemos que D(Q2) é denso em LP(Q2), (veja L.A. Medeiros e M. Miranda [12], pag.
9). Porém nem sempre temos D(2) denso em W™P(§2), com m > 1. Motivados por este
fato, definimos o espago W;"*(2) como sendo o fecho de D(2) em W™?(Q). Por fim,
suponha 1 <p<ooel < g < oo tal que 1 + E = 1. Representa-se por W~"-4(Q)) o dual
topolégico de WP (). b

Quando p = 2 os Espacos de Sobolev recebem notagoes especiais, a saber, escrevemos
Wm2(Q) = H™(Q), W(Q) = HMQ) e (H(Q)) = H ™). Os espacos H™(Q)
possuem uma estrutura Hilbertiana, quando equipados com o produto interno definido

por:

(U,U) = Z (DaU7DaU)L2(Q);

laj<m

onde (,)2(0) ¢ o produto interno em L*(Q).

Proposigao 1.8. (Regra da Cadeia) Sejam g € CY(R) tal que g(0) = 0 e ||¢'(s)] <

M, Vs € R e para alguma constante M. Seja u € WP(Q) com 1 < p < co. Entdo:

gOUGWLp(Q) € 8il(gou):(glou)g;7 121727 ) T

Demonstragao: Veja Brezis [1]. ]

Teorema 1.9. (Rellich-Kondrachov)Sejam Q2 um aberto limitado do R", Q de classe C'
el < p<oo. Entao as sequintes imersoes sao compactas:
np
n—p
(ii) W' — L), 1< g<oo sep=n;

(i) W= L(Q), 1<¢<

sep<n;

(iii) W — C°(Q) se p > n.

Demonstracao: Veja Medeiros [12], pag.79. [



Capitulo 2

Demonstracao do Resultado

Principal

Neste capitulo iremos apresentar o resultado principal desta dissertagao, que é o teorema

2.1 a seguir. Iremos prova-lo, mas antes, precisamos exibir alguns resultados e notagoes.

2.1 Apresentacao do Problema

Seja Q um conjunto aberto do R™ cuja fronteira I' de classe C? é constituida de duas
partes, digamos I'y e 'y, as quais sao conjuntos fechados e disjuntos. Denotamos por
v(x) o vetor normal unitério exterior de I' no ponto . Considere uma fungao real h(z, s)
definida em I'y x (0,00) e um ndimero real ¢ > 0. Nestas condi¢oes apresentamos o

seguinte problema misto para um sistema termoelastico nao linear:

u’(x,t) — Au(z, t) + Z g:f (x,t) + |u(z, t)[u(z,t) =0 em Q= Q2x]0,00];
=1

0 (x,t) — AO(x,t) + ; g—zi(x,t) =0 em @ =Qx]0,00[;
u(z,t) =0, O(x,t)=0 em I'(x]0,00]; (2.1)

%(x,t) +h(z,d'(z,t)) =0 em X =T;x]0,00[;
y

6—3@,75) + h(z,0(z,t)) =0 em X =Tx%]0,00[;

uw(x,0) =ul(z), o' (x,0)=ul(z), 6O(x,0)=0%%z) em Q.

Denotamos por H™(2) o espago de Sobolev de ordem m e por L*(Q) a classe das

fungoes reais de quadrado integraveis a Lebesgue. Serd utilizada a notacao (u,v) e |u|

13
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para o produto interno e a norma em L?(§2). Representaremos por V' o espago:
V={ve H(Q); vov =0 em Ty},

onde 7, denota o operador traco de ordem zero sobre I'. O espago V' é Hilbert com o
produto interno:
((u,v)) = / Vu(z) - Vo(z)dz.
Consideremos o operador A = —A d%ﬁnido pela tripla {V, L2(Q), ((u,v))}. Assim o
dominio de —A é dado por:
zxﬂmz{uGVmH%m;%}=0anr¢
Temos que D(—A) ¢é denso em V. Veja Lions [5].

Vamos introduzir algumas hipdteses sobre a funcao h e sobre o nimero o afim de

fundamentarmos nosso primeiro resultado. Sao elas:

h € C°(R; L>=(T;)) tal que h(x,0) =0 gq. s. em I'y;
(h(z,8) — h(z,r))(s — 1) > do(s —7)* q. s.em ' (2.2)

Vs,re R e dy> 0 (constante),

2d3 > n?, (2.3)
1 2
—<o<——, sen>3
n ] n—2 (2.4)
o>— se n=1 ou n=2
n

Se as condicoes iniciais u",

ou’ 0° 0

u' e 0%, sdo como em (2.21) no teorema 2.1, entao valem:

2n
Notemos que a hipdtese (2.4) sobre ¢ implica que ¢* = —> >20+2eq" > on.
/,’I/ p—

Assim, do teorema 1.9, resulta que:

Ve LT(Q) = L**(Q), sen>3
(€2)

V s L*72(Q)), sen=1,2

) (2.6)
Ve LT (Q) — L(Q), sen >3
V — L(Q), sen=1,2.

Para demonstrarmos o teorema de existéncia de solu¢ao para o sistema (2.1), iremos

utilizar o seguinte resultado, que demonstraremos logo a seguir:

Proposicao 2.1. Assuma que a fun¢ao h satisfa¢a a hipdtese (2.2); entao erxiste uma

sequéncia (hy) de fungoes de CO(R, L°°(T'y)) satisfazendo, para cada | € N:
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(i) h(z,0)=0 gq.s. em I'y;

(i) [(z,s) — h(z,r)](s — 1) >do(s —71)% V s,7 € R; q. s. em Ty,

(iii) FEziste uma fungdo ¢, € L*>*(I'1) tal que

|hi(x,s) — h(x,r)| < Cils—r|, Vr,s € R, eqs. em T'y;

(iv) (h) converge uniformemente para h em conjuntos limitados de R e q.s. em

Demonstracgao: Para cada [ € N, definamos:

onde

1
Cu(z)s, se0<s< ik
s+ 1
l/ h(z,T)dr, se 7 <s <,
Coy(z)s, ses>1,
1
Cy(x)s, se — 7 <s5<0,

s 1
l/ h(z,T)dr, se —lgsg—i,

1
l

Cu(z)s, ses< —lI,

(i) hy(z,0) = Cy(z)0 =0, ¢g. s. em I,

Considere s € I; onde I} = (—oo, =], I = [, —1], Iy = [-1,0], , = [0, 1], Is = [1

Is = [l,0).

Note que

[ W(z,s) — h(z,r)] (s —71) >do(s —71)% Vs,7r€R, ¢s. em Iy

é 0 mesmo que

h(xz,s) —h(z,r) > do(s —71), Vs >reR, gs emI}.

Observe também que se 7 < 0 entao

h(z,0) — h(x,7) > do(0 — 7) = —h(z,7) > —doT

I'.
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e que se T > 0, temos
h(z,7) — h(z,0) > do(T — 0) = h(x,T) > doT.
Para mostrarmos (ii), dividiremos o problema em 7 casos de acordo com os possiveis
intervalos em que s e r possam estar.
1° caso: —oco <r < s < —L.

-l

hl('x’s) - hl(I,T) = C4l(l')(3 - 7") = [—/

,l,%
-1
> [/ —dyTdT
J

(3—7’):—@[7'2 (s —r)

I 2 —l—1 ]
_ b [(—02 ~(~-7) ] (5= = |07 = (0P 207 - 5] (50
= —% [—2—%2} (s —r)=dy {1—#2%2} (s —r)>dy(s —r),
ou seja,
hi(z,s) — h(z,r) > do(s — ). (2.7)

1
2° caso: —[<r<s< -7

Pelo teorema do valor médio temos que, existe t* € (r, s) tal que

bz, 8) — hy(, ) = %(;ﬁ,t*)@ =1 [h(x,t*) _h (az,t* _ %)] (s —7)

> ldo(t* — (1 — %))(s Cp) = ldo%(s — ) = dols — 1),

portanto,
hi(z,s) — hy(z,r) > do(s — ). (2.8)
1
3° caso: —7§r<3§0.

1

hi(z,s) — h(x,r) = Cy(x)(s — 1) = [—ZZ/ l h(SL’,T)dT] (s —r)

2
7

> [l2 /_j —donT] (s—r)= —ZQ% [7’2 :%] (s—r)

por conseguinte,

hi(x,s) — hy(x,r) > do(s — ). (2.9)
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1
4°caso:0§r<s§7.

~In

hi(z,s) — h(xz,r) =Cy(x)(s—1) = [l2/ h(ZE,T)dT] (s —r)

~|=

> [? [/l dOTdT] (s—r)= ZQ@ [7’2 ﬁ] (s—1)
1 2 7
do | 4 1 dy 3 3
— ZQEO L—z — Z—Q} (s—r)= l250l_2(8 —r) = §d0(s — 1) >do(s —1),
logo,
hi(x,s) — hy(x,r) > do(s —r). (2.10)

1
5° caso: 7§r<s§l.
Pelo teorema do valor médio temos que, existe t* € (r, s) tal que
h 1
hi(x,s) — hy(x,r) = %(a@, ) (s—r)=1 {h (x,t* + 7) — h(a:,t*)} (s —r)
1 1
> Ido(t" + 7 ") (s—r)= ldoj(s — 1) =dy(s —r),

assim,
hi(x,s) — hy(x,r) > do(s —r). (2.11)

6° caso: [ <r < s < o0.

hu(z,8) — hu(,7) = Co() (s — ) = [/l ! h(x,T)dT] (s—1) > [/l ! dOTdT] (s — 1)

= % [72 §+%] (s—r) —% [(l—i—%)z—lz (s —r)
:% [z2+2z%+l12—12} (s—7) :% {Hzlz] (s—7)
= dy { +%] (s —7) >do(s —r),
portanto,
hi(x,s) — hy(xz,r) > do(s —r). (2.12)
Agora escrevendo
I = (~o0,aa], Iy = (azag], -+, Ty = [a6,0). (2.13)

7° caso: ser € [; e s € [; com ¢ < j entdo de (2.7)-(2.12), vem:
hu(x, 8)=hi(z,r) = [z, s) = (z, a;)] + [hi(2, a5) = iz, a50)] + -
+ [hu(z, air1) — lu(z, r)]

Z do(S — Clj) + do(aj — aj_l) + - 4+ dO(ai—l—l — 7”) = do(S — T‘)
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e (ii) estd demonstrada.
Para demonstrarmos o préximo item, observemos que, por hipétese h € C°(R, L>(T'y)),
portanto, para cada x € I'y, se restringirmos h ao intervalo fechado [—1 — 1,1 + 1], entao

esta sera limitada. Assim temos que:

he L®(~1— 1,1+ 1]; L)) = L2y x [~ — 1,1+ 1))

Denotemos por:

Ci= sup |h(z,s)] < oo
zel
_1-1<s<I+1

Assim como no item (ii), para demonstrarmos (iii), verifiquemos os 7 casos relativos
aos possiveis intervalos em que s e r possam estar.
1° caso: —co < r < s < —|.
-l

[, 8) = iz, r)| = [Cule)l[s —r| < [/ ) !h(%T)!dT] |s = 7]

—i-1

1 1
< [—l — (=l — 7)] |s —r| = 7C’l|s —r| <2IC)|s — r,

portanto temos:

|hi(z,8) — hy(x,r)| < 20CY|s —r|. (2.14)
1
2° caso: —[<r<s< -7

oh
E(%t )

(s 8) = (7)) = \ s — 1]

s — 7| = 'h(m,t*) bt — %)

1
<l []h(x,t*)\ + |h(z, t* — 7)\] |s —r| <20CY|s — 1],

logo:
|hi(z,8) — hy(x,r)| < 20CY|s —r|. (2.15)

1
3° caso: —7§r<s§0.

o~

\hy(,8) — hy(z,7)| = |Cay(2)||s — 7| < 1P [/ \h(:v,T)\dT] |s — 7|

2
!
1 2

1
< I*C {—7 — (—7)] |s —r| = lzClﬂs —r| <IC)|s —r| <21C)|s — r],

consequentemente:

|hi(z,8) — hy(x,r)| < 20CY|s —r|. (2.16)
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1
4° caso: 0§7’<s§7.
%
\hy(z,8) — hy(z,7)] = |Cu(z)||s — 7| <12 [[ |h(m,7’)|d7’] |s — 7|
7
L [2 1 ,1
<I°C 777 |ls —r| =1 70;|s—7“| <ICjls —r| <2IC)|s — r],
donde:
|hi(x,s) — hy(x,r)| < 20C)|s —r. (2.17)
1
5° caso: 7§r<5§l.
1
i, 5) e, )] = | 2 1 |s—r|=l'h<x,t*+7>—h<x,t*> s
1
<l {|h(:r,t* + 7)| + |h(:x,t*)|} ls —r| < 21Cy|s — 7|,
logo:
|hi(x, s) — hy(x,r)| < 20C)|s —r|. (2.18)
6° caso: [ <r < s < o0.
I+3
(@, 5) = hu(z,7)| =|Cu(@)]|s —r| < / |h(@,7)|dT | [s —r|
!
1 1
< [H_f_l] |s —r| = 701|3—7“| <21Cy|s — 7|,
portanto:
|hi(x, 8) — hy(x,r)| < 20C|s —r. (2.19)

7° caso: Usando a mesma notacao de 2.13, entao a; — aj—; > 0 o que implica em

laj —aj_1| =a; —a;_1, donde se r € I; e s € I;, com i < j teremos por (2.14)-(2.19):
\hi(z,8) — hy(z,7)| = |lu(x, s) — hi(z,a5) + iz, a5) — iz, aj_1) + -+
+ hy(x, aiy1) — hi(z, 7))

< iz, s) = hulz, a5)] + [l a5) — hu(z, a5-1)] + - + [z, air) — lu(z, )|
<2IC)|s — aj| + 21Ci|a; — aj_1| + -+ +20Cjlai4 — 7]

=20C|s—a;+aj—aj_1+ - +ai—r]=2lC)s —r|

e (iii) estd demonstrada.
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Provaremos agora que (h;) converge uniformemente para h em subconjuntos limitados

de R. De h € C°(R; L>(I';)) temos que dado € > 0, existe § > 0 tal que se |s —r| < §
entao ||h(.,s) — h(.,t)|[zeor,) < €, isto é

sup ess|h(z,s) — h(z,7)| < €. (2.20)
zel

Seja S um conjunto limitado de R, entdo 3 [y € N tal que |s| < Iy, V s € S. Dado

l 1
e > 0 tome § > 0 tal que seja satisfeita (2.20). Escolha l; € N tal que — > — e seja

2 )
= max{lo, ll}
1
1° caso: Se 7 < s <y, entao 7 < s < I. Pelo teorema do valor médio para integrais

1
temos que 3 t* € |s,5+ 7 tal que:

st 1 1
/ h(xz,7)dT = h(x,t") {s + 7 s} = Zh(:r,t*),
dai:

hi(x,s) — h(z,s) = l/s ! h(z,7)dT — h(z,s) = l%h(aj,t*) — h(z,s) = h(z,t") — h(z,s).

1
Desgt*§s+7,seguequet*—s§

1
- <
7 <

1 2

n < A < 6. Logo por (2.20) vem que:
1

sup ess|hi(z,s) — h(z,s)| = sup ess|h(z,t*) — h(z,s)| < e

zely zelr

e neste caso h; — h uniformemente.

1
2° caso: Se 0 < s < 7 temos que:

l

bz, ) — bz, ) = I l/ Wz, T)dT] s— hiz,s) = Phiz, 1) E _ ﬂ s— h(z,s)
= lh(x,t")s — h(x, s),

1 2
com 7 <tr < T Dai:

|hi(x,8) — h(z,s)| = [lh(x,t*)s — h(x, s)| < I|h(z, t")|s + |h(z, s)|
< Ui, )15 + b, ) = (e, £)] + (e, 5)].

Notemos que 0 <

1
TSt <

~| N

2
Sl—<5e0§s§
1

o~ | =

2
< n < § e por (2.20)
1

- 2
l

obtemos:

sup ess|h(z,t")| = sup ess|h(z,t*) — h(z,0)] < ¢
zely xzely
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sup ess|h(z, s)| = sup ess|h(z, s) — h(x,0)] < e.
el zel'y

Com mais razao:
sup ess|h(x,s) — h(z,s)| < sup ess|h(z,t")| + sup ess|h(z,s)| < 2e
zely x€el zely
e por conseguinte h; — h uniformemente em ¢, para quase todo z em L?(T'y).
1 1
A demonstracao dos casos —7 <s<0e-l<s< 7 ¢é feita de modo analogo.

Concluimos aqui a demonstracao do item (iv). m

2.2 Resultado Principal

Nesta secao apresentaremos o principal resultado deste trabalho e faremos a sua

demonstragao. Nele veremos que o problema (2.1) possui solugao. Vejamos:

Teorema 2.1. Assumamos as hipéteses (2.2)-(2.4). Considere
u’ € D(—A), u' € HY(Q) e 0° € Hy () N D(—A). (2.21)
Entao existe um par de fungoes {u,0} na classe

u € L*(0,00; V)
u' € L*(0,00; L*(Q)) N L52.(0,00; V)
u” € L2 (0, 00; L*(Q)) (2.22)

0 € L>=(0,00; L*(2)) N L*(0, 00; V)
0 € L2.(0,00; L*(Q)) N L2 (0, 00; V),

loc

satisfazendo

u=0em L;5.(0,00; L2(Q))

(2.23)

a /
v 0 em Lys.(0,00; L2(Q))
X

au h(. =0em Lj.(0,00; L'(I'))
39 (2.24)
_+h )_OGleOC(OOOL(F))

uw(0) =u°,  (0)=u', 60(0)=46" (2.25)

Faremos a demonstracao deste resultado nas etapas que seguem.
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2.2.1 O Problema Aproximado

Objetivamos empregar o Método de Faedo-Galerkin para solucionar o problema
(2.1), e para isso precisamos encontrar um espago de dimensao finita V,,,, de modo que
para u,, e 6, em V,, tenhamos um problema aproximado, associado ao sistema (2.1), que
por sinal, é o objetivo desta secao.

Por hipétese u' € H(Q2), logo existe uma sequéncia (u;) € D(Q) tal que
uf — ut em Hy () (2.26)

Como h satisfaz a hipdtese (2.2), pela proposicao 2.1, temos que existe uma sucessao
de funcgoes (h;) satisfazendo as hipdteses (i),(ii),(iii) e (iv). Por (2.5) temos que:
ou? 00"

a_+hl( u) =0 e 8—+hl( "y =0em 'y, VI€N. (2.27)

Fixe [ € N. Tomemos base especial 8 = {w!, wh,w}, ...} de V N H*(Q), como feito

em Medeiros [14], que pode ser tomada ortonormal usando o processo de Gram-Schmidt.

Tomemos a base 3 de forma que u°, u}, ° pertencam ao subespago gerado por w, wh, w},

l l

que sera denotado por [w!, wh, wh]. Seja V! = [wh, w), ..., w! ] o subespago gerado pelos

m primeiros vetores da base . Considere as solugoes:
m

ulm(t) = Zg]lm(t)wz € 91m Z h]lm
j=1

do problema aproximado:

001
(U, 0) — /Auzmvdx-i—z < : U) + (|t | wim, v) = 0,

Z

Facamos algumas manipulacoes no sistema acima. Pela identidade de Green, temos

(2.28)

que:

—/AulmU:/Vulva— aulmvdF:/Vulva— aulmvdf,
Q Q r Ov Q r, Ov

Oy, iy .
pois —/ al vdl = 0, ja que, v € V!, = v € V = qv = 0 em I['y. Temos também
r, ov

8ulm

Oy, . ] ‘
que gl +hy(., up,) = 0, donde — v = / (., 1), Judl. Assim a equacio acima
v .

r aV
fica:

—/Aulmv:/Vulvadx—l—/ hy (., up, )odl
Q Q I
:((ulm,v))+/ hy(., up,, )vdl. (2.29)
'y
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Analogamente:

—/ Alew = ((Hlm,w)) +/ hl(.,Hlm)wdF. (230)
Q I'

Substituindo (2.29), (2.30) em (2.28), e denotando u,,(0) = u°, u, (0) = u;} e 6;,,(0) =

0°, podemos escrever o mesmo sistema aproximado na forma:

(010 + ()0 + [ Wit @)edr + 3 (F20,0) +

+(|ulm(t>|aulm<t>7v) = 07 v v E Vrfw

@ (1)) + (O (), ) + /F halo O (1) 0T+ (2.31)
+Zn: (a;i@(t),w —0Vwe V.

2.2.2 Existéncia de Solugao Local para o Sistema Aproximado

Nesta secao mostraremos que o problema aproximado (2.31) possui solugao local.

Como Upy,, O € VI, temos que:
m m

Ui (t) = gim(B)wh € Opn(t) =Y by (t)wl,

J=1

m m m
0o_ [ S T L0 o
u = E gy U = E Bjws; 07 = 5 VW;
=1 =1 =1

Fazendo v = w} em (2.31), e w = w}, em (2.31),, obtemos:

Zgﬂm (o) + 3 g (s wk) + [ o () ks
i=1 I
> za’“lm
p= ox;

wz) + (Jugm|” wim, wi) =0, Vk=1,2,---,m;

Z B (D)l wh) + 3 i (O)((w, ) + / B O (1) okl (2.32)
Jj=1 I
m n ag, -
+Z Z a;: (t) (wl wy) =0, Vk=1,2, ,m;
7j=1 L=1

aj = gjlm(O)J 6] = g;lm(0>7 ’7] = hjlm(0)7 ] - ]-7 27 e, M
Notemos que o somatério duplo em (2.32), se justifica como segue:

> | (S tant k)| =323 T -

1=1 =1 j5=1

DRI TUTREE o)) 2—@] oy

j=1 i=1 j=1 Li=1
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Da mesma forma, para o somatério duplo em (2.32),, obtemos:
n a m m n ag/‘lm
Z la—x (Zg}lm(t)wé-a%)] = Z [Z ﬁ(t) (wh, wy,).
i=1 v\ j=1 j=1 Li=1 v
As igualdades em (2.32), seguem do fato de a base 3 ser ortonormal.
Facamos:
A= b)) B= [l €= | [ MCttulnutar]
1 mXx1
“~ ORjim, ,
i = Z 8;:4 (t)] s Oy = [(Jwm| "wm, wi)],
=1 ! mx1
D= / B Oum(D))wldl| Dy = i%@) -
g -5 Uim k . 1 2 ou, ;
1 m i=1 mx1
Y = [gjlm(t)]mxl; H = [hjlm(t)]mxl; Y<O) = [gjlm<o)]m><1 = [aj]mxl = Ym
Y'(0) =[G (0)]mx1 = [Bilmx1 = Y1; H(0) = [Njim(0)]mx1 = [Vj]mx1 = Ho.
Dessa forma o sistema (2.32) fica em sua forma matricial:
AY"+ BY = —-C — ACY, — (,
AH'+ BH = —-D — AD, (2.33)

Y(0) =Yo; Y'(0) =Yi; H(0) = Ho.

Mostremos que a matriz A é invertivel. Com efeito, da simetria do pruduto interno

real, segue que a matriz A é real e simétrica, portanto diagonalizavel. Assim existe uma

matriz M invertivel e uma matriz D diagonal, tal que:

D= M"TAM.

Para mostrarmos que a matriz A é invertivel, basta verificarmos que o determinante de

D é diferente de zero, o que equivale a mostrar que zero nao é autovalor de D. Suponha

por absurdo que zero seja autovalor de D. Entao existe um vetor nao nulo

U1

V2

Um

satisfazendo Dv = 0. Note que AMv = MM *AMv = MDv = M0 = 0, assim,
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denotando i i
©1
. wm =
obtemos:
k=1 mx1 k=1

Dessa forma o vetor o = (3L, opwy), |

vetor a € V! logo (a, ) = 0, donde o = 0. Portanto, V k =1,2,--- ,m:

m
Z%wﬁgzo:»@k:o:»go:o, isto ¢ , Mv = 0.
k=1

Como M ¢ invertivel, temos que a transformacao linear definida por

é ortogonal ao conjunto V.. Em particular o

ela é invertivel.

Portanto Mv = 0 = v = 0, contrariando o fato de v ser um autovetor. Concluimos entao

que a matriz A é invertivel e o sistema (2.33) fica:

Y+ AT'BY = —-A71C — Cy — A’ng

H +A'BH = —-A"'D - D, (2.34)
Y(0)=Yy; Y'(0)=Y;; H(0)= H,.
Y O'm><7n ]m><m O
Tomando Z = i B = B = ;
Y’ ~A'B 0pxm —ATIC - C, - ATIC,
Yo H —~A'B Omxm —A™'D - D,
Zy = ; W= ;o B = e F)= ;
}/1 0m><1 Omxm Omxm 0m><1 ]
Hy
Wy = , temos que o sistema (2.34) assume a forma:
0m><1
7' =FEZ+ F,
W’ == FW -+ Fl
E 021 x2m E
Por fim, fazendo X = ; G = 2 ; G = e
w O2m><2m F Fl
Zy
X = , obtemos:
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=GX +G; =P(t, X).
Mostremos que a funcao ®(¢, X) satisfaz as condigoes de Carathéodory.
(i) Fixado X, temos que a funcdo ® nao depende de ¢, logo ®(¢, X') é mensuravel.

(ii) Para cada t fixo, ®(t, X) é continua pois, G; é constante e a aplica¢ao

N:R"™ — R"™
X—=GX

¢ linear e limitada, donde continua.
(iii) Seja K um compacto de [0, 00) x R*™. Entao
19(2, ) g < [1Ghl g + 1N CO) i
Como G, e N sao continuas entdo elas sao limitadas em qualquer compacto do R*™,
o que garante, pela desigualdade acima, que ®(¢, X) é limitada por uma fungao constante
V(t, X) e K.
Logo a funcao ®(¢, X) satisfaz as condigoes de Carathéodory e portanto o sistema

(2.31) possui solugao local, isto é, possui solugao em [0, t;,,,), para algum ¢, real.

2.2.3 Prolongamento de Solugoes

O objetivo desta secao é obter estimativas que nos permitam estender a solugao para
o intervalo [0, 00), bem como a passagem do limite quando m — oo.

Estimativa I: Escolha v = uj,,(t) em (2.31),, assim:

(0 0+ O, (D) + [ Bl (0 (0107
#3 ( G200 0)) + (a0 ) 0. 5 0) =0

ou melhor:

1d

%%(ugm(t),ugm@)) 5 7 ((m (£), 1 (1)) + /F et () ()T

* Z <i§1l}7 (t)’ugm@)) + /Q |’U,lm(t)‘gulm(t)7u;m(t> = O (235)

=1

Pela regra de Leibniz de derivagao sobre o sinal de integral e pela regra da cadeia

%Li ; /Q ]ulm(t)\"”dx} = / (0 + 2) it )\ﬁl—“l"lil:é??'(t)dx

- / (1) 1 (£t (£)
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assim (2.35) fica

1d
il )2

n ; (%QZ (t),u;m(t)) b [ /Q |u,m(t)|a+2d:c] —0. (236)

Da mesma forma escolhendo w = 6;,,,(t) em (2.31),, teremos

D @) + / Byt () (£)dT

5 O O+ [ B 0)600) dr+z( ) in(t)) = 0. (27

Pela féormula de Green-Gauss, temos:

/
ouy,,

Q Ox;

()0 (t)dz = — /Q u;m@)ifg( )dz + /F (801 (t) L.

Como o tra¢o de ordem zero de 6y, () é igual a zero em I'y, a equagao acima reduz-se

(aaii? (t)velm(t)> == (UEm(t), %G—Z(t)) + /F i (0o ()il
donde:
g (8;:(%? (t>’91m(t)) = —g (“Em( Ly > +Z / Uy (D)0 (DidD. (238

Usando o fato de h; satisfazer a hipdtese (ii) da proposigao 2.1, obtemos

/F st ()l (£)dT > d / ()T

I'1

/F hl(.,elm(t))elm(t)dFZdo/r |01 () [2dT.

Fazendo-se

1
Bun®) = 5 |10 + O + 0nOF + 5 [ (0 2ae] (239
e usando (2.38), obtemos, apés somarmos (2.36) com (2.37), a desigualdade:

d
EEllm(t) + [0 ()| +do | g, (O)PdT 4+ do [ |0 (t)]?dD
Fl Fl

+Z / wy, (8)0pm (1) v5dD < 0. (2.40)

Para estimar o ultimo termo do lado esquerdo da inequagao acima, usaremos a de-

sigualdade de Holder e a desigualdade de Young com p e g iguais a 2. Assim teremos que,
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Ve>0

/ u;m(t)ﬁlm(t)yidf“ <
I'

< IUEm(t)HHzm(t)l!Vz-ldf=/F %Ium(ﬂlglezm(ﬂllmldf

I

; ;
s( / 5|u;m<t>|2dr) ( / ﬁwlm(tmmr)
LN r, €

€ / 2 n 2 9
— t)|°dl + — 0, (T “dI’

IN

€ ’ 2 n 2
= 20 + — | |6, () |2dT,

IN

dai, segue que

2

), ()2 + = [ [0 (t) |2
I Iy

)y, (8) 0 (H)1dl| < = 5

IR}

Portanto

2 n
- g thF—n—/ Oy (1)|2dT < / L ()0 (D) vdT .
F1|u1m()| 5 m'l (t)] _; Flulm()z (t)v

Usando a equagao acima, com € = dy em (2.40) obteremos:

d d
GEun(®) + 01+ 5 [ Juin P+ d: [ fOPar <0, 21
dt 2 I Iy
TLZ
onde d; = dg — o Decorre da hip6tese (2.3) que d; > 0, pois
0
2 2
242 > do> 2 = dy — - >
n? = 0 2, = o 2, 0.

Integrando (2.41) sobre [0, ] com t < t;,,, obtemos

t d t
E1m (1) +/ |10 (8)||ds + 50/ lu), (s)|*dl'ds
0 0 I'
t
+d / B (5)2dTds < By (0),
0 Iy

onde
1
Eum(0) = 3 [|U2m(0)|2 + [t (0)[* + 101 (0)[* + —/ |1 (0 |U+2dx]
L2 110012 1 1002 1 2 [1,0)10+2
= P DI 10 2l |
Pela imersao (2.6) temos que V' — L772(Q), donde existe constante ¢; tal que HUOHijQ @ <

co||u®]]. Temos também que uf — u! em H}(Q2) que por sua vez estd continuamente imerso

em L?(£2). A imersao nos garante que existe uma constante ¢, > 0 tal que |u;|* < co|uf||?
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e a convergéncia nos diz que, dado ¢ > 0,3y € N tal que |||u}||* — [|Ju*|]?| < &,V > Iy,

isto é, ||uf]|? < e + ||u!]]?, assim, tomando n = cye:

t t t

Eum(t)—l—/ ||05m(8)||2d8+@/ |u2m(s)|2dfds—|—d1/ |01 (5)|?dlds
0 2 0 Iy 0 I

< 5 P+ IO+ 67+ el

- o+ 2 Lo2(Q)

112 012 02 2¢: 0()o+2
Mu 12+ 0) + [l 60+ =] }
ou ainda

]‘ / 2 2 2 2 g+42 ! 2
3 | O + I+ 1600 + 25 [ aan177| 4 [ 6m(o) 1P

d() t t
+?/0 ||U/lm(8)||%2(1~1)d8+d1/0 ||‘9[m(8)||%2(rl)d8§0 (242)

Daqui em diante usaremos C para denotar varias constantes.
De (2.42) obtemos limitagoes para gy, (t) e O,,(t), V I,m. Dai podemos via corolario
do Teorema de Carathéodory estender a solugao (uy,, ;) para o intervalo [0, o).

Ainda por (2.42), temos

a) |[um @I < C, Ju, (O] < C e [On()] < C VT e[0,00) eV m.

1
) 00 5
b) (/ ||u;m(t)||%2(n)ds> <Ce (/ ||9zm(t)||2d8> <CVtel0,0)eVim
0 0
Tomando-se o supremo essencial em a) obtemos
[t || oo (0.00:v) < O [t L (0,00:L2(02)) < C € [0t | Lo (0,00:L2(02)) < C- (2.43)

Do item b), vem que

[t L20.00:22(r1)) < C € [0l £20,00v) < C. (2.44)
As inequagoes (2.43) e (2.44) nos diz essencialmente que

) é limitada em L>°(0, 0o; V)

) é limitada em L*°(0, 0o; L*(Q2))

) ¢ limitada em L?(0, co; L*(T)) (2.45)
) é limitada em L*°(0, co; L*(2))

) ¢ limitada em L?(0,00; V).
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Estimativa II: Notemos que pela regra de Leibniz e regra da cadeia temos

jt(/ hu(., uEm(t))vdF) :/n B (.ot ()l (H)vdD, ¥ v € VL

Da linearidade da derivada e pelo Teorema de Schwarz, obtemos

% [Z:: (%eg (W])] _ Xn; (gigl:: (t),v> _ Zn: (%(t),v) WweV.

i= =1

Temos também que

a . o1 (D), (1) .
B 0,0 = (a5 O 0) 4 0.0

= (0t ()|t (8) + [t ()71, (8), 0) = (0 + 1)t ()"t (1), 0) ;- V0 € V.

Diferenciando a equacao (2.31), em relagdo a t, e observando as derivadas anteriores

obteremos

(W (1), v) + (g, (1), v)) + /Fh’( Upyy (1)) Uty ()0l

+ Z (?;Zn (1), U> + (e + 1)|Ulm(t)|au;m(t), v) = 0.

=1

- J 3 .
Escolhendo v = uj, (t) na equagao acima, vem que:

1 d 2 1 d 2 / / " 2
) r

£y (%9’” (t), u;;n<t>) (04 1) (Juam (8)[ 74 (8), w, (£) = 0. (2.46)

i=1
Por um raciocinio inteiramente andlogo, diferenciando a equacao (2.31), com relacao

a t e fazendo w = 0], (t) na equagao resultante, teremos

5 O 1 DI+ [ B )10 |dr+z(5“” ) hul0)) =0
(2.47)

Novamente pela férmula de Green-Gauss

ouy , , o6, § ,
o @al:i ()0, (t)dz = —/Qulm(t) O;i (t)dx+/rulm(t)91m<t)V¢dF,

ou seja

(G20 #(0)) = = (w0, G200 ) + [ sttt
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Da igualdade acima, deduz-se que

> (G ,0) == 3 (stul0). 5

i=1 i=1

)*Z / ()0, () vsdD. (2.48)

Usando a igualdade (2.48) na equagao (2.47) e em seguida, adicionando a equagao

resultante com a equacao (2.46), obteremos

1d " 2 1d 2 / / "
5 gl (O + Qﬁumxn|+Lfmﬂ%ﬁmW<Ndr+2ﬁm4n

H 0L (D17 + /F Ry (s O ()0 ()AL + (0 + 1) ([t (6)] 211 (£), 0l (1)

—I—Z/ up, (6)0,,,, (t)v;dl = 0.

Usando a hipdtese (ii) da proposigao (2.1) obtemos

hi(x,s) — hy(x,r)

S—7T

> dp.

Tomando o limite quando s — r, conclui-se que hj(x,s) > dy. Usando a desigualdade

acima para h) e escrevendo

Enpm(t) = 5 [ [t (O + [ (D)]* + 107, (£) 7] (2.49)

vem que

d
7 Baim (1) + 161, (11> +do [ [u,(t)|*dT + do |92m(1t)|2dP
INT

+ (0 + 1) (Jum )|, (£), ull (£) + Z / w ()0 (H)ydl < 0. (2.50)
Como anteriormente, usando as desigualdades de Holder e a de Young temos que

/|u 2d1“+—/]9lm )|2dr.

v;dl’

ulm elm

Iy

Assim
) 2
S|l (O)Pdr — = [ g, (1)2dT < / ()8, (t)v;dl. 2.51
F1|z()| 5 |z ) Erl ! (2.51)

Pela imersao (2.6) temos que V < L% (Q) < L°™(€), portanto existem constantes
positivas ¢; e ¢y tais que

[t (O Zon () < callim @] e 1w @] ot ) < callup (O]
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Usando a desigualdade de Holder com — + — + 5= 1 e as duas desigualdades acima,
a
teremos

| (Lot (8]t (£, 01, (2 |</|Ulm )7 [ty ()] gy, (£)]

< (/Q ]ulm(t)|"”dt>n (/Q |u;m(t)\qfdt);{ (/ a” ( th)

< Jam (O Zn 0y 11t (O] i (@ 1117 (1]
(@)

< e[ ()7 ol [ty (8) 11, (£)]

Pela estimativa (2.45), temos que (u,,,) € limitada em L*(0, 00, V'), assim, a inequacao
acima confere
| (et (0)] 7t (1), 115, (£))] < €l [t ()| 1t ()] < C sty (O + [z (£)]7],

onde a constante C independe de [,m e t > 0. Assim:

—C |t (O + 2t ()] < (Jrtam (6)] 2t (£), w1 (8)). (2.52)

Usando a desigualdade (2.51) com € = dj e a desigualdade (2.52), na inequagao (2.50),

teremos

d d
= B () +[161, (D)1 + O/ [l (8)[*dT + dy A |0 (£)[2dT
< O Mt (O + [ (1)), Vimet>0, (2.53)

n2?
onde d; = dy — —— é uma constante positiva como vimos anteriormente.

2dy
Para obtermos estimativas a partir da desigualdade (2.53), vamos primeiro obter
limitacoes para (uj,(0)) e (6,,,(0)). Para isso fagamos ¢ = 0 nas equagoes (2.31), e (2.31),.

Em seguida tomamos v = uj (0) e w = 6},,(0) nas mesmas equagoes, respectivamente,

7lm )+

assim:

MO + (000 + [ t0rar+ 3 (5

+(|u’[7u®, up, (0)) = 0
107 ()7 + ((6°, 61,,(0))) + [, hu(., 6°)67,,,(0)dT'+

" (ou
+) <a_xli’9’m(0)) = 0.
=1

Analogamente como feito na equacao (2.29), a identidade de Green nos garante:

0
O (0, (2.55)

I 3V

(2.54)

((u®, gy, (0))) = —(Au®, gy, (0)) +



Capitulo 2. Demonstragao do Resultado Principal 33

06°

|5 O (0T, (2.56)

((6%,61,,(0))) = —(A8°, 6,,,(0)) +

Substituindo as equacoes (2.55) e (2.56) nas equacoes (2.54), e (2.54),, respectivamente

obteremos:

O = (@) + [ [ )|t 0000

3 (%2t 0)) + i a 0) =0
167 (O) — (A6°.67,,(0)) + / {%iwm( eeﬂ 6;,,(0)dT+

" (ou)
+anj%mg—o

Pelas igualdades em (2.27), temos que as integrais em I'; nas equagoes (2.57), e (2.57),

(2.57)

sao nulas. Da convergéncia (2.26) e imersao (2.6) aplicadas nas equagoes do sistema (2.57),

resulta que:

up, (O <C, Vim

(2.58)
nOP<C  Vim
Dado T > 0, integrando a inequagao (2.53) de 0 a t, com ¢t < T vem que:
1
3 IO+l O + 1, 0] + [ 10 olds + % [ [t (oaras
1
t
+¢/ 0, (s)|2dTds
0 1N
1 t
<3 [ [t (0) 2+ [Jug |1* + 167, (0)]?] +/0 C[ |t ()I* + [ty (5)]%]ls.

Pela convergéncia (2.26) temos que (u;) é limitada em V', e pelas limitagoes em (2.58),

obtemos a desigualdade:

t
[t (8)* + [t (D][* < C1 +/0 Ol [t ($)[* + [ty (5)[]ds.

A desigualdade de Gronwall nos garante que, para todo T' > 0 a fungao ¢t — |u], (¢)|*+

||u],,(t)]|* é limitada, donde concluimos:

lup, DI < C, ViIm
Ui () < C, Y 1,m

' do | 2.59
i OF + i O + 10 OF + [ 10 Ps + S [ [ i )Paras B

t
+d1/ 6, (s)|?dTds < C VY I,met>0.
0 Jry
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Como anteriormente obtemos as limitagoes:

, ¢ limitada em L72.(0, 00; V);

(tn) (
(u) ), é limitada em L2 (0, 00; L*());
(u) ), é limitada em L (0,00; L*(Ty));
(6n)

0, ), é limitada em L2 (0,00; L?(2)) N L

/
Uy
’
m

(2.60)

(0,00; V).

m loc

2.2.4 Passagem ao limite quando m — oo

No que segue, das estimativas (2.45),, (2.45), e das imersoes L>(0, 00, V') < L*(0, 00, V)
— L*(0, 00, L*(€2)) obtemos:

(ugn) 6 limitada em L%(0, 00; L?(12))
(uy,,,) é limitada em L?(0, 00; L*(Q))

L*(Q);
L*(Q).

Seguem das duas limitagoes acima, que existem subsequéncias de (uy) e (uj},,) que
ainda serdao denotadas por (u,) e (u),,), e funcoes u; : 2x]0,00[ = R e wu : 2x]0, c0[ —

R, satisfazendo:
U — ug € ), — u; em L*(Q).

Vamos mostrar que u; = u;. Com efeito, por definicdo de convergéncia fraca, Vg €

(L*(Q))’ tem-se:

(9 wm) 2@z = {9 U 2@y x12(@) -

Pelo Teorema da Representacao de Riesz, existe ¢ (x,t) € L?(Q) tal que:

/Ooo/gzulm(t) x,t)dxdt — / /ul (x,t)dzdt,
/0 (i (1), V(2 t))dt — / w(t t))dt.

Considere 9 (z,t) = p(x)¢(t) com p € L*(Q) e ¢ € D(0, c0), assim:

ou seja:

/Ooo(ulmo Dt — / w(t), p)o(t)dt Yo € D(0,00).

portanto:

(wim(t), p) = (w(t),p) em D'(0,0).
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Analogamente:

(U (1), p) = (i (t),p) em D'(0,00).

Usando o fato derivada distribucional ser continua, teremos que

d d

G n().p) = 5 ((t),p).

d _
Da unicidade do limite em D’(0, 00) temos que %wl(t)’ p) = (u; (t), p), e pela proposi¢ao

1.6, segue que u) = ;.

Portanto, raciocinando de maneira andloga, obtemos das estimativas em (2.45) e
(2.60), podemos obter subsequéncias de (upy,) € (6n) que ainda representaremos por
(Uim) € (Oy) € fungdes u; : 2x]0,00[ — R e 6, : 2x]0,00[ — R tais que:

*

U, — 1y em L0, 00; V);

[N . .
uy,, — u; em L2 (0, 00; V);

uj, > up em L(0, 00; L2(Q));
iy — uf em L2(0, 00; L2(T):

no* " o)
U, - Uy em Lloc

(2.61)

!

(0, 005 L*(2));
uf — uj em L} _(0,00; L*(T'y));
O — 0 em L>=(0, 00; L*(Q));
O — 0, em L2(0,00; V);
O — 07 em L5 (0, 00; L*(92));

6, — 0; em L? (0,00;V).

A estimativa (2.60), implica que (uj,,) é limitada em Lg%.(0, oo, Hz(I)). Assim uti-

lizando a estimativa (2.60), e o fato de Hz(T'y) <> L%(T'y), obtemos via Teorema de

Aubin-Lions, que:
up,, — u; em L7 (0,00, L*(T})).
Usando a convergéncia acima e a condigao (iii) da Proposi¢ao 2.1 sobre h;, obtemos

/0 N (o0 (0) = i) P < () / T ) — ()Pt

I'
= (C)?||uy,, — U;H%z(O’OO’L2(F1)) — 0 quando m — oco.

Logo,

h(.ou),,) — hi(,u)) em L7 (0,00, L*(T'y)). (2.62)
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Similarmente, usando as estimativas (2.45), e (2.60), nds obtemos
hl(., le) — hl(., 91) em LZQOC(O, oQ, L2<F1)) (263)

As estimativas (2.45), e (2.45),, a imersdo (2.6) e o teorema de Aubin-Lions, nos

permitem obter subsequéncia de (uy,) que ainda denotaremos por (u;,,), tal que
[ | "t = |w|"w; em L2.(0, 00, L*()). (2.64)

As convergéncias (2.61)-(2.64) nos permitem a passagem ao limite quando m — oo
nas equagoes aproximadas (2.31), e (2.31),. Usando a densidade de V!, em V, obtemos,

VveV e Ve D(0,00)
/ " (8), o))+ / (), o) yele)dt + / / (s ) (6))0ib (8)dT -+

> [ (Geen) v+ | °o<|uz<t>raul<t>,v>w<t>dt ~0,
/0 (61(t), w)(t)de + /Om<<el<t>,w>>¢<t>dt+ / ) / (., 4(8) ywnp (£) AT dt

; | (2;;? (t%w) b(t)ydt = 0.

Seja S = {vy;v € D(Q) e p € D(0,00)}. Tomemos vy € S. Como v € D(Q2) temos

/OOO / (., uj(6)o()(t)dTdt = 0.

_ /OOO(Aul(t), v)(t)dt = /Om((ul(t), V) (t)dt.

(2.65)

que:
Neste caso

Assim, obtemos

/0 (0, o9t = () oy epiy
/ W), (L)t = — (Bt v proy iy

39l 98, (2.66)
Z ( ) Y(t)dt = < _W> |
/ axl = Omi D'(Q)xD(Q)

/ (e (®) P t), 0)(E)ct = (", ) oy i -

0

Usando as igualdades de (2.66) na equacao (2.65), e a densidade de S em D'(Q)), vem

que

u;=0em D'(Q),

"L 96,
— A
U -+ ; awz
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portanto, obtemos Aw; € L5 (0, 00, L*(€2)), pois uj, w|%u € L2 (0, 00, L2()).
loc l loc

8

Da mesma forma, obtemos Af; € L7? (0, oo, LQ(Q)). Portanto, valem

Aul 4 Z 891

— NG, + Z a“l =0 em L2(0,00, L*(Q)).

uw =0 em L;2 (0,00, L*()),

(2.67)

De Au;, € L2 (0,00, L*(€2)) e da convergéncia (2.61),, segue, como feito em Lions [5]

ou Medeiros e Milla Miranda [12], que:

3ul 00

5 c LZOC(O o0, H (F ))
Similarmente obtemos:

00,

5y € Lis(0,00, H3(T').

Multiplicando ambos os lados da equagao (2.67), por vip com v € V e ¢ € D(0, 00),
integrando a equacao resultante em e [0,00), usando a férmula de Green-Gauss, e a

. . . Uy ,
regularidade, recém obtida de ¥ em [y, concluimos
v

e " > oy,
/0 (u), v)dt +/0 ((uz,v))z/;dtJr/O <8y >¢dt+
2 [ (% ) i+ [ (i, vy =0 (2.68)

Analogamente obtemos:

/00(9;, )¢dt+/m((9z,w))¢dt+/ooo<%,w> Ydt+
Z/ (g;‘l )wdt—o (2.69)

Note que nas duas equagoes acima utilizamos a dualidade ( >H_% CxHR )" Com-
1 1

parando a equagao (2.65), com a equacao (2.68), nds obtemos, em particular Vv €

D(Q) e Yy € D(0,00):

/0 <?9uz >¢dt+/ /Flhz ,uy(t))v(t)dldt = 0,

isto, é:

<% +/ hl<.,u;>,vw> =0, Vv e D(Q) e vy € D(0,00).
v Iy D'(Q)xD(Q)
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Novamente, pela densidade de S em D(Q) e usando o fato de hy(., u;) pertencer a
L? (0,00, L*(T'y)), concluimos que:
duy h no_ 2 2
e + hi(,uy) =0, em L (0,00, L*(T'y)). (2.70)
Analogamente:
— + h(.,60,) =0, em Lj (0,00, L7(T"1)). (2.71)

ov

2.2.5 Passagem ao limite quando | — oo

Nesta se¢ao obteremos algumas estimativas que nos permitam passar ao limite quando

[ — oo nas equagoes (2.65) assim, obtendo um par de solugoes {u, 0} que satisfagam as

condigbes (2.22)-(2.25). Notemos que as estimativas (2.45) e (2.60) sao validas também

para a sequéncia de funcoes (u;) e (6;). Com efeito, da convergéncia (2.61),, segue da

proposicao 1.2 que

1w oo 0,007y < Hminf [[wp || Lo 0,000y < €, VI, m €N

ou seja, (u;) é limitada em L>(0,00; V). Analogamente, obtemos as outras limitagoes.

Dessa forma, podemos obter subsequéncias de (u;) e (#;), que ainda serdao denotadas

por (u;) (6;), respectivamente, e fungoes u : 2x]0, 00 — R e 6 : Q2x]0,00[ — R tais que:

w = uw em L>®(0,00;V);
up = ' em LS, (0, 00; V);

u) = v’ em L>=(0, 00; L*(9)

)
uy = u' em L*(0,00; L*(T'y))

(0, 00; L*(92));
uf = u” em L? r

Y

S em 150,005 L
(0, 00; L2(T'));
0 = 0 em L>=(0,00; L*());

0; — 6 em L?(0,00; V);

0; = 0" em Lj5. (0, 00; L*(92));

6, — 0" em L} (0,00;V).

loc

Da mesma forma como em (2.64) temos que:

lw|7u; = |ul”u em Li2 (0, 00, L*(2)).

(2.72)

(2.73)
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Pela convergéncia (2.72), temos que
up = o' em L2 (0, 00; Hz(Ty)).

A convergéncia acima, a convergéncia (2.72), e o Teorema de Aubin-Lions nos garante a
convergencia forte
uj — ' em L7 (0, 00; L*(I'y)). (2.74)
Fixando um real 7' > 0 arbitrério, a partir da convergéncia (2.74), obtemos em particular
que
wy(z,t) = u(z,t), qs. em ¥y =T7 x (0,7).
Fixe agora (z,t) € ;. Entao o conjunto {uj(x,t); | € N} é limitado em R. Pelo item

(iv) da Proposigao 2.1 e da continuidade de h temos:
hy(z, uy(z,t)) = h(z,u'(x,t)) q.s. em Xy, (2.75)
pois:
(s ) — ()| < e, o) — h(w, u))| + bz, ) — bz, o).

A equagao (2.67),, juntamente com a equacao (2.70), nos permite concluir que:

(0,010 + (0, (0) + [ o), ionar + 3 (G000

It

+ (lu@)7w(t), u(t)) = 0,

isto, é:
[ i) uiar == S 4R - 3 Gl - 3 (50,60
— (w0, i), (2.76)

Notemos que

00,

q Ox;

a0,
oz, )

de>§ (/Q |u;(t)\2dx>é

= [/Q §ii<t> dw + /Q !u2<t>|2dx],
> (Shi0.ait0)) | < € Ll + o). -
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Obtemos também, usando a imersao (2.6), que

/ (1) ey ()| < / fun(8) |7 o (1) iz
Q Q

<(/ rul<zt>|2f’+2d:c)é ( / \ué(t)Ide)é
< ([ rutopar) ™ ] (f \ué(t)\de)%
<

<5 (I + 0] < 5 ferllu®IP* + @]

l\:)l’—‘lﬁ

1
2
portanto

([ ()17 (), w (1)) < C [lua()[[** + [ (B[] (2.78)

onde a constante C' > 0 independe de [ e t > 0.

Temos que u; € L=(0,T,V), uj, € L>=(0,T,V) e u) € L=(0,T, L*(2)). Pelo Teorema
1.7, temos que u; € C°([0,T],V) e u; € C°([0,T], L*(£2)), donde faz sentido calcular u;(0),
w(T), uy(0) e uj(T). As sequéncias (1;(0)), (u, (7)) sdo limitadas em V e, as sequéncias
(u)(0)) e (uj(T)) sao limitadas em L?(Q2). Integrando de 0 & T a equagao (2.76), usando as
desigualdades (2.77) e (2.78), junto com as estimativas em (2.45) e a convergéncia (2.26)

obtemos:
T
/ / hy (-, uy(8))uy(0)dl < C, Vet € [0,T].
o Jr,
Como hy(z, uy(t))u;(t) > 0, entao
T
/ (e (@) [ (D)]dT < C, Vi e t € [0,T]. (2.79)
o Jr,

Assim, da convergéncia (2.75) e da limitagao (2.79), resulta do Teorema de Strauss

que
hy(x,u)) — h(z,u') em LYT'y x (0,7)) = L'(0,T, L*(I'y)).
Portanto

hi(.,up) — h(.,u') em L}

loc

(0,00, L'(T})). (2.80)
De maneira similar obtemos

hi(.,0)) — h(.,0) em L}, (0,00, L*(T})). (2.81)
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As convergéncias (2.72), (2.73), (2.80) e (2.81), garantem a passagem do limite quando

[ — oo nas equagoes em (2.65), e assim obtemos

/0 (1), vyt + /0 (u(t), v))e(t)dt + / / B()dldi+

S [ () vioa + / () 7ult), o)ee)dt =0

/Om(e’(t),w)%b(t)dtJr/ooo((@( dt+/ /F1 WY(t)dldt+

Z/OOO (gz/’(t),w> Y(t)dt =0, Yo eV et e D(0,00).
=1 ?

Analogamente como feito em (2.65), obtemos

u”—Au—l—Zaae u=0 em L2(0,00, L*(Q)),
o’ (2.82)
— A9+Z o (@) =0 em LF (0,00 ,L2(Q)),

i=1
ou seja, o par {u, 0} satisfaz (2.23).
De (2.72), e da equagdo (2.67), temos que Au; — Au, em L°

loc

(0,00, L*(€2)). Entao

u
_— = em L;

5 5 em L (0,00, H™%(I')). (2.83)

As convergeéncias (2.80) e (2.83) implicam em

% — % em D'(T'y x (0,00)) e hy(.,up) = h(.,u') em D'(T'y x (0,00)). (2.84)

Tomando o limite na equagao (2.70), usando as duas convergéncias acima e a regular-

idade de h(.,u’), obtemos

)

3_5 4 () =0 em LL (0,00, LM(T))). (2.85)
De maneira similar

o+ h(0) = 0 em L, (0, 50, L'(I)), (2.86)

ou seja, o par {u, 0} satisfaz a condicao (2.24).

2.2.6 Condicoes iniciais

Esta secao tem como objetivo a verificacao das condigoes iniciais, isto é, vamos mostrar

que u(0) = u% 6(0) = 0° e W/(0) = u'. Fixado T > 0, pelas convergéncias (2.72),
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e (2.72), temos que u € L*(0,7,V) e v’ € L*(0,7,V), portanto pelo teorema 1.7,
uw € C°%0,T];V). Logo faz sentido calcular u(0). Analogamente, das convergéncias
(2.72)5, (2.72),, (2.72), e (2.72),, segue que faz sentido calcular u'(0) e 6(0).

De u; = w em L>®(0,T,V), obtemos que Yy € C*([0,T]) com ¢(0) =1 e p(T) = 0:

/0T< (1) 0y dt—>/ Wy @ (H)dt, Yo € V. (2.87)

Analogamente, de u), = u' em L>(0,T,V)

| o) o0t / (W (1), 0y o (), V0 €V, (2.88)

Assim, das convergéncias (2.87) e (2.88), obtemos:

/0 % [(w(t), v}y sy 0(t)] dt — /0 % [(u(t), v}y ()] dt, Vv € V.

Portanto:

(u(T), 0}y @(T) = (i(0), 0}y 9(0) = (u(T), 0}y e D(T) = (u(0),0)y .y (0)
implicando que:
<ul(0)7v>v><v/ - <u(0)77}>v><v/ Vo eV

De V — L*(Q), concluimos que
(u(0),v) = (u(0),v) Vv € L*(). (2.89)
Como ;(0) = u°, VI € N,entao
(w(0),v) = (u’,v) Vv € L*(Q). (2.90)
Pelas convergéncias (2.89) e (2.90) e da unicidade do limite fraco, segue que u(0) = u°.
Da mesma forma, obtemos que 6(0) = 6°.
Para mostrar que u/'(0) = u' procedemos também de maneira andloga, com uma
pequena diferenca de que as condigoes iniciais nao estao fixadas como nos exemplos an-

teriores. Fixado T' > 0, da convergéncia u, — u/ em L>(0,T, V) obtemos
(u)(0),v) = (v'(0),v) Yo € L*(Q).
Notemos que uj(0) = u}, entao de u; — u' em H}(Q) e do fato de H}(Q) — L*(Q) segue
que u)(0) — u! em L*(Q), donde uj(0) — u' em L*(Q), ou seja
(uy(0),v) = (u',v) Vv € L*(Q).

Mais uma vez, a unicidade do limite fraco garante que u'(0) = u'.
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2.3 Apresentacao e prova do teorema 2.2

No que segue, mostraremos que existe solugao para o sistema (2.1) quando considera~
se os dados iniciais um pouco menos gerais do que no teorema 2.1. Em compensagao vamos
supor a funcao h dependente de uma unica variavel e satisfazendo hipoteses andlogas
as anteriores. Mais precisamente, considere as fungoes o, : 'y — Reh : R — R,

satisfazendo:

a € Whe(T'y) > ap >0, VxeTly, (q constante )

(2.91)
6 I~ Wl’oo(Fl) > ﬁo > 0, Vz € F17 (50 constante )7
h € C°(R) tal que h(0) =0
(R) tal aue (0 -
(h(s) = h(r))(s —7r) > do(s —7)* ¥V s,r € R e dy> 0 (constante),
anﬂodg Z n2. (293)

Antes da demonstracao do préximo teorema iremos introduzir alguns resultados:
Proposigao 2.2. Sejam f € L*(Q) eg € H%(Fl). Entao a solugdo u do problema:

—Au=f em €

u=0 em T
ou

— = em I

v
pertence a VN H?(Q) e

lullBregy < C [IFP +1lgllyy

onde a constante C' > 0 independe de f,g e u.
Demonstracao: Veja Medeiros [14]. ]

Proposigao 2.3. Em V N H?(Q), as normas de H*(?) e a norma
F

Demonstracao: Veja Medeiros [14]. ]

u [|Au|—|— H%

sao equivalentes.
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Proposicao 2.4. Seja h : R — R uma fun¢ao lipschitziana com h(0) = 0. Entdo
h(u) € H2(Ty) para u € H2(Iy) e a aplicagio

([y) — HZ (D)

N |=

h: H

u— h(u)
é conlinua.
Demonstragao: Veja Marcus [8]. m

Proposicao 2.5. Considere h como na proposi¢ao 2.4 e o satisfazendo a hipdtese (2.91),.

Entio ah(u) € H2(Ty) parauw € H2(Ty) e

llah(w)l] 3

1

onde a constante C' > 0 independe de o, h e u.

Demonstragao: Notemos que por hipétese a € WH(T'y), logo estao bem definidas

as aplicacoes lineares continuas
LX) — L*(Ty) e HYIy) — HYT)

U — au u— au

Das imersoes continuas H'(T'}) — H %(Fl) — L*(T'y), por interpolagao dos espagos segue
que ¢é continua a aplicacao:

H2 (1) = H3(T')

U au

Da proposicao 2.4 temos que se u € Hz(I';) entdo h(u) € Hz(I'y), logo ¥V u € Hz2 (), é
continua a aplicagao:

H=(Ty) — H2(Ty)

h(u) — ah(u)

donde:

lah(@)ll,3 0,y < CIB@I g gy ¥ € HE (D),

H%(Fl) )’
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Proposicao 2.6. Considere h como na proposi¢ao 2.4 e o satisfazendo a hipdtese (2.91),.

Suponha que u® € VN H*(Q) e u' € V, satisfazendo

ou®
(9_12 + a(x)h(u') =0 em T.

Entao, para cada € > 0, existe w e 2 € VN H?*(Q) tal que

lw—u’llyam@ <& |lz—ulll <e

0
a—qj +a(z)h(z) =0 em T;.

Demonstragao: Tome € > 0. Desde que V N H?(2) é denso em V', entao dado § > 0
com 0 < § < g, existe z € VN H%(Q) tal que ||z — u'|| < 6. Da proposigao 2.4 e de
V < H2(I';), obtemos:

1h(z) = ()| g o,y < Cllz =l

H( )§||z—u1||<5.

1
HQ(Fl

Notemos que de u® € V N H%(Q) temos que Au® € L*(Q) e de z € V N H?(Q) temos que
ah(z) € H2(I'y). Seja w a solucio de

—Aw=—-Au’ em Q;

w=0 em [
ow
ov

= —ah(z) em T4j.

Pela proposicao 2.2 temos que w € V N H?(2) e a proposi¢ao 2.3 implica em:

ow |’
o = ey = 18w — AP + H W gty N OO <
Assim, nés encontramos w, z satisfazendo as condicoes da proposicao. [
Apresentaremos agora, o resultado que propomos no inicio dessa se¢ao.

Teorema 2.2. Assumamos as hipdteses (2.4), (2.91)-(2.93). Considere

u € VN H*(Q), ut €V e’ e Hy(Q) N D(-A), (2.94)
verificando:

ou® o06°

T fahw) =0 ¢ Z- 4+ BR(#°) =0 em T (2.95)

ov ov
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Entao existe um par de fungoes {u,0} na classe

u € L2 (0,00; V);

loc

u' € L*(0, 00; L*(Q)) N L52.(0, 00; V);
u" € Lloc(o o0, L2( ))7 (296)

0 € L>=(0,00; L2(Q)) N L2(0, 00; V);

0" € Li5.(0,00; L2(92)) N Lo (0, 005 V),
satisfazendo
/ . 80 o0
u’—Au+Zaxi u=0em L2(0,00; L*(Q))
zn=1 (297)

0 — A6+ Z 5a, = 0 em L0, 00; LA(9)),
du / 1 1
— +ah(u')=0em L;,.(0,00; L' (I'y))
dy (2.98)
% + Bh(e) =0em Llloc(()? O0; L1<F1))
uw(0) =u°,  /(0)=u', 60(0)=46" (2.99)

Demonstragao: A proposicao 2.1 nos garante uma sequéncia (h;) de fungoes C°(R)
que satisfazem as hipéteses (i)-(iv) da mesma. Pela hipétese (2.94), temos 0° € VNH?(Q).
Assim como na apresentagao do problema principal, como §° € H}(Q) N D(—A) e Iy

satisfaz propriedades andlogas as da hipdtese (2.92), temos que:

96" ;
a— + 5}11(9 ) =0, em IY. (2.100)

A proposigao 2.6 nos garante a existéncia de duas sequéncias (u)) e (u}) de vetores de

V N H%(Q) tais que:

u) - u’, em VN H*(Q) e u —u', em V. (2.101)
Além disso:
0
8i +ahy(ul) =0, em T (2.102)

Fixe | € N. Considere uma base especial v = {w!, wh,w}, ...} de V.N H?(Q) que

pode ser tomada ortonormal usando o processo de Gram-Schmidt. Tomemos a base v de

forma que u!, u},6° pertengam ao subespago gerado por wh, wh, wh, que serd denotado por

l l

[wh, wh, wh]. Seja VI = [wh,w), ..., w! ] o subespago gerado pelos m primeiros vetores da

base 7. Considere as solucoes
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ulm(t) = E gjlm(t)w; € elm<t) = g hjlm(t)wé
Jj=1 j=1
do problema aproximado:

(). 0) + (0.0 + [ bt o+ (F200.0) +

I i=1

([t (6) |71 (t), v) = 0, Vv € Vo
(Orn (1), w) + (O (1), w)) + /F Bhy(Gum (t) ywdl+ (2.103)

"/ oum
+§:(3L(mw):OVwev%
=1

U (0) = u?, uy, (0) = ull, 01 (0) = 6°.

m

Procedendo como na demonstracao do teorema 2.1, obtemos, via Teorema de Carathéodory,
uma solucao local em [0,t,,) do problema aproximado. Da mesma forma como em
(2.31), fazendo v = uy,,(t) na equacdo (2.103),, w = 6;,,(¢) na equacao (2.103),, usando

a hipétese (ii) sobre h; e a hipdtese (2.91) obtemos a inequagao:

d ood
7 Bum(t) + 160 ()]]* + — 0/ |, () 2T + [ |61 (8)dT < 0,
Iy I
n? ,
onde dj = Bydy — o e i, (t) é como introduzido em (2.39). E facil ver que, pela
Godo

hipétese (2.93), temos df > 0. Integrando de 0 a t com t < ¢, a desigualdade acima,

usando as convergéncias em (2.101) e a imersao (2.6), obtemos

t
B (t (/Wm Hd+%%/ |%@Wﬂ@+ﬁ/ 101 (5)]2dTds
2 0 I 0 I

1 2 "
< 5 |lalP + GBI+ 167+ a0l

2
R R e i R B
o+

Da desigualdade acima podemos obter limitagoes que permitam prolongar a solugao
ao intervalo [0, 00) e obter as estimativas postas em (2.45).

De maneira anédloga ao que foi feito com a II estimativa, diferenciando as equagoes
(2.103), e (2.103), com relacao a t, tomando-se nas equagoes resultantes v = uj, (t) e w =

g, (t), respectivamente, e usando a imersao (2.6), obtemos, apds integragao de 0 a t que

Bt + /H%L|®+%%/ ! yﬁw+$//ﬂ%l|ﬂ@
Fl F1

[ [t ()% + [ ||* + 16, (0)17] +/0 O et ($)I* + [ty (5)*] s, (2.104)

<

DN | —
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onde Eog,,(t) é como introduzido em (2.49).
Tomando v = u,(0) na equagao (2.103),, w = 6;,,(0) na equagao (2.103), e usando

as equagoes (2.100) e (2.102), obtemos:

[ui, (O <,V 1m;
9,0 <C,  Vim.

Estas limitagoes levadas a inequagao (2.104) nos permite aplicar a desigualdade de Gron-
wall e em seguida obter as estimativas postas em (2.60).
Com esses resultados, procedendo como na prova do teorema 2.1, obtemos um par de

solugbes {u, 0} satisfazendo (2.96)-(2.99).



Capitulo 3

Comportamento Assintdético

Neste capitulo, apresentaremos o decaimento exponencial da energia associada a solugao

do teorema 2.2, onde esta energia serd dada por:

1 , 2 a
E(t) = ) [/ ()2 + [Ju()||* + |0(2)]* + p /Q u(t)] +2dx} ., com t > 0.

Para obtermos este decaimento, precisaremos a principio estabelecer algumas notagoes
e hipoteses.

Assuma que existe 2° € R" tal que:
Fo={zel;m(z) v(z) <0}ely ={zel;mx) v(z)> 0}, (3.1)

onde m : R™ — R" é tal que m(x) = x — 2% e £ -7 denota o produto escalar usual em R".

Denotaremos por:
R(:UO) = max ||m(x)||g», 70 = max[m(zx)-v(z)] > 0.

€ el

Considere a fungao h e o nimero real o > 0, satisfazendo:

|h(s)| < k*|s|, Vs € R, (k* > 0 constante) , (3.2)

2
<o < ,sen >3
n—1 n—2 (3.3)

o>2,sen=172.

Como V — L*(Q) e V — L*(T';), introduzimos as seguintes notagoes:

lu| < k1||u||2, YoeV e ||ullper) < k‘2||u||2, YuelV. (3.4)

49
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Introduziremos também:

n2

dy = Pody — m;

C* =4R(2°) + (n — 1)(1 + 2k1);
b= (Pl (R
L= (n = 1)%ka(k*)? ||/l e,
M=0oc(n-1)—2;

N =4n(R(z"))? + n(n — 1)%k;;
P =K+ L+ R(a).

(3.5)

Note que a Hipdtese (2.93) nos garante que df > 0 e a hipétese (3.2) nos garante
M > 0.

3.1 Decaimento exponencial da energia

Nesta se¢ao, apresentaremos o Teorema que garante o decaimento exponencial da energia

e daremos a sua demonstragao.

Teorema 3.1. Sejam {u,0} solug¢oes dadas pelo Teorema 2.2 e considere as hipdteses

1 do 1
(3.1)-(3.3). Entao se 3 = min {ﬁ’ %, k—l}, obtemos:

2

E(t) <3E(0)e 3", V>0,

onde:
1

20~

. . E2
n =min{ey, e2}; com ey = 683:m1n{§,62M}.

Demonstragao:
Como {u, 8} sdo solucoes dadas no Teorema 2.2, se multiplicarmos a equagao (2.97),
por u/'(t) e a equacdo (2.97), por 6(t), e apds, integrarmos sobre 2, obteremos, apds

fazermos manipulacoes andlogas aos da prova deste mesmo Teorema:

d d
—E(t) +10(0)]]* + m/ W/ ()[*dl +di | [0(t)]*dl < 0.
dt 2 I' Iy

d
Da inequacao acima temos que %E (t) <0, e portanto a energia E(t) é uma funcao

nao crescente.
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Assumindo a hipétese (3.2), temos que as aproximagoes (h;) de h dadas pela Proposigao

2.1 satisfazem:

ha(s)] < gk*|s|, WscReVIcN

A menos por uma mudanca na notacao da constante, para simplificar a notacao,

escreveremeos:

|hi(s)] < k*|s|, VseReVIeN.

Consideremos as fungoes {u;, 0} dadas como na prova do teorema 2.2, juntamente com

0o
loc

by, u?, uf e 6°. Nés temos u) € Li° (0,00, V) e pela proposicao 1.8 temos que:

o , oul

Assim hy(u)) € L2 (0,00, V). Mais ainda, temos:

ahy(u) € Li2(0, 00, H2(T'y)).

Entao da equacao (2.70), obtemos:

oy 0o 1
E € LlOC(O, o0, H2 (Fl))
Portanto:
aul / 1S9 1
v
Por um caminho similar:
00,

o, Fal(u)) =0 € L, (0,00, H(I')).

As regularidades u; € L{° (0,00,V) e Ay € L52.(0, 00, L*(2)) implicam em

loc loc

u € Li2(0,00,V N H*(Q)).

Analogamente:

0, € L}, (0,00, V N H*()).

loc

Com isso temos que {uy, 0;} satisfazendo a classe (2.96), as equagoes

"L 00
uf = A+ 8; + w|%u = 0 em L52(0, 00; L2(9))
i=1 v

(3.6)

n /
0 — A, + Z ul =0 em L2 (0, 00; L*(2)),
i=1

aml loc
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e verificando as condic¢oes iniciais
w (0) = uf, u)(0) = u} 6,(0) = 6°.

Nés provaremos o Teorema 3.1 para as fungoes {u;,6;}, pois assim, o Teorema 3.1

seguirda quando tomarmos o limite inferior em [. Introduzimos a energia

Bit) = [[OF + a1+ 8OP + 25 [ a0 s, comt 20
e o funcional:
p(t) = 2(uy(t), m - Vuy(t)) + (n — 1) (uy(t), w(t)), com ¢ > 0. (3.7)

Considere a energia perturbada:
E = E +¢ep(t), (¢>0). (3.8)

Mostremos que |p(t)| < C*E;(t), Vt > 0, onde C* é como introduzido em (3.5),. Com

efeito:

p(t)] < 2 / i (8) |m(z) - Tua(t)]da + (n — 1) / (1) ()

< 2R (") [uy()[[[u (O] + (n = Dy () [ ()]

< 2R@") 5 [P + b)) + (n = 15 [P + ()]
< 4R [ OF + lu®IP] + (n ~ 15 [WfOF + kallu (DI

< [4R(%) + (n = (A +2k1)] 5 [lu@®F + lu@)]°] < C*Ei(1).

N | —

Assim |E. — Ei(t)| = |ep(t)| < eC*Ey(t)., donde
(1 — 80*)El<t) S Esl(t) S (1 + 80*)El(t)

1
Fazendo 0 < ¢ < 20w = £1 na desigualdade acima, obtemos:

1 3
éEl(t) SEsl(t) < 5El(t>’ V0<5§€1 eVit>0 (39)

Multiplicando a equagao (3.6), por u;(t), a equagao (3.6), por §;(t) e integrando em (2,

obtemos:
o

d
20/ yu;(twdmcz;/ 16,(¢)|2dT" < 0.
' I8

E{(t) + [l:)I* +
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1 1
Por (3.4), temos que ﬁ](?l(t)ﬁ < —|6;(t)||?, portanto a inequagao acima assume a
1

forma:

1 1 aod
Ei(t) + 5100 + 5 100I* + =57 |u2<t>|2dF+d’{/ 0(t)?dT < 0. (3.10)

Fl F1

Pela equacao (3.6),, segue que:

00,

o lug|7uy em Li2 (0, 00; L2(€2)). (3.11)
=1 v

u = Auy —

Derivando com relagao a t a expressao (3.7), vem:

p () =2(uy (), m - Vu(t)) + 2(w(t), m - Vuy(t)) + (n — 1)(uf (), w(t)) (3.12)

+ (n = 1 (uy(t), (1)) (3.13)
Substituindo a equagao (3.11) na equacgao (3.12), obtemos:

P () =2(Au(t), m - Vuy(t)) — 2 ( gel( t),m- Vul(ﬂ) = 2(lw(@)|"w (), m - V(t))

2 (8),m - Fal(6)) + (0~ 1) (Dua(t), w(0)) ~ (0~ 1) (Z o, ul<t>>
— (= ) u8) P aae), () + (n — D0, (1)

Facamos separadamente a analise de cada um dos termos da equacao acima. Iremos

omitir a variavel ¢, a fim de nao sobrecarregar a notagao.

Anadlise de 2(Au;, m - Vu,).

(9 u; u 8ul u 82ul 8ul
2(Auy,m - V) —22/ (kaaxk> :U—QiZ/kaa—xkdx.

Analisando apenas na integral acima, pelo Teorema de Gauss, obtemos:

82ul Gul 816[ 0 3ul 8ul @
= — — —_— r
o 922 0 = 7 | o om (m’“axJ R A el k”’d
. 0ul 6mk (‘9ul 6ul 6 u;
N q 0x; Ox; 8xkd Q 8ximk8xi8xk e

8ul 8ul
—; T. .14
+/(a)< axk>d (3.14)
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Notemos que:

8ul 62ul de — 6ul 0 (8Ul)d$(}

Q 8_xzmk 0x;0xy, B Q 8_:mmk8_xk ox;
. 8ul 0 Oul 8ul 8ul
[ Ou Omy Oy g %m 0%y i
N q 0x; 0z, Ox; q 0%; k@:xi@xk
2
r Ox;
Logo:
8ul 82’&[ 1 aul 8mk 8ul 1 (9ul 2
- = - —_— - = I. 1
/animkaxiaxkdx 2/9(3@- oxx, &xidm Q/F ox; mivid (3.15)

Substituindo a equagao (3.15) na equagao (3.14), obteremos que:
82ul aul Gul 8mk aul 1 8ul 2 8mk
—dr = — —dx + = —d
/Q 0x? mkaxk o /Qaazi Ox; Oxy, T 2/9 ((%UZ) oxy, o

1 ouy 2 Ouy Ouy

Portanto:

= ou\>
2(Auy,m - V) = — 2|Jw||* + n||w||* — Z / (8xl) myVdl
ik=1"7T ¢

= aul aul 2
+2) [ (G (gt )t = o= 2l + i+

A seguir faremos uma analise dos termos J; e J;. Notemos que, como feito em L.A.

0 0
medeiros e Milla Miranda [13], a—ul = yia—ul em Iy, dal:
ZT; 14

i/(aul>2mudF— i/ (a“’)medr i U
B ox; ROREE T ox; RORES T ox; Wk
ik=17T : ik=1"T0 L ik=1711 :
n 2 n 2
= — Z / Vi2 <%) mkl/kdr — Z / (gzl) mkadF
ik=1"T0 ik=17T1 i

ou\ >
:_/FO (O_D (m - v)dl — F1||Vul||]2Rn(m-V)dF.

Portanto:

J) = —/FO (%)2 (m - v)dl — /m V|| (m - v)dT. (3.16)
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Temos também:

220 [ (o) (gt )ar =2 22 [ (5502) (G v+
Hi—: /n (g—zy) ( gg;)dr

—2/ du 2( -y)dF+2/ a“l( V) dr.
B r, \ OV " gy v

0
A solucao v satisfaz a equagao (2.98),, logo 8_1: = —ah(u)) em L} (0,00, L}(T)).

Usando a hipétese (3.2) e o fato de m(z) - v(z) > 79 > 0 em I';, obtemos:

aul

2
r 8V

(m - Vu)dl' = —2/

'y

ah(up) (m - V) dl' < 2/F | [h ()] (m - V) |dT

<2 | peo ) (B |ug | R(2°)] | Vu Y0 p
< Flll [ zoe o) (K7) [y | R(27) || V| | NG

1 . / 3 3
sz( [ Hlal >2<R<x”>>2|ul|2) ( / m||Vul||Rn)
Fl 7—0 1—‘1

1 * /!
< —IIOéII%oo(rl)(k V(R [ JulPdl + | |[Vwl[gs(m - v)dD

I't 'y

g2l + / V] s (- )

'
Portanto

2
Jo §2/ (?) (m-v) dF+k/ \uﬂQdFjL/ || Vuy||ge (m - v)dT . (3.17)
To Iy '

v

Usando a equagao (3.16), a inequagao (3.17), e o fato de m(z) - v(z) < 0, obtemos a

estimativa:

2
J+ Jy < / <%) (m-v)dl +k |u2|2dI‘.
To

14 I

Consequentemente:

2(Aug,m - V) < (n—2)]|ulH2+k/ |uj|2dT. (3.18)
IS}
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Anilise de —2 ( gel m - Vul>
=1

891 891 aul
—2 <2
(S Ll
801 1 8U[
<2 2 dx
z;1/ ( \/_|mk| ) <2\/_ axk )
6>\’ 1ow]®, \°
< 2 2 d — =1 d

8ul
8xk

<Z

i,k=1

< 4n(R(="))*|l6i]* + ZHWHQ'

2
dx]

Portanto,

"L 00 1
—2( : m-Wz> < An(R())* 0 + [l (3.19)

0 2 — o
—2(|w|uy, m - V) = —22/ |ug|” ulmkﬂdm— U—i—Q;/kaa_xk (‘ul’aw) dr
= Z/ amk‘u |J+2dgj— 2 i/|ul‘o’+2mkykdl—\
o+ 2 o+ 2 —~ Jr

0 2
= +QZ/ mk|u |7+ d — or2 ). (m-V)IUzl””dF.
o

m
Notemos que 6_k = 1 e pela hipétese (3.1), temos que m - v > 0 em I';. Portanto:
Tk

2
—2(|wy|uy, m - V) < _n/ |ug |7 d. (3.20)
o+2 Jq

Analise de (uj, m - Vuy).
(uy,m - Vuy) = i/ 2u’mka—u;dx = i/ mki [(w)?] dz
b l l ax axk l
0mk 2
:_Z/ &ck e +Z mkl/kuz

k=1"T

= —nlu|® + / (m - v)|up|*dl.
1N
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Consequentemente:

(uj,m - Vuy) < —nluj]* + R(z%) [ |uj?dT. (3.21)

I'1

Anilise de (n — 1)(Auy, wy).

Observemos que:

(n— 1)/ %uldf =—(n— 1)/ ah(uy)udl < ‘—(n - 1)/ ah(ug)uldf‘
Fl v Fl F1

< (n—=1) [ |oflh(w)u|d

I'1

<(n-1 o o)k 2(n — 1)kso|u
<( )F1|| [ Loe k™ V/2 o[ U] ———x —)k

1
< 0= 1) ([l (200 = Dl )

</F1 m\ulPdr>

(”‘”Dmmwm%w%m—n

|ul|dI‘

Wl

<
B 2

O g ]

mAﬂﬂ

I'

* 1
= (0= Doy [ TP + gl
r 4ks

1
<L [l + -l
r, 4

Portanto:

1
(n — D(Aup,wy) < —(n—1)||Jw|* + L |u§|2dF+ZHulH2. (3.22)

Iy
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Analise de —(n — 1) < ?,ul).
g

i=1

o

(n—1) Z/ (2kin(n — 1))

n-1))" </Q 2kin(n — 1) ’i?zl

i=1

(n—1) ¢
< Z[(ka(n—l)) /Q

i=1

<(n-1) Z/'% |wy|dx

891
8%

|[uy|dx

NI

(2kn(n — 1))

1 2 \?
‘“) ()
? 1
- 2
dx + Doy — 1>/Q]ul| d:v]

IN

00,
ailfi

< kin(n = 1[|6)]]* + —|w/>.

4k

1 1
De (3.4) temos que EMP < ZLHUZW’ assim:

"L 06 1
—(n—1) (Z &El 7“l> < n(n—1)*k1]|0]]* + Z||Uzl|2‘ (3.23)

i=1 ot

Anilise de —(n — 1)(|w|uy, wy).
(= 1)l ) = —(n — 1) /Q |72, (3.24)
Analise de (n — 1)(up, up).
(n = 1) (up, up) = (n = 1)l (3.25)

Adicionando as equagoes (e inequagoes) (3.18)-(3.25), simplificando os termos semel-
hantes e levando em consideragao as notagoes estabelecidas nas trés ultimas equacgoes de

(3.5), segue que:
1
g < gl = il - 2 [ e N4 P [ irar. (a2

Da equagao (3.8) obtemos:
E,<E +¢p. (3.27)

Usando as desigualdades (3.10), (3.26) na equacao (3.27), vem que:

1 1 apd, €
E < — 16,12 = =116,]2 — 00/ ’le“—d*/ 0,12dT — = ||uy| |2
a0 < %M 2|| 1 5 Fl\uzl 1 F1|z\ 4IquH

—elul* -

H2+5P/F |uj|?dr. (3.28)
1
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1 1
Notemos que para acontecer eN||6;||*> — =||6;||* < 0 serd preciso que eN < 3 isto

1 1
é ¢ < —. Da mesma forma para 5P/ |uj|>dT" — §a0do/ |uj|>dT’ < 0, devemos ter

2N I I
d, 1 1 1 dy 1
Og)Po‘ Se e < W entao b7 < —%. Assim tomando g9 = min{ﬁ,%, k?_1} na

inequacao (3.28), teremos:

€2 E9 EQM 2 .
Bl < =l = 2l - 20 - 25— [ ufr .

Agora escolhendo 3 = min {@,QM}, teremos que g3 < %2, donde % < % < % <
€9, OU seja —eg < —52 < —% < —53, assim:
Pl < = 2udl = Dl - 210F -2 [ ful e = B
Consequentemente:
EL(t) < —eE(t), Vi>0eV0<e<es. (3.29)
Fazendo n = min{ey, €3}, pela inequagao (3.9), temos que:
—;El(t) < —Ey(t) = —nE(t) < _gEnl(t) vit=>0
Assim, a equacao (3.29) assume a forma:
By(t) < —nBi(t) < —2 Byl), ¥ £20,
ou seja:
El\(t) + %nEm(t) <0, Vt>0.
Logo a solugio da EDO Ej,(t) + ;UEnl(t) = 0 satisfaz:
E,(t) < Eu(0)e 3", V>0
Da inequacao (3.9), obtemos:
E’Q(t) < Ey(t) < Ey(0)e 37 < gEl(O)e 3
donde:
Ey(t) < 3E(0)e™ 3" ¢ >0 (3.30)

Facamos agora uma andlise da inequacao (3.30), antes de tomar o limite inferior em

[. Das convergéncias em (2.101) e da imersdao V — L7T2(Q)) temos que

2
liminf £;(0) = = |Ju']® + [[«°|]* + |0°)* + —/ |u0\"+2dx} = F(0). (3.31)

N | —
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Ainda da imersdao V < L°T2(Q) e pelo fato de u; € L2 (0,00, V), temos que u;(t) €

loc

L72(Q). Consequentemente |u(t)|°*% € L'Y(Q) e / luy(t)|7T2dz < oo, VI € N. Segue
Q

que sup/ lu; (t)|7T2dx < oo e pelo lema de Fatou:
leN Jo

/ u(t)|"*2dz < liminf / g (£)]7* 2.
Q N Jq

Tomando o limite inferior em [, na inequagao (3.30), e usando a equagao (3.31) obte-

1mos:

—_

E(t) {hrlréllwnf luy ()" + hrlréélnf || (8) ]| + hrlréé]nf 10, ()|]* + >

2 . -
<3 Qllmlnf/Q\ul(t)] +2d:p]

leN

< 3e it lim inf £(0) = 3E(0)e= 5™,
€

isto é,
E(t) < 3E(0)e” 3", ¥t >0,

e o resultado segue. [
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