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“A simplificacdo de qualquer coisa € sem-
pre sensacional 7.

G.K. Chesterton



Resumo

Neste trabalho estabelecemos a existéncia global (no tempo) de solucoes fracas em L2
para uma familia de equagoes de Schrodinger quase lineares unidimensionais. O método,
desenvolvido por D. Rial [23] com base nos trabalhos de T. Kato para o estudo da equagao
KdV, é dividido nas seguintes etapas: primeiro mostra-se que o problema regularizado por
um termo dissipativo linear é localmente bem posto, mas com o tempo de existéncia de-
pendendo de um parametro € > 0 que acompanha (multiplica) o termo dissipativo. Entao,
usando um efeito suavizante observado na solucao do problema, estende-se a solugao a
R no tempo. No passo final faz-se € (e com ele o termo dissipativo linear) tender para

zero, obtendo-se uma solucao fraca para a equagao original.
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Abstract

In this paper we establish the existence of weak solutions in L2 for a family of quasi-linear
one-dimensional Schrédinger equations. The method, developed by D. Rial [23], based
on the work of T. Kato for the study of the KdV equation, is divided into the following
steps: first it is shown that the problem regularized by a dissipative term is locally well-
posed, but with time of existence depending on a e > 0 that accompanies (multiply) the
dissipative term. Then, using a smoothing effect observed in the solution of the problem,
it extends the solution to R, . In the final step it is € tends to zero (and with it the linear

dissipative term) obtaining a weak solution to the original equation.
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Capitulo 1

Introducao

O ponto principal deste trabalho, que tem como base o artigo de Diego F. Rial [23], é

estabelecermos a existencia de solugoes (fracas) em L? para o problema

duw = 1021 + O, (u*u) + A0 (H([u*)u), (x,t) e R x R 1)

LL(O) = Uy,

onde u =1u(x,t) € C, A <0 e H é a transformada de Hilbert definida por

(Hf)(x) = Tltp.v JR ;(EL dy. (1.2)

A equagao (1.1) é um modelo de propagagao de ondas de Alfvén circularmente polarizadas
em um plasma, quando a direcao de propagacao é quase paralela ao campo magnético exte-
rior [24]. A fungao complexa u representa a componente do campo magnético transversal
a velocidade de Alfvén. O termo nao local Ady (H(Ju/?)u) representa o efeito dissipativo
de particulas ressonantes sobre a modulacao de onda. O coeficiente A depende da dis-
tribuicao de velocidades das particulas. Se a distribuicao de velocidades é decrescente

como funcao da componente paralela da velocidade de Alfvén, entao A < 0.

1.0.1 A equacao de Schrédinger com derivadas (caso A = 0)

O problema (1.1) com A = 0 tem sido estudado por varios autores. Os primeiros a es-
tudarem este problema foram M. Tsutsumi e I. Fukida (em 1980) [27], onde os autores
provaram, via regularizacao parabdlica, boa colocacao global no sentido fraco em H!(R)
com restrigao sobre a norma do dado inicial. Os mesmos autores também provaram ex-

isténcia de solugoes locais em H*(TT), 1 < s < 2, onde TT é o toro unitario unidimensional.



Capitulo 1. Introducao 2

No ano seguinte, estes mesmos autores em [28] mostraram boa colocagao global em
H2(R), com restricao sobre a norma H! do dado inicial. Além disso, no mesmo trabalho
os mesmos mostraram a dependéncia continua dos dados iniciais e apresentaram algumas
leis de conservacgao para o problema.

N. Hayashi (em 1992) [12] apresentou um método para obter condigoes suficientes para
a existéncia de solugoes globais para o problema, com nao linearidade de tipo "focusing”,
mediante a andlise das solucoes ”ground state” dessas equacoes.

Usando o método de restricdo na norma de Fourier (método de Bourgain) e uma
transformada gauge, H. Takaoka (em 1999) [25] provou a boa colocagao local para (1.1)
em H%(R), s > 1/2.

Posteriormente, fazendo o refinamento de um método introduzido por J. Bourgain,
H. Takaoka (em 2001) [26] provou que (1.1) é globalmente bem posto em H*(R) para
% < s < 1 com restricao sobre a norma L? do dado inicial.

Ainda em 2001, em [5] Coliander /Keel/Staffilani/Takaoka/Tao provaram a boa colocagao
global para o mesmo problema em H*(R), s > 2/3, usando o chamado ”I-método,” com
restricao sobre a norma L2 do dado inicial.

Um ano depois, por meio de um refinamento do ”"I-método”, em [6] esses mesmos
autores mostraram a boa colocacao global em H*(R), s > 1/2 com restricdo sobre a

norma L? do dado inicial.

1.0.2 A equagao de Schrodinger com derivadas (caso A # 0)

Ja no caso A # 0 pouco se tem avangado nesse sentido. Além deste trabalho sobre solugoes
fracas em L2, para o caso A < 0, D. Rial provou boa colocagao local para (1.1) com dados
iniciais em H*(R), s > 3/2, usando teoria de Kato.

Por meio de uma transformada gauge e estimativas de efeito regularizante da equagao
de Schrédinger linear, Moura/Pastor [21] provaram que (1.1) é localmente bem posto
em H®(R), s > 1/2 com dado inicial pequeno. Para o caso A > 0, nada foi feito até o
momento.

Sobre a mé colocagao, Biagioni/Linares em [3] provaram que (1.1) com A = 0 é mal
posto em H¥(R), s < %, no sentido de que a aplicacao dado-solucao nao é uniformemente
continua, para isso eles usam ondas solitarias. E importante observar que, quando A # 0

Moura/Pastor provaram que a equacao nao possui ondas solitdrias, por isso o método de
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Biagioni/Linares nao se aplica para provar a ma colocagao.

Alternativamente ao método de Biagioni/Linares, Moura/Pastor mostraram a ma
colocacao no sentido de que a aplicacao dado inicial-fluxo nao é de classe C* se os dados
iniciais estao em H®(R), s < % Portanto, nao é possivel provar a boa colocacao local
para o problema com dados iniciais em H*(R), s < %, usando o teorema do ponto fixo de
Banach.

Vale ressaltar que para o caso A > 0, nao faz sentido estudar o problema sobre o toro
unitario unidimensional, pois a transformada de Hilbert é um operador definido somente

em toda a reta real.

1.0.3 O problema estudado

Suponhamos que a fungao u = u(x, t) suave satisfaga (1.1). Multiplicando a equagao por

P € D(R x R, ), integrando em x e usando a férmula de integracio por partes, obtemos

(0u,P) = Re J d,updx = Re (1J d2wpdx + J GX(FA(u))EdX>
~ Re <_ J LT dx — Jmu)mdx)
= —(u,10%¥) — (Fa(u), 0x¥), (1.3)

onde Fp(u) = lu*u + AH(Ju/?)u. Podemos escrever o lado esquerdo da forma

(o) = 2 () — (u, o). (1.4

Substituindo (1.4) no lado esquerdo de (1.3) e integrando em t obtemos

t t

(u,i0%)dt — J (Fa(u), dx1)dt,

0

Jt %(u,lwdt —~ Jt<u, . P)dt = _J

0 0 0

donde segue que
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1

1Ry, L% é uma solugao fraca de (1.1),

Diremos entao que a funcao u € C,, (R, [2)NL
se para qualquer P no espago das distribuigdes D(R x R ) a férmula (1.5) é verificada.
Veremos mais tarde que se u € L% entdao Fa(u) € L? e portanto o lado direito de (1.5)
esta bem definido.

Enunciamos abaixo nosso principal resultado.

Teorema 1. Seja uy € L2. Entdo existe u € C, (R, L2)NLY(R,,LP) com2<p < 0 e

2 1 1
— = = — — solugao fraca de (1.1), que verifica
s)

q 2
lin (8 x = [l (1.6)
ulliar, 1r) < CA, p)lugllez, (1.7)
HWUHL%H){M < C(A, w, [uglle, T), (1.8)

onde w € H®(R).

Para provar o teorema 1 consideramos o problema (1.1) perturbado por um termo

linear dissipativo, a saber:

dru =102u+ 0, (Fa(u)) — edl®u, (x,t) e R xR, (19)
u(x,0) =up(x) x € R.
O método, desenvolvido por D. Rial [23] com base no trabalho de T. Kato [15] para
o estudo da equacgao de korteweg-de Vries, consiste no seguinte: mostra-se em primeiro
lugar que o problema regularizado ¢é localmente bem posto, mas com o tempo de existencia
dependendo do parametro €. Entao, usando um efeito suavizante observado na solucao
de (1.1), estende-se a solugao a R;. No passo final faz-se ir para zero o termo dissipativo
linear, obtendo-se uma solugao fraca de (1.1).
O trabalho esta distribuido da seguinte forma:
No capitulo 1, introduzimos o problema (1.1) e o método usado para obtermos a
solugao fraca do problema em questao, tendo como base o artigo [23] de D. Rial.
No capitulo 2, apresentamos um conjunto de resultados classicos de analise, a teoria
basica de distribuicoes, a transformada de Fourier e suas propriedades béasicas, a trans-
formada de Hilbert e suas principais propriedades, e os espacos de Sobolev de tipo L2.

No final deste capitulo apresentamos alguns resultados basicos de espacgos reflexivos e

convergéncia fraca de operadores e estudamos as propriedades do semigrupo U, obtido a



Capitulo 1. Introdugao 5

partir da solugao do problema linear regularizado pelo termo dissipativo —ed1*u. Também
estudamos as propriedades da nao linearidade Fy = [u/*u + AH (Ju?)u e os lemas de reg-
ularidade e compacidade que sao essénciais para o desenvolvimento e a demonstracao do
Teorema 1, que é o resultado central do trabalho.

O capitulo 3 concentra os resultados principais do trabalho: Na primeira se¢cao prova-
mos que o problema regularizado (1.9) é globalmente bem posto e damos estimativas
espago-tempo da solucao (indepedente de €); na segunda se¢ao estudamos as propriedades
suavizantes da equagao (1.1) que serdo usadas para provar o Teorema 1; por fim, demon-
straremos o teorema principal fazendo o uso das ferramentas apresentadas durante todo
o texto, usando como principal ferramenta os teoremas de compacidade de Aubin-Lions

(ver [20]).
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Notacao:
Dada f: R — C, R(f) representa a parte real, e, Im(f) a imaginéria de f.
LP(R) = {f : R — C mensurével tal que [[flli» = ( [ [f[Pdx) 1/p}.
Lpe (R, X) = {f : R x K — C mensuravel ; [If[/ p g x) = (J« Hf(.,t)Hidt)% < 00, }
para todo compacto K € R.

S(R) representa o espago de Schwartz em R.

S’(R) é o espaco das distribuicoes temperadas em R.

LY (I,L9) é o espago das fungoes mensuraveis f: R x I — C, tais que

1
Ifllep (1) = (J ||f(.,t)lligdt> < 00.
I

Ck(Q, X) é espaco das aplicacoes de Q em X, com k derivadas continuas.

Ck (Q, X) é o espaco das aplicagoes de Q em X, com k derivadas fracamente continuas.

Ck(Q, X) representa o espago das aplicagoes de Q em X, com k derivadas continuas e
limitadas.

B(X,Y) é o espaco dos operadores lineares limitados de X em Y.

J5(-) = ((1 + !5!2)5/?-\)\/ representara o potencial de Bessel de ordem —s.

Ds(-) = (|&°7)Y denota o potencial de Riesz de ordem —s.

x)

(f,g) = J f(x)g(x)dx é o produto interno de L2.
R

< f,g>= ReJ f(x)g(x)dx é o produto interno real de L2
R
[A,B] = AB — BA é o comutador dos operadores A e B.

H*(R) é o espaco de Sobolev de ordem s em R. E, H*(R) = m HS.
seR

X —
Xn — X significa que x,, converge para x no espaco X.

X -
xn — X significa que x,, converge fracamente para x em X.



Capitulo 2

Resultados Preliminares

Neste capitulo abordaremos as defini¢oes bésicas e os resultados de regularidade que serao

utilizados para a obtengao do resultado principal.

2.1 Fatos Basicos
Proposicao 1 (Regra de Leibniz). Se f,g € C!*I(Q, C), entdo

x

wmzz(

p<a N P

ywmwm, (2.1)

onde o < B significa que o5 < B3,V j=1,23,..neax—p = (o —PB1,..., Xn — P ).
Demonstracao. Segue naturalmente por um argumento de inducao. O

Lema 1. Sejam f,g e h fungoes suaves, entao

(fg.h) = (g. fh); (2.2)
(ifg,g) =0, se f toma valores reais; (2.3)
(f,g) = (f,R(g)) se ftoma valores reais; (2.4)
1
(f 0xg,9) = —5(6xf g,9) se ftoma valores reais; (2.5)
_ 1 _
(f 0x9.9) = —5(0xf 9,9). (2.6)
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Demonstragao. As afirmagoes (2.2),(2.3) e (2.4) sao consequéncias da definigao de produto
interno real. Supondo que g e 0,g convergem a zero suficientemente rapido quando

x| — o0, a formula de integragdo por partes nos permite afirmar que

J fo,gvdx = —J (axf)gng—J fgo,gdx. (2.7)
R R R

Se f toma valores reais, de (2.7) segue que

2J fRe(0,gg)dx = —J (0,fg)gdx (2.8)
R R

e portanto vale (2.5). De maneira analoga prova-se (2.6). O

1
Teorema 2 (Desigualdade de Holder). Sejam {p,—}}il C [1,00] er > 1 tais que o

N
—, entao
i—1 Pi
N
T 1wl <D Il w5 € L (R). (2.9)
j=1 j=1
Demonstracao. Veja o Coroldrio 2.6 de [1]. O

Teorema 3 (Des. de Minkowski). Se 1 <p < oo e f,g € LP, entdo
1T+ gllee < Ifllp + liglles. (2.10)
Demonstragao. Ver o Teorema 2.8 de [1]. O
Proposicao 2. Se0 <p < qg<r<oo, entao LPNL" C L9 e
flla < IFITs 12, (2.11)

para f € LP NL", onde ® € (0,1) satistaz a relagao: 1/q = 0/p + (1 — 0)/r, i.e.,
_g-—1/r
C1/p—1/r

Demonstracao. Ver a referéncia [1], Teorema 2.11. O

Teorema 4 (Riesz-Thorin). Sejam (X, Zx, ) e (Y, Zy,Vv) espacos de medida e po, p1,
do, d1 € [1,00] (com v o-finita se o = q1 = 00). E, para 0 < t < 1, sejam py e qy tais
que

11—t t 1 1-t t

?

Pt Po P dt do qd1
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Se T:LPo(u) + LPi(pn) — L9o(v) + L9t (v) € um operador linear tal que,
| Tf|| a0 < Mol[f|lLro, para feLPo(u) e |[|Tf|lrar < Myl||f||rr, para e LP(n),

entao

[TfllLae < Mg *Mi[[ffln, VEelP(n) e 0<t<;

ou seja, designando por My a norma de T : LPt — L9t temos: My < M *Mt.
Demonstragao. Ver o Teorema 6.27 de [9]. O

Proposigao 3 (Desigualdade de Young). Seja f € LP(R™), 1 < p < o0, e g € L'(R™).
Entao, fx g € LP(R™) com
1% gllee < [[flleellgllr (2.12)

Demonstragao. Ver o Teorema 8.7 de [9]. O

Teorema 5 (Hardy-Littlewood-Sobolev). Seja 0 < o« < 1,1 < p < q < o0, com

1

5= & + (1 — «). Defina o potencial de Riesz de f por

f(t
Iaf(x):CaJ t) dt, Vx eR.
R X —t[*
Se p > 1, entao 14 € forte (p, q), isto é,

[Tec(P)lfLa < Iflle, ¥V T € LP(R). (2.13)

Demonstragao. Ver o teorema 2.18 de [19]. O

2.2 Teoria Basica de Distribuicoes

O nosso principal interesse nesta secao é expor parte da teoria de distribuicoes essencial
para o estudo dos espacos de Sobolev e de equagoes diferenciais parciais. O contetido aqui
exposto foi quase que totalmente extraido da referéncia [11].

Seja Q C R™ um aberto e seja
CZ](Q) ={@/ ¢ : Q — R(ou C) com supp(¢) compacto e ¢ € C'(Q)},

com j € N.
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Defini¢ao 1. Denotaremos por D(Q) o espago CF(Q) munido da topologia induzida pela

familia de seminormas

Pr.« = sup{ [(0%@)(x)|, ¢ € D(Q), onde K C Q € compacto e & é um multi-indice}.
xeK

Esta topologia induz a seguinte nogao de convergéncia em D(Q):

Definicao 2. Sejam (@;)jen uma sequéncia em CP(Q) e ¢ € D(Q). Dizemos que @; —
@ no sentido do espago D(Q) quando: 1. Existe K C Q compacto tal que supp(¢@;) C

K,Vj € N. 2. 0%@; — 0%¢, (uniformemente) para todo multi-indice & = (&, ..., &Xn).
Com isso definimos distribuigoes:

Definicao 3. Chamamos de distribuicao em Q a qualquer funcional linear continuo F :
D(Q) — Clou R). O dual de D(Q), denotado por D'(Q) é chamado de espaco de
(Schwartz) distribuicoes.

D'(Q) ={F:D(Q) — C F € linear e continuo}.
Para cada (o, ) € (Z7)?™ denotamos a semi-norma |l («.p) definida por
Il e ) = [Pe0LF].,

Definigao 4. Denotamos por 8(R™) o espago das fungoes C*® que se anulam no infinito,
1sto €,

S(R™) ={¢p € C*(R™); [[@ll(,p) < 00 Vor, B € (Z")*"}.

Portanto temos que C°(R™) C §(R™). A topologia em §(R™) é dada pela familia de

semi-normas HH(cx,B)7 ((Xv B) € (Z+)2n.

Definicao 5. Seja (@;) C S(R™). Entao @; — 0 quando j — oo, e para cada (o, B) €
(ZT)?™ temos que

[@ll(np) — 0 quando j — oo.
Teorema 6. O espaco de Schwartz satisfaz as sequintes propriedades:

1. Dada @ € 8, P(x)p € 8 e P(0)@ € 8, para qualquer polinomio P(x), ou seja, S €
estavel em relacao a multiplicacao por polinomios e a diferenciacao. Em particular,

dados quaisquer polinomios P(x), Q(x) e qualquer ¢ € 8, temos que P(x)Q(0)p € 8.



Capitulo 2. Resultados Preliminares 11

2. D(R™) < 8 e € denso em 8.

3. 8 LP e € denso em LP, V1 < p < 0.

4. Dadas @, € 8, @ € 8, ou seja, o produto de convolucao e uma operacao em S.
Demonstragao. Ver [11]. O
Definigao 6. Dizemos que ¥ : §(R™) — C define uma distribugdo temperada se

1. V¥ € linear.

2. ¥ € continua, isto é, se @; — 0 quando j — oo implicar que a sequéncia ¥Y(@;) — 0

quando j — 0.
Denotaremos tal espaco como S’'(C) ou S'(R).

Defini¢ao 7. Dadas F € 8'(R™) e € §(R"), definimos a convolucao de F e P por:

Frb(x) = (F,1ab(—) = (Fb(x =),

Seja f uma funcao de crescimento polinomial. Defina F¢ : S(R™) — C por:

Fe(op) :Jf(pdx. (2.14)

Proposigao 4. : Se F € §'(R™) e ¢ € 8(R™), entao Fx\ € uma funcao C® de cresci-

mento polinomial, e portanto, define uma distribuicao temperada pela formula (2.14):

(F b 9) = | (Fx )0 px)dx, ¥ ¢ € SR (2.15)

Dem. Como 8’(R™) é um subespaco de D’(IR™), segue que F * ¢ é uma regularizacao
de F, e j& provamos numa proposi¢ao que Fx 1 € C®(R").
Agora, como F € 8'(R™)(F é continua), 3 C >0 e N & N tal que

(Fxp)l<C > sup x*0Pgl, V ¢ €S8R,

n
ol | BI<N ¥R

e daf, como 1+ |yl <1+ x —yl+ x[ < (1 +|x —yl)(1 + |x[), segue que
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Fxp(x)=Fbx—)<C >  sup ly*dPex—y)

ol BI<N YERT

<C Y (NPl — )l

IBISN
ClL+RN D> 1+ xk—y)NRPe(x—y)
IBIKN
COL+RDN D [[Wllap-
IBISN

Portanto, Fx1 é de crescimento polinomial e também C*. Além disso, pela proposicao

(4), define uma distribuigao temperada pela férmula (2.15).

Definicao 8. A funcao valor principal de %, denotada por v.p % ¢ definida pela expressao

1 @(x)
. — lim dx, V¢ € S(R).
vp (o) elOLW Hax o es®)

Observe que

1
v.p —(¢) = lim (J 0 (x) dx+J o(x) dx)
X e—0 e<|x|<1 X 1<|x| X

e
(0 - !
| [0 [ 2 Bax— projmi | )
e<|x|<1 e X -1 €
=@(0)(Inle] —In1l—1Inle]+1Inl) =0,
dai,
1 _
v.p —(@) = limJ de+ limJ X(pgx) dx).
X (—:LO €<‘X|<1 X e—0 | |> X
1 o 0 +oo
= [v.p (@) < limJ lo(x) = (0] )|dx+2J |X(pgx)|dx
X €10 Je<|x|<1 x — 0] 1 x

© 1
< hmJ Sllp(p%)()’dX‘l‘2HX(QH]_ooJ —2dX
el0 e<|x|<1 1 X

< 2[|@" |l + 2|Ix@[[Lx < 00, ¥ @ € S(R).
Assim, v.p ~(¢) estd bem definida e v.p + € 8'(Q).

Definicao 9. Dizemos que uma sequéncia (@;)jen de funcoes de 8 converge para uma

fungao @ € 8, quando lim ||@; — (p||((X s) = 0, para quaisquer multi-indices , 3 € N™.
j—o00 ’
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2.3 A transformada de Fourier e suas propriedades
basicas

Definicao 10. Dada uma funcdo f € LY(R), a transformada de Fourier de f, denotada

por F(f) ou 1?, ¢ definida pela formula

~ 1

FIE) =1(&) = i JRf(x)e—i‘ide, £eR. (2.16)

A mesma definicao vale para a transformada de Fourier para f € S(R). A maior
vantagem de § em relacdo a [! é a facilidade de trabalhar nele devido a regularidade de

suas fungoes, o que nos permite demonstrar por exemplo as propriedades a seguir:
Teorema 7. Se ¢ € 8, entao

1. (0%@)NE) = (18)*P(&);

2. ((1-)%(-)NE) =03%0(&);

3. @ €8, ou seja, F:8 — 8.
Demonstrag¢ao. Ver [11] ou [13]. O

Agora iremos primeiramente estender a transformada de Fourier como funcao para
L2(R™) e entao usar o teorema de interpolacao de Riesz-Thorin para provar que F também
pode ser definida para funcoes de LP, 1 < p < 2. Vamos provar que quando 1 < p < 2, f
¢ uma funcao.

Usaremos o fato de § ser um subconjunto denso de L' e L? para provar que se f € L2,

entdo f é uma funcao.
Teorema 8 (Teorema de Plancherel). : Se f € 12, entdo f € 12 e
Il = [[fllc=.
Em outras palavras, F é um operador unitdrio (uma isometria) em 2.

Demonstragao. Ver [7] ou [11]. O

Como a transformada de Fourier é um operador de tipo forte (1,00) e (2,2) respecti-

vamente, o teorema de Riesz-Thorim nos permite estabelecer o seguinte resultado:
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Teorema 9 (Desigualdade de Hausdorff-Young). : Se f € LP, 1 < p < 2, entdo fela,
1,1 _
com + i 1, e

Iflla < [Iflfeo-

Demonstracao. Como F é forte (1,00) e (2,2), segue do teorema de Riesz-Thorim que &F

4 1—t —
eforte(p7q),com%:(T)—|-%:1—§ e %:%-}%:%:1_%_

Portanto, ||f|[ra < [|f[|re- O

Estamos prontos agora para definir a transformada de Fourier de uma distribuigao
temperada. Sabemos que se f € L', entdo f € L™ e é continua, portanto, f € S'(R™), isto

é, define uma distribuicao temperada, pois @ € S(R™), V @ € S(R™) e

Jﬂa)cp(a)da _ Jf(x)@(x)dx, V@ € S(RM). (2.17)

Isso nos permite fazer a seguinte definicao:

Definigao 11. : Dada F € S'(R™), definimos sua transformada de Fourier por

A~

(F. o) =F(@) = (F,§) =F(¢), V ¢ € S(R™). (2.18)

Observe que, se f € L'(R™), entdo ambas as definicoes de f coincidem. Portanto, a
defini¢ao (11) é consistente com a teoria de transformada de Fourier para fungoes de 8.

Assim como em §(R™), vale o seguinte resultado para a transformada de Fourier em

S8 (R™):

Teorema 10. : F : §'(R") — 8'(R") € um isomorfismo e tanto F como F~1 sdo

continuas.
Demonstragio. Ver em [11]. O
Teorema 11. : F:S'(R™) — S/(R™) satisfaz as sequintes propriedades:

1. (3¥F)ME) = (i8)*F(&).

2. ((—1x)*F)NE) = 0LF(&).

3. (hF)N(E) = eMEF(E),

4. (e""F)NE) = TthF(E), onde Thf < (x) = f(x — h).

Demonstragao. Ver em [11]. O
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—

Exemplo 1. Calculemos v.p %

Dado ¢ € §(R"),

1 I @
vp ~(@) =v.p ~(§) = hmJ Ok 4 (2.19)
X X el €<|X|<% X
1 .
—tim | ([ elye ay)ax
el e<\x\<% X
e xu
= limJ ol )(J dx)dy
el0 Jr e<\x\<% X
. e xy
— | otiim | dx)dy
R €l0 Je<x<1 X
Agora,
—ixy 2 +o00 2
hmJ € dx = hmJ de — QiJ de (2.20)
€0 Jecx<L X €l0 Je<x|<1 x —c0 X
+oo
= —2i sgn(y) J ser;(x) dx = —im sgn(y).
0

Com as ferramentas ja estabelecidas, podemos provar o seguinte resultado:

Teorema 12. : Se F € §'(R™), entao
Frh = P, (2.21)
onde /IEIAI) e 8'(R™) € definido como
(Fb, @) = (F.0o), V ¢ € S(RM),
isto ¢, F(@) = F(he).

Demonstracao. Pelas proposicoes anteriores e usando o fato de que 1N|) = 1A|), segue que

»

A~ ~

(Fxb, @) = (Fx, §) = (F,  * b(= (F, & *b) = (F, o),

e isto prova o teorema. O

2.4 A transformada de Hilbert e suas propriedades
basicas

Com a definicao 1.2 acima, temos as seguintes propriedades para a transformada de

Hilbert:
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Proposicio 5. : Dada f € 8(R), Hf(£) = —i sgn(&)f(&).

Demonstracao. Como v.p. % e 8'(R), e \:3.\%(6) = 1im sgn(§), segue do Teorema 12 que
HE(E) = Lvp. L+ f(E) = Lvp. LE)F(E) = —i sgn()F(). O

Observe que Hf : R — C(ou seja, Hf esta definida em toda a reta). Lembremo-nos
que Hf é uma funcao C* de crescimento polinomial, se f € S§(R™).
A proposicao 5 e a densidade de $§(R) em L? nos permite definir a transformada de

Hilbert de funcoes de L2 como uma isometria:
Teorema 13. : Dadas f, g € L?(R), valem:
1|2 = (]2
2. H(Hf) = 1.
3. J}Cfgdx =— J fHgdx.
Demonstragdo. 1. Dada f € L2, segue da proposicao (5) e do teorema de Plancherel que
FFllz = [FCFllr2 = [[Fle = [,

2. Como H : 12 — L2 é unitério, segue da férmula da inversa de Fourier que

—

H(HF) = (HH(F)Y = (—i sgn(£)FF(E))Y
= ((—1)%(sgn(&))*F(&))Y
— ()Y =—1.

3. Segue de Parseval que, dadas f,g € L2,

[ sctoax = | 5ti5ae = — [ isante)fie)gTeTac

:—j?a)(—isgn(a)a(anda —j?aﬁf\g(a)da
= —Jfngdx.
]

Além das propriedades acima, a transformada de Hilbert satisfaz as duas seguintes

importantes propriedades:

Teorema 14. 1. Dada f € LP(R), 1 <p < oo, Hf existe quase sempre.
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2. (Kolmogorov) H ¢é de tipo fraco (1,1), isto é, dado A > 0

C
(x € s 3660)| > N < <]

3. (M. Riesz) 3 ¢ de tipo forte (p,p), se 1 <p < 00, isto €,
1H e < Clp)[fllee. (2.22)

Demonstracao. Por utilizar ferramentas nao abordadas nessa dissertacao, omitiremos a
prova do {tem 2, o leitor interessado pode consultar o Teorema 3.2 de [7].

1. Segue da densidade de §(R) em LP(R), 1 <p < 0.

3. Primeiro fagcamos para f € §(R). O Teorema 13 nos diz que H é tipo forte (2,2).
Como por 2. H é tipo fraco (1, 1), segue do teorema de interpolacdo de Marcinkiewicz

que H é de tipo forte (p,p), V1 < p < 2. (observe que usamos o fato de que H é fraco
(2,2)).

Agora, considere p > 2. Seja (@n)n € N uma sequéncia de funcgoes tais que @, — f

em LP. Entao, por dualidade, Teorema 13 item 3, e o caso anterior (p < 2),

[9¢F)p = lim [13@nll,
- lm supﬂjz}c(pnu)aﬂ 1 € S(R), ]l < 1}
— nli_r)r;osup{lj([)ngﬁl)dxf (p € 8(R), |[Wllq <1}
< sup{[[F0blq 1 € 8(R), [[bllq < 1} lim [l
< Cq lim [l@ullp = Cqllflly-
]

Observagoes: 1. H nao é forte (p,p), se p = 1 ou p = oo. Considere por exemplo

f = X015, e entdo Hf ¢ LP, parap =1 oup = oo, pois :

Hf(x) = %log! X

B

x—1

que nao é nem limitada nem integréavel.

2. Nao é dificil ver que, dada @ € §(R), He € L' <= @(0) = [ 9dx = 0.
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Definicao 12. Definimos os operadores projecao P, P_ como

P =

N | — N | —

(1—i%).

A Definicao 12 para o operador projecao ¢é equivalente a seguinte:

~ ~

Pif = (X000 (E)F(E))Y € Pf = (Xi(—ao0) (E)F(E))Y.

As principais propriedades do operador Projecao sao descritas na proposicao abaixo:

Proposicao 6. Para o operador projecao P, ,P_ valem

P, +P_=1, (2.23)

P, —P_ =1iK, (2.24)

iP, = —HP,, (2.25)

iP_. =HP_. (2.26)

Demonstracao. Segue imediatamente da Definicao 12. O]

2.5 Os espacos de Sobolev H’(R)

Nesta secao iremos dar uma breve introducao aos espacos de Sobolev classicos H*(R).
Espacos de Sobolev medem a diferenciabilidade de funcoes em L? e sao ferramentas fun-

damentais no estudo de equagoes diferenciais parciais.

Definicao 13. Seja s € R, definimos o espaco de Sobolev de ordem s, denotado por
H*(R), como

HS(R) = {f € S"(R) : J5f(&) = (1 + |&2)*/%(&) € [2(R)), (2.27)
com a norma || . ||ns definida como
1fllms = 1Tl 2. (2.28)

Proposicao 7. Da defini¢cao de espagos de Sobolev deduzimos as sequintes propriedades:

1. Se 0 < s <s’, entigo H¥' (R) C H3(R).
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2. H3(R) € um espaco de Hilbert com respeito ao produto interno <, >ps definido como

seque:
Se f,g € H*(R), entdo (f, )y :j T ()T gE)dE.
R

Vemos que, via transformada de Fourier, HS(R) = L3(R, (1 + |E|*)*d&).
3. Para todo s € R, o espaco de Schwartz, S(R), é denso em H*(R).
4. Se sy <s< sy, coms=0s;+ (1—0)sy, 0<0 <1, entao

[1Fllrs < IR 1SS -

Demonstrag¢ao. Ver a proposigao 3.6 de [19]. ]

Para compreendermos a relacdo entre os espacos H*(R) e a diferenciabilidade das

funcoes em L2(R), definimos:

Definigao 14. Uma funcdio f € diferencidvel em L2(R) com respeito a k-ésima variavel
se existir g € L2(R) tal que

J ‘f(x + hey) — f(x)
R

T —g(x)‘2dx—>0 quando h — 0,

onde ey tem a k-ésima coordenada igual a 1 e as demais iguais a zero.

Com esta definicao podemos dar uma descricao de H*(R) sem usarmos a transformada

de Fourier, sempre que k € Z™.

Teorema 15. Se k é um inteiro positivo, entdo H*(R) coincide com o espaco das funcoes
f € L2(R) cujas derivadas (no sentido das distribui¢oes) 0%f pertencem a L*(R) para cada
x € Z" com || <k.

Neste caso as normas ||f|[yx € Z 105 fl[L2 sdo equivalentes.
|| <k

Demonstracao. Ver o teorema 3.10 de [19]. O
Lema 2. Seja f € H¥(R), s > 0 com norma
e = (| (14 1e2)° e Pag)
R

Entao temos que

[ £llms > [ fllez 4 [[DEFll 2. (2.29)
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Demonstracao. Primeiramente temos que
L& = (1) + (IE7)° < (L+[EP)° + (1 +1EP)° =201 +[E))®. (2.30)

Agora, temos

r

e = (] (1+1e)*1fe)Pae )

R

r

_ (
S <u|a|<1(1+|a|2)5|?(a)l2dé)é + <J
([ rrere'

< 2°/2([fll2 +IDFl» ). (2.31)

(1+ g If(e) )
l&]>1

2°[ef>[f(£)ag)

lEl<1

De (2.30), segue que

1/2
Iflliz + D il < 2( 1= + DA )
~ 1/2
—2(| @+ ePfie)Pae)
R
2\s|F1 212 1/2 3/2
<2([ 2vieprfera)” =2 . @
R
De (2.31) e (2.32), segue (2.29). O

Apresentaremos agora os teoremas de imersao de Sobolev e a importante propriedade

de algebra de Banach para H® com s suficientemente grande.

Teorema 16. Se s > 1/2+ Xk, entio H(R) € continuamente imerso em CX (R) o espaco
das funcoes com k derivadas continas e que se anulam no infinito. Em outras palavras,
se f € H¥(R), entdo a menos de uma possivel modificagcdo de f a um conjunto de medida
nula, f € CX(R) e

fllce < Callflle. (2.33)

Demonstragao. Ver o teorema 3.11 de [19]. O

Teorema 17. Se 0 < s < 1/2, entao H*(R) € continuamente imerso em LP(R) com

L . Além disso, para f € H*(R),

—1_1
s=5—73

Iflly < Co s D2 < Cliffs (2.34)

onde D3 = (|E)F)V.
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Demonstragao. Ver o teorema 3.13 de [19]. O

Teorema 18. Ses > 1/2, entdo H*(R) € uma dlgebra com respeito ao produto de fungoes.

Ou seja, se f,g € H*(R), entao fg € H¥(R) com
Ifgllns < Csllfllnsllglhns- (2.35)
Demonstragao. Ver o teorema 3.14 de [19]. O

Finalizamos essa secao apresentando a seguinte importante propriedade da transfor-

mada de Hilbert em H*(R) :
Proposigao 8. H ¢ limitado em H*(R) ou seja,
1FH s = [l (2.36)

Demonstracao. De fato,

H (s = [1(1 + 1E2)/2isgn (&) T2 = (1 + [&2)5/2F]| 2 = |[f]l1s. 0

Lema 3. Dado 1 < p < oo eziste C = C(p) > 0 tal que se u € L'(R) e DV?u € L?(R),
entao u € LP(R) e vale

1 1/p’
hullr < ClRllAP DY 22" (2.37)
Demonstracao. Dividiremos a demonstragao em dois casos

1. Casop > 2.

Pela desigualdade de Hausdorff-Young, com % + # =1 ev =1 segue que
e = [l < Clvllr = Cliull

Logo, temos

llulle < Clill,, (2.38)
1,1 _
com - + o7 = 1.
Podemos escrever

=~np’ _
iy, = |

Como [[U]|i~ < Cllull 1, obtemos

|ﬁ(€)lp'd£+J [W(E)PE[P/?E| P 2k, (2.39)

[EIKR |E]>R

| merae< o (2.40)
[EIKR
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A desigualdade de Holder com p; = / epy = Lp implica

I

~ ’ ’ ’ ~ p//2 _ 27;
| mererme e (| mepdee)” (| eea)
[EI>R [E|>R |[E|>R
p'/2 —2p’ —p’
<c(|  termeras)” REVS
IE/>R
< CID 2P, R
— CR 7 1|IDV2u|P,. (2.41)
D1/2
Finalmente, tomando R = w temos
[l
1 ’ 1 ’ L/
ulle < (llullp )" < C(RI[ullf; +R™v1IDY2ul,) "
D! 2ul| 2 D!/ 2ul] 2 o
= o(IP ey (D vy o vz
[Iulf s [l
= C(ID 2Py + D 2wl )
p/—1
= CHDl/ZuHLQHuHL?
= CHuHElHDl/Zqu
2. Caso 1 <p<2.
Sabemos que vale (2.37) para p = 2, isto é,
lullz < Clulz DYl 2. (2.42)
Além disso, segue de (2.11) que
l
ulle < CHuH]_lp DY, (2.43)

2
coml=p<q<r=2,0= 1? e p fazendo o papel de q. Assim, de (2.37) e (2.43)

l

ullr < Clhully ’ " IDY2ullp,
1—2 2
< Cllully, ™ (Cliull?, DY 2ullz,)

= Cllull;, ‘”' HD“?uIIE;

i
= CIIuIILlllDl/QuIIE
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]
Lema 4. Seja 0 < x < 1, w € H® e Q wma primitiva de |w|?. Entdo (D*Q)N(E) € L.

Demonstracao. Existe a tal que
O(&) = & (Jw) N E) + ado(£). (2.44)

Entao

IE]*QE)] = & (lw) M (&) (2.45)

Como |w|? € LY, temos que (Jw>)N € Cy(R,C) e portanto (D*Q) é integravel numa

vizinha da origem. Como |w|? € H!, segue que (Jw[2)" € L. O

2.6 Definicao e propriedades de convergéncia fraca

Nesta secao estudaremos as ferramentas basicas de Analise Funcional necessarias para
a demonstracao do restultado principal do trabalho. Definiremos convergéncia fraca e

apresentaremos as propriedades bésicas de convergeéncia fraca em espagos reflexivos.

Defini¢ao 15 (Convergéncia Fraca em espagos normados). Uma sequéncia (xn) em um

espaco normado X € dita ser fracamente convergente se existir um x € X tal que, para
todo f € X/,
lim f(xn) = f(x).

n—oo
Isto se escreve

Xn — X.

O elemento x é chamado o limite fraco de (xn), e dizemos que (xn) converge fracamente

para X.

Para aplicarmos a convergeéncia fraca em nosso objetivo de estudo, precisamos conhecer

certas propriedades bésicas, que estabeleceremos nos seguintes lemas:

Lema 5. Seja (x,,) uma sequéncia fracamente convergente em um espaco normado X.

Entao
1. O limite fraco x de f(xn) € unico.

2. Toda subsequéncia de (xn) converge fracamente para X.
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3. A sequéncia (||xnll) € limitada.
Demonstragao. Ver o lema 4.8-3 de [17]. O

Exemplo 2 (Espago de Hilbert). Em um espaco de Hilbert, x, — x se, e somente se

(Xn,z) — (x,z) para todo z no espago.

Demonstragao. Segue imediatamente da representagao f(x) = (x,z), onde f é um fun-

cional linear limitado em H, e do fato que x,, — x. O

Finalizamos esta secao apresentando a definicao de convergéncia fraca de operadores

T € B(X,Y) introduzida por John von Neumann (1929):

Definigao 16 (Convergéncia fraca de operadores). Sejam X e Y espagos normados. Uma
sequéncia (T.) de operadores T,, € B(X,Y) € dita ser fracamente convergente, se (T,x)

converqgir fracamente em Y para todo x € X. Ou seja,
[f(Tax) —f(Tx)| — 0  para todo x € X e para toda f € Y'.

T € chamado o operador fraco limite de (Ty).

2.7 O estudo da nao linearidade F,

Daremos agora propriedades de continuidade para Fx que é definido por Fy(u) = ju/?u +

AH (Jul? ).

Lema 6. Dados 1 <p <0 es >% existe C > 0 tal que

IFx(wWller < Cliulffs, (2.46)
IFa(w) = FaW)llee < CllEsp + VI sp ) — VI, (2.47)
[IFx(wW)llhs < Cliullys. (2.48)

Demonstrag¢ao. Da definigao de Fj(u), da desigualdade de Holder e da propriedade (2.22)
da transformada de Hilbert, temos
IFa(wllee < flulPullee 4 IAFC(u)ulle
< [ullfsr + Cliullse 1 (Ul Lso2

< Il sr + Cliwlicse lhallfsn < Cliullsy .
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De maneira analoga temos

IFa(w) = FaW)llee < Nl — P) e + IAGC(u)w) — (P )v) e
< NP (= v)llee + ll(ul® = PPVl
+ AT (w = v)llee + AT — W)Vl
< Nl splf = Vilise + e —vllesp (s [Vl + [[VII7an)
+ [ = vllese [l + llw = vllis (IRdllcse [Vlse + Vil s)
= Ihe —Vllese [20u[fap + 2WIFan + 2lullise [Vilsy]
<l =l 20 sn + 20VlITan + Tl sr + Vo]

< Cliw = llese (Ihlifsn + [VIEsn).

Finalmente, temos do fato de H® ser uma algebra de Banach, Teorema 18, e de (2.36)
que

IFA(Wllrs < P s lndllas + MIFCulP) nslulhas < Tulffys + Ml = Cllulifs. O

2.8 Estimativas de comutadores

Para provarmos regularidade das solucoes usaremos os seguintes resultados:

Teorema 19 (Desigualdade de Young Generalizada). Seja (X, ) um espaco de medida
o -finita e sejam 1 < p < 00 e C > 0. Suponha K uma fungao mensurdvel de X x X tal
que

supj K(x.v)ldu(y) < C, sup J K(x, )ldn(x) < C.
xeEX JX yexX JX

Se f € LP(X), a funcao Tf definida por
TH0 | KOxu)ftw)duty)
X

esta bem definida para quase todo ponto e pertence a LP(X) quase sempre. Além disso,

vale

I TH][e < ClIfflLe. (2.49)

Demonstragao. Ver o teorema 0.10 de [10]. O
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Lema 7. Para todo £, € R™ e todo s € R, vale

1+ |E|2>S
<281+ 18 —nP)sl. 2.50
(e (1+ &~ nP) (2:50)
Demonstracao. Ver o lema 6.10 de [10]. O

Lema 8. Ses € R e 0 > T existe uma constante C = C(s, o) tal que para todo ¢ € S e
feHs L,
1%, dIfl[Ho < Cllllyis—ai 1ol [ls—1- (2.51)

Demonstracao. Fazendo f = J'~*g, devemos mostrar que

1%, 1T gllno < Clldllys-111+0llgllro

para todo g € H® = 2. Uma vez que a transformada de Fourier converte multiplicacao

em produto de convolugao, isto é, fg = f % g, temos:

(%, @I 2 g)N(E) = J*(PT 2 g)M(E) — (T *g)) N (&)

(14 1E2)2T5g) (E) — (b * T (T 9))(£)

J [(L+1ER) — (14 MP)]$(E —m)(L+ P) T gn)dn

JK(a,n)a(n)dn,

onde

1—s

K(Em) = [(1+1E2)F = (14 mP) 3] b(E—n)(1+MP)

Afirmamos que

[(L+[E2)F — (1 +mP)E] < Isllg —nl[(1+[E2)°F + (1+ M)z ]. (2.52)

De fato, como

d t - .
‘a(1+t2)5/2 = [st|(1+2)¥/*7" = —_1‘S+t2(1+t2) 2 Slsl(1+8)7,

temos pelo teorema do valor médio com a <t < b que

(14 a%)? —(1+1b%):2

d
— @ — bl |+ (1 4 t2)*/?
la "dt( )

s—1
2

< Ja—Dbls|(1 +t%)

<la—b| sup [s|(1+1t3)°7
a<t<b

<lslla—bl[(1+ a2 +(1+b?)7],
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para todo a,b > 0. Tomando a = |{| e b = || e usando o fato que ||| — || < |&€ —nl,
obtemos (2.52).
Agora, por (2.50) e (2.52) temos

K(E M) = |[(1+1EP)E = (1+P)Ed(E —m) (1 + )=

s—1

< Jslle =l [(1+182)7" + (1+ ) ] (e —m) (1 + )T

s—1

— Isl|E —llb (& —m)I[(1+E2)F (1 + )= +1]
PN 2 sgl
= It~ (& —mI[ () 1]

L+
<1527l — B (&~ m)I[(1+ & —nP) T +1]
<Jsi2 b (e I [(L+ 12 -nP) T+ (14 )]
< IS U I+ lE—nP)

[s—1[+1

= Colb(& —1)I(1+1&—P) 2

Assim,

Is=1i+1

j|1<(a,n)rda<cgj@(a—nn(um—nﬁ) g
=CQJ|$(a—n)l(1+|a—n|2)s131”(1+|a—n|2)2“da
<[ Be-mi+le—n?) ) (@l Tae)

< Calllls-ri1te,

onde usamos o fato que |& — 1| = (& —n*)V2 < (1 + & —1>)/? e que

1 1
dé~ | ——d
J(1+!E—n!2)" . J!é—n!% b0

pois 20 > 1. Portanto, J|K(E,,n)|d£ e J|K(E,n)|dn sao limitadas por Csl||d||qis-11+1+0-

Finalmente, de (2.49) com p = 2, obtemos o resultado. ]
Corolario 1. Dados s € R, w € H*®, existe C = C(s,w) > 0 tal que
1%, wifllee < Cllfffs—1. (2.53)

Demonstracao. Segue imediatamente do resultado anterior e do fato que S(IR) ser denso

em H®(R). H
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Lema 9. Dados 0 < x <1 ep,p1,p2 € (1,00) com % = p_11 + p%, existe C > 0 tal que
IID%, wlul[tr < ClID*wllre: |[ullLr (2.54)
1D, wlullz < CIID*w) Mo (2.55)

Demonstragao. Uma versao vetorial de (2.54) foi provada em [16]. Para mostrar (2.55)
procedemos como no lema A.5 de [15], observando que vale a desigualdade ||&|* — n|*| <
[

& —1l*.

2.9 Alguns Teoremas de Compacidade

Nesta secao apresentaremos resultados essenciais para a demonstracao do Teorema 1.
Comecamos com o Teorema de Aubin que garante, sob certas condigbes, imersoes com-

pactas entre espacos de Banach reflexivos. E depois apresentaremos o teorema de Arzela-

Ascoli.

Definicao 17. Um subconjunto Y de um espagco métrico M chama-se relativamente com-

pacto quando seu fecho Y é compacto.

Definicao 18. Sejam X,Y espacos vetoriais normados, e T : X — Y um operador de
X em Y. O operador T € compacto, se ele leva conjuntos limitados de X em conjuntos

relativamente compactos de Y.

Definicao 19. Dizemos que um espaco normado X € imerso no espaco normado Y, e

escrevemos X <— Y para designar a imersao, quando:

1. X € um subespaco vetorial de Y;

2. O operador identidade 1 : X — 'Y definido por 1(x) = x para todo x € X € continuo.

Como o operador identidade I é linear, a condicao 2 implica a existéncia de uma

constante M > 0, tal que
IT0)lly < MIx[[x, para todo x € X.

Definicao 20. Sejam X,Y espacos vetoriais normados com X imerso em Y. Dizemos que
a tmersao € compacta, e a denotamos por X < Y, se o operador identidade 1 : X—=Y, for
um operador compacto ou seja, dada uma sequéncia limitada xi € X a imagem I(xy) € Y

admite uma subsequéncia convergente em Y.
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Definicao 21. Sejam os espacos de Banach Bg, By. Definimos

d
W= (v [vel™((0,T),By), v/ === € L"((0,T),By))

onde T € finito e 1 < py < oo, 1=0,1 munido da norma

IVlLro ((0.1).80) + IV IlLe1((0.1).B,)-
Claramente W € um espaco de Banach com W C LPo((0,T), By).
Com tais definigoes temos:

Teorema 20. (Aubin-Lions) Sejam os espagos de Banach Bg, B, By com

By C B C By, By reflexivos, i =0,1 (2.56)

By — B imersao compacta. (2.57)
Entao, a imersao de W em LP°((0,T),Bgy) € compacta.
Demonstragao. Ver Teorema 5.1 de [20]. O

Definigao 22. Por C,,([0,T], X), denotaremos o espaco das funcgoes g : [0, T] — X tais
que a aplicagao t —— (f,g(t)) € continua em [0, T], Vf € X', onde X" € o espago dual
de X. Uma tal funcio g € denominada fracamente continua e no caso em que X = H,
onde H € um espago de Hilbert, a continuidade fraca de g € equivalente a continuidade

da aplicagao t — (g(t),f), V f € H.
Antes de enuciarmos o teorema de Arzela-Ascoli, apresentamos a seguinte definicao:

Definicao 23. Sejam M, N espacos métricos e E um conjunto de aplicagoes f : M — N.
O conjunto E € equicontinuo no ponto a € M quando, para todo € > 0, existe d > 0 tal
que d(x,a) < 6 em M implique d(f(x),f(a)) < €, seja qual for f € E. Dizemos que E €

equicontinuo se for equicontivo em todos os pontos de M.

Teorema 21. (Arzeld-Ascoli) Seja E um conjunto de aplicagoes continuas f : K — N,
onde K é compacto. A fim de que E C C(K, N) seja relativamente compacto, € necessdrio

e suficiente que:
1. E seja equicontinuo,

2. Para cada x € K, o conjunto E(x) seja relativamente compacto em N.
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Demonstragao. Ver a proposicao 16 de [18]. ]

Lema 10. Seja 1 < p < oo. Um subconjunto limitado K C LP(Q) € relativamente
compacto em LP(Q) se, e somente se para todo > 0 existir umy > 0 e um subconjunto

G C Q tal que, para todo f € K e para cada h € R™ com |h| <y wvale

J u(x +h) —u(x)|Pdx < €P, (2.58)
Q
J lu(x)[Pdx < €P, (2.59)
Q-G
~ u(x), xe€Q, _
onde u(x) = e G=B, com B, ={x € R"/ |x|] <}
0, x € R —Q,
Demonstracao. Ver o teorema 2.21 de [2]. O

Lema 11. Seja M um subconjunto limitado de H®, s > 0 tal que para € > 0 existe

R = R(e) > 0 verificando para qualquer @ € M,
J ‘(p(x)‘zdx <e. (2.60)
[x[>R
Entao M € relativamente compacto em L2
Demonstracao. Seja K = sup||@l|li1, ¢ € M. Usando a identidade de Parseval

(. +x) — ()l :J |1—eixal2lﬁ(é)|2d£+J 1 —e™ Plu(g)Pde. (261

[EIKR [E|>R
Como |1 — e™*&| < |x&| temos
|- eprmieras < R (2.62)
[EI<R
Se |&] > R, entdo |1 — e < 4R~27|E|?", portanto
J 11— e™5PRI(E)[PdE < 4R2T||D ™ ulf2.. (2.63)
|E|>R
Escolhendo R = !x!ler obtemos
lo(. +%x) — ()P < 4x|/ K. (2.64)

Usando (2.60), (2.64) e o Lema 10, obtemos que M é relativamente compacto em L2. [J
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Resultados principais

3.1 O problema linear regularizado

Provamos aqui que o problema (1.9) é globalmente bem posto e damos estimativas espago-
tempo da solucao (indepedente de €) que nos permitirdo construir uma solugao fraca.
Comegaremos por obter solugoes locais. O método foi desenvolvido por D. Rial [23] e é
uma modificac¢ao do usado por T. Kato em [14].

Definimos X1 = C([0, T],1?) N L4L¢ com a norma
ullxy = llulliserz + [wflpags.

Primeiramente, obteremos o semigrupo U, associado ao operador 102 — €912, e apre-
sentaremos estimativas de efeitos regularizantes do fluxo associado a ele, que serao usadas

posteriormente.

Seja K € S(R) tal que K(&) = e, definimos

Ke(x,t) = (et) Y 12K((et) 1/ 12x). (3.1)

Temos que

1BXKe (-, )l < (et) ™ [¥KllLr, k€ NU{o}, (3.2)

pois tomando y = (et)~%!? temos:

31
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105K (., 1)1 :J N ’6‘;((et)*l/lzK((et)—l/mX)) ’dx

—00

:J+Oo‘a‘;(K((et)_l/mx))‘(et)_l/mdx:(et)_k/12J ‘d K(v)|ay.

Para encontrar U, o semigrupo associado ao operador 102 —ed!?, consideremos o PVI

duu(x,t) = 102u(x,t) — 0l2u(x, t),
u(x,0) =ugp(x).

(3.3)

Aplicando a transformada de Fourier em (3.3) temos:

dU(E,t) = —1EPU(E, t) — e(iE) (&, 1)
—(182 + e&EP)U(E, ). (3.4)

Integrando de 0 a t em ambos os lados da equagao (3.4), obtemos:

U(E, 1) = Up(E)e tHe"Hee™), (3.5)

Aplicando a tranformada Inversa de Fourier em (3.5), segue de (3.1) que

u(x, t) = (e €5 e ()Y (x, 1) = U(t)ug * Ke (1),
Logo,
u(x,t) = Ue(t)ug, (3.6)

onde U(t) é o grupo unitario que descreve a solucao da equacao de Schrodinger linear,

que satisfaz as seguintes propriedades globais regularizantes:

1 1 ,
Lema 12. Set # 0, 1—) + ]7 =1 ep’ €[l,2], entao temos que U(t) : L? (R™) — LP(R™)
€ continuo e

U () flle < et ™20/P=PI| ] 0. (3.7)

Demonstragao. Ver o lema 4.6 de [19]. O
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Lema 13. O Grupo U(t) satisfaz:

10 ()fllare < cliflle, (3.8)
+o00 +o00 , "y
/ / / q !
| JOO Ot =), t)dt] g p < C(Jm £, ) dt) /e (3.9)
U () fllz < cllfll oo (3.10)
T Lx

com?2<p<oo e%:%—%.

Demonstragao. Ver o teorema 4.8 de [19]. O

Assim, temos as seguintes estimativas no espago-tempo do semigrupo U,

Lema 14. (Efeitos regularizantes do semigrupo U.(t)) Dados 2 < p < oo e e >0

valem
| Ue (£)Flle < Clp)t™ 2P|, (3.11)
[ Ue (OfllLare < Cp)lIfllee, (3.12)
| Ue (£)0%flls < Clp, k, )t~ (/22PN (3.13)
(3.14)

1 1 2
onde =+ 5=1¢ 2 =
p+p’ q

N |+
< |~

Demonstragao. Segue da desigualdade de Young (2.12) proposigao 3, do fato que K € S(R)

e da estimativa (3.7) que:

1Ue (Wl < K (O]l U ()]
< Clp)lt| /2P0 |,

= Clp)t~ "2 VPif|,

Analogamente, temos da desigualdade de Young (2.12) proposicao 3, do fato que K € S(R)

e da estimativa (3.9) que:

[Ue (B)fflLary = l[Ke(t) * U(t)fllLars
< Ke(Wllpar U (O)fllpary
< ClIU (Wfffeare < Clp)lIfllce
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Finalmente, da relacao (3.2), da integragao por partes e da estimativa (3.7) segue que
| Ue (1)05A][Le = 1105 (Kc (1) * U(L)f]l v
< [[O¥Ke ()|l U () fllew

< () PREK I U (4) ][

N

(p,k, e)ltl~/21 /PP (e) /2[R KK | 1]

1 () 712 f]] p

N

C
Clp, k,e)t e~
C

/N

(i1, k1
(p7k’7€)t (2+12 p)HfHLD"

Lema 15. Se uy € L2, entdo Ue(t)ug € X.
Demonstracao. Pelo item (3.12) do lema 14 temos
| Ue (t)uollz < Clhugl[rz. (3.15)

Logo, tomando o sup em relagao a t em ambos os lados de (3.15), obtemos

| Ue (t)uollisrrz < Cliugllee. (3.16)

Agora, como

X[o,11(t) Ue (t)up(x)

I
~
=
=
!
—
(-|-
—
o
L
jag
inal
V)
|
Il
~
(V)
)
=
™
N—r
——
<
—
X
N

temos que

Ix10,711(t) Ue (t)uollears = 1Ue (t)x10,1 (t)uollpars

Finalmente, da desigualdade de Hélder e pelo item (3.13) do lema 14 temos

T

1/4
e (uallgee = (| 110 (thuolipat)

0
T

< (LT 1dt>1/12<J0 I Ue (t)uoll?_g(i’t>1/6

=TV U (t)uolltsrs

=T Ue (t)x0,m (B uollsre < CTY 2 lugllrz. (3.17)
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Dai segue que,
[IUe (t)uollxy = U (t)uolliserz + [Ue (t)uollpare
< Clhuolfr2 + CTl/leuoHLg < Clhugllez,
que implica U (t)ug € Xr. H

Dado u € Xy, consideremos
t

W, (u)(t) = Ue(tup + J Ue(t — 7)0, Fadr. (3.18)
0

3.2 O problema regularizado

Seja Xt(ug) a bola fechada em Xt de centro Ucug e raio [[uglli2; é claro que Xt(ug) é
um espaco métrico completo com a norma |[|.||x, uma vez que, Xy é a intersecao de dois
espagos de Banach normados e completos. Um ponto fixo de ¥ serda uma solugao local do
problema regularizado. Entao a idéia para obter solugoes locais é utilizar o teorema do

ponto fixo de Banach. Para isto precisamos do seguinte lema:
Lema 16. Com as defini¢coes acima, temos:

1. W, (u) € Xt para uy € Xy.

2. Se T ¢ suficientemente pequeno ¥(Xt(ug)) C Xt(ug) e ‘1/|X ( € uma contracao.
T(uo
Demonstracao. 1. Definimos ®(u) como
t
D(u)(t) = J Ue(t — 1), Fa(u(t))dT. (3.19)
0

Como ja sabemos que U, (t)uy € Xy, basta mostrarmos que ®@(u) € Xy. Por (3.13)

com p = 2 temos

t t

[Ue (t —T)0xFA(u(T))l[r2dT < CJ (t— 1) 2 |[Fa(w(t)fl2dT. (3.20)

0

o0l < |
0
Usando (2.47) em (3.20) e a desigualdade de Holder com p; =4 e ps = 4/3, obtemos

1 (W) (1)l < cj (t— 1) u(0)[fodr (3.21)

0
t

JO (t—T)s dT) - ( L ()t dw) v
|

4 1/4 5
voiay) )l

ts 3 1 3
>||U(T))||L4FL§ < CT‘*HU«(T))HL%LQ < 00,
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pois u € Xt. Tomando o sup em t do lado esquerdo de (3.21) obtemos:
10w ()llgrz < CTE(T)I}s g < 00, (3.22)

Logo, @ (u)(t) € LLL2.
Agora, de (3.13) com p =6 e de (2.47) com p = g, segue que

1P (W) (t)lles < | [[Ue (t—T)oxFa(ufT))l[LedT

—c| (e EIR @)l s

t
,% 3
< CJO (t =) = lu(t)l[] s dr. (3.23)
18 18 1/q—1
Pela proposi¢ao 2 com p = 2,r = 6,q = 372 < = <6e0 = % _
5/18—1/6 _2/18 1 obtermos
1/2—1/6  2/8 3’
hull 3 < Ihllpa 747 (3.24)

Substituindo (3.24) em (3.23) e tomando o sup em t no lado direito de (3.23), obtemos

t

1O (w) (t)[lrs < CL (t— 1) # (v |l u(t)|fedr

t
< Cllu() 1 J (t— 1) () Eodr. (3.25)
0

Pelo Teorema de Hardy-Littlewood-Sobolev com q =4 e p = % e pela desigualdade

de Holder com p1 =4 e py = %, temos

T u(o)IR
1D (w)(t)llrare < CllwlT)lliserz J — dT‘
x 0 |t — T‘ 12 L4

'
< OOz (| o)
0

< CTYOu)ligrelulfags < oo, (3.26)

pois u € Xt. Logo ®@(u)(t) € [4L5. Temos entao que ®@(u) € X7. Como u € Xt(uyg),

segue de (3.17) que

ullx, < Ihuollez + 11 Ue (Duollisrz +11Ue (Juollpsre < CL+H TV hugll. (3.27)
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De (3.21) e (3.26) vale

10 (w) (V)llx; = [P (w)(t)[grz + [P (W) (t)]lare

1 1
< CTol[ullfars + CT1/6Hu|’L%°L§HuH%%Lg < CTo[[ull, - (3.28)
Entao de (3.27) e (3.28), existe T = T(A, €, |[upl[r2) > 0 tal que
1
1@ (w)llx; < CTo[[ully, < CTYO(1 4+ T2 ug|[F» | [uoll 2.

Tomando entdao T > 0 tal que C*TV6(1 + T12)3|lug|[2, < 1, segue que

1P (Wllx; < [lullre. (3.29)

Resta provarmos que ¥ : Xt(ug) — Xg(up) é uma contracdo. Sejam u,v €

‘XT(UO)
X1(up), de (3.13) e (2.48) segue que

t

1O (u)(t) = @(v)(t)llez < L || Ue (t = 1) [0x (Fa(w(T)) — Fa(v(T)))] || 27

< CL(t—’c)_(ﬁll"’_%)HFA(u(T)) —Fa(v(1)]|-dT

<C L (t— )T ()12 + M) [[ult) — v(o)]] odr,

(3.30)

(3.31)

A desigualdade de Holder com p; = 4,py = 2,p3 =4 e (3.30) implicam
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1@ (u)(t) = D) (t)ll2 < CJ (t— 02 (Iw(l}s + VDIFe) | (1) = v(T)]| s dT

1/2

t

C
(
< CTii [(L Hu(T)H%ng>1/2 + (Lt HV(T)|]%6>1/2dT]
(L (1)) —V(T)HLGdT>1/4
CT 7))

C

g MRy ) [[e(T) = V() g g
T (), + MO, ) [[wo) = v, (3:32)
Combinando (3.24), (3.31) e o fato que |[u(t)|l 2 < |[ullx,, obtemos

W) (1) = Ov)(t)s <cj0(t—ﬂf’2(uu( M2 5+ IV g ) [wle)) = v | e

-+

< CJo [(t ) (HMﬂH%zHMﬂHEe + ”"(T)’|§2|’V(T)\|§6>

()|} \|u(w))—vm|\§6}ch

X |[u() = v(o]];

ol

<C )1 2 2 ¢ 6 6
< L (=0 (Il + vz (Il + vl
% [[ul) = v [uwl) = v(o)] £ ax

< C(Iu®llxy + WD)l ) [fulr) = vy,

| (=B (e + vl ) ) — v [fuex
0

Aplicando em (3.33) o Teorema de Hardy-Littlewood-Sobolev com p = 5,q = 4

obtemos

2

() (1) - ||L4Le\c(nu Tl + Ml ) ) = v |,

|| =0 (e + vt = vt

ﬁ

Wt + el ) fule) = v,

<¢(
x(j (sl + (e (e —vi)l oar) . (334
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Aplicando em (3.34) a desigualdade de Holder com p; = 4,ps = 2 e p3 = 4 obtemos
3 1
(@) (t) = @V)(t)[lLars < ClIul(T)lIx, + V(T )HxT> | [u(t)) = v(7)|]3,

1ar)’ (J (halles + Iv(e)e) )

() —v(@)|| o)

bl + v, ) ule) =],

VR

X

(
X(

e N o A 3

1

m(L (o + ets) o) [ [ute) = viel )
CI(D)IR, + v, ) [u(e) = v,

T (I + I, ) )~ 1

_CT# (Hu(T)HiT + \|v(T)y|§<T) [Jwl(t) — v |y (3.35)

Finalmente de (3.27), (3.30) e (3.35) temos

1D (u)(t) = D) ()lx, = [[@(w)(t) = OV)(t)lliserz + [P(w)(t) — PV)(t)]Lars

< 2CTH (oI, + VI, ) [fa(e) = V(D)
<cT [(c (1 + T2 uolle) + (CO+ T2 gl ) |
) -

< JJul0) =],

< CTE L+ TP gl [u(t) —v(o)] | (3:36)

Entdo escolhendo T > 0 suficientemente pequeno de modo que CT6(1+ TV 2)2lull2, <1

temos que a restricao @ ¢ uma contracao. O]
Xt (uo)

Mostraremos agora que o problema de valor inicial (1.9) é globalmente bem posto em
L2. O argumento chave para esta prova sao os efeitos dissipativos do termo nao local, que

provém do ganho de meia derivada para [u/?.

Proposicao 9. Para o problema (1.1) vale

d A
—lhullf> = SIDY2(lu?)If=. (3.37)
dt 2
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Demonstragao. Multiplicando a equagao (1.1) por u e depois integrando em R, obtemos

J (atu)ﬁdx:J (i03u)udx + J Ox (Fa(u))udx. (3.38)
R R R

Tomando a parte real em ambos os lados de (3.38), temos

(e, 1) = (1021, 1) + (O (Fa(w)), w). (3.39)

Por outro lado, sabemos que

1d 1d 1
Ea\lullfz — éam, u) = §[<atu u) + (u, 0¢u)| = (dvu, u). (3.40)
Logo, de (3.39) e (3.40) temos
1d,
éaHUHLz = (105u,u) + (0« (Fa(u)), u). (3.41)

Pela definigao, temos explicitamente de (3.41) que

——h[f> = Re JR (i02u)udx + Re JR (0 (Juf*u)))wdx + Re JR A (05 (H(Iul)u))wdx.

(3.42)
Integrando por partes cada um dos termos do lado direito de (3.42) temos

ReJ (i02u)udx = —Re J i0,ududx = —Re i J 9 uf?dx =0,
R R

R

e, chamando u = u; + iuy,,

ReJ (0 (lufu)))udx = —ReJ (Jul*u) 9, udx = —ReJ [ul?(ud,uw)d
R R R

1
= —ReJ !u!2 (u?)dx — ReJ (U0, + Uy 05 up)dx
R R

1 4 “+o0
=g =

—00

1 1
:—Re—J 3, (u/")dx —
2 ). 2

Finalmente, pelo Teorema de Plancherel e pela propriedade da transformada de Hilbert
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(Proposicao 5), temos

ReJ A0y (FH(u/*)u)uwdx = —Re P ATC(u)?) (udy ) dx
R

JR
r

1
= —Re 7\3—((|u!2)§ax(!u\2)dx — ReJ AFC(Ju)i(uedxuy — uqd5us)dx
Jr R
1 r
= —Re | A0y (FH(Ju*))ul*dx
2 e
A [ — p—

— Re| &) sqn(e)uP(E)uP(E)de
)\ th L )
= ke ) !EI?!uP(&)’ dg
JR

= NIDz (Ju?)|%,

onde u; e Uy sao as partes real e imaginaria de u, respectivamente. Logo, obtemos

(3.37). 0

Proposicao 10. Seja € > 0, entdo dada a funcio uy € L2 existe uma tinica w €
C®(R,, %) NLILS solugdo de
t

u(t) = Ue(thup + J Ue(t — )0, Fa(u(T))d. (3.43)
0

Além disso, u € C>((0,00),H*®) e para 2 < p < oo existe C = C(p) > 0 tal que

ullare < Clp)luolle, (3.44)
2 1 1
com E =35 5
Demonstracao. Pelo Lema 16 existe T = T(A, €, [|ugllrz) > 0 tal que @ é uma
X1 (uo)

contracao. Portanto, existe u € Xt solucao local de u = @ (u).
Sejam u,v € Xy solugoes de (3.43). Se R = max{ [[ullx,,[Vllx;}. Entao por (3.29)
existe T = T/(R) < T tal que

[u(t) — Ue(Huollx, = IP(wllx; = Iullx; <R < [fulle,

Iv(t) — Ue(t)uollx; = 1@ V)IIx; < R < Jugllee.

Assim, concluimos que u,v € Xt(1yg), por termos unicidade na bola Xt(ug), segue que

u=v,Vtel0T] Como T s6depende de R podemos repetir o mesmo argumento
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para o intervalo [T’,2T'], continuamos o processo até cobrir o intervalo [0, T], obtendo a

unicidade em todo o intervalo. Definimos T* = T*(A, €,ug) como
T =sup{ T > 0; existe u € Xt,u==>a(u) }. (3.45)

Claramente T* > T. Mostraremos que uw € C*®((0, T*), H®). Para isto, basta provarmos
que dados 0 < tyg < t; < T*, u € C™([ty, t1], H*) para k,m € N. Afirmamos que a
aplicagao t — |[0¥u/l;2 é limitada. Argumentaremos via indugao.

De fato, se k =1, (3.13) com p = 2, k = 2 e (2.47) implicam
t

()2 < Il Ue (£)dxuoll2 + L || Ue (t —T)02Fa(u(T))]| dT

1 t 1
< Cty #Jfuollez + CJ (t =) "% |[Falu(0)|] .dT
0

1 t 1
< Cty Flualle + € | (6714 ulfd (3.46)
0
Pela desigualdade de Holder com p; =4 e ps = ‘51 obtemos

t
_ 1 _1 3
19xu(t)]lr2 < Ctg luolle + CJ (t—71) 75| |Ju|| sdT
0

t 1 t 3
< Ct *[hugllcz + C(L(t—ﬂ?dr)4(L [[ul|{dr)’

_ L L
< Ctg lfugllee + CHE s
0-t1

] =%
Se k > 1 temos de maneira analoga que

t

DXu(t)llce < Il Ue (£)05uollr2 +J | Ue (t— )05 Fx (w(1)| | dt
0

_ k. t
< Cty gl +J || Ue (t = 1)3%05 "Falw(1))|| od7
0
t
_ k. 1
< Ct Bliuglls + C j (t—) b0k Fa(ulr))|| .
0

t
_k 1
< Cty ™ ugllez + cJ (t =) #|[Fa ()| s A (3.47)
0

De (2.48) e pela desigualdade de Holder com p; =4 e py = % temos

t

_ k. 1
lo%u(t)llie < Cty P lugllis + cj (t— 1) bl de
0
t

_k
< Cty Pl + Clull e |

) 1.(t— T)_%d'r>

< Ct 2 |hugll2 + Clfull? 1(3t12
S 0 ollL2 + HuHLt?ronfltl( t )

_k 5
= Ctg " lluolliz + Cf Il o < o0. (3.48)
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Portanto, vale a afirmacao. Como uw € C([to, t1],L2), segue que u € C,,([to, t:], H).
Dados m,k € Ne N =k + 12(m + 1) sendo u solucio de (3.43) e u € Cy,([to, t:1], HN)
temos que u € CIM([tg, t1], H*) e entdo w € C™([to, t,], H®).

Aplicando o mesmo processo usado na demonstracao da Proposi¢ao 9 a equagao (1.9)

obtemos que

——[ul[f; = (10%2u,u) — e(022u,u) + (3, (Fa(u)),u). (3.49)

Da demonstracio da Proposi¢gao 9, temos que (id2u,u) = (3, (lufu),u) = 0 e
O (H(uPu),u) = A!!D%(IuP)HQLQ. Logo, basta apenas calcularmos o segundo termo do
lado direito de (3.49).

Com efeito,

e(du,u) = ReJ

e(0iu)udx =Re | (0o = 0%ulf
R

R

Logo, obtemos

~—[[ul?s = —€l[dSul?> + AID = ([ul?)]?. (3.50)

Integrando em t a equagao (3.50) acima, temos

t t
el u(t)[2d + A j D% (uf?) |22 dr = 0,

()2 — [he(O)]P2 + J O

0
e portanto,

t N t

[u(t)l[f + A L D2 (Juf)|[f2dt + JU el[aS ()22 dt = |lugl?-. (3.51)

Logo [[u(t)|[r2 < |lw(0)|l;2. Pelos argumentos usuais de extensao de solugoes, temos

que T* = co. Seja p > 2; entao aplicando (2.37) a [u|? temos

q 2(19/2 T e im1/2n 2 ()8
ulldy =1 1972 < CllP2 D2 ([uf?)]),
L
B n1/20. 2y (3) 8
= Cllul % IDV2(fu)|, &
= ClulP9PIDY2 ()2 (3.52)
De (3.52) temos
T T 2q/
J Hu(T)HEpdT<CJ w(o)I23/P D2 ([u(x) ) 2. dr (3.53)
0 0

LeL%

< iy [T ID AP e
0
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Combinando (3.51) e (3.53) temos

o

2 2

lullcery < Clhw()lR4% J IDY2 (e ()RR 2d7 < Clhul24 P lhuglZ2 < Cluli..
0

3.3 Propriedades Suavizantes

Nesta secao, estudaremos os efeitos regularizantes de (1.1). Provaremos que a soluc¢ao u de
. 2 1/4 . . .

(1.9) satisfaz u € L{,.((0,00), H;/.). Mostraremos a seguir uma propriedade suavizante

da equagao (1.1) que serd usada para provar que uma sequencia de solug¢oes aproximadas

converge a uma solucao fraca. Os argumentos usados na prova sao argumentos de compaci-

dade ou modificagdes dos argumentos usados em [22] para a equacao de Beinjamin-Ono.

Lema 17. Sejam A > 0, w € H® e Q wma primitiva de |w|?. Dados € > 0 e u a solucdo
correspondente do problema 1.9, vale a sequinte identidade:

1d

2 dt

= lw]*Pu(t)lf2 + lw]/*P_u(t)[> + R, (3.54)

((QI*Poa, T 4Po) — (QF P, TP )

T
comJ IR(t)|dt < C(T, w, [[uglli2), independente de € > 0.
0

Demonstragao. Como Q) toma valores reais e (f, g) = (g, f), temos

1d 1
Sp( QP TP = S ()i, T P
Q) Pau, T PL o)

_ %[<Q11/4Piatu, VP + (V4P er/4piatu>}

1
= S [(QI s, T PL) + () Pad e, T P

= (QJ V4P 0w, T V4PLu). (3.55)

Como u satisfaz (1.9), temos imediatamente que

1d _ _ . - -
5 Q) Paw T IPa) = (1003 P, PP

— e(QA2T VP, T V4PLu) + (Q3, ]V APLFA (W), TV PLw). (3.56)



Capitulo 3. Resultados principais 45

Integrando por partes o primeiro termo do lado direito de (3.56) obtemos

1Qa2] *Pu, ] *PLu) = Re J i002] /*Pyu J- /4P udx
R

= —ReJ 105 V4P Lu 94 (QJ /4P u)dx
R
— _ReJ 10, JV4Pou w2 /4Pudx
R
— ReJ 105 V4PLu QO (J-V/4PLu)dx
R

—(1Q0,J V4P, 0,] V1Pu)

— (o] Py, TP yu). (3.57)
De (2.3) o primeiro termo do lado direito de (3.57) é nulo. Usando (2.25)-(2.26) temos

(1Q2]*Pou, I *Pou) = —(Jwlox] ! F HPru, ]/ *Pru)

(lw*(£FH,)]*Pru, JV/4Ppu)

(lwPDJ V4P, JV4Pou)

(D =N VP, T *Pyu) + (T *Piu, T/ *Pyu).
Como
JY2 | *Pru = T2 (JwPTV4Pau) — [w T2 (JV4Paw),
temos
JwWPT2 (] 4Pou) = JV2(|wPT*Pru) — [J2, |w T 4P,

que implica

(i007] 7V *Pyu, J7*Pu) = (JwP(D — N *Pru, ]/ *Pou)

+ (P2 (4P aw), T Po)

(WD = )] V4P, T 4Pu)

+

]1/2 |w| ]1/4P U.I 1/4P:|:u>

(WD — )] Y4Pru, T 4Pou)

_|_

(

{

{

I (lwPT4Psu), ]V 4Pou)
— (I

{

((|wPT*Pru), T *Pou)

— (!

T2, w2 TV 4Psu, -V 4Pou). (3.58)
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Usando (2.53) e o fato de que, (D —J) € B(L?), segue de (3.58) que
(0021 1P, 1/ 1Pa) = Re [ @]/ PauPde + RE =[] Pl + R, (359
onde
RY = (Jwl(D =N V*Pouw, T *Pyu) — (V2 [wPPT*Pyu, T V/4Pou)
é tal que

R < |[lwlP(D = NI Paul| L T4 Pou | + || T2 1P Paul | ] [T *Paul|

N

ClID = 1Puf |yl [Pl [0, J0PTPaat] [y o [Pce] [y

/N

ClID =Pl [Pewflz + |02, PP [ [Peul]

N

CHPiuHLQHPiuHB + CHPiuHHfWHPiuHL?

< Cf[Pau]] o [Pl o + Cl[Panf] o [Pauf] 2 < o

Integracao por partes e a proposigao 1 (regra de Leibniz) implicam

Q3T *Pyu, T /*Pou)| = |Re J Qo) I’”“Piumdx‘
= ReJ

051 1/1P.w % (0] 1/7Pu) dx|

6
—| 3 Re J 0511/ 1Pant (337 1Pau 9,0) dx|

<[4 Paul[ L [0k 0TV P |
j=0
<RSI P[] [0 [ | [057T 4 Paw |
j=0
]6 . .
< D [10%u] [yl (X[ 1052w ([
§=0

6
< CQ_[[onullia 13w f]

i=0
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Do Lema 2, relagao (2.29) temos

6
QAT /P, TV Pou) < Cl[a%u| . Y [[%Tu || .

j=0

= Cl[a%ul[ o [[u] |

~ a5 a ([l 2 + [0 )

<C (HuHiz + HaiuHZ)- (3.60)
Da relagao (2.25), o tltimo termo do lado direito de (3.56) pode ser escrito na forma

(00,17 4P (), ]/ 1Pa) = (00,4 PaFy (), 5(1+190] )

(Qd, ] V*PLFA(u), ]V )
(Q0J TV PLFA(u), i3 V)
(Q0,JV*PLFa(u), ]V *u)
+ ~(iH(Q0,J V*PLFA(w), ] u)
(Q0,JV*PLFa(u), ] V")
(i3, QJa ]/ *PLFa(u), ] u)

(Q,J Y AH)PLFa (), T/ 4u)

IH /\ NIHMIHMIHMIF—‘MIHNIHMI»—

Q3, ] V4PLFa(uw), ]V 4)

£ o (i3 Q10,7 P Fa(w), )7 ). (3.61)
Usando que [H, Q]d, € B(L?) ([4]) e (2.47) temos

|3, Q13T 4P Fa(w), T 4wy | < | |19, QIO V4P Fa(w)| | T 0|

/A

ClT7*PLRA (W] |

a7 s
< CIPF ()l
ClIFr (w2l

Clhullfslhullce. (3.62)
De (2.26), (3.61) e (3.62) obtemos:

(Qa,J VP Fa(w), ] Pau) — (QaJ VP Fa(w), ]V P
= (iHOJ ™ Fa(u), T ) + Ry, (3.63)
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onde [Ro| < Cllulliz/[ull}s. Podemos escrever o primeiro termo do lado direito de (3.63) na

forma

(AHOQDJ ™ Fa(w), 7 ) = (I Q10,7 R (w), T~ )

+ (1O (3] Fa(w), ] )

= (U3, Q0. Falw), ]~ )

QD] = D¥Fa(u), ] u)

QD Fa(u), ]~ )
= (U3, Q1oL Falw), ]~ )
(D] = DY R (u), T )
iDYIOR (W), ] M) — (DY, QTR (w), )
= (3¢, QJ0] Faluw), ]~ u)
+(1Q(D] = DYy (w), ]~ )
+ (D47 = DY) QF (u), u)
+ (iD'2QF (w), u) — ({D¥, QIR (w), ] *u)

= (iDY2QF, (u), u) + Rs, (3.64)
onde

Ry = (i9¢, QI3 *Fa(w), ] *u) + (1Q(DJ " = DY H)Fa (w), ]~ ")
+ (D44 = DY) QF (), u) — (DY, QIR (w), ] ).
De (2.54), do Lema 4 e de (2.47) chegamos que [Rs| < Clful[r2/[ul[}s.
Sejam w = [uf> + AH([u]?), Fa(u) = w u. Usando que iD'/? é um operador anti
simétrico e Qw toma valores reais obtemos:
ADY2QF, (u),u) = (iDY2Qwu, u)

= —(Owu,iDV?u)
= —[{QwDY*u,u). (3.65)

Da definicao de comutador vale que

AD'20QF, (u), u) = ADV20wu, u)

= A[DV2, Owlu, u) + AQWDY 21, u. (3.66)
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Dai temos entao

ADY2QF, (1), u) = ({i[DY?, Owlu, u) + 1QwDY 1, u)

= —(AD2QF, (u), u) + QD2 Qwlu, u),
que implica
ADY2QF (1), u) = %(i[Dl/Q, Qwlu, u). (3.67)
Usando a desigualdade de Holder com e o Lema 9 com p = %, P1 =2 e po = 4 obtemos

(iDY2QF, (u), >|—| (iDY2, Owlu, )|
< CIDY2, Qwlull, 4 [l

< CIIDY2(Qw) |2l fulffs. (3.68)
De (2.54), do Lema 4, das propriedades de H e da definicao de w, segue que

IDY2(@w)lks < IIDY2, Q= + QDY 2wl
< QD20 i lwli + QDY 2wl
< Clwlliz + 10D 2w
= ClI(juf? + AFC(w) 2 + QD2 (uf? + AF () o
< C (1wl + MIFCP) e ) + 10D () + NIODY 23w
< C(IIulle + Alwl. ) + CIIDY2(1w?) |z + CAID23¢(uf) e

< C(Iulffa + D2 ()l 2). (3.69)
As relagoes (3.68) e (3.69) implicam que

(iD'2QF, (u),w) < CIDY2(Qw)llc2 vl
< ClRulifa (Il + D2 (uf)llc2)
= C(lullfs + (Rl o[[DY2 ()l 2)
C(lullfs + D2 (u?)IF-). (3.70)

Portanto, de (3.37), (3.44), (3.56), (3.59), (3.60), (3.63), (3.64), (3.70), junto com a

estimativa (3.51), temos
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%% ((QI Py, T 4Pw) — (QFVPow, V1P w))
= [((0227 1P 2w, TP ) — (1082 VIPw, TP )
(= QAT VP, 7V P w) + €(QO7T V4P, TP W)
+ ((02J71P Fa(w), ] 1P — (007 1P Fa(w), 74P w))|

=[] *Pouffs + lWIV*P_ulfs + (RY — Ry) + R+ (iHQ0J Y *Fa(w), ] *u) + Ry
= [P ullZs + [Jw]V*P_ull?. + ADY2QF, (1), u) + R

= llw]V*Poullfz + lw]*P_ullf: + R,

onde

R(t)] < CIullf + e (OS> + Ihullf2) + [[ullfslfullee + Ihalifs + MDY (w2 ],

com

T T T
J |R(t)dt<c[J u(t)2dt + € J (08 w(t)]2 + hu(t)[%) dt
0 0 0

T

]
+J |u(t)||%6|u(t)||pdt+J

:
a(t)isce + N | 1DV ()P R
0 0

0

T T

()]s (bl 2t + J ()]l dt

ClTlhuollZ2 + ol + eTlholl%2 + J
0

0

T d )
+2| rhuolfa

2 2 2 T 6 1/2 T 2 1/2
< CTlhualfs + fhaolR + eTlual? -+ | Tufoiteat) (| ufeifiaar)
0 0
T 172 , (T 6 1/2 )
n ( I (t) th (J Hu(t)HLsdt> + [hul2:]
0 0
C[Tlhuol2 + IuolF2 + eTlhuollF2 + htollF2 + 2T 2[uglF2 + 2C3(N)[uoll?- ]

g C()\7 w, Hu0HL27 T)
Logo, vale (3.54) com R = R(t) desejado. ]

Proposigao 11. Sejam T > 0, w € H® e uy € L. Entdo, existe uma constante C =

C(T, w, [[ugllr2) > 0 tal que a solugao w de (1.9) verifica

)
J lwwl?,,.dt < C. (3.71)
0
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Demonstracao. Da definicao de comutador, e do fato de u = (P, + P_)u, temos
4 wu) = TV, wlu 4+ w]VPLu 4+ w]V4P_u.
Logo, pelo corolério 1, pela imersao de Sobolev e por (3.51), temos

lwoullppa < lwT*Pyullee + llw] V4Pl + 10V, wlulles
<Nwl*Poullez + lw]*P-ulliz + Clhully-s/a
< NlwV*Poulliz + lw]*P_ullez + Cliwlles

< NlwV*Pyullis + lw]*P_ullez + Cliugllce,

que implica

s < w4 Pyulliz + lw]*P_ullrz + Cliuolli2. (3.72)

Elevando ao quadrado ambos os lados de (3.72), obtemos

lowlfs < TV *Prullfs 4+ llw]*P_ulfs + Cliugll{a
+2(Jlw]*Pyullezllw]*P_ulliz + l[w]*Pyullz Clluglle + llw]*P_ull2 Cllugll2)

< 3] /4Pl + 3] /4Py + 3CIhugl%e.

Agora, integrando de 0 a T a desigualdade acima, obtemos

T T !
Hw]1/4p+u\|%§dt + J lel/4P,u||2Lg dt + J Clluoll?-dt.
0 0

)
J lwwlP,,.dt <J

0 0

T

Mas como J Clhuol?2dt < oo, basta entdo provarmos que
0

.
J (s P ut)]; +llwr /P u(b)]E )dt < C. (3.73)

0
Seja Q uma primitiva de [u?. Pelo Lema 17, vale:
1d

2dt

— @I a2, + lw] P ()2, + R

Q] V4Pou, T V4P u) — (Q) AP_u, AP )

T
com J IR(t)]dt < C(T, w,|[uglli2), independente de € > 0. Afirmamos que
0

[(QJ 4P, T4 Pou)| < Clhulle. (3.74)

De fato, temos da desigualdade de Cauchy-Schwarz e da imersao de Sobolev que
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Q] 4Py, TP < QT VAPl [T V4Pl
< Qoo [T 4P| 2T 4Pyl 2

< QI Y*Poulif: < Cliulif.

Integrando em t a equagao (3.54), obtemos

T 1 T
L (Il P ut)I; + llwl P u(t)]}; )dt = 5 (AL = B(1) (g - L R(t)dt
:

< 3 (A(T) ~ A(0) + B(0) ~ B(T)) +j R(t)/dt
N 0

< Cllul?, +J R(t)|dt
0

< CHuOH%Z + C(T, w, [[ug|lr2)

< C(T, w, [fuglly2). (3.75)

com A(t) = (QJ7V*P u(t), J7VPyu(t)), B(t) = (QJ VP u(t), J/*P_u(t).
Portanto, vale (3.71). O

3.4 Prova do Teorema Principal

Sejam €, \, 0 e u, a solucdo de (3.43) correspodente, mostraremos que existe uma

subsequéncia que converge a uma solugao fraca u da equagao (1.1).

Demonstrac¢ao do Teorema 1. Dado m > 0 consideramos o espaco H}q{4 das funcoes de
H'/4 com suporte compacto em (—m, m). Pelo Lema 11 temos que a imersao de Hi{ﬂ‘ em

L2 é compacta.

Seja w € H*, supp w C (—1,1) e w =1 em [—3, 3], para m € N definimos w, (x) =

w(>-). Pela Proposicao 11, wmu, € L. (R, H11144) e vale

i
J [|mutn ()[4t < C(T). (3.76)

0

Como u,, satisfaz (1.9), temos que d;wmu, € L7, (R, H1?) e vale

.
L [0 mun (B)|[7,2dt < C(T). (3.77)



Capitulo 3. Resultados principais 53

Pelo Teorema 20 (de Aubin-Lions), com W = {v |v € L([0, T], Hi. "), d¢v € L2([0, T], L2)),

temos que a imersao W — L%([0, T], H¥4) é compacta. Ou seja, dada uma sequéncia lim-

itada U, € W existe uma subsequéncia convergente em L2([0, T], Hil .

Sejau € L2([—2, ] x [0, T]) tal que

272
T R )
lim J J |u(x,t) —Un(x, t)‘ dx dt =0. (3.78)
n—oo 0 %
Consideramos T, m crescentes. Entao pelo argumento diagonal, obtemos u € L (R X
R, ) tal que
lim J |u(x,t) —un(x, t)}2dx dt =0, (3.79)
n—oo K

para todo compacto K € R x R ..
Pelo teorema de Arzela-Ascoli 21, temos que u, — u em C,, ([0, T], H!2). Mas por

(3.44) vale que |[un (t)]lr2 < |ugllre com 0 <t < T, entdao u € C, ([0, T], 1% e
ullisore < lluollez. (3.80)

Como L9(R,LP) é um espaco reflexivo, temos que uw € LY9(R,,[?) e u,, — u.

Logo, temos que

ulleary < Cliuolfre. (3.81)

Provaremos agora que Fy(u,,) converge para Fy(u) em D’(R x R, ). Pela desigualdade

Lp/2

(3.44) a sequéncia |[u, | estd uniformemente limitada em Lﬂ/ 21272 Mas como huy|? — |uf?

20 p/2
em L{ . (R x Ry), temos que |u,|* converge fracamente para |ul* em Lﬁ/ L5/,

Pelo Lema 6 desigualdade (2.47) e pela desigualdade de Holder, temos

IFa(w) = Falun)lliy < C IRty + a2y ) e = wn g

< C (Il + el anl ) e = gl = e, (3:82)
Integrando em t ambos os lados de (3.82) e usando a desigualdade de Holder, temos

T T
2/3 4/3
| P ) = Fafatn) gt < Ol = unlips | a4 e
0 0

2/3

4/3
+ ClunlF e~ wnlip | Thanll
0

e — unllfs
2/3 4/3
< CO) Il IS sl — wn

2/3 4/3 2
o gl el ol = e [Ie — wnllprz,  (3.83)
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para cada T > 0. Escolhendo p =4 (q = 8), usando (3.77) e tomando o limite em (3.83)
temos que Fj(uy,) converge para Fj(u) em L} . (R x R,).
Para provarmos que u é solucao fraca do problema (1.1) basta passarmos o limite
quando M — 00 na equagao
t

{un(t), () = (1o, (0)) +J [(Un(T), 0 (1)) — enfun(T), 030 (1)~ (3.84)

(Fa(un (1), 90 (1))] dr

obtendo entao (1.5) para qualquer P € D(R x R). ]
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