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de Jesus, que com seu carinho e zelo, soube me amar e me motivar a perseguir meus sonhos,
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cultural, moral e religiosa. Aos irmãos do grupo de Oração Novo Tempo, em especial à
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meu - Coyote - Oz Piradinhos), amigo irmão que chegou de tão longe pra ficar em meu

coração, ao grande Dr. Marcos Paulo, homem de fibra e de uma cultura incomparável,
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Veloso, muito especial pra mim, obrigado por ser presente e pelo presente da tua presença.
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“A simplificação de qualquer coisa é sem-

pre sensacional ”.

G.K. Chesterton



Resumo

Neste trabalho estabelecemos a existência global (no tempo) de soluções fracas em L2

para uma familia de equações de Schrödinger quase lineares unidimensionais. O método,

desenvolvido por D. Rial [23] com base nos trabalhos de T. Kato para o estudo da equação

KdV, é dividido nas seguintes etapas: primeiro mostra-se que o problema regularizado por

um termo dissipativo linear é localmente bem posto, mas com o tempo de existência de-

pendendo de um parâmetro ε > 0 que acompanha (multiplica) o termo dissipativo. Então,

usando um efeito suavizante observado na solução do problema, estende-se a solução a

R+ no tempo. No passo final faz-se ε (e com ele o termo dissipativo linear) tender para

zero, obtendo-se uma solução fraca para a equação original.
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Abstract

In this paper we establish the existence of weak solutions in L2 for a family of quasi-linear

one-dimensional Schrödinger equations. The method, developed by D. Rial [23], based

on the work of T. Kato for the study of the KdV equation, is divided into the following

steps: first it is shown that the problem regularized by a dissipative term is locally well-

posed, but with time of existence depending on a ε > 0 that accompanies (multiply) the

dissipative term. Then, using a smoothing effect observed in the solution of the problem,

it extends the solution to R+. In the final step it is ε tends to zero (and with it the linear

dissipative term) obtaining a weak solution to the original equation.
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Caṕıtulo 1

Introdução

O ponto principal deste trabalho, que tem como base o artigo de Diego F. Rial [23], é

estabelecermos a existencia de soluções (fracas) em L2 para o problema ∂tu = i∂2
xu+ ∂x(|u|2u) + λ∂x(H(|u|2)u), (x, t) ∈ R× R

u(0) = u0,
(1.1)

onde u = u(x, t) ∈ C, λ 6 0 e H é a transformada de Hilbert definida por

(Hf)(x) =
1

π
p.v

∫
R

f(y)

x− y
dy. (1.2)

A equação (1.1) é um modelo de propagação de ondas de Alfvén circularmente polarizadas

em um plasma, quando a direção de propagação é quase paralela ao campo magnético exte-

rior [24]. A função complexa u representa a componente do campo magnético transversal

à velocidade de Alfvén. O termo não local λ∂x(H(|u|2)u) representa o efeito dissipativo

de part́ıculas ressonantes sobre a modulação de onda. O coeficiente λ depende da dis-

tribuição de velocidades das particulas. Se a distribuição de velocidades é decrescente

como função da componente paralela da velocidade de Alfvén, então λ < 0.

1.0.1 A equação de Schrödinger com derivadas (caso λ = 0)

O problema (1.1) com λ = 0 tem sido estudado por vários autores. Os primeiros a es-

tudarem este problema foram M. Tsutsumi e I. Fukida (em 1980) [27], onde os autores

provaram, via regularização parabólica, boa colocação global no sentido fraco em H1(R)

com restrição sobre a norma do dado inicial. Os mesmos autores também provaram ex-

istência de soluções locais em Hs(Π), 1 6 s < 2, onde Π é o toro unitário unidimensional.

1



Caṕıtulo 1. Introdução 2

No ano seguinte, estes mesmos autores em [28] mostraram boa colocação global em

H2(R), com restrição sobre a norma H1 do dado inicial. Além disso, no mesmo trabalho

os mesmos mostraram a dependência cont́ınua dos dados iniciais e apresentaram algumas

leis de conservação para o problema.

N. Hayashi (em 1992) [12] apresentou um método para obter condições suficientes para

a existência de soluções globais para o problema, com não linearidade de tipo ”focusing”,

mediante a análise das soluções ”ground state”dessas equações.

Usando o método de restrição na norma de Fourier (método de Bourgain) e uma

transformada gauge, H. Takaoka (em 1999) [25] provou a boa colocação local para (1.1)

em Hs(R), s > 1/2.

Posteriormente, fazendo o refinamento de um método introduzido por J. Bourgain,

H. Takaoka (em 2001) [26] provou que (1.1) é globalmente bem posto em Hs(R) para

32
33
< s 6 1 com restrição sobre a norma L2 do dado inicial.

Ainda em 2001, em [5] Coliander/Keel/Staffilani/Takaoka/Tao provaram a boa colocação

global para o mesmo problema em Hs(R), s > 2/3, usando o chamado ”I-método,”com

restrição sobre a norma L2 do dado inicial.

Um ano depois, por meio de um refinamento do ”I-método”, em [6] esses mesmos

autores mostraram a boa colocação global em Hs(R), s > 1/2 com restrição sobre a

norma L2 do dado inicial.

1.0.2 A equação de Schrödinger com derivadas (caso λ 6= 0)

Já no caso λ 6= 0 pouco se tem avançado nesse sentido. Além deste trabalho sobre soluções

fracas em L2, para o caso λ < 0, D. Rial provou boa colocação local para (1.1) com dados

iniciais em Hs(R), s > 3/2, usando teoria de Kato.

Por meio de uma transformada gauge e estimativas de efeito regularizante da equação

de Schrödinger linear, Moura/Pastor [21] provaram que (1.1) é localmente bem posto

em Hs(R), s > 1/2 com dado inicial pequeno. Para o caso λ > 0, nada foi feito até o

momento.

Sobre a má colocação, Biagioni/Linares em [3] provaram que (1.1) com λ = 0 é mal

posto em Hs(R), s < 1
2
, no sentido de que a aplicação dado-solução não é uniformemente

cont́ınua, para isso eles usam ondas solitárias. É importante observar que, quando λ 6= 0

Moura/Pastor provaram que a equação não possui ondas solitárias, por isso o método de
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Biagioni/Linares não se aplica para provar a má colocação.

Alternativamente ao método de Biagioni/Linares, Moura/Pastor mostraram a má

colocação no sentido de que a aplicação dado inicial-fluxo não é de classe C∞ se os dados

iniciais estão em Hs(R), s < 1
2
. Portanto, não é possivel provar a boa colocação local

para o problema com dados iniciais em Hs(R), s < 1
2
, usando o teorema do ponto fixo de

Banach.

Vale ressaltar que para o caso λ > 0, não faz sentido estudar o problema sobre o toro

unitário unidimensional, pois a transformada de Hilbert é um operador definido somente

em toda a reta real.

1.0.3 O problema estudado

Suponhamos que a função u = u(x, t) suave satisfaça (1.1). Multiplicando a equação por

ψ ∈ D(R× R+), integrando em x e usando a fórmula de integração por partes, obtemos

〈∂tu,ψ〉 = Re

∫
∂tuψdx = Re

(
i

∫
∂2
xuψdx+

∫
∂x(Fλ(u))ψdx

)
= Re

(
−

∫
ui∂2

xψdx−

∫
Fλ(u)∂xψdx

)
= −〈u, i∂2

xψ〉− 〈Fλ(u),∂xψ〉, (1.3)

onde Fλ(u) = |u|2u+ λH(|u|2)u. Podemos escrever o lado esquerdo da forma

〈∂tu,ψ〉 =
∂

∂t
〈u,ψ〉− 〈u,∂tψ〉. (1.4)

Substituindo (1.4) no lado esquerdo de (1.3) e integrando em t obtemos

∫ t
0

∂

∂t
〈u,ψ〉dt−

∫ t
0

〈u,∂tψ〉dt = −

∫ t
0

〈u, i∂2
xψ〉dt−

∫ t
0

〈Fλ(u),∂xψ〉dt,

donde segue que

〈u(t),ψ(t)〉 = 〈u0,ψ(0)〉+
∫ t
0

[
〈u(τ),∂tψ(τ)〉− 〈u(τ), i∂2

xψ(τ)〉 (1.5)

− 〈Fλ(u(τ)),∂xψ(τ)〉
]
dτ.
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Diremos então que a função u ∈ Cw(R+,L2)∩ L1
loc(R+,L6) é uma solução fraca de (1.1),

se para qualquer ψ no espaço das distribuições D(R × R+) a fórmula (1.5) é verificada.

Veremos mais tarde que se u ∈ L6, então Fλ(u) ∈ L2 e portanto o lado direito de (1.5)

está bem definido.

Enunciamos abaixo nosso principal resultado.

Teorema 1. Seja u0 ∈ L2. Então existe u ∈ Cw(R+,L2) ∩ Lq(R+,Lp) com 2 6 p < ∞ e
2

q
=

1

2
−

1

p
solução fraca de (1.1), que verifica

lim
t→0

||u(t)||L2 = ||u0||L2 , (1.6)

||u||Lq(R+,Lp) 6 C(λ,p)||u0||L2 , (1.7)

||ωu||
L2
TH

1/4
x

6 C(λ,ω, ||u0||L2 , T), (1.8)

onde ω ∈ H∞(R).

Para provar o teorema 1 consideramos o problema (1.1) perturbado por um termo

linear dissipativo, a saber:

 ∂tu = i∂2
xu+ ∂x(Fλ(u)) − ε∂12

x u, (x, t) ∈ R× R,

u(x, 0) = u0(x) x ∈ R.
(1.9)

O método, desenvolvido por D. Rial [23] com base no trabalho de T. Kato [15] para

o estudo da equação de korteweg-de Vries, consiste no seguinte: mostra-se em primeiro

lugar que o problema regularizado é localmente bem posto, mas com o tempo de existencia

dependendo do parâmetro ε. Então, usando um efeito suavizante observado na solução

de (1.1), estende-se a solução a R+. No passo final faz-se ir para zero o termo dissipativo

linear, obtendo-se uma solução fraca de (1.1).

O trabalho está distribuido da seguinte forma:

No caṕıtulo 1, introduzimos o problema (1.1) e o método usado para obtermos a

solução fraca do problema em questão, tendo como base o artigo [23] de D. Rial.

No caṕıtulo 2, apresentamos um conjunto de resultados clássicos de análise, a teoria

básica de distribuições, a transformada de Fourier e suas propriedades básicas, a trans-

formada de Hilbert e suas principais propriedades, e os espaços de Sobolev de tipo L2.

No final deste caṕıtulo apresentamos alguns resultados básicos de espaços reflexivos e

convergência fraca de operadores e estudamos as propriedades do semigrupo ∪ε, obtido a
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partir da solução do problema linear regularizado pelo termo dissipativo −ε∂12
x u. Também

estudamos as propriedades da não linearidade Fλ = |u|2u+ λH(|u|2)u e os lemas de reg-

ularidade e compacidade que são essênciais para o desenvolvimento e a demonstração do

Teorema 1, que é o resultado central do trabalho.

O caṕıtulo 3 concentra os resultados principais do trabalho: Na primeira seção prova-

mos que o problema regularizado (1.9) é globalmente bem posto e damos estimativas

espaço-tempo da solução (indepedente de ε); na segunda seção estudamos as propriedades

suavizantes da equação (1.1) que serão usadas para provar o Teorema 1; por fim, demon-

straremos o teorema principal fazendo o uso das ferramentas apresentadas durante todo

o texto, usando como principal ferramenta os teoremas de compacidade de Aubin-Lions

(ver [20]).
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Notação:

Dada f : R→ C, R(f) representa a parte real, e, Im(f) a imaginária de f.

Lp(R) = {f : R→ C mensurável tal que ||f||Lp =
( ∫

R |f|pdx
)1/p

}.

L
p
loc(R,X) = {f : R× K→ C mensurável ; ||f||Lpt (R,X) =

( ∫
K ||f(., t)||pXdt

) 1
p < ∞, }

para todo compacto K ∈ R.

S(R) representa o espaço de Schwartz em R.

S ′(R) é o espaço das distribuições temperadas em R.

L
p
t (I,L

q
x) é o espaço das funções mensuráveis f : R× I→ C, tais que

||f||Lpt (I,Lqx) =

(∫
I

||f(., t)||p
Lqx
dt

) 1
p

< ∞.

Ck(Ω,X) é espaço das aplicações de Ω em X, com k derivadas continuas.

Ckw(Ω,X) é o espaço das aplicações de Ω em X, com k derivadas fracamente continuas.

Ckb(Ω,X) representa o espaço das aplicações de Ω em X, com k derivadas continuas e

limitadas.

B(X, Y) é o espaço dos operadores lineares limitados de X em Y.

Js( · ) =
(
(1 + |ξ|2)s/2·̂

)∨

representará o potencial de Bessel de ordem −s.

Ds( · ) = (|ξ|s·̂)∨ denota o potencial de Riesz de ordem −s.

(f,g) =

∫
R
f(x)g(x)dx é o produto interno de L2.

< f,g >= Re

∫
R
f(x)g(x)dx é o produto interno real de L2.

[A,B] = AB− BA é o comutador dos operadores A e B.

Hs(R) é o espaço de Sobolev de ordem s em R. E, H∞(R) =
⋂
s∈R

Hs.

xn
X−→ x significa que xn converge para x no espaço X.

xn
X
⇀ x significa que xn converge fracamente para x em X.



Caṕıtulo 2

Resultados Preliminares

Neste caṕıtulo abordaremos as definições básicas e os resultados de regularidade que serão

utilizados para a obtenção do resultado principal.

2.1 Fatos Básicos

Proposição 1 (Regra de Leibniz). Se f,g ∈ C|α|(Ω, C), então

∂α(fg) =
∑
β6α

(
α

β

)(
∂βf
)(
∂α−βg

)
, (2.1)

onde α 6 β significa que αj 6 βj, ∀ j = 1, 2, 3, ...,n e α− β = (α1 − β1, ...,αn − βn).

Demonstração. Segue naturalmente por um argumento de indução.

Lema 1. Sejam f,g e h funções suaves, então

〈fg,h〉 = 〈g, fh〉; (2.2)

〈ifg,g〉 = 0, se f toma valores reais; (2.3)

〈f,g〉 = 〈f, R(g)〉 se f toma valores reais; (2.4)

〈f ∂xg,g〉 = −
1

2
〈∂xf g,g〉 se f toma valores reais; (2.5)

〈f ∂xg,g〉 = −
1

2
〈∂xf g,g〉. (2.6)

7
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Demonstração. As afirmações (2.2),(2.3) e (2.4) são consequências da definição de produto

interno real. Supondo que g e ∂xg convergem a zero suficientemente rápido quando

|x|→∞, a formula de integração por partes nos permite afirmar que

∫
R
f∂xgvdx = −

∫
R
(∂xf)ggdx−

∫
R
fg∂xgdx. (2.7)

Se f toma valores reais, de (2.7) segue que

2

∫
R
fRe(∂xgg)dx = −

∫
R
(∂xfg)gdx (2.8)

e portanto vale (2.5). De maneira análoga prova-se (2.6).

Teorema 2 (Desigualdade de Hölder). Sejam {pj}
N
j=1 ⊂ [1, ∞] e r > 1 tais que

1

r
=

N∑
j=1

1

pj
, então

∣∣∣∣ N∏
j=1

uj
∣∣∣∣
Lr

6
N∑
j=1

||uj||Lpj , uj ∈ Lpj(R). (2.9)

Demonstração. Veja o Corolário 2.6 de [1].

Teorema 3 (Des. de Minkowski). Se 1 6 p < ∞ e f,g ∈ Lp, então

||f+ g||Lp 6 ||f||p + ||g||Lp . (2.10)

Demonstração. Ver o Teorema 2.8 de [1].

Proposição 2. Se 0 < p < q < r 6 ∞, então Lp ∩ Lr ⊂ Lq e

‖f‖Lq 6 ‖f‖θLp‖f‖1−θ
Lr , (2.11)

para f ∈ Lp ∩ Lr, onde θ ∈ (0, 1) satistaz a relação: 1/q = θ/p + (1 − θ)/r, i.e.,

θ =
1/q− 1/r

1/p− 1/r
.

Demonstração. Ver a referência [1], Teorema 2.11.

Teorema 4 (Riesz-Thorin). Sejam (X,ΣX,µ) e (Y,ΣY ,ν) espaços de medida e p0, p1,

q0,q1 ∈ [1, ∞] (com ν σ-finita se q0 = q1 = ∞). E, para 0 < t < 1, sejam pt e qt tais

que
1

pt
=

1 − t

p0

+
t

p1

,
1

qt
=

1 − t

q0

+
t

q1

.
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Se T : LP0(µ) + Lp1(µ)→ Lq0(ν) + Lq1(ν) é um operador linear tal que,

‖Tf‖Lq0 6 M0‖f‖Lp0 , para f ∈ Lp0(µ) e ‖Tf‖Lq1 6 M1‖f‖Lp1 , para f ∈ Lp1(µ),

então

‖Tf‖Lqt 6 M1−t
0 Mt

1‖f‖Lpt , ∀f ∈ Lpt(µ) e 0 < t < 1;

ou seja, designando por Mt a norma de T : LPt → Lqt temos: Mt 6 M1−t
0 Mt

1.

Demonstração. Ver o Teorema 6.27 de [9].

Proposição 3 (Desigualdade de Young). Seja f ∈ Lp(Rn), 1 6 p 6 ∞, e g ∈ L1(Rn).

Então, f ∗ g ∈ Lp(Rn) com

||f ∗ g||Lp 6 ||f||Lp ||g||L1 . (2.12)

Demonstração. Ver o Teorema 8.7 de [9].

Teorema 5 (Hardy-Littlewood-Sobolev). Seja 0 < α < 1, 1 6 p < q < ∞, com

1
p

= 1
q

+ (1 − α). Defina o potencial de Riesz de f por

Iαf(x) = Cα

∫
R

f(t)

|x− t|α
dt, ∀ x ∈ R.

Se p > 1, então Iα é forte (p,q), isto é,

||Iα(f)||Lq 6 ||f||Lp , ∀ f ∈ Lp(R). (2.13)

Demonstração. Ver o teorema 2.18 de [19].

2.2 Teoria Básica de Distribuições

O nosso principal interesse nesta seção é expor parte da teoria de distribuições essencial

para o estudo dos espaços de Sobolev e de equações diferenciais parciais. O conteúdo aqui

exposto foi quase que totalmente extraido da referência [11].

Seja Ω ⊆ Rn um aberto e seja

C
j
0(Ω) = {ϕ/ ϕ : Ω→ R(ou C) com supp(ϕ) compacto e ϕ ∈ Cj(Ω)},

com j ∈ N.
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Definição 1. Denotaremos por D(Ω) o espaço C∞
0 (Ω) munido da topologia induzida pela

famı́lia de seminormas

ρk,α = sup
x∈K

{ |(∂αϕ)(x)|, ϕ ∈ D(Ω), onde K ⊂ Ω é compacto e α é um multi-́ındice}.

Esta topologia induz a seguinte noção de convergência em D(Ω):

Definição 2. Sejam (ϕj)j∈N uma sequência em C∞
0 (Ω) e ϕ ∈ D(Ω). Dizemos que ϕj →

ϕ no sentido do espaço D(Ω) quando: 1. Existe K ⊂ Ω compacto tal que supp(ϕj) ⊆

K, ∀j ∈ N. 2. ∂αϕj → ∂αϕ, (uniformemente) para todo multi-́ındice α = (α1, ...,αn).

Com isso definimos distribuições:

Definição 3. Chamamos de distribuição em Ω a qualquer funcional linear cont́ınuo F :

D(Ω) 7→ C(ou R). O dual de D(Ω), denotado por D ′(Ω) é chamado de espaço de

(Schwartz) distribuições.

D ′(Ω) = {F : D(Ω) 7→ C F é linear e cont́ınuo}.

Para cada (α,β) ∈ (Z+)2n denotamos a semi-norma ‖·‖(α,β) definida por

‖f‖(α,β) =
∥∥xα∂βx f∥∥∞ .

Definição 4. Denotamos por S(Rn) o espaço das funções C∞ que se anulam no infinito,

isto é,

S(Rn) = {ϕ ∈ C∞(Rn); ‖ϕ‖(α,β) < ∞ ∀α, β ∈ (Z+)2n}.

Portanto temos que C∞
0 (Rn) ⊂ S(Rn). A topologia em S(Rn) é dada pela famı́lia de

semi-normas ‖·‖(α,β) , (α,β) ∈ (Z+)2n.

Definição 5. Seja (ϕj) ⊂ S(Rn). Então ϕj → 0 quando j → ∞, e para cada (α,β) ∈

(Z+)2n temos que

‖ϕ‖(α,β) → 0 quando j→∞.

Teorema 6. O espaço de Schwartz satisfaz as seguintes propriedades:

1. Dada ϕ ∈ S, P(x)ϕ ∈ S e P(∂)ϕ ∈ S, para qualquer polinômio P(x), ou seja, S é

estável em relação à multiplicação por polinômios e à diferenciação. Em particular,

dados quaisquer polinômios P(x), Q(x) e qualquer ϕ ∈ S, temos que P(x)Q(∂)ϕ ∈ S.
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2. D(Rn) ↪→ S e é denso em S.

3. S ↪→ Lp e é denso em Lp, ∀1 6 p < ∞.

4. Dadas ϕ,ψ ∈ S, ϕ ∗ψ ∈ S, ou seja, o produto de convolução e uma operação em S.

Demonstração. Ver [11].

Definição 6. Dizemos que Ψ : S(Rn) 7→ C define uma distribução temperada se

1. Ψ é linear.

2. Ψ é cont́ınua, isto é, se ϕj → 0 quando j→∞ implicar que a sequência Ψ(ϕj)→ 0

quando j→∞.

Denotaremos tal espaço como S ′(C) ou S ′(R).

Definição 7. Dadas F ∈ S ′(Rn) e ψ ∈ S(Rn), definimos a convolução de F e ψ por:

F ∗ψ(x) = 〈F, τ−xψ(−.)〉 = 〈F,ψ(x− .)〉.

Seja f uma função de crescimento polinomial. Defina Ff : S(Rn)→ C por:

Ff(ϕ) =

∫
fϕdx. (2.14)

Proposição 4. : Se F ∈ S ′(Rn) e ϕ ∈ S(Rn), então F ∗ ψ é uma função C∞ de cresci-

mento polinomial, e portanto, define uma distribuição temperada pela fórmula (2.14):

〈F ∗ψ,ϕ〉 =

∫
(F ∗ψ)(x)ϕ(x)dx, ∀ ϕ ∈ S(Rn). (2.15)

Dem. Como S ′(Rn) é um subespaço de D ′(Rn), segue que F ∗ϕ é uma regularização

de F, e já provamos numa proposição que F ∗ψ ∈ C∞(Rn).

Agora, como F ∈ S ′(Rn)(F é cont́ınua), ∃ C > 0 e N ∈ N tal que

|〈F ∗ψ〉| 6 C
∑

|α|,|β|6N

sup
x∈Rn

|xα∂βϕ|, ∀ ϕ ∈ S(Rn),

e dáı, como 1 + |y| 6 1 + |x− y| + |x| 6 (1 + |x− y|)(1 + |x|), segue que
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|F ∗ψ(x)| = |F,ψ(x− .)| 6 C
∑

|α|,|β|6N

sup
y∈Rn

|yα∂βϕ(x− y)|

6 C
∑

|β|6N

(1 + |y|)N|∂βϕ(x− y)|

6 C(1 + |y|)N
∑

|β|6N

(1 + |x− y|)N|∂βϕ(x− y)|

6 C(1 + |x|)N
∑

|β|6N

‖ψ‖α,β.

Portanto, F∗ψ é de crescimento polinomial e também C∞. Além disso, pela proposição

(4), define uma distribuição temperada pela fórmula (2.15).

Definição 8. A função valor principal de 1
x
, denotada por v.p 1

x
é definida pela expressão

v.p
1

x
(ϕ) = lim

ε↓0

∫
ε<|x|< 1

ε

ϕ(x)

x
dx, ∀ ϕ ∈ S(R).

Observe que

v.p
1

x
(ϕ) = lim

ε→0

( ∫
ε<|x|<1

ϕ(x)

x
dx+

∫
1<|x|

ϕ(x)

x
dx
)

e ∫
ε<|x|<1

ϕ(0)

x
dx =

∫−ε

−1

ϕ(0)

x
dx+

∫ 1

ε

ϕ(0)

x
dx = ϕ(0)(ln |x|

∣∣∣−ε
−1

+ ln |x|
∣∣∣1
ε
)

= ϕ(0)(ln |ε| − ln 1 − ln |ε| + ln 1) = 0,

dáı,

v.p
1

x
(ϕ) = lim

ε↓0

∫
ε<|x|<1

ϕ(x) −ϕ(0)

x
dx+ lim

ε→0

∫
|x|> 1

ε

xϕ(x)

x2
dx).

=⇒ |v.p
1

x
(ϕ)| 6 lim

ε↓0

∫
ε<|x|<1

|ϕ(x) −ϕ(0)|

|x− 0|
dx+ 2

∫+∞
1

|xϕ(x)|

x2
dx

6 lim
ε↓0

∫
ε<|x|<1

sup |ϕ ′(x)|dx+ 2‖xϕ‖L∞
∫∞
1

1

x2
dx

6 2‖ϕ ′‖L∞ + 2‖xϕ‖L∞ < ∞, ∀ ϕ ∈ S(R).

Assim, v.p 1
x
(ϕ) está bem definida e v.p 1

x
∈ S ′(Ω).

Definição 9. Dizemos que uma sequência (ϕj)j∈N de funções de S converge para uma

função ϕ ∈ S, quando lim
j→∞ ‖ϕj −ϕ‖(α,β) = 0, para quaisquer multi-́ındices α,β ∈ Nn.
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2.3 A transformada de Fourier e suas propriedades

básicas

Definição 10. Dada uma função f ∈ L1(R), a transformada de Fourier de f, denotada

por F(f) ou f̂, é definida pela fórmula

F(f)(ξ) = f̂(ξ) =
1

(2π)1/2

∫
R

f(x)e−iξxdx, ξ ∈ R. (2.16)

A mesma definição vale para a transformada de Fourier para f ∈ S(R). A maior

vantagem de S em relação a L1 é a facilidade de trabalhar nele devido a regularidade de

suas funções, o que nos permite demonstrar por exemplo as propriedades a seguir:

Teorema 7. Se ϕ ∈ S, então

1. (∂αϕ)∧(ξ) = (iξ)αϕ̂(ξ);

2. ((−i · )αϕ( · ))∧(ξ) = ∂αϕ̂(ξ);

3. ϕ̂ ∈ S, ou seja, F : S→ S.

Demonstração. Ver [11] ou [13].

Agora iremos primeiramente estender a transformada de Fourier como função para

L2(Rn) e então usar o teorema de interpolação de Riesz-Thorin para provar que F também

pode ser definida para funções de Lp, 1 < p < 2. Vamos provar que quando 1 6 p 6 2, f̂

é uma função.

Usaremos o fato de S ser um subconjunto denso de L1 e L2 para provar que se f ∈ L2,

então f̂ é uma função.

Teorema 8 (Teorema de Plancherel). : Se f ∈ L2, então f̂ ∈ L2 e

‖f‖L2 = ‖f̂‖L2 .

Em outras palavras, F é um operador unitário (uma isometria) em L2.

Demonstração. Ver [7] ou [11].

Como a transformada de Fourier é um operador de tipo forte (1, ∞) e (2, 2) respecti-

vamente, o teorema de Riesz-Thorim nos permite estabelecer o seguinte resultado:
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Teorema 9 (Desigualdade de Hausdorff-Young). : Se f ∈ Lp, 1 6 p 6 2, então f̂ ∈ Lq,

com 1
p

+ 1
q ′

= 1, e

‖f̂‖Lq 6 ‖f‖Lp .

Demonstração. Como F é forte (1, ∞) e (2, 2), segue do teorema de Riesz-Thorim que F

é forte (p,q), com 1
p

=
(1−t)

1
+ t

2
= 1 − t

2
e 1

q
= 1−t∞ + t

2
= t

2
= 1 − 1

p
.

Portanto, ‖f̂‖Lq 6 ‖f‖Lp .

Estamos prontos agora para definir a transformada de Fourier de uma distribuição

temperada. Sabemos que se f ∈ L1, então f̂ ∈ L∞ e é cont́ınua, portanto, f̂ ∈ S ′(Rn), isto

é, define uma distribuição temperada, pois ϕ̂ ∈ S(Rn), ∀ ϕ ∈ S(Rn) e

∫
f̂(ξ)ϕ(ξ)dξ =

∫
f(x)ϕ̂(x)dx, ∀ ϕ ∈ S(Rn). (2.17)

Isso nos permite fazer a seguinte definição:

Definição 11. : Dada F ∈ S ′(Rn), definimos sua transformada de Fourier por

〈F̂,ϕ〉 = F̂(ϕ) = 〈F, ϕ̂〉 = F(ϕ̂), ∀ ϕ ∈ S(Rn). (2.18)

Observe que, se f ∈ L1(Rn), então ambas as definições de f̂ coincidem. Portanto, a

definição (11) é consistente com a teoria de transformada de Fourier para funções de S.

Assim como em S(Rn), vale o seguinte resultado para a transformada de Fourier em

S ′(Rn):

Teorema 10. : F : S ′(Rn) −→ S ′(Rn) é um isomorfismo e tanto F como F−1 são

cont́ınuas.

Demonstração. Ver em [11].

Teorema 11. : F : S ′(Rn) −→ S ′(Rn) satisfaz as seguintes propriedades:

1. (∂αF)∧(ξ) = (iξ)αF̂(ξ).

2. ((−ix)αF)∧(ξ) = ∂αξ F̂(ξ).

3. (τhF)
∧(ξ) = eihξF̂(ξ).

4. (eixhF)∧(ξ) = τhF̂(ξ), onde τhf⇔ (x) = f(x− h).

Demonstração. Ver em [11].
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Exemplo 1. Calculemos v̂.p 1
x
.

Dado ϕ ∈ S(Rn),

̂
v.p

1

x
(ϕ) = v.p

1

x
(ϕ̂) = lim

ε↓0

∫
ε<|x|< 1

ε

ϕ̂(x)

x
dx (2.19)

= lim
ε↓0

∫
ε<|x|< 1

ε

1

x
(

∫
ϕ(y)e−ixydy)dx

= lim
ε↓0

∫
R

ϕ(y)(

∫
ε<|x|< 1

ε

e−ixy

x
dx)dy

=

∫
R

ϕ(y)(lim
ε↓0

∫
ε<|x|< 1

ε

e−ixy

x
dx)dy.

Agora,

lim
ε↓0

∫
ε<|x|< 1

ε

e−ixy

x
dx = lim

ε↓0

∫
ε<|x|< 1

ε

cos(2πxy)

x
dx− 2i

∫+∞
−∞

sen(2πxy)

x
dx (2.20)

= −2i sgn(y)

∫+∞
0

sen(x)

x
dx = −iπ sgn(y).

Com as ferramentas já estabelecidas, podemos provar o seguinte resultado:

Teorema 12. : Se F ∈ S ′(Rn), então

F̂ ∗ψ = F̂ψ̂, (2.21)

onde F̂ψ̂ ∈ S ′(Rn) é definido como

〈F̂ψ̂,ϕ〉 = 〈F̂, ψ̂ϕ〉, ∀ ϕ ∈ S(Rn),

isto é, F̂ψ̂(ϕ) = F̂(ψ̂ϕ).

Demonstração. Pelas proposições anteriores e usando o fato de que ψ̃ =
̂̂
ψ, segue que

〈F̂ ∗ψ,ϕ〉 = 〈F ∗ψ, ϕ̂〉 = 〈F, ϕ̂ ∗ ψ̃〈= 〈F, ϕ̂ ∗ ̂̂ψ〉 = 〈F̂,ϕψ̂〉,

e isto prova o teorema.

2.4 A transformada de Hilbert e suas propriedades

básicas

Com a definição 1.2 acima, temos as seguintes propriedades para a transformada de

Hilbert:
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Proposição 5. : Dada f ∈ S(R), Ĥf(ξ) = −i sgn(ξ)f̂(ξ).

Demonstração. Como v.p. 1
x
∈ S ′(R), e v̂.p. 1

x
(ξ) = iπ sgn(ξ), segue do Teorema 12 que

Ĥf(ξ) = ̂1
π
v.p. 1

x
∗ f(ξ) = 1

π
v̂.p. 1

x
(ξ)f̂(ξ) = −i sgn(ξ)f̂(ξ).

Observe que Hf : R → C(ou seja, Hf está definida em toda a reta). Lembremo-nos

que Hf é uma função C∞ de crescimento polinomial, se f ∈ S(Rn).

A proposição 5 e a densidade de S(R) em L2 nos permite definir a transformada de

Hilbert de funções de L2 como uma isometria:

Teorema 13. : Dadas f, g ∈ L2(R), valem:

1. ‖Hf‖L2 = ‖f‖L2 .

2. H(Hf) = −f.

3.

∫
Hfgdx = −

∫
fHgdx.

Demonstração. 1. Dada f ∈ L2, segue da proposição (5) e do teorema de Plancherel que

||Hf||L2 = ||Ĥf||L2 = ||f̂||L2 = ||f||L2 .

2. Como H : L2 −→ L2 é unitário, segue da fórmula da inversa de Fourier que

H(Hf) = (ĤH(f))∨ = (−i sgn(ξ)Ĥf(ξ))∨

= ((−i)2(sgn(ξ))2f̂(ξ))∨

= −(f̂)∨ = −f.

3. Segue de Parseval que, dadas f,g ∈ L2,∫
Hfgdx =

∫
Ĥfĝdξ = −

∫
isgn(ξ)f̂(ξ)ĝ(ξ)dξ

= −

∫
f̂(ξ)(−isgn(ξ)ĝ(ξ))dξ = −

∫
f̂(ξ)Ĥg(ξ)dξ

= −

∫
fHgdx.

Além das propriedades acima, a transformada de Hilbert satisfaz as duas seguintes

importantes propriedades:

Teorema 14. 1. Dada f ∈ Lp(R), 1 < p < ∞, Hf existe quase sempre.
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2. (Kolmogorov) H é de tipo fraco (1, 1), isto é, dado λ > 0

|{x ∈ R : |Hf(x)| > λ}| 6
C

λ
‖f‖1.

3. (M. Riesz) H é de tipo forte (p,p), se 1 < p < ∞, isto é,

||Hf||Lp 6 C(p)||f||Lp . (2.22)

Demonstração. Por utilizar ferramentas não abordadas nessa dissertação, omitiremos a

prova do ı́tem 2, o leitor interessado pode consultar o Teorema 3.2 de [7].

1. Segue da densidade de S(R) em Lp(R), 1 < p < ∞.

3. Primeiro façamos para f ∈ S(R). O Teorema 13 nos diz que H é tipo forte (2, 2).

Como por 2. H é tipo fraco (1, 1), segue do teorema de interpolação de Marcinkiewicz

que H é de tipo forte (p,p), ∀ 1 < p < 2. (observe que usamos o fato de que H é fraco

(2, 2)).

Agora, considere p > 2. Seja (ϕn)n ∈ N uma sequência de funções tais que ϕn → f

em Lp. Então, por dualidade, Teorema 13 item 3, e o caso anterior (p 6 2),

‖Hf‖p = lim
n→∞ ‖Hϕn‖p

= lim
n→∞ sup{|

∫
Hϕnψdx| : ψ ∈ S(R), ‖ψ‖q 6 1}

= lim
n→∞ sup{|

∫
ϕnHψdx| : ψ ∈ S(R), ‖ψ‖q 6 1}

6 sup{‖Hψ‖q : ψ ∈ S(R), ‖ψ‖q 6 1} lim
n→∞ ‖ϕn‖p

6 Cq lim
n→∞ ‖ϕn‖p = Cq‖f‖p.

Observações: 1. H não é forte (p,p), se p = 1 ou p = ∞. Considere por exemplo

f = χ[0,1], e então Hf /∈ Lp, para p = 1 ou p = ∞, pois :

Hf(x) =
1

π
log |

x

x− 1
|,

que não é nem limitada nem integrável.

2. Não é dif́ıcil ver que, dada ϕ ∈ S(R), Hϕ ∈ L1 ⇐⇒ ϕ̂(0) =
∫
ϕdx = 0.
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Definição 12. Definimos os operadores projeção P+,P− como

P+ =
1

2
(1 + iH),

P− =
1

2
(1 − iH).

A Definição 12 para o operador projeção é equivalente à seguinte:

P+f = (χ[0,+∞)(ξ)f̂(ξ))
∨ e P−f = (χ[(−∞,0](ξ)f̂(ξ))

∨.

As principais propriedades do operador Projeção são descritas na proposição abaixo:

Proposição 6. Para o operador projeção P+,P− valem

P+ + P− = 1, (2.23)

P+ − P− = iH, (2.24)

iP+ = −HP+, (2.25)

iP− = HP−. (2.26)

Demonstração. Segue imediatamente da Definição 12.

2.5 Os espaços de Sobolev Hs(R)

Nesta seção iremos dar uma breve introdução aos espaços de Sobolev clássicos Hs(R).

Espaços de Sobolev medem a diferenciabilidade de funções em L2 e são ferramentas fun-

damentais no estudo de equações diferenciais parciais.

Definição 13. Seja s ∈ R, definimos o espaço de Sobolev de ordem s, denotado por

Hs(R), como

Hs(R) = {f ∈ S ′(R) : Jsf(ξ) = (1 + |ξ|2)s/2f̂(ξ) ∈ L2(R)}, (2.27)

com a norma || . ||Hs definida como

||f||Hs = ||Jsf||L2 . (2.28)

Proposição 7. Da definição de espaços de Sobolev deduzimos as seguintes propriedades:

1. Se 0 6 s < s ′, então Hs
′
(R) ⊂ Hs(R).
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2. Hs(R) é um espaço de Hilbert com respeito ao produto interno <,>Hs definido como

segue:

Se f,g ∈ Hs(R), então (f,g)Hs =

∫
R
Jsf(ξ)Jsg(ξ)dξ.

Vemos que, via transformada de Fourier, Hs(R) = L2(R, (1 + |ξ|2)sdξ).

3. Para todo s ∈ R, o espaço de Schwartz, S(R), é denso em Hs(R).

4. Se s1 6 s 6 s2, com s = θs1 + (1 − θ)s2, 0 6 θ 6 1, então

||f||Hs 6 ||f||θHs1 ||f||
1−θ
Hs2 .

Demonstração. Ver a proposição 3.6 de [19].

Para compreendermos a relação entre os espaços Hs(R) e a diferenciabilidade das

funções em L2(R), definimos:

Definição 14. Uma função f é diferenciável em L2(R) com respeito a k-ésima variavel

se existir g ∈ L2(R) tal que∫
R

∣∣f(x+ hek) − f(x)

h
− g(x)

∣∣2dx→ 0 quando h→ 0,

onde ek tem a k-ésima coordenada igual a 1 e as demais iguais a zero.

Com esta definição podemos dar uma descrição de Hk(R) sem usarmos a transformada

de Fourier, sempre que k ∈ Z+.

Teorema 15. Se k é um inteiro positivo, então Hk(R) coincide com o espaço das funções

f ∈ L2(R) cujas derivadas (no sentido das distribuições) ∂αx f pertencem a L2(R) para cada

α ∈ Z+ com |α| 6 k.

Neste caso as normas ||f||Hk e
∑

|α|6k

||∂αx f||L2 são equivalentes.

Demonstração. Ver o teorema 3.10 de [19].

Lema 2. Seja f ∈ Hs(R), s > 0 com norma

||f||Hs =
( ∫

R
(1 + |ξ|2)s|f̂(ξ)|2dξ

) 1
2 .

Então temos que

||f||Hs ' ||f||L2 + ||Dsxf||L2 . (2.29)
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Demonstração. Primeiramente temos que

1 + |ξ|2s = (1)s + (|ξ|2)s 6 (1 + |ξ|2)s + (1 + |ξ|2)s = 2(1 + |ξ|2)s. (2.30)

Agora, temos

||f||Hs =
( ∫

R
(1 + |ξ|2)s|f̂(ξ)|2dξ

) 1
2

6
( ∫

|ξ|61

(1 + |ξ|2)s|f̂(ξ)|2dξ
) 1

2

+
( ∫

|ξ|>1

(1 + |ξ|2)s|f̂(ξ)|2dξ
) 1

2

6
( ∫

|ξ|61

2s|f̂(ξ)|2dξ
) 1

2

+
( ∫

|ξ|>1

2s|ξ|2s|f̂(ξ)|2dξ
) 1

2

6 2s/2
(
||f||L2 + ||Dsxf||L2

)
. (2.31)

De (2.30), segue que

||f||L2 + ||Dsxf||L2 6 2
(
||f||2L2 + ||Dsxf||

2
L2

)1/2

= 2
( ∫

R
(1 + |ξ|2s)|f̂(ξ)|2dξ

)1/2

6 2
( ∫

R
2(1 + |ξ|2)s|f̂(ξ)|2dξ

)1/2

= 23/2||f||Hs . (2.32)

De (2.31) e (2.32), segue (2.29).

Apresentaremos agora os teoremas de imersão de Sobolev e a importante propriedade

de álgebra de Banach para Hs com s suficientemente grande.

Teorema 16. Se s > 1/2 + k, então Hs(R) é continuamente imerso em Ck∞(R) o espaço

das funções com k derivadas continas e que se anulam no infinito. Em outras palavras,

se f ∈ Hs(R), então a menos de uma possivel modificação de f a um conjunto de medida

nula, f ∈ Ck∞(R) e

||f||Ck 6 Cs||f||Hs . (2.33)

Demonstração. Ver o teorema 3.11 de [19].

Teorema 17. Se 0 < s < 1/2, então Hs(R) é continuamente imerso em Lp(R) com

s = 1
2

− 1
p

. Além disso, para f ∈ Hs(R),

||f||Lp 6 Cn,s||D
sf||L2 6 C||f||Hs (2.34)

onde Dsf = (|ξ|sf̂)∨.
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Demonstração. Ver o teorema 3.13 de [19].

Teorema 18. Se s > 1/2, então Hs(R) é uma álgebra com respeito ao produto de funções.

Ou seja, se f,g ∈ Hs(R), então fg ∈ Hs(R) com

||fg||Hs 6 Cs||f||Hs ||g||Hs . (2.35)

Demonstração. Ver o teorema 3.14 de [19].

Finalizamos essa seção apresentando a seguinte importante propriedade da transfor-

mada de Hilbert em Hs(R) :

Proposição 8. H é limitado em Hs(R) ou seja,

||Hf||Hs = ||f||Hs . (2.36)

Demonstração. De fato,

||Hf||Hs = ||(1 + |ξ|2)s/2isgn(ξ)f̂||L2 = ||(1 + |ξ|2)s/2f̂||L2 = ||f||Hs .

Lema 3. Dado 1 6 p < ∞ existe C = C(p) > 0 tal que se u ∈ L1(R) e D1/2u ∈ L2(R),

então u ∈ Lp(R) e vale

||u||Lp 6 C||u||
1/p

L1 ||D1/2u||
1/p ′

L2 . (2.37)

Demonstração. Dividiremos a demonstração em dois casos

1. Caso p > 2.

Pela desigualdade de Hausdorff-Young, com 1
p

+ 1
p ′

= 1 e v = û segue que

||u||Lp = ||v̂||Lp 6 C||v||Lp ′ = C||û||Lp ′ .

Logo, temos

||u||Lp 6 C||û||Lp ′ , (2.38)

com 1
p

+ 1
p ′

= 1.

Podemos escrever

||û||
p ′

Lp
′ =

∫
|ξ|6R

|û(ξ)|p
′
dξ+

∫
|ξ|>R

|û(ξ)|p
′
|ξ|p

′/2|ξ|−p
′/2dξ. (2.39)

Como ||û||L∞ 6 C||u||L1 , obtemos∫
|ξ|6R

|û(ξ)|p
′
dξ 6 C||u||

p ′

L1R. (2.40)
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A desigualdade de Hölder com p1 = 2
p ′

e p2 = 2
2−p ′

implica

∫
|ξ|>R

|û(ξ)|p
′
|ξ|p

′/2|ξ|−p
′/2dξ 6

( ∫
|ξ|>R

|û(ξ)|2|ξ|dξ
)p ′/2( ∫

|ξ|>R

|ξ|
− p ′

2−p ′ dξ
) 2−p ′

2

6 C
( ∫

|ξ|>R

(|ξ|
1
2 |û(ξ)|)2dξ

)p ′/2
R

( 2−2p ′
2−p ′ )( 2−p ′

2 )

6 C||D1/2u||
p ′

L2R
1−p ′

= CR− 1
p−1 ||D1/2u||

p ′

L2 . (2.41)

Finalmente, tomando R =
||D1/2u||L2

||u||L1

temos

||u||Lp 6 C(||û||
p ′

Lp
′ )

1
p ′ 6 C

(
R||u||

p ′

L1 + R− 1
p−1 ||D1/2u||

p ′

L2

) 1
p ′

= C
( ||D1/2u||L2

||u||L1

||u||
p ′

L1 +
( ||D1/2u||L2

||u||L1

)− 1
p−1

||D1/2u||
p ′

L2

) 1
p ′

= C
(
||D1/2u||L2 ||u||

p ′−1
L1 + ||D1/2u||L2 ||u||

p ′−1
L1

) 1
p ′

= C||D1/2u||
1
p ′

L2 ||u||
p ′−1
p ′

L1

= C||u||
1
p

L1 ||D
1/2u||

1
p ′

L2

2. Caso 1 6 p < 2.

Sabemos que vale (2.37) para p = 2, isto é,

||u||L2 6 C||u||
1
2

L1 ||D
1/2u||

1
2

L2 . (2.42)

Além disso, segue de (2.11) que

||u||Lp 6 C||u||
1− 2

p ′

L1 ||D1/2u||
2
p ′

L2 , (2.43)

com 1 = p 6 q < r = 2, θ =
2

p ′
e p fazendo o papel de q. Assim, de (2.37) e (2.43)

obtemos

||u||Lp 6 C||u||
1− 2

p ′

L1 ||D1/2u||
2
p ′

L2

6 C||u||
1− 2

p ′

L1

(
C||u||

1
2

L1 ||D
1/2u||

1
2

L2

) 2
p ′

= C||u||
1− 1

p ′

L1 ||D1/2u||
1
p ′

L2

= C||u||
1
p

L1 ||D
1/2u||

1
p ′

L2 .
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Lema 4. Seja 0 < α < 1, ω ∈ H∞ e Ω uma primitiva de |ω|2. Então (DαΩ)∧(ξ) ∈ L1.

Demonstração. Existe a tal que

Ω̂(ξ) = −iξ−1(|ω|2)∧(ξ) + aδ0(ξ). (2.44)

Então

||ξ|αΩ̂(ξ)| = |ξ|−1+α(|ω|2)∧(ξ). (2.45)

Como |ω|2 ∈ L1, temos que (|ω|2)∧ ∈ Cb(R, C) e portanto (DαΩ)∧ é integravel numa

vizinha da origem. Como |ω|2 ∈ H1, segue que (|ω|2)∧ ∈ L1.

2.6 Definição e propriedades de convergência fraca

Nesta seção estudaremos as ferramentas básicas de Análise Funcional necessárias para

a demonstração do restultado principal do trabalho. Definiremos convergência fraca e

apresentaremos as propriedades básicas de convergência fraca em espaços reflexivos.

Definição 15 (Convergência Fraca em espaços normados). Uma sequência (xn) em um

espaço normado X é dita ser fracamente convergente se existir um x ∈ X tal que, para

todo f ∈ X ′,

lim
n→∞ f(xn) = f(x).

Isto se escreve

xn ⇀ x.

O elemento x é chamado o limite fraco de (xn), e dizemos que (xn) converge fracamente

para x.

Para aplicarmos a convergência fraca em nosso objetivo de estudo, precisamos conhecer

certas propriedades básicas, que estabeleceremos nos seguintes lemas:

Lema 5. Seja (xn) uma sequência fracamente convergente em um espaço normado X.

Então

1. O limite fraco x de f(xn) é único.

2. Toda subsequência de (xn) converge fracamente para x.
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3. A sequência (||xn||) é limitada.

Demonstração. Ver o lema 4.8-3 de [17].

Exemplo 2 (Espaço de Hilbert). Em um espaço de Hilbert, xn ⇀ x se, e somente se

〈xn, z〉 −→ 〈x, z〉 para todo z no espaço.

Demonstração. Segue imediatamente da representação f(x) = 〈x, z〉, onde f é um fun-

cional linear limitado em H, e do fato que xn ⇀ x.

Finalizamos esta seção apresentando a definição de convergência fraca de operadores

Tn ∈ B(X, Y) introduzida por John von Neumann (1929):

Definição 16 (Convergência fraca de operadores). Sejam X e Y espaços normados. Uma

sequência (Tn) de operadores Tn ∈ B(X, Y) é dita ser fracamente convergente, se (Tnx)

convergir fracamente em Y para todo x ∈ X. Ou seja,

|f(Tnx) − f(Tx)| −→ 0 para todo x ∈ X e para toda f ∈ Y ′.

T é chamado o operador fraco limite de (Tn).

2.7 O estudo da não linearidade Fλ

Daremos agora propriedades de continuidade para Fλ que é definido por Fλ(u) = |u|2u+

λH(|u|2)u.

Lema 6. Dados 1 6 p 6 ∞ e s > 1
2

existe C > 0 tal que

||Fλ(u)||Lp 6 C||u||3L3p , (2.46)

||Fλ(u) − Fλ(v)||Lp 6 C(||u||3L3p + ||v||3L3p)||u− v||L3p , (2.47)

||Fλ(u)||Hs 6 C||u||3Hs . (2.48)

Demonstração. Da definição de Fλ(u), da desigualdade de Hölder e da propriedade (2.22)

da transformada de Hilbert, temos

||Fλ(u)||Lp 6 |||u|2u||Lp + ||λH(|u|2)u||Lp

6 ||u||3L3p + C||u||L3p ||H(|u|2)||L3p/2

6 ||u||3L3p + C||u||L3p ||u||2L3p 6 C||u||3L3p .
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De maneira análoga temos

||Fλ(u) − Fλ(v)||Lp 6 ||(|u|2u− |v|2v)||Lp + ||λ(H(|u|2)u) − H(|v|2)v))||Lp

6 |||u|2(u− v)||Lp + ||(|u|2 − |v|2)v||Lp

+ ||λ(H(|u|2)(u− v)||Lp + ||λH(|u|2 − |v|2)v||Lp

6 ||u||2L3p ||u− v||L3p + ||u− v||L3p

(
||u||L3p ||v||L3p + ||v||2L3p

)
+ ||u− v||L3p ||u||2L3p + ||u− v||L3p

(
||u||L3p ||v||L3p + ||v||2L3p

)
= ||u− v||L3p

[
2||u||2L3p + 2||v||2L3p + 2||u||L3p ||v||L3p

]
6 ||u− v||L3p

[
2||u||2L3p + 2||v||2L3p + ||u||2L3p + ||v||2L3p

]
6 C||u− v||L3p

(
||u||2L3p + ||v||2L3p

)
.

Finalmente, temos do fato de Hs ser uma álgebra de Banach, Teorema 18, e de (2.36)

que

||Fλ(u)||Hs 6 ||(|u|2)||Hs ||u||Hs + λ||H(|u|2)||Hs ||u||Hs 6 ||u||3Hs + λ||u||3Hs = C||u||3Hs .

2.8 Estimativas de comutadores

Para provarmos regularidade das soluções usaremos os seguintes resultados:

Teorema 19 (Desigualdade de Young Generalizada). Seja (X,µ) um espaço de medida

σ -finita e sejam 1 6 p 6 ∞ e C > 0. Suponha K uma função mensurável de X × X tal

que

sup
x∈X

∫
X

|K(x,y)|dµ(y) 6 C, sup
y∈X

∫
X

|K(x,y)|dµ(x) 6 C.

Se f ∈ Lp(X), a função Tf definida por

Tf(x)

∫
X

K(x,y)f(y)dµ(y)

esta bem definida para quase todo ponto e pertence a Lp(X) quase sempre. Além disso,

vale

||Tf||Lp 6 C||f||Lp . (2.49)

Demonstração. Ver o teorema 0.10 de [10].
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Lema 7. Para todo ξ,η ∈ Rn e todo s ∈ R, vale(1 + |ξ|2

1 + |η|2

)s
6 2|s|(1 + |ξ− η|2)|s|. (2.50)

Demonstração. Ver o lema 6.10 de [10].

Lema 8. Se s ∈ R e σ > n
2

existe uma constante C = C(s,σ) tal que para todo φ ∈ S e

f ∈ Hs−1,

||[Js,φ]f||H0 6 C||φ||H|s−1|+1+σ ||f||Hs−1 . (2.51)

Demonstração. Fazendo f = J1−sg, devemos mostrar que

||[Js,φ]J1−sg||H0 6 C||φ||H|s−1|+1+σ ||g||H0

para todo g ∈ H0 = L2. Uma vez que a transformada de Fourier converte multiplicação

em produto de convolução, isto é, f̂g = f̂ ∗ ĝ, temos:

([Js,φ]J1−sg)∧(ξ) = (Js(φJ1−sg))∧(ξ) − (φJs(J1−sg))∧(ξ)

= ((1 + |ξ|2)s/2φ̂J1−sg)(ξ) − (φ̂ ∗ ̂Js(J1−sg))(ξ)

=

∫ [
(1 + |ξ|2)

s
2 − (1 + |η|2)

s
2

]
φ̂(ξ− η)(1 + |η|2)

1−s
2 ĝ(η)dη

=

∫
K(ξ,η)ĝ(η)dη,

onde

K(ξ,η) =
[
(1 + |ξ|2)

s
2 − (1 + |η|2)

s
2

]
φ̂(ξ− η)(1 + |η|2)

1−s
2 .

Afirmamos que[
(1 + |ξ|2)

s
2 − (1 + |η|2)

s
2

]
6 |s||ξ− η|

[
(1 + |ξ|2)

s−1
2 + (1 + |η|2)

s−1
2

]
. (2.52)

De fato, como∣∣∣∣ ddt(1 + t2)s/2
∣∣∣∣ = |st|(1 + t2)s/2−1 =

|st|√
1 + t2

(1 + t2)
s−1
2 . |s|(1 + t2)

s−1
2 ,

temos pelo teorema do valor médio com a 6 t 6 b que∣∣(1 + a2)
s
2 − (1 + b2)

s
2

∣∣ = |a− b|

∣∣∣∣ ddt(1 + t2)s/2
∣∣∣∣

6 |a− b||s|(1 + t2)
s−1
2

6 |a− b| sup
a6t6b

|s|(1 + t2)
s−1
2

. |s||a− b|
[
(1 + a2)

s−1
2 + (1 + b2)

s−1
2

]
,



Caṕıtulo 2. Resultados Preliminares 27

para todo a,b > 0. Tomando a = |ξ| e b = |η| e usando o fato que ||ξ| − |η|| 6 |ξ − η|,

obtemos (2.52).

Agora, por (2.50) e (2.52) temos

|K(ξ,η)| =
∣∣∣[(1 + |ξ|2)

s
2 − (1 + |η|2)

s
2

]
φ̂(ξ− η)(1 + |η|2)

1−s
2

∣∣∣
6 |s||ξ− η|

∣∣∣[(1 + |ξ|2)
s−1
2 + (1 + |η|2)

s−1
2

]
φ̂(ξ− η)(1 + |η|2)

1−s
2

∣∣∣
= |s||ξ− η||φ̂(ξ− η)|

[
(1 + |ξ|2)

s−1
2 (1 + |η|2)

1−s
2 + 1

]
= |s||ξ− η||φ̂(ξ− η)|

[(1 + |ξ|2

1 + |η|2

) s−1
2

+ 1
]

6 |s|2
|s−1|

2 |ξ− η||φ̂(ξ− η)|
[(

1 + |ξ− η|2
) |s−1|

2 + 1
]

6 |s|2
|s−1|

2 |φ̂(ξ− η)|
[(

1 + |ξ− η|2
) |s−1|+1

2 + (1 + |ξ− η|2)
1
2

]
6 |s|2

|s−1|
2 + 1|φ̂(ξ− η)|

(
1 + |ξ− η|2

) |s−1|+1
2

= C2|φ̂(ξ− η)|
(
1 + |ξ− η|2

) |s−1|+1
2 .

Assim,∫
|K(ξ,η)|dξ 6 C2

∫
|φ̂(ξ− η)|

(
1 + |ξ− η|2

) |s−1|+1
2 dξ

= C2

∫
|φ̂(ξ− η)|

(
1 + |ξ− η|2

) |s−1|+1+σ
2

(
1 + |ξ− η|2

)−σ
2 dξ

6 C2

( ∫
|φ̂(ξ− η)|

(
1 + |ξ− η|2

)|s−1|+1+σ
)1/2( ∫ (

1 + |ξ− η|2
)−σ

dξ
)1/2

6 C3||φ||H|s−1|+1+σ ,

onde usamos o fato que |ξ− η| = (|ξ− η|2)1/2 6 (1 + |ξ− η|2)1/2 e que∫
1

(1 + |ξ− η|2)σ
dξ ∼

∫
1

|ξ− η|2σ
dξ < ∞

pois 2σ > 1. Portanto,

∫
|K(ξ,η)|dξ e

∫
|K(ξ,η)|dη são limitadas por C3||φ||H|s−1|+1+σ .

Finalmente, de (2.49) com p = 2, obtemos o resultado.

Corolário 1. Dados s ∈ R, ω ∈ H∞, existe C = C(s,ω) > 0 tal que

||[Js,ω]f||L2 6 C||f||Hs−1 . (2.53)

Demonstração. Segue imediatamente do resultado anterior e do fato que S(R) ser denso

em H∞(R).
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Lema 9. Dados 0 < α < 1 e p,p1,p2 ∈ (1, ∞) com 1
p

= 1
p1

+ 1
p2

, existe C > 0 tal que

||[Dα,ω]u||Lp 6 C||Dαω||Lp1 ||u||Lp2 (2.54)

||[Dα,ω]u||L2 6 C||(Dαω)∧||L1 ||u||L2 . (2.55)

Demonstração. Uma versão vetorial de (2.54) foi provada em [16]. Para mostrar (2.55)

procedemos como no lema A.5 de [15], observando que vale a desigualdade ||ξ|α − |η|α| 6

|ξ− η|α.

2.9 Alguns Teoremas de Compacidade

Nesta seção apresentaremos resultados essenciais para a demonstração do Teorema 1.

Começamos com o Teorema de Aubin que garante, sob certas condições, imersões com-

pactas entre espaços de Banach reflexivos. E depois apresentaremos o teorema de Arzela-

Ascoli.

Definição 17. Um subconjunto Y de um espaço métrico M chama-se relativamente com-

pacto quando seu fecho Y é compacto.

Definição 18. Sejam X, Y espaços vetoriais normados, e T : X → Y um operador de

X em Y. O operador T é compacto, se ele leva conjuntos limitados de X em conjuntos

relativamente compactos de Y.

Definição 19. Dizemos que um espaço normado X é imerso no espaço normado Y, e

escrevemos X ↪→ Y para designar a imersão, quando:

1. X é um subespaço vetorial de Y;

2. O operador identidade I : X→ Y definido por I(x) = x para todo x ∈ X é continuo.

Como o operador identidade I é linear, a condição 2 implica a existência de uma

constante M > 0, tal que

||I(x)||Y 6 M||x||X, para todo x ∈ X.

Definição 20. Sejam X, Y espaços vetoriais normados com X imerso em Y. Dizemos que

a imersão é compacta, e a denotamos por X
c

↪→ Y, se o operador identidade I : X−→Y, for

um operador compacto ou seja, dada uma sequência limitada xk ∈ X a imagem I(xk) ∈ Y

admite uma subsequência convergente em Y.
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Definição 21. Sejam os espaços de Banach B0,B1. Definimos

W = { v
∣∣ v ∈ Lp0((0, T),B0), v

′ =
dv

dt
∈ Lp1((0, T),B1)}

onde T é finito e 1 < pi < ∞, i = 0, 1 munido da norma

||v||Lp0((0,T),B0) + ||v ′||Lp1((0,T),B1).

Claramente W é um espaço de Banach com W ⊂ Lp0((0, T),B0).

Com tais definições temos:

Teorema 20. (Aubin-Lions) Sejam os espaços de Banach B0,B,B1 com

B0 ⊂ B ⊂ B1, Bi reflexivos, i = 0, 1 (2.56)

B0 ↪→ B imersão compacta. (2.57)

Então, a imersão de W em Lp0((0, T),B0) é compacta.

Demonstração. Ver Teorema 5.1 de [20].

Definição 22. Por Cw([0, T ],X), denotaremos o espaço das funções g : [0, T ] −→ X tais

que a aplicação t 7−→ 〈f,g(t)〉 é cont́ınua em [0, T ], ∀f ∈ X ′, onde X ′ é o espaço dual

de X. Uma tal função g é denominada fracamente cont́ınua e no caso em que X = H,

onde H é um espaço de Hilbert, a continuidade fraca de g é equivalente a continuidade

da aplicação t 7−→ 〈g(t), f〉, ∀ f ∈ H.

Antes de enuciarmos o teorema de Arzelá-Ascoli, apresentamos a seguinte definição:

Definição 23. Sejam M,N espaços métricos e E um conjunto de aplicações f : M→ N.

O conjunto E é equicont́ınuo no ponto a ∈ M quando, para todo ε > 0, existe δ > 0 tal

que d(x,a) < δ em M implique d(f(x), f(a)) < ε, seja qual for f ∈ E. Dizemos que E é

equicont́ınuo se for equicont́ıuo em todos os pontos de M.

Teorema 21. (Arzelá-Ascoli) Seja E um conjunto de aplicações cont́ınuas f : K → N,

onde K é compacto. A fim de que E ⊂ C(K,N) seja relativamente compacto, é necessário

e suficiente que:

1. E seja equicont́ınuo;

2. Para cada x ∈ K, o conjunto E(x) seja relativamente compacto em N.
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Demonstração. Ver a proposição 16 de [18].

Lema 10. Seja 1 6 p < ∞. Um subconjunto limitado K ⊂ Lp(Ω) é relativamente

compacto em Lp(Ω) se, e somente se para todo β > 0 existir um γ > 0 e um subconjunto

G ⊂ Ω tal que, para todo f ∈ K e para cada h ∈ Rn com |h| < γ vale∫
Ω

|ũ(x+ h) − ũ(x)|pdx < εp, (2.58)∫
Ω-G

|ũ(x)|pdx < εp, (2.59)

onde ũ(x) =

 u(x), x ∈ Ω,

0, x ∈ Rn −Ω,
e G = Br com Br = {x ∈ Rn/ |x| < r}.

Demonstração. Ver o teorema 2.21 de [2].

Lema 11. Seja M um subconjunto limitado de Hs, s > 0 tal que para ε > 0 existe

R = R(ε) > 0 verificando para qualquer ϕ ∈M,∫
|x|>R

∣∣ϕ(x)
∣∣2dx 6 ε. (2.60)

Então M é relativamente compacto em L2.

Demonstração. Seja K = sup ||ϕ||L1 , ϕ ∈M. Usando a identidade de Parseval

||ϕ(. + x) −ϕ(.)||2L2 =

∫
|ξ|6R

|1 − eixξ|2|û(ξ)|2dξ+

∫
|ξ|>R

|1 − eixξ|2|û(ξ)|2dξ. (2.61)

Como |1 − eixξ| 6 |xξ| temos∫
|ξ|6R

|1 − eixξ|2|û(ξ)|2dξ 6 R2|x|2||u||2L2 . (2.62)

Se |ξ| > R, então |1 − eixξ|2 6 4R−2r|ξ|2r, portanto∫
|ξ|>R

|1 − eixξ|2|û(ξ)|2dξ 6 4R−2r||Dru||2L2 . (2.63)

Escolhendo R = |x|
−1
1+r obtemos

||ϕ(. + x) −ϕ(.)||2L2 6 4|x|r/(1+r)K. (2.64)

Usando (2.60), (2.64) e o Lema 10, obtemos que M é relativamente compacto em L2.
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Resultados principais

3.1 O problema linear regularizado

Provamos aqui que o problema (1.9) é globalmente bem posto e damos estimativas espaço-

tempo da solução (indepedente de ε) que nos permitirão construir uma solução fraca.

Começaremos por obter soluções locais. O método foi desenvolvido por D. Rial [23] e é

uma modificação do usado por T. Kato em [14].

Definimos XT = C([0, T ],L2) ∩ L4
TL

6
x com a norma

||u||XT = ||u||L∞
T L

2
x
+ ||u||L4

TL
6
x
.

Primeiramente, obteremos o semigrupo ∪ε associado ao operador i∂2
x − ε∂12

x , e apre-

sentaremos estimativas de efeitos regularizantes do fluxo associado a ele, que serão usadas

posteriormente.

Seja K ∈ S(R) tal que K̂(ξ) = e−ξ12
, definimos

Kε(x, t) = (εt)−1/12K((εt)−1/12x). (3.1)

Temos que

||∂kxKε(., t)||L1 6 (εt)−k/12||∂kxK||L1 , k ∈ N ∪ {0}, (3.2)

pois tomando y = (εt)−1/12 temos:

31
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||∂kxKε(., t)||L1 =

∫+∞
−∞
∣∣∂kx((εt)−1/12K((εt)−1/12x)

)∣∣dx
=

∫+∞
−∞
∣∣∂kx(K((εt)−1/12x)

)∣∣(εt)−1/12dx = (εt)−k/12

∫+∞
−∞
∣∣∣ dk
dyk

K(y)
∣∣∣dy.

Para encontrar ∪ε, o semigrupo associado ao operador i∂2
x−ε∂12

x , consideremos o PVI

 ∂tu(x, t) = i∂2
xu(x, t) − ∂12

x u(x, t),

u(x, 0) = u0(x).
(3.3)

Aplicando a transformada de Fourier em (3.3) temos:

∂tû(ξ, t) = −iξ2û(ξ, t) − ε(iξ)12û(ξ, t)

= −(iξ2 + εξ12)û(ξ, t). (3.4)

Integrando de 0 a t em ambos os lados da equação (3.4), obtemos:

û(ξ, t) = û0(ξ)e
−t(iξ2+εξ12). (3.5)

Aplicando a tranformada Inversa de Fourier em (3.5), segue de (3.1) que

u(x, t) = (e−εξ12te−iξ2tû0(ξ))
∨(x, t) = ∪(t)u0 ∗ Kε(t),

Logo,

u(x, t) = ∪ε(t)u0, (3.6)

onde ∪(t) é o grupo unitário que descreve a solução da equação de Schrödinger linear,

que satisfaz as seguintes propriedades globais regularizantes:

Lema 12. Se t 6= 0,
1

p
+

1

p ′
= 1 e p ′ ∈ [1, 2], então temos que ∪(t) : Lp

′
(Rn) 7→ Lp(Rn)

é continuo e

|| ∪ (t)f||Lp 6 c|t|−n/2(1/p−1/p ′)||f||Lp ′ . (3.7)

Demonstração. Ver o lema 4.6 de [19].
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Lema 13. O Grupo ∪(t) satisfaz:

|| ∪ (t)f||LqTL
p
x

6 c||f||L2 , (3.8)∣∣∣∣ ∫+∞
−∞ ∪(t− t ′)f(., t ′)dt ′

∣∣∣∣
LqTL

p
x

6 c
( ∫+∞

−∞ ||f(., t)||q
′

Lp
′dt
)

,1/q
′

(3.9)

|| ∪ (t)f||L2 6 c||f||
Lq
′
T L

p ′
x

, (3.10)

com 2 6 p 6 ∞ e 2
q

= 1
2

− 1
p

.

Demonstração. Ver o teorema 4.8 de [19].

Assim, temos as seguintes estimativas no espaço-tempo do semigrupo ∪ε :

Lema 14. (Efeitos regularizantes do semigrupo ∪ε(t)) Dados 2 6 p 6 ∞ e ε > 0

valem

|| ∪ε (t)f||Lp 6 C(p)t−(1/2−1/p)||f||Lp ′ , (3.11)

|| ∪ε (t)f||Lqt L
p
x

6 C(p)||f||L2 , (3.12)

|| ∪ε (t)∂kxf||Lp 6 C(p,k, ε)t−(1/2+k/12−1/p)||f||Lp ′ , (3.13)

(3.14)

onde 1
p

+ 1
p ′

= 1 e 2
q

= 1
2

− 1
p

.

Demonstração. Segue da desigualdade de Young (2.12) proposição 3, do fato que K ∈ S(R)

e da estimativa (3.7) que:

|| ∪ε (t)f||Lp 6 ||Kε(t)||L1 || ∪ (t)f||Lp

6 C(p)|t|−1/2(1/p−1/p ′)||f||Lp ′

= C(p)t−(1/2−1/p)||f||Lp ′ .

Analogamente, temos da desigualdade de Young (2.12) proposição 3, do fato que K ∈ S(R)

e da estimativa (3.9) que:

|| ∪ε (t)f||LqTL
p
x

= ||Kε(t) ∗ ∪(t)f||LqTL
p
x

6 ||Kε(t)||LqTL1
x
|| ∪ (t)f||LqTL

p
x

6 C|| ∪ (t)f||LqTL
p
x

6 C(p)||f||L2 .
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Finalmente, da relação (3.2), da integração por partes e da estimativa (3.7) segue que

|| ∪ε (t)∂kxf||Lp = ||∂kx(Kε(t)) ∗ ∪(t)f||Lp

6 ||∂kxKε(t)||L1 || ∪ (t)f||Lp

6 (εt)−k/12||∂kxK||L1 || ∪ (t)f||Lp

6 C(p,k, ε)|t|−1/2(1/p ′−1/p)(εt)−k/12||∂kxK||L1 ||f||Lp ′

6 C(p,k, ε)t−
2
q− k

12 (ε)−k/12||f||Lp ′

6 C(p,k, ε)t−( 1
2+ k

12− 1
p )||f||Lp ′ .

Lema 15. Se u0 ∈ L2, então ∪ε(t)u0 ∈ XT .

Demonstração. Pelo item (3.12) do lema 14 temos

|| ∪ε (t)u0||L2
x

6 C||u0||L2
x
. (3.15)

Logo, tomando o sup em relação a t em ambos os lados de (3.15), obtemos

|| ∪ε (t)u0||L∞
T L

2
x

6 C||u0||L2
x
. (3.16)

Agora, como

χ[0,T ](t) ∪ε (t)u0(x) =
(
χ[0,T ](t)e

−it(ξ2−ξ12)û0(ξ)
)∨

(x)

=
(
e−it(ξ2−ξ12)χ[0,T ](t)û0(ξ)

)∨

(x)

= ∪ε(t)(χ[0,T ](t)u0(x)),

temos que

||χ[0,T ](t) ∪ε (t)u0||L4
tL

6
x

= || ∪ε (t)χ[0,T ](t)u0||L4
tL

6
x

Finalmente, da desigualdade de Hölder e pelo item (3.13) do lema 14 temos

|| ∪ε (t)u0||L4
TL

6
x

=
( ∫T

0

1|| ∪ε (t)u0||
4
L6
x
dt
)1/4

6
( ∫T

0

1dt
)1/12( ∫T

0

|| ∪ε (t)u0||
6
L6
x
dt
)1/6

= T 1/12|| ∪ε (t)u0||L6
TL

6
x

= T 1/12|| ∪ε (t)χ[0,T ](t)u0||L6
tL

6
x

6 CT 1/12||u0||L2
x
. (3.17)
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Dáı segue que,

||Uε(t)u0||XT = ||Uε(t)u0||L∞
T L

2
x
+ ||Uε(t)u0||L4

TL
6
x

6 C||u0||L2
x
+ CT 1/12||u0||L2

x
6 C||u0||L2

x
,

que implica ∪ε(t)u0 ∈ XT .

Dado u ∈ XT , consideremos

Ψu0(u)(t) = ∪ε(t)u0 +

∫ t
0

∪ε(t− τ)∂xFλdτ. (3.18)

3.2 O problema regularizado

Seja XT (u0) a bola fechada em XT de centro ∪εu0 e raio ||u0||L2 ; é claro que XT (u0) é

um espaço métrico completo com a norma ||.||XT uma vez que, XT é a interseção de dois

espaços de Banach normados e completos. Um ponto fixo de Ψ será uma solução local do

problema regularizado. Então a idéia para obter soluções locais é utilizar o teorema do

ponto fixo de Banach. Para isto precisamos do seguinte lema:

Lema 16. Com as definições acima, temos:

1. Ψu0
(u) ∈ XT para u0 ∈ XT .

2. Se T é suficientemente pequeno Ψ(XT (u0)) ⊂ XT (u0) e Ψ∣∣XT (u0)
é uma contração.

Demonstração. 1. Definimos Φ(u) como

Φ(u)(t) =

∫ t
0

∪ε(t− τ)∂xFλ(u(τ))dτ. (3.19)

Como já sabemos que ∪ε(t)u0 ∈ XT , basta mostrarmos que Φ(u) ∈ XT . Por (3.13)

com p = 2 temos

||Φ(u)(t)||L2 6
∫ t
0

|| ∪ε (t− τ)∂xFλ(u(τ))||L2dτ 6 C

∫ t
0

(t− τ)− 1
12 ||Fλ(u(τ))||L2dτ. (3.20)

Usando (2.47) em (3.20) e a desigualdade de Hölder com p1 = 4 e p2 = 4/3, obtemos

||Φ(u)(t)||L2 6 C

∫ t
0

(t− τ)− 1
12 ||u(τ))||3L6dτ (3.21)

6 C
( ∫ t

0

(t− τ)− 1
3dτ
)1/4( ∫ t

0

||u(τ))||4L6
x
dτ
)3/4

6 C
( ∫ t

0

ν− 1
3dν

)1/4

||u(τ))||3L4
TL

6
x

= C
( t−

1
3

−1
3

+ 1

)
||u(τ))||3L4

TL
6
x

6 CT
1
6 ||u(τ))||3L4

TL
6
x
< ∞,
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pois u ∈ XT . Tomando o sup em t do lado esquerdo de (3.21) obtemos:

||Φ(u)(t)||L∞
T L

2
x

6 CT
1
6 ||u(τ))||3L4

TL
6
x
< ∞. (3.22)

Logo, Φ(u)(t) ∈ L∞
T L

2
x.

Agora, de (3.13) com p = 6 e de (2.47) com p = 6
5
, segue que

||Φ(u)(t)||L6 6
∫ t
0

|| ∪ε (t− τ)∂xFλ(u(τ))||L6dτ

= C

∫ t
0

(t− τ)− 5
12 ||Fλ(u(τ))||

L
6
5
dτ

6 C

∫ t
0

(t− τ)− 5
12 ||u(τ)||3

L
18
5
dτ. (3.23)

Pela proposição 2 com p = 2, r = 6,q =
18

5
, 2 6

18

5
6 6 e θ =

1/q− 1/r

1/p− 1/r
=

5/18 − 1/6

1/2 − 1/6
=

2/18

2/8
=

1

3
, obtemos

||u||
L

18
5

6 ||u||
1/3

L2 ||u||
2/3

L6 . (3.24)

Substituindo (3.24) em (3.23) e tomando o sup em t no lado direito de (3.23), obtemos

||Φ(u)(t)||L6 6 C

∫ t
0

(t− τ)− 5
12 ||u(τ)||L2 ||u(τ)||2L6dτ

6 C||u(τ)||L∞
T L

2
x

∫ t
0

(t− τ)− 5
12 ||u(τ)||2L6dτ. (3.25)

Pelo Teorema de Hardy-Littlewood-Sobolev com q = 4 e p = 3
2

e pela desigualdade

de Hölder com p1 = 4 e p2 = 4
3
, temos

||Φ(u)(t)||L4
TL

6
x

6 C||u(τ)||L∞
T L

2
x

∣∣∣∣∣∣ ∫T
0

||u(τ)||2L6

|t− τ|
5
12

dτ
∣∣∣∣∣∣
L4

6 C||u(τ)||L∞
T L

2
x

( ∫T
0

||u(τ)||3L6dτ
) 2

3

6 CT 1/6||u(τ)||L∞
T L

2
x
||u||2L4

TL
6
x
< ∞, (3.26)

pois u ∈ XT . Logo Φ(u)(t) ∈ L4
TL

6
x. Temos então que Φ(u) ∈ XT . Como u ∈ XT (u0),

segue de (3.17) que

||u||XT 6 ||u0||L2 + || ∪ε (.)u0||L∞
T L

2
x
+ || ∪ε (.)u0||L4

TL
6
x

6 C(1 + T 1/12)||u0||L2 . (3.27)
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De (3.21) e (3.26) vale

||Φ(u)(t)||XT = ||Φ(u)(t)||L∞
T L

2
x
+ ||Φ(u)(t)||L4

TL
6
x

6 CT
1
6 ||u||3L4

TL
6
x
+ CT 1/6||u||L∞

T L
2
x
||u||2L4

TL
6
x

6 CT
1
6 ||u||3XT . (3.28)

Então de (3.27) e (3.28), existe T = T(λ, ε, ||u0||L2) > 0 tal que

||Φ(u)||XT 6 CT
1
6 ||u||3XT 6 C4T 1/6(1 + T 1/12)3||u0||

2
L2 ||u0||L2 .

Tomando então T > 0 tal que C4T 1/6(1 + T 1/12)3||u0||
2
L2 6 1, segue que

||Φ(u)||XT 6 ||u0||L2 . (3.29)

Resta provarmos que Ψ∣∣XT (u0)
: XT (u0) −→ XT (u0) é uma contração. Sejam u, v ∈

XT (u0), de (3.13) e (2.48) segue que

||Φ(u)(t) −Φ(v)(t)||L2 6
∫ t
0

∣∣∣∣ ∪ε (t− τ)
[
∂x
(
Fλ(u(τ)) − Fλ(v(τ))

)]∣∣∣∣
L2dτ

6 C

∫ t
0

(t− τ)−( 1
2+ 1

12− 1
2 )
∣∣∣∣Fλ(u(τ)) − Fλ(v(τ))

∣∣∣∣
L2dτ

6 C

∫ t
0

(t− τ)− 1
12

(
||u(τ)||2L6 + ||v(τ)||2L6

)∣∣∣∣u(τ)) − v(τ)
∣∣∣∣
L6dτ,

(3.30)

||Φ(u)(t) −Φ(v)(t)||L6 6
∫ t
0

∣∣∣∣ ∪ε (t− τ)
[
∂x
(
Fλ(u(τ)) − Fλ(v(τ))

)]∣∣∣∣
L6dτ

6 C

∫ t
0

(t− τ)−( 1
2+ 1

12− 1
6 )
∣∣∣∣Fλ(u(τ)) − Fλ(v(τ))

∣∣∣∣
L

6
5
dτ

6 C

∫ t
0

(t− τ)− 5
12

(
||u(τ)||2

L
18
5

+ ||v(τ)||2
L

18
5

)∣∣∣∣u(τ)) − v(τ)
∣∣∣∣
L

18
5
dτ.

(3.31)

A desigualdade de Hölder com p1 = 4,p2 = 2,p3 = 4 e (3.30) implicam
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||Φ(u)(t) −Φ(v)(t)||L2 6 C

∫ t
0

(t− τ)− 1
12

(
||u(τ)||2L6 + ||v(τ)||2L6

)∣∣∣∣u(τ)) − v(τ)
∣∣∣∣
L6dτ

6 C
( ∫ t

0

(t− τ)− 1
3dτ
)1/4( ∫ t

0

(
||u(τ)||2L6 + ||v(τ)||2L6

)2
dτ
)1/2

×
( ∫ t

0

∣∣∣∣u(τ)) − v(τ)
∣∣∣∣
L6dτ

)1/4

6 CT
2
3

1
4

[( ∫ t
0

||u(τ)||4L6dτ
)1/2

+
( ∫ t

0

||v(τ)||4L6

)1/2

dτ
]

×
( ∫ t

0

∣∣∣∣u(τ)) − v(τ)
∣∣∣∣
L6dτ

)1/4

= CT
1
6

(
||u(τ)||2L4

TL
6
x
+ ||v(τ)||2L4

TL
6
x

)∣∣∣∣u(τ)) − v(τ)
∣∣∣∣
L4
TL

6
x

6 CT
1
6

(
||u(τ)||2XT + ||v(τ)||2XT

)∣∣∣∣u(τ)) − v(τ)
∣∣∣∣
XT

. (3.32)

Combinando (3.24), (3.31) e o fato que ||u(t)||L2 6 ||u||XT , obtemos

||Φ(u)(t) −Φ(v)(t)||L6 6 C

∫ t
0

(t− τ)− 5
12

(
||u(τ)||2

L
18
5

+ ||v(τ)||2
L

18
5

)∣∣∣∣u(τ)) − v(τ)
∣∣∣∣
L

18
5
dτ

6 C

∫ t
0

[
(t− τ)− 5

12

(
||u(τ)||

2
3

L2 ||u(τ)||
4
3

L6 + ||v(τ)||
2
3

L2 ||v(τ)||
4
3

L6

)
×
∣∣∣∣u(τ)) − v(τ)

∣∣∣∣ 13
L2

∣∣∣∣u(τ)) − v(τ)
∣∣∣∣ 23
L6

]
dτ

6 C

∫ t
0

[
(t− τ)− 5

12

(
||u(τ)||L2 + ||v(τ)||L2

) 2
3
(
||u(τ)||L6 + ||v(τ)||L6

) 4
3

×
∣∣∣∣u(τ)) − v(τ)

∣∣∣∣ 13
L2

∣∣∣∣u(τ)) − v(τ)
∣∣∣∣ 23
L6

]
dτ

6 C
(
||u(τ)||XT + ||v(τ)||XT

) 2
3 ∣∣∣∣u(τ)) − v(τ)

∣∣∣∣ 13
XT

×
∫ t
0

(t− τ)− 5
12

(
||u(τ)||L6 + ||v(τ)||L6

) 4
3 ∣∣∣∣u(τ)) − v(τ)

∣∣∣∣ 23
L6dτ.

(3.33)

Aplicando em (3.33) o Teorema de Hardy-Littlewood-Sobolev com p = 3
2
,q = 4

obtemos

||Φ(u)(t) −Φ(v)(t)||L4
TL

6
x

6 C
(
||u(τ)||XT + ||v(τ)||XT

) 2
3 ∣∣∣∣u(τ)) − v(τ)

∣∣∣∣ 13
XT

×
∣∣∣∣∣∣∣∣∫ t

0

(t− τ)− 5
12

(
||u(τ)||L6 + ||v(τ)||L6

) 4
3 ∣∣∣∣u(τ)) − v(τ)

∣∣∣∣ 23
L6dτ

∣∣∣∣∣∣∣∣
L4
T

6 C
(
||u(τ)||XT + ||v(τ)||XT

) 2
3 ∣∣∣∣u(τ)) − v(τ)

∣∣∣∣ 13
XT

×
( ∫ t

0

(
||u(τ)||L6 + ||v(τ)||L6

)2∣∣∣∣u(τ)) − v(τ)
∣∣∣∣
L6dτ

) 2
3

. (3.34)
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Aplicando em (3.34) a desigualdade de Hölder com p1 = 4,p2 = 2 e p3 = 4 obtemos

||Φ(u)(t) −Φ(v)(t)||L4
TL

6
x

6 C
(
||u(τ)||XT + ||v(τ)||XT

) 2
3 ∣∣∣∣u(τ)) − v(τ)

∣∣∣∣ 13
XT

×
( ∫ t

0

1dτ
) 1

6
( ∫ t

0

(
||u(τ)||L6 + ||v(τ)||L6

)4
dτ
) 1

3

×
( ∫ t

0

∣∣∣∣u(τ)) − v(τ)
∣∣∣∣
L6dτ

) 1
6

6 C
(
||u(τ)||XT + ||v(τ)||XT

) 2
3 ∣∣∣∣u(τ)) − v(τ)

∣∣∣∣ 13
XT

× T 1
6

( ∫ t
0

(
||u(τ)||4L6 + ||v(τ)||4L6

)
dτ
) 1

3
( ∫ t

0

∣∣∣∣u(τ)) − v(τ)
∣∣∣∣
L6dτ

) 1
6

6 C
(
||u(τ)||2XT + ||v(τ)||2XT

) 2
3 ∣∣∣∣u(τ)) − v(τ)

∣∣∣∣ 13
XT

× T 1
6

(
||u(τ)||2XT + ||v(τ)||2XT

) 1
3 ∣∣∣∣u(τ)) − v(τ)

∣∣∣∣ 23
XT

= CT
1
6

(
||u(τ)||2XT + ||v(τ)||2XT

)∣∣∣∣u(τ)) − v(τ)
∣∣∣∣
XT

. (3.35)

Finalmente de (3.27), (3.30) e (3.35) temos

||Φ(u)(t) −Φ(v)(t)||XT = ||Φ(u)(t) −Φ(v)(t)||L∞
T L

2
x
+ ||Φ(u)(t) −Φ(v)(t)||L4

TL
6
x

6 2CT
1
6

(
||u(τ)||2XT + ||v(τ)||2XT

)∣∣∣∣u(τ)) − v(τ)
∣∣∣∣
XT

6 CT
1
6

[(
C(1 + T 1/12)||u0||L2

)2

+
(
C(1 + T 1/12)||u0||L2

)2]
×
∣∣∣∣u(τ)) − v(τ)

∣∣∣∣
XT

6 CT
1
6 (1 + T 1/12)2||u0||

2
L2

∣∣∣∣u(τ)) − v(τ)
∣∣∣∣
XT

. (3.36)

Então escolhendo T > 0 suficientemente pequeno de modo que CT
1
6 (1+T 1/12)2||u0||

2
L2 6 1

temos que a restrição Φ∣∣∣XT (u0)
é uma contração.

Mostraremos agora que o problema de valor inicial (1.9) é globalmente bem posto em

L2. O argumento chave para esta prova são os efeitos dissipativos do termo não local, que

provém do ganho de meia derivada para |u|2.

Proposição 9. Para o problema (1.1) vale

d

dt
||u||2L2 =

λ

2
||D1/2(|u|2)||2L2 . (3.37)
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Demonstração. Multiplicando a equação (1.1) por u e depois integrando em R, obtemos

∫
R

(
∂tu

)
udx =

∫
R

(
i∂2
xu
)
udx+

∫
R
∂x(Fλ(u))udx. (3.38)

Tomando a parte real em ambos os lados de (3.38), temos

〈∂tu,u〉 = 〈i∂2
xu,u〉+ 〈∂x(Fλ(u)),u〉. (3.39)

Por outro lado, sabemos que

1

2

d

dt
||u||2L2 =

1

2

d

dt
〈u,u〉 =

1

2

[
〈∂tu,u〉+ 〈u,∂tu〉

]
= 〈∂tu,u〉. (3.40)

Logo, de (3.39) e (3.40) temos

1

2

d

dt
||u||2L2 = 〈i∂2

xu,u〉+ 〈∂x(Fλ(u)),u〉. (3.41)

Pela definição, temos explicitamente de (3.41) que

1

2

d

dt
||u||2L2 = Re

∫
R

(
i∂2
xu
)
udx+ Re

∫
R

(
∂x(|u|2u))

)
udx+ Re

∫
R
λ
(
∂x(H(|u|2)u)

)
udx.

(3.42)

Integrando por partes cada um dos termos do lado direito de (3.42) temos

Re

∫
R

(
i∂2
xu
)
udx = −Re

∫
R
i∂xu∂xudx = −Re i

∫
R

|∂xu|2dx = 0,

e, chamando u = u1 + iu2,

Re

∫
R

(
∂x(|u|2u))

)
udx = −Re

∫
R
(|u|2u)∂xudx = −Re

∫
R

|u|2
(
u∂xu

)
dx

= −Re

∫
R

|u|2
1

2
∂x(|u|2)dx− Re

∫
R
i(u2∂xu1 + u1∂xu2)dx

= −Re
1

2

∫
R

1

2
∂x(|u|4)dx =

1

4
|u|4
∣∣∣+∞
−∞ = 0.

Finalmente, pelo Teorema de Plancherel e pela propriedade da transformada de Hilbert
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(Proposição 5), temos

Re

∫
R
λ∂x(H(|u|2)u)udx = −Re

∫
R
λH(|u|2)(u∂xu)dx

= −Re

∫
R
λH(|u|2)

1

2
∂x(|u|2)dx− Re

∫
R
λH(|u|2)i(u2∂xu1 − u1∂xu2)dx

=
1

2
Re

∫
R
λ∂x(H(|u|2))|u|2dx

=
λ

2
Re

∫
R
iξ(−i) sgn(ξ)|̂u|2(ξ)|̂u|2(ξ)dξ

=
λ

2
Re

∫
R

∣∣∣ |ξ|
1
2 |̂u|2(ξ)

∣∣∣2dξ
= λ||D

1
2 (|u|2)||2L2 ,

onde u1 e u2 são as partes real e imaginária de u, respectivamente. Logo, obtemos

(3.37).

Proposição 10. Seja ε > 0, então dada a função u0 ∈ L2 existe uma única u ∈

C∞(R+,L2) ∩ L6
tL

6
x solução de

u(t) = ∪ε(t)u0 +

∫ t
0

∪ε(t− τ)∂xFλ(u(τ))dτ. (3.43)

Além disso, u ∈ C∞((0, ∞),H∞) e para 2 6 p < ∞ existe C = C(p) > 0 tal que

||u||Lqt L
p
x

6 C(p)||u0||L2 , (3.44)

com 2
q

= 1
2

− 1
p

.

Demonstração. Pelo Lema 16 existe T = T(λ, ε, ||u0||L2) > 0 tal que Φ∣∣∣XT (u0)
é uma

contração. Portanto, existe u ∈ XT solução local de u = Φ(u).

Sejam u, v ∈ XT soluções de (3.43). Se R = max{ ||u||XT , ||v||XT }. Então por (3.29)

existe T ′ = T ′(R) < T tal que

||u(t) −Uε(t)u0||XT = ||Φ(u)||XT = ||u||XT 6 R 6 ||u0||L2,

e

||v(t) −Uε(t)u0||XT = ||Φ(v)||XT 6 R 6 ||u0||L2.

Assim, concluimos que u, v ∈ XT (u0), por termos unicidade na bola XT (u0), segue que

u ≡ v, ∀ t ∈ [0, T ′]. Como T ′ só depende de R podemos repetir o mesmo argumento
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para o intervalo [T ′, 2T ′], continuamos o processo até cobrir o intervalo [0, T ], obtendo a

unicidade em todo o intervalo. Definimos T∗ = T∗(λ, ε,u0) como

T∗ = sup{ T > 0; existe u ∈ XT ,u = Φ(u) }. (3.45)

Claramente T∗ > T . Mostraremos que u ∈ C∞((0, T∗),H∞). Para isto, basta provarmos

que dados 0 < t0 < t1 < T∗, u ∈ Cm([t0, t1],H
k) para k,m ∈ N. Afirmamos que a

aplicação t 7−→ ||∂kxu||L2 é limitada. Argumentaremos via indução.

De fato, se k = 1, (3.13) com p = 2, k = 2 e (2.47) implicam

||∂xu(t)||L2 6 || ∪ε (t)∂xu0||L2 +

∫ t
0

∣∣∣∣ ∪ε (t− τ)∂2
xFλ(u(τ))

∣∣∣∣
L2dτ

6 Ct
− 1

12
0 ||u0||L2 + C

∫ t
0

(t− τ)− 1
6

∣∣∣∣Fλ(u(τ))
∣∣∣∣
L2dτ

6 Ct
− 1

12
0 ||u0||L2 + C

∫ t
0

(t− τ)− 1
6

∣∣∣∣u∣∣∣∣3
L6dτ. (3.46)

Pela desigualdade de Hölder com p1 = 4 e p2 = 4
3

obtemos

||∂xu(t)||L2 6 Ct
− 1

12
0 ||u0||L2 + C

∫ t
0

(t− τ)− 1
6

∣∣∣∣u∣∣∣∣3
L6dτ

6 Ct
− 1

12
0 ||u0||L2 + C

( ∫ t
0

(t− τ)− 2
3dτ
) 1

4
( ∫ t

0

∣∣∣∣u∣∣∣∣4
L6dτ

) 3
4

6 Ct
− 1

12
0 ||u0||L2 + Ct

1
12
1 ||u||3L4

[t0,t1]
L6
x
.

Se k > 1 temos de maneira análoga que

||∂kxu(t)||L2 6 || ∪ε (t)∂kxu0||L2 +

∫ t
0

∣∣∣∣ ∪ε (t− τ)∂k+1
x Fλ(u(τ))

∣∣∣∣
L2dτ

6 Ct
− k

12
0 ||u0||L2 +

∫ t
0

∣∣∣∣ ∪ε (t− τ)∂2
x∂
k−1
x Fλ(u(τ))

∣∣∣∣
L2dτ

6 Ct
− k

12
0 ||u0||L2 + C

∫ t
0

(t− τ)− 1
6

∣∣∣∣∂k−1
x Fλ(u(τ))

∣∣∣∣
L2dτ

6 Ct
− k

12
0 ||u0||L2 + C

∫ t
0

(t− τ)− 1
6

∣∣∣∣Fλ(u(τ))
∣∣∣∣
Hk−1dτ. (3.47)

De (2.48) e pela desigualdade de Hölder com p1 = 4 e p2 = 4
3

temos

||∂kxu(t)||L2 6 Ct
− k

12
0 ||u0||L2 + C

∫ t
0

(t− τ)− 1
6 ||u||3Hk−1dτ

6 Ct
− k

12
0 ||u0||L2 + C||u||3L∞

T H
k−1

( ∫ t
0

1.(t− τ)− 1
6dτ
)

6 Ct
− k

12
0 ||u0||L2 + C||u||3L∞

T H
k−1t

3
4
1

(
3t

1
12
1

)
= Ct

− k
12

0 ||u0||L2 + Ct
5
6
1 ||u||3L∞

T H
k−1 < ∞. (3.48)
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Portanto, vale a afirmação. Como u ∈ C([t0, t1],L
2), segue que u ∈ Cw([t0, t1],H

k).

Dados m,k ∈ N e N = k + 12(m + 1) sendo u solução de (3.43) e u ∈ Cw([t0, t1],H
N)

temos que u ∈ Cm+1
w ([t0, t1],H

k) e então u ∈ Cm([t0, t1],H
k).

Aplicando o mesmo processo usado na demonstração da Proposição 9 à equação (1.9)

obtemos que

1

2

d

dt
||u||2L2 = 〈i∂2

xu,u〉− ε〈∂12
x u,u〉+ 〈∂x(Fλ(u)),u〉. (3.49)

Da demonstração da Proposição 9, temos que 〈i∂2
xu,u〉 = 〈∂x(|u|2u),u〉 = 0 e

〈∂x(H(|u|2)u),u〉 = λ||D
1
2 (|u|2)||2L2 . Logo, basta apenas calcularmos o segundo termo do

lado direito de (3.49).

Com efeito,

ε〈∂12
x u,u〉 = Re

∫
R
ε
(
∂12
x u
)
udx = Re

∫
R
ε(∂6

xu)∂6
xudx = ε||∂6

xu||2L2 .

Logo, obtemos
1

2

d

dt
||u||2L2 = −ε||∂6

xu||2L2 + λ||D
1
2 (|u|2)||2L2 . (3.50)

Integrando em t a equação (3.50) acima, temos

||u(t)||2L2 − ||u(0)||2L2 +

∫ t
0

ε||∂6
xu(τ)||2L2dτ+ |λ|

∫ t
0

||D
1
2 (|u|2)||2L2dτ = 0,

e portanto,

||u(t)||2L2 + |λ|

∫ t
0

||D
1
2 (|u|2)||2L2dτ+

∫ t
0

ε||∂6
xu(τ)||2L2dτ = ||u0||

2
L2 . (3.51)

Logo ||u(t)||L2 6 ||u(0)||L2 . Pelos argumentos usuais de extensão de soluções, temos

que T∗ = ∞. Seja p > 2; então aplicando (2.37) a |u|2 temos

||u||
q
Lp = || |u|2||

q/2

Lp/2
6 C||u||

4
p
q
2

L2 ||D1/2(|u|2)||
(p−2
p )q2

L2

= C||u||
2q
p

L2 ||D
1/2(|u|2)||

( 4
q )q2
L2

= C||u||
2q/p

L2 ||D1/2(|u|2)||2L2 . (3.52)

De (3.52) temos∫T
0

||u(τ)||qLpdτ 6 C

∫T
0

||u(τ)||
2q/p

L2
x

||D1/2(|u(τ)|2)||2L2dτ (3.53)

6 C||u||
2q/p

L∞
t L

2
x

∫∞
0

||D1/2(|u(τ)|2)||2L2dτ.
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Combinando (3.51) e (3.53) temos

||u||Lqt L
p
x

6 C||u(τ)||
2q/p

L∞
t L

2
x

∫∞
0

||D1/2(|u(τ)|2)||2L2dτ 6 C||u0||
2q/p

L2 ||u0||
2
L2 6 C||u0||

2
L2 .

3.3 Propriedades Suavizantes

Nesta seção, estudaremos os efeitos regularizantes de (1.1). Provaremos que a solução u de

(1.9) satisfaz u ∈ L2
loc((0, ∞),H

1/4
loc). Mostraremos a seguir uma propriedade suavizante

da equação (1.1) que será usada para provar que uma sequencia de soluções aproximadas

converge a uma solução fraca. Os argumentos usados na prova são argumentos de compaci-

dade ou modificações dos argumentos usados em [22] para a equação de Beinjamin-Ono.

Lema 17. Sejam λ > 0, ω ∈ H∞ e Ω uma primitiva de |ω|2. Dados ε > 0 e u a solução

correspondente do problema 1.9, vale a seguinte identidade:

1

2

d

dt

(
〈ΩJ−1/4P+u, J−1/4P+u〉− 〈ΩJ−1/4P−u, J−1/4P−u〉

)
= ||ωJ1/4P+u(t)||2L2

x
+ ||ωJ1/4P−u(t)||2L2

x
+ R, (3.54)

com

∫T
0

|R(t)|dt 6 C(T ,ω, ||u0||L2), independente de ε > 0.

Demonstração. Como Ω toma valores reais e 〈f,g〉 = 〈g, f〉, temos

1

2

d

dt
〈ΩJ−1/4P±u, J−1/4P±u〉 =

1

2

[
〈ΩJ−1/4P±∂tu, J−1/4P±u〉

+ 〈ΩJ−1/4P±u, J−1/4P±∂tu〉
]

=
1

2

[
〈ΩJ−1/4P±∂tu, J−1/4P±u〉+ 〈J−1/4P±u,ΩJ−1/4P±∂tu〉

]
=

1

2

[
〈ΩJ−1/4P±∂tu, J−1/4P±u〉+ 〈ΩJ−1/4P±∂tu, J−1/4P±u〉

]
= 〈ΩJ−1/4P±∂tu, J−1/4P±u〉. (3.55)

Como u satisfaz (1.9), temos imediatamente que

1

2

d

dt
〈ΩJ−1/4P±u, J−1/4P±u〉 = 〈iΩ∂2

xJ
−1/4P±u, J−1/4P±u〉

− ε〈Ω∂12
x J

−1/4P±u, J−1/4P±u〉+ 〈Ω∂xJ−1/4P±Fλ(u), J−1/4P±u〉. (3.56)
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Integrando por partes o primeiro termo do lado direito de (3.56) obtemos

〈iΩ∂2
xJ

−1/4P±u, J−1/4P±u〉 = Re

∫
R
iΩ∂2

xJ
−1/4P±u J−1/4P±udx

= −Re

∫
R
i∂xJ

−1/4P±u ∂x(ΩJ−1/4P±u)dx

= −Re

∫
R
i∂xJ

−1/4P±u |ω|2J−1/4P±udx

− Re

∫
R
i∂xJ

−1/4P±u Ω∂x(J−1/4P±u)dx

= −〈iΩ∂xJ−1/4P±u,∂xJ
−1/4P±u〉

− 〈i|ω|2∂xJ
−1/4P±u, J−1/4P±u〉. (3.57)

De (2.3) o primeiro termo do lado direito de (3.57) é nulo. Usando (2.25)-(2.26) temos

〈iΩ∂2
xJ

−1/4P±u, J−1/4P±u〉 = −〈|ω|2∂xJ
−1/4 ∓HP±u, J−1/4P±u〉

= 〈|ω|2(±H∂x)J
−1/4P±u, J−1/4P±u〉

= 〈|ω|2DJ−1/4P±u, J−1/4P±u〉

= 〈|ω|2(D− J)J−1/4P±u, J−1/4P±u〉+ 〈|ω|2J3/4P±u, J−1/4P±u〉.

Como

[J1/2, |ω|2]J1/4P±u = J1/2(|ω|2J1/4P±u) − |ω|2J1/2(J1/4P±u),

temos

|ω|2J1/2(J1/4P±u) = J1/2(|ω|2J1/4P±u) − [J1/2, |ω|2]J1/4P±u,

que implica

〈iΩ∂2
xJ

−1/4P±u, J−1/4P±u〉 = 〈|ω|2(D− J)J−1/4P±u, J−1/4P±u〉

+ 〈|ω|2J1/2(J1/4P±u), J−1/4P±u〉

= 〈|ω|2(D− J)J−1/4P±u, J−1/4P±u〉

+ 〈J1/2(|ω|2J1/4P±u), J−1/4P±u〉

− 〈[J1/2, |ω|2]J1/4P±u, J−1/4P±u〉

= 〈|ω|2(D− J)J−1/4P±u, J−1/4P±u〉

+ 〈(|ω|2J1/4P±u), J1/4P±u〉

− 〈[J1/2, |ω|2]J1/4P±u, J−1/4P±u〉. (3.58)
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Usando (2.53) e o fato de que, (D− J) ∈ B(L2), segue de (3.58) que

〈iΩ∂2
xJ

−1/4P±u, J−1/4P±u〉 = Re

∫
|ωJ1/4P±u|2dx+ R±1 = ||ωJ1/4P±u||2L2 + R±1 , (3.59)

onde

R±1 = 〈|ω|2(D− J)J−1/4P±u, J−1/4P±u〉− 〈[J1/2, |ω|2]J1/4P±u, J−1/4P±u〉

é tal que

|R±1 | 6
∣∣∣∣|ω|2(D− J)J−1/4P±u

∣∣∣∣
L2

∣∣∣∣J−1/4P±u
∣∣∣∣
L2 +

∣∣∣∣[J1/2, |ω|2]J1/4P±u
∣∣∣∣
L2

∣∣∣∣J−1/4P±u
∣∣∣∣
L2

6 C
∣∣∣∣(D− J)P±u

∣∣∣∣
H−1/4

∣∣∣∣P±u∣∣∣∣H−1/4 +
∣∣∣∣[J1/2, |ω|2]P±u

∣∣∣∣
H−1/4

∣∣∣∣P±u∣∣∣∣H−1/4

6 C
∣∣∣∣(D− J)P±u

∣∣∣∣
L2

∣∣∣∣P±u∣∣∣∣L2 +
∣∣∣∣[J1/2, |ω|2]P±u

∣∣∣∣
L2

∣∣∣∣P±u∣∣∣∣L2

6 C
∣∣∣∣P±u∣∣∣∣L2

∣∣∣∣P±u∣∣∣∣L2 + C
∣∣∣∣P±u∣∣∣∣H−1/2

∣∣∣∣P±u∣∣∣∣L2

6 C
∣∣∣∣P±u∣∣∣∣L2

∣∣∣∣P±u∣∣∣∣L2 + C
∣∣∣∣P±u∣∣∣∣L2

∣∣∣∣P±u∣∣∣∣L2 6 C
∣∣∣∣u∣∣∣∣2

L2 .

Integração por partes e a proposição 1 (regra de Leibniz) implicam

|〈Ω∂12
x J

−1/4P±u, J−1/4P±u〉| =
∣∣∣Re ∫

Ω∂12
x J

−1/4P±uJ−1/4P±udx
∣∣∣

=
∣∣∣Re ∫

∂6
xJ

−1/4P±u ∂
6
x

(
ΩJ−1/4P±u

)
dx
∣∣∣

=
∣∣∣ 6∑
j=0

Re

∫
∂6
xJ

−1/4P±u
(
∂6−j
x J−1/4P±u ∂

j
xΩ
)
dx
∣∣∣

6
6∑
j=0

∣∣∣∣∂6
xJ

−1/4P±u
∣∣∣∣
L2

∣∣∣∣∂jxΩ ∂6−j
x J−1/4P±u

∣∣∣∣
L2

6
6∑
j=0

∣∣∣∣∂6
xJ

−1/4P±u
∣∣∣∣
L2

∣∣∣∣∂jxΩ∣∣∣∣L∞
∣∣∣∣∂6−j

x J−1/4P±u
∣∣∣∣
L2

6
6∑
j=0

∣∣∣∣∂6
xu
∣∣∣∣
H−1/4

∣∣∣∣∂jxΩ∣∣∣∣L∞
∣∣∣∣∂6−j

x u
∣∣∣∣
H−1/4

6 C

6∑
j=0

∣∣∣∣∂6
xu
∣∣∣∣
L2

∣∣∣∣∂6−j
x u

∣∣∣∣
L2 .
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Do Lema 2, relação (2.29) temos

|〈Ω∂12
x J

−1/4P±u, J−1/4P±u〉| 6 C
∣∣∣∣∂6

xu
∣∣∣∣
L2

6∑
j=0

∣∣∣∣∂6−j
x u

∣∣∣∣
L2

= C
∣∣∣∣∂6

xu
∣∣∣∣
L2

∣∣∣∣u∣∣∣∣
H6

' C
∣∣∣∣∂6

xu
∣∣∣∣
L2

(∣∣∣∣u∣∣∣∣
L2 +

∣∣∣∣∂6
xu
∣∣∣∣
L2

)
6 C

(∣∣∣∣u∣∣∣∣2
L2 +

∣∣∣∣∂6
xu
∣∣∣∣2
L2

)
. (3.60)

Da relação (2.25), o último termo do lado direito de (3.56) pode ser escrito na forma

〈Ω∂xJ−1/4P±Fλ(u), J−1/4P±u〉 = 〈Ω∂xJ−1/4P±Fλ(u),
1

2
(1± iH)J−1/4u〉

=
1

2
〈Ω∂xJ−1/4P±Fλ(u), J−1/4u〉

± 1

2
〈Ω∂xJ−1/4P±Fλ(u), iH J−1/4u〉

=
1

2
〈Ω∂xJ−1/4P±Fλ(u), J−1/4u〉

± 1

2
〈iH

(
Ω∂xJ

−1/4P±Fλ(u)
)
, J−1/4u〉

=
1

2
〈Ω∂xJ−1/4P±Fλ(u), J−1/4u〉

± 1

2
〈i[H,Ω]∂xJ

−1/4P±Fλ(u), J−1/4u〉

± 1

2
〈Ω∂xJ−1/4(iH)P±Fλ(u), J−1/4u〉

= 〈Ω∂xJ−1/4P±Fλ(u), J−1/4u〉

± 1

2
〈i[H,Ω]∂xJ

−1/4P±Fλ(u), J−1/4u〉. (3.61)

Usando que [H,Ω]∂x ∈ B(L2) ([4]) e (2.47) temos∣∣〈i[H,Ω]∂xJ
−1/4P±Fλ(u), J−1/4u〉

∣∣ 6 ∣∣∣∣[H,Ω]∂xJ
−1/4P±Fλ(u)

∣∣∣∣
L2

∣∣∣∣J−1/4u
∣∣∣∣
L2

6 C
∣∣∣∣J−1/4P±Fλ(u)

∣∣∣∣
L2

∣∣∣∣J−1/4u
∣∣∣∣
L2

6 C||P±Fλ(u)||L2 ||u||L2

6 C||Fλ(u)||L2 ||u||L2

6 C||u||3L6 ||u||L2 . (3.62)

De (2.26), (3.61) e (3.62) obtemos:

〈Ω∂xJ−1/4P+Fλ(u), J−1/4P+u〉− 〈Ω∂xJ−1/4P−Fλ(u), J−1/4P−u〉

= 〈iHΩ∂xJ−1/4Fλ(u), J−1/4u〉+ R2, (3.63)
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onde |R2| 6 C||u||L2 ||u||3L6 . Podemos escrever o primeiro termo do lado direito de (3.63) na

forma

〈iHΩ∂xJ−1/4Fλ(u), J−1/4u〉 = 〈i[H,Ω]∂xJ
−1/4Fλ(u), J−1/4u〉

+ 〈iΩ(H∂x)J
−1/4Fλ(u), J−1/4u〉

= 〈i[H,Ω]∂xJ
−1/4Fλ(u), J−1/4u〉

+ 〈iΩ(DJ−1/4 −D3/4)Fλ(u), J−1/4u〉

+ 〈iΩD3/4Fλ(u), J−1/4u〉

= 〈i[H,Ω]∂xJ
−1/4Fλ(u), J−1/4u〉

+ 〈iΩ(DJ−1/4 −D3/4)Fλ(u), J−1/4u〉

+ 〈iD3/4ΩFλ(u), J−1/4u〉− 〈i[D3/4,Ω]Fλ(u), J−1/4u〉

= 〈i[H,Ω]∂xJ
−1/4Fλ(u), J−1/4u〉

+ 〈iΩ(DJ−1/4 −D3/4)Fλ(u), J−1/4u〉

+ 〈i(D3/4J−1/4 −D1/2)ΩFλ(u),u〉

+ 〈iD1/2ΩFλ(u),u〉− 〈i[D3/4,Ω]Fλ(u), J−1/4u〉

= 〈iD1/2ΩFλ(u),u〉+ R3, (3.64)

onde

R3 = 〈i[H,Ω]∂xJ
−1/4Fλ(u), J−1/4u〉+ 〈iΩ(DJ−1/4 −D3/4)Fλ(u), J−1/4u〉

+ 〈i(D3/4J−1/4 −D1/2)ΩFλ(u),u〉− 〈i[D3/4,Ω]Fλ(u), J−1/4u〉.

De (2.54), do Lema 4 e de (2.47) chegamos que |R3| 6 C||u||L2 ||u||3L6 .

Sejam w = |u|2 + λH(|u|2), Fλ(u) = w u. Usando que iD1/2 é um operador anti

simétrico e Ωw toma valores reais obtemos:

〈iD1/2ΩFλ(u),u〉 = 〈iD1/2Ωwu,u〉

= −〈Ωwu, iD1/2u〉

= −〈iΩwD1/2u,u〉. (3.65)

Da definição de comutador vale que

〈iD1/2ΩFλ(u),u〉 = 〈iD1/2Ωwu,u〉

= 〈i[D1/2,Ωw]u,u〉+ 〈iΩwD1/2u,u〈. (3.66)
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Dáı temos então

〈iD1/2ΩFλ(u),u〉 = 〈i[D1/2,Ωw]u,u〉+ 〈iΩwD1/2u,u〉

= −〈iD1/2ΩFλ(u),u〉+ 〈i[D1/2,Ωw]u,u〉,

que implica

〈iD1/2ΩFλ(u),u〉 =
1

2
〈i[D1/2,Ωw]u,u〉. (3.67)

Usando a desigualdade de Hölder com e o Lema 9 com p = 4
3
, p1 = 2 e p2 = 4 obtemos

|〈iD1/2ΩFλ(u),u〉| = |
1

2
〈i[D1/2,Ωw]u,u〉|

6 C||[D1/2,Ωw]u||
L

4
3
||u||L4

6 C||D1/2(Ωw)||L2 ||u||2L4 . (3.68)

De (2.54), do Lema 4, das propriedades de H e da definição de w, segue que

||D1/2(Ωw)||L2 6 ||[D1/2,Ω]w||L2 + ||ΩD1/2w||L2

6 C||(D1/2Ω)∧||L1 ||w||L2 + ||ΩD1/2w||L2

6 C||w||L2 + ||ΩD1/2w||L2

= C||
(
|u|2 + λH(|u|2)

)
||L2 + ||ΩD1/2

(
|u|2 + λH(|u|2)

)
||L2

6 C
(
||u||2L4 + λ||H(|u|2)||L2

)
+ ||ΩD1/2(|u|2)||L2 + λ||ΩD1/2H(|u|2)||L2

6 C
(
||u||2L4 + λ||u||2L4

)
+ C||D1/2(|u|2)||L2 + Cλ||D1/2H(|u|2)||L2

6 C
(
||u||2L4 + ||D1/2(|u|2)||L2

)
. (3.69)

As relações (3.68) e (3.69) implicam que

〈iD1/2ΩFλ(u),u〉 6 C||D1/2(Ωw)||L2 ||u||2L4

6 C||u||2L4

(
||u||2L4 + ||D1/2(|u|2)||L2

)
= C

(
||u||4L4 + ||u||2L4 ||D

1/2(|u|2)||L2

)
6 C

(
||u||4L4 + ||D1/2(|u|2)||2L2

)
. (3.70)

Portanto, de (3.37), (3.44), (3.56), (3.59), (3.60), (3.63), (3.64), (3.70), junto com a

estimativa (3.51), temos
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1

2

d

dt

(
〈ΩJ−1/4P+u, J−1/4P+u〉− 〈ΩJ−1/4P−u, J−1/4P−u〉

)
=
[(
〈iΩ∂2

xJ
−1/4P+u, J−1/4P+u〉− 〈iΩ∂2

xJ
−1/4P−u, J−1/4P−u〉

)
(

− ε〈Ω∂12
x J

−1/4P+u, J−1/4P+u〉+ ε〈Ω∂12
x J

−1/4P−u, J−1/4P−u〉
)

+
(
〈Ω∂xJ−1/4P+Fλ(u), J−1/4P+u〉− 〈Ω∂xJ−1/4P−Fλ(u), J−1/4P−u〉

)]
= ||ωJ1/4P+u||2L2 + ||ωJ1/4P−u||2L2 +

(
R+

1 − R−
1

)
+ R̃+ 〈iHΩ∂xJ−1/4Fλ(u), J−1/4u〉+ R2

= ||ωJ1/4P+u||2L2 + ||ωJ1/4P−u||2L2 + 〈iD1/2ΩFλ(u),u〉+ R

= ||ωJ1/4P+u||2L2 + ||ωJ1/4P−u||2L2 + R,

onde

|R(t)| 6 C
[
||u||2L2 + ε

(
||∂6
xu||2L2 + ||u||2L2

)
+ ||u||3L6 ||u||L2 + ||u||4L4 + |λ|||D1/2(|u|2)||2L2

]
,

com∫T
0

|R(t)|dt 6 C
[ ∫T

0

||u(t)||2L2dt+ ε

∫T
0

(
||∂6
xu(t)||2L2 + ||u(t)||2L2

)
dt

+

∫T
0

||u(t)||3L6 ||u(t)||L2dt+

∫T
0

||u(t)||4L4dt+ |λ|

∫T
0

||D1/2(|u(t)|2)||2L2dt
]

6 C
[
T ||u0||

2
L2 + ||u0||

2
L2 + εT ||u0||

2
L2 +

∫T
0

||u(t)||3L6 ||u(t)||L2dt+

∫T
0

||u(t)||4L4dt

+ 2

∫T
0

d

dt
||u(t)||2L2dt

]
6 C

[
T ||u0||

2
L2 + ||u0||

2
L2 + εT ||u0||

2
L2 +

( ∫T
0

||u(t)||6L6dt
)1/2( ∫T

0

||u(t)||2L2dt
)1/2

+
( ∫T

0

||u(t)||2L2dt
)1/2( ∫T

0

||u(t)||6L6dt
)1/2

+ ||u0||
2
L2

]
6 C

[
T ||u0||

2
L2 + ||u0||

2
L2 + εT ||u0||

2
L2 + ||u0||

2
L2 + 2T 1/2||u0||

2
L2 + 2C3(λ)||u0||

3
L2

]
6 C(λ,ω, ||u0||L2 , T).

Logo, vale (3.54) com R = R(t) desejado.

Proposição 11. Sejam T > 0, ω ∈ H∞ e u0 ∈ L2. Então, existe uma constante C =

C(T ,ω, ||u0||L2) > 0 tal que a solução u de (1.9) verifica∫T
0

||ωu||2H1/4dt 6 C. (3.71)
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Demonstração. Da definição de comutador, e do fato de u = (P+ + P−)u, temos

J1/4(ωu) = [J1/4,ω]u+ωJ1/4P+u+ωJ1/4P−u.

Logo, pelo corolário 1, pela imersão de Sobolev e por (3.51), temos

||ωu||H1/4 6 ||ωJ1/4P+u||L2
x
+ ||ωJ1/4P−u||L2

x
+ ||[J1/4,ω]u||L2

x

6 ||ωJ1/4P+u||L2
x
+ ||ωJ1/4P−u||L2

x
+ C||u||H−3/4

6 ||ωJ1/4P+u||L2
x
+ ||ωJ1/4P−u||L2

x
+ C||u||L2

6 ||ωJ1/4P+u||L2
x
+ ||ωJ1/4P−u||L2

x
+ C||u0||L2 ,

que implica

||ωu||H1/4 6 ||ωJ1/4P+u||L2
x
+ ||ωJ1/4P−u||L2

x
+ C||u0||L2 . (3.72)

Elevando ao quadrado ambos os lados de (3.72), obtemos

||ωu||2H1/4 6 ||ωJ1/4P+u||2L2
x
+ ||ωJ1/4P−u||2L2

x
+ C||u0||

2
L2

+ 2
(
||ωJ1/4P+u||L2

x
||ωJ1/4P−u||L2

x
+ ||ωJ1/4P+u||L2

x
C||u0||L2 + ||ωJ1/4P−u||L2

x
C||u0||L2

)
6 3||ωJ1/4P+u||2L2

x
+ 3||ωJ1/4P−u||2L2

x
+ 3C||u0||

2
L2 .

Agora, integrando de 0 a T a desigualdade acima, obtemos∫T
0

||ωu||2H1/4dt 6
∫T
0

||ωJ1/4P+u||2L2
x
dt+

∫T
0

||ωJ1/4P−u||2L2
x
dt+

∫T
0

C||u0||
2
L2dt.

Mas como

∫T
0

C||u0||
2
L2dt < ∞, basta então provarmos que

∫T
0

(
||ωJ1/4P+u(t)||2L2

x
+ ||ωJ1/4P−u(t)||2L2

x

)
dt 6 C. (3.73)

Seja Ω uma primitiva de |u|2. Pelo Lema 17, vale:

1

2

d

dt

(
〈ΩJ−1/4P+u, J−1/4P+u〉− 〈ΩJ−1/4P−u, J−1/4P−u〉

)
= ||ωJ1/4P+u(t)||2L2

x
+ ||ωJ1/4P−u(t)||2L2

x
+ R

com

∫T
0

|R(t)|dt 6 C(T ,ω, ||u0||L2), independente de ε > 0. Afirmamos que

|〈ΩJ−1/4P±u, J−1/4P±u〉| 6 C||u||2L2 . (3.74)

De fato, temos da desigualdade de Cauchy-Schwarz e da imersão de Sobolev que
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|〈ΩJ−1/4P±u, J−1/4P±u〉| 6 ||ΩJ−1/4P±u||L2 ||J−1/4P±u||L2

6 ||Ω||L∞ ||J−1/4P±u||L2 ||J−1/4P±u||L2

6 C||J−1/4P±u||2L2 6 C||u||2L2 .

Integrando em t a equação (3.54), obtemos∫T
0

(
||ωJ1/4P+u(t)||2L2

x
+ ||ωJ1/4P−u(t)||2L2

x

)
dt =

1

2

(
A(t) − B(t)

)∣∣∣T0 −

∫T
0

R(t)dt

6
1

2

(
A(T) −A(0) + B(0) − B(T)

)
+

∫T
0

|R(t)|dt

6 C||u||2L2 +

∫T
0

|R(t)|dt

6 C||u0||
2
L2 + C(T ,ω, ||u0||L2)

6 C(T ,ω, ||u0||L2). (3.75)

com A(t) = 〈ΩJ−1/4P+u(t), J−1/4P+u(t)〉, B(t) = 〈ΩJ−1/4P−u(t), J−1/4P−u(t)〉.

Portanto, vale (3.71).

3.4 Prova do Teorema Principal

Sejam εn ↘ 0 e un a solução de (3.43) correspodente, mostraremos que existe uma

subsequência que converge a uma solução fraca u da equação (1.1).

Demonstração do Teorema 1. Dado m > 0 consideramos o espaço H
1/4
m das funções de

H1/4 com suporte compacto em (−m,m). Pelo Lema 11 temos que a imersão de H
1/4
m em

L2 é compacta.

Seja ω ∈ H∞, supp ω ⊂ (−1, 1) e ω = 1 em [−1
2
, 1

2
], para m ∈ N definimos ωm(x) =

ω( x
m

). Pela Proposição 11, ωmun ∈ L2
loc(R+,H

1/4
m ) e vale∫T

0

∣∣∣∣ωmun(t)
∣∣∣∣2
H1/4dt 6 C(T). (3.76)

Como un satisfaz (1.9), temos que ∂tωmun ∈ L2
loc(R+,H−12) e vale

∫T
0

∣∣∣∣∂tωmun(t)
∣∣∣∣2
H−12dt 6 C(T). (3.77)
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Pelo Teorema 20 (de Aubin-Lions), comW = {v | v ∈ L2([0, T ],H
1/4
m ), ∂tv ∈ L2([0, T ],L2)),

temos que a imersão W → L2([0, T ],H
1/4
m ) é compacta. Ou seja, dada uma sequência lim-

itada un ∈W existe uma subsequência convergente em L2([0, T ],H
1/4
m ).

Seja u ∈ L2([−m
2

, m
2
]× [0, T ]) tal que

lim
n→∞

∫T
0

∫ m
2

−m
2

∣∣u(x, t) − un(x, t)
∣∣2dx dt = 0. (3.78)

Consideramos T , m crescentes. Então pelo argumento diagonal, obtemos u ∈ L2
loc(R ×

R+) tal que

lim
n→∞

∫
K

∣∣u(x, t) − un(x, t)
∣∣2dx dt = 0, (3.79)

para todo compacto K ∈ R× R+.

Pelo teorema de Arzela-Ascoli 21, temos que un → u em Cw([0, T ],H−12). Mas por

(3.44) vale que ||un(t)||L2 6 ||u0||L2 com 0 6 t 6 T , então u ∈ Cw([0, T ],L2) e

||u||L∞
t L

2
x

6 ||u0||L2 . (3.80)

Como Lq(R+,Lp) é um espaço reflexivo, temos que u ∈ Lq(R+,Lp) e un ⇀ u.

Logo, temos que

||u||Lqt L
p
x

6 C||u0||L2 . (3.81)

Provaremos agora que Fλ(un) converge para Fλ(u) em D ′(R×R+). Pela desigualdade

(3.44) a sequência |un|2 está uniformemente limitada em L
q/2
T L

p/2
x . Mas como |un|2 → |u|2

em L1
loc(R× R+), temos que |un|2 converge fracamente para |u|2 em L

q/2
T L

p/2
x .

Pelo Lema 6 desigualdade (2.47) e pela desigualdade de Hölder, temos

||Fλ(u) − Fλ(un)||L1
x

6 C
(
||u||2L3

x
+ ||un||2L3

x

)
||u− un||L3

x

6 C
(
||u||

4/3

L4
x

||u||
2/3

L2
x

+ ||un||
4/3

L4
x

||un||
2/3

L2
x

)
||u− un||2L4

x
||u− un||L2

x
. (3.82)

Integrando em t ambos os lados de (3.82) e usando a desigualdade de Hölder, temos∫T
0

||Fλ(u) − Fλ(un)||L1
x
dt 6 C||u||

2/3

L∞
T L

2
x
||u− un||L∞

T L
2
x

∫T
0

||u||
4/3

L4
x

||u− un||2L4
x
dt

+ C||un||
2/3

L∞
T L

2
x
||u− un||L∞

T L
2
x

∫T
0

||un||
4/3

L4
x

||u− un||2L4
x
dt

6 C(T)
[
||u||

2/3

L∞
T L

2
x
||u||

4/3

L8
TL

2
x
||u− un||2L8

TL
2
x

+ ||un||
2/3

L∞
T L

2
x
||un||

4/3

L8
TL

2
x
||u− un||2L8

TL
2
x

]
||u− un||L∞

T L
2
x
, (3.83)
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para cada T > 0. Escolhendo p = 4 (q = 8), usando (3.77) e tomando o limite em (3.83)

temos que Fλ(un) converge para Fλ(u) em L1
loc(R× R+).

Para provarmos que u é solução fraca do problema (1.1) basta passarmos o limite

quando n→∞ na equação

〈un(t),ψ(t)〉 = 〈u0,ψ(0)〉+
∫ t
0

[
〈un(τ),∂tψ(τ)〉− εn〈un(τ), i∂2

xψ(τ)〉− (3.84)

〈Fλ(un(τ)),∂xψ(τ)〉
]
dτ

obtendo então (1.5) para qualquer ψ ∈ D(R× R+).
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