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“Para ser grande, sé inteiro:

Nada teu exagera ou exclui.

Sé todo em cada coisa.

Poe quanto és no minimo que fazes.
Assim em cada lago a lua toda brilha,
Porque alta”.



v

Ricardo Reis.



Resumo

O método de Gauss-Newton e suas variagoes sao alguns dos mais eficientes métodos
conhecidos para resolver problemas de minimos quadrados nao-lineares, os quais sao
aplicados em diversas areas da ciéncia e engenharias. Nesta dissertagao apresenta-
remos uma analise de convergéncia local do método de Gauss-Newton para resol-
ver determinados sistemas de equacoes nao lineares em espaco de Hilbert sob uma
condicao majorante. Daremos énfase nos casos em que a fun¢ao majorante tem deri-
vada convexa e no caso em que ela nao tem essa hipotese, em ambos os casos veremos
que o método estd bem definido e converge para a solu¢ao do problema.



Abstract

The Gauss-Newton method and its variants are some of the most effective known
methods for solving nonlinear least squares, which are applied in many areas of sci-
ence and
engineering. In this dissertation we present an analysis of local convergence of Gauss-
Newton method for solving certain overdetermined nonlinear systems of equations
in Hilbert space under majorant conditions. We will emphasize two cases: where the
majorant function has derived convex and where it has no such assumption, in both
cases we will see that the method is well defined and converges to the solution of the
problem studied.
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Introducao

O método classico de Newton para determinar zero de operadores continuamente
diferenciaveis F': 2 C X — Y, onde X e Y sao espacos de Hilbert, ou seja, resolver
o seguinte problema:

F(z) =0 (1)

é definido por:
Inicia de um ponto inicial xo € 0, e a sequéncia {xy} € definida como:

Tk4+1 = Tk — (F/(Ik))_lF@k)a

Para garantir convergéncia quadratica do método de Newton para a solucao da
equagcao nao-linear F', necessitamos de hipoteses adequadas sobre F' e o ponto inicial
Zg. Por
exemplo, analise de conergéncia classica requer que o ponto inicial seja tomado ”su-
ficientemente proximo”da solucao e a derivada do operador nao-linear seja invertivel
nesta solucdo, veja por exemplo em [21], [22] e [25].

Este método foi vastamente estudado para varios tipos de problemas de oti-
mizagao, como por exemplo pode ser visto em [29]. Agora, se F'(z,) nao é invertivel,
temos uma generalizagao do método de Newton chamado método de Gauss-Newton,
onde F':  — Y é uma funcao continuamente diferenciavel, tal que F'(z) é injetivo e
tem imagem fechada no aberto 2 C X, com X e Y espacos de Hilbert. Este método
¢ definido por

Tpar = @y — [ () ()] F () Flay), k=01, ...

em que F’(x)* representa o operador adjunto de F'(xy).

Existe uma vasta literatura dedicada ao estudo dos resultados de convergéncia
para o método de gauss-Newton sob diferentes perspectivas. Em particular, podemos
distinguir duas principais correntes de pesquisas: andlise local e semi-local. A pri-
meira classe de estudos ([15], [16],[21] e [35]) assumem a existéncia de minimizador
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local, e determinam uma regiao de atracao do ponto, o qual significa que se o ponto de
partida for escolhido dentro dessa regiao o processo iterativo é garantido e converge
para o minimizador. Por outro lado, o resultado do semi-local, também conhecido
como Teorema do Kantoravich nao assumem a existéncia de um minimizador local,
ele apenas estabelece condigoes
suficiéntes sobre o ponto de partida para tornar o processo iterativo convergente
em diregao a um ponto que se provou ser um minimizador local veja por exemplo
em [7], [14] e [30].

O algoritmo obtido pelo método de Gauss-Newton é um método para se obter
solugoes de problemas de minimos quadrados nao-lineares, o qual pode ser visto como
uma
modificagdo do método classico de Newton para minimizar (ou maximizar) fungoes.
Diferentemente do método de Newton, o método de Gauss-Newton sé pode ser apli-
cado para minimizar problemas de minimos quadrados.

A busca dos minimos quadrados de (1) é equivalente a buscar solu¢ao do seguinte
problema nao-linear:

min || F(z)]. (2)

Existem diversas aplicagoes pratica para este problema, ver [4]. Tais aplicagoes, tem o
objetivo de encontrar os parametros de um modelo matematico, que melhor descreva
um conjunto de dados numericos de um experimento quimico, fisico, estatistico ou
econdmico, usando uma funcdo da forma (2) para medir a discrepancia entre as
saidas do modelo e o conjunto de dados. A andlise de convergéncia para os métodos
de Gauss-Newton requer hipéteses sobre a I’ dentre elas F” deve satisfazer a condicao
Lipschitz (ver [6], [23] e [24]). Nos ultimos anos tem-se trabalhado no método de
Gauss-Newton no intuito de relaxar a hipdtese de continuidade Lipschitz para F” veja
por exemplo em [5], [17], [18], [19], [26] [28],[29], [30] e [31], onde nesta dissertacao
veremos no caso em que a condicao Lipschitz para F’ é relaxada usando o principio
majorante introduzido por Kantorovich em [26] e usado por Ferreira em [28] e [29],
Ferreira, Gongalves em [31], Ferreira, Svaiter em [30] e Gongalves [27].

Nesta dissertagao estamos interessados no estudo da convergéncia do método de
Gauss-Newton sob condi¢ao majorante, como estudado por exemplo em [27] e [32].

Nesta dissertacao apresentamos uma analise de convergéncia local do método de
Gauss-Newton para resolver o problema (1) sob condi¢ao majorante, com dois enfo-
ques: o caso em que a fungao majorante tem derivada convexa (hipdtese assumida em
[32]) e o caso que tal fungao nao tem derivada convexa visto em [27]. Em ambos os ca-
SOS
apresentaremos convergéncia, singularidade, taxa de convergéncia e estimativa do



melhor raio de convergéncia possivel. Vale ressaltar que a hipotese de convexidade da
derivada da func¢ao majorante é necessaria apenas para obter a taxa de convergéncia.

Esta dissertacao esta organizada da seguinte forma. No Capitulo 1, daremos al-
guns resultados preliminares sobre: fatos béasicos de fungoes convexas, espagos de di-
mensao infinita, método classico de Newton, inversa generalizada, funcao majorante
e propriedades e relagoes entre F' e f necessarias para a analise de convergéncia dos
métodos. No Capitulo 2, apresentaremos uma discussao sobre a convergéncia local do
método de Gauss-Newton sob uma condicao majorante, cuja derivada da funcao f é
convexa. No Capitulo 3,
obteremos resultados analogos aos obtidos no Capitulo 2, retirando a hipétese da
derivada da funcao ser convexa. Em ambos os casos mostraremos que sob certas
condicoes, a sequéncia gerada pelo método estd bem definida e converge para uma
solucdo de (1). Além disso, apresentaremos o raio de convergéncia 6timo e a unici-
dade da solucao de F.



Capitulo 1

Nocoes preliminares

O objetivo deste capitulo é apresentar as definicoes e resultados béasicos de analise
convexa, espagos de dimensao infinita, o método classico de Newton, inversa generali-
zada e funcao majorante. Apresentaremos ainda, a relacao entre operador nao-linear
F e a funcao majorante f. Estes resultados serao tteis para os proximos capitulos.

1.1 Fatos basicos de analise convexa

Nesta segao, trataremos sobre conceitos relacionados aos conjuntos convexos e as
fungoes convexas. Iniciaremos definindo conjunto convexo.

Um conjunto convexo se caracteriza por conter todos os segmentos cujos extremos
pertencem ao conjunto.

Definicao 1.1.1. Um conjunto D C R™ é dito convexo se
ar+(l—a)ye D, Ya,ye D, «acl0,1].

O ponto az + (1 — )y, onde a € [0,1], é chamado de combinagao convexa de
x e y (com parametro «).

Definicao 1.1.2. Seja D C R™ um conjunto convero. Uma funcao f : D — R é
chamada convexa se

flax+ (1 —a)y) <af(z)+ (1 —a)f(y) Yz,ye D, Y a €][0,1].

A funcao f é dita estritamente convexa quando a ultima desigualdade é estrita
para todo = # y e a € (0, 1).



Exemplo 1.1.1. As funcdes f,g : R — R dadas por f(z) = 2% e g(x) = €* sao
converas.

Demonstracao. De fato, pois

fUA =tz +ty) = (1-t)a+ty)*

(z +ty — ))”

2?4 2tx(y — x) + 3 (y — x)?
2+ 2wy — ) +t(y — x)?
= 2?2 +t(y* —2?)

(1 —t)z* + ty?

(1 =1)f(x) +1f(y),

IA

logo f é convexa.
Agora mostraremos que g é convexa, para isto, considere z = (1 —t)x + ty, como
e? > 1+ d, para todo d € R, temos

e’ >e* +e*(r —2) (1.1)

e > e +e*(y— z). (1.2)

Assim, multiplicando a desigualdade (1.1) por (1 — t) e a desigualdade (1.2) por t,
obtemos
e < (1—t)e” + tev,

portanto g é convexa. O]

A seguir apresentaremos uma caracterizacao para fungoes convexas diferenciaveis.

Proposigao 1.1.1 ([3]). Sejam f: R™ — R uma funcao diferencidvel e D C R™ um
conjunto convexo. A funcao f € convexa em D se, e somente se,

fy) = f@@) + f(2)" - (y — ) Yo,y € D, (1.3)
onde f'(x)T € a transposta do gradiente da funcdo f mo ponto x.

Demonstra¢ao. Primeiramente consideremos f convexa para xz,y € D e a € (0,1].
Definindo d=y —x temos z+ adé€ D ( pois D é convexo) e

fx+ad) = f(1-a)r+ay) < (1-a)f(z)+af(y).
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Portanto,
flz +ad) - f(z)
«

fly) = fz) =

Logo, passando ao limite na tltima desigualdade quando av — 0 temos

f) — f(z) > tim LB = f(@)

a—0t o

=fl@)" - d=f(a)" - (y— ),

entao
fy) = f(x) > f'(@)" - (y — ).

Assim, concluimos a primeira parte da demonstracao.
Agora, tomando z = (1 — o)z + ay, e usando (1.3), temos

fl@) = f(2) + f'(2)" - (z = 2)

f) > )+ ()" (y - 2).
Multiplicando a primeira desigualdade por (1 — a) e a segunda por a obtemos
1-a)f(z) > (1 -a)f(z) + (1 =a)f' ()" - (x = 2),
af(y) > af(z) +af ()" (y - 2).
Assim, somando as duas tltimas desigualdades segue
(I=a)f(x) +af(y) > f(z) = f(1 — @)z + ay).
Entio
fA—a)r+ay) <(1-a)f(z)+af(y), Ve,ye D e a€0,1],
o que conclui o resultado. O

Observe que as defini¢oes e a propriedade de analise convexa que vimos anteri-
ormente, também sao validas para n = 1. Nas proposigoes seguintes estudaremos as
funcoes convexas de uma variavel real.

Proposicao 1.1.2 ([10]). Sejam f : (a,b) — R uma funcao diferencidvel e f' uma
fungao estritamente crescente em (a,b), entdao f € estritamente convera em (a,b).



Demonstragao. Sejam f’ crescente e = < ycom z,y € (a,b) eseja g:[0,1] = R,
definida por
g9(a) == flax + (1 —a)y) —af(z) — (1 —a)f(y).

Mostraremos que g(a) <0 V a € (0,1).
gla) = la+ (1 =a)]flar+ (1 -a)y) —af(z) - (1 -a)f(y)
= alf(ar + (1 —a)y) = f(@)] + (1 = )[flaz + (1 - a)y) = f(y)]. (1.4)

Pelo Teorema do Valor Médio existem z; ey; comx < 1 < ax+ (1—a)y < y; <y,
tais que

flox+ (1 —a)y) = f(z) = (1= a)(y — ) f'(z1), (1.5)

fly) = flaz + (1 —a)y) = aly — =) f (). (1.6)

Substituindo as equagoes (1.5) e (1.6) em (1.4), obtemos

gla) = o[l =a)(y — ) f'(x1)] + (1 = &)[-aly — 2) [ (1)]
= a(l—a)(y —=z)[f'(z1) = ()]

< 0.

Dal, temos que g(a) <0 o qual implica em f(az + (1 — a)y) < af(x) + (1 —
a)f(y)-

Logo, f é estritamente convexa em (a,b). O

Proposigao 1.1.3 ([10]). Seja f : (a,b) — R uma funcao diferencidvel em (a,b) e
continua em [a,b], se f'(x) >0 YV z € (a,b) entdo f € estritamente crescente.

Demonstragao. Pelo Teorema do Valor Médio, temos que para x <y ; z,y € (a,b)
existe z € (z,y) tal que f(z) — f(y) = f'(2)(z —y) como f'(z) > 0ex—y < 0 entdo
flx) = fly) <0 = f(z) < f(y) . Logo f é estritamente crescente. O

Proposicao 1.1.4 ([20]). Sejam I C R um intervalo e ¢ : I — R uma funcao
convexa. Entao dados a, b ec € I coma <b < c, temos

p(b) —pla) _ ple) —pla) _ wlc) = p(b)
b—a - c—a c—b




Demonstracao. Sejam a,b,c € I e ¢ convexa, com a < b < ¢, tomando

c—b b—a
b= a+ c
c—a c—a

e usando a convexidade de ¢ temos

c—b b—a

C—CL()O(CL)—i_C—CL

p(b) <

c—a c—a c—a c—a
Entao
p(b) —pla) _ ¢lc) = pla)
b—a ~— c—a
A segunda desigualdade é feita de modo analogo. [

Proposigao 1.1.5 ([20]). Sejam e > 0 e 7 € [0,1]. Se ¢ : [0,¢) — R € conveza,
entao [ : (0,€) — R definida por

¢ nao decrescente. Se p € estritamente convexa e T # 1, entao | € crescente.

Demonstragao. Se 7 =1, entao [(z) = 0. Dados =,y € (0,¢) com 0 < z < y. Agora,
se 7 =0, entdo I(z) = M e o resultado segue como consequéncia da primeira
desigualdade da proposicao anterior tomando a =0, b=x ec=1y.

Suponha que 7 € (0,1), entdo 7 < 1 o que implica 7x < z < y. Dai, aplicando

novamente a primeira desigualdade da Proposicao 1.1.4, temos

plx) —p(rz) _ oly) — p(rz)
r—TX - Yy —TX

Novamente 7 < 1 implica 72 < Ty < y e aplicando a segunda desigualdade da
proposicao anterior obtemos

ply) —elrr) _ oly) —¢(1y)
Y—TX - Y—TY




Das duas ultimas desigualdades, segue

p(@) —plra) _ oly) —e(r2) _ 9(y) — (1Y)
r—1TT - Yy—TI - Y—TY

Portanto [(x) < I(y) para todo = < y € (0,€), que prova a proposi¢ao. Agora, se
p ¢é estritamente convexa as desigualdades na Proposicao 1.1.4 valem para desigual-
dades estritas e analogamente concluimos que [ é crescente. [

1.2 Espacos de dimensao infinita

Nesta se¢ao, veremos algumas defini¢oes e exemplos de espacos métricos. Veremos
ainda, defini¢oes e proposicoes de andlise dos espacos de Banach e Hilbert. Em
seguida definiremos a derivada de Frechét e suas propriedades. Encerraremos esta
secao com dois lemas importantes que servirao como auxilio dos capitulos posteriores.

1.2.1 Espaco de Banach

Nesta subsecao, apresentaremos defini¢oes e proposicoes sobre espacos de dimensao
infinita que serao uteis nos capitulos seguintes. Mais detalhes podem ser visto em
[9] e [25].

Uma métrica num conjunto M ¢é uma fungao d : M x M — R, que associa a cada
par ordenado de elementos z,y € M um nimero real d(x,y), chamado a distancia de
x a y, de modo que sejam satisfeitas as seguintes condigoes para quaisquer x,y, z €
M:

1. d(z,z) =0;

2. Se x # y entdo d(x,y) > 0;
3. d(z,y) = d(y, v);

4. d(x,z) < d(z,y) + d(y, z).

Definicao 1.2.1 ([9]). Um espago métrico é um par (M,d), onde M ¢é um conjunto
e d é uma métrica em M.

Exemplo 1.2.1. O conjunto R dos niumeros reais é um espago métrico. De fato,
pois a distancia entre dois pontos x,y € R é dada por d(x,y) = |x —y|. As condi¢des
1 a 4 resultam das propriedades elementares do valor absoluto de numeros reais.



Exemplo 1.2.2. O espago euclidiano R™ é um espaco métrico,com as distancias
definidas abaizo, onde x = (x1,Ta, ..., Tn) € Y = (Y1, Y2, .-, Yn) ESCTEVEMOS:

A(2.y) = /(01— )7 ot (5 — ga)? = [ 1 — 22,

d'(z,y) = |or — yo| + .. + |20 —ynl €

d"(z,y) = max{|zy — y1]|, ..., |Tn — yn|} = max{x; — y;}.

Este exemplo generaliza o anterior.

Definicao 1.2.2 ([9]). Uma sequéncia (z,,) num espago métrico X chama-se sequéncia
de Cauchy quando, para todo € > 0 dado, existe ng € N tal que

m,mn > ng = d(xm,,x,) <€

Um resultado conhecido, que pode ser encontrado em [9], é que toda subsequéncia
de uma sequéncia de Cauchy é também de Cauchy.

Definicao 1.2.3 ([9]). Um espaco vetorial normado é uma par (E,||.||), onde E é

um espago vetorial e ||.|| € uma norma em E.
Todo espago vetorial normado (E,||.||) torna-se um espago métrico por meio da
definicao d(x,y) = ||x — y||. Esta métrica diz-se proveniente da norma ||.||.

Definicao 1.2.4 ([9]). Sejam (X, ||.||) um espago vetorial normado e {z,} C X uma
sequéncia. Dizemos que {x,} converge para x, € 2 se dado € > 0, existe ngy tal que

|z, — x| <€ Vn>mng

Um espago métrico M é completo quando toda sequéncia de Cauchy em M é
convergente e converge para um ponto de M.

Definigao 1.2.5 ([9]). Um espago vetorial normado completo é chamado espago de
Banach.

Exemplo 1.2.3. O espago das fungées continuas reais definidas no intervalo [0, 1]

¢ um espago de Banach com a norma do supremo: || f|| = supzepq|f(2)].
Lema 1.2.1 ([25]). Sejam X,Y espagos de Banach, e L(X,Y) o espago de operadores
lineares de X em Y, T € L(X,Y). Definimos a norma de operadores || - || como
Tx
|T|| :== sup u (1.7)
Jallzo 1]

Pela definicao de supremo. Valem as sequintes desiqualdades
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(1) | Tul| < ||T||||u|| para todo T € L(X,Y) eu € X,
(i) [ISTI < WSTITI e 15+ T < S|+ Tl para todo S,T € L(X,Y),
(iii) ||T*|| < |IT||* para todo T € L(X,Y).

Demonstragao. Primeiro provaremos o item (i), para isto, se x = 0 segue imediato
de (1.7). Se x # 0, considere o vetor y = 7oy € usando (1.7) temos

1

1T = 1Tyl =
]

[T
Portanto ||Tz| < ||T|||z]]. Agora, De (1.7), item (i) e propriedades do supremo,
temos que

|ITSz]| _ [ERTEES

|T'S|| = sup < —
lzl0 |1zl

Ak
lef0 N1

Para finalizar o lema, observamos que a prova do item (iii) é consequéncia imedi-
ata do

item (7). O

Com a norma definida acima no espago L(X,Y) , (L(X,Y),||-|l) € um espaco de
Banach. Esta propriedade € facilmente verificada devido a norma definida em (1.7).

1.2.2 Espaco de Hilbert

Nesta subsecao apresentaremos a definicao de espaco de Hilbert e daremos alguns
exemplos.

Definicao 1.2.6 ([9]). Dizemos que H é um espaco de Hilbert se H é um espago de
Banach com a norma derivada do produto interno.

Exemplo 1.2.4. O espago R™ com o produto interno < x,y >= > .~ x;y; € um
espaco de Hilbert.

Exemplo 1.2.5 ([9]). Um dos exemplos importantes de espago de Hilbert é o espago
12, 0 espaco das sequéncias de quadrado somdvel. Este espaco € constituido por
todas as sequéncias v = (x1,Ta,...,x;,...) de numeros reais ou complexos tais que
> i1 TF < +oo0.

A seguir apresentaremos a definicao dos tipos de convergeéncia, cuja definicdo no
espago euclidiano R™ pode ser vista em [1]. Porém, a definigdo também é valida em
um contexto mais geral conforme veremos a seguir.
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Definigao 1.2.7. Seja X um espago de Hilbert e uma sequéncia {x;} C X conver-
gente para T, entao:
(i) {xr} converge linearmente para x., se existe ¢ € [0,1), tal que

[2p41 — 2|l < cllze — 2.l V E =0,
(ii) {xx} converge quadraticamente para x., se existe ¢ > 0, tal que
[2rs1 = 2| < el — 2* ¥ k20,

(i1i) {xr} converge superlinearmente para x., se existe uma sucessao (cy) de termos
nao-negativos e convergentes para zero, tal que ||Tgi1 — x.|| < cil|lzr — x| VA >0,
ou seja,

[Tr1 — ol

lim =0.

hvtoo |l — .|
Exemplo 1.2.6. A sequéncia z, = 22% converge quadraticamente para 0. De fato,
pois
k
el _ (27)?

= = 1.
lzell® 225

Exemplo 1.2.7. A convergéncia da sequéncia {%} ¢ superlinear. De fato, pois

como l}l_g)lo k‘——i—l =0 temos
1
= 1
lim & = lim =

A convergéncia quadratica implica na convergéncia superlinear, no entanto, a
reciproca ¢ falsa. Basta observar que a sequéncia do Exemplo 1.2.7 nao converge
quadraticamente.

1.2.3 Derivada de Fréchet e tépicos de operadores lineares

A seguir definiremos a derivada de Fréchet para operadores em espacos de Banach.
Além disso, apresentaremos o Teorema Fundamental do Célculo e revisaremos alguns
tépicos de operadores lineares e norma de operador. Para mais detalhes indicamos
as referéncias [11], [12] e [25]
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Defini¢ao 1.2.8. Um operadorT € L(X,Y) € a derivada de Fréchet de F' em xy € §2
se para todo u € X tal que u + xo € ) vale:

1
lim —||F(zg+ u) — F(xg) — Tul| = 0.

Dizemos que F' é Fréchet derivavel em () se F’ for Fréchet derivavel em todo ponto
x € Q. Denotaremos a derivada de Fréchet de um operador F' em z por F'(z) e assim
F'(x) € L(X,Y), ou seja, F' é uma aplicacao linear de {2 no espago dos operadores
lineares £(X,Y). Se F': X — L(X,Y) ¢ continua em 2 dizemos que F ¢ de classe
C! em €, e usamos a seguinte notagao F € C1(2). Se o operador F’ for derivavel
em 2, e o operador F” : X — L(X,L(X,Y)) for continuo, entdo dizemos que F é
de classe C* em () e denotamos por F € C?(Q).

Se I’ é uma funcao diferencidvel em €2, a sua derivada é chamada de segunda deri-
vada e serd denotada por F”. Assim, [ (x) é um elemento do espago L(X, L(X,Y))
dos operadores lineares que levam X em L£(X,Y'). Para simplificar a notagao iden-
tificaremos o espago L£(X, L(X,Y)) por Lo(X,Y).

Podemos generalizar o conceito acima, supondo que a n-ésima derivada de uma
funcao F de X em Y é a derivada da derivada de ordem n — 1. Assim, a n-ésima
derivada, denotada por F(™ (x), serd um elemento do espaco £,,(X,Y’) dos operadores
n-lineares de X em Y. Novamente identificamos o espaco £(X, L(X,...,Y),...)) com
o espago dos operadores n-lineares £, (X,Y).

Utilizando as notagoes acima temos a seguinte observacao:

Observacao. Seja F': {2 — Y uma fungao diferenciavel no conjunto aberto 2 C X.
Entao F'(z) € L(X,Y) e

1" ()| = sup {| " (@)ul]; lull <1}

Agora, se F' é uma fungao diferencidvel no conjunto aberto 2, entdo F”(x € L3(X,Y))
e
[1F" ()] = sup {[[F"(z)(w, v)[|; Ju]| < 1, [lv]| < 1}.

Analogamente, se I’ é uma funcao n-vezes diferenciavel em €2, introduzimos a norma
do operador n-linear F™ € £, (X,Y) como sendo

IF® (@) = sup {[|1F™ (@) (oo wa) |5 [Jun || S 1, ooy fJun]| < 1}

Para o desenvolvimento dessa dissertagao, apresentamos a seguir o Teorema Fun-
damental do Célculo e algumas consequéncias.
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Proposigao 1.2.1 ([12]). (Teorema Fundamental do Cdlculo) Seja F : [a,b] — X
continuamente diferencidvel, entao

/SF(t)/dt:F(s)—F(a) Vs € [a,b.

Demonstragao. A prova desta proposigao pode ser encontrada em [12]. O

Proposicao 1.2.2 ([12]). Sejam X eY espagos de Banach, F': U —'Y um operador
aberto e convero e F' : U — Y um operador Fréchet derivavel. Para todo x,y € U
temos que

/O %[F(:E +t(y — x)))dt = F(y) — F(x).

Demonstracao. Segue imediatamente da Proposicao 1.2.1. ]

As Propriedades 1.2.1 e 1.2.2 também sao validas em espaco de Hilbert.
A seguir apresentaremos dois lemas a respeito dos operadores lineares em espaco

de Hilbert.

Lema 1.2.2 ([25]). [Lema de Banach] Sejam o operador linear T € L(X,Y) e I
o operador identidade em um espaco de Hilbert, tal que ||T|| < 1. Entdo [ —T ¢

invertivel e vale .

I =) < —=
17|

Demonstracao. Sejam {Si} e {t;} sequéncias definidas respectivamente por
Se=T+T+T*+ .. +T% tp=1+|T|+... +||T"

Note que
1Sk41 = Sill = 1T < T =t —

onde a desigualdade é proveniente do item (ii7) do Lema 1.2.1.
Agora, como ||T|| < 1 ety —t, = ||T||* > 0, o que implica tj1 > t temos que

{tx} é uma sequéncia mondtona crescente e convergente, com o limite t* = m
Consequentemente {Sk} ¢ uma sequéncia de Cauchy em £(X,Y) e assim existe
lim S*.
k—oo
Agora, observe que
Se(I—=T)=I+T+...+TI-T)=1-T"! (1.8)
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Como |[I — (I =T®)| = T < |IT||* e klim IT|* = 0 (pois ||T|| < 1). Entdo
— 00

lim [ —TF =1

k—ro0

Assim, da expressao (1.8) e do tltimo limite obtemos

lim Sp(I —T) = lim (I —T*) = 1.
k—o0

k—o0

Dai, como existe lim Sy,
k—o00

(I-T)lim S, =1 = limS,=I-T)",
k—o0 k—o0

ou seja, I — T ¢é invertivel.
a Agora note que

I(T=7)7 = | Jim S|

= | Hm (I +T+...+T")]
k—o0

< Jim (] + 170+ -+ 7))
< g (] + 170+ -+ 1T
1
= limth=——,
k—00 1—||T
que prova a ultima parte do lema. O

Lema 1.2.3 ([25]). Sejam B € L(X,X) e I o operador identidade em X. Se
|B —I|| <1, entao B € invertivel e vale |B7'|| < 1/(1 —||B — IJ)).

Demonstragao. Segue do lema anterior, com A =1ec=|B—1I|. O

1.3 Método classico de Newton

Nosso objetivo neste secao é apresentar a definicao do método de Newton.
O método de Newton consiste em aproximar o zero da func¢ao nao-linear por zeros
de aproximacoes lineares sucessivas. Mais precisamente, queremos resolver a equagao

F(z)=0, z€Q (1.9)

onde €} C X é um conjunto aberto e F' : 2 — Y é uma funcao continuamente
diferenciavel nao-linear. Comecamos com um ponto inicial xg € €2 podemos definir
uma sequéncia {z;} contida em Q dada por

Tpy1 = 2 — F'(2p) ' F(21), E=0,1,.... (1.10)
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Para esta sequéncia fazer sentido é necessério que todos os {z}} estejam contidos
no dominio da F' e que F'(zy) # 0, para todo £ > 0. portanto necessitamos de
condigoes adequadas sobre F' e o ponto inicial xy para garantir que {x;} converge
para um zero de F.

No préximo capitulo estaremos interessados em analisar a convergéncia do Método
de Gauss-Newton que é uma generalizagao dos resultados do Método de Newton para
resolver o sistema de equagdes nao-lineares F'(z) = 0, quando F’(z,) é invertivel, o
método que analisaremos no Capitulo 2 é similar ao Teorema 2 em [29]. No caso
em que F’(x,) nao ¢ invertivel, mas ¢ injetiva usamos o método de Gauss-Newton.
Nesta dissertagao seré usada inversa generalizada de Moore-Penrose.

A seguir definimos e daremos resultados a respeito da inversa generalizada de
Moore-Penrose que serao necessarios mais tarde, para garantir a boa definicao do
método de Gauss- Newton.

1.4 Inversa generalizada

Iniciaremos esta secao com algumas definicoes basicas de matrizes. Em seguida
apresentaremos a definicao da inversa de Moore-Penrose e algumas propriedades da
inversa de Moore-Penrose.

O conjunto de todas as matrizes m x n (m linhas e n colunas) com entradas
complexas serd denotado por M (C, m,n). O conjunto de todas as matrizes quadradas
n X n com entradas complexas serd denotado simplesmente por M (C,n).

Uma matriz A € M(C,m,n) é frequentemente representada na forma de um
arranjo como

A11 c. Aln

At - A

M(C,m,n) é um espago vetorial complexo, com a operagao de soma e de multi-
plicagao por escalar(complexos) definidos por:

(A1 + Az)ij = (A1)i; + (A2)ij,

((ZA)Z] = CLAZ']',

tal que a € C, A, Ay e Ay € M(C,m,n)eie{l,...m},j€{l,..,n}.

Dada uma matriz A € M(C,m,n) denotamos por A? a matriz de M(C,n,m)
cujos elementos sao dados por (AT);; = A;; paratodos i € {1,...,n},j € {1,...,m}.
A matriz AT é dita a matriz transposta de A. Temos que (AT)T = A. Além disso,
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m,n,p € N vale, pela regra de produto de matrizes, a relacdo (AB)T = BT AT para
quaisquer A € M(C,m,n) e B e M(C,n,p).

Uma matriz A € M(C,n) define uma aplicagao linear de C" sobre si mesmo.
Se essa aplicacao for bijetora, entao existe uma aplicagao inversa, denotada por
A7l C" — C, tal que A7'(Az) = z para todo x € C". Seja C" um espaco
vetorial dotado de um produto escalar (-,-) e seja A : C* — C" um operador linear.
Um operador linear A* que para todos u,v € C" satisfaca:

(u, Avy = (A*u,v)

é chamado o operador adjunto de A. O operador adjunto A* de A é representado
(na base canénica) por uma matriz cujos elementos de matriz sdo (A*);; = Aj;, com
i,j € {1,...,n}. Suponha que H é um espago de Hilbert, com o produto interno
(,-). Considere uma operador linear continuo A : H — H (isso é o mesmo que
um operador linear limitado). Do teorema da representagao de Riesz, ganhamos que
existe um operador linear continuo unico A* : H — H com a seguinte propriedade:

(Az,y) = (z, Ay) Vu,yeH.

Esse operador A* é o adjunto de A. Isto pode ser visto como uma generalizacao
da matriz adjunta, cuja demonstragao pode ser encontrada em [2].

Proposicao 1.4.1 ([25]). Sejam A e B operadores em espago de Hilbert, temos as
sequintes afirmacaoes:

1. (A%)* = A,

2. Se A é inversivel, entio assim também o é A*, com (A*)~™t = (A71)*,
3. (A+ B)"*= A"+ B* , onde A e B sao operadores continuos de H,

4. (ANA)* = X*A*, onde \* denota o conjugado do nimero complexo A,
5. (AB)* = B*A*, onde A e B sao operadores continuos de H.

Um determinado operador A : H — H é chamado Hermitiano, ou auto-adjunto,
se

A=A"

o qual é equivalente a
(Az,y) = (z, Ay) Vr,y € H.
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Agora, estamos aptos a definir a inversa de Moore-Penrose, cuja definicao e pro-
priedades podem ser encontrados [2], [8] e [34].

Definicao 1.4.1 ([34]). (Definicao da inversa generalizada de Moore) Seja A €
L(X,Y) com imagem fechada entdo AT € o inico operador em L(Y, X) satisfazendo

ATA = PR(A*), AAT — PR(A)
onde Py € a projecao ortogonal em M.

E. H. Moore foi o primeiro que definiu de forma explicita a inversa generalizada
de uma matriz arbitraria, sua definicao foi dada em 1935. O trabalho de Moore
foi pouco notado devido a sua notagao complicada. Entao o assunto das inversas
generalizadas permaneceu pouco desenvolvida. Em 1949 Tseng em uma série de trées
(mas novamente pouco notada) artigos definiu uma inversa generalizada para opera-
dores lineares no espaco de Hilbert. A Teoria da inversa generalizada foi rapidamente
desenvolvida apds o trabalho de Penrose em 1955, que aparentemente estava incons-
ciente do trabalho de Moore. Em [34], Campbell e Meyer Jr apresentam uma prova
da equivaléncia dessas defini¢oes. Desde entao esta inversa generalizada é chamada
de inversa de Moore-Penrose.

Definicao 1.4.2 ([34]). (Defini¢ao de Penrose da inversa generalizada) Se A €
L(X,Y) tem imagem fechada, a inversa de Moore-Penrose de A é o operador linear

AT € L(Y, X) tal que
1. AATA = A,
2. ATAAT = AT,

3. AAT € M(C,m) e ATA € M(C,n) sdo auto-adjuntas, ou seja, (AAT)* = AAT
e (ATA) = ATA.

Denotamos Py(4) e Pra) 0s operadores ortogonais sobre nicleo e imagem de A
respectivamente, dai temos

AAY =1 — Py, ATA = Ppa).

Quando A é injetiva, N(A) = {0} e ATA = I, entdo existe uma tinica AT inversa &
esquerda de A. Além disso, para A € B(X,Y) as seguintes afirmagoes sdo equiva-
lentes

(i) A é injetiva e a imagem ¢ fechada,
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(ii) A*A é invertivel em B(X, X).

aq

Exemplo 1.4.1. Se A € M(C,m,1), A = : , um vetor-coluna nao nulo,
am

entio AT = IIAIIEA* = H;H%(dh...,dm), onde ||Allc = /]a1]> + ... + |am|2. Observe

que se z € C, podemos considerar z como uma matriz complera 1 X 1, ou seja, como
elementos de M(C,1,1) e, com isso, obtemos
0 se z=20
(Z)T:{ 1 se z#£0
z )
Temos diretamente da defini¢ao da inversa de Moore-Penrose que, se A € M(C,n)
é uma matriz quadrada invertivel, entdo A" coincide com a A~'. Além disso, para
Oun, & matriz man identicamente nula, vale (Op,)" = Oppn.
Seja A € M(C,m,n) é possivel mostrar que existe uma tnica inversa de Moore-

Penrose. A demonstragao da existéncia pode ser encontrada em [2]. Apresentaremos
a demonstracao da unicidade.

Proposicao 1.4.2 ([2]). Seja A € M(C,m,n), entio A possui uma unica inversa
de Moore-Penrose.

Demonstragdo. Seja AT € M(C,n, m) uma inversa de Moore-Penrose de A € M(C,m,n)
e seja B € M(C,n,m) uma outra inversa de Moore-Penrose de A, ou seja, tal que
ABA =A, BAB = B com AB e BA auto-adjuntas.

Seja My := AB — AA! = A(B — AT) € M(C,m). Pelas hipéteses, M; é auto-
adjunta, pois é a diferenca de duas matrizes auto-adjuntas e

(M;)? = (AB — AANA(B — A") = (ABA — AATA)(B - A") = (A— A)(B— A") = 0.

Como M, é auto-adjunta, o fato que (M;)? = 0 implica M; = 0, pois para todo
x € C™ temos
[Miz]g = (Miz, Miz)e = (z, (M1)*z)e = 0,

o que implica M; = 0. Isso prova que AB = AAT.
Analogamente, prova-se que AB = AA', neste caso considere a matriz auto-

adjunta
My := BA— ATA € M(C,n)

e proceda como no caso anterior. Assim, obtemos:
Al = ATAAT = AT(AAY) = ATAB = (AA"B = BAB = B,

provando a unicidade. O
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As seguintes propriedades da inversa de Moore-Penrose seguem da definicao e
unicidade. Apresentaremos a prova de alguns itens.

Proposicao 1.4.3 ([2]). Para AT € M(C,m,n) valem:

1. (ANt = A,

2. (ANT = (AT, At = (A)t e, consequentemente, (A*)1,
3. (zA)t = 271 AT para todo z € C ndo-nulo,

4. At = At(AN) A",

5. A= AA*(AT)*

6. A* = A*AAT

7. A* = ATAA*,

Faremos a prova dos itens 4, 5, 6.

Demonstragdo. Como AAT é auto-adjunta, vale AAT(AAT)* = (AT)*A*. Multiplicando-
se a esquerda por AT obtemos AT(AT)A* que prova o item 4. Substituindo A por Af
e usando o fato que A = (A")T, obtemos do item 4 que A = AA*(A")* provando o
item 5. Substituindo-se A por A* e usando o item 2 onde (A*) = (A")*, obtemos do
item 5 que A* = A*AA", onde prova o item 6. ]

Proposicao 1.4.4 ([2]). Seja A € M(C,m,n). Se (A*A)~! existe, entio AT =
(A*A)~LA*

Demonstragio. Como (A*A)™! existe, entao multiplicando por (A*A)~! no lado di-
reito do item 6 da proposicdo anterior temos que, (A*A)"1A* = (A*A)"1A*AAT que

implica AT = (A*A)~1A*. O
1 2

Exemplo 1.4.2. Seja A= | 0 i |, calcule AT.
0 3

. (1 0 0
Como A —(2 i 3>,temos que

1 2
1 0 0 . 1 2
aa=(y Lo i) =(40)
2 -1 3 0 3 2 14
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—2

10 > , € portanto,

10

= 10 o0)_1/1 2 -6
i 2 =i 3) 10\0 —i 3 )’
10 -2 —6
=L
Logo A 10(0 _ 3).

A seguir apresentaremos alguns lemas a respeito da inversa generalizada de Moore-
Penrose que serao necessarios mais tarde, para garantir a boa definicao do método
de Gauss-Newton.

Entdo, obtemos (A*A)~! = (

|
01|ch|~1

Al = (A*A)7TA* = <

|
CﬂlHCﬂl\I

Lema 1.4.1 ([2]). Sejam A, B € L(X,Y) tais que A e B tém imagens fechadas. Se
A éinjetiva, E = B — A e |EAT|| < 1, entdo B € injetiva.

Demonstra¢io. Como B = A+ E = (I + EAT)A e da hipdtese ||EAT|| < 1, onde
|EAY| = ||[I + EAT — I]| < 1, segue do Lema 1.2.3 que I+ EFAT ¢ invertivel.
Portanto, B ¢ injetiva. ]

O préximo lema é provado em Stewart [13] (ver também, Wedin [33]) para ma-
trizes A e B de ordem maxn com m > n e posto(A) = posto(B) = n. Porém, o
resultado também ¢é valido em um contexto mais geral conforme veremos a seguir.

Lema 1.4.2. Sejam A, B € L(X,Y) tais que A e B sdo injetivos e tém imagens
fechadas. Assuma que E = B — A e ||AT|||E| < 1, entdo

V2l AT|Pl|E|

1B — AT|| < :
L —[lAT]I £l

| AT
|BY|| < ——1—-,
1— |JAT||[| ]

1.5 Funcao majorante e propriedades

Nesta secao, definiremos a funcao majorante e estudaremos algumas propriedades
relacionadas a ela. Os resultados apresentados aqui sao os principais instrumentos
no estudo de convergéncia local do método de Gauss-Newton para problemas de
minimos quadrados nao-lineares. Dividiremos esta secao em duas subsec¢ao, onde na
primeira apresentaremos os resultados usando a hipétese de que f majorante possui
derivada convexa (conforme em [32]) e na segunda subsegdo nao é considerado essa
hipétese (conforme [27]).
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Definicao 1.5.1. Sejam X,Y espacos de Hilbert, 2 C X um conjunto aberto e
F : Q — Y uma fungdo continuamente diferencidvel tal que F'(z) tem imagem
fechada em Q). Tome z, € Q, R >0,

B = ||F'(z.)]|, & :=sup{t €[0,R): B(x,,t) € Q}.

Suponha que F(x,) = 0 e F'(x.) seja injetiva. Entao, uma funcdo continuamente
diferenciavel f : [0, R) — R € uma fun¢ao majorante de F' em B(x,, k) se satisfaz

1F'(z) = F'(@s + 7(2 — 2))[| < fi(lle = 2) = (7]l = 2.]), (1.11)
para todo T € [0,1], x € B(x,, k) e
(h1) f(0) =0 e f'(0) = =1,
(h2) f' € convexa e estritamente crescente;

Exemplo 1.5.1. Algumas fungoes que satisfazem (hl) e (h2), cuja derivada é con-
vexa.

(i) f:R =R, tal que f(t) =e' — 2t — 1,
(i) f:[0,1) = R, tal que f(t) = —In(1 —t) — 2t,
Exemplo 1.5.2 (Exemplo de fungdo majorante de F'). Sejam
o [':R — R?, tal que F(z) = (x,2?)T e
o f[:R—R, tal que f(t) =t* —t.

Note que a funcao f é um exemplo de uma funcao majorante da F', onde F
satisfaz todas as hipdteses dada na definigao da fungao majorante e f satisfaz (hl)
e (h2).

Exemplo 1.5.3. Algumas fun¢des que satisfazem hl e (h2), cuja derivada é nao
conveza.

i) f:]0,400) = R, tal que f(t) =P —t
i) f:]0,400) = R, tal que f(t) =e ' + 1> —1
onde 0 < p < 1.

Conhecida a defini¢ao de fun¢ao majorante vista na Definigao (1.5.1), apresenta-
remos as principais propriedades desse tipo de funcao, cuja derivada é convexa.
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1.5.1 Propriedades da funcao majorante com a hipdétese de
f' convexa

Nesta subsecao, estamos interessados em propriedades da func¢ao majorante com a
hipétese de f’ convexa, que serao necessarias para o Capitulo 2.

Veremos a seguir uma proposicao da fungao majorante no qual nao utilizaremos
a hipotese da derivada convexa, mas que sera utilizada na prova de propriedades com
f' convexa.

Proposicao 1.5.1. Defina a constante v := {t € [0,R) : 1 — p[f'(t) + 1] > 0}.
Entao, v € positiva e sao vilidas as sequintes desigualdades

0<Blf ) +1] <1 Vte(0,v) (1.12)
tf'(t)— f(t) >0 Vite(0,v). (1.13)
Demonstragao. Como f’ é continua em (0, R) e f'(0) = —1:
lin (1= B(f/(8) + 1)) = 1= B(f/(0) + 1) = 1 — B(—1+1) = 1.

t—0

Assim, existe 0 > 0, tal que |1 — B(f'(t) + 1) — 1] <1 para todo t € (0,0).
Dai,
1=8(f'(t)+1) >0, te(0,9).

Entao pela definicao de v temos v > § > 0, consequentemente, v > 0.
Para prova de (1.12), usamos a defini¢ao de v, dai, temos

1-8[f'(v)+1]>0 = %>f’(v)+1 = %—1>f’(v).

Como [’ é estritamente crescente, temos f'(v) > f'(t) Vt € (0,v). Assim,
1
B_1>f/(t):> 1—=6(f't)+1) >0, t €(0,v),

donde
B(f(t)+1)<1 Vte (0,v),

e como f'(0) < f'(t) ¥Vt € (0,v), obtemos
—1<f(t) = 0<B(f'(t)+1) Vit €(0,v).
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Agora, provaremos a segunda. De (h2) temos que f’ é estritamente crescente em
[0, R), entdao pela Proposigao 1.1.2, segue que f é estritamente convexa em [0, R).
Assim, pela Proposicao 1.1.1, temos:

f0) > f(t)—tf'(t) Vte(0,R). (1.14)
Portanto, de (hl),
0= f(0)> f(t)—tf'(t) Vte(0,R).

Consequentemente:

tf'(t) — f(t) >0V te(0,v).

Proposigao 1.5.2. A func¢do [0,R) 3 — 1/[1 — B(f'(t) + 1)] € crescente.

Demonstracao. Usando o fato de f’ ser estritamente crescente, temos para x < y

fllo)<fly) = B(f(@)+1) <B(f(y)+1)

= 1-8(f(x)+1)>1—-5(f'(y)+1)
= 1 ! < !

—B(f(@)+1) 1=B(f(y)+1)

Portanto a funcao dada é crescente. [

Proposigao 1.5.3. As sequintes fungoes sao crescentes:

L (0,R) 3t [t7'(8) — F(8)] /83

tf'(t) — f(#)
21 =) +1)]

Demonstragao. Para provar o item 1, usaremos (hl), obtemos:

2. (0,R)>t—

/f —f, /ltf’(t) o /ltf'm) .
0 t2 0 t2
_ W 1
- L5 [trorar
_ w0
2 2
0 )
t2 '
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Da Proposic¢ao 1.1.5, tomando f’ = ¢, usando o fato de f’ ser convexa, concluimos
que a funcao em consideracao é crescente.

Para provar o item 2, basta usar o fato de [0,R) > — 1/[1 — B(f'(t) + 1)] ser
crescente dada na Proposi¢ao 1.5.2 | e o item 1 desta proposigao.

O
Proposicao 1.5.4. Defina a constante
_  BIE(E) — £@)]
p = sup {t € (0,v): M= 370 + 1) < 1}.
Entao, p € positivo e sao vdlidas as sequintes desigualdades
plEf(t) — f(B)]
0< M= B + 1] <1 Vte(0,p). (1.15)
Demonstracao. Usando (h2), temos
sier) - s PO - 1]
t=proH+1]  1=6( 1) +1)
Segue da ultima equagao e da continuidade de f’ que
B - f@)]
O
entao,
Blef () — FO] 1, te(0,0). (1.16)

tl = B(f'(t) +1)]

Dai, segue que § < p, o que prova a primeira afirmacao.

Para provar a primeira desigualdade de (1.15), usamos as desigualdades (1.12) e
(1.13) da Proposigao 1.5.1.

Agora, a segunda desigualdade (1.12) para a primeira desigualdade segue da definigao
de p e (1.16). O

1.5.2 Propriedades da funcao majorante relaxada

Nesta subsecao, estamos interessados em propriedades das fungoes majorantes sem
derivada convexa. Tais propriedades serao necessarias para o Capitulo 3.
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Proposicao 1.5.5. Sejam o = sup{t € (0,x) : S[(f(t)/t) +1] < 1} e kK como na
Definicao 1.5.1. Entao estas constantes sao positivas e, além disso:

BIF@&)/t)+1] <1 Yte(00) (1.17)

Demonstragao. Como € é aberto e x, € €, existe € > 0 tal que B(z.,€) C ). Deste
modo, pela definicao de k, temos que x > 0.
De (h1), temos que

lim 5 (@ + 1) i ( f f’(O)) 0.
f_

Analogamente, existe § >0 tal que |B(52% + 1) < 1, para todo t € (0,0). Logo,

t

ﬁ(erl) <1, te€(0,0).

Assim, pela definicao de o temos o > § > 0, donde o > 0.
Observe que:

; 2 > 0, (1.18)

[M] _ ) = f ()

onde a positividade é obtida da desigualdade (1.13) da Proposi¢ao 1.5.1.

f()

De (1.18), usando a Proposigao 1.1.3, concluimos que é crescente.

Por conseguinte, % < @ Vit e (0,o). A deﬁmgao de o implica em
5<m+1)§1:> m—i—lél.
o o I}
Logo
1 flo) _ ) f(@) 1
1> >l 4l < =
g1z = o< 3
Portanto,
t
6(¥+1) <1 Vte(0,0),
concluindo a demonstragao. ]
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Seja gy : [0,v) — [0, +00) uma funcéo continua, definida por

plIEf () — f(1)]

t) = . 1.19
9“0 = 150 + 1 1)
Observe que pela Proposicao 1.5.1 g; estd bem definida em [0,v), pois
1=8(f't)+1)>0 Vte(0,v).
Proposigao 1.5.6. Sejam gy definida em (1.19) e
plEf(t) — f(B)]
=sup{de(0,v): <1, te€(0,9) },
pim o L0 €O R + 1) 0:01)
entao temos que lim;_,q ng(t) =0,p>0e0<gs(t)<t Vte(0,p).
Demonstragao. Usando a definigao de g¢(t) e (h1), obtemos:
g() _ _BILSW - FW]_ BUTH) — T 120

t =B+ 1B +1)

Usando a continuidade de f’, passando ao limite em (1.20) e novamente usando (h1),
segue que

g _ B = (0] _0 L 9s(t) _
M Ty 10 T oM =0

Como lim;_, gf() =0, existe ¢ € (0,v) tal que ng(t) < 1 para todo t € (0,9). Dai,
obtemos
Al () — f@)]
tl = B(f'(t) +1)]
Pela definicao de p, temos que p > 6 > 0. Logo p > 0.

Finalmente, provaremos que 0 < ng(t) <1 Vte(0,p). De fato, de (1.20), (1.21)
e da Proposigao 1.5.1 (desigualdades (1.12) e (1.13)), vale que

g(t) _ Blf () — F(2)
S IOES)

Pela definicao da p e a ultima desigualdade:

<1 Vte(0,9). (1.21)

1> >0 Vde (0,v)eVte(0,9).

0< gft() <1 Vte(0,p) (1.22)
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1.6 Relacao entre I’ e [’

Nesta secao apresentaremos a relacao entre a fungao majorante e o operador nao

linear, obtido em [32]. Estes resultados serao necessarios para os Capitulo 2 e 3.

Iniciaremos com uma definicao do erro linear de F' € C'!' em cada ponto de €.
Definimos

Ep(z,y) == F(y) = [F(z) + F'(z)(y —2)], y,z e (1.23)
Utilizaremos uma limitacao de Er pelo erro da linearizacao da fungao majorante f:
es(tu) == f(u) = [f(t) + F((w—1)], tueo,R). (1.24)

Sejam X e Y espacos de Hilbert. As bolas aberta e fechada de centro a € X e
raio 6 > 0 sao denotados, respectivamente, por

B(a,8) = {z € X; |« — all < 6}, Bla,d] = {x € X: |} — a] <5}

O seguinte lema nos déa uma relagao entre o erro linear de F' e o erro da linearizacao
de f. Destacamos que a prova do lema, nao necessita da hipdtese de convexidade da
derivada da funcao majorante.

Lema 1.6.1. Se ||z — z.|| < r entdo ||Er(x,x.)| < ef(]|lx — z.|[,0).

Demonstra¢ao. Como B(z,,k) é um conjunto convexo, segue x, + 7(x — x,) €
B(x.,k), 7 € [0,1]. Logo, usando a defini¢io de Er, e o fato que F' € C! em
(2, obtemos

|Ep(z, )|l = [1F(2.) = [F(x) + F'(2) (@, — 2)]l| = [[F'(2)(x = 2.) + F(z.) = F(2)(1.25)

Pela Proposicao 1.2.2 temos que

/0 [F(zy + 7(x — x,))])dr = /0 (x — ) F(xh + 7(x — x4))dT = F(x) — F(2,)(1.26)
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De (1.25) e (1.26):

1Ep(z,z.)]l = ||F’(93)(37—$*)—/0 e, +7(x — 2.))dr(z — .||

IN

i |F () = F'(@s + 7(z — ) |||z — 2.l dr

/O [l = dl) = f(rlle — 2Dl — 2]l dr

IA

1
= f’(llﬂc—£E>«<||)||£L“—93*||—/0 f (Tl = z)llz — =.[ldr

= f’(l|x—x*ll)|!x—w*|!—/0 [f(7llz = z.[))dr

= fllz = zllz =zl = f(llz = 2.) + £(0)
= f(0) = [f(lz — 2D + f'(lz — 2Dz — z.]| = 0)]
= es(lle — .1, 0).
]
O lema a seguir garante a nao-singularidade de F'(z)*F'(z) em B(z.,7) e, as-
sim, uma boa definicao da aplicacao iteracao de Gauss-Newton, que sera usado nos

capitulos seguintes. Novamente é importante ressaltar que na prova do lema a seguir
nao faremos uso da hipétese de convexidade da derivada da fungao majorante.

Lema 1.6.2. Se ||z — x.|| < min{v, k}, entdo F'(x)*F'(x) € invertivel e

T 1=Bl (e — ) + 1) 1= Bl (e = .]) + 1]
Em particular, se |z — x.|| < r, onde r = min{k, p}, entao F'(x)*F'(x) é invertivel
em B(x,,1).

1F" ()T = F' ()] <

Demonstracao. Primeiramente, para simplificar a demonstracao definiremos as ma-
trizes

A=F'(z.,), B=F(x), E=F\(x)—F(x.).
Seja x € Q2 tal que ||[z—z.|| < min{v, k}. Dali, usando a definigao de 3, a desigualdade
(1.11) com 7 = 0 e a desigualdade (1.12), obtemos:

1F" () = F (@) ILf (@) F @) F @)l < [f (e = 2) = SO () F ()] F ()

= Bl Iz = z.ll) = £(0)]
Bl (e = 2.])) +1]

< 1.
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Assim, de (1.27) e da defini¢do da inversa generalizada:

1F" (@) = F'(z )| ()1 <1 = [IE[A" <1,

e como F'(z,) é injetiva segue do Lema 1.4.1 que F’(z) é injetiva. Consequentemente,
F'(x)*F'(x) é invertivel. Logo, pela defini¢ao de r, segue que F'(z)*F'(z) é invertivel

V x € B(x,7).

Agora, como F'(z) e F'(x,) sao injetivas, entdo pelo Lema 1.4.2 e usando a

desigualdade (1.11) para 7 = 0, temos

[LF" ()

1F" ()" <

L= [[F ()t F(z) = F(a.)]

s

1= BIIF'(x) = F ()|l

B

= B(f'(lx — .l = f7(0)))

B

1F" () = F' ()|

= BLf' ([l = 2.ll) +1]°

Concluindo assim a prova do lema.

V2| F ()P F () = F ()|

~— [~

L [[F ()| F" (
V232| F'(2) — F(a.)|

— F(z.)]

1= Bl (z) = Fz.)ll
\@WUﬂM—MH—f@m

([l = .| = f7(0)))

B
\fﬁ[ﬂw—%m+ﬂ
L

'(lz = z.l) + 1]

]

Nos capitulos seguintes veremos a convergéncia local do método de Gauss-Newton

para resolver problemas do tipo min || F'(z)

I

. Com algumas exigéncias para a funcao

F e admitindo que o ponto z, é zero de F, mostraremos que tomando o ponto
inicial £y numa vizinhanca apropriada de z,, a sequéncia gerada pelo método de
Gauss-Newton estd bem definida e converge para x,, onde veremos que sobre certas
condigaos sobre f’ temos uma convergéncia quadratica(Capitulo 2) e superlinear
(Capitulo 3). Determinaremos ainda o raio de convergéncia 6timo e unicidade do

zero de F'.
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Capitulo 2

Convergéncia local sob uma
condicao majorante

Neste capitulo, apresentaremos uma analise de convergéncia local do método de
Gauss-Newton para encontrar solucao para sistemas de equacgoes nao lineares, sob
uma condi¢ao majorante, onde utilizaremos aqui a convexidade da derivada da fungao
majorante. Veremos que a taxa de convergéncia é quadratica, conforme o Corolario
8 em [32].

O objetivo principal deste capitulo é mostrar a validade do seguinte teorema:

Teorema 2.0.1. Sejam X e Y espacos de Hilbert, € C X um conjunto aberto e
F:Q —Y uma fungao continuamente diferencidvel tal que F' tem imagem fechada
em Q. Tome x, €, R>0,

B = |F'(x)|, &:=sup{t€[0,R): B(z.,t) € Q}.

Suponha que F(x,) = 0, F'(x,) € injetiva e que existe uma fungdo continuamente
diferencidvel f : [0, R) — R tal que

|F () = F'(z + 7(z — z )| < f(lz = zl) = f/(7lle = ),
para todo T € [0,1], x € B(x,, k) e
(h1) f(0) =0 e f(0) = —1,

(h2) f' é convexa e estritamente crescente.
Sejam as constantes positivas v = {t € [0, R) : 1 — B[f'(t) + 1] > 0}

plf () — f(1)]
[1=B(f(t) +1)]
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Entao, o método de Gauss-Newton para resolver o Problema (2.2), com ponto inicial
o € B(z., 1) — {2},

Tkt1 = T — FI(QIk)TF(Ik), k=0,1,..,
estd bem definido, a sequéncia {xy} estd contida em B(x,,r), converge para x, o

qual é o inico zero de F' em B(x,,0), onde o :=sup{t € (0,r) : B[f(t)/t +1] < 1}
e vale

Bl (lzo =z |Dllxo — .|| = f(llzwo — 2]
[0 = 2 |IP[1 = B(f'(llro — ]) + 1)]

. : Blef' (p)=f(p)
Além disso, se pf_ﬂ(f,(p)ﬂ)) =1

CONVETGENCILA POSSIVE

|z — 2. (2.1)

lzesr — 2l <

e p < K, entao r = p é o melhor raio de

Iniciaremos com a prova da boa-definicao e, em seguida, apresentaremos resulta-
dos que garantem a validade do Teorema 2.0.1.

2.1 Definicao do algoritmo e boa definicao

Sejam X e Y espagos de Hilbert real ou complexo, 2 C X um conjunto aberto e
F : Q) — Y uma funcao continuamente diferenciavel. Consideraremos o seguinte
problema

F(z) = 0. (2.2)

O método de Gauss-Newton, usado para encontrar zero do problema (2.2), é descrito

como:
Dado z( € 2, defina

Tp41 = T — [F,(C(]k) * F’(CL’]C)]_IF/(ZE;C)*F(ZE}C), k= O, 1, (23)

Pelo Lema 1.6.2 temos F'(z)*F’(x) invertivel em B(z,,r), o que garante a boa
definicao da seguinte aplicacao.
Seja G : B(x,,r) — Y, definida por:

Gr(z) =2 — F'(2)'F(x). (2.4)

Observe que Gp(z), a iteracdo de Gauss-Newton para qualquer z € B(x,,r),
pode nao pertencer a B(z.,r) ou até mesmo nao pertencer ao dominio de F'. Nesta
situacao garantiriamos a boa-definicao de apenas uma iteracao.
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Para o nosso propdésito de apresentar a boa-definicao do método, precisamos asse-
gurar que a iteracao de Gauss-Newton possa ser repetida indefinidamente. Os lemas
a seguir serao uteis para atingir este objetivo.

O préximo lema nos dé a bola 6tima de convergéncia e o lema seguinte garante a
unicidade do zero de F . Para prova de tais lemas utilizaremos a convexidade de f’.

Lema %.1..1. Se /% =1 e p <k, entao r = p é o melhor raio de
convergéncia possivel.

Demonstrag¢ao. Considerando a fungao h : (—k, k) — R, definida por
t
Lt — f(—t te(—k,0
—gHt+f(t) se te[0k)
temos h(0) =0, b'(t) = —% + 1+ f'(|t]) e (0) = —%. Logo,
[W(8) = B (rt)] < f(It]) = f/(7It]), 7€[0,1],t € (=k, k).
Assim F = h satisfaz todas as hipdteses do Teorema 2.0.1. Como p < k, basta
mostrar que o método de Gauss-Newton para resolver o problema (2.2), com F = h
e ponto inicial xg = p nao converge.

Agora lembrando que p < k, consideraremos a tltima equacao definida em (2.5),
temos:

v = p—N(p)h(p)

B —&+p+f(p)
-7 _—§+p+pf@J
—G5+p+pl(p)+5—p—f(p)
—5+p+pf(p) >
ANM-f@))
—5+p+pf(p)

_ | _Blef'(p) = f(p)]
“p< pﬂ—ﬂﬂ+pf@m>

= p

= —p
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Considerando a primeira equacao definida em (2.5), temos

vy = —p =N (=p)'h(—p)
_ h(—p)
h'(=p)
B E=p—1[(p)
—5 1+ 1)

(. 1)
B p( : —§+p+pf’(p)>

p(%—p—ﬁ%@—%+p+f@v

—&+p+pf(p)

Blof'(p) = f(p)]
P (pu —B(l+ pf’(p))])

Assim, o método de Gauss-Newton para resolver o problema (2.2) com F' = h e
ponto inicial xg = p, nos da o ciclo

To=p, Tn=—p, T2=0, ...
Portanto, a sequéncia nao converge, concluindo assim a prova do lema. ]
Lema 2.1.2. O ponto z, é o unico zero de F' em B(x,,0).

Demonstracao. Seja y € B(x.,0) outro zero de F', ou seja, F(xz,) = 0e F(y) = 0,
temos
y— o= F(2) [F'(a)(y — ) = F(y) + F(a.)].

Combinando a ultima equacao com as propriedades de norma, definicao de [, e
Proposicao 1.2.2, obtemos

ly =@l < F (@) T IF () (y = 2.) = F(y) + ()] =

_ 4 HF’(mxy e [ [P+ uly — )y — )] du

- 5/ F(e) — Fles t uly — 2] (y — 2.)du

IN

5/0 1F () = F'(a + uly — z) [y — .| du. (2.6)
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Usando (1.11) com = = 2* + u(y — z.) e 7 = 0, temos:

|F () = Fl(we + m(z =z )| = [[F (2 +uly —z.)) — F'(z.)]
< f(ully = a.l) = £(0). (2.7)
Das desigualdades (2.6) e (2.7), segue que:
ly — .l < 5/ (ully = z.l) = FO)] ly — .|| du
< s (B2l po) 1y - o)
o (H=2l )y - . 29)

Sabendo que 0 < ||y — x.|| < o, da Proposigao 1.5.5 (com t = |y — z.||) e (2.8)
concluimos que

1y =zl < lly = =[],
o que é um absurdo. Logo y = .. [

Lema 2.1.3. Seja xz € Q. Se ||z — z.|| < r, entdo

AU (lz = = Dlle =zl = Fllz = .[])]
[l = 2. [[[1 = B0 ([l = z.][) + 1)]

|G () — .| < [EREH (2.9)

Em particular,
1Gr(z) — | < [lz— 2.

Demonstragao. Como ||z—x,| < r, o Lema 1.6.2 implica que F'(x)*F'(z) é invertivel.
Dai, pela Proposicao 1.4.4, Gr(z) estd bem definida. Assim, usando a defini¢ao de
Gr dada em (2.4) e F(z,) = 0, obtemos

Gp(r) =2 = o—a, — [F'(2)"F'(z)] " F'(2)"F(z)
= [F'(2) F'(2)] ' F(2)"[F'(2)(2 — 2.) = F2) + F(x.)).

Logo, da equagao acima, usando a defini¢ao da inversa de Moore-Penrose (veja De-
finicao 1.4.2) e a defini¢do do erro linear de F' (veja (1.23)), segue que

IGF(2) — 2l < [1F" (@)1 Ep (2, 2.
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Entao, dos Lemas 1.6.1 e 1.6.2, temos
Bes(llz — 2], 0)
1= B(f (lz = z.]) + 1)

Dai, usando a definigdo do erro da linearizagao de f dada em (1.24) e (hl),
concluimos que

|Gr(x) — .|| < (2.10)

Blf (lz = 2Dz — 2]l = fllle — 2]

1Gr(@) =l < T B(f(Jr—=) + 1

(2.11)

Logo,
[z = 2Dz = 2. = flz = 2]
o = 2?1 = B(f' (Il — =) + 1)]

o que conclui a primeira parte do lema.
De (2.11) temos:

1Gre) — o) < 2L

Iz — 2.7,

AUz = z.Dlle =zl = Fllz = .[])]

IGr(z) =]l < 1= 3Pl — z) + 1)
_ B =l =l = Fr =]
1= B(F(le —zl) + Dlllz — 2] :
< o -l

onde a iltima desigualdade ocorre por (1.15) com t = ||[z—z.|| (pois x € B(z.,7)/{x.},
isto 6, 0 < ||z —z.|| <7 < p).
Portanto,
1Gr(x) = 2. <[l — ..

2.2 Analise de convergéncia

Esta segao é dedicada a prova do Teorema 2.0.1, conforme [32]. Destacamos que esse
¢ um importante resultado por ser uma generalizacao dos resultados do Método de
Newton para encontrar uma soluc¢do para o problema (2.2) (veja [29]), isto é, resolver
o sistema de equagdes nao-lineares F'(x) = 0.

Primeiro, observe que a equagao em (2.3) junto com (2.4) implica que a sequéncia
{1} satisfaz

LTt+1 = GF(.Z‘k>, k= 0, 1, (212)
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Demonstragao. Como g € B(xy,r)/{x.}, isto é, 0 < ||zg — z.|| < r, provaremos por
um argumento indutivo que {x;} esta bem definida e contida em B(z,,r). Como
|zo — x| < r, supondo que ||z — z.|| < r, devemos mostrar que |[zgr1 — .|| < r.
De fato, pois o Lema 1.6.2 garante a boa definigdo da G, dai, por (2.12) e a tltima
desigualdade do Lema 2.1.3, temos

ki1 — 2l = |G (2k) = @l < [log — 2] <,

concluindo assim a prova por indugao.

Agora, provaremos que {x;} converge para x,. Como {z;} estd bem definida
e contida em B(z,,r), combinando a desigualdade (2.9) do Lema 2.1.3 com (2.12),
temos

Bl lzr = 2Dl — 2l = S(lex — 2. ]])]
e = 2ol P[1 = B(f (2 — z.]) + 1)

Por outro lado, usando (2.12) e a tdltima parte do Lema 2.1.3

[z — 2l < lok — @.]* Yk =0,1,.(2.13)

|lzk — x| = [|G(@p—1) — | < [|[Tp1 — @] < oo < |0 — ]|, k=1,2,.... (2.14)

Dai, combinando (2.13), (2.14) e o segundo item da Proposicao 1.5.3, concluimos que

Bl (w0 = @D llwo — ]l = f(llzo = 2]
[0 = zIP[1 = B(f'(llro — .]) 4+ 1)]

Logo, a desigualdade (2.1) do teorema esté provada.
Considerando (2.14) e a desigualdade (2.15) temos que, para k = 0,1, ...

Bl (lzo = .lDllzo — .1l = f(llzwo — 2]
[0 — 2 l[L = B(f'(lxo — 2]l) + 1)]

Da desigualdade (1.15) com ¢ = ||xg — z.|| e de (2.16), obtemos:

|zr — 2] VE=0,1,.(2.15)

[z — 2l <

[Zh41 — za| < |2p — 2] (2.16)

[epen = 2l < flzg — ]

Entao, {||zx — z.||} converge para zero, isto é, {zy} converge para x,. O raio de
convergencia 6timo e unicidade do zero de F' foram provados nos Lemas 2.1.1 e 2.1.2,
respectivamente. O]

A inequacdo (2.15) implica que o método de Gauss-newton converge quuadra-
ticamente para z,. Entao seu comportamento ¢ semelhante ao método de Newton

([28], [36]).
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Capitulo 3

Convergéncia local do método de
Gauss-Newton sob uma condicao
majorante relaxada

Neste capitulo apresentaremos um método de Gauss-Newton para resolver o pro-
blema F(z) = 0, estudado em [27] que é uma generaliza¢gdo do Corolario 8 de [32],
onde foi visto no Capitulo 2, bem como do Teorema 2 em [29] . Veremos uma analise
de convergéncia local do método de Gauss-Newton para resolu¢ao do Problema (2.2)
sob uma condi¢ado majorante relaxada, onde a hipétese (h2) da definigao de funcao
majorante é enfraquecida apenas para f’ estritamente crescente. Veremos que, sob
esta condicao, o método esta bem definido e converge com uma taxa superlinear,
conforme [27]. Além disso, também apresentaremos o raio ideal de convergéncia.

3.1 Consideracoes Iniciais

O objetivo desta segao é apresentar o seguinte teorema:

Teorema 3.1.1. Seja X e Y espacos de Hilbert, 2 C X wm conjunto aberto e
F :Q =Y uma funcao continuamente diferencidvel tal que F' tem imagem fechada
em Q. Sejax, €Q, R>0 e B:=|F(z.), x = sup{t € [0,R) : B(x.,t) € Q}
Suponha que F(x,) =0, F'(x,) € injetiva e existe uma [ : [0, R) — R continuamente
diferencidvel tal que

|F' () = F'(z + 7(z — z )| < f(lz = zl) = f(7lle — ),

para todo T € [0,1], x € B(xy, k) e
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(h1) f(0) =0 e f'(0) = -1,
(h2) f' € estritamente crescente.
Sejam

v:={te[0,R):1—-p8[f(t)+1] >0},
plef () — f(t)]
1= p(f(t) +1)]

p::sup{(SG(O,v):t[ <1, te€(0,6) },e

r:=min {k, p}.

Entao as sequéncias com ponto inicial xg € B(x., 1) —{x.} ety = ||[zo — .||, respec-
tivamente, a saber:

Bltet (te) — f(tr)]
L= pB(f(t) +1)°
estao bem definidas, {ty} € estritamente decrescente, estd contida em (0,r) e, con-

verge para 0. Além disso, {xy} C B(xz.,7) e converge para o ponto x., que € unico
zero de F' em B(x,,0), onde o :=sup{t € (0,k) : B[f(t)/t +1] <1} e

Trir = 25 — F'(2p) F(2), thy =

k=0,1,.. (3.1)

= t
T = el T )
koo ||y — 24| koo g

Bl (p)=f(p)  _ 4

Além disso, se DB () +1)

vergéncia.
Se 0 <p<1, e ocorre (h3), onde
(h3) A fungdo (0,v) 2t — [tf'(t) — f(t)] /tPT' € estritamente crescente, entdo

e p <k, entao r = p é o melhor raio de con-

otk | .
a sequencia § — - o € estritamente decrescente e temos:
t

k

tp+1 t()

¢ £, Pl
k41 — | < { k+1] g — [P < {_1 } lo, — 2P, k=01, ...
k

Consequentemente, para k > 0

k
to [’;—é] ) se p=20
|2k — 2] < (p+)F -1

wle] T s o
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Ferreira [28], apresenta uma analise de convergéncia local do método de Newton
para resolver sistemas de equagoes nao-lineares sob uma condi¢ao majorante com
taxa quadratica, onde a hipdetese da convexidade da derivada da funcao majorante
é assumida. Por outro lado observou-se em [29] que a hipétese de convexidade da
derivada da funcdo majorante é necessaria apenas para a obtermos uma taxa de
convergéncia quadratica, visto que sem a convexidade da f’, a sequencia gerada pelo
método de newton continua convergindo, porém agora com taxa de convergengia su-
perlinear como foi observado no Teorema 2 em [29]. Agora, em relagdo ao método de
Gauss-Newton, as mesmas caracteristicas que sao observadas, isto é, a convexidade
da f’ é necessaria apenas para obtermos uma taxa de convergéncia quadratica, con-
fome vimos no Capitulo 2, se f’ nao for convexa temos que a taxa de convergéncia
ser& superlinear, observado por Gongalves em [27].

Novamente consideraremos os seguinte fatos vistos no Capitulo 2:

Sejam X e Y espacos de Hilbert real ou complexo, 2 C X um conjunto aberto e
F : Q — Y uma fungao continuamente diferenciavel. Consideraremos o seguinte
problema

F(z) = 0. (3.2)

O método de Gauss-Newton usado para encontrar zeros do problema acima é descrito
como:

Dado xg € 2, defina
Ty = wp — [F' () * ()] F ()" F ), k=0,1,.... (3.3)

Consideraremos aqui a iteragdo de Gauss-Newton para F' em B(x,, ), tal como
definida no Capitulo 2, a seguinte aplicagao.
Seja Gp : B(x,,r) — Y, definida por:

Gr(z) =z — F'(2)'F(x). (3.4)

Agora, observe que a equagao em (3.3) junto com (3.4) implica que a sequéncia
{1} satisfaz

Lt1 = GF(ZEk)7 k= 0, 1, (35)
Lembremos ainda que gy dada em (1.19) por:

Bltf'(t) — f(#)]
g¢(t) = S IIOESE (3.6)
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Visto que para prova do Lema 1.6.2 nao utilizamos a hipdtese da convexidade de
f’, entao o mesmo resultado obtido no Capitulo 2 temos também aqui, ou seja, tal
lema garante a boa definicao de uma tunica iteracao Gauss-Newton.

Para assegurarmos que a iteragao de Gauss-Newton pode ser repetida infinita-
mente necessitamos de alguns resultados, dentre eles Bola 6tima de convergéncia e
unicidade da solucao de F' em B(x.,0), que serao apresentados na proxima secao.

3.2 Bola 6tima de convergéncia e unicidade

A seguir apresentaremos os lemas que nos dao a bola 6tima de convergéncia e a
unicidade da solu¢do de F' em B(z.,0), As demonstragdes serao ocultadas pois sao
similares a aquelas encontradas no Capitulo 2, visto que a prova desses resultados
nao depende da convexidade da derivada da fungao majorante e nem de (h3).

Lema 3.2.1. Se % =1 e p <k, entaor = p é o melhor raio de

convergéncia possivel.
Demonstracdo. Similar a prova do Lema 2.1.1. O
Lema 3.2.2. O ponto z, € o zero de F' em B(x,,0).

Demonstracao. Similar a prova do Lema 2.1.2. O]

3.3 Resultados auxiliares

Veremos a seguir mais resultados que ajudam a assegurar que a iteracao de Gauss-
Newton possa se repetir infinitamente.

Lema 3.3.1. Se ||z —uz.|| <7, entio ||Gp(z)—x.| < gs(||z—2.|) e, consequen-
temente, Gp(B(x.,1)) C B(x,,r).

Demonstragdo. Primeiro, vejamos que para = = z,, como F'(z,) F(z,) = 0, temos
que

|G r(x.) — 2] < gr(ll. — z.])-
Agora, assuma que 0 < ||z — z,|| < 7. Do Lema 1.6.2 temos F’(z)*F(x) é invertivel.
Usando (3.4) e que F(z,) = 0, obtemos:

Gp(r) -2, = x—x,— [F'(2)*F'(2)] ' F'(2)"F(z)
= [F'(2) F'(2)] ' F'(2)"[F'(2)(2 — 2.) = F2) + F(x.)).
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Usando a equacao acima, a definicao da inversa de Moore-Penrose, a definicao de Er
em (1.23), os Lemas 1.6.1 e 1.6.2 e, a defini¢do da g; em (3.6), temos:

IGr(z) — 2l < [1F' (@)1 Ep(,2.)]
pes(llz = .|, 0)

= T80+ 1)
B = [l = ) = £l = 2] (e = )]
1= (e — =)+ 1)
B Ul = 2l — @) = S(le = @)
1=l -z + 1)
= gr(lle — ), (3.7)

0 que prova a primeira parte do lema.
Para concluir a prova, tomando € B(z,,r), onde 0 < || — z.]| < r < p, por
(3.7) e (1.22) obtemos

1Gr(2) =zl < gsllz = 2al) < [lz — 2.

Logo,
Gr(B(z4, 1)) C B(xy, 1),

o que conclui a prova do lema. ]

Lema 3.3.2. Suponha (h3). Se ||z — x,|| <t <r entao

gr(t
[Gr(e) ~ .l < | %82 o = .

Demonstracao. Se x = x,, pela definicao da G g, temos

9(t)
1Gr(w) =l = | F' (@) Fa)]| = 0= 257 1. — [P
Agora, como f' é estritamente crescente em [0, R), entdo a funcdo
0,v) 5t — W}(QH)}’ também possui essa mesma propriedade. Consideraremos

t
(h3) e mostraremos que +1} é estritamente decrescente.

k
T
k
Por f’ ser estritamente crescente em [0, R), obtemos que a fungao:

[0,v) 5 1/[1 = B(f(t) + 1)] (3.8)
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também é.
De (h3) temos que a fungao:

(0,0) >t — [tf'(t) — f()] /7 (3.9)
é estritamente crescente. Dai, multiplicando (3.8) e (3.9) obtemos que

[Lf'(t) = f(D)]
L= B () + D]

¢ estritamente crescente em (0, v).
Agora, usando a definigao da g; e (3.10), temos que

9:(t) Lf'(t) — ()]

t e (0,v) (3.10)

- 7 t e 07 )
e = wi—arm -+ <
a qual é estritamente crescente.
Dal, usando 0 < ||z — x,|| < t, obtemos
grlllz — =) _ gs(2) 95(t)
= gr(lle —z.]) < lr — [P

||I—l'*||p+1 - ¢tptl — ¢tptl

A dltima desigualdade e o Lema 3.3.1 nos diz que

gy ()
1Gf(x) = 2| < gg(llz_z.]]) < pras [ERE A

Portanto,

p+1

t
IOy g o,

G a) — ol < 2255
provando o lema. O

Corolario 3.3.1. A sequéncia {ty} estd bem definida, € estritamente decrescente e
estd contida em (0,p). Além disso, {tx} converge superlinearmente para 0, isto €,
.t
lim ——

k—o0 tk

.. A~ . t - .
= 0. Se adicionarmos (h3), a sequéncia {t’;i}} € estritamente decrescente.
k

Demonstracao. Afim de mostrar a boa definigao da sequéncia {t;} dada em (3.1), ve-
jamos que
p Bltef' (tr) — f(tx)]
k1 = ;
1—B(f"(tk) +1)

que a sequéncia {t;} é equivalentemente definida como:

e usando a defini¢dao da gy dada (3.6), temos facilmente

to = [|lzo — x|, thrr = g¢(te), k=0,1,... (3.11)
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Temos que a sequéncia {t;} estd bem definida. De fato, mostraremos que ¢, € (0, p).
Para isto, usaremos um argumento de inducao. Observe que
0 <ty = ||z — 2i]] < r < p, assumindo que 0 < t; < p para algum k > 0,
mostraremos que 0 < t541 < p. De fato, usando (1.22) e (3.11), obtemos

t t t
gf(k><1, te € (0,p) :>0<gf(k):—k“<1.
tr 17 123

0<

Dali,
0 <try <ty <p, (3.12)

isto é, 0 < ty41 < p. Portanto, {t;} esta contida em (0, p). De (3.12) ganhamos ainda
que {tx} é estritamente decrescente.

Logo, {t;} é limitada e mondtona, e consequentemente convergente. Seja t, tal
que limy_ ooty = t,, temos 0 < t. < p. Usando a continuidade da g; em [0, p) e
(3.11) segue que

o= Jm e = Jim ) = g (Jim tir) = s ()

Assim, 0 < t, = g¢(t.).

Se t, # 0 entdo por (1.22) (veja Proposi¢do 1.5.6) temos gy(t.) < t., o qual é
uma contradi¢ao. Logo limg ot = t. = 0, ou seja, {t;} converge para 0.

Agora, usando a definigdo de {t;} e lim;_g ng(t) = 0 (veja Proposi¢ao 1.5.6 ),
temos

im L g 92

k—oo 1y, k—oo T
t
Portanto, lim LA}
k—oo tk
t
Agora, como {t;} é estritamente decrescente e gtj;) J(ﬂ) ¢ estritamente crescente
(visto no Lema 3.3.2), obtemos
9r(tr) _ g5(te—) tern e
o<t = “pm ot P
k k—1 k k—1
Entao, a sequéncia {i,’j%} é estritamente decrescente. O
k
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Corolario 3.3.2. A sequéncia {xy} estd bem definida, contida em B(x,,r), converge
para T, e

lim e =Tl (3.13)
ktoo ||z — |

Se, adicionalmente, (h3) vale, entdo as sequéncias {xy} e {tx} satisfazem

tr t
ks — 2. < Lf—} e — a7 < L—] o — 2,k =0,1,2,.... (314)
k 0

Consequentemente, para k > 0

Demonstracao. Visto que xg € B(z,7)/{x.}, isto é, 0 < ||[zg — x| < 1, er < v,
provaremos por um argumento indutivo que {xj} estd bem definida e contida em
B(z,r). Como ||xg — x| < 7, supondo que ||zy — .|| < r, devemos mostrar que
|zk+1 — z4|] < 7. De fato, pois o Lema 1.6.2 garante a boa defini¢do da G, dai, por
(3.5) e do Lema 3.3.1, temos

[2ee1 = |l = |G (2r) = 2ol < [log = ]| <,

concluindo a prova por indugao.
Agora, como
|lop — x| <r, k=0,1,2,...,

provaremos que {zy} converge para z,. Como {zy} estd bem definida e contida em
B(z.,r), obtemos de (3.5), Lema 3.3.1 e Proposicao 1.5.6, segue que

0 <llzper = 2l = [1Gr(zr) = 2l < gg((lex = all) <z — 2ol <7 < p. (3.15)

De (3.15) obtemos {||zx — x|/} limitada e estritamente decrescente e, portanto,
convergente.
Sejal, = klim |zk—x4||. Como {||zr—x.| } esta contida em (0, p) e é estritamente
—00

decrescente, temos 0 < [, < p.
Agora, da desigualdade (3.15), temos

0 < lzper = 2l < grllln = 2all) < llze — 2]
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Dai, passando ao limite na desigualdade acima com k — oo e usando a continuidade
da gy em [0, p), obtemos 0 < [, < g¢(l,) < l,, o que por sua vez implica 0 < [, =
g¢(l.). Note que, se [, # 0, temos pela Proposicao 1.5.6 que g¢(l) < L., contradigao.
Logo, [, = 0.

Entao, limg o ||2x — z.]| = 0 e, consequentemente, x; — x,.

Para provar a igualdade (3.17), note que a desigualdade (3.15) implica

o< o=l _gllo—al) o
l2x — 2| lzx — .|
Como limy_,« ||z — z«|| = 0, usando a desigualdade acima e Proposi¢ao 1.5.6,
temos que
T S Y Y

koo |z — 2]

Agora, considerando (h3), mostraremos (3.14). Primeiro, através de um argu-
mento indutivo mostraremos que as sequéncias {zy } e {t;} definidas, respectivamente
em (3.5) e (3.11), satisfazem

|z, — 2| < te, k=0,1,... (3.16)

De fato, basta tomar tg = ||zy — 2||. Assim a desigualdade (3.16) é valida para
k = 0. Assumindo ||z — x.| < t; para k > 0, com {t;} C (0, p), provaremos que

[Zr1 — 2| < o

Usando (3.5), Lema 3.3.2, a hipdtese de indugao e (3.11), obtemos

gy (te)
[2h41 — 2o = [|Gr(z) — 2| < ;p—&-l @) — 2P < gr(te) = thsr

k

Entao ||zx11 — 2| < tei1, 0 que conclui a prova por indugao.
A primeira desigualdade em (3.14) serd obtida através da combinagao de (3.5) e
(3.16), e usaremos também o Lema 3.3.2 e a equagao (3.11):

gr(te) L1
s = | = [Gr(ee) = 2.l < S — ¥ = S —
k k

Para mostrar a segunda desigualdade em (3.14), observe que, do Corolario 3.3.1,

t / .
{tﬁi}} é estritamente decrescente. Logo:
k

trt1 ty

— < — k=0,1,...
1 1 y L

th to
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Portanto,

Tht1 1
[F] i = a7 < Lfo’ﬁ} |op — 2P, k=0,1,2,....
k

Por (3.14), obtemos:

t
||$k+1 - .CE*H < |:tp%:| HJ;k - $*|’p+17 k= 0, 1727

0
i) Se p =0, temos

t
s — .| < (r) —)

Aplicando essa desigualdade k vezes, segue que

t
o=l < () houca - ]

t t
< (b (—I)kaz—x*u

0 to

1 1 1
< (V) (2 laees — 2
< () (2) (2) ha

11 t1
— ool =) [lmo — x|
to to

HQJO - 'T*H7

que é o resultado desejado.
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ii) Se p #0, entao

e — 2| <

<

IN

IN

IN

IN

131
tp+1

pt1
tp+1 tp+1|| k=2 = Lx ||p+1)
tp“ (tp-i-l) [Zp—2 — .|| (e+1)*
(p+1)2
(tp“) (thrl ks — 37*||p+1)
t . (p+1)? (p+1)?
(&) () e

e

].
tp+1

t ) (p+1)? t (p+1)F 1 X
Rl p+1) ( p+1) e (m) g — .|+
to t t to
(1+(P+1)2+...+(p+1)F 1) (1+(p+1)%+...+(p+1)k 1)
L = o — . [+
t tg 0 *
(p+1)F -1 (p+1)F -1
R
to th 0
(p+1)k -1
(t_l) ! 1 t(p—i—l)k
0 tép—l—l)k—l 0
(p+1)F 1
tl p 1
to ty?

onde a segunda igualdade segue da soma de k termos de uma série geométrica
de razao (p+ 1). Assim:

(k1

t P
|2k — 2. < to (—1) V k e N.
to

Isto conclui a prova do corolario.
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3.4 Analise de convergéncia

Nesta secao apresentaremos a demonstragao o Teorema 3.1.1, principal resultado
desta

dissertacao. E importante ressaltar que este teorema é similar ao Teorema 2.0.1
do Capitulo 2 desta dissertacao, porém, com hipotese sobre a f relaxada.

Demonstragao. Do Coroldrio 3.3.1 obtemos que a sequéncia {t;} estd bem definida,
¢ estritamente decrescente e esta contida em (0,7). Além disso, {tx} converge su-
by

perlinearmente para 0, isto é, klim —— = 0. Agora, do Corolario 3.3.2 temos que a
—00

sequéncia {x} estd bem definida, contida em B(z.,r), converge para x, e

i e =l _
m 7 =
ot T — .|

0. (3.17)

Do Lema 3.2.2 ganhamos que existe um tnico zero de F' em B(x,,0). Além disso,

Se %m =1 e p <k, o Lema 3.2.1 nos garante que r = p é o melhor raio
de convergeéncia.

Por fim, se adicionarmos (h3), dos Corolérios 3.3.1 e 3.3.2 temos que a sequéncia

tp+l

b1 |, )
{ + ¢é estritamente decrescente e
3

t t p+1
nmﬂ—xmé{ﬁﬁ]wh—mw“ﬁ[f }Wm—mwﬂ,kzoﬂwu
L 0

Consequentemente, para k > 0

to [i—l]k, se p=0
|z — 2| < (p+1F -1
D
t(] i_é ) se p#o

o

Concluindo a prova do teorema.
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