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Resumo

O objetivo desse trabalho é estudarmos o controle hierarquico para uma equacao da
onda via estratégia de Stackelberg - Nash. Além disso, apresentaremos a existéncia,

unicidade e regularidade de solu¢oes para o problema proposto.

Palavras-chave: Controle hierarquico, Estratégia de Stackelberg - Nash, Controlabi-

lidade Aproximada, Sistema Otimizado.



Abstract

The purpose of this work is study the hierarchic control for a wave equation via
Stackelberg - Nash. Moreover, we present the existence, uniqueness and regularity of

solutions to the proposed problem.

Keywords: Hierarchic Control, Stackelberg - Nash Strategies, Approximate control-
lability, Optimality System.
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Notacoes e Simbologias

simbologias abaixo sao utilizadas no decorrer do texto.

(.,.) denota o produto interno em L?;
|.| denota a norma em L?;
((.,.)) denota o produto interno em H};

||| denota a norma em H{;

(.,.) quando nao especificado, denota diferentes pares de dualidades;
Vu = (%, %, . %) denota o gradiente da funcao u;

n

2 . ~

Au =) % denota o operador Laplaciano da funcao u;
i=1

(.S. - quase sempre;
— denota a imersao continua;
C . ~

— denota a imersao compacta;

C quando nao especificada, é uma constante positiva e arbitraria;

, 0

L(X,Y) denota o e espaco dos operadores lineares e continuos de X em Y/

D(f) denota o dominio de f.



Introducao

Este trabalho aborda inicialmente um estudo sistemético da Equacao da Onda Linear,
envolvendo os conceitos de solucao forte, solucao fraca, regularidade escondida da solucao
fraca e o conceito de solugao ultra-fraca onde nos baseamos no livro[23], e também um
estudo de controle hierarquico para a equacao da onda via estratégia de Stackelberg -

Nash.

Problemas de otimizacao aparecem com bastante frequéncia em uma série de proble-
mas de ciéncias da engenharia e economia. Muitos modelos matematicos sao formulados
em termos de problemas de otimizacao envolvendo um tnico objetivo, minimizar custos
ou maximizar o lucro, etc. Em situagoes mais realistas e relevantes, diversos objetivos

(em geral conflitantes) devem ser considerados.

Em um problema cléassico de controle mono-objetivo para um sistema modelado por
uma equacao diferencial, existe um controle v, atuando na equacao e tentando atingir

um objetivo pré-determinado, geralmente consistindo em minimizar um funcional J(.).

Quando nao existe uma restricao no espago de controle e o funcional J satisfaz algumas
hipoteses adequadas, existe uma tnica solucao u para o problema de controle, a qual é

determinada pela condigao de optimalidade V.J(u) = 0.

Em um problema de controle multi-objetivo existe mais do que um objetivo; possi-
velmente mais que um controle atuando sobre a equacao. Agora, em contraste com o
caso de um tunico objetivo, existem varias estratégias de forma a escolher os controles,

dependendo da natureza do problema.

Estas estratégias podem ser cooperativas (quando os controles cooperam entre eles,
a fim de alcangar os objetivos), ndo-cooperativas, hierarquicas, etc. Equilibrio de Nash
define uma estratégia de otimizacao nao-cooperativa multiplo-objetiva, inicialmente pro-

posto por Nash [28]. Desde que teve origem na teoria dos jogos e economia, a nogao de



jogador é frequentemente utilizado. Para um problema de otimizagao com G objetivos
(ou funcionais J; a ser minimizados), uma estratégia de Nash consiste em ter G jogadores
(ou controles v;), cada um deles otimizando seu proprio critério. No entanto, cada joga-
dor tem que otimizar seu critério, uma vez que todos os outros critérios sao fixados pelo
resto dos jogadores. Quando nenhum jogador pode melhorar ainda mais o seu critério,
isso quer dizer que o sistema atingiu um estado de equilibrio de Nash. Existem outras
estratégias para otimizag¢ao multiobjetiva, como a estratégia de Pareto (cooperativo) [30]
e a estratégia de Stackelberg (hierarquico) [32], etc.

Alguns trabalhos anteriores sobre as estratégias para o controle de equacoes diferen-
ciais parcias sao os seguintes. Nos artigos de Lions [18], [21], o autor d4 alguns resultados
sobre a estratégia de Pareto e estratégias de Stackelberg, respectivamente. No artigo de
Diaz-Lions [5], os autores provam um resultado de controlabilidade aproximada para um
sistema seguindo a estratégia de Stackelberg-Nash. Este resultado baseia-se na existén-
cia e unicidade de um equilibrio de Nash, que é provado pelos autores para alguns casos
particulares satisfazendo algumas restricoes.

Neste trabalho, estudamos a estratégia de Stackelberg para a equagao da onda, con-
siderando um equilibrio de Nash multi-objetivo (ndo necessariamente cooperativa) para
os "jogadores seguidores" (como é chamado no campo da economia) e um problema ideal
para o jogador lider com objetivo de obter controlabilidade aproximada. Nossa motivagao

¢ baseada no trabalho Lions [14].

Quando em 1990, durante as Jornadas Hispano-Francesas sobre Controle de Sistemas
Distribuidos, Jacques Louis Lion{] introduziu, pela primeira vez, o conceito de controla-
bilidade aproximada para equagao linear do calor [17], criou-se assim uma imensa gama

de problemas relacionados com o conceito de controlabilidade aproximada.
Formalizemos agora alguns desses conceitos. Consideremos a equacgao linear do calor
u—Au=nhl, em Q=Qx(0,7)
u=0 em X =00x(0,T) (0.1)
u(z,0) =ug(x) em €,
onde 2 & um dominio limitado do R, N > 1, com fronteira 92 de classe C? e T > 0.

d
Em (0.1) u; denota d_ltt , u=u(z,t) éoestado a ser controlado, h = h(z,t) é o controle

1J.L.Lions 1928-2001



e 1, ¢ a funcao caracteristica de w, onde w ¢ um subconjunto aberto nao vazio de €.

Notemos que o controle atua no interior de (2.

Assumindo que uy € L*(Q) e h € L*(Q), o sistema (0.1) admite uma tnica solugao

u € C([0,T); L*(Q)) N L*(0,T; Hy(Q2)). Consideremos o conjunto de estados admissiveis:
Ry (T) = {un(T) : uy, & solucdo de (0.1) com h € L*(Q)}.
Alguns problemas de controlabilidade podem ser formulados como se segue:

(i) O sistema (0.1) & dito aproximadamente controlavel se Ry (T) é denso em L?(Q)

para todo ug € L*().

(ii) O sistema (0.1) ¢ dito exatamente controlavel se Ry (T) = L*(f2) para todo ug €
L3(9).

(iii) O sistema (0.1) é dito nulo controlavel ou controlavel a zero se 0 € Ry (T) para

todo up € L*(9).

O sistema (0.1) é aproximadamente controlavel para todo subconjunto aberto néo
vazio w de €2 e T' > 0. Para mostrar isto, aplica-se o Teorema de Hahn Banach ou entao
se segue uma abordagem variacional desenvolvida em Lions [I7]. Em ambos os casos, a
controlabilidade aproximada é reduzida a uma propriedade de continuagao tnica para o

sistema adjunto de (0.1):

—pr—Ap=0 em Q
oz, t)=0 em 0Qx (0,7) (0.2)

0

o(x,T) =¢° em €.

Mais precisamente, controlabilidade aproximada vale para o sistema (0.1) se, e so-
mente se, a seguinte propriedade de unicidade é verdadeira: Se ¢ é solucao de (0.2) e
o =0em w x (0,T) entao, necessariamente, ¢ = 0 em  x (0,7, isto &, ©° = 0.

A questdo é que os teoremas de continuacao tunica dependem da natureza do pro-
blema estudado. Para tal, muitos autores tem conseguido teoremas de continuacao tinica
para diversos problemas, entre as quais pode-se citar, teorema da continuacao de Mi-

zohata [27], quando os coeficientes do operador que aparecem no sistema sao analiticos.



Quando os coeficientes do operador sao funcoes limitadas e mensuraveis, a controlabili-
dade aproximada foi investigada, entre outros autores, por C. Fabre [§], onde se prova a
propriedade de continuagao tnica para equacoes relacionadas com o sistema de Navier-
Stokes. A mesma generalizacao da continuagao tnica de Mizohata pode ser encontradas

em Saut-Scheurer [31].

Desde a publicagao do artigo [17], a controlabilidade aproximada tem sido motivo de
estudo de muitos autores, entre os quais podemos citar : Fabre-Lebeau [9], Fabre [§],

Fabre-Puel-Zuazua [10], Fernandez-Zuazua [I1], Zuazua [35].

No artigo de Diaz-Lions [5], estuda-se o controle hierarquico para um sistema dis-
tribuido (no qual o estado é definido pela solu¢ao de uma equagdo de difusdo). Eles
admitem que se pode agir sobre o sistema por uma hierarquia de controles. Existe um
controle global v, o qual é chamado de lider e existem N controles locais wy, ..., wy que
sao os seguidores. Os seguidores, assumindo que o lider fez a escolha de sua estratégia
(politica), procuram um equilibrio de Nash de suas fun¢oes custos e entdo o lider v faz sua
escolha final para todo o sistema, procurando atingir um estado ideal 47 num tempo T

por meio de um controle aproximado. Essa é a conhecida estratégia de Stackelberg-Nash.
Em resumo, o trabalho esta dividido da seguinte forma:

No capitulo 1 apresentamos os resultados preliminares, essenciais ao desenvolvimento
do nosso trabalho.
No capitulo 2 resultados de existéncia, unicidade e regularidade de solugoes sao estu-

dados.

Finalmente, no capitulo 3 apresentamos resultados sobre controle hierarquico para

equacao da onda.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentamos alguns resultados necessarios para que o leitor possa ter

uma melhor compreensao dos contetidos abordados no capitulo seguinte.

1.1 Topicos de Analise Funcional

1.1.1 Convergéncia Fraca e Fraca Estrela

Defini¢ao 1.1 (Convergéncia Fraca) Sejam E um espa¢o de Banach e (u,),en uma

sequéncia de E. Entao u, — u se, e somente se, (¢, u,) — {p,u), para todo ¢ € E'.

Defini¢ao 1.2 (Convergéncia Fraca Estrela) Sejam E um espago de Banach,
0 € E' e (p,)ven uma sequéncia de E'. Dizemos que @, — ¢ fraca estrela se, e so-

mente se, (p,,u) — (p,u), para todo u € E.
Definicao 1.3 Definimos por o(E, E") a topologia fraca de E induzida por E'.
Proposicao 1.1 Sejam E um espago de Banach e (x,)nen uma sequéncia em E. Entao:
(i) Sex, = x em o(E,FE) entio (f,x,) — (f,x), Vf € E';
(ii) Se z, — x forte entdo x, — = fracamente na topologia o(E, E');

(iii) Sex, =~ x em o(E,E') ese f, — f fortemente em E' (isto é, ||fn — fllzr — 0)

entdo (fn,z,) = (f, ).

Demonstracao: Brezis ([4], p. 58). O



1.1 Tépicos de Analise Funcional

1.1.2 Espacos Separaveis e Reflexivos

Definicao 1.4 Dizemos que um espaco métrico E& € separdvel se existe um subconjunto

D C E enumerdvel e denso.

Definicao 1.5 Sejam E um espaco de Banach e J a injecio candnica de E em E”.

Dizemos que E é reflexivo quando J(E) = E".

Quando o espago E ¢ reflexivo identificamos implicitamente £ ¢ E” (com ajuda do

isomorfismo J).

Teorema 1.1 (Banach-Alaoglu-Bourbaki). Sejam E um espaco de Banach e E' o

seu dual topologico. Entao o conjunto

B ={f € E';|fl| <1} € compacto na topologia fraca estrela.
Demonstragao: Brezis ([4], p. 66). O

Teorema 1.2 Sejam E um espaco de Banach separdvel e E' o seu dual topoldgico. Entao

o conjunto
Be ={f € E;|f|| <1} ¢é metrizdvel na topologia fraca estrela.

Reciprocamente, se Br: € metrizdvel na topologia fraca estrela, entao E € separdvel.

Demonstracao: Brezis ([4], p.74). O

Corolario 1.1 Sejam E um espaco Banach separdvel e (f,)nen uma sequéncia limitada
em E'. Entdao existe uma subsequéncia (fp, )ken de (fn)nen tal que converge na topologia

fraca estrela.
Demonstracao: Brezis (|4], p. 76). O

Teorema 1.3 Seja E um espaco de Banach reflerivo e suponhamos que a sequéncia
(fe)ken C E € limitada. Entdo existe uma subsequéncia (fi,)jen de (fi)ren € f € E tal
que

T, = [

Demonstracao: Evans ([7], p. 639). O



1.1 Tépicos de Analise Funcional

1.1.3 Convexidade e Otimizacao

Teorema 1.4 Seja F : D C H — R um funcional definido em um subconjunto D de

um espaco de Hilbert H. Suponha que F' tem as sequintes propriedades:

(1) D € um subconjunto convexo fechado nao vazio do espago de Hilbert H;
(ii) F ¢é sequencialmente semi-continuo inferiormente;

(iii) Se D é ilimitado, entdo F € fracamente coercivo.
Entao o problema de minimzacao

F(u) = Ivlé%l F(v) (1.1)

tem uma solucao e esta serd unica se adicionarmos a hipotese de F' for estritamente

convero.
Demonstracao: Zeidler ( [34], p. 54). O

Teorema 1.5 (Fenchel - Rochafellar) Suponha que A € L(X,Y) onde X e Y sdo
espagos de Hilbert e que ¢ : X — RU{oo} et 1 Y — R U {oo} sdo funcionais
nao-triviais convexos e semicontinuos inferiormente. Suponha que exista x € Dom(p) N
Dom(%)) tal que ¢ € continua em x e ¢ € continua em Azx. Entdo

inf [p(2) + P(Aw)] = — inf [p"(A"q) + 4" (—g)] = — min[p"(A"q) + 97 (=q)],

zeX qeY'*

onde ©* € a adjunta de ¢ e € dada por

©*(p) = EEEKP’ ) — ()]

Demonstracao: Brezis ( [4], p. 15). O

Proposicao 1.2 (Caracteriza¢do de Solugao) Suponhamos que N = Ny + Ny e que
N1 e Ny sao funcionais convexos e semi-continuos inferiormente de um subconjunto con-
vexo C' em R, com Ny sendo gdteauz-diferencidvel com derivada Ni. Entao, se p € C,

as condigoes sao equivalentes:



1.2 Teoria das Distribui¢coes Escalares

(i) u € solugao do problema

inf N(u)

(ii) <N{(M)=§ - ,U> + Na(§) — Na(p) > 0 VEe;

(ifi) (Ni(€).1—€) + No(u) — No(€) 20 VEeC
Demonstracao: Ekeland ([0], p. 38). O

Teorema 1.6 (Critério de Densidade) Seja D um subconjunto de um espago de Hil-

bert H. Entao, as sequintes condi¢oes sao equivalentes:

(i) D gera um subespago que € denso em H;

(ii) Todo funcional linear continuo f em H que se anula em D € identicamente nulo em

H.

Demonstracao: Aubin ([1], p. 30). O

1.2 Teoria das Distribuicoes Escalares

Definicao 1.6 Sejam 2 C R™ um aberto limitado ¢ ¢ : Q C R" — R wuma fungao
continua. Denomina-se suporte de ¢ ao fecho em ) do conjunto dos pontos x tais que

() # 0. Simbolicamente,

supp () = {z € Y (x) £ 0} .

Defini¢ao 1.7 Denota-se por C§°(S2) o espaco vetorial das fungdes continuas e infinita-

mente derivdveis em ) com suporte compacto em 2.

O espago C°(Q2) é de grande importancia para o nosso estudo, visto que estamos inte-

ressados em estudar funcionais lineares continuos definidos em C§°(€2).

Defini¢ao 1.8 Dizemos que uma sequéncia (v,), .y de funcoes em C5° (2) converge para

veN

© em C§° () quando forem satisfeitas as sequintes condigoes:

10



1.2 Teoria das Distribui¢coes Escalares

i) Existe um conjunto compacto K C Q tal que

supp (p) C K e supp(p,) CK, YveN
1) D%, — D% uniformemente em K para todo multi-indice .

O espago vetorial C§° (©2) munido da nogdo de convergéncia definida acima sera re-
presentada por D (§2) e é denominado de espaco das fungoes testes.
Denomina-se distribuicao escalar sobre () a toda forma linear 7" : D (£2) — R conti-

nua com respeito a topologia de D (Q2). Isto significa que T satisfaz as seguintes condigdes:
i) T(ap + ) = aT(p) + BT(Y), V,i € D(Q), Va,B € R

ii) T é continua, isto é, se uma sequéncia (¢, ),y converge em D (§2) para ¢ € D (),
entao,

T(p,) — T (p) em R.

O valor da distribuicdo T na funcao teste @ serd representado por (T, ¢). Equipa-se

o espago vetorial das distribuigoes escalares da seguinte nocao de convergéncia:

Considera-se o espaco de todas as distribuicoes sobre €). Neste espago, dizemos que
a sequéncia (7,), oy converge para T', quando a sucessao (T}, ),y converge para (T, @)

em R para toda ¢ € D (Q).

O conjunto das distribuicoes escalares sobre €2 é um espago vetorial real, o qual denota-
se por D'(Q2), é chamado espaco das distribui¢oes escalares sobre . Com o intuito de
estudarmos os espacgos de Sobolev, introduz-se o conceito de derivada distribuicional para
objetos de D' (€2). A motivagdo no conceito de derivada fraca e posteriormente o conceito
de derivada distribuicional dada por Sobolev, se deve a formula de integragao por partes

de Célculo, sendo este conceito generalizado para distribui¢oes quaisquer em D’ ().

Dada uma distribuicao T em D’ (2) e dado um multi-indice o € N™ defini-se a derivada
distribucional de ordem a de T como sendo a forma linear e continua DT : D (Q2) — R
dada por

(DT, @) = (=1)*'(T, D*p), para todo ¢ € D ().

Segue-se da defini¢ao acima que cada distribuicao 7" sobre () possui derivadas de todas

as ordens. Notemos que a aplicacao

DD (Q) = D (Q). (1.2)

11



1.3 Os Espagos LP(1)

¢ linear e continua no sentido da convergéncia definida em D’ (2). Isto significa que se

lim 7, =T em D'(Q) entdo lim DT, = DT em D' (Q). (1.3)

vV—00 V—00

1.3 Os Espagos LP(QQ)

Nesta secao, serao dadas algumas definicoes e propriedades elementares dos espacos

LP(Q).

Definicao 1.9 Sejam 2 C R™ um subconjunto aberto ep € R com 1 < p < oo. Definimos
LP(Q) = {f : Q = R; f mensurdvel e |f|" € L'(Q)}.

O espaco LP(€2) com 1 < p < 0o é um espago de Banach equipado com a norma

Il = [ [ 1#@Pas] "

Definicao 1.10 Seja 2 C R"™ um subconjunto aberto. Definimos

L=(Q) ={f : Q — R; f mensurdvel e 3 Cconstante tal que |f(x)] < C g¢.s em Q}.

O espago L*°(2) é um espago de Banach equipado com a norma

| fllzeo( = inf{C : |f(z)| < C q.s em Q}.

1 1
Teorema 1.7 (Desigualdade de Young) Sejam p > 1 e q > 1 tal que — + — = 1.
p q

Entao,

1 1
ab< —-ad’+-0%, Va>0 e Vb>0.
p q

Demonstracao: Brezis (|4], p. 92). O

Teorema 1.8 (Desigualdade de Hélder) Sejam as fungoes f € LP(Q2), g € LI(Q)
com 1 < p< o0 eq o erpoente conjugado de p; isto é % + % = 1. Entio fg € L'(Q) e

/Q Felde < 1111l lgllocey.
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1.3 Os Espagos LP(1)

Demonstracao: Brezis ([4], p. 92). O

Definicao 1.11 Dizemos que uma funcao f : 0 — R € localmente integrdvel em (1,

quando f € integravel a Lebesque em todo compacto K C Q. O espago das funcoes

1

10c(2). Em simbolos temos que

localmente integravéis € denotado por L

feL.(Q) <:>/ |fldx < o0, para todo compacto K C Q.
K

loc

As distribucdes que aparecem com mais frequéncia sao aquelas definidas a partir de

funcoes localmente integraveis.
Exemplo 1.1 Seja u € L .(Q) e definamos T, : D (2) — R por

(Tos) = [ ule)p(oyts
Nestas condicoes T,, ¢ uma distribucao escalar sobre ).

De fato, nao ¢ dificil mostrarmos a linearidade de T,,, pois segue da linearidade da integral.

Resta provarmos que 7}, é continua.

Seja uma sequéncia (¢, ),en de fungdes testes sobre € convergindo em D () para

uma funcao teste p. Entao, temos

|<Tm ¢u> - <Tua 90>| = |<Tu7 v — (P>|
/Q u(®@) (s — o) (z)de

< /Q|u(x)(80u — ) (x)|dx

< sup|y, — @\/ |u(z)|dx — 0,
Q

pois ¢, — ¢ uniformemente.

A distribucao T, assim definida é dita “gerada pela funcao localamente integravel u"e,
usando o Lema de Du Bois Raymond, tem-se que T, é univocamente determinada por

u, no seguinte sentido: T, = T, se, e somente se, © = v quase sempre em 2. Neste

1

1o () das fun¢oes localmente

sentido identificamos v com a distribuicao T}, e o espaco L

integraveis pode ser visto como parte do espago das distribuigdes D’ (£2)

Lema 1.3.1 (Du Bois Raymond) Seja u € L, (). Entio T, = 0 se, e somente se,

loc

u = 0 quase sempre em €.

13



1.4 Espacos de Sobolev

Demonstragao: Medeiros, L. A e Milla Miranda, M. ([24], p. 12). O

Observagao 1.1 Outro resultado interessante é que a derivada de uma fun¢ao Li..(S2),

nao é em geral uma fungao de L, ().

Tal fato, motivara a definicao de uma classe significativa de espacos de Banach de

funcoes conhecidas sob a denominacao de Espacos de Sobolev.

1.4 Espacgos de Sobolev

Como vimos na sec¢ao anterior, toda fungao u € LP()) possui derivadas distribucionais
de todas as ordens. Entretanto, as derivadas de u nem sempre sao também fungoes de

L7 ().

1.4.1 Os Espagos W"?(()

Chamaremos multi-indice a toda n-upla a = («ay, ag, ..., a,) de nimeros naturais.
Dado um multi-indice «, definimos a ordem |a| de « por |a| = a3 + as + ... + ay, e
representamos por D® o operador derivacao

olel

DY = —.
o1 an
Ox{'...0xY

Definicao 1.12 Sejam Q um aberto do R", 1 < p < oo em € N. O espaco de Sobolev
que denotamos por WP (Q), € o espaco vetorial das (classes de) fun¢oes em LP(Q)) cujas
derivadas distribucionais de ordem o pertencem a LP(SY), para todo multi-indice o com

la| < m. Simbolicamente escrevemos:
WmP(Q) = {u € LP(Q); D*u € LP(Q) para todo « tal que |a] < m}.

O espago W™P(€2) com 1 < p < 0o é um espaco de Banach equipado com a norma

/
||U||Wm,p(Q) = < Z /Q|Dau($)|pd$>1 P.

|a|<m

14



1.4 Espacos de Sobolev

Também W™ (1) é um espago de Banach com a norma
[ullwmoe@) = Y supess|Du(x)|.
|| <m
No caso p = 2, o espaco W™P(Q) sera representado por H™({2) que é um espaco de
Hilbert, cujo produto interno e a correspondente norma induzida em H™(2) sao dadas,
respectivamente, por
L\ 12
(V) mey = Y (Du, D)2y € |ullgm(e) = ( > / |D%u(x)] dm) .
la|<m laj<m €

Agora apresentaremos algumas desigualdades de Sobolev que nos ajudarao a alcancar os

objetivos propostos.

Corolario 1.2 Sejam Q um subconjunto aberto do R™ de classe C' com fronteira limi-

tada I" e 1 < p < o00. Entao:

) n—mp

Se n>pm, entdo W™P(Q)— L1(Q), ondeq € [1 L ]
Se n=pm, entao W™P(Q) — LI(Q), para todo q € [1,+00).
Se n=1 e m>1, entdto W™P(Q) — L*=(Q).
E todas estas inje¢oes sao continuas. Além disso, se p > n tem-se para todo u € WHP(L2)
u(z) = u(y)] < Cllullwirlz —y|* g5 2,y €,
onde a =1 — (N/p) e C depende apenas do 2, p e n. Em particular WP (Q) — C(Q).

Demonstracao: Brezis ([4], p. 285). O

Teorema 1.9 (Rellich-Kondrachov) Seja Q um subconjunto limitado do R™ de classe

C*' com fronteira I reqular. Entdo:

Se n>pm, entao W"™P(Q) < L1(QY), para todo q € [1, nfgm>

Se n=pm, entdo W™P(Q) < LIQ), para todo q € [1,400).

Se pm >n, entdo W™P(Q) < C(Q), onde k é um inteiro nio negativo tal que
k<m-—(n/p) <k+1.

Em particular, W' (Q) < LP(Q) com inje¢do compacta para todo p ( e para todo n).

15



1.4 Espacos de Sobolev

Demonstracao: Brezis ([4], p. 285). O

Teorema 1.10 (Gauss-Green) Se u € C'(Q), entdo/

uxidx:/uuidf (1=1,2,...,n).
Q r

Demonstracao: Brezis (|4]). O

Teorema 1.11 (Férmulas de Green)
(i) Se~y e H*(Q), entao

/VVVUd%Z—/UAWdiL’-F gluds, Yu € HY(Q).
Q

Q a0 oV

(ii) Se u,y € H*(Q), entdo

0y ou
Avy—vA = - .
/Q(u Yo Au)de /asz(ua’/ 76’/>d8

Demonstracao: Brezis ([4], p. 296). O

Teorema 1.12 (Representacdo de Riesz) Sejam 1 < p < oo e ¢ € (LP). Entao

existe um unico u € L1 onde — + — =1 tal que
p 4q

(o0 f) = / uf, Vel

Além disso, vale

lullze = ll@ll(zry-
Demonstracao: Brezis (|4], p. 97). O

Teorema 1.13 (Teorema do Trago) A aplicagdo linear

am—l

P gt

ou

w = (YoU, Y1y cevy Yin—1U) = <u\p, £

y

m—1
de D(Q) em H Wmfjﬁ’p(f‘), prolonga-se, por continuidade, a uma aplicag¢ao linear,
7=0
m—1 .
continua e sobrejetiva de W™P(Q) em H W P(T).
7=0

Demonstracao: Evans ([7], p. 258). O
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1.4 Espacos de Sobolev

Teorema 1.14 (Regularidade) Considere Q@ C R™ um congunto aberto limitado com

fronteira T de classe C%. Sejam f € L*(Q) euw € HY(Q) tal que

/Qwv¢+/gu¢:/gf¢, Vo € HL(Q).

Entio u € H*(Q) e ||ul|p2) < C|f|12(0), onde C € uma constante que sé depende de €.

Demonstracao: Brezis([4], p. 298). O

1.4.2 Os Espagos W;,""(Q) e W—™41(Q)

Observemos que, embora o espaco vetorial das fungoes testes u,v € D (2) seja denso
em LP((2) para 1 < p < oo, em geral, ele ndo é denso em W™P(Q2). Isto acontece porque
a norma de W™P(Q) é “bem maior"que a norma de LP(Q2) e & por isso que W™P(Q)
possui menos sequéncias convergentes. Isto motivou a definicao dos espagos Wy""(Q)

Como segue:

Definicao 1.13 Seja Q um subconjunto aberto de R™. Definimos

wrrQ) =D ),

No caso p = 2, o espago W;""(Q) sera representado por H" ().

Teorema 1.15 (Desigualdade de Poincaré) Suponhamos que Q) seja um subconjunto
aberto e limitado de R" ¢ 1 < p < co. Entao existe uma constante C (dependendo de
e p) tal que

ul| o) < OVl oy, para todou € Wy (Q).

Demonstracao: Ver Brezis ([4], p. 290). O

Observacao 1.2 Em particular, a expressao |Vu||r(q) € uma norma no espago Wol’p(QL

equivalente a norma |[ullwie). Em Hg(Q) tem-se o produto interno

que induz a norma |Vu| 2, equivalente a norma ||ul| g (q).
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1.5 Os Espacgos L? (0,7T; X)

Demonstracao: Brezis ([4], p. 290). O

Os espagos Wi""(Q2) e, em particular, os espagos HJ'(Q2), desempenham um papel
fundamental na Teoria dos Espacos de Sobolev e por conseguinte na Teoria das EDP’s.
Se 1 < p < oo e o numero g ¢ o expoente conjugado de p, isto é 1 + 1 = 1, entao repre-
sentamos por W~"4(Q) o dual topologico de W;"*(£2) e por H*]’Z’(Q)qo dual topologido
de HJ*(2). Em outras palavras, se f pertence a H~"(Q2) entao f é um funcional linear

limitado sobre H{"(£2).
Definigao 1.14 Se f € H1(Q) a norma é definida como sendo
| fll -1y = sup{(f,u); para todo u € H(Q) com ||u||H3(Q) < 1}.

Observacao 1.3 Em particular, as conclusoes do Coroldrio ¢ vdlido para o espago
Wol’p(Q) com um subconjunto arbitrdrio aberto 2 de R™. Analogamente, a conclusao do
Teorema ¢ vdlido para Wol’p(Q) com um subconjunto arbitrdario §2 aberto e limitado
de R™.

Demonstracao: Brezis ([4], p. 290). O

1.5 Os Espagos L7 (0,T; X)

Nesta secao, estenderemos as nogoes de mensurabilidade e integrabilidade para fun-
goes
f : [O7T] — X7
onde 7> 0 e X ¢ um espaco de Banach real com a norma ||.]|.
Defini¢ao 1.15 Denota-se por LP (0,T; X), com 1 < p < 00 o espago vetorial das (clas-
ses de) fungoes u : (0,T) — X fortemente mensurdveis com valores em X e tais que

se 1 <p < oo a fungio t — ||u(t)|5 € integrdvel o Lesbegue em (0,T) e se p = 00 a

fungao t — |lu(t)|| € L (0,7).

O espago L? (0,7; X) é um espago completo com a norma dada por

T 1/p
HuHLp(o,T;X)—(/O Hu(t)ﬂ%;dt) e l<p<oo

18



1.5 Os Espacgos L? (0,7T; X)

Se p = oo a norma acima ¢ substituida por
) = supess fu ()l = inf{C > 0: [u®)llx <C g5 em 0}
<t<

Apenas no caso em que p = 2 e X é um espago de Hilbert, o espago L?(0,T; X) ¢ um

espaco de Hilbert, cujo produto interno é dado por

(0,0) ooy = / (0 () u ()  d.

Quando X é reflexivo e separavel e 1 < p < oo, entdo L? (0,7; X') é um espago reflexivo
e separavel, cujo dual topologico se identifica ao espaco de Banach L¥ (0,7 X"), onde p

e p/ sao indices conjugados, isto é, % + [% = 1. Mais precisamente, temos
[LP(0,T; X)) =~ LY (0, T, X').
A dualidade entre esses espacos é dada na forma integral por

T
(03 1) L 0 x )< 1p (03 x) = / (v (&), (B)) xrcx dt.
0

No caso p = 1, o dual topolégico do espago L' (0,T;X) se identifica ao espago
L*>(0,T; X"), ou seja,
(L0, T; X)) =~ L=(0,T, X').

Definigao 1.16 Seja v € L'(0,T). Dizemos que s € (0,T) é um ponto de Lebesgue de
v, se para todo h > 0 tal que |s — h,s + h[C (0,T) entdo

lim — / W(€)dE = v(s)

Defini¢ao 1.17 Denota-se por C ([0,T]; X), comT > 0 o espago de Banach das fungdes

continuas u : [0, T] — X munido da norma da convergéncia uniforme

||U||c([o,T];X) = o%ag}% [u ()] < 0.

Teorema 1.16 Sejam X e Y espagos de Hilbert tal que X — Y e f € LP(0,T;X), [ €
LP(0,T;Y), 1 < p < oo, entao f € CO[0,T);Y).
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1.6 Distribuicoes Vetoriais

Demonstragao: Brezis ([3]).

Lema 1.5.1 Sejam X um espago de Banach, f € LP(0,T;X) e f" € LP(0,T;X) com
1 <p< oo, entao
fe (0,7} X).

(Possivelmente redefinidas sobre um conjunto de medida nula.)
Demonstracao: Lions (|20], p. 7). O

Teorema 1.17 Seja X um espago de Hilbert e u € L*(0,T; X). Entdo existe um tnico
funcional f € H™1(0,T; X) que verifica

(f,00) = (W, 0),¢)x ¥V 0e€D0,T) e ¢ €X.

Baseado nisto, identificamos f com u'. Por esta razdo, diremos que se u € L*(0,T;X)

entio v’ € H(0,T; X).

Demonstracao: Pathak (|29)]).

1.6 Distribuicoes Vetoriais

Seja um namero real 7> 0 e X um espago de Banach real com a norma ||.|

Defini¢ao 1.18 Uma distribuicao vetorial sobre (0,T) com valores em X, é uma func¢ao
f:D(0,T) — X linear e continua. O conjunto dessas transformagoes lineares é chamado

FEspaco das Distribuigoes Vetoriais sobre (0,T) com valores em X e é denotado por
D0, T;X)=L(D(0,T); X).

Defini¢ao 1.19 Seja f € D' (0,T;X). A derivada de ordem n € definida como sendo a

distribuicao vetorial sobre (0,T) com valores em X dada por

dar dar
(o) = U (152 veeDO.T).

Observacao 1.4 Se a fungdo f pertence ao espa¢o LP(0,T;X) com 1 < p < oo, entdo

define uma distribuicao que denotamos pela mesma funcao f e é dada por

flp) = /0 f(&)p(t)dt, para todo ¢ € D(0,T),

com valor integrdvel em X.
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1.7 Resultados Importantes

Demonstracao: Lions (|20], p. 7). O

1.7 Resultados Importantes

Nesta secao, apresentamos alguns resultados importantes que serao utilizados nesta

dissertacao.

1.7.1 Funcoes Proéprias e Decomposicao Espectral

Teorema 1.18 Assumimos 0 um subconjunto aberto e limitado de R"™. FEziste uma

sequéncia de nimeros reais (A )men donde

O<)\1§)\2§)\5§,

Am — 00 quando m — oo.

E uma base Hilbertiana (w;)jen de L*(Q) tais que w; € Hy(Q)

—Aw; = Nw; em €

w; =0 sobre T,

para j =1,2...
Diz-se que os nimeros (\,) sao os autovalores de —A (com a condi¢ao de Dirichlet) e

que as (wj)en $ao as fungoes proprias associadas.

Demonstracao: Evans ([7], p. 335) ou Medeiros ([25], p. 134). O

1.7.2 O Teorema de Carathéodory

Sejam D um subconjunto aberto de R™*! cujos elementos sao denotados por (z,t)
ondex e R"et e Re f: D — R" Dizemos que f satisfaz as condi¢oes de Carathéodory

sobre D quando:

e f(x,t) ¢ mensuravel em t para cada x fixo;

e f(x,t) é continua em x para cada t fixo;
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1.7 Resultados Importantes

e Para cada compacto K em D existe uma funcdo real integravel myg (t) tal que

|f (z,t)| < mg (t) para todo (x,t) € K.

Definicao 1.20 Uma solucao no sentido estendido do problema de Cauchy

x = f($>t)

x(tg) = wo;
é uma fungao ¢(t) absolutamente continua tal que para algum B real vale
1) (6(t),t) € D para todo t € [to — B, to + 5];

1)  ¢'(t) = f(t,0(t)) para todo t € [ty — B, to + ], exceto em um conjunto de medida

de Lebesgue zero.

Consideremos o retangulo
R={(z,t) e R"™; [t —to| < a, |z —xo| < b},
com a,b > 0. Entao, valem os seguintes resultados:

Teorema 1.19 (Carathéodory) Seja f : R — R" satisfazendo as condi¢oes de Ca-
rathéodory sobre R. Entao sobre algum intervalo |t —to] < 5 (8 > 0) existe uma solug¢ao

no sentido estendido do problema de valor inicial

' = f(x,t)

x(tg) = wo;

Demonstracao: Medeiros, L. A e Rivera, P. H. ([26], p. 156). O

Corolario 1.3 Sejam D um subconjunto aberto de R"*' e f satisfazendo as condigoes

de Carathéodory sobre D. Entdo o problema

' = f(x,t)

x(to) = wo;

tem solugdo para qualquer (to,xo) € D.

Demonstragao: Medeiros, L. A e Rivera, P. H. ([26], p. 159). O
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1.7 Resultados Importantes

Teorema 1.20 Sejam D wm subconjunto aberto limitado e conexo em R™, f uma
funcao que satisfaz as duas primeiras condi¢coes de Carathéodory sobre D e suponhamos
que ezista uma fungdo integravel m(t) tal que |f(t,x)| < m(t) para todo (t,z) € D. Seja
@ uma solugao de

¥’ = f(t,x) para quase todo t em I,

sobre o intervalo aberto (a,b). Entdo

i) existe p(a+0) e p(b—0), onde p(a+0) e p(b—0) sao os prolongamentos laterais

de ¢ a esquerda de a e a direita b respectivamente;

ii) se (b,p(b—0)) € D entao ¢ pode ser prolongada até (a,b + d] para algum 0.

Resultado andlogo para a;

iii) @(t) pode ser prolongada até um intervalo (y,w) tal que (v, o(y+0)), (w, p(w—0))
pertencem a 0D (0D fronteira de D);

iv) se f pode estender-se a D sem que ele perca suas propriedades entio o(t) pode ser

prolongada até um intervalo [y,w] tal que (v, (v +0)), (w, o(w —0)) € ID.
Demonstracao: Medeiros, L. A e Rivera, P. H. ([26], p. 159). O

Corolario 1.4 (Prolongamento de Solugdo) Sejam D = Bx[0,T], com0 < T < oo,
B ={z eR™|z| <b}, b >0 e a funcio f nas condigoes do Teorema |1.2(] Seja ¢ (t)

uma solugcao de

r' = f(1'7t)

z(0)=x9 e |xo| <0

Suponhamos que em qualquer intervalo I onde ¢ (t) estd definida tem-se |¢ ()] < M,
para todo t € I, M independente de t e M < b. Entao ¢ tem um prolongamento até
[0, T].

Demonstragao: Medeiros, L. A e Rivera, P. H. ([26], p. 164). O
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1.7 Resultados Importantes

1.7.3 Desigualdade de Gronwall

Lema 1.7.1 (Gronwall) Sejamm € L'(0,T;R), m >0 ¢.s em (0,T), a > 0 constante
real e g € L>(0,T), g >0 em (0,T) tal que

%g(t)2 < 2a% +2 /0 m(s)g(s)ds vt € (0,T).

Entao,

g(t) <2 <a+/0tm(s)ds) em (0, T).

Demonstracao: Medeiros, L.A ([22], p. 76). O

1.7.4 O Teorema da Unicidade de Holmgren

Teorema 1.21 (Teorema da Unicidade de Holmgren) Sejam Qy C Qs conjuntos
abertos e converos do R™ e P(D) um operador diferencial com coeficientes constantes
tal que todo plano caracteristico I1 com respeito a P(D) que satisfaz I1NQy # & também
satisfaz 11 N Qy # @. Entdo, para a solucdo u € D'(Qy) da equag¢iao P(D)u = 0 tal que

u =0 em Q; também satisfaz u =0 em (.
Demonstracao: Hormander ([12], p. 129). O

Proposicao 1.3 Seja T > 2d(€,Ty), onde d(2,Ty) = supd(x,Ty). FEntdo qualquer
zeQ
solucao fraca v do problema

' =AY =0 em Q
=0 sobre X

0
tal que a—d} =0 sobre X9 =T x (0,T) C X com I'g # @ implica que ¢ = 0.
v

Demonstracao: Lions ( [16], p. 92). O
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Capitulo 2

Existéncia, Unicidade e Regularidade

de Solucoes

Neste capitulo estudaremos a existéncia, unicidade e regularidade de solucoes para
um problema misto associado a equacao da onda.

Seja 2 um subconjunto aberto e limitado do IR"™ com fronteira I' suficientemente
regular. Denotaremos por v o vetor normal unitario exterior a I', e para um niimero real
T >0, seja Q= x (0,7) C R"™ o cilindro com fronteita lateral X =T x (0, 7).

Problema: Dados ¢°, ¢! e f, encontrar uma fun¢ao numérica ¢ : Q x [0,7] — R

que satisfaca
(

o'~ Ao=f em Q

=0 sobre X (2.1)

¢(,0)=¢%¢(,0)=¢" em Q

\

2.1 Solucao Forte

Nesta segdo provaremos a existéncia e unicidade da solu¢ao para o problema (2.1),

quando ¢°, ¢! e f sdo dados bastantes regulares.

25



2.1 Solucao Forte

Definicao 2.1 Dizemos que uma fungao ¢ : Q — R € solugao forte do problema (2.1)

quando:
¢ € L>(0,T; Hy(Q) N H*(Q)) (2.2)
¢' € L=(0,T; Hy(2)) (2.3)
¢" € L*(0,T; L*(Q)) (2.4)
¢"—Ap=f, qsemQ (2.5)
¢(-,0) =% ¢/(-,0) = ¢' em Q. (2.6)

O resultado que nos garante a existéncia e a unicidade da solucao forte para o pro-

blema (2.1) é enunciado como segue:

Teorema 2.1 (Solugao Forte) Sejam ¢° € Hy(Q)NH?*(Q), ¢* € HY(Q) e f € LY0,T; Hy(Q)).

Entao ezxiste uma tnica solugdo forte para o problema (2.1).

Demonstracao: Para mostrarmos a existéncia usaremos o método de Faedo-Galerkin

que consiste em trés etapas:
1. Construcao de solucoes aproximadas em um espago de dimensao finita;
2. Obtencao de estimativas a priori para as solucoes aproximadas;
3. Passagem ao limite das solugoes aproximadas.

Para provarmos a unicidade, usaremos o método da energia.
e Existéncia

Solugoes Aproximadas

Consideremos {w,}; uma base ortonormal em L*(Q2), formada pelos autovetores do

operador —A, ou seja, cada w; é solucao do problema espectral:
((wj,v)) = Aj(wj,v), Vv € Hy(Q).

A existéncia dessa base é garantida pelo Teorema Espectral. Seja V,, = [wy, wy, ..., wy,]
o subespago m-dimensional do H} () N H?(f2), gerado pelos m-primeiros vetores da base
{w,;};. O problema aproximado consiste em determinar fun¢oes ¢,,,(t) : [0,t,,) — Vj, tais

que
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2.1 Solucao Forte

t) = Z gim(t)w;(x)

onde os g, (t) s@o solugdes do sistema de equagoes diferenciais ordinarias:

—~
%:
3\
—~
~
SN—
4

)+ ((om(t),v)) = (f(t),v), Vv e Vi,
Gm(0) = @2 () — ¢V forte em H}(Q) N H?(S), (2.7)
0) = ¢y,

As convergéncias anteriores tém sentido, pois o conjunto formado pelas combinacoes

lineares de elementos de {w,,;m € N} é denso em H}(Q) N H?(Q).

Mostremos que para cada m € N fixado o sistema (2.7) tem solu¢do no intervalo

0,t,,] com t,, < T. De fato, fazendo v = w; em (2.7); temos que

(Qsln(t)a wi) + <<¢m(t)7w2)) - (f(t)7wi)7
isto é,
Zgjm Jwi, w;) + ((Z gimO)w;s, wi)) = (f (), wy).

Pela linearidade do produto interno, resulta que
m Y m
D GO (wsws) + D gy () (wy,wy)) = (f(2),w3).
j=1 Jj=1

Como para cada ¢ = 1,...,m temos que w; é solucdo do problema espectral, (w;, w;) =

Osei#je (wj,w)=1sei=j segue que

Gim(t) + Xigim (8) = (f (), wi), i =1,...,m

que é um sistema de m equacoes diferencidveis ordinarias de segunda ordem com coefici-

entes constantes ;.

Agora, como

Zg]m w] € qu - Zggm w]a

tomando o produto interno em L?*(€2) destas expressoes com w;, obtemos

(6m(0), wi) = (b, ¥ ,wi) = Gim(0),
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2.1 Solucao Forte

(@5,(0),wi) = (&3, wi) = G (0).

Dai, temos o problema de valor inicial

Gimn () + Xigim (t) = (f (1), w;)
ynl0) = (65,
9im(0) = (&5, wi).-

Observemos que gir (t) + Nigim(t) = (f(t),w;),i = 1,...,m pode se visto na forma
matricial da seguinte forma

Gim (1) A 0 - 0 gim(t) (f(t),wr)
gé’w'z(t) N f') >\'2 ? ganf(t) _ (f(t)',wg)
L I (1) | | 0 0 - Ay 1L Gmm (t) ] | (f(t), wn) |
Considerando
[ gin(®) | (M0 0] [ (f(t),wn) |
Y(t) = 9277(75) A= 0 )\.2 : 0 o M — (f(t).a wz) 7
L G (1) | 00 - Am i | (f(t), wm) ]

obtemos Y (t) + AY (t) = M. Assim, o problema de valor inicial é equivalente a:

Y'(t)=-A\Y(t)+ M

Agora, considerando

temos

Z,(Q{Y/'/(t) ' [ Y(i) ][ Y1)
Y (1) Y () + M Y (1)
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2.1 Solucao Forte

onde I,,, é a identidade m x m, 0 é a matriz nula m x m e 0 é a matriz nula m x 1.
Seja

m

Fl(Z,t) = 7 e FQ(Z,t) = s

-A 0 M

entao encontrar solugao para o problema de valor inicial anterior é equivalente a resolver
o seguinte sistema:
Z'=F(Z,t)+ F5(Z,t),
Yo

2(0) = = 7.
Y

Mostremos que esse sistema estd nas condicoes de Carathéodory. Com efeito, seja

G=U x[0,T], onde U = {z € R?*™; || z ||< b,b > 0}. Entao,

e Fixando Z, temos que Fi(Z,t) ndo depende de t e Fy(Z,t) é mensuravel, pois
f € LY0,T; H (). Logo Fi(Z,t) + Fy(Z,t) é¢ mensuravel em t para Z fixo.

e Fixando t, F}(Z,t) é uma transformgao linear e F5(Z,t) ndo depende de Z, logo é

constante , e assim Fy(Z,t) + F»(Z,t) é continua.

e Como 7 varia em U e sendo U limitado, entao existe uma constante C tal que
|| Fi ||gem< C. As entradas de Fy(Z,t) sdo fungoes integraveis em [0, 7], pois as m
primeiras entradas sao nulas e as m tltimas entradas sao em valor absoluto, iguais

a |(f(t),w;)|. Além disso,

(Fe )l = | / F(tyude| < [ 1£O)]wsldz

< /()|dw+—/|w]]2dx<oo
2 Jq 2 Ja

Assim, ||Fy(Z,1)||gzm < max. |(f(t),w;)| = mp(t), para todo compacto B contido em
G. Logo [[F1 + Fy|[gem < |[Fi||rem 4 || F2||pem < C'+mp(t) = Mp(t).

Portanto pelo corolario , o sistema possui solu¢do em [0, t,,], com t,, < T, e pelo
corolario essa solugao pode ser estendida a todo intervalo [0, 7] como consequéncia

das estimativas a priori que faremos a seguir.

Estimativa I. Fazendo v = 2¢/ (t) € V,, em (2.7);, obtemos

(0 (1), 207, (1)) + ((&m (1), 260,(1))) = (f(2), 20, (1))-
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2.1 Solucao Forte

Observemos que,

d /

(0061, 20, (1)) = 260 (0), 8, (1)) = (0, 6, (6)) = 2160, (1)

(6 (1), 26, (0))) = 2((6, (1), b(1))) = H((610), 60 0)) = 0D

Assim, resulta que
d / 2 d 2 /
ol O + = |om®)]? = (F(1), 24 (£)). 2.8
1P + om0 = (£, 260,(1) (28)
Integrando (2.8) de 0 a ¢, obtemos

6O + lom@)* = | |* + lonlI* + 2/0 (f(5), u(s))ds. (2.9)

Utilizando as Desigualdades de Cauchy-Schwartz, Hélder e Young, segue que

2 [ ) dens < / (F(s) 64 (5))|ds
< / ) 160(5)lds

2 1s6nas)" (e oras)’

< /|f |ds+/ () 16(s) .

IN

Substituindo a altima desigualdade em (2.9), obtemos

a0 + a0 < 67 + 165307+ [ 15 ds+ [ 16 )as. (210)
Assim, pela hipotese sobre f e pelas convergéncias (2.7); e (2.7)s, entao de (2.10) vale
|05, O + [om®)]* < C + /t [F() (10 () + [[dm(s)]]*)ds, (2.11)
onde C' independe de m e t. Aplicando o Lema em (2.11), obtemos
(@5, (01 + lom (B)]]* < C, (2.12)

onde C independe de m e t. Logo, pelo corolario (1.4) podemos estender a solugao para

todo o intervalo [0, 7.

Estimativa II. Fazendo v = —2A¢) (t) € V,,, em (2.7);, temos

(0 (1), =240, (1)) + ((¢m(t), =246, (1)) = (f(t), —241,,(1)),
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2.1 Solucao Forte

ou seja,

d d

Ellcbin(t)ll2 + %IA%(%)I2 =2((f(t), ¢ (1)))- (2.13)
Integrando de 0 a ¢, onde t < T, segue que

165 (D17 + [Adum ()* = [Idn]|* + A8, * + 2/0 ((f(s), &m(s)))ds. (2.14)

Utilizando as Desigualdades de Cauchy-Schwartz, Hélder e Young, resulta que

2 / (F(3). 8u(s))ds < 2 / ((F(5), 4 (5)))ds
< 2/0 )] 116 ()] ds

< 2 [ 1) ([ U o)

< [1slids+ [0 Pds

Substituindo a ultima desigualdade em (2.14), e considerando a hip6tese sobre f, (2.7)s, (2.7)3

segue que

T
105 (O + [Adm (O)* < [ émll* + |Ag, [ +/0 [1£(s)llds (2.15)

t t
+/0 £ ()] (167, (s)]|*ds < C+/0 £ ()] ) (5)]7ds
Aplicando o lema ((1.7.1), temos

1611 + [A¢m()* < C, (2.16)

onde C' > 0 independe de m e t.

Passagem ao limite. Por (2.12) e (2.16), temos que

(¢n) € limitado em L>(0,T; Hy(9)), (2.17)
(¢,,) ¢élimitado em L>(0,T; H,(9)), (2.18)
(A¢,,) ¢ limitado em L>(0,T; L*(Q)). (2.19)

Observe que temos as seguintes identificagoes,
[LY0, T H™H(Q))) & L>(0, T Hy (),

[L1(0.T; Q)] ~ L®(0,T; L*(%2)).
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2.1 Solucao Forte

Agora, por (2.17) — (2.19) e também por L'(0,T; H'(Q)) e L*(0,T; L*(2)) serem se-
paraveis, temos, pelo corolario (1.1, a existéncia de uma subsequéncia de (¢,,), ainda

denotada da mesma maneira, tal que

Gm — ¢ em L=(0,T; HY(Q)), (2.20)
¢ o em L(0,T; HL(Q)), (2.21)
Ady = B em L>™(0,T; L*(Q)). (2.22)

Mostraremos agora que o = ¢’ e f = A¢. De fato, temos por (2.20) que ¢,, —> ¢

em D’'(Q) e como o operador derivacao é continuo em D'(Q), entao
¢ —> ¢ em D'(Q), (2.23)

Ady, — A¢p em D'(Q). (2.24)

Por (2.21)-(2.24) e pela unicidade do limite, segue que
G — ¢ em L>(0,T; Hy(92)), (2.25)
Agy = A¢p em L¥(0,T; L*()). (2.26)

Consideremos em (2.7), v € D(Q) e, em seguida, multiplicando (2.7); por 8 € D(0,7)

e integrando de 0 a 7', obtemos
[ et [ ontnonpn = [ (e vear
Observemos que ((¢n(t),v)) = An(dm(t),v) = (=Adn(t), v). Portanto,

/O(qb;;(t),v)G(t)dt—/o (A¢m(t),v)9(t)dt:/0 (f(t),v)0(t)dt. (2.27)

Notemos que

e por (2.25), temos que
T
0

—/ (gb’m(t),v)é’(t)dt—>—/0 (¢'(t),v)0 (t)dt. (2.28)
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2.1 Solucao Forte

Também por (2.26), vale que

- [ @on o — ~ [ o vstay (2:20

Fazendo m — oo em (2.27) e usando (2.28) e (2.29), obtemos

- / (&/(), 0)8 ()t — / (AG(t), v)0(t)dt = / (f(t). )00t

que é equivalente a

— /T/<;§’xt t)dxdt — //Agba:t t)dzdt
_ / /f o, )o(2)0(t)dedt. >

Seja B(z,t) = v(x)0(t) € D(Q). Portanto,

—/OT/ng’(:c,t)ﬁ’(:c,t)dxdt—/OT/QAqs(x,t)ﬁ(x,t)dxdt:/OT/Qf(a:,t)ﬁ(x,t)dxdt.

Observemos que

T
- / / 2,08, rdt = (8, )iy i) = { 5) piormi = (" Br@pier

Assim, temos

(9", B)p ()0 /Q(f(x,t) + Ap(x,t))B(x, t)dxdt.

Dessa forma, a distribuigao ¢” ¢ definida por f + A¢ € L*(0,T; L*(Q)) e
/Q 6 (2. 1) — Ad(z, 1) — f(x, )8, t)dadt = 0,Y5 € D(Q). (2.31)
Logo, pelo lema , segue que
¢"—Ap=f qs em Q.

Condigoes Iniciais.

o 9(0) =¢"
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2.1 Solucao Forte

Pelo teoremal(|l.14) temos ¢ € L>=(0,T; Hy () N H*(Q)) e ¢' € L>(0,T; H}(Q)), entdo
pelo Teorema (1.16), segue que ¢ € C°([0,T]; Hi(Q)) e assim faz sentido ¢(-,0). De
(2.25), resulta que

/ﬁ (6 (£), 0)0(E)dt —> /g (&(8), 0)0()dt, Vo € HL(Q)

onde 6§ € C*(]0,T]), com 6(0) =1 e 6(T) = 0. Logo,

[(W ﬁ%/ﬁ 0(t)dt. (2.32)

Integrando por partes, temos

T

~ (o) = [ @nl0p O — ~00L0 - [ GO0 @)

0

Como, por (2.20), temos

/0 (6, 0)8 (D)t — / (6(t), )0/ (1),

concluimos de (2.33), que

(6 v) — (6(0),v), Vv € Hy(Q)

m?

Por outro lado, de (2.7),, segue que

(6%, v) — (¢°,v),Yv € H ().

m’

Dessa forma podemos concluir que ¢° = ¢(0).
e ¢(0) =o'

Como ¢/ € L>(0,T; HY(Q)) e ¢” € L*(0,T; L*(Q)), entdo pelo Teorema (1.16)), temos
que ¢’ € C°([0,T); L*(Q2)), e assim faz sentido calcular ¢/(-,0). Multiplicando (2.7); por
0s € H'(0,T), definida por

_—t+1, se 0<¢t<$
Os5(t) =4 9
0, se 6<t<T

e integrando de 0 a 7', obtemos

/0 (& (1), v)05(8)dt + / (= Ay (t), )65 1)t = / (F (1), 0)05()d.
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2.1 Solucao Forte

Integrando por partes o primeiro termo, segue que

6 0 T
(=ho) + 5 [ it [ aonroman = [ (0000

Fazendo m — oo na ultima igualdade e observando as convergéncias (2.7)s, (2.25) e

(2.26), temos

(oL, v) + % /j(gb’(t),v)dt + /06(—A¢(t),u)95(t)dt _ /OT(f(t),v)Q(;(t)dt. (2.34)
Agora, fazendo 6 — 0, concluimos que
(—¢"0) + (¢'(0),v) = (=¢" + ¢'(0),v) =0, Yve L*(Q),
ou seja, ¢' = ¢/(0).
« Unicidade

Suponhamos que ¢ e ¢ sdo duas solucdes nas condicdes do Teorema (2.1). Entdo
p = ¢ — ¢ satisfaz
p € L>(0,T; H}(Q) N H*())
o € L=(0,T; HY(Q))
o' € LY0,T; L*())
" —Ap=0, q.sem Q
p(+,0)=0,p(-,0)=0 em Q.

Logo faz sentido a seguinte equacao

/ p"pldzdt — / App'drdt =0
Q Q

Assim, usando a primeira féormula de Green e integracao por partes obtemos
Ld, ;o 2
—— t =0
S (0P +1lolP) = 0,

e portanto, p = 0, ou seja, ¢ = ¢. 0

Teorema 2.2 ( Desidualdade da Energia) Se ¢ é solugao forte do problema (2.1),

entao

16/ (D1 + 1A0()]* < llo"[]* + |A<b°|2+2/O ((f(5),¢'(s)))ds em [0,T] (2.35)
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2.1 Solucao Forte

Demonstracao: Considerando em (2.7) v = —2A¢/,(t) € V,,, obtemos

(@ (), =240, (1)) + ((¢m(t), =246, (1)) = (f(t), —241,,(1)),
ou seja,
d / 2 d 2 /
SOOI + 1 AGm (D) = 2((/(0), 8,(1))
Integrando a tltima igualdade de 0 a t < T obtemos
105 (D11 + 1AGm (O = [|¢m|* + [Adp|* + 2/ ((f(5), &, (s)))ds (2.36)

Multiplicando ambos os lados de (2.36) por § € D(0,T) e integrando de 0 a T', temos

/|w (0]Po(1) ﬁ+/)M%l|ecu [ kot
(2.37)
v [ 1aspaa 2 [ ([ onas oo

0
Pelas convergéncias em (2.25) e (2.26) temos, pelo teorema (1.3), que

[ 1snowa < im [ o w00 (23%)

T T
/ AG(H)[20(t)dt < lim / A ()02 dt. (2.39)
0 0
Tomando lim em ambos os lados de (2.37) e tendo em conta (2.7), (2.7)3, (2.25),
2.26), (2.38), (2.39) e que limp + limv < lim(p + v), segue que
(2.26), (2.38), (2.39) e que limu p gue q

Q/H¢!W ﬁ+/‘M¢|e i< [t oo
(2.40)
v [ 1aepaase [ ([ (o) o6mas)aa

Substituindo 0, em (2.40), por uma fungao 0, € D(0,7T), definida por

6(t), em (s—h,s+h)C(0,T)
On(t) =
0, em (0,7)—(s—h,s+h)
e dividindo ambos os lados por 2h > 0 e fazendo h — 0, obtemos

1 s+h ) 1 s+h )
tim = [ mewww+g&alhmmmwwu

—h

] 1 s+h ) 1 s+h

<£%§E/" N¢H%UWﬁ+ﬂg§Ll%|A¢Vﬂﬂﬁ
1 s+ t

~wgﬁﬁ/ (A«ﬂ%ﬁ@mwﬁwﬁ

e, portanto usando a defini¢ao(1.16) temos a desigualdade de energia (2.35). O
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2.1 Solucao Forte

Corolario 2.1 Se ¢ € solucao forte do problema (2.1), entdo

18/ @)11+186(0)] < C(ll6!]] + 146" + / 1£(s)lIds) em [0,7] (2:41)

Demonstragao: Seja ¢ a solucao forte do problema (2.1). Entao do Teorema (2.2),

segue que

(6@l +180()1) < 2(116']| + A7) +4 / N1 ()] + [A(s))ds

Tomando g(t) = [|¢'(t)|| + [A¢(t)], a = [|¢']| + |A¢°| e m(s) = 2|[f(s)||, obtemos que

;g(t) < g(t)* < 2d° +2/ m(s)g(s)ds em [0,T].

Pelo Lema ((1.7.1), resulta que
t
g(t) < 2<a + / m(s)ds) em [0,T]
0
o que implica na desigualdade (2.41). O

Teorema 2.3 (Regularidade da Solucao Forte) A solucdo forte ¢ de (2.1) pertence

a classe
¢ € C°([0,T]; Hy () 0 H?()) N C([0, T); Hy (2)) (2.42)

Demonstracao: A solucao forte é o limite fraco de uma sequéncia de aproximacoes da

forma
m

ml@t) =) g;(thwy(2), (2.43)

Jj=1

onde os g;(t),1 < j < m sao solucoes do sistema de equagdes diferenciais ordinarias

g; (1) + Njgi(t) = (fyw;), 1<j<m (2.44)

com as condicoes iniciais

9;(0) = (¢°,w;) e g;(0) = (¢", wy). (2.45)

Agora aplicaremos o Método de Variagoes de Constantes de Lagrange (ver [13]).

A solugao geral da equagdo homogénea associada a (2.44) é da forma:

gin(t) = (6%, w;)cos(/N\jt) + \/_gz5 Jw;)sen(y/At).
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2.1 Solucao Forte

Calculando o Wronskiano W, obtemos

W= gjl(t) ng(t) _ cos(\//\—jt) sen(\/)\—jt) :\/T
gh(t) galt) —Asen(\ /At /Agcos(y/At) ’

Assim, temos uma soluc¢do particular de (2.44) da forma
sen(y/Ajt)cos(y/Ajs) — cos(y/Ajt)sen( t
gplt) = [ VA oty Atenty
0 /\]
= \/_ ), w;)sen(y/Aj(t — s))ds.

s), w;)ds

Portanto a solucao de (2.44) com dados iniciais (2.45) é dada por

g;(t) = gjh(t) +9jp(t) = (¢°, w;)cos( \/_t \/_ (o', w;)sen( \/_t

), wj)sen(y/Aj(t — s))ds,
\/— (VA(t = 5))

para 1 < j < m. Logo substituindo em (2.43), a solu¢ao aproximada é dada por

]in;[( ¢°,w;)cos(\/\jt) + \/_qb ,wj)sen(y/Ajt)

\/_/ ), w;)sen(y/Aj(t — s))ds} w;(z)

Encontrada explicitamente, a expressao da solugao aproximada, passemos a provar a

regularidade (2.42).

o ¢ € CO[0,T]; Hy () N H?(Q2))

Mostraremos que (¢, )men ¢ uma sequéncia de Cauchy em C°([0,T7; H3(Q) N H()).

De fato, considerando m,n € N com m > n, temos

2

160(8) ~ e = || 3 oyt ][ — ~| 3 ahaw

i=n+1 i=n+1

Sendo —Aw; = \yw; e {w;}; uma base ortonormal em L*(Q2), pelo Teorema de Pitagoras,

obtemos
0m(t) = nOEsgapn = | 3 siONw@)] = 3 g
i=n+1 i=n-+1
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2.1 Solucao Forte

Analisando o dltimo termo da igualdade anterior, deduzimos
g (NP = ‘(b wi)Aicos(v/Nit) + )sen(v/Ait)
\/_
\/_ ), w;i)sen(y/Ai(t — s))ds‘
\

< (16" wricos(v/Ait) + | (6", wisen(v/A)

2

), wi)sen(v/Ai(t — s))ds‘)
Y| + ‘ Lowy) | + ‘ / ), w;)ds
Yo x

Aplicando a desigualdade (a + 0)? < 2a? + 20* duas vezes, obtemos

w2 [ (st

Como {w;}; é uma base ortonormal em L?((2), entao {%} e {

e

(166, wi)

).

2
|gi(t)N[* < 4](¢°, wi)\i] ds) . (2.46)

+4‘\/_¢ w)

Wi } sao bases
yorlt

ortonormais em HJ(Q2) N H(Q) e H () respectivamente. Mais ainda, pode-se provar
que {%}Z ¢ completo em H}(Q)N H?(Q). Suponhamos f regular. Logo pela identidade
de Parseval, obtemos

(S (2 2) PPN RTSTAS (G 3)

2

0

Como

((¢0 l)t\h))Hl( Q)NH2(Q) ( ¢0 Awl) - (AQSO A;ﬁ) = _(A¢0awi)

Z

(6 ) g = (59 ) = =(# 7) = (4 75) = @ 75

deduzimos que

Z\A¢Owl —0 e Z‘

i=n+1 i=n-+1

Notemos agora que sendo f(s) € H (), temos

) =3 ((r6s). j}));}

i=1
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2.1 Solucao Forte

donde

2

g = |32 (16 50 = 2 fston

Como consideramos f regular, ou seja, f € C°([0,T]; H}(9)), aplicando a desigual-

dade de Cauchy-Schwarz, obtemos

([ [crwoelas) <7 [ oo

Portanto o altimo termo do lado direito de (2.46) pode ser visto como

ds <T/ Z‘

2
ds.

m

> ([ Jerw

i=n+1

(2.48)

quando m,n — oo.

Assim por (2.47) e (2.48), deduzimos de (2.46) que

Z lg:(H)N\i|* = 0, quando m,n — oo.
i=n+1

e portanto, a sequéncia (@, )men € tal que

P — ¢n|’éo([O,T};HS(Q)ﬂHQ(Q)) = qnax P (t) — ¢n(t)|’§{3(9)m{2(9) — 0,

quando m,n — 0o, ou seja, (¢, )men ¢ uma sequéncia de Cauchy em C°([0,T]; H}(Q) N
H?(Q)), e assim (¢, )men € convergente e seu limite ¢ a solugao forte ¢ € CO([0, T; Hi ()N
H?(4)).

o ¢ € C%([0,T]; Hy(2)).

A derivada de (2.43) com respeito a t é

=3 ot
onde
gi(t) 0 wi)v/ Aisen(v/Nit) + (¢, wi)cos(V/ Ait) + / ), wi)cos(v/ At — s))ds.

Suponhamos m > n com m,n € N. Logo,

) = 40P = || 3 sita

i=n+1 i=n+
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2.2 Solucao Fraca

Aplicando o teorema de Pitagoras, obtemos

16 (1) — G (B)II* = Zlgz ()N

1=n+1

Usando os mesmos argumentos da primeira parte, para o termo de lado direito da igual-

dade anterior, obtemos

OVAR <11 @won P 446wV AT +2( [ [ mvA

Observemos que

ds>2.

v on

Logo pelos mesmos argumentos usados para obter (2.47) e (2.48), deduzimos que

(6%, wi) = (AG°,wy); (&1, wi) V& = (&1, wi) =3 (f(s), wi) VA = (f(5),wy)

Z lg:(H)\/Nilz — 0, quando m,n — oo,

1=n+1

e (¢, )men & tal que

e ¢;1||2CO([O,T];H6(Q)) = Orgtag% |¢r,(8) = ¢, (1)]]* = 0, quando m,n — 0,

ou seja, (¢!, )men ¢ uma sequéncia de Cauchy em C°([0,T]; H}(2)) e segue que ¢ €
Co(0.7): HA(€). .

2.2  Solucao Fraca

Nesta se¢ao o objetivo é considerar o problema (2.1) com dados iniciais ¢°, ¢! e f
menos regulares. A solucao obtida com essa pouca regularidade sobre os dados, sera

denominada solucao fraca .

Teorema 2.4 (Solugdo Fraca) Sejam ¢ € Hj(Q),¢' € L*(Q) e f € L'(0,T; L*(2)).

Entao existe uma inica funcao ¢ : QQ — R tal que

¢ € L>®(0,T; Hy(2)), (2.49)
¢ € L>(0,T; L*(Q)), (2.50)
¢" € L0, T; H (), (2.51)
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2.2 Solucao Fraca

%(gb’,v) + ((¢,v)) = (f,v),¥Y v € Hy(Q) em D'(0,T), (2.52)
¢" —Ap=f em L'Y0,T;H 1 (Q)), (2.53)
$(0) = ¢°,¢'(0) = ¢". (2.54)

Demonstracao: A existéncia da solucao fraca serd provada por aproximacdo de uma

sequéncia de solugoes fortes encontradas na secao anterior.
e Existéncia

Dados {¢°, ¢*, f} € {HZ(Q), L3(Q), L*(0,T; L*(Q))}, como Hy(Q)NH?*(Q) — Hy (),
HY(Q) — L2(Q) e C°([0,T); CH(Q)) — L'Y0,T;L*(£2)) temos que existem sequéncias
(6%), (01) e (fin) em HE(Q)NH?(Q), H(Q) e C°([0, T); C*(Q2)) respectivamente tais que

0 (z) — ¢° forte em HE(Q),
o () — ¢! forte em L%(Q), (2.55)
fm — [ forte em L'(0,T;L*(Q)).

Para cada m € N, o Teorema (2.1) nos garante a existéncia de uma tnica fungao

Om - Q@ — R tal que

¢m € L(0,T; Hy(Q) N H*()), (2.56)
¢, € L=(0,T; Hy(Q2)), (2.57)

¢! € L>(0,T; L*(12)), (2.58)

G — Db = frn qsem Q, (2.59)
Om(0) = ¢, 9,(0) = ¢y, em Q. (2.60)

Como
(@ (t),0) + (Dm(t), ) = (fn(t),0)), ¥V € (0,T) e Vv e L*(0,T; Hy(Q)), (2.61)
tomando v = 2¢/ (), obtemos
2(¢ (1), ¢ (1)) + 2((m (1), 61, (1)) = 2(fm (1), &1, (1)),

ou seja,

%(Wm(t)l? +Em (7)) = 2(fin (1), 9, (1))-
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2.2 Solucao Fraca

Integrando de 0 a ¢, obtemos

|60 (O + [ Gm(DI* = | [* + [|00|* + 2/0 (fm(£), &, (1)) dlt. (2.62)

Utilizando as desigualdades de Cauchy-Scharwz, Holder e Young, resulta que

T t
r¢;@n2+wmxxwu2§|¢;F—+H¢&H2+-[:|fm@ndt+14 ()10 () Pds.

Portanto, pelas convergéncias dadas em (2.55), segue que

|05, (0 + [[om(t)]]* < C + /Ot | fin(8)[[ 0} () |*ds,
e pelo Lema , obtemos
@5 (0 + lom(B)]]* < C, (2.63)
onde C' > 0 independe de m e t. Assim,
(¢n) & limitada em L>(0,T; Hy(9)), (2.64)
(¢0,) élimitada em L>(0,T;L*()). (2.65)

Pelo corolario (|1.1)), existe uma subsequéncia de (¢,,) ainda denotada da mesma forma,

tal que
$m — ¢ em L>(0,T; Hy(9)), (2.66)
¢ ¢ em L™(0,T; L*(N)). (2.67)

Multiplicando (2.61) por 6 € D(0,T) e integrando de 0 a T', temos

T T T
| @ opwa s [ (@nto.onpwi= [ (10,0600
0 0 0

Observemos que,

| et vea = [ G000 = [ @000 0

Assim, usando (2.66) e (2.67), V60 € D(0,T) e v € H}(Q), obtemos que

14wvmwww+£<w@mwwwzéammwww (2.68)

43



2.2 Solucao Fraca

Logo,

((@'(1),0), 0" (1)) e.p(@) + (((8(2), ), 0(t)) D) iy = ((f (1), v), 0(8)) > (). D)

ou seja,

(£(6(0),0) + (6(0),0)) — (F(2),0),6()) = 0.0 € DO,T) e Yo € HY(©).

Assim,

d

(@), 0) + (@), 0)) = (f(£),0), em D'(0,T) V ve Hy(Q).

Considerando, em particular, v € D(£2), temos

<(Z§H, U>D’(Q),D(Q) — <A(]§, U>D’(Q),D(Q) = <f, 'U> em D/(O, T), (269)
ou seja,
(qb” — A¢ - f, U>D’(Q),D(Q) =0 em 'DI(O, T), V ve D(Q)

Logo,
"—Ap=f em D'(Q). (2.70)

Como A € L(H}(Q); H () e ¢ € L>(0,T; H} (), entdo Ap € L>(0,T; HH(Q)).
Assim,
¢ = f+Ap € L0, T; L*(Q)) + L0, T; H1(Q)) c L0, T; H*(Q)).
Portanto,
"—A¢p=f em L0,T;H Q). (2.71)

Condigoes Iniciais

Por (2.49)-(2.51) e o Teorema (1.16), temos que ¢ € C°([0,T]; L*(Q)) e ¢ €
C°([0,T]; H1(Q)), e assim faz sentido o calculo de ¢ e ¢/ em ¢t = 0. A demonstracao de

(2.54) segue usando o mesmo argumento da Sec¢ao (2.1).
e Unicidade

Para provarmos a unicidade da solugao fraca ¢ do problema (2.1), utilizaremos o

método devido a Visik-Ladyzhenskaya [33].
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2.2 Solucao Fraca

Suponhamos que existem duas solucdes fracas ¢ e ¢ do problema (2.1). Sejaw = ¢—¢.

Logo w é solugao fraca do problema:

w' —Aw =0 em (),
w =0 sobre X,
w(0) =0, w'(0)=0 em K.

Assim, w € L>*(0,T;Hy(Q)),w" € LY0,T; H () e w” € LY0,T; H*(Q)). Logo
nao é possivel considerar (w”(t),w’(t)), dualidade entre H~*(Q) e H}(Q2). Dessa forma

precisamos definir uma nova funcao v, de modo a fazer sentido a dualidade acima.

Seja 0 < s < T. Definamos

Portanto, ¢ € L>(0,T; Hi(Q)) e faz sentido, a dualidade (w”(t) — Aw(t),(t)). Assim,

/O (W (), (b)) dt +/O (—Aw(t), w(t))dt = 0 (2.72)
Seja wy (1) = /0 w(r)dr. Entao ¥(t) = wy(t) — wi(s) e ¢¥'(t) = wi(t) = w(t). Logo,

[ v = wo.m)] - [ oo = we.ee) - wo),uo)
- [ = - [ 35Ok = 3P

| s vend = [ wo.veni = [ 3wk

1 2 1 . 2
NI~ Sl = ~ 3l )]
Logo aplicando as duas ultimas igualdades em (22.72)), obtemos:

w(s)[* + [ (0)[]* = 0,Vs € [0, 7).

Entdo w = 0 e, portanto, ¢ = ¢. O
Definamos a energia F(t) do sistema ({2.1)) como sendo

B(t) = 5 (¢ OF + 16011, (273

Para essa energia, temos o seguinte resultado:
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2.2 Solucao Fraca

Teorema 2.5 (Desigualdade de Energia) Se ¢ ¢ solucao fraca do problema (2.1),

entao
E(t) < Ey —l—/o (f(s),9'(s))ds q.s em [0,T], (2.74)
onde Ey = E(0).

Demonstracao: Utilizando as convergéncias (2.66) e (2.67) em (2.62]) e o mesmo argu-

mento aplicado na prova do Teorema (2.2) podemos concluir que a desigualdade (2.74)

é valida. 0
Corolario 2.2 Se ¢ é solucao fraca de (2.1), entao

| (O] + 1|60 < C(\¢1| + 1"l +/OT\f(S)|dS> em [0, T].
Demonstragao: Usa-se 0 mesmo argumento do Corolario (2.1). O

Teorema 2.6 (Regularidade da Solugao Fraca) A solucdo fraca ¢ do problema (2.1)

tem a sequinte reqularidade:
¢ € C°([0,TT; Hy () N C([0, T); L*(%2)).- (2.75)

Demonstracao: Seja (¢,),en uma sequéncia de solugoes fortes que aproxima a solugao

fraca ¢. Logo se m,n € N com m > n, temos por que
(@ (t) = &5 (1),0)) + (D (t) = du(t),v)) = (fu(t) = fu(t),v),¥ v € L*(0,T; Hy ().
Tomando v = ¢, () — ¢/, (t), segue que
%(Icﬁin(t) = 3, (O +1lom(t) = o (®)?) < |(fn(t) = fult), 8, () — &1, (1))]
< | fin(t) = fa@I(160,(8) = L ()] + [|6m(t) = D ()]])-

Integrando a tultima desigualdade de 0 a ¢, obtemos
|05 (t) = DL (O + @ (t) — Su(®I* < |65, — Snl* + |l — 0l
[ 1nlt) = 201064, = 600 + 1m0 — 6000 D

Dai tem-se que

%(!cz%n(t) = (O] + [[6m(t) = Su(O)ID? < 2(165, — onl + |65, — dull)*
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2.3 Regularidade Escondida das Solugoes Fracas

+2/0 | fin(t) = fa@®(160,() — &, (O] + [|om(t) — du(B)][)dt
Pelo lema ([1.7.1), temos

(0= 0160 (0)=0u 0] < 2(0h =0 6000+ [ 1ns)=Fuls)lds). (270

Usando as convergéncias (2.55) em (2.76) podemos concluir que, quando m,n — oo,

temos que

| dm — ¢n”00([0,T];H3(Q)) = max ||pm(t) — ¢n(t)|| = 0

0<t<T

|1 — Drlco(0.17:22(02)) = max |fr, () — ¢y, ()| — 0.

Logo, (é)uer © (6 )ucxt sio sequéncias de Cauchy em C([0, T]; HE(2) e CO([0, T]; L3(%2)),

respectivamente. Assim,

¢, — a forte em C°([0,T]; Hy())

¢, — B forte em C°([0,T]; L*(Q)).

Como convergéncia forte implica em convergéncia fraco - estrela, temos pelas convergén-

cias e (2.67) e pela unicidade do limite que a = ¢ e § = ¢'. Portanto, temos a
regularidade (2.75) para ¢. O

2.3 Regularidade Escondida das Solucgoes Fracas

Nesta secao estudaremos a regularidade da derivada normal da solucao fraca ¢ na
fronteira ¥ do cilindro ). Consideremos ¢ solucao fraca do problema (2.1) como visto
na se¢ao 2.2. Como L>(0,T; L*(Q) — L*(0,T; L*(2)) temos pelo teorema (1.17)que se
¢ € L*(0,T; L*(Q)) entao ¢" € H~1(0,T; L*(2)). Assim,

—A¢ = f—¢" € L0, T: L*(Q)) + H'(0,T; L*(2)).
Quando I' é regular, isto implica que

¢ € L0, T; H*()) + H (0, T; H*(2))
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2.3 Regularidade Escondida das Solugoes Fracas

e a derivada normal de ¢ tem a seguinte regularidade:

0
8—¢ € LY0,T; Hz(T')) + H (0, T; Hz(T)). (2.77)
v
O objetivo desta secao é mostrarmos que % pertence a seguinte classe:
9¢
— € L*(%). 2.78
) (2.78)

Notemos que a regularidade (2.78) ndo provém das propriedades da solugao fraca ¢ dada
pelo Teorema (2.4). Por esta razdo ela é chamada de Regularidade Escondida. Esta
denominagao foi introduzida por Lions [I5], quando o autor estudou um problema misto
associado & equacao da onda semilinear. Antes de enunciarmos o principal resultado

desta se¢do, provaremos alguns resultados essenciais para a obtencdo de (2.78).

Lema 2.3.1 Seja v = (v1,vs,...,V,) 0 campo de vetores normais exteriores a I'. Entdo
existe um campo vetorial h = (hy, ha, ..., h,) € [CH(Q)]" tal que h; = v; sobre T', para

1=1,2,...,n.

Demonstragédo: Pelo teorema (1.9), temos que H™(Q) < C'(Q), param > 1+%. Sendo
o operador traco v : H™(Q) — H™ 2(T') sobrejetivo, portanto para cada v, € H™ 2 (T),
existe hy € H™(Q) tal que vo(hy) = vg. O

Lema 2.3.2 Se ¢ € H}(Q2) N H*(Y), entdo

9¢ 99
= y— r 2.
o vig sobre (2.79)
e
0P\ 2
2 — _
V|2 = <ay> . (2.80)
Demonstragao: Para provarmos (2.79), mostraremos que
99 O
0dl" = —0dl',)¥Y 0 € D(I'). 2.81
Fazi /Fylay 7V € () ( 8)

Consideremos 3 € C2%(Q) tal que v,(8) = 6, ou seja, B = 6 sobre I'. A funcdo 3 existe
devido a imersao H™(Q) < C*(Q), para m > 2+ 2 e o teorema 1}

Seja (hg)1<k<n 0 campo vetorial do lema (2.3.1). Portanto, h; = v; e pelo teorema

(1.10), temos
0 i(gbhjﬁ)dx: /ViMdF (2.82)

Q 890, 8$j r (%j
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2.3 Regularidade Escondida das Solugoes Fracas

Obteremos agora as expressoes para as integrais em (2.82).

Aplicando o teorema (1.10) na primeira integral de (2.82) e tendo em conta que
h; =vje =0, temos

o 0 9 X
[ g tonate = [ onsyr = [ 22

Somando j de 1 a n na integral do lado direito de (2.83), resulta que

Z/%Gy?dfz/ % par.
= T 8%1 T a%z

Assim, obtemos a seguinte igualdade relacionada ao primeiro membro de (2.82):

2
24T (2.83)

¢
5 OhsP)i = /F 5y 0T (2.84)
Por outro lado, como ¢ € Hl(Q) N H%(9), entao
9(hyb) / O¢ / 9¢
i Vi dl’ = 0dT". 2.85
/r Oz, r 8%( hif) r O, a9z, ] (2:85)
Observemos que, somando j de 1 a n no ultimo termo de (2.85), obtemos
o¢
= I 2.
Z / Vi v,0d ay@d (2.86)
Logo,
¢h35 (%
—0dTI". 2.
Z/ 0x; Yiov (2.87)

Assim de ((2.82)), temos

Z/ ox; (9% (0h;B)dx Z/ 8:1,’] L,

e por (2.84) e (2.87), obtemos

96 a6
I =
r 8@ od 87/

Para provarmos , notemos que
OP\2 09 B¢ T~ (002 2
(@) = ;%8—%%8—% = ; <8_xz> = |V¢| )

ou seja, |[Vo|* = (%)2 O

—0dl".
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2.3 Regularidade Escondida das Solugoes Fracas

Lema 2.3.3 Seja (q)i1<k<n um campo vetorial tal que g € CY(Q) para 1 < k < n. Se
(Om)men € uma sequéncia de solugdes fortes do problema (2.1), entdo para cada m € N,

temos

l/Eqkuk(ﬁszﬁm) dvdt = <¢/ (t),qka¢m(t)>‘j+ 8qu¢ 2|V A dadr

2 0 oxy,
+ / Ot O6m OPm . 1y / fmqk St

Ox; Dy, Ox;

(2.88)

Demonstragao: Para cada m € N, seja ¢,, solucao forte do problema (2.1). Entao,

qk?ﬂ € L*(Q), e assim faz sentido a seguinte equacio:
/ o q 8¢ﬂdmdt / Agbmqu(’iﬂd dt = / S %qu dxdt. (2.89)
T T

Analisaremos as integrais que aparecem do lado esquerdo da equacao (2.89).

e Analise de / Qquk%daﬁdt

Observemos que

[t - (ol [ [abln

A

1 0 1 0 1 0 7 \2
5 | g =5 [ ot ot~ [ Sl s

que por sua vez, segue do teorema -, que

1 0 1 )
—/ axk[%(cb )] dxdt = Z/qk((bm)Qudedt:O,
visto que ¢, (t) € H} (). Portanto,
1 o B T
~3 =5 5 . 2.91
5 | g o = 5 [ S s 2.1)

Substituindo (2.91) em (2.90), segue que

/ / & q %dxdt <¢m, ka¢m / G (O dadt(292)
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2.3 Regularidade Escondida das Solugoes Fracas

e Analise de / Agﬁmqkﬂdxdt
0 oxy,

Aplicando o teorema (1.10), temos

/ Aaﬁmqk%d:pdt / %Qk%drdt—l— / Vo -V a¢m)dmdt (2.93)
8 » al/

A segunda integral do lado direito de (2.93) pode ser vista como sendo

[ o ¥ (0502 Y daat - %ﬁ? o () duc

Q 2.94)
06w Ot O, 1 / 901, / O O D, (
+/ Ox; Ox; Oxy, dudt = 8a:k ( ox; > dodt + Ox; 0x; Oxy, divdt.
Por e pelo teorema (1.10), obtemos
1 D 1962 1 9 )
— — dxdt = - — m|“dxdt
/qké)xk(ﬁxi> T Z/qu |V |"dx
1 0
2/qk|V¢m| ukdl“dt——/ q’“|v¢m|2d dt.
Q
Dessa forma (2. 94) torna-se
1 0
/wm- )d;cdt — 2/qkyv¢m| ydedt—— q’“ywm\ dadt
/ O6m 04t 06m | (2.95)
Ox; Ox; Oxy
Substituindo (2.95) em (2.93), segue que
/ A(bmqk%d it — — [ 9om k%dl“dwr ! / G|V b PrdT
gy, a¢m Oq a¢m '
2/ 9 17, P dec dt+/ o dad.
Pelo lema (2.3.2), a primeira integral do lado direito de (2.96) vale
Oy, Oy, OPm\?
— q——dI'dt = — dl'dt
5 o 1 "oy, /EQk< v > Yk ’
e a segunda integral do mesmo lado vale
1 2 _ 1 a¢m 2
5 / 0|V Pviddt = - /E qk(E> vedDdt.
Portanto, (2.96) torna-se
m ]‘ m
/ A¢mqka¢ dedt = —- / qk(ai) z/kdl“dt—— aq’“|v¢m| drdt
2 v 997
/ O0m Ot O6m (2:97)
Ox; Ox; Oxy
Substituindo e (2.97) em (2.89), vale (2.88). O

Agora passemos ao principal resultado desta secao.
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2.3 Regularidade Escondida das Solugoes Fracas

Teorema 2.7 (Regularidade Escondida) Se ¢ ¢é solugao fraca do problema (2.1),

entao
0¢ )
ov € L(¥) (2.98)
Além disso, existe uma constante C' > 0 tal que
0P\ 2 T
— <
| (G arde<c (s [ 1oias), 299)

onde Ey € definido como no Teorema (2.5).

Demonstracao: Seja ¢ = h o campo vetorial do lema (2.3.1) (¢ = vx sobre I'), que
substituindo no lema (2.3.3)), segue que

_/ () arde = (4,00 hka(gﬁi))\o +2/%ahk[l¢ 2~ |V a2l

Ok Obm Obm 1y / fmhka(bmdxdt
o Ox; Oxy Ox;

(2.100)

Agora obteremos as estimativas para todos os termos que aparecem do lado direito da

igualdade (2.100).

Utilizando as Desigualdades de Cauchy-Schwarz e Young, e observando que hp €

(@) e ]‘%m ‘ < |V (#)| obtemos
‘(¢;(ﬂ,hkagzy)>ﬁ15520§£%7(¢ (t), hkag;i)>‘§(jozgzﬂ%xﬂa (2.101)

onde E,,(t) é a energia associada a ¢,,, ou seja,

Bult) =5 [ (6(OF +[Von(0))d.

Temos ainda que

‘ / Ohs 06,00,

e como f,, € C°([0,T]; C*(Q)), obtemos

‘/Qfmh’“gifd dt‘ = CZ/ %ﬁf dr < CEnm(t) (2.104)

dxdt) < %/ﬂ (|¢;n|2 + !V¢m|2|>dx < CEn(b), (2.103)
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2.3 Regularidade Escondida das Solugoes Fracas

Das desigualdades (2.100)-(2.104), deduzimos que

1 Odm \ 2
= (L2 ardt < CE,, (1), 2.105
2 /E ( v ) - ®) ( )
e pelo teorema (2.5), temos
1 [ (0¢m\2 g
—/ <i> dldt < C(E0m+/ |fm(s)|ds), (2.106)
2 Js \ Ov 0
onde
1
Bon = En(0) = 5 [ (104 +[65))da
Q
OPm , NP 5 .
Portanto (—) é uma sequéncia limitada em L*(X), assim pelo Teorema(1.3) e a
VvV / meN
proposi¢ao (1.1) existe uma subsequéncia representada da mesma forma, tal que
Obm  «
;V Sy em LX) (2.107)
e
O
<lm| ™| 2.108
IX[z2ee) < lim| =275 (2.108)

Dessa forma, por (2.55), (2.105) e (2.108), para concluirmos a demonstracao do teo-

rema, resta-nos provar que y = %. Com efeito, inicialmente observe que
— Aoy, = fr — @' em D'(0,T; H(Q)). (2.109)

Sendo f,,, € C°([0,T]; C*(Q)) e ¢/, € L*(0,T; H}(R)), entdo pelo teorema (1.14), existem
Zmy Wry € L2(0,T; HY(Q) N H2(Q)), tais que

—Awy, = fr e |Jwn|l20mm20) < Clfnlzo),

(2.110)
—Azy = ¢y, € ||zmll2orm29) < Clénl2@)-
Substituindo (2.110) em (2.109), temos
— Ay, = —Aw,, — (—Azy) em D'(0,T; H1(Q)). (2.111)

Multiplicando ambos os lados de (2.111) por 6 € D(0,T) e em seguida, integrando de 0
a T, segue que
T
0

T T
— / A¢p0dt = — / Aw,,0dt — / (—Azy)0dt em H™'(Q),
0 0
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2.3 Regularidade Escondida das Solugoes Fracas

isto é,
T T T
—/ Aquedt:—/ Awm(‘)dt—/ Azt dt em H'(Q). (2.112)
0 0 0

Como A € L(H}(Q), H1(Q)), entao

—A(/OT¢m9dt) _ —A(/OTwmedt+/oT zme’dt),

e pela unicidade do problema de Dirichlet (teorema [1.14)), obtemos

T T T
/ gbmedt:/ wmedt+/ 2n0'dt em H'(Q),VY 6 € D0,T),
0 0 0
isto é,
T T T
/ Pmdt :/ wmedt—/ 2/ 0dt em H™'(Q),V 0 € D0,T),
0 0 0

ou seja,

G = Wy, — 2., em D'(0,T; H(Q)). (2.113)
Como z,, € L2(0,T; HX(Q)), entdo =z, € H-1(0,T; H*(Q)) e y(2,) € H-1(0,T; Hz(T)).
Portanto, sendo [y1(z)]" = [11(2),)] temos,

N (bm) = 71(W) — 11 (2)] em H7Y(0,T5 Hz (D). (2.114)

Como (fin)men ¢ limitada em L*(Q), segue por (2.110)1 que ||wp,||r2(0.7:12(0)) € limitada.

Logo existe uma subsequéncia (w,,)men, ainda denotada por (wy,)men, tal que
W, — ¢ em L*(0,T; H*(Q)).

Sendo w € L*(0,T; H} (2) N H?(R)), solugao do problema —Aw = f, como f,, — f forte
em L'(0,T; L*(Q))) segue que f,, — f em L'(0,T; L*(2)). Pela linearidade do operador
Laplaciano temos que —Aw,, — —A¢p, e como —Aw,, = f,, obtemos que —A¢ = f, e
pela unicidade do problema —Aw = f segue que ¢ = w. Da continuidade do operador

traco 1, temos

(W) = v (w) em L0, T; Hz(I)). (2.115)

Por (2.110)3 como ¢/, — ¢’ em L*(Q)) por um argumento similar, existe uma subsequéncia

de (2 )men, ainda denotada com o indice m, tal que

Y (zm) = m(2) em L*(0,T;H2(T)),
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e assim,

M (zn)] = a(2)] em H7Y(0,T; H2(T)), (2.116)

onde z € L*(0,T; H Q) N H*(Q)) é a tnica solugao de —Az = ¢'. Como A¢p = f — ¢
em D'(0,T; H1(Q)) entdo ¢ = —w — 2’ e

1(0) = =m(w) = () em HH0,T; H3(T)). (2.117)
Dessa forma , de acordo com (2.114)-(2.117), obtemos

Y1 (Pm) = =M (wm) — 11(zm)] = —n(w) = [71(2)] = n() (2.118)

em H-1(0,T; H2(I)).

Por (2.107), (2.118) e a unicidade do limite, concluimos que Yy = ——, conforme

ov

queriamos. ]

2.4 Solucao Ultra Fraca

Nesta secao estudaremos a existéncia, unicidade e regularidade da solucao para o

problema de valor na fronteira nao homogéneo

2= Az=0 em (@,
2= sobre X, (2.119)
2(0) =2%2(0) = 2! em Q,

O ¢ 2! s20 menos regulares que os considerados na se¢ao (2.2).

quando os dados inciais z
Por esta razao a solucao serd denominada de solucdo ultra fraca. Primeiramente defi-
niremos o conceito de solucao para por meio do Método de Transposi¢ao (ver
[19]). Devido ao método utilizado, a solugdo é também conhecida como solugao por
transposicao.

Multiplicando ambos os lados de (2.119); por uma fungdo 0 = 0(z,t), x € Q, t €

(0,T) e integrando formalmente em @, obtemos

T T
/ /z”@dxdt —/ /Az@dwdt =0 (2.120)
0 Jo o Ja
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2.4 Solucao Ultra Fraca

Fazendo integracao por partes em ¢, temos

/GxT (JZTCZI—/HIO (xO)dx—/@’a:T) (x,T)dx

/ z(x,0)0'(x,0) dm+/ /z@"dxdt / /Az@dwdt =0.

Pelo teorema , resulta que

T
—/ /Az&d:cdt / /zAdedt—l—/ /z—dth—/ /H—dth. (2.122)

Substituindo (2.122) em (2.121), segue que
/ / (0" — AG) da:dt—l—/ "z, T)0(x,T)dx —/ x,0)0(z,0)dx
/ 2(z, T)0' (x,T)dx—i—/ z(x,0)0'(x,0)dz —/ /G—dfdt (2.123)

/ /z—dth =0.

Como nao temos informacao sobe z(z,T),2'(z,T)

(2.121)

e —Z, entao escolhamos 6 = 0(x,T)

ov
tal que 0(z,T) = 0'(x,T) =0 em Q e 0(z,t) = 0 sobre ¥. Assim, obtemos

// (0" — Af)dxdt — / (a:,O)@(x,O)da:‘—l—/Qz(a:,O)H’(x,O)dx 212

/ /z—dth =0

Como z(z,0) = 2% e 2/(z,0) = 2!, entao de (2.124) resulta que
06
"o _ _ /0 g 1 _ (=
(z,0" — AD) (27,0'(0)) + (=, 6(0)) <8V’ z>, (2.125)

onde (-,-) representa diferentes pares de dualidade.

A definicao de solucao ultra fraca serd dada como sendo um funcional definido pela
expressao (2.125). Para isso, ¢ natural escolhermos 6 = 0(x,t) como solucao do seguinte

problema:
/

0" — A= f em Q,
0=0 sobre X, (2.126)
O(T)=0,0(T)=0 em Q.

Tomando f € L'(0,T;L*(Q2)) e considerando a mudanca de variavel ¢t por T —t, o

sistema (2.126) é um caso particular do problema estudado na se¢ao (2.2) (solugao fraca).

Portanto pelo coroléario (2.2)) e dos teoremas ((2.6) e (2.7)), podemos concluir que

1O ()L (0,7502(0)) + OO L 0,120y < ClIflLr0,702(0) (2.127)
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2.4 Solucao Ultra Fraca

0 € C°([0, T; Hy () N C*([0, T; L*(9)), (2.128)
0
o €L (2.129)
e
00
H%‘ g = Gl o2, (2.130)

Como consequéncia de (2.128), temos que 6'(0) € L*(Q2), 0(0) € H} (). Assim, para
que o lado direito de (2.125)) faca sentido, é suficiente escolhermos

e l?(Q),2' e HY(Q) e veL*(). (2.131)
Portanto, observando a expressao (2.125), podemos definir o funcional
S LY0,T;L*(Q2) - R

dado por
00
(S, f) = —(2°,0(0)) + (z',0(0)) — / Evdl“dt, (2.132)
s
para toda solugao 6 do problema (2.126)).
Das estimativas (2.127) e (2.130), resulta de (2.132) que

00
(S0 < O]+ 2 @ lI6O)] + || 5

[o][ 2=
ey (2.133)

IN

121+ 12 0 + 1ol 229 ) 1l s 0z

Portanto, o funcional S ¢ uma forma linear e continua, isto ¢, S € L>(0,T; L*(Q2)). Além
disso

1S e 0. 15220)) < C12°] + 112 1) + || r2(s)) (2.134)

Defini¢io 2.2 Para (2°,2%,v) € L2(Q)x H 1 (Q)x L*(X), dizemos que z € L°°(0,T; L*(Q2))
é solugao ultra fraca (ou solugao por transposicao) de (2.119)) se satisfaz a identidade

/ zfdzdt = —(2°,0(0)) + (2%, 6(0)) — %vdfdt, (2.135)
0 5 Ov

para todo f € LY(0,T; L*(Q)), com 0 solugcdo do problema (2.126]).

Teorema 2.8 (Existéncia e Unicidade) Euxiste somente uma solu¢ao ultra fraca z do
problema misto nao-homogéneo (2.119)). Além disso, existe uma constante C = C(T) > 0
tal que

12l riz2@) < CUL 1+ 12 - @ + [Vllzs)- (2.136)

57



2.4 Solucao Ultra Fraca

Demonstracao: A existéncia da solugao fraca é uma consequéncia de (2.132), (2.133) e
o Teorema ([1.12) para fungoes de L>(0,7T; L*(€2)). A unicidade ¢ uma consequéncia do

Lema ((1.3.1). A desigualdade (2.136), segue (2.134). O

Agora mostraremos alguns resultados essenciais para obtermos a regularidade da so-

lugao ultra fraca.
Lema 2.4.1 Consideremos o sistema (2.119)) com dados regulares, ou seja, quando
e HYQ), 2t € LX(Q) e ve HX0,T; H2(T)). (2.137)
Entao existe uma unica solucao fraca z de (2.119) na classe
2 € C%0,T; HY () nCH([0,T]; L*(Q)) (2.138)
Além disso, z é uma solugdo ultra fraca de (2.119).

Demonstracio: Seja w € HZ(0,T; H*(2)) tal que w = v sobre 3. A existéncia de w é
garantida pelo Teorema(|1.13). Observemos que w” e Aw sao objetos de L*(0,T; L?(Q))
pois w € HZ(0,T; H*(Q)).

Consideremos o problema misto

' — Au=—-w"+Aw em Q
u=0 sobre X (2.139)
uw(0) =2 /(0) =2z' em Q.

Desde que —w” + Aw € L*(0,T; L*(Q)), 2° € H}(Q) e 2! € L*(Q), segue do teorema

(2.4) que (2.139) tem uma unica solu¢do fraca w. Além disso, pelo teorema (2.6), a

solugao u pertence a classe
u € C°([0,T]; Hy()) N C*([0, T]; L*(€)).

Por definicao da solucao fraca, u satisfaz

d

T (@), 0) + (@), ¥)) = (—w" + Aw,¢) em D'(0,T), V¢ € Hy(€).

Portanto, z = u + w satisfaz

d

E(zl’d’) + ((2,9)) =0 em D'(0,T), Vb € Hy(Q).
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2.4 Solucao Ultra Fraca

Além disso z = v sobre X, 2(0) = 2% e 2/(0) = 2! em Q. Assim z € C°([0,T]; H}(Q)) N
C([0,T7; L*(2)) é a tnica solugio fraca do problema (2.119).
Mostraremos agora que z é também solucao ultra fraca de (2.119). De fato, seja
f € LY0,T; L*(Q)) e consideremos a sequéncia (fy,)men com fn,, € LY(0,T; Hi(Q)) tal
que
fm — f em LY0,T; L*(Q)). (2.140)

Consideremos os seguintes problemas

0! — AN, = fm em @,
O =0 sobre X, (2.141)

0(T)=0,0,(T)=0 em Q

0" — A0 = f em @,
=0 sobre ¥, (2.142)
O(T)=0,0(T)=0 em Q.

Pela regularidade de f,, e f, segue que existe solugao forte 6, de (2.141) e solugdo fraca

6 de (2.142). Além disso,
O, € CO([0, T); HY(Q) N H*(Q)) N CH([0, T; Hy (). (2.143)

Assim 6,,, — 0 é solucao fraca de (2.142). Entao mudando ¢t por T'—t, temos pelo teorema

(2.5)) e o teorema (2.7) que
00 002
O (T —1t) =0 (T =)+ ||0n(T —t) — (T —t 2+H—m__
|67 ( ) =0 )7+ 110m( ) —6( i v ovlles)  (2.144)

< C||fm = fllro,0292))5
para todo 0 <t < T. Tomando t = T e fazendo m — oo, obtemos da tltima desigualdade

que
0,,(0) = 0(0) em HZ(Q)

6 (0) = 6'(0) em L2(Q) (2.145)
90, 90 )

Sendo z uma solugao fraca, faz sentido (2”(t) — Az(t), 0,,(t)) dualidade entre H1(Q)
e Hi(€). Entao pelos mesmos argumentos usados para obter (2.125)) temos
)
/ s fndzdt = —(2,0 (0)) + (', 0 (0)) — / %—mz/dl“dt. (2.146)
Q b

v
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Tomando o limite em (2.146), quando m — oo, e observando as convergéncias (2.140) e
(2.145), segue que z é solucao ultra fraca do problema (2.119)), como queriamos demons-
trar. 0

Observacao 2.1 Notemos que, para toda f € WOI’I(O,T; L3(Q)), vale
T
(2, f) = —/ (z, f)dt. (2.147)
0
Assim, da Desigualdade de Cauchy - Schwarz, obtemos de (2.147) que

| ’Z/| |W—1,oo(0’T;L2(Q)) S | ’Z| ‘L‘X’(O,T;LQ(Q)), (2148)

para toda solugdo fraca z de (2.119).
Lema 2.4.2 Seja z solugao ultra fraca do problema (2.119). Entao 2/ € W—1(0,T; L*(2)).

Demonstragao: Sendo z solu¢ao ultra fraca temos que z € L>(0,7; L*(2)). Em parti-
cular, z € L*(0,T; L*(Q)) que implica 2’ € H1(0,T; L*(Q)). Como H(0,T; L*(Q)) —
Wy (0, T; L(2)) consideremos f em W, (0,75 L*()) e a sequéncia (f,)men de funcées
fm € H3(0,T; L*(Q)) tal que

fm — f em Wy'(0,T; L*(Q)). (2.149)
Temos por (2.147) e (2.148) para f,, em lugar de f e tomando limite quando m — oo,
que 2’ € W=1=(0,T; L*(Q)). O

Consideremos f € W, (0,T; H} (). De (2.147) e pela definicio de solucio ultra
fraca (Definigao 2.2) segue que

(' f)y= —/ zf'dzdt = (2°,60'(0)) — (z',60(0)) —1—/ %df‘dz; (2.150)
Q b 81/
para toda solucao € do problema
0" — A0 = f' em @,
0=0 sobre X, (2.151)

O(T)=0,0(T)=0 em Q.
Lema 2.4.3 Seja 0 a solugdo de (2.151). Entao existe uma constante C > 0 tal que

, 00
16°(0)] + [16(0)]| + H@ L2 < Ol e m () (2.152)

para toda f € W' (0,T; HL(R)).
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Demonstracao: Consideremos o problema

w'—Aw=f em ()
w=10 sobre % (2.153)
w(T)=0, w'(T)=0 em

para f € Wy (0,T; HL (). Do corolario (2.1) e do teorema (2.3), segue que

w € C([0,T]; Hy(Q) N H*(Q)) N CH([0, T); Hy(£2)) (2.154)

||| oo 0,713 00y + 1wl oo 0,113 ()12 (2)) < CU I Lt 0,003 (0 (2.155)

Seja w’ = 6. Entao 0 é solu¢ao do sistema (2.151), pois 6 verifica a equacao (2.151);,
0(t) = w'(T) = 0e 0(T) = w'(T) = Aw(T) = 0, visto que f € W, (0,T; H:(Q)).
Portanto [6'(0)| + ||0(0)|] = |w”(0)|+ ||w’(0)|| = |Aw(0)|+||w’(0)||. Segue de (2.155) que

16°(0)] + OO < ClS 2 0r503 ) (2.156)

00

ol
1|21 0,713 (). Para isto, reescrevamos a identidade (2.88)) para ¢ solugao de (2.151) e

Assim, para obtermos a desigualdade (2.152) é suficiente estimarmos ‘ por

qr = hyg. Assim,
/ (89) dldt = (6/(0),hk69<0)) + = ah’“(|@/|2 V0| dxdt
O (2.157)
/ Ol 0000 )it — [ ﬁdxdt |
Oz Oz, Oz k(?a:k
Como hk.— € L™(0,T; L*(9)), segue que hy, i € W=1(0,T; L*(Q2)). Entdo
ka 895
o0 oo’ o0’
hy—dxdt = h 2.158
/fkakﬂlj /kaak < ,f> ( )
Sendo f € Hj () e ¢ = w” = Aw + f, obtemos
/ i 22 gt / (fhi)0'dzdt = O . Awdzdt
(%ck Ga:k 8mk (2 159)
/ 9L fd dt—/%fA ddt—/ahkfzd dt '
oxy, F oxy Oxy,
Temos ainda que
of of? 2
—_— 2.1
|y S dudt = =3 | axkda:dt axk Ok 12 v (2.160)
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Substituindo (2.160) em (2.159) e o resultado em (2.158)7 segue

/fhk—dxdt /ﬁhmwdmt Ok ¢ Ao dt—— Ok 2t (2.161)
8xk Q 8xk axk

8x k
Sabemos que

Ohk

h
- (|9’y2 V| dadt = a i

(|A 2+ 2fAw + |f|* — |VOP)dxdt. (2.162)

Substituindo (2.161) e (2.162) em (2.157) temos

—/ (gi) dTdt — ( ’(0),hkala”;<k0)) i gZZm 2dadt

(2.163)
——/ Ok 7 2 dt — ﬁhmwdmw/ Ol 0w O i
oxy, o Oy, o 0z Oxy, Ox;

Aplicando a estimativa (2.155) do lado direito de (2.163) e observando que hy, € C1(Q),1 <

k < n, obtemos
00\ 2
(8_> drdt < C| f|pro.r.m8@))- (2.164)
s \Ov
De (2.156) e (2.164) segue a prova do lema. O

Teorema 2.9 (Regularidade da Solucdo Ultra Fraca) A solucdo ultra fraca z de
(2.119) pertence a classe

z € C°[0,T); L*(Q)) nC*([0,T); HH(Q)). (2.165)
Além disso, existe uma constante C' > 0 tal que
2l oszzn + 1 =z < C (121 + 121 + el 2wy ).
Demonstracgao: Dividiremos a prova em duas etapas.
e Primeira Etapa (Regularidade para z)

Dados 2° € L*(Q), 2! € H Q) e v € L*X), como as imersoes HJ(Q) — L*(Q),
LA(Q) — HY(Q) e HL0,T; H2(T')) — L2(2) sao densas temos que existem sequéncias
(22 Yments (21 Ymen € (Un)men em HE(Q), L2(Q) e HL(0,T; H2(T')) respectivamente, tais
que

20— 20 em L%*Q),

zb— 2t em H7Y(Q), (2.166)

Vm — v em LA(Y).
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Seja z,, € H}(0,T; H*(Q)) tal que 2, = v, sobre 3. Para cada m € N, consideremos o

problema misto nao homogéneo

2l — Az, =0 em (),
Zm = Um sobre X, (2.167)
Z2m(0) =20 2/ (0) =2 em Q.

Pelo lema (2.4.1), segue que a solucao ultra fraca z,, de (2.167) pertence a classe
2 € CO(0,T); HL(S)) 1 CY([0, T); L2(9). (2.168)

Sendo z solugao ultra fraca de (2.119), com dados {z°, z', v} € L*(Q) x H}(Q) x L*(%),

0

entdo 2, —z ¢ também solugao ultra fraca de (2.119) com dados 22, —2°, 2! — 2! e v, —v.

Da estimativa (2.136), temos
|z — 2|| L= 0/m;22(0)) < C(|22L = 2%+ ||z — 2Hla-1(9) + [lom — UHL?(E))-
Fazendo m — oo na ultima desigualdade e usando (2.166), obtemos
Zm — 2 em L>(0,T; L*(Q)).

Como z,, € C°([0,T]; L*(Q2)), entao z € C°([0, T]; L*(2)).

e Segunda Etapa (Regularidade para z’)
De e o lema (2.4.3), obtemos

D < O 12 0 + ol 1oy (2:169)

Como W, (0, T; HA(Q)) é denso em L'(0,T; HL(Q)) segue que a desigualdade (2.169) é
verdadeira para todo f € L'(0,T; H}(Q)). Portanto,

2 e L0, T; H1(Q)) (2.170)

1 ety < C(12°1+ 12 3@ + el sy ). (2.171)

Notemos que (2.170) e (2.171) sao validos para toda solugdo ultra fraca de (2.119).
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2.4 Solucao Ultra Fraca

Consideremos (z,,) a sequéncia de solucoes fracas nas condigdes da etapa anterior.

Logo z,, — z ¢ solu¢ao ultra fraca de (2.119) e por (2.171) temos
124, = #llzsoms@y < C (185 = 21 + 12k = 2 s + llvm — vllzacs) ).
Dessa forma, fazendo m — oo, concluimos que
2 — 2 em L>®(0,T; H '(Q)). (2.172)
Como z,, ¢ também solugao fraca, entao 2, € C°([0,T]; H*(f2)), por (2.172), segue
2 e ([0, T); HH()),

e portanto, temos provado o resultado. 0
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Capitulo 3

Controle Hierarquico para Equacao da

Onda

3.1 Formulacao do Problema

Seja 'y um subconjunto de I' com medida positiva. Dado T" > 0, consideremos o
cilindro definido por @ = Q x (0,7).

Sua fronteira lateral é definida por ¥ = ¥, U X com
EO = FO X (O,T) e ES = Z\ZO

Consideremos o seguinte sistema
V' —Av=0 em Q

w sobre Xy
v(y. 1) = (3-1)

0 sobre Xj

v(y,0) = wo(y), v'(y,0) =wi(y) em Q,

onde v(y, t) é a solugao da equagao de estado, w = w(y, t) é a funcao controle e (vy(y), v1(y)) €

L2(Q) x H™Y(Q).

Definicao 3.1 Dizemos que (3.1) € aprozimadamente controldvel se, para todo € > 0 e

{901} € L*(Q) x HY(Q), existe w € L*(X), tal que a solugio v =v(y,t,w) do sistema
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(3.1) com dados iniciais {vo,v1} = {0,0}, satisfaz

[{v(T),v"(T)} — {anvl}HLQ(Q)xH—l(Q) <e.

Consideremos {v°,v'} € L?(2) x H~1(Q) e denotemos Bx(C,r) a bola em um espaco

X com centro C' e raio r. Provar que o sistema (3.1)) é aproximadamente controlavel é

equivalente a mostrar que para quaisquer g, a; > 0, existe w € L*(%), tal que a solugao

v de (3.1) satisfaz

v(T) € Braoy(v?, ap) e v'(T) € By-1(9)(v', ).

Nosso estudo foi motivado no trabalho de J.-L. Lions [I4], onde o autor investiga

questao similar do controle hierarquico para a equagao (3.1)), utilizando a estratégia de

Stackelberg no caso de dominios dependendo do tempo.

Como em [14], dividiremos ¥y em duas partes disjuntas
ZO — El U 22,

e consideremos

w = {wy,wy}, w; = funcio controle em L*(%;), i =1,2.

Também podemos escrever

wW = Wi + Wa,
com
Y= 2 = 2.
Portanto, o sistema pode ser reescrito como sendo
V' —Av=0 em Q

w; sobre X
v(y,t) = ¢ wy sobre Xy
0 sobre X

v(y,0) =vo(y), v'(y,0) =vi(y) em Q.

(3.2)

(3.3)

(3.5)

Na decomposicao de (3.2) e (3.3), estabelecemos uma hierarquia. Pensamos w; como

sendo o controle lider e wy como sendo o seguidor, sempre na terminologia de Stackelberg.

66



3.1 Formulacao do Problema

e Funcionais custos no cilindro Q. Associado a solugdo v = v(y,t) de (3.5),

consideremos o funcional (secundario)
1 2 a 2
Jo(wy, wy) = = (v(wy,we) —wve) dydt + = [ wj d%, (3.6)
2 Q 2 P!
e o funcional (principal)
J(w,) = / w? dY, (3.7)
31

onde o é uma constante positiva e v, ¢ uma fungao dada em L?*(Q).

Observacgao 3.1 Para cada vy € L*(Q), v; € HY(Q) ew; € L*(%,), i = 1,2 emiste exa-
tamente uma solugao v de {D no sentido de uma transposi¢ao, com v € C’([O, T]; L*(Q2))N
CH([0,T]; HH() (ver teorema ) Em particular, o funcional custo Jy e J estio
bem definidos.

O problema de controle que consideraremos é o seguinte: o seguidor w, assume que o
lider w; tem feito uma escolha de sua estratégia (politica). Em seguida, tenta encontrar
um equilibrio para seu custo J, isto é, ele procura um controle wy = §(w;) (dependendo

de wy) satisfazendo
Jg(wl,wg) S JQ(’LUl,?/l}Q), V @2 I~ LQ(ZQ) (38)

O controle wy, solucao de (3.8)), ¢ chamado de Equilibrio de Nash para seu custo

J e ele depende de w; (conforme [2]).

Observacao 3.2 Em outras palavras, se o lider wy faz uma escolha, entao o sequidor

wy também faz uma escolha, dependendo de wy, que torna minimo seu custo Jo, isto €,

Jg(wl, U)Q) = ﬁ}zei[r/l?ﬁZQ) JQ(U)l, 7;(72) (39)

Isso € equivalente a (3.8). Esse processo é chamado estratégia de Stackelberg - Nash
(conforme Diaz e Lions [J]).

Apos isso, consideremos o estado v (wy, F(w;)) dado pela solugdo de

V' —Av=0 em Q

wq sobre 3
v(y,t) =< F(wy) sobre X, (3.10)
0 sobre  Xj

U(ya()) = Uo(y), v’(y,O) = U1<y) em ().
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Encontraremos um controle 6timo w; tal que

J(wy, F(wy)) = inf  J(wy,F(w)), (3.11)

w1eL?(q)

sujeito a restricao de controlabilidade aproximada do tipo
(U(?/,T; wlag(wl)),vl(y,T; wla&(wl))) € BLQ(Q)(onaO) X BHfl(Q)(Ulaal)« (3-12)

Para explicitar esse problema 6timo, iremos considerar os seguintes sub-problemas:

e Problema 1 Fixado qualquer controle w, encontrar o controle seguidor wy =
§(wy) (dependendo de wy), associado a solucao v de (3.5)) satisfazendo a condicao ([3.9)
(equilibrio de Nash) relacionado a J, definido em (3.6]).

e Problema 2 Assumindo a existéncia e unicidade do equilibrio de Nash ws , mostrar
que quando w; varia em L%*(¥;), as solugoes (v(y,t;w,ws), v (y, t;wi, wy)) da equagao
(3.5)), avaliadas em ¢ = T, ou seja , (v(y, T;wy,ws), v (y, T; w1, ws)), geram um subcon-

junto denso de L*(Q) x H*(Q).

Observagao 3.3 Para efeitos de controle aprozimado, pela linearidade do sistema (3.5)),

podemos assumir, sem perda de generalidade, que vy = vy = 0.

Lembremos que nosso problema inicial eram os controles w;, wy atuarem tal que a
funcao v, tnica solugao de , atinja no tempo 7' um estado ideal (v°,v') € L*(Q) x
H~'(Q) com funcional custo definido por (3.6)).

Assim, fixado (v°,v') € L*(Q) x H1(2), os controles w1, wy deverdo atuar tal que
a Unica solucao v de , avaliada em ¢ = T, atinja o estado ideal (v°,v'). Isso sera
feito no sentido da controlabilidade aproximada. De fato, é suficiente provar que se ws,,
dependendo de w1, é o tnico equilibrio de Nash para o funcional custo , entao temos
controlabilidade aproximada. Isso significa que se existe o tnico equilibrio de Nash e v
é a tnica solugao de (3.5)), entdao o conjunto gerado por (v(y, T;wy, ws), v (y, T;wy, ws))
¢ um subconjunto denso em L*(Q) x H'(Q), isto é , aproxima (v°,v'). Esse problema,
serd estudado na secao , isto é, ap6s acharmos o equilibrio de Nash (Secao para

cada w;, encontraremos um controle 6timo w; tal que
w1
sujeito a restricao de controlabilidade aproximada do tipo

(v(y, T;wi, wa), V' (y, T w1, wa)) € Bra)(v?, ag) x By-1(9)(v', ). (3.14)
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3.2 Equilibrio de Nash

3.2 Equilibrio de Nash

Nessa se¢do, fixado qualquer controle w; € L*(3;), determinaremos a existéncia e

unicidade da solucao para o problema

inf J.
wzel[%(22) 2([01,?1]2), (315)

e uma caracterizacao dessa solucao em termos de um sistema adjunto, para em seguida,

obtermos o sistema otimizado para o controle seguidor ws.

O problema (3.15)) admite uma tnica solugao
wy = F(wy). (3.16)

Com efeito, para a solucao do problema, (3.15]), minimizaremos o funcional .J; fazendo

uso do teorema [L.4

Seja

Upg = {(v,w2) € L*(Q) x L*(%,) : v solucdo de } C (LZ(Q))2

Jo(v,we) : Upg —> R
definido por (3.6). Escrevemos v = v(wy, ws).

Entao,

(a) Pela Observacao (3.1) temos que U,y ¢ nao vazio e sendo U,y um subespago de um
espaco de Hilbert, entdo U,y é convexo. E claro também, que Uyq é um subespaco

de dimensao finita de um espaco de Hilbert, e assim U,4 é fechado.

(b) J; é fracamente coercivo.

De fato, usando a desigualdade triangular, temos
o = vallz2i@) = [lvllz2@) — llvallzzo)]
e como vy é fixo, segue que

1 2 o 9
vl 2y o JZ(U’MQ) - §H(U 1)2)‘ ‘L2(Q) + 9 Hw2HL2(22) — Q0.
llwallp2 5,y =0

Logo, segue a coercividade fraca de Js.
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3.2 Equilibrio de Nash

(c) Jo ¢ fracamente sequencialmente semi-continuo inferiormente.

Com efeito, sejam duas sequéncias (v, w}) € U,q tais que

v = v em  L*(Q)

wh — wy em L*(Xy)

Portanto, conforme Brezis [4], temos

PR ST, 1
Jim inf S |(0" = 03)[ 12y 2 51[(0 = 02)][ 2
e
nh_{g@ inf |[wy|| 25,y 2> ||we]]L2(s)
Agora,

n—oo n—00

o N n .. 1y, . 2 (o2
lim inf Jy(v", wy) = lim 1nf{§H(U _UQ)HLQ(Q) +§ Hw2||%z(22)}

. . 1 n 2 . : g n||2
i ot {5110 e f + i o {5 s,

1
Sl =)o) + SlhwaliFas,

v

v

= JQ(U, ’LUQ),

ou seja,

lim inf Jo(v", wh) > Jo(v, ws),
n—oo

0 que caracteriza a semi-continuidade fraca inferior.

(d) Js é estritamente convexo.

De fato, sejam A € (0,1) e (v, ws), (U, Ws) € Upq com (v, ws) # (U, Ws). Escrevendo
Vg COMO

Vo = )\UQ + (1 — )\)UQ,

70



3.2 Equilibrio de Nash

temos
JQP\(U7 wg) + (]_ - /\)(’17, ﬁjg)] = Jg[)\’l} + (]_ — /\),17, )\U)Q + (1 - )\){DQ]

:%/OT /Q[Au+(1—A)’ﬁ—vg]2dydt+%/ N ws + (1 — \)io]2d%

P!

I _

_5/ /[)\v+(1—)\)v—)\v2—(1—)\)02]2dydt
0 Q

g

N (3.17)
2 EZJ“
1 -
= - / /[)\(U —vg) + (1 = \)(0 — vo)]*dy dt
2 )y Ja
+2 / N aws + (1 — \) ] 2d.
2 o
Analisando a tltima igualdade do lado direito de (3.17), obtemos

1 [T

= / /[/\(v —v3) + (1 = N)(0 — v2)]*dy dt

2 )y Ja

+2 / [Nwy + (1 — N)iwp)2dD

2 s
)\2 T
=— / /(v — vy)?dy dt
2 Jo Ja
T
+A(1 — )\)/ /(U — 09)(V — vy)dy dt (3.18)
0o Jao
2 4T ® 2
1—A - A
+( ) / /(v—vg)Qdydt+0— w%dZ
2 o Ja 2 Js,

_ 1-\? [
+a)\(1—)\)/ wang—i—u/ T2 dY.
Yo 2 P
()

Vamos majorar (x) e (x*) usando a desigualdade de Young. Aplicando a desigual-
dade de Young na expressao (x) e depois multiplicando o resultado por A(1—X\) > 0,

obtemos

AL =) /OT /Q@ — 02) (T — ) dydt

< M /OT/Q(U — vy)?dydt + A(lT_/\) /OT/Q(EY— vy ) dydt

Novamente aplicando a desigualdade de Young na expressao (%) e depois multi-

(3.19)
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3.2 Equilibrio de Nash

plicando o resultado por o A(1 — A) > 0, obtemos

1-— 1-—
a/\(l—)\)/ oy 5 < M/ wgdz+M/ GRS, (3.20)
Yo 2 Yo 2 Yo

Substituindo (3.19)) e (3.20) no lado direito de (3.17)), obtemos a desigualdade estrita

Jo[A(v, ws) + (1 — N\)(v, ws)] / /v—vg )2dy dt

A(1—A A1 =X
/ /v—vz dydt + ————= / /v—v2 dy dt

o\ - A
(U — vg) dydt—i—— w3 dY + ( )/ w3 dY
Q D%

+M—/ ~2dz+ﬂ/ wsdY = = //v—vg dy dt
2 22 E2

1 — T
+U—)‘ w§d2+( /\>/ /(5 )dydt+—)/ w5 dY)
2 PP 2 0 Q 2 Yo

:A[E/T/(U—UQ)Qddeg/zzwgdz}
{//v—vg dydt + 2 /22““20[2}

= AJo(v,wq) + (1 — N\)J2(v, ws),

ou seja,

T M (v, w2) + (1 — N)(@, @2)] < Ma(v, ws) + (1 — N)Jo (B, @n).

Portanto, existe uma tnica solu¢do we para o problema (3.15). Como para cada w;
dado encontramos uma tinica solugao wsy, podemos relacionar uma dependéncia entre w;
e wy de forma que wy = F(w).

Agora, dado wy, calcularemos a derivada de Gateaux do funcional J;(v; ws) e igualare-

mos a zero, encontrando assim a equacao de Euler-Lagrange associada ao

problema (3.15)).
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3.2 Equilibrio de Nash

Com efeito, sejam 6; € L2(Q x (0,T)) e 6, € L?*(3,). Para ¢ > 0, temos

1
Jé(U,’LUQ) = hII(l) g{JQ(U + 591,’11]2 + 862) — JQ(U,U)Q)} =

}:1_1}(1)8{ / / (v+eb) —vg) dydt+2/22(w2+592) dy—
1 2 o 2

= (v—vz) dydt — — [ w5d%

2 2 )y,

= ll_r}(]) 5{ / / v — 1)2) + 2681(7) — U2> + 82‘92] dy dt + — 5 / (U)Q + 592) dy

——/ /v—vg dydt——/ w2d2}—hm { / /U_UQ dy dt
s e—0 g
+5/ /(U—UQ)eldde—e?/ /efdydt+f/ w§d2+ga/ N>
0o JQ 2 0 Ja 2 Js, g
9 2 2 e 2 g 2
t5e 9d2—§ (v —vg) dydt—§ wy dX
N o Ja S
T
:/ /(U—vg)ﬁldydt—i-a/ WwolsdX.
0 Q D))

Assim, a equagdo de Euler-Lagrange para (3.6) ¢ dada por

T
/ /(’U — "Ug)i}\dy dt + O/ wgzﬁng = 0, (321)
0 Q D3

V iy € L*(X,), onde ¥ ¢ solugao do sistema

—A=0 em Qx(0,7)
0 sobre X
V=14 Wy sobre X, (3.22)
0 sobre X\ (X;U>,)
0(y,0) =0, 0'(y,0)=0 em €.

Para obtermos o sistema otimizado, precisamos do sistema adjunto relacionado a
(13-22)).

Para isso, multipliquemos ([3.22); por uma fungéo p = p(y,t), y € Q, t € (0,7), e

integramos o resultado obtido de 0 até T'. Mais precisamente, temos
T T
/ p?)”dt—/ pAvdt = 0.
0 0

73



3.2 Equilibrio de Nash

Usando integracao por partes, obtemos

p(T)0'(T) — p(0)'(0) — p'(T) o(T) + p'(0) ©(0) + /0 vpdt — /O pAvdt = 0.

Integrando a expressao acima em (), resulta que

/Q p(T) 3 (T) dy - / p(0)%(0) dy — / P(T)(T) dy + / 1(0)5(0) dy

T T
+/ /@p”dydt—/ /pAﬁdydt:O
o Ja o Ja

Pela primeira formula de Green, temos

(3.23)

A~

—/pA@dy:/V@Vpdy— @pdf. (3.24)
Q Q a0 OV

Usando novamente a primeira formula de Green, obtemos

)
/vavpdy: —/@Apdy+/ 3P ar. (3.25)
Q Q oo OV

Substituindo (3.25) em (3.24), segue que

—/pA@dyz—/ﬁApdy%—/ va—dF 81}de
9 Q oo OV a0 OV

Assim,

T dp ov
—/ /pA@dydt / /vApdydt+/ Ty )y pd. (3.26)
0o Ja ov 5 Ov

Substituindo (3.26]) em (3.23)) e usando ([3.22))3 obtemos

/ p(T)7(T) dy — /p’(T)@(T) dy+/0T/Q@p"dydt—/OT/Qmpdydt

/v—dZ avde—O
5 Ov

(3.27)

Como nao temos informagao sobre v(y,T') e v'(y, T'), entao assumiremos que p(y,T) =
P (y, T) =0em Qe p(y,t) = 0 sobre ¥, o que juntamente com a separacao da fronteira

em (3.27), nos da

[y [gmamas [ [sos- [ [sovan

o Psas apAdz @dz—o
5, OV s, OV 8y
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3.2 Equilibrio de Nash

Assumindo que
P —Ap=v—u,,

obtemos da expressao acima que

T 8]7
/ /(v — vy)0dy dt + / — Wy dX = 0. (3.28)
0 JQ s, OV

Considerando p como solucao do sistema adjunto associado

p'—Ap=v—vyem Q
p(T) = P(T) = 0 em ©

p = 0 sobre X
e observando que v ¢ solucao de (3.22), temos que
T 8]7
/ /(p” — Ap)odydt + / — Wy dX = 0. (3.29)
0o Jo 5, OV

De (3.21)) e (3.29), obtemos

/ (O'wg—@) @2(12:0 Vﬂj\z GLQ(ZQ),
Yo aV

donde

10
wy = ga—f sobre Y. (3.30)

Em resumo, obtemos o seguinte resultado:

Teorema 3.1 Para cada w, € Lz(Zl) existe um unico equilibrio de Nash wy no sentido

de (3.9). Além disso, o segquidor wy é dado por

10
wy = F(wy) = ;a—i sobre X, (3.31)

onde {v,p} € a unica solu¢ao do sistema otimizado
V' —Av=0 em Q
P —Ap=v—vy em Q

wy sobre X4

10

v = -2r sobre X,
oov (3.32)
0 sobre X

p=0 sobre X
v(0) =2'(0) =0 em

p(T)=p(T)=0 em .
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3.3 Controlabilidade Aproximada

Naturalmente {v,p} depende de w:

{v,p} = {v(w), p(w:)}. (3.33)

3.3 Controlabilidade Aproximada

Como temos provado a existéncia, unicidade e a caracterizacao do controle seguidor
waq, o lider w; deseja agora que a solucao v e v/, avaliada no tempo ¢t = T, esteja o mais
proximo possivel de (v”,v!). Isso sera possivel se o sistema (3.32)) for aproximadamente

controlavel. Estamos procurando
| 2
inf — wy dX (3.34)
2 Js,
onde w; esta sujeito
(0(T;w1), 0" (T;w1)) € Bray(v®, an) X By-1(g)(v', an), (3.35)
assumindo que tal w; existe, «g, ; nimeros reais positivos arbitrariamente pequenos e

{901} € L2(Q) x HY(Q).

Podemos reescrever ([3.35) como sendo

U(T, wl) S UO + BLQ(Q)

(3.36)
V' (T;wy) € v' 4+ oy By-1(9)
Para estudarmos ([3.34), suponhamos que
T >2d(Q,Tg), onde d(2,Ty)=supd(z,Ty). (3.37)

e

Agora, mostraremos que no caso (3.4), o seguinte teorema ¢é verdadeiro:

Teorema 3.2 Assumamos que vale |D Sejam wy € L*(X1) e wy um equilibrio de
Nash no sentido de (3.9)). Entdo as fungoes (v(T),v'(T)) = (v(., T, wy,ws),v (., T, wy, ws)),
onde v € solucio do sistema (3.5)), geram um subconjunto denso de L*(2) x H™ ().

Demonstracao: Decompomos a solugao {v,p} de (3.32) por

v =1+
o (3.38)

p:p0+Q7
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3.3 Controlabilidade Aproximada

onde vy é solucao de
vy —Avyg=0em Q

0 sobre >4

19
=1 =22 sobre 3, (3.39)

0 sobre 3§
vo(0) = v{(0) = 0 em €,

po satisfaz
pg_APOZUO—Uz em @
po = 0 sobre X (3.40)
po(T) = pp(T) = 0 em €,

e {g,q} em (3.38) satisfazem

g —Ag=0em Q
wy sobre X

1
g = j— @ Sobre 22 (341)
o v

0 sobre X
9(0) = ¢'(0) =0 em €,

¢"—Ag=gem Q
g = 0 sobre X (3.42)
¢T)=¢(T)=0em Q.

Definamos o operador

A LD — H Q) x LA(Q)

(3.43)
wy  — Aw; = {g(T;uw), —g(T;wr)}.
Observemos que A € L(L*(2), H () x L*(Q)).
Usando (3.38) e (3.43)), temos que (3.36) pode ser escrito como sendo
Aw1 € {Ul - UB(T, wl) + aq BHfl(Q), —UO + Uo(T, wl) + g BL2(Q)} (344)

Seja f = {f° f'} € H}(Q) x L*(Q) e introduzamos estados adjuntos ¢ e 1 definidos
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3.3 Controlabilidade Aproximada

como solucao tnica de
' —Ap=dem Q
¢ = 0 sobre X (3.45)
o(T) = f° ¢(T) = f' em Q.

com 1) satisfazendo

P — Ay =0em Q

0 sobre >4

1
=9 - 9 sobre Y, (3.46)
g 1%

0 sobre X
»(0) =¢'(0) =0 em (.

Multiplicando (3.46); por g, solugdo de (3.42)), e integrando o resultado de 0 até T,

obtemos
T T
/ " qdt — / A gdt = 0.
0 0

Usando integracao por partes, resulta que

q(T)w’(T)—q(OW(O)—q/(T)¢(T)+q’(0)w(0)+/0 wq”dt—/o A qdt = 0.

Integrando a expressao acima em (2, obtemos
L@y = [ a0 vody— [ ¢@umay+ [ 70w

Q0 Q Q
T T
+/ /@Z)q”dydt—/ /A@qudydt:().
o Ja o Ja

De (3.42); e (3.46))3, a ultima expressao torna-se

/OT/QW"dydt—/OT/QAzquydtz0. (3.47)

Um calculo anélogo como em (3.24)—(3.26)), a tltima igualdade acima resulta em

T T
/ /Ibq"dydt—/ /Aqv,bdydtnL/@@/JdE—/ qg—de:O,
o Ja o Ja » OV s = Ov

0 que juntamente com ({3.42),, tem-se

T T aq
/ /#}Cl"dydt—/ /Aqwdydt+/_¢d2:0,
0 Ja 0 Ja 5 Ov
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3.3 Controlabilidade Aproximada

Separando a integral sobre a fronteira na tltima igualdade acima, segue que

! 9q 9q
/ /¢(q”—AQ)dydt+/ —¢d2+/ = d¥ = 0. (3.48)
0 Ja s, Ov 5, OV
Substituindo (3.42); e (3.46))2 em (3.48), resulta que

1 dq Op o
//gwdydt—i- o, OV (‘3de 0,

ou seja,

1 3(] oy
/ /g¢dydt —= 31/ 8ud2 (3.49)

Por outro lado, multiplicando (3.45)); por g, solugao de (3.41)), integrando o resultado

obtido em ambos os membros em  x (0,7 e finalmente, usando integragao por partes,

resulta que
/’D(ﬂ@ /mm<m@ /ﬂﬂ(ﬂ@+/9@ﬂ®@

// godydt—/ /Agpgdydt //z/Jgdydt

De (3.41))5 e (3.45)3, a ultima igualdade acima torna-se

(9(T), £) = (g (T), £ sccyrmsco l//gwww

//Ag@gdydt // b dydt.

Um calculo anélogo como em (3.24)—(3.26)), a tltima igualdade acima resulta em

(9(T), 1) = (9" (T)s f*) -1 yxii )+/OT/QQ”90dydt—/OT/Qs0Agdydt
/ ang /890 s, = /OT/Qg@/)dydt,

isto é,

(3.50)

(9(T), 1) = (' (1), f*) 10y x i e / / g" —Ag) pdyadt

/ agdZ a—“ngz:/ /g@/}dydt,
s Ov 0 Ja

que juntamente com (3.41)); e (3.45)2, vem
(9(T), f1) = (' (D) fO) i @ xmye) ng / / g dy dt. (3.51)
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3.3 Controlabilidade Aproximada

Agora, separando a integral com termos de fronteira em (3.51)) e combinando com

(3.49), obtemos

(GT), 1Y)~ (). e — | 28 gds / 00 s = @3—%2,

, Ov v

b3l 8V

que novamente combinando agora com ([3.41))2, obtemos

! I 1 9q ¢
(9(T), 1) = ' (D), £ mr-riopxmyo) — / 5, Wrdx - _/2 o ™
_ L [ 9q9
o / v 81/d2
ou seja,
0
— [ S wndS = (D). ) ey — (9(T). ). (3.52)
3

Definamos a dualidade entre H'(Q2) x L?(Q2) e H}(Q) x L*(Q) por
<{g/(T)7 _g(T)}7 {f07 f1}> - <g/(T)a f0>H*1(Q)><Hé(Q) - (g(T)a fl)
Assim, podemos escrever (3.52)) por

<<Aw1,f>> = —/ g—fwl dx,

onde <<, >> denota a dualidade entre os espagos H1(Q2) x L*(Q) e H}(Q) x L*(Q).

Agora recorrendo ao resultado do Teorema [1.6] se

<<Aw1,f>> = <g,(T)afO>H*1(Q)><H§(Q) - (Q(T)7f1) =0

para todo w; € L*(X;), entao

0

(;5 =0 sobre ;. (3.53)
Portanto, no caso da hipotese (3.4)), segue de (3.46), e (3.53) que

1 =0 sobre X. (3.54)
Combinando (3.54) e (3.46]), temos

P'—AY=0 em Q
1 =0 sobre X (3.55)

$(0) = ¢'(0) =0 em Q,
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3.4 Sistema de Otimilidade para o Lider

que pela unicidade de solucao, vem que

(0

0. (3.56)

Substituindo (3.56) em (3.45)1, obtemos

" —Ap=0em Q
© =0 sobre X (3.57)
p(T) = f° ¢(T) = f' em Q.

Pelo Teorema da Unicidade de Holmgren (conforme Teorema [1.21]) e para o uso explicito

dele feito aqui (conforme proposicao [1.3) , temos

=0 em @,
e portanto de 3, implica que
ff=r=0
e assim, pelo Teorema , a demonstracao esta concluida. 0]

3.4 Sistema de Otimilidade para o Lider

Gragas aos resultados obtidos na Segao podemos encontrar para cada wq, o equili-
brio de Nash ws associado a solugao v de (3.5). Mostraremos a existéncia de um controle

lider w; solucao do seguinte problema:

inf J(wy), (3.58)

w1 €Ugq

onde U,y € o conjunto de controles admissiveis

Uag = {wy € L*(X1); v solugdo de (3.5) satisfazendo (3.35)}. (3.59)

Com isso, o seguinte resultado é verdadeiro:

Teorema 3.3 Assumamos que (3.4) e (3.37)) sao satisfeitas. Entao o controle lider étimo
wy € dado por

w; = 5 sobre ¥
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3.4 Sistema de Otimilidade para o Lider

em que ¢ € dado pela solugao unica {p,,v,p} do sistema otimizado

' —Ap=1 em Q
' =AY =0 em Q
V' —Av=0 em Q

P —Ap=v—vy em Q
=0 sobre X

0 sobre >

1 0p
V=9 === sobre X,
o v

0 sobre X (3.60)
9¢

B

v= bre ¥
- sobre g

0 sobre X
p=0 sobre X
p(T)=f" ¢'(.T)=f' em Q
v(0) =2'(0) =0 em Q
p(T)=p'(T)=0 em Q

sobre ¥,

e {0, '} € Hi(Q) x L*(Q) € definido como solugdo tinica da desigualdade variacional
(T ) = P = ) vy — T ) =0 F = 1)

Far (101 = 11 + ao(IFY = 1£Y) = 0,V F = {fO, f1} € HA(Q) x LX),

(3.61)

onde em (3.61) escrevemos v(T, f) para explicitar o fato que a solu¢ao {p,,v,p} de

(3.60) depende de f.

Demonstracao: Introduzamos dois funcionais proprios convexos

Fy: L*(Z)) — RU {0}

Fy: HYQ) x L*(Q) — R U {oo}

como sendo

1
Fi(w,) = 5/ W2dS, Yy € LX) (3.62)
P
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3.4 Sistema de Otimilidade para o Lider

Fy(Awy) = F({g' (T, w1), —g(T,w1)})
0. se ¢ (T) € v — vy (T, w1) + a1 By-1(q),
= ’ —g(T) € —v° + vo(T, w1) — ag Brzy, (3.63)

00, €aso contrario.

Observemos também que por (3.43) e (3.52) podemos definir explicitamente o

operador adjunto A*.
De fato, Vw; € L*(3;), temos

0
- _@wl dy = <g/(T)7 f0>H71(Q)XHé(Q) - (g(T)’ fl)

b 51/
(g (D), —g(TH AL 1)
= Aw =f

Entao, A* é dado por

A* L HNQ) x LA(Q) — L2(%)

(3.64)
(o5 s arp= =%

%)
em que p é dada em (3.45]).

Com essas notacoes, juntamente com o fato da imagem do operador A ser densa em

H~1(Q) x L*(Q), encontrar (3.34)) é equivalente

‘ Encontrar wleigf(zl)[Fl(wl) + Fy(Awy)]. (3.65)

Aplicando o teorema [1.5]ao problema (3.65) com X = L?(%;), Y = H~1(Q) x L*(1),
o=F :L*(3) — RU{oo} ey =F: HYQ) x L*(Q) — R U {oo}, obtemos

e Para {g’(T, wy, F(w1)), —g(T, wl,]:(wl))} € H71(Q) x L*(Q), existe w; € L?(X;)
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3.4 Sistema de Otimilidade para o Lider

de modo que Awy = {¢'(T,w1), —g(T,w;)} satisfaz
Aw, € {vl — v)(T,w1) + oq By-1(0), —v° + vo(T, w1) + apg BLQ(Q)} =
Fg(Awl) = 0.

Logo,
wy; € Dom(Fy) N Dom(Fyo0 A). (3.66)

e Temos também que Fi é continuo em w.

De fato, seja |w} — wi|p2(x,) = 0. Assim, temos

|Fi(wy) = Fi(w)] = 5

1
/(w’f)QdZ—/ w%dZ‘
2 31 P

1
= — / w{l(w? — wl)dE + / wl(w? — wl)dZ
2 21 E1
1/2
1 1/2
< = (/ (w?)2d2) / (W] —w;)*d%
2 X1 \El 4
=0
1/2
1/2
+ / (W} — wy)?d% (/ w%dZ) :
I ) =1
=0

0 que implica em

[Py (w)) — Fy(wy)| =0,

0 que caracteriza a continuidade de F} em w.

Entao, temos

infy,ere(sy) [F1(w1) + Fa(Awy)] = .
~min [FE(AAP D)+ E (- () (3.67)

(FO.fY)eHE X L2 ()

Observemos que

Fi(wy) = Fi(wy), (3.68)
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3.4 Sistema de Otimilidade para o Lider

visto que,

Fy(wy) = SBI()Z : {(wla wl)L2(21) - Fl(wl)}
w1€L? (3

1
= sup {/ wde——/ w%dZ}
wier2(sy) (/s 25
1
= sup {—/ w%dZ}
’LU1€L2(21) 2 1

= Fi(w), YVw; € L*(%).
Temos também que ¥V f = {f°, 1} € H}(Q) x L*(),
FS{P T
= s (I T), g AT TR — Fa(Awn) }

Aw e H-1(Q)xL2()
7o Pl
AleHSEE)XLQ(Q){< (T )’f> “L(Q)xH(Q) (9( )af) o ( wl)}

1

= sup v )+ a171af0>H LQ)x HE () (3.69)

(11:70)€By ~1¢0,1)%Br2(0,1)
0
—(U —vo(T) — oo, f }
1

= —(v* = vo(T), Jﬂ)ﬂL@ —vo(T), J/m>H—1(Q)><H(}(Q)

70 71
+a1 sup (71, f )H—I(Q)ng(Q) +ap sup (WO,f )
MEB-1(0,1) 0EBL2(01)

= (UO(T) - UO,J/H) + (v' — (), ﬁJ)H—l(Q)xH(}(Q) + 041“?” + 040|Ja’-

Por (3.64)), temos

A(f) = —%- 3.70
(H=-2. (5.10)
e usando (3.68]), obtemos
R -a(-5)-n(-5) -3 [ (5) ==
9P _ ., o
com -~ € L?(3). Portanto, (3.67) ¢ equivalente a
v
inf [F Fy(A =
wle%l?(zl)[ 1(wr) + Fa(Aw)]
=—  min {1/ (a—@)zdzﬂvo—mm M (3.71)
Femy@xrz@) (2 )y, \OV 7

— 0" = D). Py +aull Pl + ol P}
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3.4 Sistema de Otimilidade para o Lider

em que ¢ é dada em (3.45)). Sendo assim, (3.71)) é o problema dual de (3.34).

Fazendo

e considerando a dualidade entre H~(Q) x L*(Q) e Hy(Q2) x L*(2), temos
<<{—771,770}>{Jm>fl}>> = (UO»J/ﬂ) - <771a]/m>H—1(Q)><H(}(Q)' (3.72)

Entao, associamos a solu¢ao do problema dual do lado direito de (3.71) & minimizacao
do funcional

O : H(Q) x L}(Q) — R

definido por

o7 =5 [ (52) =+ (=) AP P W)+l Pl + ol (37)

Assim, temos

inf [Fy(w)) + Fa(Aw;)] = — fEHI%l)iSLQ(Q) o({/° '). (3.74)

Agora tomando 0 < ¢ = min{ay, a1} e usando a norma do grafico, reescrevemos o

funmonal como sendo

09

o PN =1 [ (52) e+ (-t P )

| (P P gz

(3.75)

Pelo teorema temos que o funcional definido em atinge um minimo J? €
H}(Q) x L*(Q), solugdo do problema dual (3.73)), e este é tinico, pois o funcional ©, &
estritamente convexo.

De fato, sejam ({fo,fl}, {6°, ¢'}) € (HE() x L*(Q))>. Pelos mesmos argumentos

utilizados na prova da convexidade estrita do funcional (3.6]), temos

O M 1+ (1= N {g% 9" = 20 ({f°, F*}) + (1 = V6. ({4 ¢'})

_)\(1—>\)/ 0p oyl
2 o

d>.
ov  Ov
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3.4 Sistema de Otimilidade para o Lider

Portanto, para {2, f1} # {¢°, ¢'} e A € (0,1), obtemos

Assim, provamos que o funcional O, tem um tnico minimo f € HZ(Q) x L*(€) que

é solucao do problema dual (3.73)). Portanto, de (3.34) e (3.71]), segue que

1 o3\ >
inf / widy = — min {—/ (£> d + (v° — vo(T), fl)
w1€L? (1) Jx, feH&(Q)XLQ(Q) 2 )N ov (376)

—( t— U(I)(T)vfh>H*1(Q)><H(%(Q) + 041||J/Ch|| +Oéo|]ﬂ|}a
restrito a ((3.36]).
Seja entdo f = {f°, f'} a tnica solucdo do seguinte problema dual:

- i 0[RS P+ P+ el P 370

FEHL(Q)xL2(Q)

onde A*]?é dada em (3.70).
Fagamosu:f,ézfe]\/:@com

Ny =1 / (A* f)2dS
2 /s,

No = (({=n" 105, {0 P + aa [ 2] + ol £
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3.4 Sistema de Otimilidade para o Lider

Agora, temos

d

= SN (F+MF- D)

_ %E /2 (A°(F +MF - f))QdE]

- %{/ 2(ar(f+ M=) a(f- f)dE]

A=0

A=0

= V (A*f + AA*f — AA*f)(A*f — A*f)dZ}
31

A=0

:/Z A*f(A*f — A*f)dS

[ Op (0D Oy
_/Zlay(ay Gy)dz'

Pela proposi¢ao [1.2] obtemos a desigualdade variacional

/ gf (g_f_2_3)sz+<<{—771,?70}7{P7F}>>+O‘1HJ%H

(3.78)
+aolf'] - <<{—n1,n°}, {0 F'1) = s |If°]] = aol £ > 0.
Analisemos o termo (+*) em (3.78). Notemos que, por (3.52) com
wy = _3_@)
ov
obtemos ,
/gl (g_f) dx = <9/(T)>fO>H—1(Q)xH3(Q) — (9(T), f1). (3.79)
Também,
o gf gfdz (D), /D>H*1(Q)><Hé(ﬂ) — (9(1), Ja) (3.80)

Portanto, de e (3.80), segue que

Op (0P 0 /
/El a_f (8_5 - a_f> X = _(g<T)a]/t\l - fl) + <g (T>7]/m - f0>H—1(Q)><Hé(Q)' (381)
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3.4 Sistema de Otimilidade para o Lider

Substituindo (3.81) em (3.78), obtemos

_(g(T>7]?l - fl) + <g,(T)7 }b - fO>H—1(Q)><H3(Q) - <7717 fD>H—1(Q)XHé(Q)
P+ 0 S sy — (0 7) + (1P = 1121 + a0 (1] = 171) = 0.
Assim,
_(g(T)a }‘\1 - fl) + <g/(7ﬁ)7j/ch - fO>H—1(Q)><Hé(Q) - <7717 ]/Cb - fO>H*1(Q)><Hé(Q)

+(0" 1= 1)+ (I = 1) + ao (1] = 1Y) = 0,

ou seja,
(G T) =" T = 1) s ey — @) =0 J" = ) +aa (1171 = 11°1)
+ao(|f' = I£]) > 0.
Portanto,
(¢(T) = 0" + 00D, = 1) sy — (9(T) +00(T) =% ' = 1)
o (|17 = [1£°1]) +ao(IF' = I£1]) = 0,
isto é,
(o) +g(T) =", F* = ) sy — (0T + g(T) =", ' = f)
+ar (1PN = 10 + ao(IF1 = If1) 20, V] € Hy(Q) x L(9).
Agora, tomando

U=U0+g

como em (3.38));, a prova esta concluida.
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