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Resumo

Neste trabalho apresentamos o Método do Ponto Proximal para resolver o Problema
de Equilibrio definido em um conjunto convexo e fechado contido em um espaco de Hil-
bert real. Apresentamos a definicao do problema de Equilibrio, alguns casos particulares
e resultados de existéncia. Mostramos que o Método do Ponto Proximal para resolver o
Problema de Equilibrio PPEP gera uma sequéncia de pontos que sao solugoes dos sub-
problemas propostos. Mostramos também a convergéncia do PPEP para a solucao do

Problema de Equilibrio sobre hipoteses razoaveis.

Palavras-chave: Método do Ponto Proximal, Problema de Equilibrio e Método de Re-

gularizacao.
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Abstract

In this work we present the Proximal Point Method to solve the Equilibrium Problem
defined in a convex and closed set contained in a real Hilbert space. We present the
definition of the Equilibrium problem, some particular cases and some existence results.
Show that the Proximal Point Method to solve the Equilibrium problem PPEP generates
a sequence of points that are solution of each proposed sub-problems. Also show the

convergence of PPEP to solve the Equilibrium problem on reasonable assumptions.

Key words: Proximal Point Method, Equilibrium Problem and Regularization Method.
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Introducao

Seja H um Hilbert real, P(H) o conjunto das partes de H e T : H — P(H) (ou
T : H = H) um operador ponto-conjunto mondtono maximal com T(x) # () con-
vexo, compacto para todo x € H. O Método de Ponto Proximal (MPP) foi introduzido
por Martinet em 1970 e aperfeicoado por Rockafellar para encontrar zeros de opera-
dores monédtonos definindo da seguinte maneira: Dada {v;} uma sequéncia real posi-

1 & 0 1inico zero de

tiva e limitada, o método gera uma sequéncia {z*} C H onde z**
T*(z) = T(z) + v(x — 2¥). Se T é maximal, entdo a sequéncia converge fracamente para
o zero de T' (ver [21]).

Seja K C H convexo e fechado e f : K x K — R uma fungao satisfazendo a propriedade

f(z,x) =0,Vz € K, o Problema de Equilibrio, segundo Blum e Oettli, é definido por
EP(f,K): Achar 7 € K tal que f(z,y) > 0,Vy € K.

O problema de Equilibrio foi introduzido por Ky Fan [7] e estudado por outros autores
como em [4] e [10] . O Problema de Equilibrio modela varios outros, a saber: otimizacao
convexa, ponto fixo, Equilibrio de Nash, problemas de complementariedade e desigualdade
variacional.

O Método do Ponto Proximal para o Problema de Equilibrio desenvolvido em [8],

0

denotado por PPEP ¢ definido da seguinte forma: Dados 0 < v, < 7, 2” € K, para

cada 2% € K, defina 2" como tnica solucio do EP(fi, K) onde fi(z,y) = f(z,y) +

k+1 k+1

Yelw — ak y — x), isto é, f(xFL y) +yp(ab Tt — 2k y — 21 > 0,Vy € K. A convergéncia
do PPEP para o Problema de Equilibrio EP(f, K) é analisada mediante algumas hipéteses
razoaveis.

Iniciamos com as definicoes do Problema de Equilibrio, mas o objetivo principal deste
trabalho é dissertar sobre a convergéncia do Método do Ponto Proximal para Problema

de Equilibrio tendo como referéncia Iusem e Sosa [8].



Sumario 2

No capitulo 1, expomos a teoria bésica de topologia, no¢oes de analise funcional e
analise convexa. As referéncias [1], [3], [5], [14], [15], [16], [20], [22], [23], [24] e [26] foram
essenciais nesta parte.

No capitulo 2, definiremos o Problema de Equilibrio em espacos de Hilbert, as hipoteses
que garantem a existéncia de solucao, seus problemas relacionados e suas aplicagoes. As
referéncias importantes sao [4], [7], [10], [12], [19].

No capitulo 3, apresentaremos o Método do Ponto Proximal para o Problema de
Equilibrio PPEP segundo Iusem [8] e analisaremos a convergéncia. Para aprofundamentos

dos assuntos é recomendado Iusem e Sosa [8], Blum e Oettli [4], Iusem [9].



Capitulo 1

Nocoes Preliminares

Apresentamos neste capitulo as definigbes e resultados basicos que serao utilizados

durante o texto. Inclui tépicos basicos de topologia, andlise funcional e andlise convexa.

1.1 Analise e topologia

Comecaremos com alguns conceitos de andlise e topologia no espaco euclidiano . As

principais referéncias sao [3], [14], [15], [16], [18] e [23].

Definicao 1.1.1 Um subconjunto X C R € limitado quando existe um nimero ¢ > 0 tal

que |x| < ¢ para todo z € X.

Definicao 1.1.2 Dado X C R limitado, definimos o supremo de X como sendo o ele-
mento L = sup X que satisfaz v < L Vxr € X e sex < S,Vr € X entao L < S.

Analogamente, definimos o infimo de X.

Dado {X} C R um conjunto limitado, defina —X = {—z;z € X}, entao temos
inf (—X) =—sup X esup(—X) =—inf X (ver[14]).

Defini¢ao 1.1.3 Uma sequéncia em R € uma aplicagao x : N — R e denotamos {xy }ren-

Defini¢ao 1.1.4 Diz-se que um ponto a € R € limite de uma sequéncia real {x} quando
para todo € > 0 existir kg € N tal que k > ky = |zx —a| < €. Neste caso escreve-se

lim z, = a, limz, = a ou x, — a.
k—o00

Definicao 1.1.5 Diz-se que a € R € wvalor de aderéncia (aderente) de uma sequéncia

{z} C R quando alguma subsequéncia de {x} converge para a.
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Observagao 1.1.1 Quando uma sequéncia {x} C R é limitada existe(m) subsequéncia(s)
convergente(s) (Bolzano-Weierstrass) entdo o conjunto dos valores aderentes de {xy} €

ndo-vazio e limitado (ver [14]).

Defini¢ao 1.1.6 Seja {x;} C R uma sequéncia limitada, definimos o limite superior de
{zt} (limsupxy) como sendo o maior valor de aderéncia da sequéncia. Analogamente

definimos o limite inferior de {xy} (iminf zx) como o menor valor de aderéncia.

Agora temos que existe limz, = a < limsupz, = liminfz, = a. Se xp < i
(limitadas) entao liminfz, < limsupz, < liminfy, < limsupy,. Temos também que

liminf (—z;) = —limsup e limsup (—z;) = — liminf z;, (ver [14]).

Defini¢ao 1.1.7 Uma sequéncia {x} C R é nao-decrescente quando xj, < xj,1 para todo
k. Analogamente define-se sequéncia nao-crescente. Uma sequéncia € mondtona quando

ou € nao-crescente ou nao-decrescente.

Proposicao 1.1.1 Toda sequéncia mondtona e limitada de nimeros reais é convergente.

Demonstracao. Ver [14].

Estudaremos agora conceitos de andlise em espagos mais gerais. Considere H um

espago vetorial real.

Definicao 1.1.8 Um produto interno em um espaco vetorial real H é uma aplicagcao
(.,.): Hx H— R que satisfaz para todo x,y,z € H,c € R:

(a) (z,y) = (y,z) (simétrica).

() (& +9,2) = (2,2) + {y,2).

(c) (cx,z) = c.(x,z) (bilinear).

(d) se x #0,(x,x) >0 (positiva definida,).

Exemplo 1.1.1 Se H = R", o ezemplo de produto interno mais usual € o produto interno

n
canénico (x,y) = leyz
i

Defini¢ao 1.1.9 Uma norma em H € uma aplicacgio ||.|| : H — R que satisfaz para todo
x,y € HcelR:

(N1) ||z +yl| < [lz]l + llyll-

(N2) [lez| = le]||=].

(N3) se x # 0 entao ||x|| > 0.
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Observagao 1.1.2 Uma consequéncia da defini¢cao de norma em H € que, para todo

,y,2 € H temos [lx — y|| < [lz = z[| + [ly — z]| e também que |||z]| = [lyll| < l|lz = yl| (ver

[26]).

Exemplo 1.1.2 As principais normas em R™, onde x = (x1,...,x,), $Go a norma eu-
n

clidiana (||z||p = /22 + ...+ 22), a norma da soma (||z]s = Z\xll) e a norma do
i=1

mazimo(||x||a = lrgag;ﬂxl\}) (ver [15]).

Um produto interno (.,.) em H pode induzir uma norma ||.|| = /(.,.) em H. Apartir
de agora vamos considerar H um espaco vetorial real normado em que a norma provém

do produto interno.

Proposigao 1.1.2 (Cauchy-Schwarz) Seja x,y € H, tem-se |(z,y)| < ||z|||y|l-
Demonstracao. Ver [26].

Definicao 1.1.10 Um subconjunto X C H € limitado quando existe um nimero ¢ > 0

tal que ||z|| < ¢ para todo x € X.

Definicao 1.1.11 Uma sequéncia em um espaco normado H € uma aplicacio v : N — H
e denotamos {x*}ren. Uma subsequéncia da sequéncia {z*} € uma restricio de {z*} a

um subconjunto infinito N' C N e a denotamos por {z¥};en.

Definigao 1.1.12 Diz-se que um ponto a € H € limite de uma sequéncia {z*} em H
quando para todo € > 0 existir kg € N tal que k > ky = ||z* — a|| < €. Neste caso diz-se
que {z*} € convergente para a e escreve-se lima* = a ou 2% — a. Quando a sequéncia

nao converge ela € dita divergente.

Observagao 1.1.3 Seja uma sequéncia {z*} C H.

a) Tem-se que lim 2% = a < lim ||2* — a|| = 0.

b) Toda sequéncia de H convergente é limitada (ver [23]).

c¢) Selimz* =0 e {7#*} C R € limitada, entdo lim~*.2% =0 (ver [23]).

Observagao 1.1.4 Sejam z*,y* € H, lima* = a,limy* = b. Entao lim (z*, y*) = (a, b).
Com efeito, quando k — oo temos ||z* — a|| — 0 e ||y* — b|| = 0, logo (z* — a, 2% — a) —

0 e (y —b,y* —b) — 0. Como {y*} € limitada entdao lim{x* — a,y*) = 0. Assim,

12", y*) = (@, b)l| = (=" — a,4*) + (a,y*) — {a, b)|| — 0.
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Definigao 1.1.13 Uma sequencia {x*} C H é de Cauchy se para todo € > 0,3 kg € N

tal que k,p > ko = ||z* — 2P| <e.

Definicao 1.1.14 Um espaco H chama-se completo quando todas as sequéncias de Cau-

chy de H sao convergentes para pontos de H.

Definicao 1.1.15 Um espag¢o normado completo onde a norma provém do produto in-

terno chama-se espago de Hilbert.

Vamos considerar de agora em diante que H um espacgo de Hilbert. Apresentaremos

nocgoes basicas de conjuntos abertos, fechados e compactos.

Definicao 1.1.16 Diz-se que a € H ¢é ponto de aderéncia (aderente) a um conjunto
X C H quando alguma sequéncia de X converge para a. O conjunto dos pontos aderentes

de X chama-se fecho de X e € denotado por X.

Definicao 1.1.17 Seja X C H, um ponto a € H chama-se ponto de acumulacdo de X
quando toda vizinhanc¢a de a contém infinitos pontos de X diferente de a. Vamos denotar

o conjunto dos pontos de acumulacao de X por X'

Proposicao 1.1.3 Sao equivalentes: a € ponto de acumulag¢ao de X < existe uma se-
quencia {z*} C X — {a} com lima* = a.

Demonstracao. Ver [23].

Definicao 1.1.18 Um conjunto X ¢é fechado quando contem todos os seus pontos ade-

rentes, isto €, X = X.

Observagao 1.1.5 Dizer que X € fechado significa que dada qualquer sequéncia {x*} C

X com lima* = a tem-se que a € X (ver [18]).

Proposicao 1.1.4 Um conjunto X C H € aberto < H — X ¢€ fechado.
Demonstragao. Ver [25].

Defini¢ao 1.1.19 Um conjunto X C H € afim quando (1 — Nz + Ay € X, Vr,y € X e
A € R. O Fecho afim de C C H é o menor conjunto afim contendo C' e € denotado por
aff C'.
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Definicao 1.1.20 Seja C' C H, denote C+eB ={x € H;Jy € C. ||z —y|| <€} onde B €
a bola unitdria. O conjunto ri(C) ={z € af fC;3e > 0,(x +eB)NaffC C C} chama-se

interior relativo de C'.

Defini¢ao 1.1.21 Uma cobertura aberta de X € uma colegcao de abertos {G;}ier, de H

tal que X C U G, onde L é um conjunto de indices.
ieL

Definicao 1.1.22 Um conjunto K C H é compacto quando toda cobertura aberta de K
admite subcobertura finita para K. Isto €, para uma cobertura aberta {G;}, existem finitos
Giyy o, Gi, tal que K C Ui, Gy;. Em espagos de dimensao finita equivale a dizer que K

¢ limitado e fechado.

Proposicao 1.1.5 (Caracterizagao de compacto) Um conjunto K C H é compacto
se, e somente se, toda sequéncia de K possui subsequéncia convergente para um ponto de
K.

Demonstragao. Ver [16].

Nas proximas defini¢oes serao tratadas a continuidade e a diferenciabilidade.

Definicao 1.1.23 Seja f : X € H — R uma aplicacdo e a um ponto de acumul¢cao de
X. Um ponto b € R € limite de f quando x tende para a, se para todo € > 0, existir d > 0

tal que x € X, 0 < ||z — a|| < & implicar que |f(x) —b| < € e o denotamos b = lim f(x).

r—a

Observacao 1.1.6 Sejam f,g: X C H— R, selim,_,, f(x) =0, lim,,, g(x) = s entdo

valem:

lm(f(z) +g(z)) =b+ s e lim f(x)g(z) = bs.

r—a r—a

Se g € limitada e lim,_,, f(z) =0 entdo lim,_,, f(z)g(x) = 0.

Definicao 1.1.24 Seja f : X — R uma aplicacdo, dizemos que f € continua em a € X

quando para todo € > 0, existir 6 > 0 tal que 0 < ||z — al| < 0 implicar |f(z) — f(a)| < e.

Se f: X — R é continua em todos os pontos de X dizemos que f é continua em X.

A soma, o produto e o quociente de aplicagoes continuas é continua (ver [23]).

Exemplo 1.1.3 O produto interno f(z,y) = Z:Uiyi = (x,y) € continuo. Com efeito,
i=1

dado a,b € H tal que ||[(x —a,y —b)|| — 0; faca x = a+ h ey = b+ k; dai temos

I(h, )l = (0,0). Assim (z,y) — (a,b) = (a, k) + (b, h) + (h, k) — 0 (se (h, k) — (0,0)).
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Observagao 1.1.7 Uma aplicagao f definida em X € continua em relacdo a x; quando

x> f(x1, ., T4y .y ) € continua.

Defini¢ao 1.1.25 Seja U C H um subconjunto aberto; a,(a+h) €U e f:U = R, a i-
. fla+te) — fla)
(a)=lim .

ésima derivada parcial de f em a é o limite (quando existe)

of
ox;
derivada direcional de f em a na direcao de v é o limite (quando existe)
3_f( _ . flatitv) — f(a)

a)=lim :

ov t—0 t

O vetor V f(a) = [

(a)} ¢ chamado de gradiente de f em a. Seja v € H um vetor, a

Definicao 1.1.26 Um aplicacdo f : U C H — R € diferencidvel em a quando existe uma
R
aplicagao linear T tal que f(a+v) = f(a)+(T,v)+ R(v) onde lir% ”(Tl) = 0. Além disso,
vV—> v
T=Vf(a).

Definicao 1.1.27 Dada uma aplicacao f : U C H — R, a € U ¢é ponto de madximo
global de f em U quando para todo v € U tem-se f(a) > f(v). Um ponto a € U € ponto
de mdzimo local de f quando eziste § > 0 tal que v € U N B(0,9) = f(a+v) < f(a).
Analogamente a € U € ponto de minimo global de f em U quando para todo v € U tem-se
f(a) < f(v). Um ponto a € U € ponto de minimo local de f quando eziste § > 0 tal que
veUNB(0,9) = fla+v)> f(a).

1.2 Nocoes de analise funcional

Nesta secao iremos falar um pouco das nogoes bésicas de andlise funcional. As princi-

pais referéncias usadas s@o [5] e [26].

Definicao 1.2.1 Dado H, o Dual de H € o conjunto

H*={f:H =R, fé funcional linear}.

Proposicao 1.2.1 O dual de um espaco de Hilbert € um espaco de Hilbert.
Demonstragao. Ver [20].

Defini¢ao 1.2.2 Seja x,y € H, o segmento de reta (fechado) que vai de x a y € o
congunto [z,y] = {(1 —t)z +ty;0 <t <1}. Um subconjunto K C H é convexo quando
[x,y] C K para todo x,y € K.
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Observagao 1.2.1 Todo espaco vetorial real € convexo. O produto cartesiano finito de

convexos € convexo.

Definicao 1.2.3 Seja K C H um fechado, uma proje¢ao ortogonal de x € H em K € o
ponto de K mais proximo de x, ou seja, uma projecao de x em K é o minimizador do

problema minl|jv — x| com v € K.

Teorema 1.2.1 (Projecao Ortogonal) Seja K C H um convezxo, fechado e nao- vazio.

Entdo Vx € H, existe unico u € K tal que Yv € K tem-se
|z — ul|| = dist(z, K) = m1}r{1 |z —v| e (xr —u,v—u) <O0.
ve

Nota: u = Pk(x) é a Proje¢io ortogonal de x sobre K.

Demonstracao. Ver [5].

Definigao 1.2.4 Uma sequéncia {x*} C H converge fracamente para x € H quando

0= lim (zF — 2,9),Vy € H.

k—o0

N fraco
Denotamos a convergéncia fraca de {z*} para x por 2% — x ou 2F — .

Definig¢ao 1.2.5 Uma sequéncia {x*} C H converge fortemente para v € H quando

0= lim (2" — 2, 2" — 2).
k—o0

Proposicao 1.2.2 Toda sequéncia limitada em H possui subsequéncia fracamente con-
vergente.

Demonstracao. Ver [20].
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Proposigao 1.2.3 Seja {2*} uma sequéncia em H.
(i) 28 = v & f(z*) — f(x),Vf € H*.

(ii) 28 — v = 2% — 2.

(iii) xF — x = {2*} € limitada e ||z|| < lilggioglf [

Demonstracao. Ver [5].

Proposicao 1.2.4 Quando H possui dimensao finita, entao a convergéncia fraca coincide
com a convergéncia forte.

Demonstragao. Ver [5].

Proposicao 1.2.5 Seja C' C H um conjunto convexo. O conjunto C' € fechado fraco se,
e somente se, C' ¢ fechado forte.

Demonstragao. Ver [5].

Defini¢ao 1.2.6 Uma aplicagao f : D C H — R € semicontinua inferiormente (sci)
em ¥ € D quando para toda {z*} C D tal que 2* — x implica liminf f(z*) > f(z). E
semicontinua superiormente (scs) em x € D quando limsup f(2*) < f(z). Uma aplicagio
f € fracamente semicontinua inferiormente em x € D quando para toda {z*} C D tal
que ¥ — x implica liminf f(2*) > f(z) e analogamente f € fracamente semicontinua

superiormente em x quando x* — x implica limsup f(2*) < f(x).

£(x) /

f(x)

XK x X oK

scs: lim supf(xk)g f(x) sci : lim inf f(xK) > f(x)

Observacao 1.2.2 Temos que f € sci e scs simultaneamente em um ponto se, e somente

se, f € continua neste ponto. A funcdo norma € fracamente sci, pois se x* — x entdo

||| < lim inf ||2*]|.
k—ro0
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1.3 Nocoes de analise convexa

Veremos aqui alguns aspectos béasicos de analise convexa e problemas de otimizacao.
Os resultados podem ser vistos em [1], [22] e [24].
Seja D C He f: D — R. O problema de Otimizacao é dado por:

(1.1) min f(x) com z € D.

Definigao 1.3.1 Dizemos que uma sequéncia {x*} C D ¢ critica em relagiao a D quando
e ||z*]| — oo ou quando x* — x com x € AD.
Dizemos que f: D — R € coerciva em D quando para toda sequencia critica {x*} em D

tem-se limsup,,_, f(z%) = +o0.

Exemplo 1.3.1 Suponha que exista solu¢ao para o problema m%gn f(z), com f:R" - R.
EASIING
Entao a aplicagio F(x) = f(z) + (1/2)||x — a||* € coerciva. Com efeito, f(x) > B para

|| = +oo, entdo

algum 8 fizo. Se lim ||z
lim F(2*) = lim [f(2*) + (1/2)|]2" — a[|*] = lim [8 + (1/2)]|z" — a]]*] = +o0.

Definicao 1.3.2 Seja D convexo, diz-se que f € convexa em D quando para todo x,y € D
ea € (0,1) tem-se flax + (1 —a)y) < af(z) + (1 —a)f(y) (ver figura abaizo). Se a
desigualdade € estrita, f € estritamente convera. Diz-se que f é quase-convexa em D

quando os conjuntos de nivel {x € D; f(x) < c¢,c € R} sdo convezos.

f(y)

tf(x) + (1-1) fly)
f(x)

fltx + (1-)y)

X tx + (1-t)y y

Exemplo 1.3.2 A fun¢io f : R" — R dada por f(z) = ||z|| é convexa. Com efeito, para
a € (0,1) temos

flax+ (1 —a)y) = llax+ (1 - a)yl| < affzf] + (1 = o)yl = af(z) + (1 = a)f(y).
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Exemplo 1.3.3 O produto interno f(x,y) = (x,y) € convexa em cada argumento. Com

efeito, para t € (0,1) temos (1 —t).(z,y) + t(x,b) = (z, (1 — t)y + tb), dai

Analogamente isso € vdlido para o primeiro argumento.

Definicao 1.3.3 Seja D um conjunto convezo, dizemos que f € concava em D quando
(= f) € convexa em D. A funcao f € quase-concava em D quando {x € D; f(z) > ¢,Vc € R}

é convexo.

Vamos apresentar a definicao de aplicacoes convexas nao diferenciaveis.

Definicao 1.3.4 Seja D aberto, convexo e f: D — R uma aplicacao convexa . Dizemos
que y € H € o subgradiente de f em x € D quando f(z) > f(z) + (y,z — x) para todo
z € D (ver figura abaixo). O conjunto de todos os subgradientes de f em x se chama

subdiferencial de f em x, o denotamos por Of(x), isto €,

Of (@) ={y € H; f(z) = f(z) + {y,z — x),Vz € D}.

f(2)

f(x) + <y, z-x>

f(x) + <y*,z-x>

Proposicao 1.3.1 Seja f : D C H — R uma aplicagao convexa em D. Entdo o subdife-
rencial de f em x € D € nao-vazio, convero e compacto.

Demonstragao. Ver [22].

Proposicao 1.3.2 Uma aplicagao f: D C H — R convexa, é diferencidvel no ponto x
se, e somente se, o subdiferencial Of(x) € um conjunto unitdrio.

Demonstragao. Ver [22].
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Exemplo 1.3.4 seja f: R — R dada por f(z) = |z|, o subdiferencial de f em z € dado

por

of(z) ={y eR; y(z —z) < |z| — |z|,Vz € R}.

Temos f € derivdvel emx # 0. Parax > 0= 0f(x) = {1}. Parax < 0= 0f(z) = {—1}.
Para x =0 e z =0 entao a desigualdade acima vale para todo y € R. Agora para x =0

e z # 0 temos

gz < |2| = y.é <l=ye[-11=af(0) =[-11].

Vamos definir agora operadores monétono, monétono maximal e nao-expansivo.
Seja P(H) o conjunto das partes de H e operador ponto-conjunto por T : H = H ou
T:H — P(H).

Defini¢ao 1.3.5 Um operador T : H — P(H) é mondtono em H quando para todo
r,ye H eueT(x),veT(y) temos (u—v,x—y) > 0.

Exemplo 1.3.5 Seja D C H um conjunto convexo, seja f : D — R uma aplicagcao

conveza, entio Of € operador mondtono em D (ver [9]).

Defini¢ao 1.3.6 Um operador mondtono T : H — P(H) é mazimal em H quando para

todo operador mondtono T : H — P(H) tal que T(x) C T(z) tem-se que T =T .

Exemplo 1.3.6 Um exemplo de operador mondtono mazximal € subdiferencial de uma

aplicag¢io conveza definida em um conjunto convezo (ver [2]).

Definicao 1.3.7 Um operador T' : H — H ¢é nao-expansivo em H quando para todo

v,y € H, tem-se | T(x) = T(y)|| < ||z = yl|.

Exemplo 1.3.7 Um exemplo de operador nao-expansivo é a projecao ortogonal sobre um

convezxo e fechado (ver [5]).



Capitulo 2

Problema de Equilibrio

Os trabalhos de Eugen Blum e Werner Oettli foram essenciais para o desenvolvimento
da teoria do Problema de Equilibrio. As principais referéncias neste capitulo sao [4],
[7], [10], [12] e [19]. O artigo [4] apresentado em 1994 desencadeou o interesse de varios
estudantes e pesquisadores pela area. O Problema de Equiilibrio pode remodelar varios
problemas como: problemas de otimizacao convexa, problemas de equilibrio de Nash,
problemas de complementariedade, problemas de ponto fixo e problemas de desigualdade

variacional.

2.1 O Problema de Equilibrio e casos particulares

Definiremos o Problema de Equilibrio e suas aplicacoes.
Definicao 2.1.1 Seja K C H convexo, fechado e nao vazio e a bifungao f: K x K -+ R

satisfazendo a propriedade (P1) f(z,z) =0, Vz € K. O Problema de Equilibrio é definido

por:
EP(f,K): achar z € K tal que f(z,y) >0 Vy € K.

As seguintes hip6teses sdo essenciais para resolver o problema EP(f, K).
(P1): f(z,2) =0Vz € K.
(P2): f(y) : K x K - R éses Vy € K.
(P3i) : f(z,.): K — R é conveza.

(P3ii) : f(x,.): K — R é sci.
(P4): f é mondtona, isto é, para Va,y € K tem-se f(x,y) + f(y,z) <0.

(P3) :

14
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(P5): Para toda sequéncia {z*} C K com lim ||z*|| = +00 tem-se que
existe u € K e ky € N tal que f(2%,u) < 0 sempre que k > k.
A hipétese (P5) acima pode ser vista em [10].

Um problema relacionado com o problema de EP(f, K) é o Dual de EP(f, K):
DEP(f,K): Achar y* € K; f(z,y") < 0,Vz € K.

Citaremos abaixo alguns casos particulares do Problema de Equilibrio. Denotare-
mos S(f, K) o conjunto solucio para EP(f,K) e S%f,K) o conjunto solucao para
DEP(f,K).

2.1.1 Otimizacao convexa

A otimizagdo convexa é uma area com bastante aplicacdo em problemas do nosso
cotidiano.
Definicao 2.1.1.1 Seja ¢ : K — R convexa, sci e K C H convexo, fechado e nao vazio.

O Problema de otimizagao convexa é definido como:
(OC): min{p(z);z € K}, ou seja, achar z € K talque p(z) < p(y) Yy € K.

Proposigao 2.1.1.1 O problema de otimizagao (OC) é equivalente ao EP(f, K) com
f(z,y) = o(y) — p(z) e satisfaz as propriedades (P1), (P2), (P3) e (P4).

Demonstracao. Vamos verificar as propriedades do problema.

Observe que f(z, 1) = ¢(z)—p(x) = 0, isto é, satisfaz (P1). Dada {z*} C K com 2 — z,

tem-se lim inf o(2*) > () e assim

limsup f(2*,y) = p(y) + limsup (—p(2*)) = p(y) — liminf p(z*).

Dai, limsup f(2*,y) < f(z,y) e (P2) é satisfeita. Seja {y*} C K com y* — y, entdo
lim inf (y*) > ¢(y). Dai,

lim inf f(z,y*) = liminf [p(y") — @()] = [liminf @(y")] — ¢(z) > ¢(y) — p(z).
Como ¢ é convexa entao para t € [0, 1],

fla, (L=t)y +tb) = o((1 = t)y + tb) — p(x) < (1 — 1) f(x,y) + tf(x,b).
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Logo (P3) é satisfeita. Agora, f(z,y) + f(y,z) = ¢(y) — p(x) + p(x) — p(y) = 0 e (P4)
também é satisfeita.

Agora vamos mostrar a equivaléncia dos problemas,
zresolve (OC) <= ¢(7) < p(y) Yy € K <= f(z,y) > 0 Vy € K <= Zresolve EP(f, K).
O

2.1.2 Ponto fixo

Definicao 2.1.2.1 Seja T': K — K continuo. O problema do ponto fixo consiste:
PF(T,K) : encontrar = € K tal que T'(z) = z.

Existem teoremas que sob certas condi¢oes garantem a existéncia do ponto fixo, dentre
eles tem o teorema do ponto fixo das contragoes e de Brouwer (ver [23] e [12]).
Exemplo 2.1.2.1 Seja ¢ : [a,b] — R continua e g([a, b]) C [a, b], entdo g possui um ponto
fixo. Com efeito, considere h : [a,b] — R dada por h(z) = x — g(z) que é continua em
[a,b]. Dai, h(a) = a —g(a) < 0 e h(b) = b— g(b) > 0. Logo pelo Teorema do valor
intermedidrio, existe zo € [a, b] tal que h(xy) = 0 = g(zo) = xo.

Proposicao 2.1.2.1 Seja T': K — K continuo e nao-expansivo, defina f : K x K — R
dada por f(z,y) = (x — T(x),y — x). Entdo, as propriedades (P1), (P2), (P3) e (P4) sao
satisfeitas. E também 7 resolve EP(f, K) < Z é ponto fixo de T

Demonstra¢ao. Temos que f(z,z) = (x — T(x),z — x) = 0 satisfazendo (P1). Usando
a continuidade do produto interno e de T' temos que (P2) e (P3ii) sdo satisfeitas. Para

satisfazer (P3i) tome ¢ € [0, 1],

fla, (M =t)y+1tb) = (x = T(x), A =)y —z] + b —z]) = 1 =) f(z,y) + tf(z,0).

Temos que

flxy)+ fly,z) =(T(x) —v+y—-T(y),z—y) =(T(x) -T(y),r—y) —(x -y, —y).

Logo f é monétona, pois (T'(z) — T(y),z —y) < ||z — y||*,Vz,y € K.

Agora mostraremos a equivaléncia dos problemas:

Se T'(z) = z, entao f(z,y) = (0,y — ) = 0,Vy € K entao resolve EP(f, K). Se Z resolve
EP(f,K), escolha §j = T(Z) e obtemos 0 < f(z,y) = —||z — T(z)||* < 0. Logo Z é ponto
fixo. O
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2.1.3 Equilibrio de Nash em jogos nao cooperativos

A teoria dos jogos estuda as melhores decisoes em situagoes de conflito. Os jogos nao-
cooperativos sao os tipos em que a estratégia de um jogador nao influencia no resultado
de jogo. O pesquisador John F. Nash publicou artigos sobre equilibrio que idealizaram o
“equilibrio de Nash”e lhe renderam o Prémio Nobel em Econémia.

Defini¢ao 2.1.3.1 Seja I = {1, ...,n} um conjunto de indices finito (nimero de jogadores).
Para cada i € I seja dado o conjunto estratégia K; convexo e fechado. Seja K = [[,.; K
Seja dado também o ganho f; : K — R convexa e continua. Seja z = (z1,...,z,) € K,
2= (T, ey Ty 1, Tig 1y s Tn) € (T ) = (T1y ooy Ti1, Yi, Tig 1y -o» Tn) € K. O ponto

T = (Zy,...,T,) € K é ponto de equilibrio de Nash quando para todo i € I tem

fi(@) < fi(@, yi), Vyi € K.

Proposigao 2.1.3.1 A fungao f : K x K — R dada por f(z,y) = Z(fi(xi,yi) — fi(x)),
onde (2, ;) = (X1, .os Ti_1, Vi, Tig1, - Tn) € K, satisfaz (P1), (P2) eZE(IPS).

Temos que T € K é ponto de equilibrio de Nash < Z satisfaz o problema de equilibrio
EP(f,K).

Demonstragao. Veja que f satisfaz (P1), (P2) e (P3). Com efeito, (P1): f(z,z) = 0.
Como f é continua, entao (P2) e (P3ii) estao satisfeitas. Agora para provar (P3i), sejam

y,z € K e A €0, 1], temos, pela convexidade de f;,

flz,(1=Ny+2z)) = Z[fl( (1= Nyi + zi\) — fi(z)]

iel

< (1=X) Z[fz(xzvyz> — filz)] + /\Z[fi(xi7 zi) — fi(z)]

iel i€l
A aplica¢ao f nao é monétona (P4), pois se T resolve EP(f, K) entao
F@y) + fly,2) =Y (@ 0:) + [y, 2:) — [:(Z) = fi(y)] > 0.
iel
Provando a equivaléncia:
Agora, se T ¢é ponto de equilibrio de Nash, entao para todo j € I e Vy; € Kj, temos
fi(@) < f3(2,y;) entao

Fi(@ y) = (@) > 0= (53, y;) — f;(@)] > 0= f(z,y) > 0,Vy € K = 2 € S(f, K).

j€elI
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Se 7 satisfaz EP(f, K) entao f(Z,y) > 0,Vy € K. Dado i € I, tome y; = Z; se j # i
e y; # I;, temos que (fj,yj) =1Ie (ji,yi) =y #T. Sej#i= fj(j;) — fj(jj,yj) e
fi(z) # fi(z', y;). Dai

Z[fS(i'sayS)_fS@')] = fl(a_glvyl)_fl(f)"i_-'-"’fi(fiayi)_fi(j;)"i_“-"‘fn(fnayn)_fn(f) > 0.

sel

Assim temos que f;(z%,y;) — fi(Z) > 0,Vy; € K; = T resolve problema de Nash. [

2.1.4 Problema de complementaridade

Um conjunto K C H chama-se cone quando d € K = td € K,Vt > 0.
Definicao 2.1.4.1 Seja K C H um cone convexo e fechado, H* o dual de H e
K+ = {z* € H*;(z*,y) > 0,Vy € K}. Seja T' : K — H* continuo e monétono. O pro-

blema de complementariedade consiste em:
CP(T,K): Encontrar z € K tal que T'(z) € KT e (T(z),z) = 0.

Proposigao 2.1.4.1 A funcao f: K x K — R dada por f(z,y) = (T(x),y — z) satisfaz
(P1), (P2), (P3) e (P4). Temos que & resolve CP(T, K) < & resolve EP(f, K).
Demonstracao. Facilmente, as hipdteses (P1), (P2) e (P3ii) sdo satisfeitas, pois f é

continua. Para provar (P3i), seja t € [0, 1], temos
fla,(T=t)y +tb) = (T'(x), (1 =)y — ] + b — z]) = (1 — 1) f(x,y) + f(,0).
A aplicacao f é mondtona (P4) pois T' é operador monétono. Com efeito,
f@y) + fy,2) = (T(y) = T(x),x —y) <0 (T(x) = T(y),z —y) 2 0.

Agora provando a equivaléncia,

se T resolve CP(T, K) entao T'(z) € Kt e (T(z),z) = 0. Dai, (T'(z),y) > 0,Vy € K =
f(@y) = (T(x),y—2) = (T(2),y) = f(2,y) 2 0,Vy € K = 7 € 5(f, K).
Se 7 resolve EP(f, K) temos f(Z,y) > 0,Vy € K, entdo tome y = 2Z. Daf,
f(@,y) = (T(z),21) - (I'(7),7) = (T(7),7) = 0.
Tome y = 0 entdo
f(@,y) =(I(z),-1) 2 0= —(T(2), ) 2 0= (T(z),7) < 0.

Logo, (T'(z),z) = 0. Portanto pela defini¢ao de f, (T'(z),y) > 0,Vy € K. Assim Z resolve
CP(T,K). O
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2.1.5 Desigualdade variacional

As desigualdades variacionais é uma teoria que foi elaborada nos anos 60 na Peninsula
Itélica por matematicos de grande renome na otimizacao, entre eles o pioneiro Guido
Stampacchia que estudava problemas de mecanica. O desenvolvimento da area originou
o Problema de Desigualdade Variacional (VIP). Veja mais detalhes em [12].

Defini¢ao 2.1.5.1 (Problema de Desigualdade Variacional) Seja K C H um con-
junto fechado e convexo nao vazio, seja um operador 7" : H — P(H) mondtono maximal
tal que para todo = € K tem-se T'(x) é compacto, convexo e nao vazio. O Problema de

Desigualdade Variacional consiste em
VIP(T,K): Achar z € K e u € T(Z) tal que (u,y — ) >0, Vy € K.

Exemplo 2.1.5.1 Seja K C R™ um conjunto convexo e fechado e h : K — R dife-
rencidvel. Assuma que exista xy € K tal que h(zg) = min,cx h(x). Entdo o gradiente
Vh satisfaz o VIP(Vh,K). Com efeito, sendo K é convexo entdo g+ t(x — xy) € K para
t € [0,1]. Defina ¥(t) = h(xg + t(x — x¢)). Como xy é minimizador de h em K, entdo
t = 0 é minimizador de ¥ em [0, 1]. Mas ¢(t) = (h'(xo + t(z — 20)), (x — x0)) implica que
Y'(0) = (Vh(xg),x — x0). Dai, ¥'(0) = (Vh(zg),z — x9) > 0,V € K. Assim o operador
Vh satisfaz o VIP(Vh,K).

Lema 2.1.5.1 Seja C' C H um conjunto compacto e p : C' — R aplicacao continua, entao
existe I;leag(p(x) = p(s).

Demonstracao. Ver [3].

Proposicao 2.1.5.1 Seja T': H — P(H) um operador ponto-conjunto monétono ma-
ximal com T'(z) # () compacto convexo. A funcdo f(z,y) = uej@(}é)(u,y — x) satisfaz as
propriedades (P1), (P2), (P3) e (P4). Temos que, Z resolve EP(f, K) < Z,u resolvem
VIP(T, K).

Demonstracao. Veja que (P1) é valida: f(x,xz) = 0. Temos que (P2) é satisfeita: se
¥ — x, entdo temos

limsup f(z*,y) = lim sup [ max (u,y — zk>} = max (u,y — x) = f(z,y).

k—o0 k—o00 ueT(zF) ueT (z)
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Se y¥ — y et €]0,1] entdo (P3) é satisfeita:

lilzninff(x,yk) = liminf {max (u, y* — x)} = f(z,y) e
—00

k—oo |u€eT(x)
flz, (L =t)y+tb) = mﬁ(x)(u, (1—t)y— (1 —t)x+tb—tx)
uctl(x
< (1—t y—a) 4t b
< ( )urg%)w y—x) urg%)w z)

= (I=t)f(z,y) +1f(x,b).

Provando (P4): como T'(z) é compacto convexo para todo = € K, entdo existe

max (u,y — ) = (u,y — ) e max (v,x —y) = (U,x — y). Logo
uem)< y—x) = (U,y —x) veT(y)< y) = y). Log

flz,y) + fly,z) = (0, y —x) + (U, 2 —y) = (U — U,z —y).

Assim f(z,y) + f(y,x) <0 pois (T(x) — T(y),z —y) > 0.

Provando a equivaléncia.

Se Z,u resolvem VIP(T, K) com u € T(Z) entao

f(z,y) = uglj@();)(u,y —I) > (u,y —x) > 0,Vy € K = Z resolve EP(f, K).
Reciprocamente, se T resolve EP(f, K) temos u@ﬁg)(u,y —z) > 0,Vy € K. A aplicagao
p: T(z) x K — R dada por p(u,y) = (u,y — Z) é continua. Como T'(Z) é compacto e
convexo, entao existe u € T'(z) tal que

urg%)p(% y) = urg%)w, y—2z)=(u,y—2) = f(T,y)

Logo f(z,y) = (u,y —z) > 0,Vy € K. Assim Z,u resolve VIP(T,K). O

2.2 Existéncia de solucao para o Problema de Equilibrio

Encerrando o capitulo, vamos falar um pouco sobre existéncia de solug¢ao para o pro-
blema de equilibrio, mas nao aprofundaremos os estudos. Vamos falar existéncia segundo
Blum e Oettli [4] que trata de aplicagoes f(z,y) = g(z,y)+ h(z,y), existéncia segundo Ky
Fan [7] e segundo Iusem, Kassay e Sosa [10]. Mas aqui serd mais importante o resultado
de Tusem, Kassay e Sosa.

Definigao 2.2.1 Seja K,C C H conjuntos convexos tal que C' C K. Seja (a,y) o seg-

mento de reta de a a y. O core de C' em K é o conjunto
coregC ={a € C;CN(a,y) #0,YVy e K —C}.

Logo o core é um tipo de centro de C.
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Teorema 2.2.1 (Segundo Blum e Oettli) Sejam f(x,y) = g(x,y) + h(z,y)

(i) H um espago de Hilbert, K C H um conjunto convezo e fechado nao-vazio.

(ii) g : K x K — R tal que g(x,x) = 0,Vx € K; g(z,y) + g(y,x) <0 e g(z,.) conveza e
sci na sequnda varidvel e defina R(t) = g(ty+ (1 —t)z,y) comt € [0,1] e R(t) funcdo scs
emt=0.

(111) h : K x K — R tal que h(x,x) = 0,Vx € K; h(.,y) scs na primeira varidvel e h(x,.)
convexra na sequnda varidvel.

(iv) Existe C C K compacto convexo nao-vazio tal que para todo x € C' — corexC', existe
a € coreC tal que f(z,a) = g(x,a) + h(z,a) <O0.

Entao existe * € C tal que 0 < g(Z,y) + h(Z,y),Vy € K.

Demonstragao. Ver [4).

Observagao 2.2.1 No artigo [4] a demonstragao deste teorema baseia-se em trés lemas

e € usado a versao padrao do Lema KKM (ver [15]).

Teorema 2.2.2 (Ky Fan Desigualdade Minimax) Seja K C H um conjunto com-
pacto convexo nao-vazio ¢ f 1 K X K — R uma aplicacdo talque

(a) Para cada fivo v € K, f(x,.) é sci na sequnda varidvel.

(b) Para cada fizoy € K, f(.,y) € quase-concava na primeira varidvel.

Entao a sequinte desigualdade minimax € satisfeita

min sup f('ra y) < sup f(z,x).
yeK pek zeK

Demonstragao. Ver [7].

Observagao 2.2.2 No artigo [7] a demonstracao deste teorema é bem interessante e usa

uma versao mais avangada do Lema KKM (ver [13]).

O teorema seguinte é uma aplicagao direta da Desigualdade Minimax e tem demons-

tragao analoga.

Teorema 2.2.3 (Segundo Ky Fan) Seja K C H um conjunto compacto, convexo e
nao-vazio e f : K x K — R uma aplicacao satisfazendo:

(1) f(.,y) € scs para cada y € K.

(ii) f(x,.) é quase-convezra para v € K.

Entao existe um ponto x* € K tal que

inf f(z*,y) > inf .
inf f(2%,y) 2 inf f(w,w)
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Demonstragao. Ver [17].

Agora vamos enunciar um teorema de existéncia de solucao para o Problema de
Equilibrio segundo Tusem, Kassay e Sosa [10] que tera énfase neste trabalho e serd usado

no capitulo seguinte.

Teorema 2.2.4 (Segundo Iusem, Kassay e Sosa) Se f: K x K — R satisfaz (P1),
(P2), (P3), (P4) e (P5), entio EP(f, K) tem solug¢ao.
Demonstragao. Ver [10].



Capitulo 3

Método do ponto Proximal aplicado

ao Problema de Equilibrio

Neste capitulo iremos falar sobre o método do ponto proximal aplicado ao problema
de equilibrio em espagos de Hilbert tendo como referéncia [8].

Usaremos o MPP para resolver o Problema de Equilibrio e analisar se a sequéncia
gerada pelo método converge para a solugao do EP(f, K).

Vamos definir a regularizacao e verificar que ela satisfaz as propriedades do Problema
de Equilibrio (P1), (P2), (P3), (P4) e (P5); em seguida iniciaremos o método para o

problema. Para mais detalhes veja [8].

3.1 Método do ponto Proximal aplicado ao Problema
de Equilibrio

Mostramos algumas hipdteses do Problema de Equilibrio no capitulo anterior agora

vamos enunciar algumas outras hipoteses do problema de equilibrio segundo [usem.

Seja f : K x K — R satisfazendo (P1)-(P3). Considere as seguintes hipdteses para
todo z,y € K:

(P4°): Existe 0 > 0 tal que f(z,y) + f(y,z) < 0|z — y||* (f é f-submondtona).

(P4*): Se f(xz,y) > 0 entdo f(y,z) <0 (f é pseudomondétona).

I =

. FFara toda sequencla T C com lim ||x +00 tem-se que
(P5): Para toda sequéncia {2"} C K com lim | t q

existe u € K e ky € N tal que f(z*,u) < 0 sempre que k > ko.

23
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Observagao 3.1.1 Se f satisfaz (P4) entao (P4°), (P4*) sao claramente satisfeitas
(ver [10]).

Teorema 3.1.1 Se f : K x K — R satisfaz (P1)-(P4), entao f(y,z*) < 0,Vz* € S(f, K),
Yy € K.

Demonstragao. Com efeito, se z* € S(f, K), entao Vy € K temos que f(z*,y) > 0. Como
f satisfaz (P4), entao

f@y)+ fly,2") <0= f(y,2") < —f(z",y) < 0.
Assim se 2* € S(f, K) entdo z* € S¢(f,K) e S(f,K) C S¢f,K). O
Teorema 3.1.2 Se f: K x K — R satisfaz (P1)-(P4) entdo S4(f, K) = S(f, K).

Demonstragdo. Usando o teorema anterior temos que S(f, K) C S%(f, K). Seja agora
v € SYf,K)ew € K. Para cada t € (0,1), defina w; = t.w + (1 — t)z*. Como K ¢é

convexo entao w; € K. Como x* € SU(f, K) entdao f(wy,z*) < 0. Dalf,

flwy, ") + t.f(z",w)—t.f(z",w) <0=
Fwns®) + L1 w) < tfw) =

flw,x*) + tf(z",w)— %_tf(wt,wt) <t f(zx*,w).

Por (P3i), f(wy,.) é convexa, segue que

flwg,w) = flwg,tw~+ (1 —t)z") < t.flw,w)+ (1 —1t)f(w, ") =

Flwna®) 4 £ fw) = b flww) + (= ), 2)] < (" w) =
LR w) 2 L w) = f ).

Dividindo a expressao anterior por ¢, temos f(z*,w) > f(x*,w) — %_tf(wt, w). Tomando
ao limite t — 07 temos w; — z*, entdo usando (P2), f(a*,w) > f(a*,w) — f(z*,w) = 0.

Assim temos S¢(f, K) C S(f,K). O
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A regularizacdo, segundo Iusem e Sosa [8], para o problema de Equilibrio é tal que
cada subproblema tem solucao unica e as iteradas convergem para a solucao do probelma
principal.

Vamos agora definir a regularizagao e verificar que ela satisfaz as hipoteses do Problema
de Equilibrio (P1)-(P5).

Fixado v > 0 e € H. Suponha que f : K x K — R satisfaga (P1)-(P3). Definimos a

reqularizacao de f por

Teorema 3.1.3 (Regularizagao geral) Seja f : K x K — R satisfazendo (P1)-(P3)
e seja a reqularizagio de [Al]. Assuma que f satisfaz (P4*) e que v > 0 > 0, entao
EP(f,K) tem solugio tunica.

Demonstragio. Temos claramente que f herda (P1),(P2) e (P3) de f. Temos também

que f satisfaz (P4) (monotonicidade). Com efeito,

fla.y)+ fly,x) = fle.y)+ fly,2) +1{z -2,y —2) + (y — 2,2 — y)]
= flz,y)+ fly2) +yl-(e—2,0—y) +{y - T,2 - y)]
= fl@,y)+ fly.2) +7[(-(z - %) +y— 2,2 —y)]
= fl@,y)+ fly.2) +7[{y — 2,2 — y)]
= flz,y) + f(y,2) =]z —y?
< (@-llz-yl*<0

Logo f(a:,y) + f(y,x) <0, logo f é monétona. Para mostrar que vale (P5), tome uma
sequéncia {z*} C K tal que lim||z*|| = +oc e seja u = Py (Z) onde Px : H — K é a

projecao ortogonal sobre K. Note que

f(xk’u) = f
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Temos (Z — u, z¥ — u) < 0. Usando também a §—submonotonicidade temos:

< flafu) = Aflu — 2F?
< —fu, ")+ Oflu = 2| = Aflu — 2

—flu,a®) = (y = O)lu — 2| =

B1]: f(z*,u) < —flu.a®) = (v =O)lu— 2"

Para cada = € K defina g, : K — R por ¢,(y) = f(z,y). Tome = € ri(K). Entao
& € ri(dom(gy)), onde dom(g,) é dominio de g,. Como g, = f(u,.) é convexa entdo seu

subdiferencial em & é nao vazio. Tome 0 € 0g,(z). Temos que

IN

gu(@®) = gu(2) = flu,2*) = f(u, ) =
_f<u7xk> < <@7‘% - xk> - f(u7 *%)

< ollle — =" — f(u, @)

(0, 2% — &)

= Jolllz —u+w— ¥ - f(u, )

< ollll = wll + 1ol Jlu — ™) = f(u, 2) =

B2]: —f(u,a") < [olllz —ull + |o]l[lu — "] = f(u, ).
Combinando [B1] e [B2] temos

F(a*,u) < oll )l = ull + Joll-llu — 2®) = £(u, 2) = (v = O)Ju — 2*||*.

Il =

Como lim ||z +00, entao lim ||z* — u|| = +00, Como v — 6§ > 0 segue que

lim (o, u) < T (o1& = ull + Joll- e — 25 = f(u, ) — (v = O) Ju — 2*|P] = —o0.

Logo para k grande temos f(2*, 1) < 0. Assim f satisfaz (P5) e pelo Teorema de existéncia
segundo Tusem, Kassay e Sosa temos que EP(f, K) tem solugao.

Sejam T, 2’ que resolvem EP(f, K), dai

Somando temos

0< f@,2)+ fla, i) <O —y)|z—P<0=>i=2. O
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Teorema 3.1.4 Assuma que f satisfaz (P1)-(P3). Se & € S(f,K) e x* € SUf,K),
T € K, entao vale

[A2]:||& — 2" + ||z — 2]* < ||z — 27|

Demonstracao.

Temos que f(&,2*) >0 e f(Z,2*) < 0. Usando [A1] temos

f(z,z*) = f@2")+v@—-z,2"—3)>0=(z—z,z—2") >0.

&I

Por outro lado,
0 < {
=

= —Jlz-2*+@-17,2-2")

")

+z—z")

I
|
\5&1
S
|
8

&I

N
ISX

&I

)

= —||lz—-z|P+ @ -2 +2"—%,7— ")

= —lz -2l +llz —2"|* - (T — 2", 7 —27)

= —|lz-zP+ |z -2 -@F-2"2—F+7— %)

= —lz -2 +llz — "I — & — 2" — (¥ — 2", 7 — 7).
Como (z — x*,Z — &) > 0, entdo

—lz—2|* + |z — 2| = |2 = 2"|* = (¥ — 2", 7 — %) > 0.

Assim

12 — 2*|1* + Iz — 2|* < ||z —27[|*. O
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O Método do Ponto Proximal para o Problema de Equilibrio serd denotado por PPEP.
PPEP: Assuma que f : K x K — R satisfaz (P1)-(P3) e (P4°). Seja 7y > 6 > 0, tome
uma sequéncia {vx} C (0,7]. O PPEP é definido da seguinte forma:

1. Escolha 2° € K;

2. Dado z* € K, defina 2**! como tinica solugao de EP(fy, K) onde

[A3] : fi(z,y) = f(z,y) + el — 2",y — z).

Isto é,

[A4] : [z, y) + (@™ — 2%y — 2" > 0,vy € K.

3. Se z¥*1 = ¥ pare. Caso contrério retorne para o passo 2.

Observe que se ! = ¥ entdo f(2F1,y) > 0,Vy € K = 281 € S(f, K).

Veremos a seguir a boa definicao e a convergencia do PPEP.

Definigao 3.1.1 Dizemos que {z*} C K ¢é assintéticamente resolvente para EP(f, K)

quando

liminf f(2*,y) > 0,Vy € K.
k—oo

Teorema 3.1.5 Considere o EP(f,K) onde f satisfaz (P1)-(P3) e (P4*), 2° € K.
A sequéncia {x*} gerada pelo PPEP é bem-definida.

Demonstracao. Usando o Teorema da Regularizacao geral com v = v, > 6 e Z = x* temos
que EP(fg, K) tem solucao tinica para cada k, isto é, existe 2**1 que resolve EP(fy, K).

O

Assuma para efeito de convergéncia do método que S(f, K) # 0.
Teorema 3.1.6 Considere o EP(f, K) onde f satisfaz (P1)-(P}) e 2° € K.
(i) A sequéncia {x*} € limitada e

lim ||z — 2%|| = 0.
k—o0
(ii) A sequéncia {x*} € assintéticamente resolvente para EP(f, K).

(i1i) Todos os pontos de acumulacio fracos de {x*} resolvem EP(f, K).

(iv) A sequéncia {x*} € fracamente convergente para alguma solugdo ¥ de EP(f, K).
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Demonstragdo. (i) Como S4(f, K) # 0, existe y* € K tal que f(z,y*) < 0,Vz € K. Logo
—f(a**1 y*) > 0. Agora pelo PPEP temos

f(IkJrl,y*) > ’)/k<l’k o Ik+1,y* o xk+1> = <$k+1 . .Ik,y* o xk+1> > 0.

k k+1

Usando [A2] com Z = 2", & = 2" 2" = y* temos
2" =y 17 [l = 2 <l =y,

Logo a sequéncia {||z* — y*||} ¢ limitada e mondtona, logo convergente, digamos para

o > 0. Além disso, {z*} é limitada. Por outro lado,

0 < fla* — 22 < (" = y7IP = 2" =y |1?) = (6% = 0%) = 0= lim (2" — 2"*) = 0.

(ii) Por [A4] temos
0< f(xk+1,y) +'7k<xk+1 _ a:’f,y _ xk+1> < f(xk+1,y) + %”xkﬂ i xkl!lly . xk+1“'
Como ~; é limitado, lim (2% — 25*!) = 0 e (y — 2**") também ¢é limitado, entéo

liminf f(z*,y) > 0,Vy € K.
k—o0

(iii) Por (ii), {z*} tem pontos de acumulagao fracos (pois ¢ limitada), todos pertencen-
tes a K, pois é convexo e fechado. Seja # um ponto de acumulagio fraco de {z*} e
{z%} C {2*} uma subsequéncia fracamente convergente para # (2% — ). Temos que
limsup,,_,., f(z%,y) < f(&,y), para todo y € K. Por (ii),

0 < liminf f(z",y) < limsup f(2",y) < f(2,y),Vy € K. Logo & € S(f, K).

Jj—00

(iv) Sejam # e 7 dois pontos de acumulacio fracos de {z*}, existem subsequéncias {z*}
e {z%} de {z"*} tal que 2% — Z(k; — o0) e zFi — F(k; — o0).

Usando (iii), temos #, 2 € S(f, K). E ainda,

ka)+1 _ ZA'HQ + ka o xk+1”2 < ka . i,HZ e ka+1 o :Z,HQ + ka - karlHZ < Hg;k _ j“2
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Portanto {||z* — Z||} e {||Jz* — Z||} sdo mondtonas e limitadas, logo convergem, digamos

para o > 0 e v > 0, respectivamente. Agora

20zh — 2 p—F) = 2aM — 2% & —F) £ 2l — 2|2 - 2|2 — 2N
= 2z* — 1M ||? — 2(zM — M 2M — MY 4 2(aF — 2N 5 — F)
= 22" — oM ||? + (28 — 2M 2 — 7,202 — 2M))
= 2|zt — M |2 + (aF — &, 202k — 2F)) + (& — M 22 — 2))

= (@ —aM, 3 —a") — |7 — 2" |P+ (7 — 2P, 7 — 2N — |7 — 2|

24 || — 22— ||E - 22

— & — a5 - 12 - o

Como ||z* — Z|| = o e ||2* — Z|| — v, entdo tomando ao limite quando k — oo e teremos

k

—2|\§:—:&]\2:l}im 2zh — b F—F) =1~ + o' 0P =0=>7=1.
—00

Assim a sequéncia {z¥} possui apenas um ponto de acumulacio fraco. Concluindo que a

sequéncia converge fracamente para a solugao de EP(f, K). O

Corolario 3.1.1 Assuma que as hipoteses do Teorema anterior sejam satisfeitas. Se H
possui dimensao finita, entdo a sequéncia gerada pelo PPEP converge fortemente para a

solug¢do de EP(f, K).

Demonstracao. Com efeito, se H possui dimensao finita, entao a convergéncia fraca

coincide com a forte.



Comnsideracoes finais

Nesta dissertagao apresentamos o Método do Ponto Proximal para resolver o Problema
de Equilibrio EP(f, K). Este método foi proposto por Iusem e Sosa [8] em adaptagao do
método proposto inicialmente por Rockafellar [21]. Mostramos inicialmente que o método
estd bem definido, pois cada subproblema EP(f;, K) possui uma unica solugao sob as
hipéteses que f satisfaz (P1)-(P4) o qual implica que f satisfaz as mesmas propriedades
e (P5), garantindo tal afirmagao. Agora supondo que f satisfaca (P1)-(P4) e S(f, K) # 0,
provamos que a sequéncia {2*} gerada pelo PPEP é limitada e também que ||2*T! — 2¥||
tende a zero, logo a sequéncia é assintéticamente resolvente para FP(f, K), isto significa
dizer que seus pontos de acumulagao fracos resolvem o EP(f, K). Para caday € S(f, K),
{||=* — y||} é limitada e mondtona, logo convergente. Sendo {z*} limitada, entdo os
pontos de acumulacao fracos sao unicos. Concluindo que a sequéncia gerada pelo PPEP
¢ fracamente convergente para a solu¢ao do EP(f, K). Se adicionarmos a hipdtese de

compacidade forte em K, ou se H possui dimensao finita teremos que a convergéncia do

PPEP serd forte.
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