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“0 mundo nao é um mar de rosas; € um
lugar sujo, um lugar cruel, que nao quer
saber o quanto vocé é durao. Vai botar
vocé de joelhos e vocé vai ficar de joelhos
para sempre se vocé deixar. Vocé, eu, nin-
guém vai bater tao forte como a vida, mas
nao se trata de bater forte. Se trata de
quanto vocé aguenta apanhar e sequir em
frente, o quanto vocé € capaz de aguentar
e continuar tentando. E assim que se con-

seque vencer."

Rocky Balboa



Resumo

Nesta dissertacao, consideramos o método do ponto proximal com a divergéncia de Kullback-
Leibler aplicado a problemas de otimizacao linear, estudamos a sequéncia proximal primal
(SPP) e a sequéncia proximal dual (SPD). Por meio de resultados obtidos para o compor-
tamento limite das trajetorias primais e duais mostramos que a (SPP) converge para uma
solucao do problema linear e analisamos seu raio de convergéncia. Bem como provamos
que a (SPD) e a sequéncia média dual (SMD) convergem para o centrdide do conjunto

6timo dual do problema linear. E ainda, estudamos o raio de convergéncia da (SMD).

Palavras-chave: Método do Ponto Proximal Generalizado, Funcoes Barreiras, Diver-
géncia de Kullback-Leibler, Distancias de Bregman, Centroide, Trajetorias Dual e Primal,

Convergéncia da Sequéncia Dual, Raio de Convergéncia Primal.
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Abstract

In this dissertation we consider the Proximal Point Method with the Kullback-Leibler
divergence applied to linear optimization problems, study the Primal Proximal Sequence
(PPS) and the Dual Proximal Sequence (DPS). With results obtained for the limiting
behavior of primal and dual trajectories we show that (PPS) converged to a solution
for the linear problem and analyze its radius of convergence. We prove, as well, that the
(DPS) and the Dual Average Sequence (DAS) converge to the centroid of the dual optimal
set of the linear problem. Also, we study the radius of convergence of the (DAS).

Keywords: Gereneralized Proximal Point Method, Barrier Functions, Kullback-
Leibler Divergence, Bregman Distances, Centroid, Dual and Primal Trajectories, con-

vergence of dual sequence, primal convergence rate.
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Introducao

O algoritmo do ponto proximal com distancias generalizadas para resolver problemas
lineares do tipo:

min {f(x) : Ax = b, x > 0}, (1)

onde f: R* — R ¢ uma funcao convexa diferenciavel, A ¢ uma m x n matriz real, b é
um m-vetor real e a variavel x é um n-vetor real, gera a sequéncia prozimal primal {x*}

de acordo com a interacao:
Xt = argmin{f(x) + AxD (x, x*) : Ax = b}, (2)

com x" > 0 arbitrério, D, ¢ uma distancia de Bregman e {Ay} ¢ um sequéncia de escalares
o

positivos satisfazendo Z At = co. As condi¢des de otimalidade para (2) determinam a
k=0
sequéncia prorimal dual {s*} definida por:

s¥ = M VD, (XX x9).

Em todo este trabalho usaremos uma distancia de Bregman especifica, a divergéncia

de Kullback-Leibler:
~ Xi .
Dy (x,X) = g (xi log o + X — xi> : (3)

i=1 t

n
associada a @, funcdo de entropia, dada por @(x) = in log xi. Os resultados centrais
a serem expostos foram baseados no artigo de Cominét:tli e San Martin [4].

Na literatura, encontra-se um estudo completo sobre a sequéncia proximal primal,
embora pouco tenha-se debatido sobre a sequéncia proximal dual {s*}. Em geral, ao invés

de estudar diretamente esta sequéncia dual, estuda-se o comportamento da sequéncia

media dual {s*}, definida a partir de {s*} como sendo:

Kk Kk -1
=) wAi s, onde = (Z Af) .
i=1 i=1

1



Sumario 2

Nesta dissertacao, para a funcao barreira particular, serd demonstrada a convergéncia de
ambas estas sequéncias para o centrdide (s¢) do conjunto de folgas duais (S*).

Com o intuito de analisar a convergéncia e a velocidade com que convergem as sequén-
cias proximais primal, média dual e dual sera feito um estudo sobre a trajetoria primal
associada ao problema linear (1) perturbado, de modo que para cada parametro p > 0

serd definida como sendo:
x(p) = argmin {CTX - uD%p(x) :Ax=b, x>0}, (4)

onde D (x) = Dy(x,x"), com x* > 0, Ax' = b e D, dada por (3). Com o mesmo
objetivo serd estudado a trajetdria dual, cuja definicao é motivada pelas condicoes de

otimalidade de (4) e dada por:

s(w) = —n(Vo(x(n) = Vo(x') = —u (logx(n) —logx') .

Como mostrado no trabalho de Cruz Neto, Iusem e Svaiter [9], as sequéncias proximal
primal e média dual estao contidas, respectivamente, nas trajetoria primal e dual de uma
maneira conveniente. Assim sendo, estudaremos o comportamento limite das trajetorias
primal e dual, de suas derivadas e também dos quocientes As(p), Au(p) e Ax(p) (definidos
a posteriori), para depois utilizar estes resultados no estudo das sequéncias obtidas pelo
método do ponto proximal generalizado em questao.

Este trabalho esta dividido em quatro capitulos. O primeiro deles contera definicoes
e resultados sobre &lgebra linear, andlise no R™, convexidade e otimizacao que darao
suporte as demonstracoes ao longo do texto. No segundo Capitulo, introduziremos os
conceitos de trajetorias primal e dual, bem como mostraremos que estas convergem para
pontos particulares. No terceiro Capitulo, estudaremos o comportamento limite das de-
rivadas destas trajetorias e de alguns quocientes importantes para o ultimo capitulo. No
quarto Capitulo, fazendo uso dos resultados obtidos nos Capitulos 2 e 3 e da boa conexao
estabelecida em Cruz Neto, Iusem e Svaiter [9], j& comentada acima, mostraremos a con-
vergéncia das sequéncias proximais primal, média dual e dual, além disso analisaremos as

velocidades de convergéncia de algumas delas.



Capitulo 1

Resultados preliminares

Neste capitulo apresentaremos algumas defini¢oes e resultados preliminares que darao
suporte as demonstracoes no transcorrer desta dissertacao. Para alguns resultados apre-
sentaremos provas e para outros indicaremos apenas as referéncias usadas, principalmente

para aqueles cujas provas sao muito técnicas e fogem do escopo do trabalho.

1.1 Notacoes e Convecgoes

As seguintes notacoes estabelecidas serao usadas ao longo de todo o texto. A partir de
agora R™ serd o espaco Euclidiano n-dimensional, onde a i-ésima componente do vetor
x € R™ sera o ntiimero real denotado por x;. Seja RT ={x e R":x; >0, Vi=1,--- ;n}e
R, ={xeR":x; >0, Vi=1,---,n}. A menos de mencao contraria, o R™ sempre sera

munido com o produto interno canénico, a saber, para x,y € R™ temos (x,y) = x'y =

X1Y1+ -+ +XnYn. E com a norma Euclidiana, definida por ||x|| = /(x,x). Dado S C R"

indicaremos por S, o fecho de S. Dado um conjunto de indices ] =41, -, rC{l, - ,m},
indicaremos a cardinalidade de J por [J| =1 e j ={1,---,n}/]. Mais ainda, dado x € R™
definimos xj como sendo o subvetor ([xilicy) = (xj,,--- ,%;,) € RYI.

No que diz respeito a notacao matricial, o conjunto das matrizes reais de ordem m x
n serd denotado por R™*™, cujos elementos serdo escritos da forma A = (aij)ij €
R™ ™ (aqui faremos a identificagio R™ = R™*!). A matriz transposta de A € R™*™
serd, denotado por AT € R"*™. E quando existir, a matriz inversa de B € R™*™ sera
representada por B! € R™™. Dado A € R™™ e J C {1,---,n} denotaremos por Ay

a matriz em R™*l formada pelas colunas de A indexadas por J. Dai, podemos escrever
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A =[A) Al

Por fim, sendo x,y € R™ e u € R, usaremos as seguintes razoaveis notagoes:

o Xy = (Y1, - ,XnYn) €R™;

WV

X y<:>xi>UbVi:17"'an;

ec=(1---,1)T e R™;

T7 eX = (em, . ,eX")T c Rn;

logu = (loguy,--- ,logu,)

e X =Diag(xq, - ,xn) € R™*™,

1.2 Resultados de Algebra Linear e Analise no R™

Neste trabalho assumiremos uma certa familiaridade com os conceitos basicos de ana-
lise no R™ e algebra linear, os quais em sua maioria podem ser encontrados em [14], [15]
e [16]. Sendo assim, as ferramentas que faremos mengao explicita nesta parte sao apenas

aquelas que serao muito utilizadas posteriormente.
Proposicao 1.1. Todo subespaco vetorial E C R™ € fechado.

Demonstracao. Tome uma base ortonormal G = {wq, -+ ,w,} de R™, de modo que
G’ = {wy,---,w;}, com T < n, seja uma base de E (o que é possivel pelo processo

de ortonormalizacdo de Gram-Schmidt, conforme segao 10 de [16]). Dada uma sequéncia
n

T
(x*) dada por x* = Z o*w;, de modo que x* — x € R™ com x = Z awy. Dai,

i=1 i=1

T n T n
. K 2 . K K
0 = kh—{r;oHX —x|| :1}1_{20 E Wi — E Wy, E Wi — E Wi
i=1 i=1 i=1 i=1

T

: K 2 2

= lim (o — )"+ o+ -+«
k—o0 4 T
1=

2
n-

N
Logo, oty 11 =+ =y =0 e entao x = <Z oqwi> € E. Portanto, E é fechado. O

i=1
Corolario 1.1. Seja B um subespaco vetorial do R™. Se T : (a,b) C R — R"™ ¢ um
caminho diferencidvel que tem imagem contida em v + E, para algum v € R™, entao

IM(u) € E, V€ (a,b).
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Demonstracao. Dado u € (a,b) e h > 0 tal que p+h € (a,b), como E é subespaco

Mu+h)—T(w
(e

Fazendo h — 0, obtemos pelo teorema anterior que I''(u) € E. H

vetorial temos

Definicao 1.1. Seja S C R™ nao vazio. O complementar ortogonal de S, denotado por

S+, € definido como sendo o conjunto
St={xeR": (x,y)=0, Vy e Sk

Definicao 1.2. Seja A € R™*™, define-se:

i) o nicleo de A, denotado por Null A, como sendo NullA ={x € R™: Ax = 0};

ii) a imagem de A, denotada por Im A, como sendo ImA ={Ax € R™: x € R},

iii) o posto de A, denotado por posto(A), como sendo o numero mdzimo de colunas de

A linearmente independentes(LI)(que é igual ao nimero de linhas LI, conforme Teorema

8.2 de [16]).

Pela definicio acima, Null A e Im AT sdo subespacos vetoriais de R™. E mais ainda,

estes estao bem relacionados, como mostra a proposicao abaixo.
Proposicao 1.2. Seja A € R™*", entdo NullA = (ImAT)+ e (NullA)* =ImAT.

Demonstragdo. Dado x € (ImAT)+, temos (Ax)'y = xT(ATy) = 0, para todo y € R™.
Logo, Ax = 0 e dai x € Null A. Reciprocamente, se x € Null A e dado y € R™, vale que
x"(ATy) = (Ax)"y = 0. Entdo, x € (ImAT)*. Portanto, NullA = (ImAT)*. A outra
igualdade segue da primeira juntamente com o fato que (E+)* = E, sempre que E for

subespago vetorial do R™ (ver [16], Corolario 1 da se¢do 11). O

Os dois lemas seguintes garantem a invertibilidade de certas matrizes, e serao utilizados

como ferramentas técnicas nos proximos capitulos.

Lema 1.1. Seja A € R™™, com m < 1 e posto(A) = m. Entio, AAT € R™™ ¢

nversivel.

Demonstragao. Pelo Teorema do Nicleo e da Imagem (Ver [16], Teorema 6.6) é suficiente
mostrarmos que Null(AAT) = 0, pois neste caso Im(AAT) = R™ e entdo AAT é invertivel.

Dado u € Null(AAT), temos que:

AT = (ATw) T (ATu) = (W"A)(ATu) =u" (AATU) = 0.
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Portanto, ATu = 0. Como posto(AT) = posto(A) = m segue que AT é injetiva. Dali,

u = 0 e segue o resultado. O]

Lema 1.2. Sejam D = diag(d, - ,dn) e A € R™™, onded € R},. Sem >ne

posto(A) = posto(AT) =m, entdo € inversivel a sequinte matriz

-
= A D c R(m+n)>< (m+n).

0 A
Demonstracao. Pelo Teorema do Nicleo e da Imagem é suficiente mostrarmos que Null M =

0, pois neste caso InM = R™™ e entdao, M é invertivel. Dado (u,v)" € NullA C

R™ x R™, temos que:

AT D u) ([0
o AJ\v/] \o
Dai,
ATu+Dv=0
Av =0

Logo, v=—D"TTATu e dai, 0 = Av = —AD'ATu. Sendo assim,
ID7V2ATU||? = (D72ATW) T (D72ATu) =u"(AD'ATu) = 0.

Portanto, D™"/2ATu = 0 e multiplicando a esquerda por D'/? temos ATu = 0. Como
posto(AT) = m, temos que NullAT = 0, entdo u = 0 e v = —D"/2ATu = 0. Desta

maneira, concluimos que (u,v)" = (0,0)T € R™ x R™ e segue o resultado. O

Os tnicos teoremas de anélise que aqui destacaremos sao o Teorema do Valor Médio
de Cauchy, Teorema de Bolzano-Weierstrass e o Teorema da Func¢ao Implicita, os quais

serao expostos apenas com referéncias para suas demonstragoes.

Teorema 1.1. (Teorema do Valor Médio de Cauchy)
Sejam £, g : [a,b] = R continuas em [a, b] e derivdveis em (a,b). Entdo, existe c € (a,b)
tal que:

f'(c)lg(b) — g(a)l = ¢(c)[f(b) — f(a)l.

Demonstragao. Vide Teorema 19.8 de [1] O

Teorema 1.2. (Teorema de Bolzano-Weierstrass)

Toda sequéncia limitada em R™ possui uma subsequéncia convergente.
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Demonstragao. Ver [14], mais precisamente o Teorema 3 do Capitulo 1. O

Teorema 1.3. (Teorema da Funcao Implicita)

Seja f = (f1,---,fn) 1 U — RN de classe C*(k > 1) no aberto U € RM*N. Suponhamos
que no ponto p = (a,b) € U, com f(p) =c, a matriz de ordem N x N dada por:

of;
0y;

seja inversivel. Entao existem Z C U um aberto contendop, V.C RM um aberto contendo

Tf(p) = { (p)] (=1, ,N)

ae&:V—=RN de classe C*, com &(a) = b e valendo a sequinte propriedade:
fle)NZ={(x,&(x)): x € VL

Demonstragao. Ver [14], mais precisamente o Teorema 6 do capitulo 6. ]

1.3 Otimizacao e Funcoes Convexas

Apresentaremos agora algumas defini¢oes e resultados sobre otimizacao, com maior
destaque aqueles obtidos para funcoes convexas, para as quais sera feito um estudo mais
detalhado. As referéncias aqui usadas foram Solodov e Izmailov|10] e Ribeiro e Karas|18].

Seja f: D C R™ — R uma funcao, um problema é dito ser de minimizacao quando é
da forma:

min{f(x) : x € D}. (1.1)

O conjunto D é chamado de conjunto vidvel do problema, os ponto de D sao chamados
de pontos vidveis e f é chamada de objetivo. Mais ainda, v € [—o00,00) definido por

v = inf{f(x) : x € D} recebe o nome de valor 6timo do problema (1.1).

Definicao 1.3. Dizemos que um ponto x € D é:
i) minimizador global de (1.1) se, e sd se, f(x) < f(x), Vx € D;
i) minimizador local de (1.1) se, e sd se, existe € > 0 tal que

f(x) < f(x), Vx € DN B(x,¢).

O conjunto D* = {x € D : f(x) < f(x), Vx € D} é chamado de conjunto solucao
do problema (1.1). Em alguns casos, mesmo quando v é finito, pode nao haver um
minimizador global para o problema, isto ¢, D* = (). Considere, por exemplo, o problema:
min{e* : x € R}. A seguir, serdo expostos critérios que garantem a existéncia de solucao

global.
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Teorema 1.4. (Teorema de Weierstrass)
Sejam D C R™ um conjunto compacto e f : D — R uma funcao continua. Entao f assume

mdzximo e minimo em D. Em particular, o problema (1.1) possui solugdo global.
Demonstragao. Ver Teorema 1.2.1 em [10]. O

Definicao 1.4. O conjunto de nivel da funcao f: D — R associado a p € R € o conjunto
dado por
Lip(B) ={xeD: f(x) < Bk

Corolario 1.2. Sejam D C R™ um conjunto e f: D — R uma func¢ao continua. Supondo
que existe B real tal que o conjunto L¢p () seja ndo-vazio e compacto. Entdo, o problema

(1.1) possui solugdo global.

Demonstracao. Usando o Teorema 1.4, o problema
min{f(x) : x € Ly,p(B))

tem solucao global x, isto é, f(x) < f(x), para todo x € Ly p(p). E dado x € D/L¢p(B),

temos que f(x) > > f(x). Portanto, x é minimizador global de f em D. O
O seguinte lema sera crucial em véarias demonstracoes do Capitulo 3.

Lema 1.3. (Hoffman) Sejam E um subespaco de R™, | um conjunto de indices contido
em I, ={1,---,n}e j = 1,./]. Entao, existe uma constante M = M(E,]) com a sequinte
propiedade: para cada uj e uj tais que (u],u})T € E, emste ﬁ.j tal que (u],ﬂT)T cte

[ < Mlwyl].

Demonstracao. Reordenando as coordenadas, sem perda de generalidade, vamos supor
] ={1,---,m} com m < n. A priori, encontraremos a projeciao de E sobre o R™
(aqui estamos considerando R™ = R™ @& R™ ™). Sendo Pj : R™ — R™ definida por
Py(x) = P](x],xj) = xj, note que Pj(E) é um subespago vetorial de R™, logo ¢ fechado.
Portanto, Ep = Pj(E) U B[0, 1] é compacto. Seja u € Ep, entdo F, = ({u} x R ™) NE é
nao-vazio e fechado. E definindo h,, : F, — R por hy(u,v) = ||v||. Pelo Corolario 1.2, a
funcdo g : Ep — R dada por g(u) = min{h, (u,v): (u,v)" € F,} é bem-definida. Mais
ainda, existe (u,v,)" € Fy tal que g(u) = [|v.|. Agora, note que F,, varia continuamente
com u, ji que a intersecdo de {u} x R™™ ™ com E varia continuamente com u e dai, g
¢ continua em E,. Entdo, pelo Teorema 1.4 existe M = max{g(u) : u € Ep} > 0.

Afirmamos que M resolve o lema. De fato, dado u = (u;, uj)T €k
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e Se uj = 0, entdo podemos tomar u; = 0, pois (0, 0)T € Ee 0] < M]J0].
u
e Se uj # 0, considere u = —J_ ¢ Ep. Pela construcao acima, existe v, tal que

[l
(w,vi)" € E e [[vy]| < M. Portanto, sendo 1 = ||uy[[vy,, temos:

~\T
(up, 1) = [y ll(w,vi) T = (uy, luylvy) " € E

¢ o vetor procurado, pois G5 = [l [va | = [hwy[[IIvall < Ml
O

Observacao 1.1. No lema acima a constante M pode ser tomada independente da escolha
de J, a saber, é suficiente tomar M = M(E) = max; M(E,]). Esta constante M é bem

definida pois existem finitas possibilidades para a escolha de ] C {1,--- ,n}.

A seguir apresentaremos um resultado que, sob certas hipoteses, da condigoes (as cha-
madas condi¢des necessdrias de otimalidade) a serem satisfeitas quando x é minimizador

local do problema (1.1).

Teorema 1.5. Seja a funcio f: D — R, onde D C R™ € um conjunto aberto. Se x é um

minimizador local de f em D e f é diferencidvel em x, entao Vf(x) = 0.
Demonstragao. Vide Teorema 1.3.1 de [10]. O

Agora, apresentaremos a definicdo de conjuntos convexos. A saber, um conjunto
convexo se caracteriza por conter todos os segmentos cujos extremos pertencem ao mesmo.

Mais precisamente:

Definicao 1.5. Um conjunto D C R™ € dito convero se, e so se, para quaisquer X,y € D

e« €[0,1], temos ax + (1 — &)y € D.

Exemplo 1.1. Sendo dados A € R™*" a € R™ eb € R™ o0s conjuntos R™, RT,
B(a,7)={x e R":|x —a|]| <1} e L={x € R": Ax = b} sao convexos. Como exemplo
de conjunto nao-convexo, temos o conjunto da direita na Figura 1.1.

Proposicao 1.3. Sejam Dy C R™ conjuntos convexos, para todo j € J. Entao, D = ﬂ D;

j€]

€ um conjunto convero.

Demonstragao. Sejam x e y em D, logo x € Dj e y € Dj, para todo j € J. Dado
o € [0,1], como cada Dj é convexo, temos ax + (1 — a)y € Dj, para todo j € J. Logo,

ax + (1 — )y € D. Portanto, D é convexo. a
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Figura 1.1: Conjuntos convexo(a esquerda) e nao convexo(a direita)

Como aplicagao, vemos que D ={x € R" : Ax =b, x > 0} = R} N{x € R" : Ax = b}
é convexo.

A seguir, introduziremos o conceito de funcoes convexas. Esta classe de funcoes tem
grande importancia no contexto de otimizacao, por exemplo, pelo fato de que condigoes

necessarias de otimalidade tornarem-se suficientes.

Definicao 1.6. Seja D C R™ um conjunto convero. Dizemos que uma funcao f: D — R

€ convera em D quando
flox + (1 — a)y) < () + (1 — o) f(y), (12)

para todos x, y € D e « € [0, 1].
A funcgao f é chamada estritamente convexa quando a desigualdade (1.2) for estrita para

todosx #y e x € (0,1).

Veja na Figura 1.2 uma fungao convexa (a esquerda) e outra nao convexa (a direita).

4

1) ] E—

F(I=)x+tp) 1
(1=)fx)+ify) 1

(1=0f)+11) 7
H=pxrot e

X (1-t)x+ty y

v

(1=t)x+ty y

Figura 1.2: Func¢oes convexa e nao convexa
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Exemplo 1.2. A funcdo f: R — R, dada por f(x) = x € convezra, mas nao € estritamente
convera. Enquanto a funcao g: R — R, definida por g(x) = x? € estritamente conveza.

De fato, dados x #y e € (0,1), temos:

glox+(1—a)y) = (Y+ax—y))?=y*+2yx(x —y) + «*(x —y)?
< Y+ 2ya(x—y) +alx—y)P =y + o(x* —y?)

= ag(x)+ (1 —a)g(y).

Em todo o resto desta secao o conjunto D C R™ serd convexo. O teorema seguinte é

uma justificativa para o fato de fungoes convexas serem muito bem vistas em otimizacao.

Teorema 1.6. (Teorema de minimizagiao convexa)
Seja f: D C R™ — R wuma funcao convexa em D. Entao, todo minimizador local do
problema min{f(x) : x € D} € global. Além disso, o conjunto dos minimizadores é convezo.

E se f ¢ estritamente convexa, nao pode haver mais de um minimizador.
Demonstragao. Ver Teorema 3.1.5 em [10]. O

Geralmente, a tarefa de verificar, por definicao, que fungoes sao convexas é muito
ardua. Para facilitar esta missao, a seguir serao expostos resultados que caracterizam

este tipo de funcao.

Proposicao 1.4. (i) Sejam f; : D C R™ - R, i = 1,---,p, fungdes convexas em D.
Entao, para quaisquer reais wy > 0, i = 1,---.p, a funcao f : D — R definida por
f(x) = i wifi(x) € convera em D. Mais ainda, se alguma f; for estritamente convera,
entao fie?lestm‘tamente CONVETaQ.

(ii) Seja f: R™ — R conveza e g : R™ — R™, dada por g(x) = Ax —b com A € R™*™

ebe R™. Entao, fog:R™ — R é conveza.
Demonstracao. Segue diretamente da definicao de fungao convexa. O]

A caracterizacdo seguinte ¢ muito util para determinar quando funcoes diferencidveis

Sao convexas ou estritamente convexas.

Teorema 1.7. (Caracterizagao de funcdes convexas diferenciaveis)
Seja D C R™ um conjunto convezo aberto e f: D — R uma funcao diferencidvel em D.

Entao, as propriedades sequintes sao equivalentes:
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(i) A funcao f é convera em D;
(ii) Para todo x € D e todoy € D,

fly) = f(x) + (VI(x),y —x);

(iii) Para todo x € D e todoy € D,

(VI(y) — Vf(x),y —x) = 0.

Mais ainda, sendo f estritamente convera estas caracterizacoes sequem com as desiqual-

dades estritas.
Demonstragao. Vide Teorema 3.4.7 em [10]. O

Corolario 1.3. Seja f: D € R™ — R uma funcao diferencidvel no conjunto D aberto.

Se Vf(x) =0, entao x € minimizador global de f em D.
Demonstragao. Segue do Teorema 1.7(ii). O

Teorema 1.8. Seja f: D C R™ — R uma funcao duas vezes diferencidvel em D aberto.

A funcao f € convexa se, e somente se, Hess(f) = f”(x) > 0, isto €,

(f"(x)d,d) >0, ¥VxeDe VdeR™ (1.3)
Se a desigualdade (1.3) € estrita (Hess(f) = f”(x) > 0), entdo f € estritamente conveza.
Demonstragao. Ver Teorema 3.15 em [18]. O

Exemplo 1.3. As funcoes f,g : R™ — R, dadas por f(x) = ||x||* e g(x) = e* sdao

estritamente convezas, ji que Hess(f) = 2I,, > 0 e Hess(g) = Diag(e*,---,e*") > 0.

Exemplo 1.4. Seja f: R, — R definida por f(x) = xlogx, com a convencao de que
0-log0 =0. Como f"(x) =1/x > 0, para todo x > 0, temos f estritamente convera em

R, .. EFsendote (0,1) ex >0, vale:
f((1—1t)0+ tx) = (tx)(log(tx)) < (1 —t)(0 - log0) + t(x log x).

Na desigualdade acima usamos que tx < x e o fato da funcao x — logx ser crescente.

Portanto, seque o resultado.
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A seguir, estudaremos as propriedades de funcoes convexas nao necessariamente di-
ferenciaveis. Comecaremos com a seguinte definicao que sob um certo sentido funciona

como uma derivada generalizada.

Definicao 1.7. Seja f: D C R™ — R conveza. Dizemos que s € R™ € um subgradiente

de f no ponto x € R™, se
f(y) P f(X) + <S7y _X>: vy €D.

O conjunto de todos os subgradientes de f em x € chamado de subdiferencial de f em x e

denotado por 0f(x).

Exemplo 1.5. Seja f: R — R, dada por f(x) = |x|, € possivel verificar que:

—1, sex < 0,
of(x) =< [-1,1], sex =0,
1, sex > 0.

Neste exemplo, o ponto x =0 € ponto de minimo global. E ainda 0 € 9f(0), mas note que

0 ¢ 0f(x), para todo x # 0. Mais geralmente vale a sequinte proposi¢ao:

-

Proposicao 1.5. Seja f: R™ — R um fungao convera. O ponto x € R™ é minimo global

de f se, e somente se, 0 € Of(x).

Demonstracao. Segue da definicao de subgradiente. O

1.4 Funcoes e Distancias Generalizadas de Bregman

Nesta secao apresentaremos a definicao e algumas propriedades de distancia generali-
zada de Bregman, introduzidas pioneiramente por Bregman em [2]. A relevancia destes
conceitos para o recorrente trabalho deve-se ao fato de estas distancias generalizadas serem
utilizadas como funcoes barreiras para penalizacao de problemas lineares. A referéncia

usada na construcao desta secao foi [7].

Definicao 1.8. Seja S C R™ aberto e convexo. Considere uma funcao convexa @ : SR

esejaD@:EXS%Rdadapor

Do(x,y) =0(x) —o(y) = (Vo(y),x —y). (1.4)
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Dizemos que @ é uma fungao de Bregman e D, uma distancia generalizada de Bregman
mduzida por @, com zona S, se valem as sequintes condicoes:

B1) ¢ € continuamente diferencidvel em S;

B2) ¢ € estritamente convexa e conlinua em g;

B3) Para todo 6 € R os conjuntos de niveis parciais T1(y,8) = {x € S: Dy(x,y) < 8}
e [(x,80) ={y € S : Dy(x,y) < 8} sao limitados para todo y € S e para todo x € S,
respectivamente;

BY4) Se {yyx} C S converge para y*, entio D, (y*,y*) converge a 0;

B5) Se {xy} C S e {yx} C S sdo sequéncias tais que {xi} ¢ limitada, kli_I)rioyk =y*e

lim Dy (x*. y*) =0, entdo lim x* =y*.
lim D (x%,y") =0, entao lim x* =y

Como @ ¢ estritamente convexa, dados x € Se y € S, pelo Teorema 1.7 segue que
D (x,y) > 0. Além disso, Dy (x,y) = 0 se, e somente se, x =Y. Por esta razao D, é
chamada de distancia generalizada.

Em seguida, definiremos duas importantes subclasses de fun¢oes de Bregman: fronteira
coerciva e zona coerciva.

Uma funcao de Bregman ¢ é dita ser fronteira coerciva se:
B6) Dado {y*} C S tal que gir{:oyk =y € 0S (fronteira de S), entao para todo x € S,
temos kli_I)I;)(V(p(yk),x —y*) = —o0.

Uma funcao de Bregman @ é dita ser zona coerciva se:

B7) Para todo y € R™ existe x € S tal que Vo(x) =y.

Observacao 1.2. Observe que se @ satisfaz B6), temos klgr;o D, (x,y*) = +o0, para todo
x € S. Em outras palavras, Dy, (x,y) se aprozima do infinito quando y se aprozima da
fronteira 0S de S, sempre que x € S. Este é o conceito chave da utilizacao de distincias
generalizadas de Bregman como barreiras em problemas de minimizacao convexa, o que

discutiremos mais adiante.

Exemplo 1.6. Sendo S = R™ e @(x) = (x,x) estritamente conveza, pelo Exemplo 1.3,
temos Dy (x,y) = ||[x —y||* e as condi¢oes B1) a B5) sdo verificadas. Portanto, D, €

uma distancia generalizada de Bregman.

Exemplo 1.7. Seja S = R}, e @o(x) = Zjnzlxj logx;, que € continua em R com a

convencdo de que 0-log0 = 0. A converidade estrita de @ em S seque da definicao e do
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Ezxemplo 1.4. Em S, temos V(x) = (logx + e), onde e = (1,---,1). Dai,

n

‘X.
Dy(x,y) = Z (xj 10gy% +y;j —x,-> . (1.5)
j

j=1
A saber, (1.5) € chamada na literatura de divergéncia de Kullback-Leibler ou entropia
relativa e € muito usada em Probabilidade e Fstatistica, como pode ser visto no trabalho
de Eckstein [5]. Como valem as condigoes B1) a B5), D, € uma distdncia generalizada

de Bregman. Mais ainda, sem grandes esfor¢os verifica-se valem B6) e B7). Portanto,

@ € zona e fronteira coerciva.

A seguinte proposicao fornece propriedades que serdo muito tteis no restante deste

trabalho.

Proposicao 1.6. Se ¢ ¢ uma funcao de Bregman com zona S, entao:
(1) Do (x,y)—Dy(x,2) =Dy (z,y) = (Vo (y)—Vo(z),z—x), para todos x € Sey,z€S;
(ii) VxDy(x,y) = Vo(x) — Vel(y), para todos x,y € S;

(11i) D (-, y) € estritamente conveza, para todoy € S.

Demonstragao. (i) Da defini¢do de D, temos:

Dy(x,y) = 9(x) —o(y) — (Vo(y),x —y), (1.6)
Do(x,2) = @(x) — @(z) = (Vo(z),x —2z) e (L.7)
Do(z,y) = @(z) —o(y) — (Vo(y),z—y). (1.8)

Subtraindo (1.7) e (1.8) de (1.6), obtemos o resultado.

(ii) Por B1), o resultado segue derivando (1.4), com relagido a primeira varidvel.

(iii) Sejay € S fixo, 1,5 € S diferentes ¢ t € (0,1), entdo por B2) temos:

De((1=tIr+ts,y) = @((L—t)r+ts)—o(y) —(Voly), (1 —t)r +ts —y)
< 1=te(r) +te(s) —[(1—thely) +te(y)] —
— 1=t(Vely),r—y) —t{Ve(y),s —y)
= (1=t)De(r,y) +tDy(s,y).

Portanto, D ((1 —t)r+1ts,y) < (1 —t)Dy(r,y) +tD(s,y) e segue o resultado. O
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1.5 Condicoes de Otimalidade de Karush-Kuhn-Tucker

Nesta secao analisaremos uma importante ferramenta utilizada em problemas de oti-
mizacao, as chamadas condicoes necessdrias de otimalidades de Karush-Kuhn-Tucker
(KKT). A bibliografia aqui usada como referéncia foi basicamente [6], [10] e [13].

Sejam f: R™ — R, h: R™ - R™e g: R™ — R!, consideraremos o seguinte problema

com restricoes mistas de igualdade e desigualdade
min{f(x) : x € D}, onde (1.9)

D={xeR": h(x) =0, g(x) <0} (1.10)

Para que as tais condicoes de otimalidade, a serem discutidas a posterior:i, possam ser
aplicadas o problema acima deve satisfazer certas condicoes de regularidades, conhecidas
como condicoes de qualificacdo das restrigoes. Algumas condicoes de qualificacoes das
restricoes sao:

(C1)(Ponto Regular)

Um ponto x € R™ é um regular quando o conjunto
{Vhi(x);i=1,--- , m}U{Vgi(x);1 € I(x)}

é linearmente independente, onde I(x) ={i € {1,---1}: gi(x) = 0};
(C2)(Mangasarian-Fromovitz)

Um ponto x € R"™ satisfaz a condicao de reqularidade de Mangasarian-Fromouvitz,

quando {Vhi(x);1 = 1,---,m} é um conjunto linearmente independente e ainda existe
d € Null(h/(x)) tal que (Vgi(x),d) < 0 para todo i € I(x);
(C3)(Slater)

A condigao de Slater é satisfeita quando h é uma funcdo afim (h(x) = Ax — b, onde
A € R™ ™), g é uma funcdo convexa, existe X tal que h(x) =0 e g(x) < 0;
(C4)(Linearidade das Restri¢oes)

Neste caso, h e g s@o funcbes afins, isto ¢, h(x) = Ax —b e g(x) = Cx — d, onde

AcR™" CeR¥>™™, becR™edc R

Teorema 1.9. (Condig¢ées de Karush-Kuhn-Tucker/KKT)
Sejam f: R™ — R, g: R™ — R! funcdes diferencidveis no ponto x € R™ e h: R™ — R™

uma funcao diferencidvel numa vizinhanga do ponto x, com derivada continua neste ponto.
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Se x é um minimizador local do problema (1.9)-(1.10) e vale qualquer uma das condigoes

de regularidade (C1) — (C4), entio ezistem A € R™ en € R' tais que:

m 1

VE(x) + Y AMVhi(x) + ) 71;Vg;(x) =0, (1.11)
i=1 j=1

N 20, j=1,---,1 e (1.12)

A saber, o conjunto dos pontos (A7) € R™ x R! que satisfazem (1.11), (1.12) e (1.13) ¢

chamado o Conjunto dos Multiplicadores de Langrange no ponto X, e denotado por M(x).
Demonstragao. Ver Teorema 4.2.1 em [10]. O

Observacao 1.3. Como g(x) < 0 en > 0, temos que (1.13) € satisfeita se, e somente
se, (g(x),n) = 0.
Observacao 1.4. A expressao (1.11) pode ser reescrita, de maneira compacta, como
abaizo:
VE(x) + (W (X)) A+ (g'(x))'n = 0.
No caso em que 1 = 0, o problema (1.9)-(1.10) torna-se um problema com restrigoes

apenas de igualdade. E se vale uma das condigbes de regularidades (C1) ou (C4), entdo

(1.11), (1.12) e (1.13) resumem-se a:
VE(X) + D AVhi(x) = V(%) + (h/(x))"A = 0, para algnum A € R™.
i=1

Neste caso as condicoes dadas pelo ultimo teorema sao chamadas na literatura de Condi-
coes de Otimalidade de Lagrange.
Em um problema de programacao convexo, as condi¢oes de otimalidade de KKT, além

de necessérias, tornam-se suficientes. Como mostra a proposi¢ao abaixo.

Proposicao 1.7. No problema (1.9)-(1.10), sejam f, gi (1 =1,---,1) fungdes convezas
eh(x) =Ax—Db, onde Ac R™*™ eb e R™. Sex e D € tal que M(x) # 0, isto é, se as
condigoes de otimalidade (1.11), (1.12) e (1.13) sao satisfeitas, entao x é um minimizador

do problema.

Demonstragio. Seja (A7) € M(x) € R™ x RY. Para todo x € D, como h(x) = 0 e

g(x) <0, temos:

1
f(x) > F(x) + (A h(x) + Y 7igi(x). (1.14)
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Pela convexidade de f e g; (1i=1,---,1), usando o Teorema 1.7, obtemos:
f(x) > f(x) + (VFf(x),x —x) e (1.15)
9i(x) = gi(x) + (Vgi(x), x —=x), i=1,--- L. (1.16)
E ainda,
h(x) = h(x) + A(x — x). (1.17)

De (1.15), (1.16) e (1.17) em (1.14), usando (1.11) e (1.13) temos:

f(x) = f(x)+ (VF(x),x —x) + (A, h(X) + A(x — X))
1

1
+ ) Mgi®) + ) (MVgix),x—x)
i=1 i=1
= (%) + (VF(X) + ATA + (g'(x)) T, x — %)
= f(x).
O resultado segue da desigualdade acima. O]

Corolario 1.4. Sejam B C {1,---n}, N = {1,--- ,n}/B, A = [Ag An] € R™*" ¢

f:RBl - R conveza. Considere o problema

min {f(x) : (Z) c NullA}, (1.18)

onde a € RIN! ¢ firado. Se x widvel ao problema (1.18), entdo x é um minimizador se, e

somente se, Vf(x) € Im Aj.

Demonstra¢io. Sendo D = {x € R'®Bl : Agx + Aya = 0}, o problema (1.18) pode ser

reescrito da forma:
min {f(x): x € D}. (1.19)

Pelo Teorema 1.9 e pela Proposicao 1.7 temos que x € D é minimizador de (1.19) se, e

somente se, existe y € R™ tal que:
Vf(x) + ALy = 0.
Portanto, segue o resultado. [

B,
Corolario 1.5. Sejam J C {1,---,n}, B = (B]) e R™™ ¢ f: RV — R conveza.
J

min {f(x) : (;1) € Im (E;) } , (1.20)

onde ] ={1,--- ,n}/] ea e R fizado. Se x widvel ao problema (1.20), entdo x é um

Considere o problema

minimizador se, e somente se, B]T(Vf(;c)) € Im BjT.
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Demonstracao. SendoD ={A € R™: BjA—a = 0}e g:R™ — R dada por g(A) = f(BjA),
o problema (1.20) equivale a

min {g(A) : A € D}, (1.21)

no sentido que A € D é solugio de (1.21) se, e somente se, x = BjA for solugao de (1.20).
Agora, usando o Teorema 1.9 e a Proposicao 1.7 temos que A € D é minimizador de (1.21)

se, e somente se, existe y € RV tal que:
Vg(A) + By = B/ (Vf(BjA)) + B{y =0.

Dai, X = BjA é minimizador de (1.20) se, e somente se, Bf (Vf(x)) = BjT(—y), para algum

y e ]Rm, e segue o resultado. O

O resultado abaixo estabelece condicoes de otimalidade para o problema de progra-

macao linear, as quais serao muito usado em todo o texto.

Corolario 1.6. Considere o problema
min {c'x: Ax =b, x > 0}, (1.22)

onde A€ R™™ beR™eceR™ Um pontox € R™ € solugdo de (1.22) se, e somente
se, x € vidvel e M(x) # 0. Em outras palavras, x € R™ € solucao do problema acima se,
e somente se, eziste (A,8) € R™ x R™ tal que (x,A,s) seja solucio do sistema:

/

\

Demonstracao. Consequéncia do Teorema 1.9 e da Proposicao 1.7. O]

Os proximos resultados técnicos darao propriedades do conjunto dos multiplicadores de
Lagrange, para problemas do tipo (1.9)-(1.10) sobre certas restrigoes, que serao utilizadas

nos proximos capitulos.

Proposicao 1.8. Seja x um minimizador do problema (1.9)-(1.10) satisfazendo (C3),

com posto(A) = m < n. Entao M(x) € nao-vazio, convexo e compacto.

Demonstragao. Ver [13], precisamente o Teorema 2.3.2 do Capitulo VII. O
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Proposicao 1.9. Sejam x e x" solugoes do problema (1.9)-(1.10) com f conveza diferen-

cidvel e sob restrigoes lineares, isto é, satisfazendo (C4). Entao, M(x) = M(x').
Demonstracao. Seja (A,n) € M(x) C R™ x R", por definicao:
Vi(x)+ATA+Cn =0, (1.23)
n=0e (n,Cx—d)=0. (1.24)
Considere a fungao convexa H ) : R™ — R, definida por:
Han (x) = f(x) + (A, Ax —b) + (n,Cx — d).

Por (1.23) obtemos que VHx ,,)(x) = 0. E pelo Corolario 1.3 temos que x é minimizador

global de H(x ). Dai, Ha ) (x") = Ha ) (x) € por (1.24) segue:
f(x")+ (n, Cx’ — d) > f(x) = f(x').

Comom > 0e Cx'—d < 0, concluimos da expressdao acima que (n, Cx’ —d) = 0. Assim,

Hoam (x) = f(x") = f(x) = Hpn) (%)
Assim, x" é também um minimizador global de H(, 1), e entao:
VHom(x') = VE(x') + ATA+ C'n = 0.

Portanto, (A,n1) € M(x’). Desta maneira, mostramos que M(x) C M(x’) e a outra

inclusao segue de maneira analoga. O]

1.6 Dualidade em Programacao Linear

A chave da teoria de dualidade é a associagao feita entre o problema original (primal) a
um outro problema(dual) a ser definido. Este tltimo, sob algumas condi¢oes tem resolugao
mais simples e conveniente. As relacoes entre as solucoes destes problemas sao muito tteis
em questoes tedricas e computacionais. Um estudo mais aprofundado sobre esta teoria
pode ser encontrado em [10], [17] e [19] que nos serviram como referéncias neste ponto.

Seja o seguinte problema de programacao linear que chamaremos de problema primal
(PP):

min{c'x : Ax =b,x > 0}, (1.25)
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ondec e R™, be R™, comm<neAe&R™™ tem posto maximo igual a m.

O problema dual (PD) associado ao problema primal acima é dado por:
max{b'A: ATA+s=c, s >0} (1.26)

A saber, na literatura a variavel s é chamada de folga dual (dual slack).
Para facilitar a escrita estabeleceremos as seguintes notacoes para os conjuntos vidveis

do problemas primal e dual como sendo, respectivamente:
D={xeR": Ax=0b, x>0} e

A={Ns)eR™xR": ATA+s=c, s >0}

Assim denotaremos os conjuntos solucoes para os problemas primal e dual como sendo,

respectivamente:

X*={xeD:c'x<c'x, ¥x € D} e
Y*={(A,s)eA: b'A=Db'A, V(A,s) € AL

Observamos inicialmente que dados quaisquer x € D e (A, s) € A, temos:
c'x=ATA+s)Tx=(ATA)Tx +s"x =AT(Ax) +s"x > bTA. (1.27)

A diferenca ¢"x —bT"A > 0 ¢ conhecida como gap ou folga de dualidade.

A seguir, o primeiro resultado que apresentaremos estabelece uma relacao entre as

solugoes dos problemas (1.25) e (1.26).

Teorema 1.10. (Teorema de Dualidade Fraca)

Um ponto x € D € solug¢io do problema primal (1.25) se, e somente se, eriste (5\, s)eA
tal que cTx = bTA. Mais ainda, esta ultima afirmacao equivale a dizer que (5\, s) € solucao
do problema dual (1.26), ou que (5\, s) € um Multiplicador de Lagrange associado a solu¢do

x do problema primal (1.25), isto é, (A, 8) € M(X).

Demonstragao. Pelo Corolario 1.6, temos que x viavel ao problema (1.25) é solucao se, e

somente se, existe (A, s) € M(x), isto &,
S+ATA=c, §20¢e X'5=0.
Dai, concluimos que (A, s) € A. Note que:

X's=¢c"(c—AAN) =x"c— (Ax)"A=x"c—b"A.
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Portanto,
x's=0 & x'c=b"A

Finalmente, (1.27) implica que (A, s) é solugao do problema dual (1.26). O]

Sejam dadas x € X* e (A, s) € Y* solucoes dos problemas primal e dual, nesta ordem.

Pela demonstragdao do Teorema 1.10, temos que x's = 0. E sendo §,x € R temos que:

six; =0, paratodo i=1,--- ,mn.

Desta maneira, dizemos que estas solugoes satisfazem a condicdo de complementari-

dade de folga e vale que:
Xi>0=>s=0,Vi=1,---,n

$i>0=x%x=0,Vi=1,--- ,n

Dizemos que um par de solugoes, como acima, satisfaz a condicao de complementari-

dade de folga estrita, quando:
xi=0=s>0 Vi=1,--- ,n

gi:0:>)_<i>0; VIZL,TL

O proéximo teorema trata sobre a existéncia de solucoes para os problemas primais e

duais satisfazendo este tultimo tipo de condicao.

Teorema 1.11. Suponha que os problemas (1.25) e (1.26) admitam solugées. Entao,

existem x* € X* e (A*,;s*) € Y* tais que x* + s* > 0.

Demonstracao. Analisaremos o problema em cada coordenada e depois usaremos a conve-
xidades de X* e Y* para concluir o resultado. Mostraremos que x;* = 0 para todo x* € X*
se, e somente se, sj > 0 para algum (A*;s*) € Y*. Se existe (A*,s*) € Y* com s] > 0,
entao pela condi¢ao de complementaridade de folga temos xj = 0, para toda solucao do
problema primal. Considere vy € R o valor 6timo para os problemas primal e dual, ja
que estes sao iguais pelo Teorema 1.10. Reciprocamente, suponha que x; = 0 para todo

x* € X*, o que ¢é equivalente ao problema:

min{—e].Tx cAx=b, —¢'x—t=—y, x>0, t >0}, (1.28)
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onde e; é 0 j—ésimo vetor da base candnica do R™, possuir solugao 6tima, digamos (X, t),

com valor 6timo —e/X = 0. O problema dual de (1.28) ¢ o seguinte problema:

max{b"y—yyni1: A'Y—CYni1+s=—€j, —Ynt1+Sns1 =0, s =0, snyy > 0} (1.29)
Pelo Teorema 1.10, o problema (1.29) admite solugao otima ((U, Gni1), (S, Sni1)) com
valor 6timo b’y —yyn,1 = —eijc = (. Agora, temos duas possibilidades:

(i) Se Uny1 =0, entdo b’ =0e AT+ 3§ = —e;. Sendo (A, 8) € Y* solugdo do problema
dual (1.26), dado o > 0 temos:

AT+ o) + (e + 8+ as) = (ATg +8) + «(ATg + 8 +ej) =c,

com (oe; + 8+ a8) =0 e b' (g + af) =y. Portanto, (§ + o, e + § + «8) € Y* e vale
que (ocej + 8§ 4 as); > o > 0;

- - 1 . 1 . 1 .
(ii) Se Yny1 > 0, entdo AT <~ y) +——(s+e) =c, com —(S+e) =0ce

Yn+1 Yn+1 Yn41
b’ <~ L g) =y. Logo,

yn+1
1 1 1
<~ )(g,§+ej)ev* e ( (§+ej)) > ( >>0.
Yn+1 Yn+1 j Yn+1

Nos dois casos acima, obtemos (AU, s0)) € Y* tal que s)-m > (, e segue o que queriamos.

Sendo assim, para todo j € {1,---,n} obtemos xU) € X* e (AU), s0)) € Y* tais que

x]w + S)U) > (. Entao, definamos:

Pela convexidade destes conjuntos, temos que x* € X*, (A*,s*) € Y* e ainda x* + s* > 0,

provando assim o teorema. O



Capitulo 2

Trajetorias Primal e Dual: Definicoes e

Convergéncias

Neste capitulo, introduziremos as nocoes de trajetoérias primal e dual associadas aos
problemas de programacao linear perturbados pela funcao de penalizagao divergéncia de
Kullback-Leibler. A priori mostraremos a boa-definicao e suavidade (C*) destas trajeto-
rias. E por fim, mostraremos que estas convergem para o centro analitico de X* e para
o centréide s¢ de S*, respectivamente. Aqui, as principais referéncias usadas foram os
trabalhos de Cominetti e San Martin em [4], Tusem em [7], Cruz Neto, Monteiro e Tusem

em [8] e também de Tusem e Svaiter em [9] .

2.1 Trajetérias Primal e Dual
Seja o problema de programacao linear
min {c'x: Ax =b, x > 0}, (2.1)

ondece R", be R™ A€ R™™ com m <n e posto(A) = m. Com a mesma notagao
da Secao 1.6 indicaremos por X* o conjunto solucao deste problema.
Para fazer sentido o estudo a ser feito, assumiremos que o problema (2.1) satisfaz as

seguintes hipdteses nao-degenerativas:
A1) X* £ 0;

A2) D’ ={x e R}, : Ax =b} £ 0.

24
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Associado ao problema (2.1), conforme a Secao 1.6, temos o seguinte problema dual:

max {b'A:ATA+s=c,s>0}. (2.2)

A hipotese A1) garante pelo Teorema 1.10 que o problema dual (2.2) possui solugao.
A saber, com a mesma notacao da Secao 1.6 o conjunto solucao deste problema seré
denotado por Y* ={(A,5) € A: bTA > b"A, V(A,s) € A}, onde A ={(A,s) € R™ x R" :
ATA+s=c, s >0}
As atencoes serao voltadas para o conjunto S*, das variaveis de folga dual de Y*, abaixo
definido:
§* = {s eRY :s cc+ImAT, iTs:O},

onde x é um elemento arbitrario de X*.

Observacao 2.1. Da prova do Teorema 1.10, obtemos que Y* = M(X) e x's = 0 para
todos x € X* e (A, s) € M(x). Logo a definicao de S* ¢ consistente e independe do x € X*.

A boa-defini¢io de S* também pode ser verificada pela Proposicao 1.9.

Por A2) a condigao de Slater(C3) é satisfeita, logo pelo Teorema 1.8 temos que S* é
um conjunto limitado. E sendo S* fechado segue que este € um conjunto compacto.

A importancia de estudar S* deve-se ao fato de que dado s € S* obtém-se uma tnica
solucao do problema dual, a saber (A,s) € Y*. De fato, seja s = (c + ATA) € c +ImAT,
para algum A € R™. Pelo Lema 1.1 a matriz AAT € R™ ™ & invertivel, logo A é

unicamente determinado por:
A= (AAT)TA(s —¢).

Em todo o texto o estudo sobre problemas de programacao linear penalizados é feito

usando como penalidade a Divergéncia de Kullback-Leibler dada por:

D(x,y) :Z (xﬂog%—kyi—xi), ondex € R ey e RY,.

i=1 '
A divergéncia de Kullback-Leibler, que é muito 1til em Estatistica, serd aqui vista

como uma distancia de Bregman induzida pela funcao entrépia ¢ : R — R, definida por

n

e(x) = in log x;. Desta maneira conforme o Exemplo 1.7, dados x € R} ey € R},
i=1

temos:

D(x,y) =Dy(x,y) = @(x) — @(y) — (Vo(y).x —y).
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Verifica-se que valem as condigoes B1) — B7) da definigdo de distancias de Bregman.
Analisar a penalidade sob este ponto de vista mostra-se muito eficiente ja que é possivel
usar toda a maquinaria desenvolvida na Secao 1.4.

Agora consideremos a func¢ao barreira D}D :R% — R definida por
n Xi
Dip(x) =D (x,x") :Z (xilogg—i—xil—xi) , (2.3)
i=1 i

onde x! = (x!,...,x)T € D.
A Trajetoria Primal associada a barreira D}p ¢ o conjunto {x(p) : © > 0}, onde para

cada > 0 definimos x(p) como sendo a tnica solucao do problema
min {¢'x + D} (x) : Ax=b, x >0}. (2.4)

Observe que até entao nao sabemos se x(u) estd ao menos bem-definida. Para tanto, a
proposicao seguinte vem esclarecer esta situacao mostrando que de fato a definicao acima

é legitima.

Proposicao 2.1. A trajetéria primal estd bem-definida, isto é, x(W) existe e € a inica

solu¢do do problema (2.4), para todo w > 0. Mais ainda, vale que x(p) > 0.

Demonstragao. Sejam D = {x € R : Ax =b, x > 0} e f, : D — R definida por
fu(x) =c'x+ uD}p (x). Por A1) o problema primal (2.1) possui solugio, cujo valor 6timo

denotaremos por o = min{c'x: Ax =b, x > 0}. Logo,

fu(x) =c'x+ pD}p(x) > o+ uDip(x), vx € D.

Dado B > o, usando a desigualdade anterior, temos L¢, p(B) C lppp =N (xl, b ; oc>'
E pela condi¢do B3) da definicao de distancia de Bregman, L¢, p(f) é limitado. Como
D ¢ fechado e f, é continua em D, obtemos que L¢, p(B) é fechado. Entao L¢, p(B)
¢ compacto e ndo-vazio, pois x!' pertence a este conjunto. Do Corolario 1.2 segue que
o problema (2.1) possui solugdo e esta é tnica, ja que f, é estritamente convexa (aqui
estamos usando a condigdo B2) e o item ii) da Proposi¢ao 1.4). Concluimos assim, que

x(u) estd bem-definida para todo p > 0, como sendo:
x(n) = argmin {¢'x + uD}, (x) : Ax =b, x >0}.

Dali,
c'x(w) + puDy (x(W) < ¢"™x + D, (x), Vx € D.
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Pela definicao de Dip(x), temos para todo x € D que:

cIx(W+ule(x(1)—e(x)=(Vo(x'), x(1)—x")] < cTx+ule(x)—e(x' ) =(Vo(x'), x—x')].
Seja g, : D — R dada por g, (x) = c"x + pe(x), segue que:

UV ('), x —x(1) < gu(x) — gu(x()), Vx € D. (2.5)

De (2.5), obtemos que:
Ve(x') € 9g, (x(1). (2.6)

Mostraremos que 9g,(x) = 0, para todo x € D/D°. Este fato implicaria, em vista de
(2.6), que x(un) € DY e entdo x(pn) > 0. Para tanto seja x € D/D? e suponha que existe

& € 0g,(x). Tomando z € D, o que é possivel por A2), definimos:
Y = (1—¢)x+ ¢z, (2.7)

com lim g; = 0. Pela convexidade de D, obtemos que y' € D® e lim y’ = x. Dai,
)—0o0 J]—

& (z—x) = £y —x) < guly)) — gu(x)
= 'Y +pey) —c'x—po(x)
< gel(z—x)+uVey) (Y —x)

& VT (o
1_€jV<p(y) (z—v),

= gc'(z—x)+

onde a primeira desigualdade deve-se a definicao de 0g,(x) e a segunda tem-se gragas a

convexidade de ¢ em D. Logo,
1 — ¢ T T j
—E-c)' (z—x)] < Vo) (z— V). (2.8)
Desde que limy' = x € D/D" C 9R" e ¢ ¢ fronteira coerciva, o lado direito de (2.8)
]—
tende a —oo quando j — oo, enquanto o lado esquerdo tende a um limite finito. Desta

contradicao segue o resultado. O]

Observacao 2.2. Na proposicao acima a propriedade de @ ser fronteira coerciva (B6))
foi fundamental na demonstracao de que a trajetdria primal {x(w) : w > 0} estd inteira-
mente contida em D, isto exemplifica a praticidade em usarmos as distancias de Bregman

como penalizagoes em problema de minimizacao convexa, como comentado na Observacao

1.2.
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A seguir, consideraremos a seguinte extensao da funcao barreira ao R™, que por abuso

de notacao ainda sera denotada por Df,, como sendo Dy, : R™ — R dada por:

Do (x,x'), sex € R?
1 - @™ ’ +
D(p(x) -

400, caso contario

Desta maneira, para cada p > 0, o problema (2.4) equivale ao seguinte problema:
min{c"x + pDip(x) : Ax = b}. (2.9)

Da Proposicao 2.1 temos que a tunica solucao do problema acima é x(n) > 0. De
sorte que em R", a fungdo objetivo em questdo é diferenciavel, por B1) da definigdo de
funcao de Bregman. Sendo assim, pelo Teorema 1.9 e pela Proposicao 1.7 as condigoes
de otimalidade de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) para o problema (2.9) sdo necessérias e
suficientes, ou seja, para cada p > 0 temos que x(p) é o nico ponto em RY, tal que

(x(w),A()), para algum A(n) € R™, é solucao do sistema:

c+uVe(x)—Ve(xH))+ATA =0, (2.10)
Ax =b. (2.11)

Motivados por estas condigoes de otimalidades introduziremos a nocao de Trajetoria Dual
associada a barreira D}p. Para cada u > 0, a trajetéria dual denotada por s(n) € R™, é

definida como sendo:
s(u) = —p(Vex(w) — Vo (x") = —u (log x(1) —logx') . (2.12)
De (2.10), segue que s(pn) = c + ATA(n) € (c+ImAT). E ainda, vale a relacio:

x(p) = xte sH/K, (2.13)

2.2 Suavidade das Trajetoérias Primal e Dual

Nesta se¢ao mostraremos que as trajetorias primal e dual definidas acimas sao curvas

suaves, isto é, sao de classe C*°(R,,R™), como mostra a proposicao abaixo.

Proposicao 2.2. A trajetoria primal {x(n) : p > 0} € uma curva C*(Ryy, RT,). Con-

sequentemente, a trajetoria dual {s(u) : u > 0} € também uma curva C® (R, ., R™).
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Demonstragao. Seja a funcao F: Ry x R™ x R}, — R™ x R™ dada por
F(s,\,x) = (c+s(Vo(x) —Ve(x))+ATA, Ax—Db)".
Note que, F satisfaz as seguintes condicoes:
i) Fe C®, pois Ve(x) = (logx +e) € C* em R% ;

ii) Para todo pu > 0, como (x(p),A()) é solugdo do sistema (2.10)-(2.11), temos que
Flu, Alp), x(p)) = (0, 0);

, AT XH(w
iii) Pelo Lema 1.2, a matriz JyF(pu, A(p), x(pn)) = g Rim+n)x(m+n)
0 A

é invertivel para todo p > 0.

Sendo assim, para todo p > 0 o Teorema da Fungao Implicita (Teorema 1.3) garante
que existem Z =V x W C R;; x (R™ x R, ) aberto contendo (u,A(p),x(n)), onde
V C R, é aberto contendo u e uma tnica aplicagao &:V — W C R™ x R, de classe

C> dada por &(s) = (A(s), x(s)), satisfazendo:

F(s, &(s)) = F(s,A(s), x(s)) = (0,0), Vs € V.
Dai, dado s € V vale que:

c+s(Vex(s) = Vo)) +ATA(s) =0
Ax(s) = b '

Das condi¢oes de otimalidade para o problema (2.4), vimos que x(s) é o inico ponto
tal que (x(s),A(s)) é solugao do sistema acima, para algum A(s) € R™. Desta maneira,
x(s) = x(s) para todo s € V. E portanto, x : Ry, — R", é de classe C*(R ., R}, ).
Finalmente, como log : R, — R é C® e x(u) > 0, concluimos que s : R, — R™ dada

por (2.12) é também C*®°(R, ., R™). O

2.3 Centroide de S*

Nesta secao, definiremos um ponto especial do conjunto S*, o centréide. Este ponto,
bem como suas coordenadas positivas serao fundamentais no estudo que se segue, por

exemplo, mostraremos que a trajetoria dual converge para este ponto.
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Dado J C {1,---,n}, definamos a funcao oy : R™ — R por oj(s) = min{s; : i & J}
Observamos que oy é continua, pois o minimo (finito) de funcdes continuas ainda é uma
funcao continua.

Sendo X* o conjunto solu¢do do problema de programagdo linear (2.1), em todo o

texto utilizaremos a seguinte particao do conjunto {1,--- ,n}
B={i:x;{ >0 paraalgum x € X} e N={1,...,n}\B.

Desta particao e da definicao de S* temos que sg = 0, para todo s € S*.
A seguir, definiremos o centroide s¢ de S* recursivamente. De inicio, consideremos o
problema:

max{og(s): s € S*}.

m ¢ com ¢ continu u rema 1.4 qu roblem im
Como S* é compacto e o ¢ continua, segue do Teorema 1.4 que o problema acima
. So. Soi v v - . ~
ossui solugao. Sejam Vi e ST respectivamente o valor 6timo e o conjunto solucao deste

problema, isto é,

vi =max{og(s): s € S"} >0,
T={seS": og(s) =vi}£0.

Valem as seguintes propriedades:
(i) vi > 0;
(ii) S7 é compacto e convexo;
(ii)) [y ={ ¢ B: s; =V}, Vs € S7} # 0.
De fato, pelo Teorema 1.11 existem x* € X* e (A*,s*) € Y* tais que x* + s* > 0. Dali,
como s* € §* e x§ = 0 temos que s, > 0. Entdo, vi > og(s*) > 0 e segue (i).

Para provar (ii), note que:

St = SN[V (0p,en)+ 05 x R (2.14)

= S*N{seR™: op(s) =vi} (2.15)

Por (2.14), St pode ser escrito como a intersegao de dois conjuntos convexos, logo é
convexo. E por (2.15), ST é compacto, ja que é a interse¢ao de um fechado (aqui estamos
usando que op é continua) com o compacto S*.

E finalmente, suponha por absurdo que (iii) nao vale. Dai, dado i € N, temos que:

a) Ou s; > v, para todo s € S}. Denotaremos o conjunto destes indicies por N¢;
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b) Ou existem s, sV em St e j € N/{i} satisfazendo: sgi) = op(sV) = v, 5.7 =

o(sW) =vies >vr
: 1
Sendo assim, dado i € N/N€ defina £V = 5
I
convexidade. E ainda, ZEI) = §(s§1) + sgl)) > v;. Novamente pela convexidade:

(s'V + sV, o qual pertence a S* pela

L= |N/ Z ) esy.

ieN/Ne
Portanto, Xy > vie e entao op(X) > v, o que é um absurdo e segue a validade de
(iii).
Se S7 for um conjunto com um tnico ponto, definiremos o centrbéide s¢ como sendo
este ponto. Caso contrério, J; # N e seja Ny = N/J; # (Z) Dado j € Ny, existe sU) € St
(3)

tal que s;°° > vi. Como ST é convexo vale que Al = NI Z S € S e A\, > vie.
Ny

JEN,
Agora, considere o problema

max{og,(s): s € S]}, onde B =BUJ;.

Sejam Vv e S, respectivamente, o valor 6timo e o conjunto solu¢ao do problema acima.
Observamos que vi > og,(Al) > vi. E ainda, analogo a analise anterior concluimos que
S; é compacto e convexo e Jo ={j € By : 55 =3, Vs € S5} # 0.

Se S5 for um conjunto com um tnico elemento, definimos s¢ como sendo este elemento.
Caso contrério, prosseguindo indutivamente obteremos a seguinte sequéncia de conjuntos
S*=55DS57 DS, D SE={s}, uma sequéncia de indicies B = Jo, J1,J2,- - , ]+ e uma
sequéncia de escalares

O0=v; <V <Vvy<--- <V} (2.16)

T

tais que, para todo £ =0,1,--- ,1— 1:

1 * * e 24t : ~ .
i) v, e S;,; sdo o valor 6timo e o conjunto solugao, respectivamente, do problema

max{op,(s):s€ S;},onde By =JoUJ U---UJy;
i) Jer1 ={ € Be:sj=vi,, Vs € Si 4k

Observacao 2.3. Como cada J; # 0, apds uma quantidade finita v de passos indutivos
acima, teremos que B, = J;U---U]J, ={1,--- ,n}. E portanto, S, terd realmente um

iUnico ponto, que serd o s€, satisfazendo:

C L,k
sy, = Oey,, 8§, =Viey,, -+, sj =Viey,.
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(a) (b) (c)

Figura 2.1: O centréide de Sy = S* é obtido "empurrando as folgas"em (a) até colapsar

em (b). Este processo continua até obtermos um tnico ponto s¢ em (c).

A seguinte proposicao caracteriza os conjuntos Sy acima definidos.

Proposicao 2.3. Para cada £ =1,--- 7 tem-se:
¢ =1s €S sy, =vie Vk < U, s5, > vie, Yk > {} (2.17)
={s eS8 :s5, >vie Vk <, sy, > vje, Vk > {]. (2.18)

Demonstracao. Provaremos estas duas relacoes por indugao em £. A priori, assuma que
(2.17) seja valido para 1,---,£ —1. Dado s € S§ C S;_; vale que og, ,(s) = v}, pela
definicao de ], juntamente com a hipotese de indugao obtemos sy, = vy e para todo
k < { e min{s; : i ¢ By} > v;. Portanto, s pertence ao conjunto do lado direito de
(2.17). Reciprocamente, seja s no conjunto do lado direito de (2.17). Dai, pela hipotese
de inducao temos que s € S;_; e ainda s;, = vje, o que nos da s € S;. Provaremos a
relagao (2.18). Suponha que (2.18) vale para os indicies 1,--- , £ —1. Seja s € S; C S;_,
novamente pela hipotese de inducao e pela definicao de J,, andlogo ao que fizemos acima,
vemos que s pertence ao lado direito de (2.18). Reciprocamente, seja s no conjunto do
lado direito de (2.18). Dai, pela hipotese de indugdo temos que s € S;_;. Como sj, > vje

para todo k > {, segue da defini¢ao de J, que s € Sj. n

2.4 Convergéncia das Trajetérias Primal e Dual

Agora, mostraremos a convergéncia das trajetorias primal e dual, a saber estas con-
vergem para o centro analitico de X* e para o centrdide s¢ de S*, respectivamente. Os

resultados a serem expostos sao classicos e foram extraidos de [4], [8] e [9].
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Proposicao 2.4. lim,_,ox(1) = x*, onde
X" = argmin, cx- Z <x] log +x —x)> .
jeB J
Na literatura, x* é chamado de Centro Analitico de X* com relagao a barreira D,

Demonstracao. Iniciaremos mostrando que x* estd bem-definido. Dado b > 0, a funcao
h:R,,; — R continua definida por h(t) = (t log+ +b— t) é tal que tlim h(t) = 0. E
— 00
X.
sendo H : X* — R definida por H(x) = Z (xj log X—i + le — Xj) continua, para todo ¢
j

jeB
real temos que Ly x-(c) é fechado e limitado, logo compacto. Entao, segue do Corolario

(1.2) que o problema de minimizar H em X* possui solu¢éo global. Como h"(t) = T > 0,
temos do Teorema 1.8 que h é estritamente convexa. Dai, H é estritamente convexa e x*

é unicamente determinado. Pela definicdo de x(p), vale:
cTx(u) + uDy (x(1)) < c¢'x* + uD, (x*). (2.19)

Desde que x* € X*, temos uD, (x(u)) < uD (x*). Portanto,

i <Xj(u) log Xiifl) —}—x} —x;(p ) (x i x — X! ) (2.20)
) j=1 )

j=1
De (2.20) e do fato que tlim h(t) = oo, obtemos que {x(u)} é limitado quando p — 0.
—00

I\/]s

Resta mostrarmos que x* é o unico ponto de acumulacao de {x(u)} quando u — 0. Para
tanto, seja W — 0 com x(ux) — X. Afirmamos que x € X*. De fato, como Ax(u) =be

x(pk) = 0, passando ao limite obtemos Ax =b e x > 0. E de (2.19) com p = py, temos:

Tx () +ukZ <x] i) log = (” ! +xj —X)(uk)) CTX*+ukZ <x log X)X )

j=1 ) j=1 J

Fazendo w, — 0 na desigualdade acima, temos ¢'x < cTx* e segue que X € X*.

Finalmente, fazendo py — 0 em (2.20) e usando Xy = 0, obtemos:
H()Z):Z(xllog —|—x —x]> <Z<x log —I—x —x) = H(x").
jeB X jeB Xj

Concluimos, pela unicidade de x* que x = x*. O

Em seguida, fornecemos propriedades e caracterizacdes para a trajetoéria dual, bem

como o seu limite quando pu — 0.



Capitulo 2. Trajetérias Primal e Dual: Definicoes e Convergéncias 34

Proposicao 2.5. Seja {s(u)} a trajétoria dual. Seja X um ponto qualquer do conjunto
{x € R™ : Ax = b}. Entao, para cada n > 0, tem-se que s(u) € a unica solucdo do

problema

n
min {%Ts +u) xjeVHisec+ ImAT} : (2.21)

i=1
Demonstragio. Seja f : R™ — R definida por f(s) = x"s + u> i, xte S/*. Assim, o
problema (2.21) equivale a

min{g(A) : A € R}, (2.22)

onde g : R™ — R ¢ definida por g(A) = f(c+ATA). Na medida que, A é solucio de (2.22)
se, e somente se, X = ¢ + ATA ¢ solucio de (2.21). Por (2.13), temos:

1
Vf(s(u) =x+pn <—:L) xle sW/H — % — x(n) € Null A.

Sendo A(p) € R™ tal que s(pn) = ¢ + ATA(n), obtemos:
Vg(A (W) = AVF(c+ATA(W) = AVF(s(w)) = A(x —x(n)) = 0.

Pela Proposicao 1.4, como f é estritamente convexa, temos que g também o é. Por fim,
usando o Teorema 1.3 temos que A(p) é a tnica solu¢do do problema (2.22). Portanto,

s(u) = c+ ATA(n) é a tinica solugao do problema (2.21). H
Lema 2.1. {s(u)} permanece limitado quando u — 0.

Demonstragdo. Suponhamos que [[sy| — oo, com s, = s(py) e px — 0. Como S™1 ¢
compacto, pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass (Teorema 1.2) a menos de subsequéncia,

temos:
Sk
skl
Afirmamos que d satisfaz: (i) d € Im AT, (ii) d"x* = 0 e (iii)d > 0. De fato, sendo

—deSt (2.23)

sk =c+ ATA com Ay € R™, temos:
Sk C ATAx

sl [lsill  lisell”

.. - . c .~
Tomando o limite na expressao acima, como W — 0 e pela Proposicio 1.1) ImAT &
Sk
fechado, ganhamos que d € Im AT e vale (i). Agora para mostrarmos (ii), usaremos que

lirr(l)xlogx =0, a expressao (2.12) e a Proposi¢ao 2.4 para obter:
X—

lim s () Tx () = ggr;o; wi (log X} —log x; (1) )% ()
j
+ lim Z uk(logx} —log % (i) )% (ni) = 0. (2.24)

k—o00 4
JEN



Capitulo 2. Trajetérias Primal e Dual: Definicoes e Convergéncias 35

Dai, novamente pela Proposicao 2.4:

s x () Sk ! T
0= lim =% — jim (—) x() = dTx".
k—00 HSkH k—o0 HSkH

Finalmente, para verificarmos (iii), da defini¢do de centréide é sabido que s¢ € ¢ +Im AT

e s¢ > 0. Pela Proposicao 2.5 com X nao-nulo, temos:

n n
s e Yy xle S/ <R+ Y xle SR OB+ My, (2.25)
i=1 i=1
onde B =%x"s e M = max;cicn Xj. Dado i €{1,---,n}, de (2.25) obtemos:
e Ski/ Mk < B+ nMp — iTSk.
HkX%
Dali,
St.i B+ nMpy —x sy
—— < log T .
Hi Xy
Entao,

: My — %7
Ski oo Mk g (|3+Tl Hie —X Sk>' (2.26)

Isicll = llsicll b

Como e — 0 e ||si|| = oo, usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, para n suficien-

temente grande, temos que:

B+ M — s _ %] il

. 2.27
e T 2w (227)
Agora, de (2.26) e (2.27) segue
St Z — M log (HXHHSEH> =M {log (—HSkH) + log (M)} .
sk s 210 sl Mic 2%
. . . . 1
Tomando o limite com k — oo nesta tltima expressao e sabendo que llr%xlog (—) =0,
x— X

obtemos de (2.23) que d; > 0 para todo i e portanto, d > 0. Finalmente, tomando
seS*={seRT : sec+ImAT, sTx* =0}, usando (i), (ii) e (iii), concluimos que
s+ td € S*, para todo t > 0. Desta maneira, como d ¢ nao-nulo, temos um absurdo com

o fato de S* ser limitado e segue o resultado. ]

Lema 2.2. Se limos(uk) =35, entioS€S*={s€RT : sec+ImAT, sTx* =0}

W —
Demonstracdo. Como ¢ +ImAT ¢ fechado e s(u) — § obtemos que § € c +ImAT. De

(2.24) e pela Proposigdo 2.4, segue que:

0= lim x(p)"s(pe) = §Tx*.
k—o00
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E por tltimo afirmamos que § > 0. De fato, se para algum i € {1,--- ,n} tivéssemos

klim si(ux) = i < 0, chegariamos a um absurdo por (2.13), pois
—00

Xf = lim xi () = lim xte StHd/He = o,
k—o0 k—o0

Portanto, s € S*. n

O teorema seguinte mostra, fazendo uso dos resultados técnicos acima expostos, a
convergéncia de {s(u)} quando n — 0. A saber, a trajetoria dual converge para o centroide
do conjunto S*. Além de ser espléndido, este resultado serd muito util no restante deste

trabalho. A seguinte demonstracao foi dada por Cominetti e San Martin em [4].
Teorema 2.1. A trajetoria {s(n)} converge para s, quando u — 0.

Demonstracao. Pelo Lema 2.1, s(u) permanece limitado quando p — 0. Desta maneira,
¢ suficiente mostrarmos que, se i — 0 com s, = s() — S, entdo S = s¢. Sendo assim,
defina s} = sy +(s¢—3). Pelo Lema 2.2 temos s € S*, logo (s¢—3§)g =0, (s*—35) € ImAT

e s; € c+ImAT. Dai, pela Proposigao 2.5 com X = x*, temos:

(x*) sk—i-ukae St/ He < (x sk—i—ukae Siea/ Wi (2.28)
i=1
E ainda,
(x) (s —s3) = (x)T(8 =) = (x3) (8 = s)p + (R T (8 = s)n = 0. (2.29)

De (2.28) e (2.29) obtemos a desigualdade:
Z X%e_sk,i/uk < Z Xile_si,i/uk_ (2.30)
i=1 i=1

De (s¢ —§)p = 0 ganhamos (s})p = (sk)s. Entao, de (2.30) segue que:

Z X%e*Sk,i/uk < Z X%efslt,i/uk. (2'31)

ieN ieN

Sendo og(x) = min{x; : j € B}, vale:
me*UB(Sk)/Hk < nMe*GB(Sk)/Hk7
: 1 1 ¢
onde m = mimmigign Xy € M = maxyign Xq- [)al7

nM
og(sk) = —px log (?) + o(sk)-
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Como op é continua e sy — s¢, tomando o limite quando k — oo na expressao anterior,

obtemos:

onde a ultima desigualdade deve-se da defini¢ao de vj. Logo, og(8) = v} e entdo s € S7.

Portanto, §j, = vie = s§. e assim (s} )y, = (sx)y,. Agora, por (2.31), temos:
J1 1 J1 k/J1 J1

Z X%e*Sk,i/uk < Z Xilefsﬁ,i/uk. (2'32)

i¢B1 i¢B1

C

Analogamente, concluimos que sy, = sj,. Indutivamente, obtemos § = s e segue o

resultado. [



Capitulo 3

Comportamento limite das derivadas

das trajetorias

Neste capitulo estudaremos o comportamento limite dos termos As(p) e Ax(u), de-
finidos a seguir como fungoes das trajetorias trajetoérias primal e dual, respectivamente.
Bem como analisaremos o limite de $(u), quando u — 0. Este estudo sera de suma im-
portancia para o capitulo seguinte, visto que serd a base para a andlise de convergéncia

das sequencias {x;} e {sx}, definidas a posteriori.

3.1 Comportamento Limite de As(u), Au(u) e s(u)

Com o intuito de analisarmos o comportamento de $(u) quando p positivo tende 0,

estudaremos a priori o limite do quociente
As(u) = ——, (3.1)

quando pw — 0+.

Note que usando (2.12), a Proposi¢io 2.4 e o fato que s§ = 0, temos:

lim Asg (y1) = lim S2H
u—0

. ) X )
Jim, = — }lllg%) (logxg — logxg (1)) = log x§ — log X} (3.2)

Sendo assim, resta provarmos a existéncia do limite lim,_,o Asn(p). Visando este
objetivo, os proximos resultados fornecem um estudo sobre As(u). O primeiro deles

caracteriza Asj(u) para qualquer ] C N.

38
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Lema 3.1. Seja ] C N dado e defina j ={1,---,n}/]. Para pn > 0, Asj(u) € a dnica
solucao do problema
AS](H) ATT

minag, Z x}e’Asi’Sic/“ : € Im
jel Asj Af

(3.3)

Demonstracdo. Seja a funcao f : Rl — R definida por f(x) = ijle_"i_sic/“. Como
j€]

s(p) e s¢ pertencem a ¢ +Im AT, existe A(n) € R™ tal que As(n) = AT(A(n)) € ImAT,

e portanto Asj(n) = A]T(Mu)) ¢ vidvel para (3.3). Tomando x* € X*, temos xj = 0. E

Cc

de (3.1), obtemos _LH) = —As(u) — *  Entdo usando (2.13), segue que:
W m
_leefASj(H-)*S)?/H — _leefsj(u)/u — —Xj(H) — x]i* —Xj(u); Viel.

Dai, pela expressao anterior:

Vf(Asy(p)) =% —x5(n). (3.4)
Como Ax* = Ax(u) = b, segue que x* — x(u) € Null A, isto é:

X = ()

Al —x(W] =04 [A; Aj] =0

X7 —xj(k)
& A][XT —x5(w)] = Aj[xj(lvl) —Xﬂf] € ImA;j.

Portanto, por (3.4):

Finalmente, pelo Corolario 1.5, concluimos que Asj(u) é solucdo do problema (3.3) e
esta é unica, ja que Hess(f) > 0. Entdo, do Teorema 1.8 segue que f é estritamente

convexa. O]

Definamos agora para todo £ =0,1,--- , 1 0s seguintes conjuntos de indices:
Ne=JeU---UJ;y e Bey ={1,--- ,n}/N,.
Lema 3.2. O conjunto {As(u) : u € (0, 1]} é limitado.

Demonstragao. Por (3.2) temos que Iy ={Asg(u) : u € (0, 1]} é limitado. Resta mostrar-

mos que I} = {Asy, (n) : p € (0,1]} é limitado, para i = 1,---r. Suponhamos o contrario
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e seja £ > 1 tal que Iy, -+ ,Te_; sdo limitados, mas I, é ilimitado. Pelo Lema 3.1 com
] = Ng, temos:
. Asg, (1) AE _
Asy, (p) = argmin Z lee’Asi’si/” : o € Im o . (3.5)
jEN Asy, AL,

Sendo As(p) = (Asg, , (1), Asn, ()T € ImAT, pelo Lema 1.3 existe M = M(ImAT) e
um conjunto {Asy, (1) : u € (0, 1]} tal que para todo w € (0, 1] vale
A AL
( ~SB“(”)> € ImAT :Im( BT“) e (3.6)
ASNK(H‘) AN(
1Asn, (W] < M[|Asg,_, (W)]]- (3.7)

Como {Asg, ,(u) : p € (0,1]} ¢ limitado, (3.7) implica que {AsNe(u) :n € (0,1]} & também
limitada. Agora, segue por (3.5) e (3.6) que

ZX)_lefAs,-(u)*sjc/u < Z leefAsj(u)*sjc/u < Z leefAsj(u)fs)?/u. (38)
j€Te JEN JEN,

Multiplicando ambos os lados de (3.8) por et/* e juntando com o fato de que $; = Vg

para todo j € J¢, obtemos:

ZX]}e*AS]’(H) gZX}e*Asj(u)_F Z lee*ASj(u)*(SjC*VZ)/u.
j€)e j€Je JEN¢/Te

Da definigao de centroide, segue que s{ > vi para todo j € N¢/J¢, logo (sf —vi)/p >0
para todo j € N¢/J, dai:

Zx}e’Asi(”) < Zx]-lefisi(“) + Z lee’As"(“) = Z x}e’Asi(”). (3.9)

S j€T. JENe/Je JEN,

O fato de {AsNe(u) : i € (0,1]} ser limitado garante a existéncia de um K > 0 tal que
| Asj(u) |< K, para todos j € Ny e € (0,1]. Logo de (3.9), temos que:

ijle’Asi(”) < Z xje <.

SN JEN
Da ultima desigualdade, como X1_i>141£100 e* = +oo, temos que {As;(p) : w € (0, 1]} é limi-
tado inferiormente para todo j € J,. Resta mostrarmos que estes conjuntos sao também

limitados superiormente. De fato, suponhamos por contradicao que exista j € J,, tal que

{As;j(u) : p € (0, 1]} & ilimitado superiormente. Entdo existe uma sequéncia {py} em (0, 1]
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ASI«(Hk)

”Ash(uk)H
compacto pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass, a menos de subsequéncia, temos:

convergindo a 0, tal que klim |Asy, (ux)]| = o0, E e St como SUd-1 ¢
—00

) Asy, (1) _
lim —2tC — 3% e SPd=1, 3.10
k=00 ||Asle(l"'k)” e ( )

Afirmamos que dj; € nao-negativo. De fato, se existisse j € J, tal que dj° <0, por (3.10)

segue que, para n suficientemente grande, terfamos:

As; () d;®
— < — <0 e
||Aslz(uk)|| 2

0]

ds
Asj(py) < TJHASIZ(MJH-

0]

Como k1im 7j||Ash(},Lk)|| = —o00, a ultima desigualdade geraria uma contradicao com
—00

o fato ja provado que o conjunto {Asy, (u) : p € (0,1]} é limitado inferiormente. Agora,

usando que o conjunto {Asg, ,(p) : p € (0,1]} é limitado e que limy_, [|Asy, (1)]| = o0,

obtemos que:

ASBF (Hk)
im —— =0. 3.11
L s (o)l 10
Novamente pelo Lema (1.3), como As(py) = (Asp,(px) , Asng/p(px))" € ImAT existe

Asn, /. (i) satisfazendo As(w) = (Asp, (i) 5 Asngy, ()T € Tm AT e

[Asng /7. (1) | < M| Asg, () || < M(||Asg,, () || + | AsT, (1) [])-

Logo,

HASNe/]e(Hk)H <M (||A81351(Hk)|| +1>
HAS]e(Hk)H HASH(Hk)H

Dai, por (3.11) para n suficientemente grande, vale:

||ASNe/]z(p—k)||
||Ash(uk)|’

Pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass existe dcf\,‘)e/]‘Z € RIN/Jd tal que, a menos de sub-

< 2M.

sequéncia, satisfaz: .
Asn, /g, (i) o

Iim ————— =d . 3.12
s e SN (3.12)

Como As(py) € Im AT, segue que:

Asg,_, (1x)
~ lAsy, ()]
As
(o) | asstuo | AT (3.13)
||A51e(|4k)H lAsy, ()]
Ang /78 (1K)

lAsy, ()l
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Fazendo k — oo em (3.13), e usando (3.10), (3.11) e (3.12) juntamente com a Proposi¢ao

1.1, concluimos que

R 0
. AS(Hk) T
d*° = limyyeo———— = d ecImA".
o Asy ()| z
doNoe/]z

Considere o vetor s* = s¢ +Ad*®, com A > 0. Afirmamos que s € S*, para A suficiente-

mente pequeno. De fato, vale que:
i) Como s® € c+ImAT e d® e ImAT, segue que s* € c +ImAT;

ii) Dado x € X* vale xn = 0, s§ = 0 e sendo B C By, temos df = 0. Entao,

STA — xTA L 3T A —xTee (.
X' 8" =XgSp T XS = XgSg = 05

iii) Usando o fato de d¥ = 0, obtemos s = s§ = 0. Pela Proposicdo 2.3, obtemos

_ v
s = vie > 0 e para A € (0,¢) com ¢ suficientemente pequeno, temos —Ele <
*

AY) *
AdY < ?16. Logo sf > 3-e > 0 e dai, s* > 0 para todo A € (0, €).

De i), ii) e iii) segue a afirmacao.

Usando que dg, | =0, djj = 0 e vi > v; para todo k > €, concluimos, pela Proposicao
2.3, que:
). =s§ >vie, Vk<l;
s}‘e = s‘fe + Ad‘fj > s‘fe > vie;
st = s§, F AR = 5§, > vie, Vk> 1L
Entdo, s* € S} para todo A € (0,¢). Novamente pela Proposi¢io 2.3 segue, para todo

A€ (0,¢), que: vi = s}‘l = sf}Z +7\d‘fj = v;H—?\d(fj. Portanto, devemos ter obrigatoriamente

7, = 0, 0 que gera um absurdo com (3.10), e segue o lema. O]

O proximo teorema, finalmente, mostra a convergéncia de As(pu) quando w — 0+, e

ainda caracteriza o limite.

(e.¢]

Teorema 3.1. lim,_,, As(p) = As®, onde:

i) Asy = logxy, —log x§;
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ii) para todo £ =1,--- 7, Asy) € indutivamente a unica solugao do problema
min ZX e A% ASEL, €Im Abe, (3.14)
A% X J ’ AS] AT ' '
i€ ¢ Je
Demonstragao. A assertiva i) segue imediatamente por (3.2). Resta provarmos ii), o que
serd feito por inducdo em £. De fato, assuma que ii) vale para os indices 1,--- ¢ — 1.
Portanto,
thlin Asg,_ (1) = Asg, . (3.15)

Pelo Lema 3.2 o conjunto {Aj,s(n) : p € (0,1]} ¢ limitado. Seja df; tal que, existe {pu}

com limy_,o0 px = 0 € limy o Asy, (Hi) = dyy (observe que a existéncia de dy; é garantida

A Al
pelo Teorema 1.2). Como As(u) € ImAT temos < SB“‘I(Hk)) € Im( BH), fazendo

Asy, (1) A]Te

AsY Al
k — oo e usando (3.15) obtemos, pela Proposi¢ao 1.1, que ( Zlif)l) € Im( B“).
Je
Portanto, dj; é viavel ao problema (3.14). Pelo Lema 3.1, Asn,(p) € a solu¢do 6tima do
problema (3.3) com ] = N,. Entdo, das condigoes de otimalidade deste problema, dadas

pelo Corolario 1.5, temos:
An, (xlNe e*ASN«(“’*SCNe/“) € ImAsg, .. (3.16)

Multiplicando (3.16) por e"t/*, como sj, = Vi e para todoi=1,--- T, ganhamos que:

Ale( e Asy(n + Z AL Le e Asy (1) — (vpv;)/u) € ImAg, ,.

i=£+1
Fazendo p = py na expressao acima e usando o Lema 3.2 mais o fato que (vi —v;) >0
para todo 1 > £, obtemos que hm (x}ie’ASTi(”“)’("f’VZ) e/”“) = 0 quando 1 > {. Agora,

k—o00

fazendo k — oo pela continuidade das Ay, e pela Proposigao 1.1, obtemos:
A, (x}ee*d‘f‘é) € TmAsg, ,. (3.17)

Sendo f : Rl — R definida por fo(x) = ) xje ™. Dai, A}, (Vf(d)) € ImAg,

j€Te
por (3.17). Entdo, pelo Corolario 1.5, segue que df} ¢ solugao do problema (3.14). Como

Hess(fy) > 0, o Teorema 1.8 implica que f; é estritamente convexa e obtemos assim a

unicidade de df;. Portanto, lim Asy, (i) = Asfy T m
n—0

O objetivo agora é mostrar que o limite da derivada $(u) quando p — 0 existe e é

igual ao limite de As(n) quando u — 0. Com este intuito, os proximos dois lemas tratam
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sobre a diferenca

Au(p) = $(n) — As(u), (3.18)

e sobre seu limite quando pu — 0.

Lema 3.3. Para cada pn>0e{l=0,---,1, Aun, (1) € a unica solu¢ao do problema
1 1 * 2 ALL — (H)
ming,, { 3 HXlN/f(H) (pne — (sf, —vie) /u)H : ( E“Nl ) e Im AT} . (3.19)
¢
onde B_; =10

Demonstracdo. Como s(u) € Im AT, para todo n > 0, segue que $(u) € ImAT, pelo
Corolario 1.1. Dai, de (3.18) obtemos que Au(p) = (Aug, (1), AuNe(u))T e ImAT,
pois As(n) € ImAT. Deste modo, Auy, (i) é viavel para o problema (3.19), para todo
£=0,---,7. Agora, derivando (2.12), ganhamos que:

— X () x (),

e entao

Au(p) — = = —puX () x(u)
Dali,
s¢ —vje _ X vie
() — BTV et e + X
i i
Sendo assim, dado x* € X* segue que:
(s¢ —vie ) v}
Xt (At — ) i+

— —uxlp) + va (x(1) —x) + 2x.

Como Ax* = Ax(u) = b, temos (x(n) — x*) pertencente a Null(A). Novamente pelo

Corolario 1.1, vale que x(i) € Null(A). Estes fatos implicam em:

*

) € Null(A) + v—ix*.

(s¢ —vze)

X(n) (Au(u) _
n

Visto que x§, = 0 e v§ = 0 temos vyx* = 0 para cada { =0,1,--- ,r. Portanto,

Mu) = X(w) (Au(u) — @) € Null(A).
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Dati,

M, (1)

AT () = [As,, Ang o =0 e
N (1)
(sk, —vie)

ANe XN@(FL) AuNl(u)_T :ANe[rNe(FL)] :Ageil[—rglil] EImAB‘H.
Sendo f¢ : RNT — R definid fol —11/2 — (s&, — Vi " Pel
endo f, : — efinida por f(x —5 x (SNZ v(e)/u) . Pela
expressao acima, segue que Ay, (Vf(Aun,(H))) € ImAB( . (no caso { = 0, temos

A (Vfy(Au(p))) = 0) e entao, pelo Corolario 1.5 segue que Auy,(pt) é solucao do pro-
blema (3.19). Como Hess(f;) > 0, do Teorema 1.8 obtemos que f; é estritamente convexa,
garantindo assim a unicidade de Aun, (1) como solugao do problema. O

O proximo resultado mostra que $(u) e As(u) possuem o mesmo limite quando p — 0.

Lema 3.4. lim Au(u) =0.

n—0
Demonstracao. Para cada £ €{0,...,r}, supondo que
ELILI}) ALLB( 1 “’L) - 07 (320)

concluiremos que 1ir% Auy, (p) = 0 e dai, segue o lema. (Para for { = 0, (3.20) vale por
p—
vacuidade, muito embora para mostrar que lim,_,o Aug(p) = 0 ndo usaremos (3.20)).

Pelo Lema 1.3, existe M = M(ImAT) >0 e {AuNe(u) ;> 0}, tais que:

Au 71(‘1) "
< P ) cImA' e ||Aun, (W) < M||Aug, (W], Vu> 0. (3.21)
Aun,(p)
Por (3.20) e (3.21), obtemos:
thlirh Aun, (1) = 0. (3.22)

Para { = 0, sem usar o Lema 1.3, podemos tomar simplesmente ANuNO(u) = Au(p) =0
para todo u > 0. De (3.21) temos que AuNe(u) é viavel ao problema (3.19), entao pelo

Lema 3.3 vale:

|

Desde que s§, = vie e x(u) € R, como consequéncia da altima equagao, para k € Jq,

XN (1) (Bun, (1) — (&, —vie) /w)||

Xa (1) (Aun, (W) — (s&, —vie) /”)H2 S ’

ganhamos:

C Ak 2
Xk(u) (Auk le Aul + Z XL (Aul ) u)

i€]e 1€Ngy1

. _sf—v}‘ 2
le Aul + Z xi(p (Au,1 ) —H ) )

i€]e 1€Ngy1
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De (2.13) e (3.1) temos x(p) = x'e AsW)=s*/v Multiplicando a expressio acima por

eVt/H obtemos:

2
xLe A5 (Auy (u le —Asil Aul( ))
i€,
1y Asi (1) p—(s5—vE) /1 s£—vi )’
+ ine HH e 1si™Ve Aui(p) — 2—F) .
1€ENgy1 H

Dai,

0 < (Aw(n))” < Sy [le At (A ()

i€]e

2
s§ — vy
- g xi e Asili) gmlsi—vi)/u (Au( ) ——— m k)

1€Ng41

Para todo 1 € Ngyq, sendo v < s{, vale que (s{ —v;) > 0. Fazendo p — 0 na

1

ultima desigualdade usando o Teorem do Confronto, o Teorema 3.1, a relacao (3.22) e
1
o fato que para todo k natural vale lim (—) e (5) = 1im y*e vV = 0, concluimos
x—=0+ \ X y—o00

que lim (Auy(pn))? = 0. Portanto, lim Auy () = 0 para cada k € J; e dai segue que
pn—0 p—0

lim, o Auy,(n) =0. O

Um dos principais resultados deste capitulo segue diretamente do lema anterior, e é o

contetdo do préximo teorema.

Teorema 3.2. lim,_,,$(p) = As™.

Demonstracao. Este resultado segue da relagao (3.18), do Teorema 3.1 e do Lema 3.4. [

3.2 Comportamento Limite de Ax(p)

Agora, o objetivo é estudar o comportamento limite do seguinte quociente

X(p) —x*
—vi/p

Ax(p) = (3.23)

onde vi é dado da definicao de centroide. O estudo feito aqui tera grande relevancia na
andlise de convergéncia da sequéncia proximal primal com distancia de Bregman que serd

definida no proximo capitulo.
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Com o intuito de obter resultados sobre a expressao definida acima, estudaremos

primeiramente o comportamento limite do seguinte caminho q : (0,1) — R™ definido por
q(r) = e"/H % ().

O resultado seguinte relaciona os limites, quando u — 0, dos dois caminhos definidos

acima.
Lema 3.5. Se lim q(n) = q*, entdo lim Ax(n) = q>/vi.
pu—0 p—0

Demonstra¢ao. Dado i € {1,2,--- ,n}, sejam fi, g;: [0, u] — R definidas por

xi(r) —x¥, se 1€ (0,u e VT se 1€ (0,u
fi(r) = e gi(r) =
0, se r=0 0, se =0

Fazendo uso das Proposigoes 2.2 e Proposicao 2.4, temos que f; e g; sao continuas em

[0, u] e diferencidveis em (0, u). Pelo Teorema 1.1, existe &; = &;(u) € (0, u) tal que:

f1(E)[gi(p) — gi(0)] = gi(&)[fi (k) — F:(0)],

ou seja,

. ok A ot/

xi(&i)e Vi/n = a—é (xi(n) —x{) e /&

1
Dai,
(Xi(u)_xf) - 1 2 Vi/Ei -
e_vf{/p_ - \)_T Evi el Xi(&i)‘
_qil&) . . e

Portanto, Ax;(n) = e Sendo p — 0 temos & — 0, entao se lim,_,o qi(K1) = q5°,

1

o0
concluimos que lim Ax;(n) = q—l* e segue o resultado. O
p—0 A%

1

Vamos mostrar que q(p) possui limite nao-nulo quando u — 0. Para tanto, primeiro

enunciaremos uma proposicao que caracteriza q(p).

Proposicao 3.1. As sequinte afirmacoes sao verdadeiras:
. . * —As®
i) im0 qn(R) = g, onde qF 5, =0 e qfF = vixj, e~

i) para cada w > 0 temos que qg(W) € a unica solugao do problema

min ~1/2 2. ve u ; .
{amp  goune: () e Nuaf, (3.21)

iii) o conjunto {q(w) : n € (0, 1]} permanece limitado quando p — 0.
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Demonstragao. Para provar o item i), derivando (2.13) obtemos:

1 s(p)

i x(p) = x e v (s(p) —pus(u).

Dali,
q(p) = xte AW (Vi (g(W) — us(p)) . (3.25)

Como 0 =vox < v <V} --- < Vj, segue que:

G i) 1, se i€];
hrr%)e o=
H 0, se ieN/J;

Assim, da expressao (3.25) usando o Teorema 3.1, o Teorema 2.1 e o Teorema 3.2, obtemos:

vixle ™7 se 1€,

lim qi(pn) =
w=0 0, se ieN/J;

Com o intuito de provar ii) note que dado s € S* temos s € ¢ + ImAT e sg = 0, logo

cg € ImAL. Como s(u) € ¢ +Im AT, segue que sg(p) € cg +Im AL C Im AL, logo:
_ 1 1 T
Mu) = (logxp(p) —logxg) = _:LSB(H) € ImAg.

Pelo Corolério 1.1 obtemos que I'(n) = Xg'(Wxp (1) € Im AL, E entio,
Xg' () gs(w) = (n?e® )X (Wxp(w) € Tm AL, (3.26)

Observe que qgp(p) é viavel ao problema (3.24), ja que x(p) € Null A e assim temos
q(pn) € NullA. Seja f: R'Bl — R dada por f(x) = (1/2)|]Xg1/2(p.)x\|2. Da expressao
(3.26), segue que VFf(qp(p)) € Im AL, entao o Corolério 1.4 garante que qp (i) é solucio
do problema. Como Hess(f) = Xgl > (, pelo Teorema 1.8 temos que f é estritamente
convexa, garantindo assim a unicidade de qg (i) como solu¢ao do problema.

Finalmente, para provar iii), resta mostrarmos que {qg (i) : 1t € (0, 1]} permanece limitado
quando p — 0. Sabemos que (dg , qn)' € NullA e usando o Lema 1.3 no subespaco

Null A, existem M > 0 e qg(u) tal que (dg , qn)' € Null A, satisfazendo a desigualdade

1ds ()| < M||qn(p)]|, para todo w e (0,1]. (3.27)
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Agora, por (3.24) e (3.27), temos:

g ()] = X5 (X5 (W gs (W] < 1XYW 11X (wgs (W)

< IXY 21X 2 (was (W] < MIXY 2 (W 1IX5 (W | lan (W],

para todo p € (0,1]. Pelo Teorema 2.4 vale que lin% xg (1) = xj # 0 e deste fato junta-
n—
mente com i), segue que o lado direito da expressdo acima permanece limitado quando

u — 0, e segue o resultado. O]

Observacao 3.1. Na demonstragao do item iii) da proposicao acima usamos, sem fazer
menc¢ao explicita, que no conjunto das matrizes R™*™ estd bem-definida a sequinte norma:

C
|IC|| = sup M, para toda C € R™ ™.

xern/f0y |Ix]]
E ainda, que dadas C € R™™ ¢ D € R™** valem as sequintes propiedades:
a)||CD[| < [|C[|[|D][;
b)|ICx|| < |ICJl||x||, para todo x € R™.

Teorema 3.3. lim,_,o q(1) = q>, onde q¥ # 0 e qF € a tnica solugao do problema

min {(1/2)|y(x73)1/2uBH2 : (:i) € NullA}. (3.28)

N

Consequentemente, lirr%] Ax(pn) = q*/v7.
pL—

Demonstrag¢ao. Pelo item i) da Proposcao 3.1, temos thiir%) gn(p) = gy # 0. Seja d¥
um ponto de acumula¢ao do conjunto {qg (i) : 1 € (0, 1]}, tal que existe uma sequéncia
{m} € RY,, com k11_I>1r01O W = 0e klgrgo gs(tk) = d¥ (A existéncia de um tal ponto é
garantida pelo item iii) da mesma Proposi¢ao 3.1 juntamente com o Teorema 1.2). Desde
que () = (ge(mi) , gn(pi))’ € Null A, fazendo k — oo obtemos que (d¥ , q) €
Null A e portanto, d¥ ¢é viavel ao problema (3.28). Passando o limite em (3.26) pelo

Teorema 2.4 e pelo Corolario 1.1, temos:
(X3) 1A € Im AL, (3.29)

Sendo f : R'Bl — R definida por f(x) = (1/2)]|(X3)"2(x)||>. De (3.29), vale que
V£(d¥) € Im AL, entdo pelo Coroldrio 1.4 temos que d¥ é solugao do problema (3.28).
Sendo Hess(f) = (X§) ! > 0, segue mais uma vez do Teorema 1.8 que f ¢ estritamente
convexa e portanto, dy ¢ a tnica solu¢ao. Assim, concluimos que l1113% qs(n) =qy = dy.

A parte final do teorema segue do Lema 3.5. m



Capitulo 4

Método do ponto proximal com

distancia de Bregman

Finalmente, neste capitulo definiremos e estudaremos o método do ponto proximal
associado & barreira de Kullback-Leibler. Usando as ferramentas desenvolvidas nos capi-
tulos anteriores para as trajetorias primal e dual mostraremos a convergéncia da sequéncia
proximal primal (definida a posteriori) para uma solu¢do do problema de programagao
linear e que as sequéncias medial dual e proximal dual (definidas a seguir) convergem am-
bas para o centroide de S*. Por fim, encerraremos fazendo um estudo sobre as velocidades

destas convergéncias.

4.1 Sequéncias Proximais Primal e Dual

O método do ponto proximal com distancia de Bregman D, para resolver o problema

(2.1) gera uma sequéncia {x*}, definida como sendo:

x' € D, (4.1)
K+1

X" = argmin {CTX +ADy(x,x*) 1 Ax=b,x > 0} , (4.2)

onde neste trabalho ¢ é dada particularmente no Exemplo 1.7, ou seja, a funcao barreira

D, sera a divergéncia de Kullback-Leibler e a sequéncia {Ay} satisfaz

A >0 e Z?\[l = 00. (4.3)
k=0

20
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Neste caso, para todo k > 1, temos
n
x**1 = argmin {ch+ ?\kZ (X]’ logz—i —I—x}< —x]-) tAx=b, x > 0} .
j=1 j
A saber, a sequéncia {x*} é chamada de Sequéncial Prozimal Primal (SPP) associada
a Dy,. Usando o raciocino da Proposigao 2.1 indutivamente, concluimos que {x*} esté
bem-definida e inteiramente contida em D°.
Assim, como no Capitulo 3, consideraremos a seguinte extensao da fungao barreira

D, (-, x*) ao R™ que ainda sera representada pela mesma notagao:

— kY K\T ok n
D, (x,x*) = e(x) —@(x*) = Vo(x*) (x —x%), se x € RY

400, caso contrario

Dai, o problema (4.2) equivale ao problema abaixo:
XM = argmin {c"x + AxDy (%, x*) : Ax = b}. (4.4)

Como x**1 > 0 ¢ a tnica solu¢ao do problema (4.4), e de sorte que em R a fungao
objetivo em questao ¢ diferenciavel, por B1) da defini¢ao de func¢ao de Bregman. Sendo

assim, pelo Teorema 1.9 e pela Proposicao 1.7 as condigoes de otimalidade de Karush-

Kuhn-Tucker (KKT) para o problema (4.4) sdo necessérias e suficientes, ou seja, x*™' é
o tnico ponto em R, que para algum wktl ¢ R™, satisfaz:
CH AV = Ve(x)) + ATwk 1 =0 e (4.5)
Ax*Tt =b. (4.6)

Motivados por estas condicoes de otimalidade, definimos a sequéncia {sy}, chamada

de Sequéncia Prozimal Dual (SPD) associada a D, como sendo
s* = MV (x¥) — Vo (x*™)] = Acllog x* — log x* 1.

Por (4.5), temos que s* € ¢ +Im AT, mas ndo necessariamente s* > 0.

Neste trabalho, estamos interessados nas propriedades e na convergéncia da sequéncia
proximal dual, mas ao invés de analisar estes fatos diretamente, analisaremos primeiro
o comportamento limite da Sequéncia Média Dual (SMD) denotada por {s*} e definida

como sendo a média ponderada abaixo:

k k !
sk — Z WA lst onde . = (Z )\il> i (4.7)
i=1
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A préxima proposicao faz uma importante conexao entre as trajetorias x(p) e s(pu) com
as sequéncias {x*} e {s¥}. A saber, como mostrado pela primeira vez por Cruz Neto, Iusem
e Svaiter em [9], temos que a sequéncia proximal primal esta contida na trajetoria primal,
assim como a sequéncia média dual esta contida na trajétoria dual. Sendo assim, podemos
utilizar a maquinaria desenvolvida nos Capitulos 2 e 3, para analisar o comportamento

destas sequéncias acima definidas.

Proposicao 4.1. As sequéncias {x"} e {s™} satisfazem

X" =x(un) e s™=s(un), paratodo n=1,2,---. (4.8)

Figura 4.1: A sequéncia proximal primal e a média dual estao contidas, reespectivamente,

na trajetoria primal e dual.

Demonstragao. De (4.5), segue que:

1

A —(c+ AW + [V (x*™) — Ve (xK)] = 0.
K

Somando a expressao acima com k variando de 1 a n, obtemos:
Y S et Vo™ = Vo) + AT [ Y —wki | =o.
k=1 Ak — Ak

—1

n
Dai, multiplicando por p, = <Z 7\1_1> , temos:

¢+ unVox™™) —Ve(x')] + ATw™ ! =0, (4.9)
, 1 ,
onde W' =, ( W wit ) Como Ax™*! =b, por (4.9) segue que (x™*', wn*l) ¢
K
k=1

n+1

solucao do sistema 510) 2.11) com p = p,, dai x =x(un). E ainda,

_ 1 = 1
=D s in Y o ellog(x) — log(x1)
o M o A

n+1)

= pn(logx' —logx™") = —pn (logx(un) —logx') = s(un).
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4.2 Resultados de Convergéncia

Nesta secao, mostraremos a convergéncia das sequéncias proximal primal, proximal
dual e média dual. Mostraremos inicialmente a convergéncia de {x*}. Este classico
resultado que pode ser encontrado em Iusem |[7], sobre a hipotese restritiva de que
0 < Ax < A < 0o. Muito embora, a demonstragao aqui presente deva-se a Chen e Teboulle
em [3], que mostraram o resultado sobre a hipotese mais fraca (4.3). Para auxiliar na

demonstracao deste fato, faremos primeiro um lema técnico.

Lema 4.1. Sendo D ={x € R": Ax = b, x > 0} e {x*} a sequéncia prozimal primal
definida acima, entao:
1
(i) Dy, x*) =Dy (u,x*) =D, (x* x*) = 7\—(c,karl —u), para todo u € D;
k
(ii) {c"x¥} é ndo-crescente;
(iii) {Dy(x,x*)} € nao-crescente, sempre que x € X*;

(i) onyr ¢ (X" —1u) < De(u,x') — Dy (u, x™) — Z?\kaHD@(xk“,xk), onde
k=1

n
o, =0, Gn:ZAgl paran>1eue D.
k=1

Demonstragio. (i) Pela Proposi¢ao 1.6(1) com x =u, y = x* e z = x*"!, temos:

D, (u, x*) — D, (u, Xk — D(p(xkﬂ,xk) = (V(x*) = Vo(x*),x*! —u). (4.10)

De (4.5) em (4.10), como Ax*"' = Au="b e (NullA)t =Im AT, temos:

D(p(ua Xk) - D(P(u7 Xk+1) - D(p(xk+17xk) = }\—<C + ATWk+1,Xk+1 — u>
k
1
e A_k<C7X’k+1 _u>

(ii) De (4.4), obtemos que:
X AD o (X XF) < TR+ MDD, (x5, x59).

Portanto,

1
—(c"x* — ™) > D, (x* xF) > 0. (4.11)



Capitulo 4. Meétodo do ponto préximal com distancia de Bregman 54

Como Ax > 0, segue o resultado.

k+1 _ 5

(iii) Dado x € X*, vale que ¢ (x x) > 0. Entéo, pelo item (i) temos:

D(p(xa Xk) - D(p(x'7 Xk+1) - D(p(XkJrlJXk) = 3

Logo,

D (%, X*™) < Dy (%, %) = D (x*",x*) < D (%, x).

(iv) Multiplicando (4.11) por oy e usando que Oy 41 = 0% + A, " obtemos:

orc xk—GH CTXk+1+7\ LTyktl O_k}\kD(p(XkJrl,Xk)'

Somando estas desigualdades com k =1,--- ,n, temos:
n
T T1+1 _|_ZA 1 T k+1 Zo—k)\kD k+17xk). (412)
k=1

Somando a identidade do item (i) com k variando de 1 a n:

—0n41C u+Z)\ 1Ty k+1 D(p(u,xl)—D n—|—1 ZD@ k+17xk) (4.13)
k=1

Finalmente, subtraindo (4.12) de (4.13) e usando que 1 + oxAx = AxOx41, concluimos
que:

One1ct (X —u) < D (u,x!) — Dy (u, x™ 1) — 3 1 Akop 1 D (XX, x5). O
Sendo X* # () por A1), denotaremos « = min{c'x : Ax =b, x > 0}.

Proposigao 4.2. A sequéncia {x*} gerada por (4.4) converge para uma solugdo do pro-
blema (2.1) e satisfaz:

"X —a <o 'Dy (x, X1, (4.14)
para todos x € X*, k > 1 e onde oy € definida no Lema 4.1.

Demonstracdo. Pelo Lema 4.1 (ii), {c"x*} ¢ uma sequéncia ndo-crescente e sendo o < c'x*

para todo k, concluimos que esta é uma sequéncia convergente e vale o« < lim ¢"x*. Dado
k—o0

¢ > 0, pela defini¢io de «, existe v € D tal que ¢'v < a+ ¢. E pelo Lema 4.1 (iv) com
U = v, temos:

"X —clv <o Dy (v, x). (4.15)

Como oy — 0o obtemos klim c™x* < ¢™ < a+¢e. Desde que o ¢ > 0 é arbitrario
— 00

segue que lim c'x* = . E fazendo v = x € X* em (4.15) obtemos (4.14). Agora

k—o00
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pelo Lema 4.1(iii), {D(x,x*)} é ndo-crescente, logo D (x,x*) < Dy (x,x'). Por B3)
da definicdo de funcdo de Bregman, temos que {x*} ¢ limitada. Seja z um ponto de
acumulacao de {x*}, entdo existe uma subsequéncia x¥ — z € D, pois D é fechado. E
por continuidade ¢’z = «, ja que ¢"x¥ — «. Portando, z € X*. Como {D(z,x*)} ¢
nao-crescente e possui, por B4) da definicao de funcao de Bregman, uma subsequéncia
D, (z,x%) — 0, obtemos que D (z,x*) — 0. Para finalizar mostraremos que {x*} tem
apenas um ponto de acumulagao. Suponha que seja z* outro ponto de acumulacao da
sequéncia, tal que x*t — z*. Como D (z,x*!) — 0, concluimos por B5) que z = z*.

Portanto, x* — z € X*. O

Proposicao 4.3. A sequéncia {s*} definida por (4.7) converge ao centrdide s¢ de S*, isto

¢, lim s* =s° e S*.
k—o00

Demonstra¢ao. Como p, — 0 o resultado segue aplicando o Teorema 2.1 em (4.8). O

Observacao 4.1. O resultado da proposicao anterior pode ser obtido diretamente, sem

recorrer a Proposicao 4.1, como é mostrado por Montero e Tusem em [8].

O proximo teorema é o principal resultado deste trabalho, visto que estabelece a
convergéncia da sequéncia proximal dual, utilizando a sequéncia média dual e outros

resultados.
Teorema 4.1. limy_,, s* = s€.

Demonstragao. Por (4.7) e (4.8) obtemos que:

A _
L 5{p) — s(14e)) = 51+

}\k+1 (gk—l—l . gk)
Hi

S(His1) +

Ax+1 Ak41

k
A 1
= P (e — ) e | Y ost ) (B4 ) g
Hic Ay

A
P Hk k+1

k
1 .
- 0 (Z xsl> + Sk+1 — Sk+1.

i=1 "t

o Akt1 o Hi+1
= M+l E }\—isl + + ™ (M1 — M) z A—isl + ——skt!
i=1 i=1

Usando o Teorema do Valor Médio de Cauchy (Teorema 1.1) na ultima expressao, para

cada k existe £F € R™, com &F € (w1, px) tal que:

A . .
S = si(ign) + = (M — ) $(EF), =1, m. (4.16)
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A
Como ( ;Jrl) (Mk41 — Hk) = —Hkt1, temos de (4.16) que:
Kk

st = silben) — e Si(EF), 1=1,--,n. (4.17)
Desde que k1im we = 0, pelo Teorema 3.2 obtemos limy o i 18i(EF) = 0. Portanto,
—00

tomando o limite em (4.17) e usando o Teorema 2.1 concluimos o teorema. O

4.3 Analise de Convergéncia

Agora, o objetivo é estudar as velocidades de convergéncia das sequéncias proximal

primal e média dual. Para tanto, introduziremos a seguinte notagao:

A = limsup Ay, (4.18)

k—o00

—Vvi/A

onde definimos e Vi/A = 0, quando A=0¢e e =1, quando A = 0o .

E antes de prosseguirmos com o estudo, revisaremos as defini¢coes de algumas formas
de convergéncia:
a) A sequéncia (x*) C R™ converge linearmente para x € R™, com razao de convergéncia

r € (0,1), quando

o X=X
msup m—————; =T;
e I =]

b) A sequéncia (x*) C R™ converge sublinearmente para x € R™, quando t = 1;

c) A sequéncia (x*) C R™ converge superlinearmente para X € R™, quando 1 = 0.

Teorema 4.2. Seja {x*} a sequéncia definida em (4.4) e sejav; da definicio de centrdide

em (2.16). Entao,

*

. ka+1 —x
msup-—————- =¢€
k—o0 ||Xk_X*||

—Vvi/A

Demonstrag¢ao. Pela Proposigdo 4.1 e equagao (3.23) temos, apos algumas manipulagoes
algébricas, que:

K+1 _ % k+1 k -1

X< —x*

Hx X X —x*

—Vvi/Ak
Ik — x| evi/m || |levizma|| €
—1
_ x(pe) — x| || % (1) — % e—Vi/Ak
- e—Vi/Hk e—Vi/Hk—1

[ Ax () || e Vi/Ak
[[AX(pie—1) |
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Pelo Teorema 3.3, temos:
A
k—oo [|Ax(pi—1)]]

Portanto, tomando o limsup, quando k tendendo ao oo, na equacao inicial e usando as
propriedades de lim sup, segue que:

k+1 x*

X A * * /)

koo P =x*] T koo [AX (1) || koo

]

Observacao 4.2. No teorema acima, bem como no sequinte, usamos duas propriedades
operacionais do limsup:
a) Sejam duas sequéncias (a,) e (byn) tais que lim, oo an = a >0 e b, > 0, entao

limsup(a,bn) = a-limsupb,.
n—oo n—oo

b) Seja f: R — R crescente e continua e (a,) uma sequéncia de nimeros reais, entdao

limsup f(a,,) = f(limsup a,)
n—oo n—oo

As demonstragoes destes fatos podem ser encontradas respectivamente em [11] e [12].

Finalmente, analisaremos o tipo de convergéncia da sequéncia média dual {s*}. A
analise sera feita sobre a dependéncia de As*® # 0, onde As*® é dado no Teorema 3.1.

Uma condigdo suficiente para isto é que xf # xj;.

Teorema 4.3. Seja {s*} a sequéncia definida em (4.7). Assumindo que As® # 0. Entdo,

||§k+1 _sc”

(4.19)

. . Hic+1
lim sup “—- = lim sup ——.
k—00 ||S - SCH k—oo  Hk

Como consequéncia, se A > 0 entdo a sequéncia {s*} converge sublinearmente.

Demonstracao. Pela Proposigao 4.1 e pela relagao (3.1) obtemos, ap6s algumas manipu-

lagoes algébricas, que:

s —sf| lisliesn) —s°] (Hsmk)—scn)‘l i1
[s% —sc| - Hic+1 Hi i
_ [As (e 1) || Haer
[As() |l we

Pelo Teorema 3.1, temos:
lim M —1.
koo |[As () |
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Portanto, tomando o lim sup, quando k tende a oo, na equacao inicial segue que:

. Hng_SCH BRRT |As (i)l . Hier1 . Hk+1
lim sup —1 = lim sup .

k—o00 ||§k - SC“ B k—o00 HAS“’LK)H k—o00 Mk k—o00 289

Pela definicao de {p}, obtemos:

. i1 .
lim sup = lim sup
k—o0 Hk k—o0

1 M
Akt1

Hk+1

Se A > 0, segue da ultima linha que lim sup
k—oo Mk

neste caso em especial a convergéncia é sublinear, pois

=1, jd que lim p = 0. E portanto,
k—o0

y ”§k+1__ScH .
imsup — = 1.
koo ISk — ¢
m
Teorema 4.4. Seja {s*} a sequéncia prozimal dual. Entdo,
k _ ocC
lim 5 - 0.
k—o00 98N
Demonstragcao. Pela equagao (4.17) temos, para todo i € {1,--- ,n}, que
k+1 c c
s —s¢ sy )—s$ . .
L0t o SRR TO G (8K) = As(pie) — $i(ED).
Hk+1 Hk+1
Como klim £¥ =0, concluimos o resultado usando o Teorema 3.2 e o Teorema 3.1. O
—00
SPP \ SMD | Superlinear | Linear Sublinear
Superlinear A =1/k!' | AMc=a%ac(0,1) | A, =1/k
Linear Impossivel | Impossivel Ak =A
Sublinear Impossivel | Impossivel A =k

De posse destes resultados é possivel fazermos a seguinte andlise sobre os tipos de
convergéncias das sequéncias proximal primal e média dual. Segue do Teorema 4.2 e da
expressao (4.18), que {x*} converge:

e superlinearmente se, e s6 se, limsup A, = 0;

k—o0

e linearmente se, e so se, 0 < limsup A, < o0;
k—o00

e sublinearmente se, e s6 se, limsup A, = oco.
k—o0
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Do Teorema 4.3, obtemos que {s*} converge sublinearmente sempre que lim sup A, > 0.
k—o0

Para outras possibilidades da sequéncia {Ay}, a sequéncia {s*} pode convergir superline-
armente, linearmente ou sublinearmente, como mostram os exemplos da tabela abaixo.
Na tabela acima, as situagoes impossiveis de acontecer também sao justificadas pelo
Teorema 4.2 e pelo Teorema 4.3. De fato, se {x¥} convergir linearmente, entdo temos 0 <
lim sup Ax < oo e dai, {s*} convergira sublinearmente. E se {x*} convergir sublinearmente,

k—o00

entdo limsup A\, = oo e portanto, {s¥} convergira sublinearmente.
k—o0
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