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Notacoes

As simbologias abaixo sao utilizadas no decorrer do texto:

Q aberto limitado do RN com N > 1 e fronteira I' suficientemente regular;

T € R positivoe Z =T x (0, T);

Q=0 x(0,T)
e 1 0 vetor unitario normal exterior a [

e || anorma em [%(Q) ou a norma do RV;

| - || @ norma em Hj(Q);

e Cj ¢ a constante da desigualdade de Poincaré ou uma que derive dela diretamente;

C, C; constantes arbitrarias;

0o d
nm 30 at a derivada de uma funcao em relacao a variavel t;
AR
e A o operador Laplaciano A = —;
p p ;ﬁﬁ

e — imersao continua;
c . ~

e > Imersao compacta;

e — convergéncia fraca;

* A .
e — convergencia fraca-estrela.



Resumo

Neste trabalho, faremos um estudo qualitativo sobre a existéncia, unicidade e regularidade

para a equacao de onda com potencial:

uw(x,t) = Au(x, t) + p(x, hux, t) = f(x,t) em Q;
u=g sobre I'x (0,T);

u(x,0) = up(x), u'(x,0)=u;(x) em Q,

onde Q é um subconjunto aberto limitado do RN com fronteira I' suficientemente regular,
T > 0 arbitrario e fixo, p € L*(Q) é o potencial. Seguimos as ideias de L. A. Medeiros
et al. [27], onde a existéncia é obtida via método das aproximagoes de Faedo-Galerkin-
Lions e a unicidade via método da energia. Por meio das ideias de O. Y. Imanuvilov
[15], expostas por L. Baudouin et al. e por J. P. Puel em [4], [35], respectivamente,
obteremos a Estimativa de Carleman e como consequéncia desta teremos a Desigualdade
de Observalibidade. Com isto, utilizando o Método HUM (Hilbert Uniqueness Method),

idealizado por J. L. Lions em [19], resultara a controlabilidade exata para o problema

u'(x,t) — Au(x,t) + p(x, thu(x,t) =0 em Q;
u=v sobre I x (0,T);

u=0 sobre T'\T, x (0,T);

u(x,0) = up(x), u'(x,0) =uy(x) em Q.

Finalmente, ainda como consequéncia da Estimativa de Carleman, baseado em L. Bau-
douin [3], resultard a Estabilidade Lipschitz para o problema inverso.

Palavras-chave: Equacao de Onda, Estimativa de Carleman, Método HUM, Controla-
bilidade Exata, Estabilidade Lipschitz.
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Abstract

In this work, we will make a qualitative study of existence, uniqueness and regularity for

the wave equation with potential:

u’(x,t) — Au(x, t) + p(x, thu(x,t) = f(x,t) in Q;
u=g on I'x (0,T);

u(x,0) = up(x), u'(x,0)=us(x) in Q,

where Q is a limited open set of RN with boundary I' sufficiently regular, T > 0 fixed
arbitrary, p € L*(Q) is the potential. We follow the ideas of L. A. Medeiros et al.
[27], where the existence we obtain by the method Faedo-Galerkin-Lions approaches and
uniqueness get through energy method. Following O. Y. Imanuvilov [15] ideias, exposed
by L. Baudouin et al. and J. P. Puel in [4], [35], respectively, we obtain the Carleman
estimate and as a result of this we have the observability inequality. Thereby, using the
method HUM (Hilbert Uniqueness Method), designed by J. L. Lions em [19], will result
the exact controllability to the problem

u(x,t) — Au(x, t) + p(x, t)u(x,t) =0 in Q;
u=v on Iyx(0,T);
u=0 on '\ Ty x (0,T);

u(x,0) = up(x), u'(x,0)=us(x) in Q.

Finally, also as a consequence of estimation of Carleman, based on L. Baudouin [3], will
result Lipschitz stability to the inverse problem.

Keywords: Wave Equation, Carleman Estimate, HUM Method, Exact Controllability,
Lipschitz Stability.
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Introducao

Uma conhecida frase de Pitagoras diz que "tudo é nimero”, talvez exista um exagero nesta
expressao, porém a representacao do mundo natural por meio de modelos matematicos
tem possibilitado uma melhor compreensao da realidade e, também, fomentado o desen-
volvimento cientifico e tecnologico.

Esses modelos estudados pela matematica encontram-se com frequéncia na fisica,
existindo uma contribuicao mutua entre essas duas ciéncias. Este é um dos motivos pe-
los quais os estudos sobre as equagoes de onda tem se intensificado nos ultimos anos. As
sonoras, as sismicas, o raio-x, as que se propagam sobre uma superficie liquida, a vibracao
dos corpos, mostram como a todo o momento diversos tipos de ondas nos cercam.

E da natureza humana querer controlar os fendmenos, entao surge a pergunta: Como
agir para que uma onda passe a se comportar como desejarmos? Controlar um sistema
pode ser entendido de varias formas e nao é exclusividade de trabalhos com ondas. Em
poucas palavras, diremos ”controlar”, quando atuarmos sobre um sistema para que seu
estado final seja o que estabelecemos previamente como o desejavel. Em Micu e Zuazua
[29] o conceito de controlabilidade é dado de maneira simples.

[lustrando com um exemplo: Em uma cidade onde tenha incidéncia de terremotos,
tem-se o interesse de construir um edificio de forma que apés um tempo T do término do
tremor as vibagoes em sua estrutura tenham cessado. Neste caso, diriamos que o sistema
estaria controlado se encontrasse-mos um meio de fortalecer a construgao para quando
t = T as vibragoes forem nulas. Vale ressaltar que, independente de agirmos as vibragoes
vao parar, mas importante é que isto ocorra no tempo desejado previamente. Resta saber
se isto é possivel.

Nos anos 80, J.L. Lions [19] apresentou o Método de Unicidade Hilbertiana (HUM) que
reduz o problema da controlabilidade a encontrar uma desigualdade de observabilidade

para o sistema adjunto homogéneo. Neste trabalho, tal desigualdade sera obtida como
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consequéncia da Estimativa de Carleman.

A Estimativa de Carleman para fungoes regulares com suporte compacto (que é
chamada de local) aparece em T. Carleman [7] e tém sido desenvolvida em L. Horman-
der [14]. Aqui estamos interessados em provar Estimativas de Carleman globais (sobre
dominio limitado) correspondente ao operador de onda.

O objetivo desta dissertagao é revisitar propriedades de observabilidade a luz da
Estimativa de Carleman para a equacao de onda com potencial em um dominio limi-
tado. Apresentaremos as aplicagoes das estimativas de Carleman apropriadas em duas
direcoes: na teoria de controle exato e na dependéncia entre as ondas e potenciais.

Problemas de controlabilidade exata para equagoes de onda tém sido extensivamente
estudada nos ultimos vinte e cinco anos (ver [19], por exemplo) e estes problemas cor-
respondem a muitas aplicagoes na fisica e nas engenharias em geral, como por exemplo,
parar as vibracoes em uma membrana por uma acao na fronteira, e outros. Consid-
eraremos aqui o caso de equagoes de onda com potenciais limitados e apresentar uma
abordagem direta para este problema. Embora seja uma ferramenta técnica e de longos
calculos, nos fornece informagcoes sobre o comportamento de um sistema definido em um
subconjunto do RN*! a partir de dados em uma parte da fronteira.

Outro problema que sera considerado é recuperar um potencial desconhecido em uma
equacao de onda a partir de medicgoes de fronteira. Este é um problema inverso, que mais
uma vez corresponde a importantes aplicagoes. Um problema interessante seria obter
um coeficiente de difusdo ou coeficientes de elasticidade. A situagdo aqui considerada
constitui um passo nessa direcao.

Trataremos, simultaneamente, dois tipos de problemas inversos, que sao: Problema
Inverso Nao Linear e Problema Inverso Linear. Estas questoes, para a equacao de onda,
j& receberam respostas positivas, uma vez que o resultado de unicidade para o problema
inverso linear tenha sido demonstrado por M. V. Klibanov em [17] e os resultados de
estabilidade de Lipschitz (para ambos os problemas inversos nao-linear e linear) de M.
Yamamoto, derivado a partir dele, pode ser encontrado em [39]. A prova em [39] é
baseada em uma estimativa de Carleman local para o operador de onda e um argumento
de compacidade-unicidade.

Objetivamos dar uma prova direta de uma estimativa de estabilidade Lipschitz por

meio de uma estimativa de Carleman global, resultado também interessante por si so.
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Outra vantagem desta prova do resultado, é que sao enfraquecidas as condigoes sobre a
equacao de onda em estudo. Além disso, a partir da estimativa de Carleman, é suficiente
obter uma medigao do fluxo da soluc¢ao sobre uma parte adequada Iy da fronteira (em vez
de toda a fronteira 0Q)).

Nosso trabalho foi baseado principalmente em L. Baudouin et al. [3] e [4], L. A.
Medeiros et al. [27], J. P. Puel [35] ¢ M. V. Flamarion [12]. Sendo distrubuido em cinco
capitulos.

No capitulo 1, estabeleceremos os resultados bésicos de Anéalise Funcional, Distribuigoes
escalares e vetoriais, Espacos de Sobolev e os espacos de Banach LP (0, T; X), necessarios
para o entendimento e desenvolvimento dos capitulos subsequentes.

No capitulo 2, faremos uma andlise qualitativa sobre a existéncia, unicidade e regu-
laridades para a solucoes de alguns problemas mistos associados a equacao de ondas com
potencial, definiremos os conceitos de solucao forte, solucao fraca e solugao ultra-fraca,
este ultimo serd defnido pelo chamado Método de Transposicao idealizado por J.L. Lions
et al. em [22]. Usamos o Método de Faedo-Galerkin para provar a existéncia de solugao
forte. Este capitulo foi fundamentado principalmente em M. M. Cavalcanti et al. [8], L.
A. Medeiros et al. [25] e [27]. Dedicamos uma secao para a regularidade escondica, onde
obteremos regularidade e estimativa para a derivada normal exterior. Esta nao provém
diretamente da equacao, por isso, o nome escondida. Este secao foi baseada em M. V.
Flamarion [12], L. A. Medeiros et al. [27] e K. P. Murillo [32].

No capitulo 3, obteremos a Estimativa de Carleman, cuja demonstracao é extrema-
nente técnica, a qual serd demonstrada seguindo as ideias de O. Y. Imanuvilov em [15] e
expostas por L. Baudouin et al. em [4] e [3], por J. P. Puel em [35] e M. V. Flamarion
em [12].

No capitulo 4, estabeleceremos a Desigualdade de Observabilidade como uma aplicagao
da Desigualdade de Carleman, seguindo as idéias de Puel em [35]. Por fim aplicamos o
Método HUM, seguindo as ideias de L. A. Medeiros et al. em [27], para obtermos o
controle exato.

Finalmente, no capitulo 5, sera dedicado ao problema inverso linear e nao linear, que
também seguirda como uma aplicacao da Estimativa de Carleman. Na verdade, conseguire-
mos um pouco mais, obteremos uma estabilidade Lipschitz Inversa para o problema da

onda com potencial. Este resultado é baseado em L. Baudouin [3] e J. P. Puel [35].



Capitulo 1

Nocoes Preliminares

Neste capitulo, apresentaremos alguns resultados e defini¢bes importantes e de relevancia
para o entendimento do presente trabalho. Portanto, nao serao feitas demonstragoes

apenas citamos referéncias onde tais demonstracoes sao encontradas.

1.1 Resultados Classicos

1 1
Teorema 1.1.1. (Desigualdade de Young) Sejam p > 1, q > 1 tais que — + a = 1.
P
Entao,
1 1
ab < —aP +—-b9, Va,b>0.
P q
Demonstragao. Ver [5] ou [6]. O

Teorema 1.1.2. (Desigualdade de Holder Generalizada). Sejam fy1, fa,...,fx funcdes tais
k

que fi € LPi(Q) Vi, com 1 <pi < oo e Z — < 1. Considere

Pi

1 1
Entao f € LP(Q), com — = Z — e tal que
L

k

Il < T T Il
i=1

Demonstragao. Ver [6]. O
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Teorema 1.1.3. (Representacio de Riesz) Sejam 1 < p < oo e ¢ € [LP(Q)]'. Entdo

existe unica funcdo w € L9(Q) tal que

(P, f) [LP(Q)]' XLP(Q) = JQ ufdx

para toda f € LP(Q), onde q € o conjudado de p. Além disso,

lulleato) = 1l wr
Demonstragao. Ver [5] ou [6]. O

Teorema 1.1.4. (Banach-Alaoglu-Bourbaki). Sejam E um espago de Banach ¢ E' o seu

dual topologico. Entao o conjunto
Be = {feE|fl <1}
¢ compacto na topologia fraca estrela.
Demonstragao. Ver [6] ou [33]. O
Proposigao 1.1.1. Sejam E um espaco de Banach e (Xn)neny uma sequéncia em E. Entao
1. Xn — X, se somente se, (f,xn) — (f,x), para todo f € E';
2. Se xn, — x forte, entdo xn — X;
3. Se xn — x, entdo (||xn||)nen € limitada e ||x|| < liminf ||x,||;
4. Sexn —=xemE efy —f forte B, entio (fn,xn) — (f,X).
Demonstracao. Ver [6] ou [18]. O

Teorema 1.1.5. Sejam E um espaco de Banach reflexivo e (xn,) uma sequéncia limitada

em E. Entdo (xn) admite uma subsequéncia fracamente convergente em E.
Demonstragao. Ver [5] ou [6]. O

Teorema 1.1.6. Sejam E um espaco de Banach separdvel e (f,) uma sequéncia limitada

em E'. Entdo existe uma subsequéncia (f,,) que converge na topologia o(E', E).

Demonstragao. Ver [5] ou [6]. O
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Teorema 1.1.7. Um espaco de Hilbert H de dimensao infinita é separdvel se, e somente

se, existe em H uma base hilbertiana enumerdvel.
Demonstragao. Ver [5]. O

Definigao 1.1.1. (Condicées de Carathéodory). Sejam D um subconjunto do RNTY | cujos
elementos sio denotados por (x,t), ondet € R ex € RN e f: D — RN uma aplicacao.

Dizemos que f satisfaz as condigcoes de Carathéodory se:
1. f(x,t) é mensurdvel em t, para cada x fixo;
2. f(x,t) € continua em x, para todo t fizo;

3. Para cada compacto K C D, existe uma funcdo real integravel my (t) tal que

If(x,t)] < mg(t), V(x,t) € K.

Teorema 1.1.8. (Carathéodory). Seja f : R — RN uma aplicagdo nas condi¢oes de
Carathéodory sobre o retangulo R = {(x,t) € RN*L |t — to] < a,|x — x| < b}, com
a,b € R,.. Entao existe uma solucao @(t) do problema

!/

X = f(x,t) (1)

x(t)) = %o

sobre algum intervalo do tipo (to — B, to + B), para algum B > 0.
Demonstragao. Ver [28]. O

Corolario 1.1.1. Sejam D aberto de RN*! e f satisfazendo as condicées de Carathéodory

sobre D. Entdo o problema 1.1 tem solugao para qualquer (tg,xg) € D.
Demonstragao. Ver [28]. O

Corolario 1.1.2. (Prolongamento de solugéoes). Sejam D =[0,T] x B, com 0 < T < o0,
B ={x € RN;|x| < b,b > 0}, ef satisfazendo as condicoes de Carathéodory. Seja @(t)

uma solucdao de
x = f(x,t)

x(0) = xo, Ixol <P
Se em qualquer intervalo 1 onde ¢@(t) estd definida tivermos |@(t)] < M, Vt € I, onde M

¢ uma constante independente de I e M < b, entao @ tem um prolongamento até [0, T].
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Demonstragao. Ver [28]. O

Lema 1.1.1. (Lions). Sejam Q um aberto limitado do RN, gj e g funcoes de L9(Q),
1 < q < oo, tais que
lgjlltago) < C, Vj=1,2,---

g; —~9g, q.s. em Q.

Entao g; — g, em L9(Q)).
Demonstracao. Ver [9)]. O

Teorema 1.1.9. (Desigualdade de Gronwall). Seja C uma constante nao negativa, 3 = 0,
q.t.p. em (0, T), uma fungao integrdvel em (0, T), @ : [0, T] = R uma funcdo integrdvel e

nao negativa, tal que

Entao,

Demonstragao. Ver [9]. O

Teorema 1.1.10. (Laz-Milgram) Seja a(w,v) uma forma bilinear, continua e coerciva

num espaco de Hilbert H. Entdo, para qualquer ¢ € H', existe um tnico w € H tal que
a(u,v) =(p,v), VYve H.

Demonstracao. Ver [6]. O

1.2 Distribuicao escalares

Definicao 1.2.1. Dado um aberto Q C RN, definimos o suporte de u, onde u é uma

fun¢ao mensuravel com dominio O, como sendo

suppu = {x € Q;u(x) # 0}.
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A toda k-upla de inteiros nao negativos o« = (&, &g, ..., &) chamamos de um multi-
k
indice, com norma || = E oG
. . i:l . ~
Com isto, definimos o operador de derivacao de ordem o por

ol«l

D¥=—«——
QX192 9%k

Definigao 1.2.2. O conjunto das funcgoes infinitamente diferencidveis e de suporte com-

pacto contido em Q € denotado por CP(Q). Tais fungoes sao chamadas de funcoes testes.

O conjunto C¥(Q) constitui um espaco vetorial e introduziremos uma nogao de con-
vergéncia, introduzida por Schwartz. Dizemos que uma sucessao (@n)nen converge para

@ em CP(Q) quando forem satisfeitas as seguintes condigoes:
e todas as @, possuem suportes contidos em um compacto fixo K C Q;

e a sucessao (@n)nen converge uniformemente em K, juntamente com todas suas

derivadas de todas as ordens.

Observacao 1.1. O espago vetorial CP(Q), munido da nocao de convergéncia acima

definido, € denotado por D(Q).

Definigao 1.2.3. (Distribui¢ao sobre Q). Denomina-se distribuicio sobre Q a toda

aplicacao linear continua T : D(Q) — R.

Observagao 1.2. O walor de T aplicado numa funcio @ € D(Q) serd denotado por
(T, @).

Exemplo 1.1. Sejau € LY (Q). O funcional Ty : D(Q) — R dado por

loc
(Tu, ) =J u(x)o(x)dx
Q

define uma distribui¢ao sobre Q. (Ver [25])

Definicao 1.2.4. Consideremos o espaco vetorial de todas as distribuicoes sobre (. Neste
espaco, dizemos que a sucessao (Tn)nen converge para T se a sucessao ((Tn, ©))nen con-
verge para (T, @) em R, para toda @ € D(Q). Denotamos este espago com essa no¢ao de

convergéncia por D' (Q).
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Lema 1.2.1. (Du Bois Raymond). Seja u € Li,.(Q) tal que T, =0, isto ¢,

loc
L) u(x)d(x)dx =0 para toda ¢ € D(Q). (1.2)
Entao u =0 quase sempre em (.
Demonstracao. Ver [25] ou [26]. O

Definicao 1.2.5. Consideremos uma distribuicio T € D' (Q). Denominamos por derivada

de T a distribuicao DT, definida em D(Q) por:
(DT, @) = (—1)'*(T,D%p), Yo € D(Q).

Analisando bem a definicao acima e lembrando da definicao de uma funcao teste,
ganhamos que qualquer distribuicdo em D'(Q) possui derivada de todas as ordens. A

!

aplicacdo D% : D'(Q) — D'(Q), T — DT é linear e continua no sentido da convergéncia

definida em D' (Q).

1.3 Espacos de Sobolev

Sejam Q C RN um conjunto aberto, p um ntimero real tal que 1 < p < co e m um nimero
natural. Denota-se por W™P(Q)) o espago vetorial das (classes de) fungdes u € LP(Q),

tais que D*u € LP(Q), para todo muti-indice « € NV, tal que || < m. Simbolicamente
WM™P(Q)={uel?P(Q);D*u e lP(Q),V |« <m}

A fungao || - || : W™P(Q) - R

T =

[l = Z ID*uITr q) VueWmP(Q),

lx|<m
constitui uma norma sobre W™ (Q). O espaco W™P(Q) munido da norma acima é um
espago de Banach (ver [6]). Os espagos de Banach W™P(Q), sdo chamados de Espacos
de Sobolev de ordem m sobre (). Quando p = 2 esses espagos sao Hilbert’s e recebem

uma notacao especial:

W™2(Q) = H™(Q).

O produto interno de H™(Q) é dado por:

(W V)im@) = Y (D*u,D*V)i2(q),

[x|<m
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onde (-, -)r2(q) denota o produto interno de L*(Q).

Seja m € N. Por W™ (Q)) denotamos o espago vetorial

Wm=(Q) ={u € L*(Q); D*u € L*(Q),V [af < m},

COo1m a norma

ullmee = D [ID%ulli=(a), ¥ uwe W™™(Q),

[l<m
esse é um espago de Banach e também é denominado espago de Sobolev. Embora CJ°(Q)
seja denso em LP(Q) = WP (Q), em geral CF(Q) nao é denso em W™P(Q). Nesse
sentido, denotaremos por Wy P (Q) o fecho de CF(Q) na norma W™P(Q). Este é um
espago de Banach também chamado de espago de Sobolev. No caso p = 2 temos os espagos
W&“Q(Q) = H{'(Q). O dual topolégico de W™P(Q) serda denotado por W—™9(Q), onde

% + % = 1, que é constituido dos funcionais
T: WP (Q) - R
lineares continuos.

Teorema 1.3.1. (Desigualdade de Poincaré-Friedrichs): Seja Q C RN um subconjunto

aberto e limitado. Entdo existe uma constante Co = Co(Q) > 0 tal que

ulr2(0) < ColVul2(q))~-
Demonstragao. Ver [25]. O
Coroléario 1.3.1. Em H}(Q) as normas do |[ulji(q) € [Vulz(a)pn sdo equivalentes.
Demonstragao. Ver [25]. O

Teorema 1.3.2. Seja Q um aberto limitado do RN, com fronteira T de classe C. Entdo
a aplicacao
vi= AV (a)

define em H?*(Q) N H{(Q) uwma norma equivalente a norma H*(Q). Em particular,

H2(Q) NHL(Q) — HL(Q).

Demonstragao. Ver [25]. O
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Teorema 1.3.3. (Teorema da Regularidade Eliptica). Seja Q C RN um aberto limitado
com fronteira T. Suponhamos que f € L2(Q). Entao existe uma tinica w € H(Q) solugdo

fraca do problema

—-Au = f em Q
u = 0 sobre T
isto €,

J Vu - Vvdx :J fvdx para toda v e H(Q).
o) Q

Além disso, se T é de classe C? entao u € H2(Q) e existe uma constante C que depende

apenas de Q) tal que

[ullrz @) < Cliflleza)-
Demonstragao. Ver [11]. O

Teorema 1.3.4. (Teorema Espectral). Seja QO C RN um aberto limitado. Evistem uma

sequéncia de nimeros reais (Am)men tais que

D<A <Ag < vee
Am — 00 quando m — 00,
e uma base hilbertiana (Vi) men de L*(Q), tais que, vin € HY(Q) €

—A\))' 2)\]'\))' em Q;

v; =0 sobre T,

paraj =1,2,---. Dizemos que 0s nimeros Ay, sao os autovalores de —A (com a condi¢do
de Dirichlet) e que as vy, sao as fungoes proprias associadas. Se além disso, Q possuir

ronteira T de classe C? entdo temos que vy € H2(Q).
q

Demonstragao. Ver [11] ou [25]. O

1.4 Os espacos de Banach [P(0,T;X) e Distribuicoes
Vetoriais

Os espacos LP(0,T;X) sao de grande utilidade para o nosso estudo e sao usados com
grande frequéncia em Equagoes Diferenciais Parciais, principalmente quando o espago de

Banach X é um espacgo de Sobolev.
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Teorema 1.4.1. (Bochner). Uma func¢do w: (a,b) — X € B-integrdvel se, e somente se,

¢ fortemente mensurdvel e a fun¢ao numérica t — ||u(t)|| € integrdvel.
Demonstragao. Ver [23]. O

Aqui dizemos que uma funcao vetorial u : (a,b) — X é fortemente mensurdvel quando
existir uma sequéncia de fungoes simples f,, tal que f,,(t) — f(t) em X, quase sempre em

(0, T).

Corolario 1.4.1. Seu: (a,b) — X' ¢ B-integrdvel, entio para cada v € X temos

b b
<J u(t)dt,v> :J (u(t),v)dt.

Definicao 1.4.1. Sejam X um espaco de Banach real, cujo dual topolégico é denotado
por X', e (0,T) C R um intervalo. O espago LP(0,T;X), 1 <p < 0o € o espaco vetorial
das (classes de) fungoes vetoriais f: (0, T) — X, definidas quase sempre em (0,T) com

valores em X, fortemente mensurdveis e tais que a fun¢do numérica t — ||f(t)||x estd em

LP(0,T).

Como a fungao numérica t — ||f(t)||x estd em LP(0, T), nos permite definir a seguinte

norma:

T ®
||f||p,x=(j ||f(t)||§) Cse 1<p<oo
0

|fllco.x = sup ess ||u(t)]x.
o<t<T

Os espacos LP(0,T; X) e L*°(0, T; X) sao espacos de Banach munido com as normas acima
(Ver [23]). Um caso particularmente importante é quando p = 2 e X for um espago de
Hilbert. Nesse caso, o espaco L2(0,T;X) é um espaco de Hilbert munido com o produto
interno

T

(Voo = | (W)t ¥y e L0, TiX)

0

Lema 1.4.1. Sejam X e Y dois espacos de Banach e suponhamos X — Y. Se 1 < q <

p < 00, entao

LP(0,T; X) — L9(0,T;Y).

Demonstragao. Ver [23] O
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Teorema 1.4.2. Sejam X um espaco de Banach e X' o seu dual. Eziste uma identificacio
entre os espacos LP(0,T;X)" e L9(0,T;X'), onde p,q € R, com 1 < p < oo tais que
1 1 _ . ,
p—l—q =1, isto €,

LP(0,T:X) ~L90,T; X).

A dualidade entre os espagos LP(0,T; X)" ~L9(0, T;: X') e LP(0,T; X) ¢ dado por
T

(u, V>Lq(07T;X’],U’(O,T;X) = L <u(t)a"(t)>x’7xdt-

Demonstracao. Ver [23] e [36]. O

Com esta identificacdo, os espacos LP(0,T;X) herdam as propriedades bésicas do
espago de Banach X. Se X é reflexivo entao LP (0, T; X) sera reflexivo para 1 < p < oo, €
se X for separdvel, entao LP(0, T; X) também serd separavel, para 1 < p < oo (Ver [23]).

O resultado abaixo mostra que tal dualidade em forma de integral estd bem definida.

Lema 1.4.2. Se p e q sdo indices conjugados, u € LP(0,T;X) ev € L9(0,T; X'), entdo
a fungdo real t = (u(t),v(t))x  x estd em L1(0,T).

Demonstragao. Ver [23]. O

Definicao 1.4.2. Definimos o espaco das distribuicoes vetoriais sobre (0, T) com valores
em X, e denotamos por £L(D(0,T),X) ou D'(0,T; X), como sendo o espaco das aplica¢oes

lineares e continuas de D(0,T) em X.

Sejauw € LP(0,T;X) e @ € D(0,T). Associamos a cada u a aplicacao t,, de D(0,T)

em X, definida por
-

(Tw, @) = L u(t)e(t)dt.

A aplicagdo Ty, acima definida, é linear e continua em D(0,T). Portanto, T, é uma
distribuicao em (0, T).

Dada qualquer distribuicao vetorial S, define-se sua derivada de ordem n por

drs d™e
=29 — (1) hadihg
<dt“’(p> ( )<s, dtn>,

n

para toda @ € D(0,T). T também é uma distribuicao vetorial. Conclui-se que toda

u € LP(0,T; X) possui derivadas de todas as ordens no sentido das distribuicoes vetoriais

sobre (0, T).
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Lema 1.4.3. Seuc LY(0,T;X) e

T
J u(t)e(t)dt=0
para toda @ € D(0,T), entdao u(t) =0 ¢.s. em (0,T).
Demonstragao. Ver [24] O

Lema 1.4.4. Seu € LY(0,T;:X) e

.
J u(t)e (t)dt =0
0

para toda @ € D(0,T), entdo u é constante.
Demonstragao. Ver [24] O

Lema 1.4.5. Seja X um espaco de Banach cujo dual é representado por X'. Se u e g

pertencem a L1(0,T; X), entdo as sequintes condicoes sao equivalentes:

1. u € igual quase sempre a uma primitiva de g, isto é

t

u(t) =§& +J g(s)ds, & € X, independente de t;
0

2. Para cada @ € D(0,T), tem-se

3. Para cada x € X',

d /
a(u(t)ﬂC > = <g(t),X>

no sentido das distribuicoes sobre (0, T).
Demonstragao. Ver [24]. O
Corolario 1.4.2. Sejam X, Y espacos de Banach, tais que X —Y e 1 < p < c0. Se
uelP(0,T;:X) e % e LP(0,T:Y)
entao uw € C°([0, T1;Y).

Demonstracao. Ver [24] ou [21] O
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Definigao 1.4.3. Sejam 1 < p < oo, I um intervalo real e X um espago de Banach.
WmP(LX) = {ue LP(I;X);u™ e LP(;X), k=1,2,...,m}.

Munido com a norma

m
D u e, se 1<p<oo
[wlwme ) = =
sup ess (Z ||um(t)||x> , s p=o00
tel =

¢ um espago de Banach. Quandop =2 o espago W™P (I; X) serd denotado por H™(I; X).
Além disso, se X € um espaco de Hilbert entao H™(I1; X) é também um espaco de Hilbert

munido do produto interno

m
(W, V)1m(1.x) Z LQ(I;X) para w,v € H™(I; X).
j=1

Demonstragao. Ver [1]. O

Definigao 1.4.4. Denotamos o espago de Banach Wy P (I1;X) como sendo o fecho de
D(L;X) na norma || « |lwmex). Quando p =2 o espago Wy P (I;X) serd denotado por
HIM(I; X). Por HT™(L; X) denotamos o dual topoldgico de HJ*(1; X). Temos ainda que

WoP (I X) = fu e WP X); u(0) =0 =u(T)}
Demonstragao. Ver [1]. O

Teorema 1.4.3. Seja X um espaco de Hilbert e w € L2(I;X). Entdo existe um tnico

funcional £ € H7Y(I; X) que verifica
(f,08) = ((u/,e),é)x para toda © € D(I) e &€ X

Baseado nisto, identificamos f comu'. Em razdo disto, diremos que se u € L2(I; X) entdo

u e HY(L; X).
Demonstragao. Ver [34]. O
Teorema 1.4.4. Suponhamos que I = (0,T), T >0 e X um espaco de Banach. Entao,
WP(LX) < C([0,TI;X) e sup |[u(t)]x < Cllult)[lwrrx),
t€(0,T]

onde C = C(T,p).
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Demonstracao. Ver [9)]. O

Por Cs([0,T];Y), representemos o espaco das funcoes fracamente continuas de [0, T]
em Y. Isso significa que a aplicacdo t — (u(t),y’), é continua em [0, T] para todoy €Y.

Essas fungoes sao também chamadas de funcoes escalares continuas.

Teorema 1.4.5. Sejam X, Y espa¢os de Banach, X reflexivo. Suponhamos que X C Y

densamente e X — Y. Entao
L*(0, T; X) N Cs ([0, TI; Y) = Cs ([0, T]; X).
Demonstragao. Ver [24] O

Lema 1.4.6. (Ehrling). Consideremos X, B e Y espacos de Banach. Suponhamos X re-
flezivo e imerso compactamente em B, e B imerso continuamente em Y. Nestas condigoes

para cada o« > 0, existe uma constante Cy, tal que,
[ulle < offuflx +callufly, VueX
Demonstragao. Ver [9)]. O

Teorema 1.4.6. (Aubin-Lions) Consideremos X, B e Y espagos de Banach, como no
Lema 1.4.6 (Ehrling). Suponha (un)nen uma sequéncia uniformemente limitada em

L2(0,T; X), tal que (%)nel\l = (U, )nen € limitada em LP(0,T;Y), para algum p > 1.

Entao, existe uma subsequéncia, de (Un)nen, que converge fortemente em 12(0,T;B).
Demonstragao. Ver [9]. O

Teorema 1.4.7. (Teorema do Trago). Seja Q C RN um conjunto aberto, limitado e com
fronteira T' de classe C™". Entdo existe uma aplicagdo linear vy = (Yo, VY1, ..., Ym—1) de
H™(Q) em (L2(T))™ tal que
— ou omlu
1. Seu e D(Q), entao yo(u) =u| , vi(u) = —| ,..., Ymo1(u) = ———| , onden
r onlir om—Inlr
€ o vetor unitdrio normal exterior a T
2. A imagem dey € o espaco Hjtgl H™ -2 (T).

3. O nicleo dey € HI'(Q).

Demonstragao. Ver [26]. O
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Teorema 1.4.8. (Teorema de Gauss). Seja Q C RN limitado com com fronteira T de

classe C' en = (M1,M2, ...,Mn) 0 vetor normal exterior a T.

e Seuc HY(Q), entdo

0
J v dx = J un;dr.
o 0x; r

e Seu,vc HY(Q), entio

0 0
J U'vdx = —J u hd dx —|—J (vou)(yov)n:dr.
0 0x4 o 0xq r

o Seu=(uy,..,un) € (H(Q)N, entio
J div(u)dx:J u-ndrl.
Q r

Demonstragao. Ver [16]. O

Teorema 1.4.9. (Férmulas de Green). Seja Q C RN limitado com com fronteira T de

classe C? em o vetor normal exterior a T'. Se u,v € H%(Q), entao

[ 0
1| Audx = J Har.
Jo ron
[ ov
2. Vu-Vvdx = — | uAvdx+ | u—drl’;
Jo Q roon

"
3. uAvdx — J

JQ Q

vAudx :J u@dF—J va—udr.
roon roon

Demonstrac¢ao. Ver [16] ou [26]. O

Teorema 1.4.10. Sejam m > 1 um inteiro e p € [1,+00). Temos:

1 1 1
1. Se — — m > 0, entago W™P(RN) — LI(RN), onde — = — — E;
p N qg p N

1
2. Se 5 — % =0, entao W™P(RN) — LI(RN), Vq € [p, +00);

1
3. e = % <0, entdo W™P(RN) s [2(RN).

Neste ultimo caso, como m — % > 0 consideremos!

N N
k:{m——l ef0=m———-k (0<0<1).
P p

1] denota a parte inteira.
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Assim Yu € W™P(RN), vale

DU Lo (ry) < Clluffwymepry), Voo com |af < k

ID*u(x) — D*u(y)| < C||uHWm,p(RN)!x—y!e q.tp x,y € RN Va tal que |«| = k.
Em particular, W™P(RN) — CK(RN).
Demonstragao. Ver [6]. O

Corolario 1.4.3. As conclusoes do teorema (1.4.10) continuam verdadeiras se RN for

substituido por Q um aberto limitado de classe C™, ou por Q = RN.
Demonstracao. Ver [6]. O

Teorema 1.4.11. (Rellich-Kondrachov). Seja Q C RN um aberto limitado de classe C™,

m2>=1el<p<oo. Entao as sequintes imersoes sao compactas:

Np

1. WmP(Q) S 19(0),1<q< ——
N —mp

semp < N
2. WmP(Q) S L9(Q), 1< q< oo semp=N
3. WmP(Q) <5 CHQ), k = {m— g] se mp > N.
Em particular, W™P (Q) < 1P (Q) Vp € [1, +00).
Demonstragao. Ver [26]. O

Corolario 1.4.4. Se Q € qualquer aberto limitado do RN, os teoremas (1.4.10) e (1.4.11)

sdo vdlidos para Wy P (Q).
Demonstragao. Ver [9]. O

Corolério 1.4.5. Seja Q aberto limitado do RN, Q de classe C™, e 1 < p < oco. Se
k < m entdo:

Np
N—(m—Kk)p

1. W™P(Q) < Wk4(Q), desde que 1 < q < e(m—kjp<N

2. WmP(Q) <5 WR4(Q), 1< q < oo se (m—k)p=N
_ N
3. WmP(Q) < C*O(Q), 0 = {m—k——} se (m—k)p > N.

P
Demonstragao. Ver [9] ou [26]. O



Capitulo 2

Solucoes da Equacao da Onda

Neste capitulo, faremos uma anélise qualitativa da existéncia, unicidade e regularidade

das solucoes dos problemas:

u(x,t) — Au(x, t) + p(x, thu(x, t) = f(x,t) em Q;
u=0 sobre I'x (0,T); (2.1)

u(x,0) =up(x), u'(x,0)=us(x) em Q,

2" (x,1) — Az(x, t) + p(x, t)z(x, 1) = f(x,t) em Q;
z=g sobre ' x (0,T); (2.2)
z(x,0) = zo(x), z'(x,0) =2z(x) em Q.

No que segue Q é um aberto limitado do RN, cuja fronteira I' suficientemente regular,

0 < T < oo fixado, porém arbitrario.

2.1 Solucgao Forte

Nesta se¢ao, o objetivo é provar a existéncia e unicidade de solugao para o problema (2.1),

quando ug, u; e f sao funcoes dados bastante regulares.

Teorema 2.1. Dado f € CY(Q x [0,T]), considerando p, p* € L®(Q) e as condigies
iniciais (U, uy) € H2(Q) NH(Q)) x HY(Q), entdo existe uma tinica fun¢io w: Q — R

tal que
w e L0, T; H2(Q) N Hy(Q));

u’ € L(0, T; H§(Q)); (2.3)
u’ e 10, T; 12(Q)),

20
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e u satisfaz (2.1) no sequinte sentido:

uW —Aut+pu="~f ¢s emn Q;
P | q Q (2.4)
u0) =ug, w(0)=w em Q.

A funcao u é chamada de solucao forte (2.1).

Demonstracao. A demonstracao serd feita por etapas. Para existéncia, utilizaremos o
Método de Faedo-Garlekin e para unidade o Método da Energia. Consideraremos uma
sequéncia (Vi )men de H3(Q) fornecida pelo Teorema Espectral 1.3.4, a qual forma uma
base hilbertiana de L?(Q) e como TI' é de classe C?, temos ainda que v, € H2(Q)NH}(Q).

Etapa I - Existéncia.
e Problema Aproximado

Seja Vi, = [v1, Vo, -+ ,vin] o subespago de H?*(Q) N HY(Q) gerado pelos m primeiros
autovetores da base (Vin)men. O problema aproximado consiste em determinar funcoes

Um : [0,tm) — Vi, tais que
m
U (%, 1) = D gjm (t)v;(x), (2.5)
j=1

satisfazendo o seguinte sistema

(u;;l(t),v) + a(un(t),v) + (p(thum(t),v) = (f(t),v) para todo v € V,y;
Um (0) = uom — ug forte em H2(Q) NH(Q); (2.6)
u, (0) = Wm — wy forte em H)(Q),

onde up, e U, pertencem a V.. As convergéncias anteriores fazem sentido, pois o
conjunto formado pelas combinacoes lineares de elementos de {v,,;m € N} é denso em

H2(Q) N HL(Q).

Substituindo (2.5) em (2.6) e fazendo v = vy, para 1 < k < m, resulta que
9£m+Z gim(t)a (vj, vi) +Z gjm(t) (p(t)vy,vi) = (f(t),vk) para 1<k <m. (2.7)
j=1 j=1

Fazendo t = 0 em (2.5), tomando o produto interno com vj e observando (2.6),, temos
que

(Wom, Vi) = gjm(0) para 1 <j<m. (2.8)

Derivando (2.5) e procedendo de modo analogo, resulta



Capitulo 2. Solucgoes da Equacao da Onda 22

Com isto transformamos o problema (2.6) em um sistema de equagoes diferenciais or-
dindrias das fungoes gjm. Observemos que para determinar u,, ¢ suficiente

determinarmos as gjm e para isto utilizaremos o Teorema de Carathéodory. De fato,

definindo:

Am = lavi, Vi)l wm . Bm(t) = [P0V Vi) wm s Gm(t) = [g5m (B)] g 5

Hm(t) = [(f(t),\)j)]mxl; XOm = [(u0m7vj)]m><1; le = [(ulmavj)]mxla

de (2.7), (2.8) e (2.9), resulta que

(2.10)

!

G (t) + AmGin(t) + B (1) G (t) = Hin (1);

Agora, transformaremos (2.10) em um sistema de primeira ordem. De fato, sejam Z,,(t) =

(Gm(t),G (1) e Fin : [0, T] x R*™ — R?™, Foo (£, X,Y) = (Y, Hin (1) — A X — B (£)X).
De (2.10) segue que

Z,,(t) = Fn(t, Zm(1)); (2.11)
Zm(o) = ZOm = (XOm7X1m) .

Adiante, veremos que F,, estd nas condicoes de Carathéodory conforme definicao 1.1.1.

Seja D=B x [0,T] e b >0, onde B={Z = (X,Y) € R*™; || Z||gem < b}. Entao,

1. Fiu(Z,t) é mensurdvel em t, para cada Z = (X,Y) fixo.
De fato, A, nao depende de t e By, (1), Hyn(t) pertencem a L(0, T).

2. Fin(Z,t) é continua em Z, para todo t fixo.

Basta observar que as projegoes sao continuas.

3. Para cada compacto K C D, existe uma funcao real integravel my(t) tal que
[Fr(Z,t)] < mg(t), para todo (Z,t) € K.

Sendo K compacto, ||Z|| < C, entao

[Fm(Z,t)[lrem < [[Y][rm + [[Hin (D[R + [[Am Mo ) [IX [ A+ 1B (8) [ Mo () [1X |
< CH Hm)]lrm + C (AmlIMu@) + [Bm () M)
= mg(t).

Assim, my (t) é integravel, um vez que t — (f(t),v;) e t — (p(t)vi,v;) sdo funcoes

de L1(0, T).
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Como consequéncia do Teorema de Carathéodory 1.1.8, temos que u,, existe e satisfaz
(2.6) para t,;, < T. Além disso, u,, e u;n sao absolutamente continuas.
Adiante obteremos estimativas para estender as solucoes a [0, T] e passar o limite em

m no problema aproximado (2.6).
e Estimativa I

t) em (2.6)1, resulta

!/
Tomando v =u,,(

!/

(u;;l(t),u;n(t)> ta (um(t),um(t)> n (p(t)um(t),um(t)> - (f(t),um(t)) L (2.12)

Considerando,

/

Enlt) = S (OF + 5 un (0]

obtemos de (2.12) que

%Em(t) + <p(t)um(t),u;n(t)> = (f(t)’um(t)> '

Utilizando as Desigualdades de Cauchy-Schwarz, Young e Poincaré-Friedrichs, segue que

d

() < [Pl Pt (£) [ty ()] 4 [F(2) g, ()]

< CHPHL"O(Q)Em(t)+\/§|f(t)|\/l:—m(t)-

) e dividindo (2.13) por 24/E . (t) obte-

(2.13)

Observando que En(t) =

d
dt

mos que

2,/ dt
d C 1
el < = - / _
dt Em(t) B 9 ||p||L (Q) Em(t) + \/§|f(t)

Integrando em [0, t] com t < t,, e utilizando a Desigualdade de Gronwall, resulta que

En(t) < (\/_J |ds+\/7) Slpllieoo

Dai, segue que
2

En(t) < ((LT If(s)lds) T+ 2Em(0)) oClIp ()T

Das convergéncias em (2.6)y e (2.6)3, temos que E,,(0) é limitada e consequentemente

En(t) é limitado por uma constante C; > 0, que independe de t,, e de m € N. Isto é,
e (O + [um (V)]> < C1, te[0,ty,) e paratodo m e N. (2.14)

Logo,

|]Rm Z |g)m
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Analogamente, como H}(Q) < 1%(Q), temos

Z gjm(t)vj
j=1

2

G (V)fim = D _lgim(t) = = [um (B < Coflum(t)]* < Cs.
j=1

Segue que

1 Zn (D)[[F2m = |G (V) Em + G (D < K,
para todo t € [0,tn) e m € N, onde K é uma constante positiva. Desta forma, pelo
corolario 1.1.2 podemos prolongar Z,, a todo o intervalo [0, T] e a desigualdade em (2.14)

permanece valida para todo t € [0, T] e para todo m € N. Consequentemente podemos

estender u,, a todo [0, T], e além disso temos também

(um) é limitada em L*(0, T; H}(Q));

, (2.15)
(w,,,) ¢ limitada em L*(0,T;L*(Q)).
e Estimativa II
Derivando (2.6); em relacao a t, resulta
(e (®.v) + a (wn(t),v) + (9 (0w (t),v) + (PO (1), v) = (£ 1),v)
Tomando v = 2u. , obtemos
S OF + S = 2 (0 () wp (1) — 2 (p(tu (), wp (1)
dt m dt m m > m m ) m
42 (f%t),Lq;(t)). (2.16)

Usando as Desigualdades de Cauchy-Schwarz, Young e Poincaré, e a limitacao de (2.15)1,

obtemos
=2 (p O (8,1, (8) =2 (PO (8,1, (8) +2 (£ (1), 4y ()
<20 (@ m (Ol (O] + 20 e @ (Bl (0] + 24 (D] (1)
< P lles@) (lem@®F + R (OF) + 9 ls(@) (I (©F + hun ()

() 4 [un, (1)

< CHC (Jum @ + hup (D7)

Substituindo em (2.16), resulta que

d ., .., d
- t -
!um(ﬂ-+dt

/ 2 ! 2 " 2
o @2 < €+ C (run (O + ey, (V).
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Integrando em [0, t] com t < T, segue que

t

! (0 + [l (D] < fl (0)2 + Hulmuucncj

(Rt + (o)) ds. (217

Vejamos agora que (u, (0))men ¢ limitada em L2(Q), pois objetivamos aplicar a De-

sigualdade de Gronwall. De fato, como p, p' € L®(Q) pelo corolario 1.4.2 faz sentido
p(0) € L®(Q). Fazendot=0ev =1,

m(0) em (2.6)1, temos que

"

0)

ml

"4 0 (1t 0 (0)) + (P Otom, 1, 0)) = (£(0),17(0))

u

"

Como u, (0) € H?(Q) N H(Q) resulta da Férmula de Green que a (uOm,um(O)) =

— (Au,om7 u:n(O)) e da Desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos que

" "

= (Mg 1w, (0) — (P(O)tom i (0)) + (£(0), wi (0)

< AU I (0)] + [P () toml [t (0)] + [£(0) [y, (0)I.

Deste modo,

"

[ (0)] < 1AUQm| + [[Pl[L= (@) tom | + [F(O)]. (2.18)

Da convergéncia (2.6), e de (2.18) obtemos a limitacao desejada, isto ¢, de (u, (0))men
em L2(Q). Com isto, e de (2.6)5 e (2.17) obtemos uma constante K > 0 satisfazendo

t

e (8 + [, (0] < K+ KJ

(I ()1 + R ()?) ds.
0

Da Desigualdade de Gronwall, resulta que
! ()12 + [[ul, (612 < KeXT.

Portanto,

(u,) ¢ limitada em L0, T;H}(Q));
" (2~19)
(u ¢ limitada em L*(0, T;L2(Q)).

m)

e Passagem ao limite no Problema Aproximado

Do teorema 1.4.2 temos as seguintes identificacoes

[LY(0, T; HH(Q))] =~ L=(0, T; H(Q));
[L1(0, T; L2(Q))]" ~ L>=(0, T; L2(Q)).
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Como LY(0, T; H1(Q)) e L1(0, T; L2(Q)) sao espacos separdveis ¢ observando as limitacoes
em (2.15) e (2.19) segue do teorema 1.1.6 que existe uma subsequéncia, que ainda deno-

taremos por (Wm)men, tal que
Un —u em L®(0,T;H}(Q))

u, ¢ em L®0,T;H{(Q)); (2.20)
u, =& em L®0,T;L*(Q)).

(
(

Mostraremos agora que { = u' e & = u". De fato, por (2.20); temos que U, — U em

I

D (Q) e como o operador derivada é continuo, entao

Un —u em D(Q);
u;n—>u/ em D/(Q);

u —u’ em D(Q).
Por outro lado de (2.20)5 e (2.20)3, segue que

u;n—>C em @’(Q);
u,. — & em D(Q).

Da unicidade do limite em D'(Q), resulta que

Portanto, de (2.20), temos que

Up 1w em L[2(0,T; HY(Q));
u, Su’ oem L®0,T;HI(Q)); (2.21)
u, Su” em L®0,T;L%(Q)).

Agora passaremos o limite no problema aproximado (2.6);. Fixemos mg arbitrario e
tomemos m > mg. Multiplicando (2.6); por 8 € D(0,T) e integrando de 0 a T, obtemos

T T T

(P(tum(t),v)0(t)dt = JO (f(t),v)0(t)dt

JT(Um(t),V)G(t)dt+J

alun,(t),v)0(t)dt +J
0

0

para todo v € Vy,,. Fazendo m — oo e observando as convergéncias em (2.21), resulta

que

T T T T
J (u'(t),v)0(t)dt + J a(u(t),v)e(t)dt +J (p(H)u(t),v)6(t)dt = J (f(t),v)0(t)dt
0
(2.22)
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para todo v € Vi,,. Como [vi,Vy,---] é denso em H}(Q) e passando o limite em my,
obtemos que (2.22) é vdlido para todo v € H}(Q) e 8 € D(0,T).

Seja F(t) = —u’(t) — p(t)u(t) + f(t). Notemos que devido a regularidade de w e u”,
temos que F(t) € L2(Q) g.s. em (0,T), mais ainda, F € L*®(0,T;L3(Q)). Além disso,
para todo v € H}(Q), t — a(u(t),v) e t — (F(t),v) pertencem a L}(0,T). Deste modo

definem distribuicoes sobre (0, T) e observando (2.22) temos
(a(u,v),0) = ((F,v),0), paratodo 6 € D(0,T).
Assim, pelo Lema de Du Bois Raymond, segue que
a(u(t),v) = (F(t),v) q.s. em (0,T) paratodo v € H;(Q).

Assim, como u(t) € H}(Q) q.s. em (0,T), entdo u(t) é quase sempre solugao fraca em
(0,T) da equacao:
—Au(t) = Ft) em Q
u(t) = 0 sobre T.
Como T é de classe C? entao pelo Teorema da Regularidade Eliptica, u(t) € H2(Q) q.s.

em (0, T) e existe uma constante C > 0, depedendo somente de Q, tal que
[u(t)[[Hz(a) < ClIF(t)[[L2(q)- (2.23)

Como F € L*(0, T; L2(Q)), segue de (2.23) que u € L>=(0, T; H2(Q)) e observando (2.21)1,
ganhamos que

u € L0, T; H*(Q) N Hy(Q)). (2.24)

Da Férmula de Green, segue que
a(u(t),v) = —(Au(t),v) para todo v € Hy(Q). (2.25)

Substituindo (2.25) em (2.22), resulta que

T T

(p(t)u(t), v)o(t)dt = L (£(t), v)O(t)dt
(2.26)

T ’ T
J (u' (t),v)e(t)dt—l-J (—Au(t),v]@(t)dt-l—J
0 0 0

para todov e D(Q) e 0 € D(0,T). Sendo { Z Ov;0 € D(0,T) e ve D(Q)} denso
finita

em D(Q), segue de (2.26) que

J u’ wdxdt —J Auwdxdt + J puwdxdt = J fwdxdt
Q Q

Q Q
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para todo w € D(Q). Portanto, do Lema de Du Bois Raymond temos que
u —Au4pu=f qs. em Q.

Logo, u satisfaz (2.4);. As regularidades (2.3) seguem de (2.21),, (2.21)3 e (2.24).
Etapa II - Verificagcao das Condicoes Iniciais.

De (2.3) e do corolario 1.4.2 resulta que
u e C([0, T; Hy(Q)) N C' ([0, T1; L* (). (2.27)
Logo, u(0) e u'(0) fazem sentido.
e u(0) =ug

Seja © uma funcao real tal que 8 € C([0,T]), 0(0) = —1 ¢ 8(T) = 0. De (2.21)5, temos
que

w, Su em L®(0,T;HY(Q)) — L=(0, T; L2(Q)).

Portanto, para todo v € L2(Q), é verdade que v € L'(0, T; L2(Q)) e

T T
J (u;n(t),v)edtﬁj (u'(t),v)edt.
0 0

Integrando por partes, segue que

T T

(Umo, V) —J (Um (t),v)0 dt — (u(0),v) —J (u(t),v)0 dt. (2.28)
Analogamente, de (2.21); obtemos que
T T
J (um(t),v)G/dt—>J' (u(t),v)0 dt. (2.29)
0 0

De (2.28) e (2.29) resulta (Umg,v) — (1(0),v) para toda v € L2(Q), isto é, umy — u(0)
em [2(Q). De (2.6)2, segue que Umo — Uy em L2(Q), e pela unicidade do limite fraco

temos que

u(0) =up em L%(Q).
o u(0) =14

Considere a funcao 8 como anteriormente. Fixado mg arbitrario, seja m > my. Multipli-

cando (2.6); por 0 e integreando em [0, T], obtemos

T T T

(P(Hum(t),v)0dt = L (f(t),v)0dt,

"

JT(um(t),v)Gdt-I—J

alun,(t),v)odt +J
0 0

0
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para toda v € V,,,. Utilizando integragao por partes na primeira parcela, resulta

T T T T

(P(t)m(t), v)0dt = JO ((t), v)0dt,

(i) |

(u:n(t),v)e/dH—J
0

a(um(t),v)Gdt—FJ
0

0
para toda v € V. Fazendo m — oo e observando as convergéncias em (2.6)3 e (2.21),

obtemos

T T T

(p(t)u(t),v)edt = Jo (f(t),v)0dt, (2.30)

(ul,v)—JT(u’(t),v)e’dtJrJ

a(u(t), v)edt—i-J
0 0

0
para todav € V. Porém, como mg é arbitrério, (2.30) é valido para todov € [vy,vg,---].
Sendo este dltimo conjunto denso em H}(Q), concluimos que (2.30) é valido para todo
v € H{(Q).

Por outro lado, v0 € L'(0, T; L%(Q)) e em vista de (2.4); e (2.3) segue que u” — Au+
pu = f pertence & L*®(0, T; L2(Q)). Portanto,
T

T T

(p(thu(t), v)dt = L ((t), v)0dt.

JT(uN(t),v)edt —J

(Au(t),v)0dt + J
0 0

0

Integrando por partes na primeira parcela e usando a Férmula de Green na segunda,

resulta que

T T T
a(u(t),v)odt + J (p(t)hu(t),v)dt = J (f(t),v)0dt.

T ! !
(W' (0),v) —j (W (1), v)8 dt+J 0 O
(2.31)

0 0

De (2.30) e (2.31), concluimos que

/

(u (0),v) = (w,V), para toda v € Hj(Q). (2.32)

Por densidade temos que (2.32) é valido para toda v € L2(Q), logo

(W' (0),v) = (u,v), para toda v € L(Q).
Portanto, u'(0) = u;.
Etapa III - Unicidade.
Suponhamos duas solucoes fortes, u e u, do problema (2.1). Considerando w = u—1,

entao w ¢é solucao forte do seguinte problema

W —Aw+pw=0 em Q;
w =20 sobre I'x (0,T); (2.33)
w(0) =0, W(0)=0 em Q.
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Multiplicando (2.33); por 2w’, integrando sobre Q e utilizando a Férmula de Green,

temos

a(w(t),w'(t))dx + 2 J pOW(t)w' (t)dx = 0.

Ll ow’ (t)w' (t)dx + QJ .

Q
Portanto, utilizando as Desigualdades de Young e Poincaré, resulta

Lo+ w2 < [plleiemw®lw (o)

dt dt
< plle=q) (WD + W' (1))
< Cllpllie(q) (w)[> + W' (t)P) .

Integrando de 0 a t < T e observando (2.33)3, obtemos

t

W (I + WP < Clpliay | (W + ' (5)7) ds.

0

Da Desigualdade de Gronwall segue que
W ()7 + [w(t)]* =0.

Portanto, [w(t)] =0 e assim w =0 q.s. em Q. E assim concluimos a unicidade da solucao

forte.

2.2 Solugao Fraca

Consideraremos agora o mesmo problema da secao 2.1, mas com hipoteses mais fracas.
O procedimento a seguir nos levara de modo natural a definicao de solugao fraca.
Multipliquemos (2.1); por v e tomemos o produto interno em L?(Q). Considerando

v € H}(Q) e utilizando a Férmula de Green, obtemos

"

(w (t),v) + alu(t),v) + (p(t)u(t),v) = (f(t),v).

Multuplicando por 8 € D(0, T) e integrando em [0, T], segue que

T T T

(p(t)u(t),v)edt = J (f(t),v)0dt.

0

JT(u”(t),v)edtJrJ

0 0

a(u(t),v)edt + J

0

Integrando por partes a primeira parcela, resulta

T T T

(p(t)u(t),v)edt = L (f(t),v)0dt.

—JT(u/(t),v)eldt—i-J

a(u(t),v)odt +J
0 0

0
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Passando para as distribuigoes, temos que:

%(u'(t),\)) + a(u(t),v) + (p(tu(t),v) = (f(t),v),

para toda v € H}(Q), no sentido distribucional em (0, T). Nestas condi¢oes u é chamada

solugao fraca de (2.1) quando também satisfizer as condigoes iniciais.

Teorema 2.2. Dado f € LY(0,T;12(Q)), considerando p, p' € L®°(Q) e as condigoes

iniciais (ug, wy) € HY(Q) x L2(Q), entdo existe uma tinica fungao w: Q — R tal que

w € L®(0,T; HL(Q));
u e L®(0,T; L2(Q)):
u e LH0, T: H 1(Q)),

e u satisfaz (2.1) no sequinte sentido:

i ,
7t (Wt v) +a(u(t),v) + (p(tu(t),v) = (f(t),v) em D(0,T); (2.34)

w(0) =uy, u(0)=u em Q,

para toda v € H}(Q).

Demonstracao. Assim como na secao 2.1 o método da demonstracao serd o de Faedo-
Garlekin. Consideremos a sequéncia (Vi) men, base de H}(Q) e ortonormal em L*(Q)
(para conseguir tal propriedade basta aplicarmos na base de H}(Q) o processo de ortog-

onalizagao de Gram-Schmidt).

Etapa I - Existéncia.
e Problema Aproximado

O Problema Aproximado consiste em resolver (2.34); no subespaco de dimensao finita V-
s my
para condicoes iniciais aproximadas, isto é, encontrar U, : [0, t,,) — Vi, satisfazendo:

"

(U (1), V) + a (um(t),v) + (p(um(t),v) = (f(t),v) para todo v € Vin;
m(0) =upm — g forte em H{(Q); (2.35)

e

u, (0) =uy, — w forte em [%(Q),

onde Up, € Uy, pertencem a V. A existéncia das solugdes aproximadas, w,, para

tm < T, é feita de modo analogo ao que foi feito na secao 2.1.
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e Estimativa a priori

Fazendo v = u,, (t) em (2.35);, de modo andlogo ao que foi feito na secdo 2.1, obtemos
estivativa que garante, por meio do corolario de prolongamento de Carathéodory, estender

as Wy,’s para o intervalo [0, T]. Além disso, ganhamos que

(Um) ¢ limitada em L*(0, T; H}(Q));

(2.36)
) ¢ limitada em L*°(0,T;L2(Q)).

!/
(U

e Passagem ao limite

Das limitagoes em (2.36) e prosseguindo como na segao 2.1, obtemos uma subsequéncia,

que ainda denotaremos por (W )men, tal que

Up 2w em [0, T; HY(Q));

o (2.37)
u, —u em L[=(0,T;L*Q)).

Agora passaremos o limite no problema aproximado (2.35);. Fixemos mg arbitrario e
tomemos m > mgy. Multiplicando (2.35); por 8 € D(0,T) e integrando de 0 a T, obtemos
T

T T

(P(tum(t),v)0(t)dt = JO (f(t),v)0(t)dt

JT(Um(t),V)G(t)dt+J

alun,(t),v)0(t)dt +J
0

0
para todo v € V. Integrando por partes na primeira parcela, fazendo m — oo e

observando as convergéncias em (2.37), resulta que

T

/

—JT(u (t),v)e’(t)dwj

0 0

a(u(t),v)e(t)dt + JT (p(t)u(t),v)0(t)dt = JT(f(t),V)G(t)dt
’ ’ (2.38)
para todo v € Vi,,. Como [vi,vy,---] é denso em H{(Q) e passando o limite em my,
obtemos que (2.22) é vdlido para todo v € H}(Q) e 8 € D(0,T).
Por outro lado a aplicacio t +— (u'(t),v) é uma funcdo de L'(0,T) para todo
v € HY(Q). Portanto, define uma distribuigao em (0,T). Assim, de (2.38) obtemos
(2.34),.

e u eL}0, T;:H Q)

Sendo u' € L*®(0,T;L2(Q)) — L'(0,T;H'(Q)), u define uma distribuicao vetorial i’
dada por:

]
@, ) = L W De(t)dt € [2(Q) < H(Q),
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onde @ € D(0,T). Assim, U € D'(0,T; H1(Q)) e possui derivada no sentido das dis-
tribuices vetoriais, ()" dado por:
-

o) = (T, @) = _L Ve (Ddt € H Q).

<(ﬁ/)/
Portanto, (1t') € D'(0, T;H'(Q)). Logo faz sentido calcular ((i')’, @) aplicado em
v € H}(Q) e observando o coroldrio 1.4.1, temos:
AN T ! ! T ! / T ! !
(@) o) = (| woe'wany) == [ w'oe e [ wime o
0 0

resultando que,

(@Y, 0),v) = <%( V), cp>. (2.39)

Comou € L*®(0, T; H}(Q)), resulta que —Au € L*(0, T; H 1 (Q)) — L'(0, T; H 1 (Q)).
Anélogo ao que foi feito anteriormente, temos:

N T T T
({20, 9).v) = <—J Au(t)cp(t)dt,v> —— | (sutor.vae= | atuto. Ve

0 0
Logo,
<<(—Z\1), cp>,v> :J a(u(t)v)e(t)dt. (2.40)

0
Comop € L*(Q) eu € L*(0, T; H(Q)) entao pu € L*(0, T; L>(Q)) < L' (0, T; H 1(Q)).

Analogamente, definimos a distribuicao vetorial pu e vale:

T T
((pu, @),v) = <L p(t)u(t)(p(t)dt,v> = Jo (p(thult), v)e(t)dt. (2.41)
Por fim, como f € L1(0,T;L2(Q)) < L'(0, T; H1(Q)) e repetindo o procedimento, obte-

mos:

» T T
<(f, (p),v> - <J f(t)(p(t)dt,v> - J (F(t),v)@(t)dt. (2.42)

0 0

Identificando u, Au, pu e f com as distribuigdes que definem e como u satisfaz (2.34),

conclui-se de (2.39)-(2.42) que
u —Au+pu=7f em D0, T,H(Q)).
Observando que
Au—pu+f € L0, T;H Q)+ L>(0,T; Hy(Q)) + L0, T; L*(Q)),

logo, Au—pu+ f € L1(0, T; H'(Q)). Portanto, u” € L'(0, T; H1(Q)).
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Etapa II - Verificagcao das Condicoes Iniciais.

O método ultilizado para verificar as condigoes iniciais é o mesmo que foi utilizado
para a solucao forte na secao 2.1. Por este motivo nao repetiremos aqui.

Etapa III - Unicidade.

Sejam u e 1 duas solucoes do problema 2.1 e definimos w = u — 1. Temos,

w —Aw+pw=0 em Q;
w =0 sobre T x (0,T); (2.43)
w(0) =0, W(0)=0 em Q.

Observamos que nao tem sentido compormos w'(t) com w'(t) na dualidade
(- '>H71(Q)7H6(Q) uma vez que w' (t) pertence quase sempre a L2(Q). Assim, o método da
energia usado para as solugoes forte nao pode ser usado. Para contornar este problema
aplicaremos o Método devido a Visik-Ladyzhenskaya [38]. Como u, 1 € L*(0, T; H}(Q)),
entao fzw(t)dt € H{(Q) para todo a,b € [0,T]. Tomemos, s € [0,T] e definamos a

seguinte funcao auxiliar:

— [yw(t)dT, 0
0 S

t <s;

T.

Y(t) =

NN
NN

t

Observemos que para cada t € [0, T], ¥(t) € H(Q) e, além disso,

S

ol < juw(r)ndmsupess [wil(s —t) < supess [w]T < oo
t

Logo, P € L=(0, T; H(Q)).
Por outro lado, w" € L'(0, T; H"'(Q)) e compondo a equacao w" —Aw+pw = 0 com
a fungao P na dualidade L*=(0, T; H{(Q)) x L' (0, T; H™1(Q)), obtemos

JS<W” —Aw +pw,P(t))dt =0 (2.44)
0

Observando que

& W 0,000) = (0. H(0) + (' (1,91, (2.45)

Observamos que P’ (t) = w(t) quase sempre em [0, s, temos
(w (1), (1)) = (w (1), w(t)) = (w (1), w(t)) = s ——Iw(t)]. (2.46)

Portanto de (2.45) e (2.46) obtemos

d ’ 1 2
W (0, 0(0) = (w (1), $(1) + 5wt
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Integrando de 0 a s, resulta que

e assim,
[RERORTOILEE AR (2.47)
0
Por outro lado, como ' (t) = w(t) quase sempre em [0, s, temos que
' 1d
a(w(t), b(t) = ald (1), b(t) = 5 [wE)]*
portanto, integrando, segue que
s 1
L aw(t), (1)) = — [ (0} (2.48)

Substituindo (2.47) e (2.48) em (2.44), utilizando Desigualdades de Cauchy-Schwarz,

Young e Poincaré-Friedrichs, obtemos

W+ WO = 2 [ pw(o, b
<|WMwmjime+qua
< Clplmie | (OB + [o(v)]Pat
Como [[(s)][ =0 < [(0)]?

w(s)* + b (s)]* $§(:HPHLW(Q)J’|WV(tN2'¥|hb(t)H2dt‘
0
Da Desigualdade de Gronwall, segue que
w(s)I” + [l (s)]|* =0,

o que implica que w(s) = 0 para todo s € [0,T], ou seja, w = 0, o que acarreta a

unicidade. O
Por argumentos de densidade obteremos a regularidade da solucao fraca de (2.1).

Teorema 2.3. (Regularidade da Solug¢ao Fraca) A solugao fraca, w, de (2.1) possui a

sequinte reqularidade:

u e C[0, T} Hy(Q)) N CH([o, TI; L*(Q)).
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Demonstracao. Seja (Um)men a sequéncia de solucoes fortes com os dados iniciais e

(fm)men satisfazendo:

Uom € HX(Q) NHY(Q) com ugm — ug forte em H{(Q);
Ui € HA(Q) com U, — u; forte em L[2(Q); (2.49)
fm € CHQ x [0, T]) com f, — f forte em L'(0,T;L%(Q)).

De (2.27) temos que
um € CU[0, T, HA(Q)) N CH([0, T]; L*(Q)) para todo m € N.
Consideremos m > n. Temos que para todo v € Hj(Q) é verdade que:

(U (1) = Uy (1), V) + a(um (1) — un (1), v) + (p (1) (um (1) —un(t)),v) = (fim(t) — fn(t), V).
(2.50)
Como u, (t) —u, (t) € H5(Q) q.s. em (0, T), fazendo v = u, (t) — u, (t) em (2.50) e de
modo anélogo ao realizado na Estimativa I, da segao 2.1, resulta:
[ (£) = U (O + [t (1) — wn (1) (251)
2 (11fm = Fall?s o2 (0 + tm — inl? + [[utom — on )
Das convergéncias em (2.49) e de (2.51) ganhamos que a sequéncia (U, )men € de Cauchy
em C°([0, T]; Hy (Q))NCL([0, TI; L2(Q)). Sendo CO([0, T]; HA(Q) e C*([0, T]; L2(Q))) espagos
de Banach, obtemos
un — o em CO([0, TI; HY(Q));
u, —p em C°0,T;L2(Q)).
Como CO°([0, TI; Hi(Q)) < L=(0,T; HA(Q)) e CO([0, TI; L2(Q)) < L=(0, T;L*(Q)), em

(2.52)

particular, temos que
Um =« em L=(0, T;HL(Q)):
" ( o)) (2.53)
u, — B em L*(0,T;L*Q)).

Por outro lado, também resulta as limitagoes de (Wm)men em L®(0, T; HJ(Q)) e de
(u;n)mEN em L*(0,T;L2(Q)). Procedendo analogamente a secao 2.1, e passando a uma
subsequeéncia se necessario, obtemos

Um —u em L*(0,T;HY(Q));
mon ( 0(Q)) (2.54)
u, —u em L=(0,T;L*Q)).

De (2.53), (2.54) e da unicidade do limite, temos que
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Proposicao 2.1. A solucdo fraca, u, de (2.1) satisfaz as sequintes desigualdades:

W OR2(q) + OBy a) < Cr (ol ) + il + 117 oraz@n ) (255)

Il coqomiezca)) + IIullcogorma @)y < Ca (ol o) + Mulizia) + Il omiz))
para Cj = C)'(Q,T, ||pH]_oo(Q)) ] = 1, 2

Demonstracao. Consideremos a sequéncia (U, )men de solucoes fortes estabelecidas na

demonstracao do teorema 2.3. Logo, para cada m € N e para todo v € H}(Q), vale que

(U (£), V) + @t (1), V) + (p(um (1), V) = (Fin (1), V).
Tomando v = u:n(t) € H}(Q) e procedendo de modo andlogo como na Estimativa I, da

secao 2.1, obtemos

i

R (OF + e (O < 2670000 (00 + It + o)
Fazendo m — oo, usando (2.52) e as convergéncias de (2.49) obtemos

NS00tz + WG i@y € Co <”f||%1(0,T;L2(Q)) il + ||u°”2)

2
< G (”f“Ll(mT;L?(Q)) + fuq | + HUOH) )

onde Cy = 2eCoTlPll=iQ), 0

2.3 Regularidade Escondida

Nesta secao, estudaremos a regularidade da derivada normal da solucao fraca, u, de (2.1).

Mostraremos que

ou e 130, T; L%(I").
on

Esta regularidade nao provém das propriedades da solucao u, e, por este motivo, J.L. Lions
indroduziu em [20] a terminologia reqularidade escondida. Antes do resultado principal,

faremos alguns lemas.

Lema 2.1. Sejan = (N1,...,Mn) 0 vetor unitario exterior a T = 0Q. Entao existe um

campo h = (hy, hy, ..., hn) com hy € CHQ) para 1 <1< N, tal que hy =mn; sobre T.
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C

Demonstracao. Do Teorema de Rellich 1.4.11, para m > 1 + % temos que H™(Q) —
C'(Q). Por outro lado, pelo Teorema do Traco 1.4.7, v, é sobrejetiva de H™(Q) em
H™ 2 (T). Portanto, para cada n; € Hm*%(r), existe hy € H™(Q) — C1(Q) tal que
Yo(hi) = hy L= Com isto, basta tomarmos h = (hy, ..., hn). H

Lema 2.2. Sejau € H2(Q) NH}(Q). Entdo,

ou :ma_u sobre T.
on

aXaL

sobre T.

0 0
Em particular, Vu = n—u e |Vul? = ’_u
on on

Demonstragao. Do Teorema de Rellich 1.4.11, para m > 2+ 5 N temos H™(Q) < 2 (Q).
Por outro lado, pelo Teorema do Traco 1.4.7 yo é uma sobrejecao de H™(Q) em H™ 2 (T).
Portanto, para cada 0 € D(I') € H™ 2(T"), existe & € H™(Q) — C2(Q) tal que yo(&) =

& L= 0. Consideremos h = (hy, ..., hy) como no lema 2.1. Entao,

0 ou a 6&
— (uhi&) = —h, N un 28

Derivando em x;, integrando em Q e usando Teorema de Gauss 1.4.8, segue que

0 0 [ 8By O 0&
J ax]axl( uhjE)dx = Laxj (axihl‘i ‘Huha )d"
B [ du a 2t
= Jrn](a hj&+u 3% )dF.

Usando que u‘r =0, h; ‘r =M, E‘r = 0 e somando em j, obtemos

N N

, 0u ou
E h;&)dx = E 2_29dlr = E 2] —odr.
i1 J ax] axl (uhyE)dx = J ) O Jr (-_ ﬂ]) (]

j=1

Logo,
N
0 0 ou
odr. 2.
ZJ 0x; axl( hyE)dx Jr 0x; (2:56)
j=1 )
Por outro lado, derivando uh;& em j, temos:

0 ou ah E)E,

— (uh:&) = —h. 3 uh;—

axj(u &) o &+ u £+ 2%,

Derivando em x;, integrando em () e usando Teorema de Gauss, obtemos

0 0 ou
h; = i—mn;0dr.
J 0xq 0% o, (W E)dx = J L axjn] d
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Somando em j,

= o 9 S ou ou
—(uh;&)dx = J i —n;0dl" = J i=—odrl. 2.57
;JQ ox; 0% ) . ;axj”) o (2.57)
Como i(uh- &) = ii(uhwi) de (2.56) e (2.57), temos
aXi an ) N an aXi ) ’ ' ’

J auear:J 1. 2%0dr,  para toda 0 € D).
r 0xq rooon

Do teorema de Du Bois Raymond 1.2.1, concluimos

ou ou
ox: :ma sobre T.
Com isto, é claro que Vu = na—u e fazendo produto interno com Vu, resulta que
mn
dul?
Vul? = | 5= O
on

Lema 2.3. Seja q = (q1,qa, ..., qn) um campo de vetores com ¢y € C'(Q), 1 <k < N.

Se (W) € uma sequéncia de solucdes fortes de (2.1) com os dados satisfazendo:

Ugm € H2(Q) NHY(Q) com uom — ug forte em HY(Q);
U € HY(Q) com wim — wy forte em 1*(Q); (2.58)
fm € CHQ % [0,T])) com fm — f forte em LY(0,T;L2(Q)).

Entdao temos a sequinte identidade:

1 (" U |? , U T & (T Oum dqy dum
= drat — £), qr (¢ ‘ dxdt
2,[0 Jr il on (um( ) - axk( )) 0 +;L JQ oxi 0xi Oxy X
1 (7 0qx ) 2
— — — dxdt 2.
+2L L o (!um! V] ) X (2.59)
T T
ou ou
+ u mdxdt—J J f ™ dxdt.
JO Jﬂp m Ak an 0JO mdk an

Demonstracao. Sendo u,, solucao forte, para cada m € N, temos que:

U — Al 4 ply = f @5 em Q; (2.60)

!/

Um(0) = Uom, Uy (0) =wm em Q.

Pelo teorema 2.1, sabemos que:

Um € L%(0, T; HA(Q)NHL(Q)), u,, € L®(0, T;HY(Q)) e u,, € L=(0, T;L3(Q)). (2.61)
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oy, . . .
Portanto, qi att € L2(0,T;L2(Q)) e pela Desigualdade de Hélder, podemos multiplicar
k

(2.60); por qk e integrarmos em Q, obtendo

Xk

T T
J J W g dxdt—J J At g 2™ dxdt
0 Ok 0Jo Oxic (2.62)

0 OUm
:—J J PUm gk tm dxdt+J J fmdk v dxdt.
0 Ja Oxxk 0 Ja Oxx

Observe que as integrais a direita de (2.62) j& constam em (2.59). Assim, desenvolveremos

as integrais a esquerda de (2.62).

-
" a m

o Andlise daj J Uk S xdt.
0 Jo Oxxk

Das regularidades em (2.61) e do corolario 1.4.2, resulta que:

Wi € CO0, T HE(Q)) e uy, € COl0, T L*(Q)),

U, )

fazendo sentido, ;—m(O) (T), u,,(0) eu, (0). Temos que

Xk ’ an

: MU T 1o/, duy
< m(t), gx e (t)) . ’0 = L JQ 3t (umqk ™ ) dxdt (2.63)

T ou T , du
= J J u, gy dxdt—l—J J U, qk mdxdt
0 Ja Oxk 0 Jo 0xy

Por outro lado, como u;n € L*(0,T; H}(Q)), pelo Teorema de Gauss temos

T ou T A
m Tdxdt = —J J u,, —(u,,qx)dxdt
Jo JQ K (opeN 0Jo an( qk)

T ' T
;oou,, J J /204K
= — U, dxdt — | dxdt.
Jo JQ ax Oxk 0Jo Oxx

Portanto, . .
;o oul 1J J ' 290Gk
u M adxdt = —— Iu | dxdt. 2.64
Jo Lz m Ak Oxy 2Jo Jo Oxy ( )
Substituindo (2.64) em (2.63), obtemos
T T
ou aum' T 1 ’ aqk
" dxdt = (1), t ] +—J J w299% axdt. (2.65
J, [ wnadraac= (wawafmw) [T ] e e e
T ou
e Analise daJ J Aumqk dxdt
0 Ja

Pela Férmula de Green, resulta que:

T ou T Uy Oy, T ou
J J Mimqics dxdt—J J s Ldrdt—J J Vit - V(dig
0Jo 0 Oxy O 0Jo

)dxdt
(2.66)
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Observamos que

ou, ou,,

Vi, - V(qk an) = Vung - qu +Vum-Va—Xk

qx

OU,, 0Qk OUy, - 1 0 9
—qr—|Vu,, [ 2.
Z 0x; OXxi OXy + QqKanIVu | (2:67)

Portanto, substituindo (2.67) em (2.66) e utilizando o lema 2.2, obtemos que

T T 2 N T
ou ou,, Ol 0qk Oy,
A t = 'dt — —_— —_— t
Jo JQ umqk dXd Jo Jr Al ard ;L JQ Oxi 0x; Oxx dud
1 JTJ 0 IV, [*dxdt (2.68)
2Jo Ja qkaxk " ' '
Usando o Teorema de Gauss e o lema 2.2, temos
T 0 T T ou 2
J J = |Vu,2dxdt = —J J Vu m|2 dxdt+J J Mgk |——| dldt. (2.69)
0Jao  Oxxk 0Jo r on
Portanto, substituindo (2.69) em (2.68), segue que
T T 2
ou 1J J ouwn,
Au dxdt = = 1 drdt
Jo JQ ka 2 Jo i on
N T
Ou,;, 0qk Oy,
;J J I B B, Xt (2.70)
1 20
+= |V m| d dt.
2
Para concluirmos o lema 2.3 basta substituir (2.65) e (2.70) em (2.62). O

Lema 2.4. Considere uma sequéncia de solucoes fortes de (2.1), (Wm)men, com os dados
imaciais como no Lema 2.53. Seja h um campo de vetores como no Lema 2.1. Entao existe

uma constante C = C(h, Q,p, T) tal que

L)

1
onde B (1) = §|U~m(t)|2 + = |lum (t)]2.

ou,, 2
on

drdt < C (En(0) + im0 r2(0y) ) (2.71)

Demonstracao. De modo andlogo ao que foi feito da Secao 2.1, Estimativa I, obtemos

uma constante C; = C1(Q, [|p||L=(a), T) tal que

te[0,T]
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Tomando no lema 2.3 o campo q = h e somando em k, de 1 até N, em (2.59), resulta que

L,

N T

drat = Z(um( ) hka;f( )) K

k=1
N T
U, Ohy Oum,
dxdt
;J J Ox; Ox; OXy X
T

OUp 2
on

_|_

Mz

—_

_|_
| = =
Mz

J ah“ ’|2—|Vum|2) dxdt (2.73)

—1Y0

T ou
mh o
Jo JQ Ptim Tt OXi

.
J J f o M et
0JO 0xk

+ dxdt

M2

~
I

1

M-

=

=1
Em vista de (2.72), para concluirmos a demonstra(;éo do lema, basta mostrarmos que

cada parcela de (2.73) é limitado por sup E..(t) ou E.,,(0) + ||meLl 0T:L2(Q))"
t€l[0,T]

e Utilizando as Desigualdades de Cauchy-Schwarz e Young e observando que

Oy (t)
an

‘ < Vuml e [[hi|liea) < [[h]|ix(q), obtemos

(0G0 )

, T
(um(t),hkaum(t))’ < 2 sup

0Xx 0 te(0,T]
/ ou
< 2 sup <|um(t)|HthLoo(Q) a—m(t)‘)
telo,T] Xk
< sup (Il (e (OF + [Vum(©)F)
t€(0,T]
< 2fhkllix(q) sup Em(t)
te(0,T]
< Cy sup En(t).
te€l0,T]
Oh, (t
e Observando que ax( ) < ||Vhl|L=(q), ganhamos que
k L (Q)
T T
oh / oh,
J J —k(|um|2—|wmy2) dxdt < 2H J E,.(t)dt
.

< 2y|VhHLm(Q)J En(t)dt
0
< C3 sup En(t).
t€[0,T]
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e Usando que 2E,(t) = [Vun, (t)]? e a Desigualdade de Young, vale

JT J du,, Ohy du,,
Q aXi axi an

Ohy
aXi

.
J [Vum (t)[*dt

dxdt < H
0

0 L>(Q)
-
< \|Vh||Loo(Q)J IVu, (t)2dt
0
g C4 sup Em(t)
te[0,T]

e Como un,(t) € H{(Q) g.s. em (0,T), das Desigualdades de Young e Poincaré,

ganhamos que

T T
ou ou
hy——dxdt < hyl| g — | dxdt
R R
T
< HPHL‘)"(Q)HhHL""(Q)J (lum (1) + [V, (1)) dt
0
)
< (Cot Doyl | IVun (P
0

< Cs sup En(t).
t€(0,T]

e Utilizando propriedades de supremo e a Desigualdade de Young, resulta

T T
ou ou
J J fmhka dedt < Hth]_oo(Q)J J ’fm"—m‘dth
0 Jo Xk 0Jo OXy
T
< Mo J o (0] [V ()] it
0
< o) [fmlliro 2y sup [Vug(t)]
t€[0,T]
< [Ihli=(a) <Hme%1(O,T;L2(Q))+ sup |Vum(t)|2)
te[0,T]
< 2H]”LHLOO(Q) (Hfml‘%l(O,T;LQ(Q))+ sSup Em(t))
t€(0,T]
< Co (Ifmltr oz + Enl0).

[
Teorema 2.4. (Regularidade Escondida). A solugao fraca, u, de (2.1) satisfaz
ou 9 9
— e L*(0, T; L*(I"). (2.74)
on
Além disso,
0
(f, 0, W) > 5 (2.75)
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¢ uma forma linear continua de L'(0,T; L2(Q)) x H{(Q) x L2(Q) em L2(0, T; L*(T")), isto

é, existe uma constante C = C(Q, ||p|lLx(q), T) > 0 tal que

L),

onde By = |ui[? + L{juol|.

2

ou
drat < € (Eo+ 117 o rzcan ) - (2.76)

on

A desigualdade (2.76) é conhecida como Desigualdade Direta.

Demonstracao. Considerando (U, )men como no lema 2.3, entao do lema 2.4 segue que

0
(%) é limitada em L2(0, T;L2(T")). Do teorema 1.1.5 existe uma subsequéncia,
meN

0
que ainda denotaremos por (%&“) e € L2(0,T;L%(I")), tal que
meN
(G VI 9 9
T em L0.TL(T)) (2.77)

Da proposigao 1.1.1 temos que

||11)HL2(0,T;L2(F)) < hmlnf (278)

on

L2(0,T;L2(T"))

ou
Mostraremos que P P, e assim obtemos (2.74). Sendo u,, solucao forte, para cada
mn

m € N, temos

Au,, = u;; +pum —fm g.s. em Q.
Consequentemente,
Alum =u, +Pum — . em D(0, T;HHQ)). (2.79)
Da escolha de (f;,)men € do teorema 2.1, temos que
fm € C1([0,T] x Q), u,, € L*(0,T;H}(Q)) e pum € L*(0, T;L*(Q)).

Com estas regularidades segue do Teorema da Reguladidade Eliptica a existéncia das
sequéncias (Ym)men, (Zm)men € (Wm)men em L2(0, T; H2(Q)NH(Q)) e de uma constante

C = C(Q) tais que

Aym =1, e [[ymleeomnnzo) < Cllunlleoneo);
Azm =pum e [zml2o Q) < Cllpumlzoriz); (2.80)

AW =~ e [[Wnllezomnz) < Cllifmllezomz):
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Substituindo (2.80) em (2.79), resulta que
Au,, = [Aym]' + Az + AWy em D0, T; H1(Q)). (2.81)

Multiplicando (2.81) por 6 € D(0, T) e integrando de 0 a T, temos

T T T

Az, 0(t)dt + J Aw,,0(t)dt.
0

JT Au,0(t)dt = J

Aynl'8(t)dt +J
0 0

0
Como A € L(H}(Q),H™1(Q)), resulta que
N

A (JT um(t)e(t)dt) =A (— JTym(t)e/(t)dt + JT zm (1)0(t)dt + J

wm(t)e(t)dt) .
0 0 0 0

Devido a unicidade do problema eliptico, segue que

T T T T
J um(t)e(t)dt:—J ym(t)e'(t)dt+J zm(t)e(t)dtJrJ wn(1)0(t)dt em H'(Q).
0 0 0 0
Logo,

Um =Y + Zm + W em D0, T; HH(Q)). (2.82)

Como yn, € L2(0,T; H?(Q)), segue do teorema 1.4.3 que y,, € H7'(0, T; H2(Q)). Além
disso, vale [y1(ym)l = v1(y,,). Logo de (2.82) e da linearidade de y; obtemos

Y1(um) = i (ym)] + Vi (zm) +vi(wm) em H (0, T; HZ(I). (2.83)

Devido as convergéncias de (Ugm ), (Wim) € (fin) e da desigualdade (2.55), segue que (Uy,)
e (u, ) sdo limitadas em L2(0, T; H}(Q)) e L2(0, T; L2(Q)), respectivamente. Pelo teorema

1.1.5, passando a uma subsequéncia se necessario, temos que

un —u em [0, T;H{(Q)) < L2(0, T; L2(Q));
u, —u em [%0,T;L*(Q)).

Logo, da proposicao 2.37 estas sequéncias sao limitadas em L2(0,T;L2(Q)). Com isto e
de (2.80), resulta a limitacao de (ym) e (zm) em L2(0, T; H*(Q)). Analogamente, como
(f) é limitada em L2(0,T;L2(Q)) ganhamos a limitacdo de (w,) em L2(0, T; H2(Q)).

Utilizando novamento o teorema 1.1.5, passando a subsequéncias se necessario, obtemos:
ym =~y em [*(0,T;H*(Q)), logo y, =y em H'(0,T;H}(Q));

zm —z em L[2(0,T;H?(Q)) (2.84)
Wm —w em L2(0,T;H?(Q)).
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Como A € L(H?(Q),L2(Q)) e da unicidade do limite fraco em L2(0, T; L2(Q)), segue de
(2.80) que

Ay =u';
Az =pu;
Aw = —f.

Devido a continuidade do operador y; e de (2.84), obtemos

Vilym)l = [y1(y)]" em H'(0,T; H2(T);
Yi(zm) = v1(2) em L2(0, T; Hz(I); (2.85)
Yilwm) = vi(w)  em L2(0,T;Hz(I)).

Portanto, de (2.83) e (2.85), resulta que
Yi(um) = 1 (ym)] +v1(zm) +¥1(Wm) = 1] +v1(2) +v1(w) =71 (W),

em H=1(0, T; Hz(I")), ou seja, para toda v € H} (0, T; Hz(I) vale que

<Y1(um):V>H*1(O,T;Hl/Q(F))xH(l)(O,T;Hl/Q(F)) — <Y1(u)aV>H*1(0,T;H1/2(F))><H(1)(O,T;H1/2(F))'

Por outro lado, de (2.77) temos que para todo v € L2(0, T; L2(T")), temos

<'Y1(um)7V>L2(O,T;L2[F))XLQ(O,T;LQ(F)) — <1|), V>L2(0,T;L2(r))><L2(07T;L2(r))

Sabendo que H}(0, T; HY2(T)) « 12(0, T; H/2(TI")) < H~(0, T; HY/2(T")), obtemos que
para todo v € H}(0, T; HY/2(T")), é vélido que

<Y1(um),V)Hfl(o,T;HW(r))ng)(o,T;Hm(r)) - <1|):V)H*1(07T;H1/2(F))><H(1)(O,T;H1/2(l‘))'

0
Da unicidade do limite temos que \p = yi(u) = a—u A linearidade da aplicacao (2.75)
|
segue da linearidade de (2.1) e a continuidade segue a desigualdade (2.76). Por sua vez,

a desigualdade (2.76) é consequéncia de (2.78), (2.71) e das convergéncias em (2.58). []

2.4 Solucgao Ultra-fraca

Nesta secao, estamos interessados no estudo do problema (2.2) com os dados iniciais zg
e z; nao regulares como nas secoes 2.1 e 2.2. Definiremos a solu¢ao de (2.2) por meio
do Método de Transposicao. Seguiremos um método heuristico, a fim de encontrar uma
definicao natural do que vamos chamar solucao ultra-fraca, tal como definido pelos Lions-

Magenes em [22].
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Multiplicando (2.2); por 8 = 0(x, t), (x,t) em Q, integrando em Q, obtemos:
T § T T T
J J z dedt—J J Azedxdt—kj J pzOdxdt :J J fodxdt. (2.86)
0Ja 0Ja 0Jo 0Ja
Utilizando integragao por partes duas vezes na primeira parcela a esquerda de (2.86),
resulta:

LT JQ z'0dxdt = JQ Z (x,T)0(x, T)dx — J

[0}

.
J 20" dxdt. (2.87)
Q

z (x,0)0(x,0)dx — J z(x,T)0 (x, T)dx
Q

+ JQ z(x,0)0'(x,0) + JO

Usando a Férmula de Green duas vezes na segunda parcela a esquerda de (2.86), temos:

T T aZ T ae T
—J J Az@dxdt:—J J 9—dth+J Jz—dth—J J zAOdx. (2.88)
0Jo o Jr om o Jr on 0Jo

Substituindo (2.87) e (2.88) em (2.86) e utilizando a condicao na fronteira (2.2),, obtemos:

T T
J J fodxdt — J J (z”—Az—sz) 0dxdt
0JQ 0JO
T
- ]

0" —AO + p@) zdxdt +J z (x,T)0(x, T)dx

Q Q
—| z'(x,0)8(x,0)dx — J z(x,T)0 (x, T)dx (2.89)
Jo Q
[ : Tr oz
+ | z(x,0)0 (x,0)dx — 0—drdt
Jo o Jr oM
T
[ 00
+ J —drdt.
Jo Jr g on

/ oz , ,
Como nao temos informagoes sobre z(x,T), z (x,T) e p= é pertinente escolhermos ©
mn

satisfazendo:

0(x,T)=0, 8 (x,T)=0 e O(x,t) =0 sobre X. (2.90)

Com esta escolha, de (2.89) e (2.2) segue que:

]
J J (e”—Ae+pe) zdxdt = J zle(O)dx—J 200’ (0)dx
0 JO Q Q

T ae T
—J J g—dth+J J fOdxdt.
0o Jr7om 0 Jo

Reescrevendo esta tltima expressao por meio de dualidades, resulta

00

(z, 0" — A0 +p0) = (21,0(0)) — (zy, 9'(0)> — <g, —>

-
—I—J J fOdxdt, 2.91
on Q ( )

0

onde (-, -) representa dualidades diferentes.
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A definigao de solugao ultra-fraca sera dada como um funcional definido pela expressao
(2.91). Observando também (2.90) é natural escolhermos 0 como solucao do seguinte
problema:
0" —A0+pd=h em Q;
0 =0 sobre T'x (0,T); (2.92)
B8(T)=0, 6 (T)=0 em Q,

chamado problema retrégrado. Tomando h € L'(0, T; L2(Q)) e fazendo reversao no tempo,

isto é, considerando a aplicacao t — T —t, o problema (2.92), torna-se

"~ AB+pb=h em Q;
=0 sobre I'x (0,T); (2.93)
(0)=0, 8'(0)=0 em Q.

o) @) D)

Este é um caso particular do estudado na secao 2.2. Segue dos teoremas 2.2, 2.3 e 2.4 que

(2.93), e consequentemente (2.92), possui uma tnica solugao fraca com regularidade

0 € C°([0, TI; Hp(Q)) N CH([0, TI; LX(Q)) e % e L*(0, T; L*(1).

Em particular,

8(0) € H{(Q) e 8'(0) € L2(Q). (2.94)

Notemos que, pela reversao é verdade que:

”e,HCO([O,T];LZ( ||6 ||C0 [0, TEL2(Q ||9||C0 0, THH(Q)) — HGHCO([O,T];H})(Q));
H 00 (2.95)
Mlizo,mez(r) o L2(0,T;L2(I"))

Em vista de (2.94), para que a dualidade a direita de (2.91) faca sentido, é suficiente

tomarmos os dados iniciais satisfazendo:
zo € L2(Q), z; € HY(Q),g € L?(0, T;L*") e feL'(0,T;L*Q)). (2.96)

Observe que bastaria que f € L}(0, T; H71(Q)). Tomando as condicoes iniciais como
em (2.96), observando (2.91) e da unidade de 0, podemos definir o funcional

S:LY0,T;L?(Q)) — R dado por

(S;h) = <Zl7e(0)>H*1(Q]><H(1)(Q)_<Z0>e/(0)>L2(Q)><L2(Q)

T o6 T (2.97)
—J J g—dth+J J fodxdt
on 0 Ja
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que € linear e continuo. De fato, usando a norma dos funcionais e a Desigualdade de

Holder, obtemos

(S, W)l < ”ZOHLQ(Q)le,(O”L?(Q) + ||Zl||H—1(Q)’e,(O)|H(1)(Q) (2.98)
00
Flglltzi0,me2(r)) d + Il r2can 18l c o miiz(Q))-
MHit2(0,me2(r)
Usando o teorema 2.4 em (2.93)3 e observando (2.95), existe uma constante C > 0 tal que
00
5 % <O (2.99)
Mz, ) Ml2o7e2(m)

Aplicando a proposicao 2.1 em (2.93), existe uma constante C > 0 satisfazendo

||e ||C0([0,T];L2(Q)) + ||9||C0([O,T];H(1)(Q)) = ||e ||C0([0,T};L2(Q)) —+ ||e||C0([0,T};H(1)(_O_))
< Clhluo Tz
= Clhfltror2(0))- (2.100)

Substituindo (2.99) e (2.100) em (2.98), obtemos uma constante C > 0 tal que

(S, < C (lzolle2) + lzalln1@) + lgllzomezcry + Il omizian) Moz
(2.101)

Logo, o funcional linear S definido em (2.97) é continuo, e mais de (2.101), resulta que

ISIiroriziany < C (lzollz) + lzlln1 @) + lgllezomz ) + flleomzo)) -
(2.102)

Agora, podemos definir a solucao ultra-fraca de (2.2).
Definigao 2.1. Para (z9,z1,9) € L2(Q) x H71(Q) x L2(0, T; L2(T)) e f € L1(0, T; L2(Q)),
dizemos que z: Q — R € solugdo ultra-fraca (ou por transposi¢do) de (2.2) se satisfaz

!/

T
J J zhdxdt = <Zl,e(0)>H—1(Q)XH(1)(Q) - <Z0,e (0)>L2(Q)><L2(Q)
0Ja
T 00 T
—J J g—drdt—I—J J fodxdt,
on 0Ja
para toda h € L1(0, T; L2(Q)) e 0 solucdo de (2.92).

Teorema 2.5. Dados (z9,z1,g) € L2(Q)x H Q) xL2(0, T; L2(") ef € L'(0, T; L2(Q)),
existe uma tnica solucdo ultra-fraca z de (2.2) na classe L=°(0,T;L2(Q)). Além disso,

existe uma constante C > 0 tal que

Izl e (0,520 < € (lzollizi) + 2 i) + lgllezo, ez + Il oz 0)) -
(2.103)
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Demonstracio. Como S € [L'(0,T;L%(Q))]" pelo Teorema de Riesz existe tinico z €

L>(0, T; L2(Q)) tal que

(S;h) = J zhdxdt, paratoda h e L'(0,T;L*(Q)) (2.104)
Q
e
||Z”L°°(0,T;L2(Q)) = ”SH[LI(O,T;L?(Q))}“ (2'105)

De (2.97) e (2.104) asseguramos a existéncia da solucao ultra-fraca z. Por outro lado, de
(2.102) e (2.105) resulta (2.103).
Vejamos a unicidade. Para isso, suponhamos z e z solugoes do problema (2.2). Por-

tanto, para todo h € L(0, T; L2(Q)) temos:

T , T ae T T
J J zhdxdt = (z4,0(0)) — (z0, 0 (0)>—J J g—dth—l—J J dexdt:J J zhdxdt.
0Ja 0 Jr-om 0 Jo 0 Jo

Em particular,

T T
J J zhdxdt :J J zhdxdt para toda h € D(Q).
0Jo 0 Ja

Aplicando o Lema de Du Bois Raymond, segue que z = z q.s. em Q, assim temos a

unicidade. O

Teorema 2.6. A solucdo ultra-fraca z de (2.2) pertencente a classe:
z € C[0, T); L*(Q)) N C'([0, T H1(Q)).
Além disso, existe uma constante C > 0 tal que
|2 [ (0111 (0)) < Cllzolza) + lzilln-1(0) + gtz iz + Il omiz))-
Antes de demonstrarmos o teorema 2.6, veremos alguns resultados que serao necessarios.

Lema 2.5. Considere o problema (2.2) com os dados iniciais nas classes
(z0,21,9) € H5(Q) x L2(Q) x H2(0, T; HZ(I"). (2.106)
Entao existe uma tnica solucao fraca z de (2.2) e z possui a sequinte reqularidade:
z € CO([0, T; Hy(Q)) N C'([0, T]; L*(Q)).

Além disso, esta é a solucao ultra-fraca de (2.2).
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Demonstragdo. Pela sobrejetividade do operador trago 7y, existe v € H2(0, T; H*(Q))
tal que yov = g sobre I' x (0,T). Como v € HZ(0,T;H?(Q)), entdo v, Av e pv €
L2(0,T;L2(Q)). Assim podemos considerar problema
uW—Au+pu=—v"+Av—pv+f em Q;
u=0 sobre I'x (0,T);
u(0) =z, u'(0) =2z, em Q,
que possui uma unica solucao fraca, u, fornecida pelo teorema 2.2, e do teorema 2.3 resulta

que

u e C°([0, TI; Hy (Q)) N CH([0, TI; L*(Q)).

Portanto, como u é solucao fraca, temos

%(u/(t),w) +a(u(t), ) + (p(Huft), b) = (=" (t) + Av(t) — p(t)v(t) + (1), }),
para toda P € H}(Q), no sentido de D'(0, T). Logo,

d

a(u'(t) +V (1), 1) + a(u(t) +v(t), ) + (p(t) (u(t) + v(t), ) = (f(t), ¥),

para toda P € H5(Q), no sentido de D'(0, T). Definindo z = u+v, obtemos que z é solucio
fraca de (2.2). Para verificar as condigdes iniciais, observamos que v € H2(0, T; H2(Q)), e
dai v(0) =0=v'(0) em Q, donde
z(0) =u(0)+v(0) =u(0)+0=2z5 em Q,
Z(0)=u(0)+v(0)=u'(0)+0=2, em Q,
z=u+v=0+g sobre I'x (0,T).

Com as regularidades nas condigoes iniciais dadas em (2.106) e do teorema 2.3, temos
z € C°([0, TI; Hg(Q)) N CH([0, T]; L*(Q)).

Mostraremos agora que z é também solucao ultra-fraca de (2.2). Por densidade, tomemos

uma sequencia
(hm)men € CHQ x [0,T]) tal que hy, — h em L'(0,T;L*Q)). (2.107)

Consideremos os problemas retrégrados

0 — A0, +pO,=h, em Q;

O =0 sobre T x (0,T); (2.108)
0 (T)=0, 6 (T)=0 em Q.
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(§]
0" —AB+pd=h em Q;

0 =0 sobre I'x (0,T); (2.109)
8(T)=0, 6(T)=0 em Q.
Devidos os teoremas 2.1 e 2.2, os problemas (2.108) e (2.109) possuem solucoes 0., forte

e 0 fraca, respectivamente. Portanto, 0,, — 0 é solucao fraca de

(O —0)" —ABm —0)+p(Bn—0)=h,—h em Q;

On— 60 =0 sobre T'x (0,T);

(0m—0)(T) =0, (8,,—0)(T)=0 em Q.
Fazendo a reversao no tempo, da proposicao 2.1 e do teorema 2.4 existe uma constante
C > 0 tal que

0, (T—1) =0 (T—1t)|+ |0 (T —1) — (T —t)|| < C|[hm — hllt1(0,112(0)), ¥V t€[0,TI;
20,, 00

on on
Fazendo t = T e usando (2.107), resulta:

< Cllhm = hf[Liome2(0))-
LQ(O,T;LQ(F))

B.m(0) = 0(0) em H}(Q);

/

0..(0) — 8'(0) em L2(Q); (2.110)

9m — 9 em L2(0,T;L%(I)).
on on

Do teorema 2.2 segue que z' — Az +pz € L'(0, T; H"1(Q)). Portanto, faz sentido a
dualidade (z"(t) — Az(t) + p(t)z(t),0(t)) entre H™'(Q) e H{(Q). Multiplicando (2.2);
por 0., e repetindo o processo ultilizado para deduzir a definicao de solucao ultra-fraca,

obtemos

i
J J Phdxdt = (21, 0m(0))ys (cayerid () — (200 O (0)) L2000y 2 0
Q

0
00 T
—J J g—dth+J J O, dxdt.
alrom 0Jo

Fazendo m — oo e utilizando (2.110) temos

!/

.
J J zhdxdt = (z1,0(0))1-1(0)xHi () — (20,0 (0))12(0)x12(0)
o)

0
d T
[ [ oaracs [ roanat
oJroom 0 Ja

para toda h € L}(0, T; L2(Q)) e 0 solucao fraca de (2.109). Portanto, z ¢ solucao ultra-
fraca de (2.2). A unicidade de z, segue da unicidade da solugao ultra-fraca do problema.

]
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Lema 2.6. Seja z solu¢do ultra-fraca do problema (2.2). Entdo 2 € W—5°(0, T; L2(Q)).

Além disso,
T

@ mw=-|

0

J zh'dxdt, para todo h € W0, T; L2(Q)).
Q

Demonstracao. Do teorema 2.5 temos que z € L®(0, T;L%(Q)). Segue do teorema 1.4.3
que z' € H7(0,T,L%(Q)), isto é, z' é um funcional linear continuo de H}(0, T; L2(Q)).
Devido a imersao densa HA(0, T;L2(Q)) — W,'(0,T;L2(Q)), o funcional z pode ser
prolongado de maneira linear e continua a Wé’l(O, T:1L2(Q)). Continuaremos denotando
por z esta extensdo que pertence a W—1°(0, T;:12(Q)). Dado h € W%1(0,T; L%(Q)),
devido a densidade tomamos uma sequéncia de fungoes (hm)men em Hy(0, T; L3(Q)) tal
que

hm — h em W;'(0,T;L3(Q)).

Em particular,

h —h em LY0,T;L%(Q)).

Assim,

(z ) hm) = (z h) em R,

T

.
J zh, dxdt — — J J zh'dxdt em R.
Q Q

(@ ) =~ () =~ | 0

0
Da unicidade do limite em R, segue que

<Am=—f

J zh'dxdt, para todo h € WH'(0,T: L*(Q)).
0Ja

Lema 2.7. Seja © solucdo fraca do problema

0" —A8+pd=h em Q;
0 =0 sobre I'x (0,T); (2.111)
8(T)=0, 8(T)=0 em Q.

Entao, existe uma constante positiva C > 0 tal que

/ 00
|mw+wmwwa

< Clhf|cro,mm30))
L2(0,T5L2(I"))

100lc(ro,113(0)) < Cllh[Lro,mm30))

para toda h € Wé’l(O, T; H3(Q)).
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Demonstra¢ao. Uma prova desse resultado pode ser encontrado em [30]. O]

Demonstragao do Teorema 2.6. Sera feita em duas etapas.

Etapa I - Nessa etapa mostraremos que z € C°([0, T]; L2(Q)). Como as imersoes
HL Q) — 12(Q) — H Q) e HY(0,T; H2(I") < L2(0,T;L2(I") sio densas, existem
SeqUENCias (Zom)men: (Zim)men € (Gm)men em H(Q), L2(Q) e H(0, T; H2 (I")) respecti-
vamente, satisfazendo

Zom — zo em L2(Q);
Zim — 21 em HHQ); (2.112)
gm — g em L[2(0, T;L2(I).
Devido a sobrejetividade do operador trago vy, existe g, em H{(0, T; H3(Q)) tal que
Yogm = gm sobre I' x (0, T). Assim podemos assumir que g, € H3(0, T; H*(Q)). Pelo

lema 2.5, o problema

zp — Az + Pz =f em Q;

Zm = gm sobre T x (0,T); (2.113)
0) =zim em Q,

Zm(0) = Zom, 2zl

possui Unica solucao fraca z,,, tal que

zm € CO(10, TI; Hg(Q)) N CH([0, TI; L2(QQ)).
Além disso, z,, é também solucao ultra-fraca de (2.113), deste modo z,, — z é solucao
ultra-fraca de

(zm—2) —Alzm —2) +plzm —2) =0 em Q;
Zm —2Z=gm—¢g sobre I'x (0,T); (2.114)

(zm —2)(0) = Zom — 20, (zm —2) (0) =2z1m —21 em Q.
A desigualdade do teorema 2.5 aplicada neste problema, resulta
zm = 2l[t=(0,751200)) < C ([I20m — 2ollt2() + 2im — z1llw-1(0) + 1gm — gllzm2(r)) -

Fazendo m — oo e usando as convergéncia em (2.112), obtemos que z,, — z em
L>(0, T; L2(Q)). Em particular, (zm)men ¢ uma sequéncia de Cauchy em L*(0, T; L2(Q)).

Usando a propriedade da norma || - || ~(o,1) € considerando m > n, temos

Zm (t) — zn(Vli2(Q) < ||zm — zZnllL=(0,1:12(0)) quase sempre em (0, T).
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Como z,, € C°([0, TI; H}(Q)) < C°([0, T]; L*(Q)), entao

orél?% 1Zm (t) = zn(Dli2(0) < [|Zzm — zZnllLe 0 T:12(Q)) -

Desde modo, (zm)men ¢ uma sequéncia de Cauchy em C°([0, T]; L2(Q)), e sendo este um

espaco de Banach, existe z tal que
zm — 2z em CY([0, T]; L*(Q)).

Visto que C°([0,T]; L2(Q)) < L*(0,T;L%(Q)), segue da unicidade do limite em
L>(0,T; L%(Q)), que z = z. Portanto, z € C°([0, T]; L2(Q)).

Etapa II - Nessa etapa mostraremos que z € C°([0, T; H*(Q)). Seja h € D(Q) e
considere o problema retrégrado dado por (2.111). Pelos teoremas 2.2 e 2.3, este problema

possui unica solugao fraca 0, tal que
6 € C°(10, T); Ho(Q)) n CH([0, TI; L*(QQ)).

Do teorema 2.4 resulta que

00
— € L%(0, T; L*(IN).
on
Como z é solucao ultra-fraca de (2.2) e h’ € L1(0, T; L2(Q)) temos que z € L=2(0, T; L2(Q))

e satisfaz

.
J J zhodxdt = (z1,0(0))n1(0)xHi0) — (20,0 (0))12(Q)x12(0)
a

0
20 T
—J J g—dFd’H—J J fodxdt.
alJr7on 0 Ja
Em vista do lema 2.6, 2 € W=1°(0, T;: L2(Q)) e

!

—<Z/,h> = <Zl>e(0)>H*1(Q)><H(1)(Q) - (20,9 (0)>L2(Q)xL2(Q)

00 T
— g—dIdt + fodxdt.
alJrom 0 Jo

Usando a Desigualdade de Cauchy-Schwartz e desigualdades de operadores, obtemos

/ / 00
@RS Ll O+ b @ 10O g + gl [0
MHlit2(0,me2(r)

+101lc o,z IfllLr0.112(0))-

Devido o lema 2.7, ganhamos que

(z', 1) < C (lzol + llzalln 1) + I9llzomezry + e omezia)n) o)),
(2.115)
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para toda h € D(Q). Como D(Q) é denso L'(0, T; H}(Q)), (2.115) ¢ valido para toda
h € LY0, T; H5(Q)). Com isto, z' € L=(0, T;H-1(Q)) e

12 [t o1sm-10)) < C (Izol + |21t 0y + Igllizo 2y + [flioriza)) - (2.116)

Entao mostramos que se z é solugao ultra-fraca de um problema como em (2.2), entao

vale (2.116). Com isto e do fato de z,, — z ser solucao ultra-fraca de (2.114), obtemos

Iz — 2 I 0.1iH-1(0)) < C (Izom — zol + [|zim — z1ll-1(0) + |9m — glliz0m12(r))) -

/
— Z e€em

Fazendo m — oo e usando as convergéncias em (2.112), obtemos que Z;n
L>(0, T; H1(Q)). Em particular, (z, )meny ¢ uma sequéncia de Cauchy em
L*(0, T; H!(Q)). Usando a propriedade da norma || - ||L=(,1) € considerando m > n

temos
12 (t) =z, (D) [[H-1(0) < [IZm — ZnllLx0,1;12(0)) quase sempre em (0, T).
Como z,, € CO([0, T]; L2(Q)) — C°([0, TI; H(Q)), entdo
Oréltang |Zm(t) —Zn (t)|H*1(Q) < Hzm - ZnHLO"(O,T;Lz(Q))'

Desde modo, (z,)men é uma sequéncia de Cauchy em C°([0, T]; H(Q)), e sendo este

um espaco de Banach, existe & tal que
z,. — & em CO([0, T HH(Q)).

Visto que CO([0, T; H71(Q)) <« L*(0,T;H 1(Q)), segue da unicidade do limite em
L0, T: H1(Q)), que z' = &. Portanto, z' € C([0, TI; H'(Q)).



Capitulo 3

Estimativa de Carleman para

equacao da onda com potencial

Dedicamos este capitulo a provar a Desigualdade de Carleman Global para os operadores

LO = att —A

L:= L0+p,

sendo p o potencial, onde p e p’ pertencem a L*(Q). A vantagem de encontrarmos tais
estimativas é que elas nos permitem estudar uma onda que se propaga em um aberto
limitado do RN a partir de informacdes referentes a uma parte dessa regiao. Mostraremos
a Desigualdade de Carleman para func¢oes que possuem traco na fronteira, por isso de-
nominada estimativa global correspondente aos operadores definidos acima.

Consideremos o conjunto

v e 20, T; H(Q)); = L2(0,T;L%2(Q)); LveLl?0,T;L%(Q));
Xi= v=0 sobre I, . (3.1)
v(0)=v(T)=0 e vV(0)=v(T)=0 em Q

Vejamos que X estda bem definido. Como { 0;0 € D(0,T) e VP € D(Q)} C X, entao

X # (). Devido ao coroldrio 1.4.2 obtemos que:

veCU0,TIHLAQ)) e v e C0, T:H Q).

!/

Assim faz sentido v(0), v(T), v'(0) e v'(T). Na verdade vale mais, pois como v € X,

o7



Capitulo 3. Estimativa de Carleman para equacao da onda com potencial 58

tomando f := Lv, temos
Vi—Av+pv=Ff em Q;
v=0 sobre X;
v(0) =0, Vv(0)=0 Q,

e pelos teoremas de regularidade 2.3 e 2.4 segue que:
v e CO[0, ThHH(Q)), v e 0, TEL3(Q)) e — € L*(0,T;L3(T).
Seja xg € RN\ Q e definimos
b(x, 1) = x —xo* — Bt* + M, (32)

onde 0 < B <1eMj>0 tais que d(x,t) > 1 em Q.

Seja A > 0 e definimos a fungao peso como sendo

oAl ) i= e

Logo,

o ’ a(p;\ B a(b
Pr=Ab o e ox, _}‘%axi’

Para cada s > 0 e v € X, consideremos
w = esPr Nty (x 1),
Como v € X e @, é bem regular, obtemos que w € X. Seja
Po(w) :=e*P Lo(e P w) = e’ Ly(v). (3.3)

Reescreveremos o operador Py a partir do operador Ly. Notemos que:

/

(e %P w) = e *?w —spy) e *w

= e %" (w/ — s7\c|)'(p>\w> :

(e 5Pw) = e 5P (WN — A" @aw — sA?d Pow — S}\Cb/(pAW/>
—SAQ pre (W, B SM)I‘”“’) '
(e7s™mw) = e (W' =25\ Pox — sAd @)

" I i (3.4)
+e 501 (—sAd” aw + s*A2 P Ppiw — sA2[d [Py -
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d d
aX_ (e_s@hw) = e_SqJ?\_W'_S}\adJ(p e_SQPAW
' dw A
— —SPx _
2 Cvon [OPW o ow RE
2 (ETTW) = e <ax§ Mo %‘p”")

a3\ 2 b\ 2 (3.5)
+e ser (—57\2 (a;b) @AW + s2A? (%) (p%W) .

Ale 3P W) = e 39 (Aw — 2sA@AVd - VW — sA@Adw)

(3.6)
+e7 5P (—sA2 V[P paw + s*A2 Vb2 prw) .
Tomemos M, satisfazendo
28 <M, < 2 (3.7)
B+ N PUBEN '
Substituindo (3.4) e (3.6) em (3.3), obtemos
PQW = Pyw + Pow + RQW, (38)
onde
Piw=w" —Aw + s?A%p2 (ch/l2 — IV(MQ) w
Paw = (Mi—1)shpr (6" —A¢) w—shon (16 = V) w
—2SA@x <d)/w/ —Véo- Vw) ,
e
Row = —M; sA@x <¢” - Ad)) w. (3.9)

Dado xo € RN\ Q definimos Ik, subconjunto de I', como sendo
M = {x € Iim(x) - (x — xg) > 0}.

Teorema 3.1. Suponhamos que exista xo € RN\ Q tal que I, C To, onde Ty CT. Entao

para cada m > 0, existem 7\0, so e uma constante C = C(sg,Ag, Q, X, m) tal que para

todo p comp,p € L*(Q) e ||pllix(q) < M, temos
T T
s?\J J e P ) <|v/|2 + !Vv|2> dxdt + 53?\3J J e 3 [v?dxdt
0Jo 0Jo
T T
+J J IPyw|?dxdt +J J |Pow|?dxdt (3.10)
0Jo

T

T 2
)
<C J J 25%|Lv|2dxdt+Cs7\J J ez, | V| grat,
Q 0 JTo 0

para todo s > sg, A = Ag e para todo v € X.
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Demonstracao. A prova serd feita em cinco etapas:
Etapa I - Primeiramente vejamos que é suficiente demonstrar o teorema 3.1 para Lyv
no lugar de Lv em (3.10).

De fato, como Lov = Lv —pv e ||p|[r~(qQ) < m obtemos
ILovl* < 2 (ILvP? + [pv?) < 2 (ILvl? + m?v?) . (3.11)
Sendo a desigualdade (3.10) valido para Lov, de (3.11), resulta que:

T T
SAJ J e25Pr <|v/|2+|Vv|2> dxdt+33?\3J J e P 3 v?dxdt
0Jo 0 Ja
T T
+J J |P1WI2dxdt+J J [Pow|*dxdt
0 Ja 0Jo
T

.
0
gcj J eQSW|L0v|2dxdt+CsAJ J eQS‘pA(py\‘—v

0Jo 0 JTo aT]

2
drdt

T

.
< QCJ J 625(9"|LV|2dth+CS)\J J e25Or
0 Ja 0 Jr

2 T
ov drdt 4+ 2m?cC J
on

0

J e2s®r|y2dxdt.
Q

Como @y > 1 em Q e tomando A > 1, obtemos A*@3 > 1. Portanto,
T

.
2m2CJ J eQSW|v|2dxdt<2m2>\3cJ
Q

J e P 3 lv[?dxdt.
0 0 Ja

Deste modo,

T

.
s?\J J e25Ph (Iv’|2+|Vv|2> dxdt+(s3A3—2m2A3C)J J e 7 3 [v|2dxdt
0JQ 0JQ
T T
+ J J |P1w|2dxdt+J J |Pow[?dxdt (3.12)
0JQ 0JQO
T T ov |2
<2CJ J ezs“”‘lLvlzdxdtJrQCs)\J J ey |—| dradt.
0 Jo 0 Jrg mn

2m?C
S3

Observemos que s3A% — 2m?A3C = (1 — ) s3A%. Como as integrais de (3.12) sao
positivas, tomando
2m2C

So > (2m2C)% = Ap:=1— 2
So

>0

2m?2C 2m?C

s>2sg=>0<Ag=1— 3 3
So S
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resulta que:
-

.
AOSAJ J e?SPr <!v/|2 + !Vv|2> dxdt + A0337\3J
o)

J e** P2 3 [v[*dxdt
0 0Jo

T T
‘|‘A0 J J |P1W’2dth + A() J
Q

0 0

J IPow[?dxdt
Q

2

dlrdt.

T T av
<2CJ J 623¢A!Lv!2dxdt+2Cs7\J J e25Pr
Q 0 JIo

0

Portanto,
T , -
s?\J J e?5Pr (Iv |2+|Vv|2) dxdt+33?\3J J e P 3 [v?dxdt
0Jo 0 Ja
T T
+J J |P1WI2dxdt+J J |Pow[?dxdt
0 Ja 0 Jo
T

.
<COJ J eQSWILVIdedtJrCO?\J J e25Or
0Jao 0 Jry

2
M drat,
on

onde Cy = %. Assim, obtemos (3.10) com uma nova constante Cy.
Etapa II - Céalculos explicitos

Notemos a imersao continua e densa
H?(Q) NHy(Q) — Hy(Q).
Portanto,
L*(0, T; H*(Q) N Hy(Q)) < L2(0, T; Hy(Q)),

¢ densa. Desta forma, como veremos adiante, podemos considerar a funcao v em
L2(0, T; H*(Q) N Hy(Q)).

De (3.8), segue que

(P1W + PQW)2 = (POW — R0W)2

e dai,

IPyw]? + [Pow* + 2P1wPyw < 2|Pow]? + 2[Row|?,

que substituindo em (3.3) e integrando em Q, obtemos:
T T
J J (IPywl* + [Powl?) dxdt + 2J

0 Ja :
<2J J 628(‘))‘|L0V|2dth+2J
0 Jo 0

J P1WP2Wdth

o (3.13)
J |R0W|2dth
Q

T

Comparando (3.10) e (3.13) desenvolveremos as parcelas J J P;wPywdxdt e
Q

0

T
J J IRyw|?*dxdt. Para tal, reecreveremos P; e Py, como segue:
0Ja

P1W:A1+A2+A3 e P2W281+B2+B3,
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onde,

"

Av=w's  Ay=—Aw; Ay =203 (19 — VL) w
Br = (Mi—1)sA@y (¢" —Ad)w;  By=—sA%@x (|0 — Vo) w
B = —2sA@x (W — V- Vw).

Denotando por
Ijk = (A]7 Bk)LQ((),T;LQ(_Q)) )
resulta que,
T
J J PiwPywdxdt = (Pyw, Paw) 2 g 1,120 Z L.
0Ja P
Antes dos calculos de alguns Iji, sao mencionadas identidades utilizadas.

Calculo de I,

Para isso utilizaremos integracao por partes, o fato de w € X e as identidades:
o ¢ =0; (Ad)" =0; Liw? = 2ww'; (@A) =Aprd;

o (Ad") = @ald” +APP).

Com efeito,

T

Iy = SA(Ml—l)J
0

J W' @y (q>” — Aq>> wdxdt
Q

T

= —AM - | JQw/ ((p;\ (¢” - Acp) w)l dxdt
= a0t [ [ w (0w (67 40) + o (07 - 40)) axas
=AM, — 1) OT fQ wwo, (¢~ Ad) dxdt
CA(M, — 1) OT PQ wn (0 — Ad) dxat
_ geMiml JO JQ %|W|2(p>\d)/ (q>” - Aq>) dxdt
—sA(M,; — 1) JO L w |2(p>\ —Aq)) dxdt

_ _gpd =M Ml J J |w|2<pA +>\|q>’|2) (cp”—Aq)) dxdt
0JO
)

—sA (M — 1)J0

L ARON (cb - Acp) dxdt.
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Calculo de I,

Usaremos integracao por partes, o fato de w € X, e dentre outras a identidades:

o (10 —1AdP) =2¢'¢p".

.
I, = _SAQJ J W wey (|q>/|2—|v¢|2) dxdt
0JQO

= o [ [ w [ (o o) (0 - 190) + o (01 - V0P | axat

0

sA [T d s
= S]] e’ (197 - [9oF) axat
Q

0

/
o0 [ | s (197 - IV0F) axdt
(0]

0

T
+s7\2J J 2w/wcp>\d>/d>”dxdt
0Jo

X N N B, )
= 5| | Pese’ (07— 190F) axat

/
o0 | | o (107 - IVP) duat
Q

0
T d "
+s7\2J J —[wPerd ¢ dxdt.
Utilizando integracao por partes, na primeira e na terceira parcela, obtemos:

SA3 T ! ! " ! ! ! "
Ly — ——J JQ WEI(@hd + ord”)(1d'F — [VOR) + @rdb' 20 b Tdxdt
T
+s7\2J J won (107~ IV6P) dxat
> Q
—sVJ jﬂ WP (@b 0" + orld”P)dxdt

T ) o "9 9 S}\S T 2 no 19
= __J J WE@Alp PId = IVOF)dxdt — —- J J Wi ead ¢ ["dxdt
Q 0JQ
.

.
J J Wwlerd” |Vd[2dxdt — sA3J
Q

0

0
+sA? J w [2@a <|¢ |2—|vq>|2> dxdt—sx?’J
Q 0

J Wleald P dxdt
Q

T ! 1"

J Wwleald P dxdt
Q

—s\? J w2@ald” [Pdxdt
Q

sat (T 2 N2 a2 2 HsA? [ 2 b2
o LR AR R e B IR e
2 0JO 2 0JQ
sAS (T " ! / /
+7J J Wl ead |Vd>|2dxdt+s7\2j J w @ (Id) |2—|V<1>|2> dxdt
0 Jo 0JQ

—sA? J wl2ald” Pdxdt.
o)

o
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Calculo de I3

Utilizaremos integracao por partes, Formula de Green, o fato de w € X, as identidades:
o Vor=AoaVd; VWP =w'vw,
dentre outras. De fato,

.
Li; = —zsxj J w oW’ — Vw - V)dxdt
0 JQO
.

.
= —QSAJ J w”cpAw’¢’dxdt+zs7\J
Q

J w @A Vw - Vpdxdt
0 0JQ

Troa, .,
_ —SAJ J 1w Pord dxdt
0 Jo at A
hT ! ! I
—92sA J w ((p)\VW-V(I)—}—(p)\(VW-Vd)))dth
Q

JO
T

T
= SAJ !w’IQ((p;\d)/ + @rd)dxdt — 237\2J

0JO 0
T

J w @, Vw - Vpdxdt
Q

J W @\V(w') - Vpdxdt
Q

0

T p T
= 57\2J !w/|2(p>\!d>/!2dxdt+s7\J J W Pord” dxdt
Jo 0 Jo
.

T
—2sA? J w ord Vw - Vpdxdt — sz J wV(Ww) - Verdxdt
JOo JO 0 JQO
T [ ! I T i "
= s?\ZJ W P@ald Pdxdt + SAJ J w Ppard dxdt
Jo 0Ja
P‘T i i T i
—25A? J w @rd Vw - Vddxdt — SJ J Viw 2 Ve dxdt.
Q Q

JO 0

Usando a Férmula de Green na tltima integral e observando que w' = 0 em X e que

Apy = N2 @A|lVP2 + AprAd, obtemos:

.
J J W' [PA@adxdt

.
J J VW' - Vrdxdt =
o) 0 Jo

0
/
_ —AJ J W PA@AIVOP + orAd)dxdt.
0 JO

Portanto,

T

.
Li; = s?@J J Iw/|2(p)\|d>/!2dxdt+s7\J J W Pord” dxdt
0 Ja 0 Ja
.

-
—2s\? J J w/(p;\d)/Vw -Vdxdt + SJ
o

J W oA AV + Ad)dxdt.
0 0 JO
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Calculo de Iy

Utilizaremos a Formula de Green, o fato de w € X e as identidades:

e V(o' —AP)=0;  A(oa(d" —AdD)) = ApalVOP +AprAd) (¢ — Ad).

Com efeito, .
r r
Iy, = (1—M;)sA Awerw(d” — Ad)dxdt
0 Ja
Jr-T r B
— (M, —1)sA Yw.V ((p;\w(cb _ Aq>)> dxdt
JOo JO
T p .
= (M;—1)sA Vw - (WwVoex+ oAVW) (¢ — Ad)dxdt
0JQ
JrT r .
= (M;—1)sA wVw - -Vor(d —Ad)dxdt
0JQ
o
+(M; —1) S?\J IVwlea(d — Ad)dxdt
Q

_ j VW2 - Vor(d" — Ad)dxdt

o

Q

L

(M — 1)sA J Vwl2on(¢" — Ad)dxdt
0JQO

_ (1 - Ml) T "
- TS}\L Q|w12A (@A(¢ —A¢)) dxdt
T
+(M,; — 1)37\J IVwlPea(d — Ad)dxdt
0

IVwiloa(d” — Ad)dxdt.

Calculo de Iy

Usaremos a Férmula de Green, o fato de w € X e as identidades:

o Tb _95.. D2p=2Id; D2p(v,v) =22 YN

axian i,j=1

o Vb =2(x—%0); |V =4Ix —xo%
N

) ¢\ )
o AIVOP =2 Z ( ax) L VIVOPR =4V
)

o Vo VIpI? =4V - Vo = 4VoF = 2D*¢(V, V);

o A(Qallp' P —IVOP)) = AN @Al VO +ArAD) (10 P — IV H?) —

— EAAIVOP.

I,
0
- wsﬁj Ll WE@ANVOP +Ad)(d" — Ad)dxdt
l

<—62¢’ )2 — 4N;

aXian

2AAV - V(IVHP)



Capitulo 3. Estimativa de Carleman para equacao da onda com potencial 66

De fato, T
by — svj J wAWeA (2 — Vo) dxdt
Q

OPT r ,

— g\ VW-V(W(p;\(M) |2—|v¢|2)) dxdt
JOo JO
T p

= —sN2| | Vw- (Vwealld'F — IVOP) +wV (@i’ — [VoP))) dxdt
JOo JO
T p

= —sA? Vw2 (10'2 — [V [2)dxdt
JO J

Q
)
j VWP - V(galld' P — [Vo2))dxdt

e /
_ _svj J VwPer(ld P — [VP)dxdt
Q

2 pT

ML j jﬂ WPA(all$'P — [VOP))dxdt

0
_ —sAQJ J VWP (02 — V2 dxdt
Q

SAZ (T ,
+ WEAN@AIVOP +ArAd) (Id | — IVH*)dxdt
\AO \AQ
57\2 rT p ) )
+7 Wi* (—2A@AVd - V(IVI*)) dxdt
uO MQ
SAQ rT p
+7 wf® (-(p;\A|V(|)|2) dxdt
J JQ

—(I)— !
- —57\2J J VwPa(Id = Vo) dxdt
Q
A3 T /
+S_J L WEQANIVOF +Ad)(Id ' — IVOP)dxdt

.
—287\3J' J WP A\D?$p(Vd, Vo)dxdt
0 Ja

T N 62(1) 2
—sA? L Ll wl?a Z (ax~ ax-) dxdt.
i,j=1 L.

Calculo de I»;
Utilizaremos a Formula de Green, integracao por partes, o fato de w € X e as identi-

dades:
o Vor =AoAV; Viw'ep' = Vw - Vo) = ¢ (Vw) — V(Vw - V);

1
e V(VW- V) -Vw = §V¢ -VIVW? + D2¢p(Vw, Vw).
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Com efeito,

;
237\J J Awlpr(W ¢ — Vw - V)] dxdt
0JQ

T

—2sA Vw - Vipa(w'd' — Vw - Vd)ldxdt
JO JQO
(T r ;o ow

+2sA er(wd —Vw - Vo)—drdt
JOo JTI an
hT r / !

—2sA o AViwd —Vw - Vo) - Vwdxdt
Jo JQ
hql— r ! !

—2sA Vw-Voer(wd —Vw - Vo)dxdt
-AO .JQ
(T [ ’o aW

+2sA erx(wd —Vw . -Vop)—drdt
Jo Jr on
nT r / /

—2sA oArld (VW) —V(Vw - Vd)] - Vwdxdt
uO J

T

Q
;
—25\? J PAxw ¢’ Vw - Vbdxdt + 2sA? J
0 Ja 0
.

J eAlVW - Vo[*dxdt
1)

+25)\J
0

. d
J or(W D — Vw- Vo) X drdt
r on

T

)
—23?\J J (py\q)/(Vw)/-dexdt+2s)\J

J eAV(Vw - V) - Vwdxdt
0 0Ja

T

;
—2sA\? J @Aw’¢’vW-v¢dxdt+2sx2J

J eA|lVW - Vo|[*dxdt
0 Ja

T

+237\J

J oW —Vw- ch)—drdt
0 Jr

T T
—s)\J J @A¢/—|Vw!2dxdt+2skj
o dt

0 0

J eAV(Vw - Vo) - Vwdxdt
Q

T

.

—25A? J J (pxwld)/Vw~Vd)dxdt+2s7\2J'
0JO 0
i

J eAlVW - Vo|*dxdt
o

+2$7\J

! i a
J oA(W b — Vw - V) 2 ardt
o Jr on

T

.
s?\JJ [ord'] |Vw|2dxdt+257\J
Q

J eAV(Vw- V) - Vwdxdt
0 0 Jo

T

|
—25\? J J P ¢’ ' Vw - Vbdxdt + 2sA? J
Q

J eAlVW - Vo|*dxdt
0 0 Jo

(T - ow
+2sA J er(wd —Vw - Vd))adrdt
r

JO

T p T
s)\J A@ald > + @ard )|Vw|2dxdt+sAJ J PAVd - VIVw|?dxdt
0JQ

0JQ

rT T
+2sA J PAD%Pp(Vw, VW)dxdt—2s7\2J J W' & Vw - Vdxdt
Q 0 JQ

T T

Jo
+2s\? J

J oAlVW - V¢\2dxdt+237xj
0

J oW —Vw- ch)—drdt
0 Jr
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Como Apx = AP \Ad, usando novamente a Foérmula de Green na segunda parcela,

obtemos:

T
123 = S}\J

0

-
+SJ
0

—2s\?

T

%

A@ald P + ord" ) Vi dxdt — sJ

0

J VWA, dxdt
o) o)

T
| |2 (P}\

r
T

%

drdt + 257\J

J @AD?d(Vw, Vw)dxdt
0 Jo

T

—

J (pxw/d)/VW - Vdxdt + 25A2J
Q

J oAlVW - Vo|*dxdt
0JQO

0

+2sA

—
° A

i I a
J or(W ' — Vw - Vo) X ardt
r on

T T
_ sAJ (Acpx|¢’|2+cpm”nwﬁdxdt—sxj J VWPAAVOP + orAd)dxdt
0JQO Q

0
.
—|—s7\J J Ilez(p)\a—q)drdt—st)\J J @AD%d(Vw, Vw)dxdt
oJr on 0Jo

—

T

d

—237\2J J (py\w,d)IVw-Vd)dxdt%—Qs?\QJ
0JQ 0
.

J PAlVW - Vo|?dxdt
Q

+237\J

! / a
J oA(W D — Vw- V) X ardt.
o Jr on

Do teorema da regularidade escondida 2.4, resulta que:
-

.
Ly — svj J mlwmqﬂ?—rV¢|2)dxdt+sAJ
0 Q 0
T ad) T
—I—sAJ J —dth+237\J J PAD?p(Vw, Vw)dxdt
0 r a 0 JO
T
—237\2J J @Aw’q)’vW.vq)dxdtJrzs)\?J
0 JQO 0
.
—237\J J ©x ad)
0 Jr on
T !
- svj J oA VWl |2—|v¢|2)dxdt+sxj
0JQ 0
T ad)
—s?\J J
oo

!
—QSAQJ J (pAw/d)/Vw-Vd)dxdt—f—Qs?\QJ
0 JO 0

j oA VWP(0” — Ad)dxdt
Q

on

.
J PAlVW - V[*dxdt
o)

an
T 1

J oA VW(" — Ad)dxdt
Q

.
J J eAD%d(Vw, Vw)dxdt
0JQ

.
J eAlVW - V|*dxdt.
Q

Calculo de I3

;
Ly = J J SR Q2W(0' P — [V (M, — 1)sA@a(d” — Adp)wdxdt
0JO
;

= (M; —1)s*A3 L

L e3P P — IVOIP) (d" — Ad)dxdt.
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Calculo de I3,

;
Ly = J J SR E2W(Id P — [VOP) (—sW@aw)(Id 2 — VP Jwdxdt
0JQO

.
= || R0 - TP Paxdt
0JQO

Calculo de I35
Utilizaremos a Férmula de Green, integracao por partes, o fato de w € X e as identi-

dades:
« QAOT = VL)V = 5V (@R (07— IVOP)) + 55Vl

o A(@RID = IVOP)) = IN@XVIP('T — [VOP) + 3A@XAd(Id ' — [VPI*) —
APV - VIVOP — @AV I

o A@X = INQIVOL + 3Ap3AD;
e A =2N, A|VP]? =8N, V¢ -VIVp]? =2D%dp(Vd, V).

De fato,

)
Ly — J J A @2 (12 — [VOP) (—25A@) (W ¢ — Vw - V) dxdt
0 JQO

T p
= —s3\3 e32ww ¢ (| '|* — [VP|*)dxdt
Jo JO
rT p
+85A3 P2 (1p' 2= V)V - (2wVw)dxdt
Jo JO
(T d / /
= —s°A —mwPeid (Id | — Vo) dxdt
Jo Jo dt
T p
+5°A3 03 (10 * — VPV - Viw dxdt
Jo JO

J
_ st L WPl (6P — [VP)] dxdt

4

gkzv@i] - Viw[2dxdt

323 ! 1 3 112 2
ron [ [ |50 (k007 - ) +

0

;
= || P [ho0 PO — IVOF) + o} 10— 190F) + 203010'F] dxdt
0
' 1 : 4
w0 [ [ |50 (02007 - 90P1) + 5 v0R ] - Thwraxas

0
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T T
3s3x4j J |w|2<p§|¢’|2(|¢’|2—|v¢|2)dxdt+s3x3j J wledd (1 — IVHP)dxdt
Q 0JQ

322 T

A
+2s3A3J [, weeterio Paxa+ S |
Q 3 0

J V (@310~ V) - ViwPdxdt
Q

4 3\
S J J Vo3 - Viw[2dxdt
o)

T

J gl " (102 — [V ) dxdt
Q

Q 0

3s37\4j J |w|2<pi|¢’|2(rq>’r2—rvq>|2)dxdt+s3x3j
0
)

sIAZ [T )
w280 || pwede o Paxde— S || wRa (o} (077 - IV6P)) deat
0 Jo 3 JoJo
43\ (7
—S—J J w2A@3 dxdt
9 0JO

T T
3s3x4j J w2314 (1 |2—|v¢|2)dxdt+s3x3j J W22 (16" — [V P)dxdt
0JQO 0JO

T T
+2s3x3j J Wl | |2dxdt—3s3x4j j WRGLTHR(G 1 — [VPP)dxdt
o Q

0

.

—33)\3J J w3 Ad(|d? — |Vd>|2)dxdt+233)\3j J WiV - VIVH[Adxdt
Q 0

T

37\2 T )
J J w23 AlVo[?dxdt — 455?\3J
Q

J WP [Vo2dxdt
0 0JQO

4337\2
3

T T
3N || PO P9 - TPdxde 8| imede (97 - IVoR)axdt
Q Q

0 0

;
J J wl*@3 Adpdxdt
Q

0

T T
+233A3J J |w|2<p§q>”|¢’|2dxdt—3337\4J
Q

j Wl [VOR(10' 2 — [V dxdt
0 0 Q

T

!
—337\3J J lechi’\Ad)(lcb/lz—!V¢I2)dxdt+4s37\3j
Q

j WPl D%(V, Vo) dxdt
0 0 JO

8Ns*A? (T 2 3 343 ! 2
+ 3 w|“ @5 dxdt — 2s°A We3D?*¢p(Vd, Vo)dxdt
0 Ja 0 Ja

8Ns3A2 T
_ oS JJ wl*@3 dxdt
3 0JQO

)
3s3x4j j w23 (16" — [VP)dxdt
Q

0

.
+s3A3J J WPl (b — Ad) (]2 — [VHP)dxdt
0 TQ
+2337\3J
0

|, wPog (4710 + D%0(V9., Vo)) axct
[0}
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T

Etapa III - Estimar J
0
Dos célculos dos Ij’s obtidos anteriomente, temos:

T 3
PiwPowdxdt = L;
j jQ WP, S I

0 j k=1

J PiwPowdxdt
Q

T

.
— QSAJ J Iw’!2(p;\cl)”dxdt—Mls7\J J W Per(d” — Ad)dxdt
0 JQ 0 JQ

T

+2sA? J

J O (Iw'!2!d>'!2 — W d' VW -V + |V - VW|2> dxdt
0 JQO

2
@drdt
on

ow

T T
+Mls7\J J !VW!Q(p;\(d)"—Ad))dxdt—sAJ J O
0 JQ 0o Jr

T

+2s7\J

J @AD%d(Vw, Vw)dxdt
0 Ja

:
M [ | w0 E — V0P — Ad)axdt
0JO
T " !
2% | | ek (7167 + D*6(V, V) axc
0JO
T

+2337\4J

J 03 W02 — [V 2dxdt + X
0 JO

Usaremos aqui as identidades:

o ¢ =—2p; Adp = 2N; D2p(Vw, Vw) = 2|Vw|?.

Logo,
T T , T ,
J J PiwPowdxdt = —4[537\J J Iw Ich;\dxdt+2M1(f3+N)s7\J J w [>@dxdt
0 JQO 0JO 0JO

T

+2s>\2J J AW + Vo - Vw)2dxdt
0JO

T

0
T

—237\J J ©x
0oJr

ow
—2”?) + N)M1$37\3J

J IVw[?pdxdt (3.14)
Q

2 T

(x —xp) -n(x)dlrdt + 437\J

0

J @Al VW2 dxdt
on Q

.
J e3Pl P — V) dxdt
0 JO
.
+2337\3J
0
.

J w3 (d)”lda’l2 + 2!v¢|2) dxdt
Q

+233A4J

j W10 — [VHP)2dxdt + X,
0 JO
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onde:

! 1_M T " ! 1
X, = —sxj w |2<pAA¢dxdt—TlsA2j J WPer(d + A P — Ad)dxdt
0JQO
:

SA4 T / ! 5 ! "
- J wleald P(ld | — V) dxdt — 537\3J J wl@ald [Pd dxdt
o) 0 Jo
T

sAS (T T )
+— Wwlerd [Vd|“dxdt — sA
Q 0

J w2V b[2dxdt
Q

T T
—57\2J J Wwleald " Pdxdt + S?\J
0 Ja

0

J W Por(Ad + NVOP)dxdt
Q

:
sﬁj j WPor(” — Ab)(Ad + AIVHP)dxdt
QO

0
T

—sA JT L IVwWlea(d” — Ad)dxdt — sA? J

J V2o (d'[2 — [V dxdt
0 0 Jao

3 prT
L J J Wler(Ad + AVOR) (102 — V[ dxdt
0 JO

2
2
J W @a E a ax] )2dxdt

JQ eAlVW (" — Ad)dxdt.

T T

—237\3J J |w|2(p;\D2d)(Vd),V(|))dxdt—SAQJ

0 JQO 0

T , T

+sA2J J o[ VW2(d |2—|Vd>|2)dxdt+s7\J
Q

0 0

Observando que alguns termos se cancelam, resulta que:

Xl = — 2M15}\2j ‘[Q |W|2(p)\((b"+A|¢’|2)(¢”_A¢)dxdt
0

—S}\4 ! ! ! 5 T ’ 1
- J J Wwleald P(ld > — V) dxdt — —s?\?’J J wleald e dxdt
2 JoJo 2 0Jo
T T
—I——J J Wlerd |Vd[Pdxdt — 87\2J
Q

J WPl Pdxdt
0JO

]
N2 J j WA (D" — Ad)(Ad + NV dxdt
0JQO
A3 T ,
L J j WP @A (A + AV (16 P — Vo) dxdt
0 JO

[ Z

Agora iremos estimar cada uma das nove parcelas de X;.

-
)2dxdt.

.
—23A3J J |w|2(p>\D2d)(Vd),Vd))dxdt—SAQJ
Q

0 0

Lembremos que:

o ¢’ = 2Bt ¢ =—2p; Ap =2N; D?(¢) = Id;

N 2 2
o V|2 = 4x — xol% Z ( 9 d).) = 4N.
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Sendo Q limitado e xo € RN \ Q, existe R > 0 tal que
IV* < 4R?.

Como @ = e A>0e ¢ > 1em Q entao,

Como e* > a, V ae€ R, temos

Px=Ab =N em Q.

Tomando A > 1, segue que:

Primeira parcela de X;

)
‘——1_;415?\2J J Wi2ea(d” + Al ) (d” —Ad))dxdt‘
0 JO
)
< s JO JQ W] — 2B + AMB2t2| — 2B — 2N|dxdt
T

< 1 MI(B -+ NJsN |

J W2 (2BA 4+ A4B2T?)dxdt
0Jo

;
< |1—Mll(B+N)(26+4[52T2)s7\3J J wl* @3 dxdt
o

o 0

"
Cy
T

= CysA3 J w3 dxdt.
Jo Jo

Segunda parcela de X;

.
—¥J JQ !chpAIdeQ(!d)'P—yv«py?)dxdt’

0
.
< %J J AW @r4R2 2 (4R + 4R?)dxdt
0 JO

:
< (4[32T2+4R2)2(52T237\3J J w3 dxdt
Q

N 0

-~

T
= Cgs7\3J J |3 dxdt.
0Ja
Terceira parcela de X;
5 T / " 5 T
'——37\3J J wleald o dxdt‘ < —37\3J J Wl @r4p*t?2B dxdt
2 0Ja 2 0Jo
T
< 2()[33T23?\3J J w2 rdxdt
N~ 0 Jo
Cs
T
< C337\3J J W[ @3 dxdt.
0Jo
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Quarta parcela de X;

sA3 [T " sA3 (T
——-J J‘ WW2@A4)|V“M2dth‘ < ——-J J‘ Wi px2BARdxdt
2 Jo Ja 2 Jo Ja
.
= 4R2[33)\3J J w2 rdxdt
Cy
.
< C4s7\3J J w|* @3 dxdt.
0 Jo

Quinta parcela de X;

T T
‘—s?@J J |w|2(pA|d)”|2dxdt‘ < S?\QJ' J Wl @r4p?dxdt
o) o)

0 0

.
= 4p> s?\QJ J Wl @ dxdt

Cs
-

N

C5S)\3 J

J Wl @3 dxdt.
0Ja
Sexta parcela de X;

.
JQ WPer(d —AP)(AD + AIVd)!z)dxdt‘

—1’;\41 SA2 J
0

)
< |1*2T\/ll| SA2 J

J W@ (2B + 2N) (2N + A4R?)dxdt
0JQ

T

< - MB N

J wl*@3 (A2N + A4R?)dxdt
0 Jo

T
< |1—M1|(B+N)(2N+4R2)s7\3j J w3 dxdt
~- Q

d 0

Ces

.
J w|? @3 dxdt.
o)

= C6$A3J
0
Sétima parcela de X;

.
o J JQ Wl@A(Ad +AIVOP) (1d' ] — |V(I>|2)dxdt’

0

N

h
sx J J W2 @a (2N + A4R?) (4B%t* + 4R?*)dxdt
0JQO

;

N

2(B2T2 + R2)s7\3j

J w|?@a (A2N + A4R?)dxdt
0JQ

T

N

2(B%T? + R?*)(2N + 4R?) s7\3J

0

J Wl @ Adxdt
Q

Cr

.
J w3 dxdt.
o

N

(:78)\3 J

0
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Oitava parcela de X;

T T
‘—237\3J J |w|2(p)\D2cl)(Vd>,Vcb)dxdt‘ < 237\3J J w22V [>dxdt
Q Q

0 0

X
< 8RZsA? J

\/./ 0
Cs

J w2 rdxdt
o

T
< C887\3 J

J Wl @3 dxdt.
0Jo
Nona parcela de X;

2 ! 2 = 62(]) 2
—sA t
s JO Lz W @Aizj_l(axiaxj) dxd

T
< s?\QJ J Wl A4Ndxdt
0Ja

T
_ 2 2
= élﬁ/s)\ L JQ [wl“@dxdt

Cy
-

< CQS}\3 J

J w3 dxdt.
0 Jo

Entao, para A > 1, s > 0 e Cy = max Cj, temos:
1<i<9

T

IX;] < COSAQJ J |w|2(p§\dxdt.
0 Ja
Etapa IV

Como M; verifica (3.7), definimos My := 2M; (3 + N). Portanto,
4B < My < 4.

De (3.14), obtemos:

T

.
J J PiwPywdxdt = (—4[3+M2)s7\J
Q

J W' dxdt
0 0 Ja

.
+23)\2J J AW b + Vo - Vw)2dxdt
0JO
.
+(4—M2)s7\J J IVw[?@,dxdt
0 JQ
T 2
d
—ZSAJ J P ds (x —xo) -m(x)dldt
oJr on
T
Mas®\? J J QWP — V) dxdt
0 JQO
b T - 1" !
+255?\3J J w3 (d> [ |2+2|v¢|2) dxdt
0 JO
T
+2337\3J J E3WPA(Id' 12 — [VP|?)2dxdt + X
0 JO

(3.15)
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Definimos F; como:
Fald) = A (10— 1V07) 22 (167~ 1VP) + (6"16'F + 207 0P)

Sendo @x(W'd" + V- Vw)? > 0 e usando a definicao de Fy, obtemos:

T

-
J J PiwPowdxdt > (—4p + Mz)sAJ
0Ja 0

J IVw|?@adxdt (3.16)
Q

2

(x —xo) -m(x)dldt

J W' P@adxdt
o)

T
+(4 — MQ)S)\J

0
-
—QSAJ J ©x
oJr

.
+2337\3J J @3 WFa(d)dxdt + X;.
0JQ

ow

on

Estimaremos a penultima parcela de (3.16). Para isto, reescreveremos F, usando a

definicao de ¢.

Falp) = A(4P** —4lx — XOP)2 — % (4B%t* — 4hx — xo*) + (—8B°t* + 8|x — xo|*)

= 16A (Ix —xo|* — [32t2)2 + 2Ms (Ix — xo* = B*t%) + 8 (Ix — xo* — p°t?)
+(8B — 8B) (Ix — xol* — B*t?)
= 16A (Ix —x0|* — ﬁ2t2)2 +2(My +4pB) (Ix —xo|* — [52’(2) +8(1 — B)x — %o

Como 0 < P <1lexydQ, existe K> 0 tal que
8(1—B)x—x)*=>K>0 V(x,t)e€Q.
Seja X := [x — xo|> — B%t2. Logo,
Fa(d) = 16AX* +2(My + 4B)X + K := Py (X).
Vejamos que P, é uma equagao quadratica em X, com descriminante
A =4(Ms +4B) — 64AK.

Para A > Ag > 1 temos que A < 0. Assim P, nao possui raizes reais e sendo 16A > 0,

obtemos que P, > 0 para todo X. Deste modo, para A > Aq, existe &y > 0 tal que

ig?é% PA(X) = .
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Assim, para A > A
Fy\((l)) 2 P}\(X) 2 Xp e€em Q

De (3.17) e (3.16) e tomando 0 < Cy < min{My — 4,4 — My, 2y, 1}, resulta que:

T

T
J J PiwPowdxdt > (—4p + Mg)sAJ
0Jo 0

J Vw2 @ dxdt
o)

2

(x —xo) -n(x)dldt

J W' [2prdxdt
o

T
+(4 — MQ)S)\J

0
-
—237\J J ©x
0oJr

.
+2008 A3 J
0

ow
on

J (p§\|w|2dxdt + X1
Q

WV

N
CQSAJ J (pA(IWIIQ—i— IVw|?)dxdt
0

afe

+C, 33?\3J J 3wl dxdt + X;.

ow

a (x —Xp) -n(x)dlrdt

De (3.15), segue que:

T

X1 = —C()S)\gJ

J (pz;’\IWIdedt.
0Jo

C C
Tomando sy > 0 tal que sy > (C_O) e C3:=Cy— 3—20, temos que:
2 0

C
0<Cs3< CQ—S—0<C2<1 para s = Sg,

e deste modo obtemos,

T

.
Cos3A3 J J e3wldxdt +X; > (Cys®A% — CosA?) J
0 Ja 0

T

= C3837\3 J

J p3wl?dxdt.
0 Ja

Utilizando esta tltima desigualdade em (3.18), obtemos que

)
J or (W' + [Vwl?)dxdt
Q

2

(x —xo) -m(x)dldt

T
J J PiwPowdxdt > C;;s)\J
Q

0 0

;
+C3337\3J 3wl dxdt,

J exlwl*dxdt
o)

Co T
— (C2 — —) 3A3J J e3wrdxdt
52 0Ja

(3.17)

(3.18)

(3.19)
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para s > sg e A = Ag.
De (3.9), vale que:

T T
J J [Row[?dxdt = MfsQAQJ
o

J or(0" — Ad)wPdxdt
0 0 JO

.
= Mfszk24(B+N)2J J palw?dxdt
0 Ja

,
= Mgs%\?J

0

J pawl2dxdt. (3.20)
o

M2 M3
Tomando Ag > 0 tal que Ay > Cos e Cy = (Cg — ﬁ)’ temos que:
280 0o

2

M;
0<Cy < C3—§<C3<1 para s = Sg, }\27\0,

e deste modo,

T T

C?,SB)\3 J

J @5 wl?dxdt — M3s*A? J
0Jo

J 3wrdxdt
0Ja

M2 T
<C3 — ) 837\3J J @5 wl*dxdt
SA 0 Jo

T
2 (:433}\3 J

J @3 wl*dxdt, (3.21)
0 JO

para s > sg e A = Ap.

De (3.19), (3.20) e (3.21), temos que:

T T T
J J P,wPywdxdt — J J IRow|?dxdt > C4s7\J J (!w,!2 + |[Vw|?)dxdt
0 Ja 0Ja

ow
—237\J J O a (x—xo) ‘n(x)dlrdt
+C4337\3J J (p)\|W|2dth (3.22)

para s > sg e A = Ap.
Como por hipétese, Iy, C I, considerando M = max {1, sup |x — x0|} e utilizando a
x€EQ
desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos:

T ow 2 Tr ow 2
j J on |29 (x = xo) -m(x)drdt < J on | 290 (x = xo) - m(x)drat
0o Jr on 0 Jry on
Tr ow 2
< || orfon] k= ralmixlarat 23
0 Jrg T
T 2
0
< M J or | 22| ardt.
Jo Jry on
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De (3.22) e (3.23), resulta que

0 0

T T
J J lePgwdxdt—J J [Row|?dxdt > C4s7\J
Q Q

T

0

.
—QMS)\J J ©x
0 Jry

;
J @3 wl*dxdt,
Q

ow

on

+C453)\3 J
0

para s > Sg ¢ A > Ag. Utilizando (3.24) em (3.13) ganhamos:

T

.
2J J e2S P LovfPdxdt > J
0 Ja 0

g

0

+2C4S}\J

-
0
—4Ms7\J J ©x hid
0 Jr,

+2C4S37\3 J'

J IPyw|? + [Pow|?dxdt
Q

T T
J J P;wPowdxdt — J J |R0w|2dxdt)
0JO 0JO

.
> J J IPyw|? + [Pow|?dxdt
Q

T

J or (W' + [VwP)dxdt
0JQO

2
drdt

o
!

J @3Iwl*dxdt,
0JQ

para s > sp e A > Ay. Como 4M > 2 e 0 < C4 < 1, resulta:

.
4MJ J e LyvfPdxdt >
0 Ja

.
C4J J IPyw|? + [Pow|?dxdt
0JO

.

+2C4S7\J
0

-
—4Ms7\J J ©x
0 Jrg

.
J p3wl*dxdt,
I}

J on (W' + [Vwi?)dxdt
Q

2

W™ irat

on

+2C4337\3 J
0

para s > sg e A > Ag. Dividindo por C4 e tomando C = %, obtemos

0

0

T T
<CJ J eQSW|L0v|2dxdt+cs>\J J O
Q 0 JIy

0

para s = sg e A = Ag.

.
25\ J J (pA(IWIIQ—l—|VW|2)dxdt+2537\3J
Q

T

J e3wrdxdt
0 Jo

T T
+J J |P1W|2dxdt+J J [Pow|?dxdt
Q Q

0

ow

2
rdt
an | 4rd

2
drdt

J o (W2 + [Vw]?)dxdt
Q

(3.24)

(3.25)
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Etapa V - Retorno a v

Como v = e $® w, entao

V= —sApad et w e S e Vv = —sA@ Ve S w4 e S Tw. (3.26)
Sendo w = 0 sobre Z, de (3.26), temos

Vv =¢e *°*Vw sobre IX.

Logo,
AL
on on

Quadrando, e em seguida multiplicando por @, e integrando, obtemos:
%

T 2 T
0 0
J J e2$Pr dth:J J O W
0 Jry on 0 Jry

Considerando p = max {2|d)/|2, 2|Vd)|2} e observando (3.26), temos:
x[0,T]

sobre ZX.

2
drdt. (3.27)

on
ax[0.T
! ! ! 2 ! !
2Py 2 = ‘—s?\(pxtb w4+ w ‘ < 2w P+ 252A% 03| [Pw?

< 2w P+ psPA2@2e 2 em Q.

eBPVYP = |—sA@awVd 4+ Vw|* < 2/Vw|? 4+ 252A202 |V b |w)?

< 2lVWP 4 ps?A?@ie® M P em Q.
Somando,
e?5Prpy (!\/IQ + !Vv!2> < 2e%5Ph (IWII2 + !VW\2> +2ps'A%@5e* P v* em Q.

Portanto,

T T
s?\J J e25Pr (Iv/l2 + |Vv|2> dxdt + 337\3J
0 Jo 0

< 2sA

J e 3 [v[2dxdt
Q

.
e25Pr (IV\/I2 + \VWIQ) dxdt + 2ps?A? J

J e P 3 [y’ dxdt
0 Jo

0 u_l(l
+s3A3

—

J eQS(PA(pilvlzdxdt
Q

0
rT

— 2sA 29\, (|w’|2 + |Vw|2) dxdt + (2ps2A2 + 33?\3)J
JOo JO 0

T

J e P 3 [v[?dxdt.
o)

Tomando Ay > 0 e 5o > 0 tal que 2p < sgAg, temos que 2ps?A? < s3A3 para s > s,

A > Ag e deste modo,

T

.
SAJ J RLYON <|v/|2 + |Vv|2> dxdt + 337\3J J e P @3 [v[*dxdt
0 Jo 0 Ja

T

a
< 23?\J J e25Pr gy (!w’!z + !Vw!2> dxdt + 2337\3J
Q

J e P @iy’ dxdt. (3.28)
0 0 Jo
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Substituindo (3.27) e (3.28) em (3.25), obtemos a desigualdade de Carleman:

T T
s?\J J e25Pr gy (Ivll2+|Vv|2> dxdt—|—537\3J J e P 3 [v?dxdt

0Ja 0 Ja
T T
+J J IP1WI2dxdt+J J |Pow|?dxdt
0Jo 0 Jo

! i ov

<;CJ“[ e%@AH@dexdt+—CsAJ J‘ e Pr )
Q 0 Jry aT]

0

2
drdt,

para s > Sg, A = Ag e para todov € X. O

Observagao 3.1. Na desigualdade de Carmelan (3.10) podemos tomar —T no lugar de
0, com as devidas adaptacoes em X definido em (3.1). Veja J. P. Puel [35].



Capitulo 4

Controle Exato na Fronteira

Neste capitulo faremos a controlabilidade exata na fronteira da equacao da onda. Para
isso, consideremos o problema,

u —Au+pu=0 em Q;

u=v sobre Iy x (0,T);

u=0 sobre T'\ Ty x (0,T);

(4.1)

w(0) =uy, u'(0)=u; em Q,

onde as condicoes iniciais (ug,11) € L2(Q) x H™1(Q), o potencial p é tal que p, p’ €
L*(Q) e o controle v € 12(0,T;L2(T})). Pelo teorema 2.5, o problema 4.1 possui uma
Unica solucao ultra-fraca u, e pelo teorema 2.6, temos

ue CO0, T L*(Q)) N CH([0, T HH(Q)).

A controlabilidade exata para o sistema (4.1) pode ser formulada como sendo: para
T > 0 e para todo par (@, 1) € L3(Q) x H}(Q), deve-se encontrar um controle
v € L2(0, T; L2(T}y)) tal que a solucao u = u(x, t,v) satisfaca
wWT) =@y e u(T)=¢; em Q. (4.2)
Observacao 4.1. Devido a linearidade de (4.1), basta considerarmos o caso em que
®o = @1 =0.
De fato, seja o resultado verdadeiro para este caso. Dado (g, @) € L2(Q) x H71(Q),
seja Yy a solucao ultra-fraca de
Yy —Ay+py=0 em Q;
y=0 sobre X;
y(0) = @0, y'(0) =—¢@1 em O,

82
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fornecida pelo pelo teorema 2.5. Do teorema 2.6, segue que y(T) € L2(Q) e y/(T) €
H~(Q). Do que foi admitido, para as condicoes iniciais (uo—y(T), u; +y (T)) € L2(Q) x
H~1(Q), resulta que existe um controle v € L2(0, T; L2(T)) tal que a solucao ultra-fraca,
z, de

z' —Az+pz=0 em Q;

z=v sobre [ x (0,T);

z=0 sobre T'\ Ty x (0,T);

z(0) =up —y(T), z(0) =u +y'(T) em Q,

satisfaz z(T) =0 e z'(T) = 0.
Definindo w(t) := z(t) + y(T — t), temos que w verifica

w —Aw4+pw=0 em Q;
w=v sobre [ x (0,T);
w=0 sobre '\ Ty x (0,T);
w(0) =uy, W(0)=u em Q;

w(T) = @, W(T) = @1

Portanto, w é solucao de (4.1) e pela unicidade da solucao ultra-fraca, segue que w = u,
isto ¢, existe um controle v € L2(0, T; L2(T})) tal que a solucao ultra-fraca de (4.1) satisfaz
(4.2).

Para tal usaremos a Desigualdade de Carleman, feita no capitulo 3, para obtermos
a Desigualdade de Observabilidade e concluiremos utilizando o Método da Unicidade de

Hilbert, (HUM).

4.1 Desigualdade de Observabilidade

Consideremos o sistema adjunto

W — A +p =0 em Q;
P =0 sobre I; (4.3)

Y(0) =g, $'(0)=1; em Q,

onde Py € H5(Q), ¥, € L2(Q) e p, p € L®(Q). Pelo teorema 2.2, o problema (4.3)

possui uma unica solucao fraca \, e pelos teoremas 2.3 e 2.4, temos

¥ € C0, T HYQ)) 1 CHI0 THIX(Q)) @ 90 e 120, T:12(). (44)

m
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A energia do sistema (4.3) é dado por

1 1
E(t) := §|1|) (t) %2((1) + §||1|)(t)||$4(1)(g)>

e desta forma para t = 0, temos

1 1
Ey = E(0) = ﬂ W [Pdx + —J Vol dx.
Q Q

2

A desigualdade desejada é obtida pelo teorema a seguir.
Teorema 4.1. Seja Iy C T e suponhamos que
e emiste xo € RN\ Q tal que Ty, C Ty;

e T >2sup|x—xg.
x€EQ

Entio existe uma constante positiva C tal que para toda By € HY(Q) e Py € L2(Q), vale

que

2
W grat.
on

|
|
0 JIoy

onde, \p € a solucdo fraca de (4.3).

Demonstracao. A prova serd feita em etapas.

(4.5)

Etapa I - Primeiramente faremos algumas estimativas para o funcional energia. De-

vido a imersao continua e densa

L2(0, T; H*(Q) N Hy(Q)) < L*(0, T; H3(Q)),

como veremos adiante, podemos considerar a fungao P em L?(0, T; H*(Q) NH(Q)). Dai,

multiplicando (4.3); por V', integrando em Q, e utilizando o Teorema de Green na segunda

parcela, obtemos

0 = Lw”(t)w’(t)dx—J

Q Q

- Lw”(t)w’(t)dwj

Q r

+ J PP (D dx.
Q

De (4.3)5 segue que 1’ = 0 sobre X, e portanto,

j xp”(t)w’(t)dwj vw’(t)-vw(t)dwj POV (t)dx = 0.
Q Q Q

V(1) vw(t)dx—J V(1)

/

on

w’(tmw(t)dwj PPV (1) dx
a_ll)

(t)dr

(4.6)
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Por outro lado,

rm
—
—+
—
I
—
<
—
+
—
<
—
t
—
—
+
—
—
<
—
—+
—
<
—
—+
—
—
—
I

J w”(t)w’(t)dwj V' (1) Vb (t)dx. (4.7)
Q Q

B+ | pOw(o (tdx o (4.8)

Usando as desigualdades de Holder e Young, segue que

H PO (D)dx
Q

< ||p(t)\|mmLw(tmw’(t)ldx
< ||p||L°°(Q}|1b(t)|L2(Q)N),(t)’LQ(Q)

< el (G000 + 3ho'(0PR)).

Utilizando a desigualdade Poincaré-Friedrichs, e assumindo sem perda que sua constante

~

C > 1 e tomando Cy = 62, temos

N

U PPV (t)dx
Q

/C\2 !
IPlli=a) (7!|11)(t)!|2 + 5 (tn?)

N

ol (SOOI + 30 0F)  (19)

< Collpllie i) E(L).
De (4.8) e (4.9), temos
—Collplli=(@ E®) < E'(6) < Col[plli=(o E(L). (4.10)

Da desigualdade a direita em (4.10), segue que

d

dt (e_collv\le(Q)tE(t)) SO

Integrando de s a t, onde s < t € [0, T] e dividindo por e~ ColPllhe@t resulta que
E(t) < eCollPlhe@(=s)E(s) para s <t em [0,T].
Analogamente, utilizando a desigualdade a esquerda em (4.10), obtemos
E(t) < eCollPlie@s=YE(s) para t <s em [0,T].

Desta forma,

E(t) < eCollPlie@t=sIE (g) para t,s € [0, T]. (4.11)
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T

Fazendo s = 5 em (4.11) e definindo Ep = E(%), segue que

E(t) < eCOHp”L“(Q)‘t_%'EM < eCollPlhe@TE, para todo t e [0, T]. (4.12)
Analogamente, fazendo t = %,
Em < eCollPlie@TE(s) para todo s € [0, T]. (4.13)

Etapa II

Como xo € RN\ Q, definimos

2
d)M(Xv t) = |X _XO|2 - B <t_ ;) + MOa

onde 3 é escolhido tal que

4
1> > — sup |x — xo|?
B> 3 5up e =%

e My é escolhido de modo que
dm =1, paratodo (x,t) € Q x (0,T).

Assim, temos que:

T\’ T
dm(x,t) =[x —xo|* — B (t—g) + Mo < Ix —x0* + Mg = om (7%5) Vtelo,T]
Visto que, xg € RN\ Q, entdo
T 2
dm X,E =[x —x%x0l"+Mog>My VxeQ.

Sendo ¢ continua e Q x [0, T] compacto, existe p > 0 tal que
T T

dm(x,t) = Mg, V(x,t) € QX E—p,§+p . (4.14)

Devido a escolha de 3, temos
T2
omx, T) = om(x,0) = [x — Xof* — BZ + My <My, VxeQ.

Novamente, da continuidade de ¢, existe 6 > 0 tal que

dmx,t) < My, V(x,t) e Q x[0,8]U[T—5,TI. (4.15)

Tomemos uma fungao 05 € CF ([0, T], R) satisfazendo

0<0; <1, Ve [0,T] e 05(t) =1 Vte[5,T— 3. (4.16)
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Uma construcao da funcao 05 pode ser encontrada em [10] ou [25].
Etapa II1
A ideia é utilizar a Estimativa de Carleman em 1. Porém nao sabemos se { € X,

!

visto que nao temos conhecimento se P(T) =1 (T) = 0 em Q. Isto nos leva a definirmos
z(x, 1) == 05 (thb(x, ),
onde 1 é a solucao de (4.3). Portanto,
2 =0+ 2050 + 05" e Az =05A. (4.17)
Por (4.17) e (4.3)1, segue que:
2" —Az+pz =031 + 2050 + 05 — AP+ ph) = 051 + 2051 .

Logo,
lz=z2"—Az+pz= Ggll) + 26;11)' em Q;
z=0 sobre ZX; (4.18)
2(0)=z(T) =0, 2(0)=2(T)=0 em Q.
Da regularidade de { em (4.4) e de (4.18), concluimos que z € X, definido em (3.1). Para
A > 0, denotamos

(p7\ (X, t) — e?\(bM (X7t) .

Pela Desigualdade de Carleman, existem sg, Ag e C; tal que para todo s > sg e A > Ag
temos
T !
sxj J ey Iz + Vz?) axat
T 070 T

2s 2 2s 0z
<G e *PMLz|[*dxdt + CysA e S
Q 0 Jrp on

0

2 (4.19)
drdt.

Comparando (4.5) e (4.19), somos levados a majorar o primeiro termo a direita de (4.19)

e minorar o termo & esquerda de (4.19).

T

° MajorarJ J e2s®|Lz|?dxdt.
0 Jo
De (4.16), segue que eg)(t) =0parate[d,T—05],j =1 Como 05 € CP([0,T]) existe
12
o« > 0 tal que ‘Bg)’ < o« em [0, T] para j = 0,1,2. Usando a Desigualdade de Young,
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temos

T T
J J e LzPdxdt = J J e**) 05 + 205 [P dxdt
Q Q

0 0

D
< J J e2s P <2|eg¢|2+8|e;,1p’y2) dxdt
0JO

i) T 2 "2
< 16« (J +J )J e2sen (& + W] > dxdt.
0 T-5 Q 2 2

De (4.15), da Desigualdade de Poincaré e de (4.12), obtemos

' wo ([0 (T WP
J J e Lz)2dxdt < 16xe®¢ <J —f—J ) J (— + ) dxdt
0JQ 0 T-8/ JO 2

2
5 T !
 toacsene ([ ) [ (UL WY g
0 T-5 Q

& T
= 16aCye2se™ (J +J )E(t)dt
0 T-5

< 160(C0€258AM0 Qéecol\Plle(Q)TEM

= 3256aCoEpe?se O+ CollpllieQ)T, (4.20)

T

e Minorar J

J e25Or (!z/!2 + !VZ|2> dxdt.
0 Ja

Sendo ¢pm > 1, de (4.14) e de (4.13), temos

T / %+p !
J J 250\ o, (yz y?+\v212) dxdt > J J e250x (yz y?+|v212) dxdt
Q Y Q

0 7P
T+o
2¢eMMo [ 2 ! 2 2
> Iz (t)]* + [Vz(t)]7) dxdt
z—p JQ
T+p
2
_ MMOJ E(t)at
I—p
> ZeZSe}‘MOe*COHPHL‘X’(Q)TEMZp
_ 4pEMeQSe}‘M0—CO||P||L°°(Q)T' (4.21)

De (4.19), (4.20) e (4.21) resulta que:

AsApEp e3¢ 0 CollPllie@T < 320, 50CoEpe25e™ 0 Collpliieie)T
T

0
+C18?\J J 625(‘0)‘@)\ ‘—Z
0 Jro on

para todo s > sg e A > Ag. Dividindo por eQSeWU7 vale que:

2
dradt,

4sApEpmeColPlie@T — 32C, 8CoEpeCollPlli=)T

T 2
0z
J exslor=e™ g, |2 drat.
o

< ClsAJ aT]

0
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Escolhendo, A > 0 e s > 0, segue que:
0< 38}\pe—Co||PHL°°(Q)T _ 32C15(XC06C0HPHLW(Q)T.
Portanto,
T AM 0z 2
shpe” Pl TEy, < C187\J J eZslor=—e0) | 2| drdt. (4.22)
0 Jry on
Fazendo t = 0 em (4.12) e de (4.22), resulta que
C,e2ColplliLo T T oz I?
Eo < eColPl=@ T, < —1° J J exslor=e™ o 1E ) ardat. (4.23)
Y 0 JIy aT]
Notemos que, eQS(W*eWO)(pA é limitada em Q e que
0 0 0 0
0z _ g 00 _ |0z 10}
on on on on
Portando, de (4.23) concluimos que existe uma constante C = C(T, p) tal que
T 2
0
Eo < CJ J M1 grat.
0 Jr, | 0N
m

Usando o Método da Unicidade de Hilbert (HUM) obteremos como consequéncia a

controlabilidade exata da equagao (4.1).

4.2 Descricao do HUM

A metodologia do HUM é baseada em certo critério de construgao e unicidade de um

espaco de Hilbert H, por completamento. O método leva em consideracao a unicidade

e regularidade das solugoes das equacoes de onda. Nesta se¢ao provaremos o seguinte

teorema.
Teorema 4.2. Seja Iy C T e suponhamos que
e emiste xo € RN\ Q tal que Ty, C Ty;
e T>2 suglx—xol;
xeQ

e p,p €L*(Q).
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Entdo, para todo par de condicoes iniciais (ug,u;) € L2(Q) x HHQ) e (¢o, 1) €
L[2(Q) x HY(Q) dados, existe um controle v € L%(0,T;L2(Ty)) tal que a solugcdo ultra-
fraca, w de (4.1) satisfaz

wT)=¢o e u(T)=q,. (4.24)

Demonstracao. A demonstracao serd feita por etapas.
Etapa I
Dado (g, 1) € D(Q) x D(Q), devido o teorema 2.1, o problema

V' —AYp+pp =0 em Q;
P =0 sobre ZX; (4.25)

Y(0) =1y, P'(0)=1; em Q,

admite tnica solucao forte com a regularidade
P e L®0, T; H2 Q) NHH(Q)) e ¥ e L=(0,T; H(Q)).

Além disso, uma vez que a solucao forte é também solucao fraca, segue do teorema 2.4

que
o

o c L?(0, T; L3(1). (4.26)

Etapa II

Considere o problema retrégado

b~ A4 pb =0 em Q
o -
¢ = on sobre Ty x (0,T); (4.27)

¢ =0 sobre T'\ Ty x (0,T);
¢(T) =0, $'(T)=0 em Q,

onde VP é dada por (4.25). Para vermos que é um problema bem-posto, fazemos uma
reversao no tempo, isto é, a mudanca de variavel t — T —t e denotamos cT)(t) =¢(T—1t)

e @(t) =1(T —t). Com isto, obtemos que CT) satisfaz

~AG+PO =0 em Q
b= _‘P

an

d)zO sobre T'\ Ty x (0,T);
b0

(0) =0, d)()—O em Q.

sobre Ty x (0,T);
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De (4.26), dos teoremas 2.5 e 2.6, segue que (4.27) possui tnica solucao ultra-fraca ¢, tal
que
¢ € CO([0, TI; L2(Q)) N CH([0, T HTHQ)).
Em particular,
$(0) € L2(Q) e ¢'(0) € HHQ). (4.28)
Etapa II1
Da unicidade das solucoes dos problemas (4.25) e (4.27), e de (4.28), esta bem definido
o operador
A DQ)xD(Q) — HYHQ) x L2(Q)
(Wo, 1) — ((0),—(0)).
Multiplicando ambos os lados de (4.27); por VP, solugao de (4.25) e integrando em Q,

obtemos
-

T T
J J (b”lbdxdt—J J 1|)Acbdxdt+J J pdpdxdt = 0. (4.29)
0JQ 0JQ 0 JQO

Anadlise da primeira integral - integrando por partes duas vezes e observando (4.27)y4,

resulta que
-

!
J j o' pdxdt — J ¢’(x,T)w(x,T)dx—J d>'(x,0)1b(x,0)dx—J J o dxdt
0 JO Q Q 0 JO
_ —J &' (x. 0)p(x, 0)dx — J o(x. TIY' (x, T)dx
Q Q
+J d(x, 0P (x,0)dx + J o dxdt
Q Q
i
_ J o(x, 009’ (x, 0)dx — ¢’(x,0)x|)(x,0)dx+J j o’ dxdt.
Q Q 0 JO
Utilizando (4.25)3, temos
T . , T .
J J ¢ Pdxdt = (¢(0),¥1)12(0)x12(0) — (P (0)711)0>H1(Q)><H(1)(Q)+J J oy dxdt.
0 Jo 0 Jo (.30

Andlise da segunda integral - usando a Férmula de Green duas vezes, de (4.25), e

(4.27)3 3, temos

xdt = VU - Vpdxdt Pv—dlrdt
0Jo 0Jo o Jr oM
T
= J VU - Vpdxdt

- f}Q onvasar || [ o2ara

] o []

2
dlr'dt.
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Substituindo (4.30) e (4.31) em (4.29)3, temos

2

0
L dr'dt =0.

(6(0), 1) — (&'(0), o) + JT JQ & (" — A+ p) dxdt + JT L on

0 0

Devido a (4.25); e da definicao do operador A, obtemos

(Ao, W1, (Mo, W1)) (1 (@)xL2(0) x (HE(@)x12(0)) = (0),W0) + (—b(0), 1)

T 2
= || |or arac

0 Jr, | 0N

(4.31)
Definimos
|- llr: DIQ) xD(Q) — R

1

(o, h1)  — (J‘J I, %Pdrdt) ,
onde 1 ¢ solucao de (4.25) e devido a linearidade e unicidade desta, || - [|[f ¢ uma semi-

norma. Para obtermos uma norma precisamos provar que, sendo P solucao de (4.25) com

(11)0711)1) € D(Q) X ®(Q)7 entao se H(q)(bll)l)HF =0 lmphque que (q)an)l) = (Oa O) De
fato, se ||(\Po, W1)||F = 0 entao usando a Desigualdade de Observabilidade (4.5), existe

-
eef
’ oroaﬂ

logo Yo =Py =0 g.s. em Q. Denotamos D(Q) x D(Q) com a norma || - ||¢ por F.

C > 0 tal que
2

W1 drat = ¢ (o, )2 = 0,

A norma de F é induzida pelo produto interno:

-
J MO gy,
o

on on
onde P = P(x,t) e { = ((x,t) sao solugdes de (4.25) com condigoes inicias (g, 1) e

(o, 1), (Co, 01))F :J

0

(Co, C1), respectivamente. Notemos que

(Ao, W1), (Co, C1)) (1 (@) xL2(Q))x (HE (@) xL2()) = ((Wo, ¥1), (Co, C1))F- (4.32)

Para tal, multiplicamos ambos os lados de (4.27); por ( e repetimos o procedimente
utilizado em (4.29) - (4.31).
Pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz em (4.32), obtemos que:

|<A(11)07 l-|)1)7 (C07 C1)>| < H (q)Oa 1|)1) HF” (CO; Cl) HF7
provando assim a continuidade da forma bilinear A definida por A em F, isto é,

A FxF — R
((Wo, 1), (Co, C1)) = (Ao, V1), (Co, C1)) = ((Wo, 1), (Co, Ci))Fs
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¢ uma forma bilinear continua.
Etapa IV

Do teorema 2.4 existe C > 0 tal que

o |2

.
(W0, W) 17 :J Jr m drdt < Cll(wo, W)} 0)xr2(0)- (4.33)

0

Da Desigualdade de Observabilidade resulta a desigualdade contraria

T all) 2
Cultbo ) Bagicnersion < | | [5m| arde =l
0 Jrp | 9N
Portanto as normas || - [[r e || - [[1(0)x12(q) S80 equivalentes em D(Q) x D(Q). Em vista

da densidade de D(Q) x D(Q) em H}(Q) x L*(Q), obtemos que o completamento de F,
que denotaremos por H, é o espago H}(Q) x L*(Q).

Temos que A e A possuem extensoes, por continuidade, a H. Continuamos represen-
tando estas extensdes com a mesma notacdo. Portanto, agora temos que A : H — H',
visto que H =H}(Q) x [2(Q) e H' = H7(Q) x L2(Q).

Etapa V

Devido a Desigualdade de Observabilidade (4.5), a forma bilinear A : Hx H = R

7 . . ! . , .
é coerciva. Pelo Teorema de Lax-Milgram, para cada (u;,—uy) € H', existe um tnico

(Wo, 1) € H tal que

</\(1l’071|)1), (Co, Cl))H’XH = ((Ul, —Uyg), (Co, C1)>H’xH>

para todo ((p, (1) € H.

Assim, A(Pg, P1) = (1, —ug) e consequentemente

b(0) =up e ¢'(0) =,
onde ¢ é solucao ultra-fraca de (4.27). Portanto,

¢" —Ap+pdp=0 em Q;

d
¢ = o sobre Ty x (0,T);
on
$ =0 sobre T\ T, x (0,T); (4.34)

¢(M) =0, $' (M =0 em O;
d0) =1y, ¢'(0)=1u; em Q.
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0
Tomando v = % em (4.1), obtemos

u —Aut+pu=Ff em Q;
o
u=— sobre Iy x (0,T);
on (4.35)

u=0 sobre '\ Ty x (0,T);

w(0) =uy, u'(0)=u; em Q.

Da unicidade da solucao ultra-fraca dos problemas (4.34) e (4.35) temos
u(x,t) = p(x,t) qs. em Qx (0,T).

Logo, u satisfaz u(T) = ¢(T) =0e u'(T) = d'(T) = 0.

Em vista da observacao 4.1, a demonstracao esta concluida. O



Capitulo 5

Estabilidade do Problema Inverso

Neste capitulo, o objetivo é estudarmos o problema inverso, que consiste em obter a
estabilidade e a unicidade do potencial, dependendo apenas da varidavel espacial, numa
equacao de onda a partir do conhecimento das medigoes do fluxo sobre uma parte da
fronteira durante um periodo de tempo (0, T). Mais precisamente, consideramos a equacao

de onda
u —Aut+pu=Ff em Q;

u=g sobre I'x (0,T); (5.1)
u(0) =ug, u'(0)=u; em Q,
onde o potencial p = p(x) é desconhecido (mas assumido ser limitado, isto é, p € L*(Q)).
Suponhamos ainda que f € L}(0,T;L%(Q)), g € L2(0,T;L2("), up € L2(Q) e u; €
H™1(Q). Deste modo, para cada p, do teorema 2.5 o sistema (5.1) possui tinica solucao

0
ultra-fraca u(p). Por outro lado, sabemos uma medida de au no conjunto Iy x (0, T),

on
onde Iy é uma parte da fronteira I', isto é,
0
Sy sobre Ty x (0,T).
on

A questao é: podemos recuperar p a partir de x? Este é denominado o problema inverso
nao linear.

Para ser mais preciso, podemos fazer duas perguntas:

e Unicidade: ¢ verdade que

ou(p) = oulq) sobre Ty x (0,T) =p=q?

on on

95
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e Estabilidade: é verdade que

ou(p) du(q)
_ < _
P — qllx) < C H an on

Y

Y(To)

para normas adequadas em X(Q) e Y(I)?

Agora, consideraremos a equacao

y' —Ay+p(x)y =F(x)R(x,t) em Q;
y=20 sobre I'x (0,T); (5.2)
y(0) =0, y'(0)=0 em Q.

O problema inverso linear consiste em saber se é possivel determinar F, a partir do

0
conhecimento da derivada normal & ,onde R e p sao dados e y é solugao de (5.2).
omlrex (o1’

Sendo mais preciso: existe uma constante C que satisfaca a desigualdade

oy |”
2
IFlqa < €32

para normas adequadas em X(Q) e Y(I)? As respostas de tais questionamentos sao

afirmativas e serao dadas pelos teoremas a seguir.

5.1 Problema Inverso Linear

Iniciaremos esta secao com um teorema de estabilidade para o problema inverso linear.

Para tal serd utilizado a estimativa Global de Carleman.

Teorema 5.1. Considere m > 0, K > 0 e r > 0 constantes. Seja p € L®(Q) com
Ipllie(q) < m. Assuma que F € L*(Q) e R € HY(0, T; L*®(Q)) com

||R||H1 0,T;L®(Q K € |R(X 0)| T', VX € Q (53)
Suponha que Ty e T satisfacam as hipoteses geométricas:
Ixg ERNN\Q tal que Ty DTy, ={x €T;(x—x0)-n(x) >0} e T > suplx—xql.
xeQ

Sey € solugao da equacdo (5.2), entdo existe uma constante C = C(T,Q, Ty, K,r) > 0 tal
que para toda F € L2(Q), temos

1
P2

< ClIFIRq). (5.4)

Haﬂ H(0,T;L2(Ty))
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Demonstracao. A demonstracao serd feita em trés etapas.
Etapa I

Pelos teoremas 2.2 e 2.3 o problema (5.2) é bem posto e a solugao fraca y satisfaz
y € C([0, T}; Hg(Q)) N CH([o, TT; L2(Q)).

O teorema 2.4 nos fornece que gﬁn € L2(0, T; L3(I")) e existe C; = C1(Q, T, m) > 0 tal que

< C1l[FRIE 1 (0 112000
L2(0,T;L2(T"))

H on
Utilizando o lema 1.4.1, temos
IFRIE: (0, 71200)) < CallFRIE2(0mir2(0)) < CallFllEzia) IRz (0110 0))-

Portanto,

< GG [FIIEz ) IRIE2 0 1002 (5:5)
L2(0,T;L2(T))

Bl

Por outro lado, considerando ¢ = y/, de (5.2), obtemos que ( satisfaz

(" —AL+p(x){=F(x)R'(x,t) em Q;
(=0 sobre T'x (0,T); (5.6)
0) =0, C(0)=FxR(x,0) em Q,

no sentido fraco. Observemos que:
C'(x,0) =1y (x,0) = F()R(x, 0) + Ay(x,0) — p(x)y(x,0) = F()R(x, 0).

Como R € H!Y0,T;L®(Q)), entdao FR' € L1(0,T;L*(Q)), e pelo teorema 1.4.4,
R(0) € L*®(Q), e assim FR(0) € L(Q). Repetindo o procedimento anterior para o sistema

(5.6), obtemos que existe uma constante C3 = C3(Q, T, m) > 0 tal que

ol

De (5.5) e (5.7) obtemos C = C(Q, T, m) > 0 tal que

< CollFllE 2y (RO + IR 2o ) -
(5.7)

L2(0,T;L2(T Han L2(0,T;L2(T))

< ClIFllE2(q)
L2(0,T;L2(I"))

+2H

Haﬂ HL(0,T;L2(T H@n L2(0,T;L2(T

Isto demonstra a desigualdade do lado direito de (5.4).
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Etapa II
Consideremos a extensao do problema (5.6) a (—T,T) tal que ((x,t) = ((x,—t), para
todo (x,t) € Q x (—T,0). Da mesma forma estendemos R’, e manteremos a mesma

notagao. Assim
Ce C(=T, THHHQ) NC([-T, T L*(Q)) e R € L*(-T,T;L®(Q)).

Seja B € (0,1), d e @, definidas como no capitulo 3. Pela hipdtese sobre T, podemos
escolher 3 tal que

BT? > sup |x — x|
xeQ

Desta forma, para todo x € Q, temos que:

G(x, £T) =[x —x0)> — BT? 4+ Mg < sup [x —xo|*> — BT? + My < M.

xeQ
Como ¢ é continua, existe 6 > 0 tal que
d(x,t) <My, V (x,t) € Q x [-T,—-T+3UI[T—25,T]. (5.8)
Visto que xg € RN\ Q, resulta que:
G(x,0) =[x —xo)* + Mg >M,, V x€ Q. (5.9)

Portanto, para todo (x,t) € Q x [T, =T + 8] U [T — 8, T], vale que:

(p}\(X,t) = e}\d)(x’t) < e)\MO < e)\d)(X,O] = (P)\(Xao)-

Porém,

(p?\(x7t) g (p)\(X,O), v (th) € Qx [_T7 T] (510)

Tomemos uma fungao 05 € C3([—T, T, [0,1]) tal que
0s(t) =1, V te[-T+5T—0,

e considere v — 05C.

Como 05 é uma funcao somente na variavel t, VOs =0 e ABs = 0. Dali,

v = 050+2050 +050 e Av=0;5AL
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Observando (5.6), e que 05(£T) = 9/5(:l:T) =0, obtemos que v é solucao de

v — Av+p(x)v = 05(t)F(x)R (x,t) + 03¢ + 205 em Q;
v=0 sobre T'x (0,T);

v(0) =0, v'(x,0) =F(x)R(x,0) em Q;

V(£T) =V (£T) =0 em Q.

(5.11)

No que segue, M; > 0, i > 1, correspondera a uma constante genérica dependendo
eventualmente de sg, Ag, T, Q, Ty, B, 85, 7, K e §, mas independe de s > s.
Etapa 111

Utilizaremos a mesma notacao do capitulo 3, a saber,

P(x,t) = x — x> — Bt> + Mg, @alx,t) = e *tt)

w=e"v e Piw=w" —Aw+s®A2¢p? (MDIIQ — !V¢12> w.
Observando (5.11), temos que

w(0) =w(-T) =0 em Q)
W' (0) = es®OFR(0) e w(—=T)=0 em Q,

w=w =0 sobre X.

e Estimaremos

J e2s P2 (DFR(0)%dx.
I}

0
Para tal desevolveremos o termo J J lew/dxdt.
-TJo

Usando o mesmo argumento de imersao do capitulo 3 e a Férmula de Green, entao

0 ’ 0 / /aW
J J w Awdxdt = J [—J Vw - Vwdx +J w —dr} dt
-TJO —-T 0] r

on
1(° d )
_ = < 12
2J_T J;) dt|vw| dxdt (5.12)
1
= ——J [[Vw(0)* — [Vw(=T)[*] dxdt
2J)a

= 0.
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Utilizando integracao por partes e (5.12), temos:

0
J J lew/dxdt
-TJa

_ J: JQ [w” — Aw + $2A22 (yq>’y2 - yv¢|2) w} w'dxdt

1(° d 0 ,
= —J J —|w |2dxdt—J J w Awdxdt
2 -T _O_dt —TJO
A% [0 2 (1412 2} 4 o
S — — [w[?dxdt
+ JTL@A (16— 107) Swiax
1( s2A2 (0 d
= = 0)]2dx — =— 2 2)| dxdt
5| P -5 J_TJ it (0367 ~ VP ax
1 r 2)\2 0 d
= 3 e2s P (OFR(0 )|2dx—‘°’7j J yw|2dt[ @3 (4B%t% — 4lx — xol*)] dxdt
JQ —-T
10 0
= | e»*OFR(0 )|2dx—4327\2[32j J w3 tdxdt
2uQ —TJQ

0
—4s27\3 J J W2 @2 (B2t% — [x — xo|*)dxdt
1o

1 0
= —J e2s P (OFR(0 )|2dx—432?\262J J w3 tdxdt
2)o “1lo

0
+8s2A3B J J Wwl2@3t(B?t? — [x — xol*)dxdt.
-tJo

Podemos supor A > A¢g > 1. Da dltima igualdade e utilizando Cauchy-Schwarz, obtemos

J e*> P OFR(0)*dx

Q
0 / 0

= 2J J Piww dxdt+8s27\262J' J w|* @3 tdxdt
“tJa —tJa

0
—16s*A3pB J J w2@3t(B?t? — |x — xol*)dxdt
-tJo

/A

0
+M1527\3J J w3 dxdt
-tJo

/A

0
+M1S27\3J J|w|2(p§\dxdt
TJa

N

/N

0 3 /00 3 0
2 (J J |P1w12dxdt) (J J !w'Idedt) +8T[52327\2J J w3 dxdt
“1la “TJa “Tla

9 0 3 0 , 3 0
— (J J !P1w|2dxdt> (SJ J w lzdxdt> + 8T6232A3J J wl*@3 dxdt
$2 \J-TJa -TJa -TJa
9 0 3 0 ) 3 0
<J J |P1w|2dxdt> (SJ J w |2dxdt) + M2327\3J J [w[? 3 dxdt
Tee —TJo ~-TJa

3

L/ © 0 , 0

= (J J IPyw[?dxdt + SJ J w lzdxdt> + M232A3J J w|* @3 dxdt.
sz \J_1Jo —tla 1o
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Observemos que @, > 1 e que podemos tomar My > 1 e s > sy > 1. Logo,

J e2s P2 (D|FR(0)[2dx
Q

My [ (° 0 , M, . 0

< = (J J IPywl?dxdt + SJ J w |2dxdt> + —13232?\3J J wl* @3 dxdt
S2 -TJO -TJO S2 -TJO
M, ((° ‘ / ‘

< — (J J |Pyw|?dxdt + s)\J J @Alw [*dxdt + 537\3J J |w|2(p§dxdt> .
sz \J_1tJo —Tla 1o

Aplicando a Estimativa de Carleman na forma de (3.25), obtemos uma constante

C= C(SQ,}\o,Q,Xo,m) > 0 tal que

J e? M FR(0)]7dx
Q

M T T , T
< f (J J |P1w|2dxdt+s7\J J QAlw |2dxdt+s3A3J J |w|2(p§\dxdt>
s2 ~tJa ~tJa ~tJa
M C T T 2
< — J J e28W|L0v|2dxdt+sAJ J ©x|=—| drdt]. (5.13)
S2 -TJo -TJr on

Por (3.27) e procedendo como na Etapa I da demonstragao do teorema 3.1, obtemos

e25 P O [FR(0)Pdx < —2 e?$rLv|?dxdt + sA ey |=—| drdt |.
2 0
Q S2 -TJO B mn

(5.14)

T
e Estimaremos a parcelaJ J e?5°A | Ly[2dxdt.
-tJo
Utilizando (5.8), (5.10), (5.11) e as propriedades da 05, temos

T T
J J e2sPr Ly’ dxdt = J J e2s e
“1lo

I " I ! 2
05 ()F(X)R (x, 1) + 01 + 20,C ‘ dxdt

! 2 T " ! / 2
< J J 250 [g, (t (x)R(x,t)) dxdt+2J J e250) eéc+2eéc‘ dxdt
Q -TJO
-
< J J eZSPAF(x)R (x, t)?dxdt
TJO
T+5
+16 (J J )J €25 (|egc|2+|egc/|2> dxdt
T Q
§
< QJ J e2seal0 R'(x,t)[?dxdt
TJO
T+6
(J )J 0 (1gP + 11 axat
T Q
T
< 2| Rk | e Ormre| a

T+5 T M
(j )J (122 + 12 ?) dxdt
T Q
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<

N

.
2J R (t)w o) dt J e25@ 0)|F(x)2dx
-7 Q

M —T45 T ,
M (J +j )J (1P + | 2)dxdt
T T-5/ Ja

2R [z (1 11 (0)) JQ e F(x)[dx (5.15)
M —T4+6 T ,
Miee (J +J )J (190 07 +1¢ (x, 1)) dxa,
—T T-5 Q

onde na ultima desigualdade, utilizamos a Desigualdade de Poincaré-Friedrichs. Obser-

vando (5.6) e a proposicao 2.1, temos que existe uma constante C = C(Q, T, m) > 0 tal

que

||C(t)||$1(1)(g) + WP < C <||C(0)||%1(1)(Q) +1C (02 + |FR/|%1(7T,T;L2(Q))>

= C <|FR( iz2i0) + ’FR/ﬁl(_T,T;L?(Q)J)

T 3 2
( J (J IF(x)R'(x, t)|2dx> dt]
-T \Ja

0

|F
T 2

IR(0) w0 Flf2() + U R (t)|L°°(Q)|F|2LQ(Q)dt} )

T

) Fl

)

(

|
A

J (x)R(x,0)?dx +
Q

N

C

/N

C (ROx () + CilR Ber.r=(0 )|F|

g M6 <|R O) ?_QO(Q) + |R/’L2 T T Loo ) ’F’LQ

De (5.9), (5.15), (5.16) e do teorema 1.4.4, resulta que:

N

N

<

.
J J e?s°rLy2dxdt
—tlo

2[R ’%2(—T,T;L°°(Q))L1 e?> P OF(x)[dx

+26M;5 Mg (|R(0) Toa) T |R’|%z(fT,T;Loo(m>) e [F2,,
2|R/|%2(T,T;L°°(Q))JQ e (0 |F( )PPdx (5.17)

+25M;s Mg (|R(0)|%_oo(m+|R/|%_2(,T,T;Loo(m)) L e P OF(x)2dx

M7J e @20 F(x) dx.
Q

Utilizando (5.17) em (5.14), segue que:

M T
|, e=oormroEax < (MJ 0P [ e,
Q Q —T JTy

ov

2
drdt> |

S2
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Pela hipétese (5.3), vale que:

MsM T ov|?
rQJ 25 0)|F(x )|2dx<#J e25@r(0)|F(x )|2dx+Mgs%7\J J eQS‘P“(p;\‘—v drdt.
Q S2 Q ~TJry on
Logo,
M T ov|?
(1— 8” e O[F(x)]dx < Mgszxj J ey | S| drdt,
s2 Q TJTo 0
MsM M
onde Mg = 32 T que independe de s. Dai, tomando s > 4M2, temos que 1 — — 3

S2

Com isto e visto que y'(x, 1) = ¢(x, 1) = {(x,—t) e @r(x,t) = @i(x, —t), temos

1 ) ov 2
J eZ P OF(x)Pdx < 2Mgs2A e, |=—| drdt
Q J-1Jry on
o )
— 2MysiA 2501 oy |05 22 y dth
J-T JTy aT]
) T ay/ 2
< 2Mgs2A e, |==| drdt
J—T JTy aT]
(T oy’ [’
— 4MysiA J eQS“pA(pA‘ai drdt.
JO To
Sendo @, bem regular, é limitada em Qx(—T,T) ede (5.9) existe C = C(T, Q, Iy, K, r) > 0
tal que
oy'|’ dy|*
IFlI20) < C ‘a— <Cl5. . (5.18)
M lrz(0,1;02(1)) M0, T512(10))
]

Na préxima secao obteremos os resultados de regularidade e unicidade como con-

sequencia do caso linear.

5.2 Problema Inverso Nao Linear

Podemos agora enunciar o principal resultado de estabilidade.

Teorema 5.2.1. Considere m >0, K> 0 er > 0. Seja q € L*(Q) com ||q||Le(q) < m.

Assumamos que u(q), solugcio da equagdo (5.1), € tal que
[w(a) I omee () < K
e assuma que a condi¢ao inicial Wy satisfaz

luo(x)| =, para todo x € Q.
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Suponha que Ty e T satisfacam as hipoteses geométricas:

Ixg e RN\ Q tal que TOTy={xeT:(x—%p)-n>0} e T> sup|x—xgl.
xeQ

ou(p) du(q)
on on
além disso, existe uma constante C = C(m, T, K,r) > 0 tal que para qualquer p € L*(Q)

c HY0, T;:L%(I,)) e

Entao para toda p € L*®(Q) com ||p||Le(a) < m,

com ||pllLe(a) < m,

ou(p) dulq)
— < Clp — qli2(q), (5.19)
H o 0N lnro,me2(ro)
e
ou(p) du(q)
Ip—ql20) < C H — . (5.20)
on oM lurgo L2y

Observagao 5.1. A estimativa (5.20) representa a estabilidade de Lipschitz do problema
inverso, enquanto (5.19) dd a dependéncia continua da derivada normal, da solucdo em

relacao ao potencial.

Demonstragcao. Denotando
y =u(p) —u(q),

temos que y é solugao da seguinte equagao da onda:

y ' —Ay+py=(q—plulq) em Q;
y=0 sobre T x (0,T);
y(0) =0, y'(0)=0 em Q.

Tomando F(x) = q(x) —p(x) e R(x,t) =u(q)(x, 1), e observando as hipdteses, temos:

F=q—pel®(0) = 1*(0)
R =u(q) € H(0,T; L*(Q));
IR[Ir 0,151 (0)) = lwl@)][1ro,mie(0)) < K;

IR(x,0)| = up(x)| > r, paratodo x € Q,

isto é, temos as hipdteses do teorema 5.1. Aplicando-os, existe uma constante C > 0 tal

que
ou(p) dulp)|’
on on

< Clq _PH%?(Q)-

1 2
EHq _P||L2(Q) <
H(0,T;L2(To))
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A unicidade segue diretamente da estabilidade de Lipschitz. De fato, se

ou(p) _ du(q)

entao por (5.20) segue que
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