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Resumo

Neste trabalho, apresentamos uma descricao do comportamento das x-ésimas curva-
turas escalares de uma variedade M™ imersa em um espaco Euclidiano E™*P e obtemos
algumas de suas aplicacoes. Apresentamos uma estimativa da curvatura média total para
subvariedades fechadas em E™"P com curvatura escalar normalizada R nao negativa. A
partir de tal estimativa, obtemos, ainda, resultados de classificacao para M™ nas condicoes
acima. A principal referéncia para esta dissertacao é o artigo The Total Mean Curvature

of Submanifolds in a Euclidean Space de Zhong-Hua Hou [16].

Palavras-chave: Curvatura média total; «-ésima curvatura escalar, k-ésima curvatura

absoluta total.

v



Abstract

In this paper, we present a description of the behavior of the ath scalar curvatures of
a manifold M™ immersed in a Euclidean space EM"P and we obtain some applications of
them. We provide an estimative of the total mean curvature for closed submanifolds in
E™P with nonnegative normalized scalar curvature R. From such estimative, we present
classification results for M™ in the above conditions. The paper The Total Mean Curvature

of Submanifolds in a Euclidean Space due to Zhong-Hua Hou [16] is our main reference.

Keywords: Total mean curvature; «th scalar curvatures; kth total absolute curvature.
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Capitulo 1

Introducao

A nocgao de curvatura em uma variedade Riemanniana foi introduzida em 1854 pelo
matematico alemao Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866) em sua famosa pa-
lestra "Uber die Hypothesen, Welche der Geometrie zu Grundle liegen" [26]. Tal nocdo
constitui um dos invariantes geométricos basicos e, assim, ganha um papel de destaque
na geometria Riemanniana.

Além das curvaturas classicas (seccional, Ricci, escalar), outros tipos de curvaturas
foram (e ainda sao) introduzidos na literatura com o intuito de se obter resultados topo-
logicos, geométricos e de classificagao das variedades Riemannianas. No que segue, todas
as variedades e subvariedades serao supostas suaves de classe C*.

Seja M? uma variedade 2-dimensional imersa em um espaco Euclidiano E?*P de di-

mensao 2 4+ p. Em 1966, Otsuki [23] introduziu, para M2 em E2*P | as curvaturas

M= 2 A,

que estdo definidas continuamente em toda a variedade M? e podem ser usadas para
se estudar a geometria de superficies em espacos Euclidianos de dimensao mais alta. A
partir dessas curvaturas, Shiohama [27] provou que uma superficie orientada completa em
E?™P com A, = 0 (1 < ¢ < p) é um cilindro. Chen [5] classificou superficies orientadas
compactas em E*™P com A, > 0.

Seja M™ uma subvariedade n-dimensional em um espaco Euclidiano E™*P de dimensao
n+7p. Chen [7] introduziu, para M™ em E™"P a nogao das a-ésimas curvaturas escalares
Al = Ay = -+ = A, e encontrou uma relagao entre estas e a curvatura escalar de M™.
Cada Ay (1 < o < p) esta definida continuamente em toda a variedade M™ e, quando

n = 2, isto se reduz ao caso que foi introduzido por Otsuki [23].

1



Capitulo 1. Introdugao 2

Chen [7] também provou que se M™ (n > 3) é uma subvariedade fechada (isto é,

compacta e sem bordo) em E™"P com
J A)™Y?dV=cn, e A=0 (2< < p),
MTL

entao M™" esta mergulhada como uma hiperesfera em um subespaco (n + 1)-dimensional
de E™*P. Na igualdade acima, ¢, é o volume da n-esfera e dV denota o elemento de
volume de M™.

Denotaremos por R a curvatura escalar normalizada e por H a curvatura média de
M™. Suponha que M™ seja fechada em E™P. A curvatura média total de M™ é definida

como sendo a integral

J H™ dV.
Mn

Um problema interessante é o de encontrar o melhor limite inferior desta integral em
termos dos invariantes geométricos e topologicos de M™. Um caso especial deste problema
é a famosa conjectura de Willmore [29], que foi demonstrada por Coda e Neves [15].

Neste trabalho, apresentaremos uma descricao do comportamento das x-ésimas cur-
vaturas escalares e obteremos algumas de suas aplicacoes. Por exemplo, daremos uma
estimativa da curvatura média total para subvariedades fechadas em E™"P com R > 0.
A partir de tal estimativa, apresentaremos, ainda, resultados de classificacdo para M™
nas condicoes acima. Nossa principal referéncia é o artigo The Total Mean Curvature of
Submanifolds in a Fuclidean Space de Zhong-Hua Hou [16].

Nosso trabalho estd organizado da seguinte forma: No capitulo 2 estabelecemos a
notacao a ser usada e os pré-requisitos necesséarios & abordagem dos problemas tratados
neste trabalho. No capitulo 3 introduzimos, inicialmente, a k-ésima curvatura média

Ki(x,e) em (x,e) € By ={(p,v(p));p € M™ e v(p) € NyM"} definida por
n
det(dy; +tAy;) =1 Kk (x, e)t*,
sy +Ag) =1+ 3 (1)t

onde 8i; € o delta de Kronecker; t é um parametro e (Ay;) é a matriz do operador de
forma A. de M™ com relagao ao vetor normal e € N,M™.
De posse dessa defini¢ao, consideramos a seguinte média
Kile) = | Kl o)™ o)
SE-

|n/k

na esfera normal SP~! de [Ky(x, e) e a chamamos de k-ésima curvatura absoluta total

de M™ em x.



Capitulo 1. Introducao 3

Seja f: M™ — E™P uma imersio. E uma consequéncia do teorema da funco inversa
que, para todo q € M™, existe uma vizinhanca U C M™ de q tal que a restricao fly
de f a U é injetiva. Seja V C E™P uma vizinhanga de f(q) em E™*P de tal modo que
V D f(U). Admitamos V suficientemente pequeno para que exista um referencial movel
(€1,...,€n,€ent1,.--,€ntp) €m V com a propriedade que, quando restritos a f(U), os
vetores ey,...,en sejam tangentes a f(U) e os vetores eni1,...,€en4p S€jam normais a

f(U). Um tal referencial é dito adaptado a f.

Escolhendo-se um referencial {ea )}y ] adaptado a f, denotemos TT = (TTap )pxp, onde
1 n+oypn+p n+oy, n+p
Mas = =) > (AR — Ry TR

)
e (Rij)nxn ¢ a matriz do operador de forma A, (n+1 <1 < n+p) com relagio a base
{ela ) en+p}~

Podemos mostrar que

Ke(x,€) = Z MapYaYp,
af

onde € =) Yalnia-
x
Aos autovalores Ay (1 < o < p) de TT, damos o nome de x-ésima curvatura escalar de

M™ em E™"P. Com relagao as a-ésimas curvaturas escalares temos os seguintes resultados,

devidos a Hou [16].

Proposicao 1.1. Seja M™ (n > 2) uma subvariedade em E™P com p > 2. Suponhamos

que Ay = Ay = - -+ = A, sejam as x-€simas curvaturas escalares de M™. Entao,
0ZA 2 2A
em todo ponto de M™,

Proposicao 1.2. Seja M™ (n > 2) uma subvariedade fechada em E™P com R > 0.

Entao,

J A2 QY > &J K:(x) dV + {1 %k (C*‘l) H RV2QV,  (1.1)
Mn Mn n

Cn+p71 Cn

onde Kk, = (v/m/4)T (%) /T (“T”) Além disso, se a igualdade em (1.1) ocorre, entdo
A =02<ax<p—1) em M™.

A partir dessas desigualdades, obtemos o principal resultado deste trabalho, a saber,
uma estimativa da curvatura média total para subvariedades fechadas em EM"P com R > 0.

De modo mais preciso, temos o seguinte teorema.
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Teorema 1.1. Seja M™ uma subvariedade fechada em EMP com R > 0. Entao,

J H™ dV > 2k,.Cn_1 + {1 — 2Kn (Cn_1> }J R™2 4V,
mMn Cn n

onde Kn, = (\/7_1/4) T (%) /T (”T”) Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, M™

estd imersa como uma hiperesfera em um subespaco linear (n + 1)-dimensional de E™P.
Ainda como aplicacdo da Proposicao 1.2 temos o seguinte resultado.

Proposigao 1.3. Seja M™ uma subvariedade fechada em E™P com R > 0. Suponha que

{As} sejam as a-ésimas curvaturas escalares de M™. Entao,

J HraV > Snfnet J K3 (x)dV + {1 — 2Kn (C“‘l) }J R™2dV, (1.2)
Mn n Mn

Cn+p—1 n
onde kn, = (\/7/4)T (%) /T (“T”) . Além disso, a igualdade em (1.2) ocorre se, e somente
se, ou (a) M™ estd mergulhada como uma hiperesfera em um subespago linear (n+1)-

dimensional de EMP ou (b)) M™ € pseudo-umbilico com R=0eA, =02 < a<p—1).

Por fim, apresentamos nos Apéndices os principais resultados citados bem como os
enunciados e demonstracoes de teoremas importantes que foram usados ao longo do nosso
texto.

No Apéndice A recordamos as principais propriedades da funcao gama. O Apéndice
B é um resumo do que se necessita de Homologia, mais precisamente, a computacao
dos nimeros de Betti de algumas superficies fechadas bidimensionais. As conhecidas

desigualdades de Morse sao deduzidas no Apéndice C.



Capitulo 2

Nocoes Preliminares

Neste capitulo fixaremos a notagao a ser usada e apresentaremos alguns conceitos e resul-
tados necessarios para o desenvolvimento do nosso trabalho. Salientamos que o objetivo
deste capitulo ¢ apenas revisar algumas definicoes e resultados classicos da literatura.
Desse modo, algumas demonstracoes serao omitidas e, neste caso, indicaremos a referén-

cia para se obter tais demonstragoes.

2.1 Método do referencial moéovel de Cartan

As defini¢oes e os resultados obtidos nesta secdo e na Secao 2.2 foram extraidos da
referéncia [2].

Sejam U um aberto do R™ e (e, es, ..., e,) campos diferenciaveis de vetores definidos
em U de tal modo que, para todo q € U, se tenha (e, ej)q = 05, onde 8;; = 0 se i # j
edy =1sei=j,comij=1,...,n. Um tal conjunto de campo de vetores é chamado
um referencial ortonormal mdvel em U e serd denotado por {e;}. Doravante, omitiremos
os adjetivos ortonormal e mdvel, isto é, todos os referenciais serao ortonormais.

A partir do referencial {e;} podemos definir formas diferenciais lineares wy, ..., Wy
pela condicao w;(ej) = 84j; em outras palavras, em cada ponto q € U, a base {(wi)q} é a
base dual de {(ei)q}. O conjunto das formas diferenciais {w;} ¢ chamado o correferencial
associado ao referencial {e;}.

Cada campo e; pode ser pensado como uma aplicacao diferenciavel e; : U C R™ — R™.

A diferencial (dei)q :R™ — R™, em q € U, é uma aplicacao linear. Portanto, para todo
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v € R™, podemos escrever
(dei),(v) = Z (wij), (V) €.
j
As expressoes (wj;) q (v), acima definidas, dependem linearmente de v e diferenciavelmente

de q. Portanto, (wj;), ¢ uma forma linear em R™. Como e; é um campo diferenciavel,

q
entao wi; ¢ uma forma diferenciavel linear. Com estes significados em mente, escreveremos

dei = Z Wij €5 (21)
j

como defini¢ao das formas wjyj, que sao chamadas formas de conexao do R™ no referencial

{ei}.

Diferenciando a expressao (e;, €j)q = 0ij, obtemos
0= <d€i, €j>q —+ (ei, d€j>q = wij —+ (U]'i,

isto &, as formas de conexao wj; sao antissimétricas nos indices 1,j. O ponto fundamental
no método do referencial movel é que as formas w;, wyj satisfazem as chamadas equagoes

de estrutura de Elie Cartan.

Teorema 2.1. (Fquacgoes de Estrutura do R™) Seja {ei} um referencial em um aberto
U C R™. Sejam {wi} o correferencial associado a {ei} e wyj as formas de conexdo de U

no referencial ey. Entao,

dwi = Z Wi /\ Wi, (22)
k
dwij=Zwik/\wkj, kzl,...,n. (23)
k

Demonstragao: Sejam a; = (1,0,...,0), as = (0,1,0,...,0),...,a, = (0,0,...,0,1)
a base canonica do R™ e x; : U — R a funcao que faz corresponder a cada ponto
q= (x1,...,xn) € U a sua i-ésima coordenada. Entao, dx; é uma forma diferencial
em U e, como dxi(a;) = 8y, concluimos que {dx;} é o correferencial associado ao referen-

cial {ai}. O referencial dado se exprime em termos dos a; por
e=) By, (2.4)
j

onde os By sdo fungoes diferenciaveis em U e, para cada q € U, a matriz (B4;(q)) ¢ uma

matriz ortogonal. Como wj(e;) = dij, temos

wyi = Z Bij dX]'. (25)
j
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Diferenciando (2.4), obtemos
de; =) dBucar=) dBy ) Bjce;.
k k j
Como de; = ) wij ej, concluimos que
j
Wyij = Z dBik Bjk, (2.6)
k
ou seja,
Z Wij Bjs = Z dBik f3jk Bjs =dBis, s=1, ... ,n. (2-7)
j jk
Por fim, diferenciando exteriormente (2.5) e usando (2.7), obtemos
dwi = Z dﬁll /A de = Z Wik Bk)’ /\ de = Z Wy /A Wi,
j ik k
que € a primeira equacao de estrutura (2.2).
Diferenciando (2.6) e usando (2.7), obtemos
dwy; = — Z dBix /A dBjk
k
= —Z { (Z Wiy Blk) AN (Z Wjs Bsk) }
Kk 1=1 s
= - Z Wis N Wjs
= Z(,Ulk/\(l)k]7 (28)
k
que é a segunda equacao de estrutura (2.3). |

De modo inteiramente anélogo ao que foi feito em R™, podemos definir, mais geral-

mente, um referencial ortonormal moével em um aberto U de uma variedade Riemanniana

M™ qualquer. Para finalizarmos esta secao, apresentaremos o importante lema de Cartan

e demonstraremos a existéncia e unicidade das formas de conexao.

Lema 2.1. (Cartan) Sejam V um espaco vetorial de dimensdo n e wq, ...

,wr: V= R,

T < N, formas lineares de V linearmente independentes. Suponhamos que existam formas

lineares 04, ...,0, : V — R satisfazendo a sequinte condicao,

i wi/\ei =0.
i=1

Entao,

Bi: E ai]- (1))', i,jzl,...,T, aij:a]-i.
j
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Demonstracao: Completemos as formas wy, ..., W, em uma base w1, ..., Wy, Wyi1,...,Wn

de V* (espaco dual de V) e escrevamos

l—ZaU w]+ Z bﬂwl

l=r+1

Basta agora observarmos que a condigéo > w;i /A B; =0 implica em
i
T
0 = Z Wy /\ Gi

= Zwl/\ZaU wﬁ—Zwl/\ Z bir wy

l=r+1
= Z(aij — aﬁ)wi/\wj +Zbuwi/\w1. (29)
i<j i<l
Como os wy Nwg, k<s, k,s=1,...,n, sao linearmente independentes, concluimos
que aij = Q51 € bu =0. |

Lema 2.2. Sejam M™ uma variedade Riemanniana, ¢ € M™ e U C M™ uma vizi-
nhan¢a de q. Sejam (eq, ..., en) um referencial movel em U e wq,...,w, o correferen-
cial associado a {ei}. Suponha que exista em U um conjunto de 1-formas diferenciais wy;
satisfazendo as condicoes

Wij; = —Wji € dw]' = E wk/\wkj.

k
Entao um tal conjunto € unico.

Demonstragao: Suponhamos que exista outro conjunto de formas w;; com

(Di]' = —(,Uji, d(,U)' = E wk/\wk]-.

k

Entdo, ) wi A (wyj — wyj) =0 e, pelo lema de Cartan,

< _ j i Rl

Wyj — Wyj = Z By wi, By =Biy

i
Observemos que,
d)kj — wk) E Bklwl = ((U)k — U)]k E B

e, como os w; sdo linearmente independentes, entao B); = —B}‘i. Usando as simetrias
obtidas, concluimos que

Kk __pi __pi i _ _pk _ _pk _

Bji = =By Bk_B]k_ j = —Bj; =—B5i =0,

ol seja, Wyj = Wij. [
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Lema 2.3. Escolhido um referencial {e;} em um aberto U C M™ de uma variedade

Riemanniana M™, existe em U um conjunto de formas diferenciais wi; que satisfazem
7 j ) q
Wij; = —Wji € d(Uj = E wk/\wkj. (210)
k

Demonstracao: Dado um ponto g € M™, o conjunto {w; A wj; 1 <j, i,j=1,...,n}
forma uma base para o espaco /\2(Tq M™)* das formas bilineares alternadas de TyM™ x

TqM™. Assim, podemos escrever

d(Uj = Z A{'dwk A\ wi; com A%a = _Aik (211)
k<i
Queremos determinar fungoes C]i(j = —C}k tais que as formas diferenciais
Wy = Z C}(jwi (212)
i

satisfagam (2.10). Se tais formas existirem, entao de (2.10) e (2.11) teremos

d(l))' = Z A{.dwk VAN wi = Z Wi AN (Z Ch(i)l)
k i

k<i

= ) (C—CHuwrAw:.

k<i

Igualando os coeficientes de termos correspondentes nas equacoes acima, obtemos

j i Ck
Aki - kKj T “ij

k C]' i
Aij - ik jk

i~k
Adicionando membro a membro as igualdades acima, encontraremos a seguinte condi¢ao
necessaria para a existéncia dos C}q-,

i Lo i
= 5(A;d + A +AL). (2.13)

Entao, basta definirmos C]iq- como em (2.13) e as formas wyj por (2.12).
]
Sejam M™ uma variedade diferenciavel n-dimensional e EMP um espago Euclidiano
de dimensdo n + p. (De agora em diante, usaremos um indice superior quando quiser-
mos indicar a dimensao de uma variedade). Dizemos que uma aplicagdo diferenciavel

f: M™ — E™P & uma imersdo se a diferencial (df)q : TyM™ — T¢(q)E™"P ¢ injetiva
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em todo ponto g € M™. O nimero p = (n+ p) — n ¢é chamado codimensao de f. Para
cada ¢ € M™, o espaco gerado pelos vetores de E™*P que sdo normais a (df)q(TaM™) é
chamado espago normal da tmersao f em q e serd indicado por N¢M™. Ao espago
M = [ NgM®
qeM

munido de sua estrutura usual de variedade diferenciavel chamaremos fibrado normal.

A ideia basica do método do referencial movel pode ser descrita da maneira seguinte.
Seja f : M™ — E™P uma imersao. Pelo teorema da func¢ao inversa existe, para todo
q € M™, uma vizinhanga U C M™ de q tal que a restrigao fly de f a U é injetiva. Seja
V C E™P uma vizinhanga de f(q) em E™P de tal modo que V O f(U). Admitamos V
suficientemente pequeno para que exista um referencial movel (eq,. .., en, €ny1,-. ., €nip)
em V com a propriedade que, quando restritos a f(U), os vetores ey, ..., e, sejam tan-
gentes a f(U) e os vetores en1,. .., enip sejam normais a f(U). Um tal referencial é dito

adaptado a f.

En—|—p

Figura 1. Um referencial mdovel adaptado a f em uma vizinhanc¢a do ponto q.

A existéncia de um referencial adaptado a f pode ser provada do seguinte modo. Se V
é suficientemente pequeno, entao existe um difeomorfismo g : V. — V tal que g(f(U)) é um
aberto de uma subvariedade linear de dimenséo n de E™M*P. A existéncia de um referencial
ey fry s - ,ﬂwp adaptado a g(f(U)) em g(V) é imediata. A imagem inversa

(dg)~L(f1),..., (dg)_l(ﬂlﬂ,) de um tal referencial pode nao ser ortonormal. Usaremos

entao o processo de ortonormalizacao de Gram-Schmidt em cada ponto de V. Observando



Capitulo 2. Nocgoes Preliminares 11

que os vetores obtidos por um tal processo "variam diferenciavelmente" com os vetores

dados, obteremos em V um referencial ortonormal adaptado a f(U).

2.2 Subvariedades em um espaco Euclidiano.

Seja f: M™ — E™P uma imersao e consideremos uma vizinhanca U de ¢ € M na
qual a restrigao fly seja injetiva. Seja V uma vizinhanga de f(q) em E™*P de tal modo que
f(U) C Ve que em V esteja definido um referencial (ey, ..., en, eni1,...,ensp) adaptado
a f. Pensaremos em f como uma inclusido de U em V € E™'P ¢ usaremos a mesma notacao
para campos de vetores em V ou a sua restricao a U. De agora por diante, esta convencao
serd usada sem maiores comentéarios. Ao longo desta secdo, usaremos os seguintes tipos
de indices: 1 <A,B,C,...<n+p; 1<i,j,k,...<n; n+1<«B,y,...<n+p.

Dado o referencial {ea } em U, definiremos o correferencial {w A} e as formas de conexao

wag em V por

df = ) waea, (2.14)
deA = ZwAgeg. (215)

As formas wa e wap satisfazem as equacoes de estrutura

dwa = ZwB/\me (2.16)
d(DAB = Z(UAc/\wCB. (217)

As restri¢oes das formas wa, wapg a U C V satisfazem ainda as equagoes (2.16) e (2.17)
com a relacao adicional w, = 0, para todo «. Esta tltima relacao provém do fato que os

vetores ey sdo normais a U e, portanto, para todo q € U e todo v =} vie; € TiM™,
i

tem-se
Wy (V) = wgy ( E viei> =0.
i
No que segue, s6 usaremos formas restritas a U. Como w, = 0, temos

Ozdwa:ZwB/\wBa:Zwﬁ/\merZwi/\wm:Zwi/\ww.

Pelo lema de Cartan,

— E [ ) X __ X
J



Capitulo 2. Nocgoes Preliminares 12

A forma quadratica
I1* = Z Wiy = Z hf;wle
i ij
¢ chamada a seqgunda forma quadrdtica de f na direcao ey.

Um campo diferencidvel de vetores normais é uma aplicacao diferenciavel
v:M"™ - NM"™ C TEMP

com v(q) € N¢gM™, g € M™ Dado um campo diferencidvel de vetores normais unitérios
v:UcC M"™ - NM", em uma vizinhanca U suficientemente pequena de ¢, podemos
escolher um referencial adaptado {ex} em U de tal modo que e, ;1 = v. A segunda forma

In+1

quadratica I é chamada sequnda forma quadrdtica de f na direcdo de v e indicada

por IIY. Vamos mostrar agora que IIV nao depende do referencial escolhido. Para tanto,
diferenciamos a expressao

0= <df7 V> - <df7 en—l—l);
obtendo
(df*,v) = (df,denq1) = —<Z wiey, Z Wn1j€j + Z Wni1,3€p)
i j f

= —Z Wildny14 = Z Wiliny1 = IIn_H = II". (218)

Portanto, se o : (—e, €) — U é uma curva em M™ parametrizada pelo comprimento de

arco s, com «(0) =p, «’(0) =w, teremos

1Y (w, w) = (d*f(w,w), v) = <(%> ,v>.
s=0

O dltimo membro das desigualdades acima é a componente do vetor curvatura de o
segundo o vetor unitario v. Decorre dai que II* ¢ independente da escolha do referencial.

Como a toda forma quadratica em um espacgo vetorial esta associada uma aplicacao
linear auto-adjunta, entao para todo ¢ € M™ e todo vetor normal unitario v € NgM™,

existe uma transformagao linear auto-adjunta Ay TgM™ = TaM™, tal que
para todo w € TyM™. Por (2.18), segue que

(Agw),w) = (dv(w), df(w))
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e que a matriz de AY em um referencial adaptado a f com e, .1 = v é dada por (—h{;“).
As vezes é conveniente usar a aplicacdo bilinear Bg : T¢M™ X TyM™ — NgM™ dada

por

(Bq(X,Y),Va)g = —(AY(X), Y)g, X,Y € TgM™, v e NgM™

Em termos de um referencial local adaptado a f, temos a seguinte expressao para B,

BIX,Y)=)_ (Z s s (X)w; (Y)) eo, (2.19)
o ij

o que mostra que B é uma aplicagao bilinear simétrica. Como ja vimos, IV independe do
referencial escolhido. Usando este fato e a igualdade em (2.19), concluimos que B(X,Y)

também independe do referencial normal {ey}. O traco de B em q, isto &,

Z(Eo)emn

d4 origem a um vetor normal Hy chamado o vetor curvatura média em (.
Vamos agora escrever as equacoes de estrutura (2.16) e (2.17) tendo o cuidado de

separar as partes tangenciais e normais. Obteremos as equacoes,

dw; = Z w; A Wiy, (2.20)

dwy; = iwik/\wkj —I—Zwm/\wo@, (2.21)
k 4

dwie = ) Wi Awje+ ) WipAwga, (2.22)
j B

d(,UCx[g = Z(,chj/\wj[g +Zway/\wyﬁ. (223)
j Y

Observe que a equacao (2.21) é semelhante & equacao de estrutura de um espaco

Euclidiano, com um "termo de correcao" dado por
E Wi A\ Wyj = Qi)'a Qij = _jS'
x

Para esclarecer o significado das 2-formas Q;, notemos que a imersao f : M™ — E™*P

determina uma métrica Riemanniana (, ) em M™ dada por
<V17V2>q = <dfq(\’1)7dfq(\’2)>7 qeM, vi,v, € T{M™,

onde o produto interno do segundo membro é o poduto interno usual do E™*P. A métrica

Riemanniana em M™ é chamada métrica induzida por f. A métrica induzida e a parte
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tangente {e;} do referencial determinam as formas w; e, por conseguinte, as formas dwj.
Pelo Lema 2.2 as formas wjy; ficam entao inteiramente determinadas e o mesmo se verifica

para as formas

Qij = dwij — E Wik /\ Wy -
k

Portanto, a matriz antissimétrica de 2-formas (Q;;) depende apenas da métrica induzida
(e da escolha do referencial). Isto sugere que a matriz (€y;) é uma espécie de medida do
quanto a métrica induzida deixa de ser Euclidiana. (Qj;) é chamada a matriz das formas
de curvatura no referencial {e;}.

Observe que se M™ = R™, Qy; = 0. Além disso, se x : M? — R? entdo
Qiy = —Kw; A wo,

onde K é a curvatura Gaussiana. Isso mostra que (Qij) é uma generalizagao de tal

curvatura.

Exemplo 2.1. Seja S™ C R™"! q esfera unitdria centrada na origem. Escolhendo um

referencial adaptado (e1, ..., en,ent1) em R —{0}, teremos

dwy = E Wik N Wi + Wit A Wngry, 1,j,k=1,...,n,
k

donde

Qi = Wing1 A\ Wny1j

Como podemos pensar em X = eny, como vetor posicio da esfera S™ em R™, teremos

donde wi = Wn 13- Decorre dai que Q45 = —wi/A\wj, isto é, S™ tem curvatura constante

wgual a 1.

Se M™ for orientada, entao a n-forma diferencial w; /\.../\ w, = v nao depende
da escolha do referencial {e;}, contanto que tomemos sempre referenciais na orientacao de
M™. Com efeito, o valor de v nos vetores vi = ) ajjej, i,j =1,...,n é dado por

(w; Awg A ... A wq) E a1€j, ..., E nj€;
j j

= det(aij)wl VANRVAN wn(el, ey Cn) = det(aij)
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que é igual ao volume do paralelepipedo orientado formado pelos vetores v;. A forma v
¢ chamada forma de volume de M™. Por exemplo, a forma de volume da esfera S™ no

referencial do Exemplo 2.1 é dada por
v=w Aws A... ANWn = Wni11/\ .. /\ Wniin- (2.24)

Para associar um significado geométrico a matriz das formas de curvatura, precisamos
verificar como elas variam com uma mudanca da parte tangente do referencial {e;} (a
parte normal {e,} do referencial nao afeta as formas Qj;). Para isto, serd conveniente
usar a seguinte notagao matricial.

As matrizes das formas wi; e Q45 serao indicadas por W e Q, respectivamente, e o
vetor coluna das formas wj, por w. As equacoes de estrutura (2.20) e (2.21) se escrevem,

pois, como
dw =WA w,

dW =W AW+ Q.

Uma mudanca na parte tangente {e;} do referencial serd dada por e; = ) ujje;, onde
(ui;) = U é uma matriz de funcoes diferenciaveis em M. Além disso, U é ortogonal, isto

é, U- U* =identidade, onde U* indica a matriz transposta de U.

Lema 2.4. Por uma mudanca do referencial tangente {e;} dada por e; = Zj uijej, a

matriz das formas de conexao W muda por
W = duu* + uwur, (2.25)
e a matriz das formas de curvatura QO muda por
Q =uQu*, (2.26)
onde uma barra indica a entidade correspondente no referencial {e;}.

Demonstracao: Vide ([2]). n

Decorre do lema que, fixado ¢ € M™, quando mudamos o referencial tangente {e;}, a
matriz de formas ((Qij)q) muda como a matriz de uma transformacao linear em TqM™.
Portanto, fixados dois vetores X,Y € TqM™, a matriz numérica {(Qi;)q(X,Y)} representa,

uma transformagao linear em TqM™, que indicaremos por

(ny) . Tan — Tan7
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e que nao depende do referencial tangente. Rxy é chamado o operador de curvatura da
métrica induzida.

Passemos agora a analisar a equagao (2.23). Inicialmente, vamos escrevé-la na forma

Y

onde

chB = Z W i AN Wwig = _QB‘X'

Vemos que elas possuem uma certa analogia formal com as equacoes de estrutura de um
espaco Euclidiano com um "termo de correcao" 4. Por um raciocinio inteiramente
analogo ao lema (2.4) verificamos que a matriz de formas (wyp) = W+ e a matriz
de formas (Qup) = QF se transformam, por uma mudanga da parte normal {e,} do
referencial, de modo semelhante as formas W e (), respectivamente. Por esta razao,
chamaremos wyp as formas de conexao normal e Q4p as formas da curvatura normal.

E claro que, fixados g € M™ e dois vetores X,Y € TgM™, a matriz {(Qqup)q(X,Y)}
determina uma transformacao linear (Ryy)q : NgM™ — NqM™, chamada operador de
curvatura normal da imersao f.

As equagoes de definicao
Qij :Zwi“/\w“j, QO‘B :Zw“i/\wiﬁ
o i

relacionam as formas de curvatura da métrica induzida e as formas da curvatura normal

com as segundas formas quadraticas de imersao da seguinte maneira

Qi = —Z{th‘lwl/\Zhﬁwk}
@ 1 k
- Z{Z(hﬁ ik — ik {'i)}wk/\wl (2.27)

k<l o

Qup = —Z {Z h‘f‘kwk/\Zhﬁwl}
i k 1
- Z {Z(hl?ih?l —hi; f(l)} Wi A\ wr. (2.28)

k<l \ i
As equacoes (2.27) e (2.28) sdo chamadas as equacoes de Gauss e as equacoes de Ricci,

respectivamente.
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Como as formas (; sao de grau dois e o conjunto {w; Awj, 1 <j, i,j=1,... ,n}
forma uma base para o espaco A?V* das formas bilineares alternadas de V x V, entao

podemos escrever

1
Qi)' = —§ZRijklwk/\wl. (229)

K1

As funcoes Riji sao chamadas as componentes do tensor curvatura de M. Da equacao

de Gauss e de (2.29) temos

Rijit = —Qyj(ex, el) = Z(h?k ﬁ —h{l ]?i)- (2.30)

x
No caso particular em que k = 1 e 1 = j, Ryj4; € chamado de curvatura seccional no
plano span{ei, e;}. Em algumas situagoes é conveniente, ainda, introduzir a nogao de

curvatura escalar normalizada R, dada por
Riiii
R=) —2 . 2.31
_Z. n(n—1) (231)
i
Para finalizar esta secdao, apresentaremos um exemplo que ilustra como funciona o

método do referencial movel.

Exemplo 2.2. (Toro de Clifford) Seja f:R? — R* uma aplicacdo diferencidvel dada por

f(u,v) = (cos(u),sin(u), cos(v),sin(v)), (u,v) € R%2. Como
df = (—sin(u) du, cos(u) du, —sin(v) dv, cos(v) dv)

teremos

0

df (—) = (—sin(u), cos(u),0,0) e df <i) = (0,0, —sin(v), cos(v)),
ou ov

e portanto f é uma imersao. Como f(uw+ 2nm,v + 2mn) = f(u,v), para 1 e m inteiros,
entdo a imagem f(R?) é um toro S' x S' C R*. Para estudar a geometria deste toro,

escolhamos um referencial ortonormal e adaptado

€1 = (_ sin(u),cos(u),(),()),

es = (0,0, —sin(v),cos(v)),

e3 = %(Cos(u), sin(u), cos(v), sin(v)),

e4 = %(—cos(u), —sin(u), cos(v), sin(v)).
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Como df = )_wyey, concluimos que
i

wy = (df,e;) =du, wy=dv, w3z=w,=0.
Para o cdlculo das wyj, calcularemos primeiro
de; = (—cos(u) du,—sin(u) du, 0, 0),
de; = (0, 0,—cos(v) dv,—sin(v) dv),
de; = ——(—sin(u) du,cos(u) du, —sin(v) dv, cos(v) dv),

V2
donde

dei,e;) =

del, €3

dey, e3

de,, ey

( ) =0,

( ) = —du,
Wi = (der,es) = du,

( ) =—dv,

( ) =—adv,
Wy = | ) = 0.

des, eq) =

De wiy = 0, concluimos que a curvatura Gaussiana da métrica induzida € zero. De
w3y = 0, concluimos que a curvatura normal da 1mersao também € zero. Para o cdlculo

das sequndas formas quadrdticas nas diregoes ez e ey, faremos

3 3 3 3
Wiz = hllwl + h12QJ2 e Woz = h21(l)1 + h22CU37

donde
h?l =—1, hi’z - hgl =0, th =—1,
18to €,
-1 0
Ag -
0 —1
Analogamente,
1 0
A=
0 —1

Observe que e3 = \/Lif habita uma esfera unitdria, pois |f| = /2. Portanto, f(S' x S') estd
contida na esfera S?E\/i) de raio /2 de R* e o referencial e, €2, €4 € tangente a esta esfera

com es normal a f(S* x SY). Como imersao, f:S' x St — S?ﬁ) descreve o chamado toro

de Clifford.
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A Curvatura Média Total

A teoria da curvatura média total consiste no estudo da integral da n-ésima poténcia
da curvatura média H de uma subvariedade M™ em um espaco Euclidiano EMP e suas
aplicagoes. Neste capitulo descreveremos, inicialmente, o comportamento das «-ésimas
curvaturas escalares e, como aplicacao, daremos uma estimativa da curvatura média to-
tal para subvariedades fechadas M™ em E™P com R > 0. A partir de tal estimativa,

apresentaremos, ainda, resultados de classificacao para M™ nas condicoes acima.

3.1 As x-ésimas curvaturas escalares de M"

Seja f : M™ — E™"P uma imersdao de uma variedade suave compacta sem bordo

n-dimensional M™ em um espago Euclidiano E™*P de dimensao n + p.

ETL-I-P

Figura 2. Imagem imersa de uma variedade fechada M™ em um espago Euclidiano E™P,

19
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Ao longo deste capitulo, identificaremos M™ com sua imagem imersa e convenciona-
remos os seguintes dominios de indices: 1 <1,j,k<n; 1 <, B, y<p; n+1<m,s,t<
n+p; 1<A B C<n+p.

Consideremos em T(E™*P) um referencial ortonormal local (ey,. .., enp) adaptado a
f e seja (wi,..., Wnyp) seu respectivo correferencial. Como vimos na Segao 2.1, existe
uma, tinica 1-forma de conexao, (wag), a forma de conexao de Levi-Civita, tal que

deZE wap ANwp, wap+ wpa =0, deBZE Wwac /\ Wcs.
B C

Restringindo estas formas a M™, temos w, = 0, para todo r. Assim,
0=dw, :Zwﬁ/\wi, V.
i
Pelo lema de Cartan, temos

:Zh{jw]—, hi; =hj, Vi,j,1.

i

Além disso, da Secao 2.2 segue que a primeira e a segunda forma fundamental sdo,

respectivamente, dadas por
I:Z(wi )2 e II—Zh Wi w;e;.
i i,r

O operador de forma A, de M™ com relag¢ao ao vetor normal e € N¢M™ é o operador
auto-adjunto em T,(M™) correspondente a forma quadrética II. = (II,e). A matriz de
A., com relacdo & base adaptada {ei,...,enqp} é Ly = (h{j)nxn.

Utilizando-se as equacoes (2.30) e (2.31) da Secao 2.2 podemos representar o campo
vetor curvatura média &, a curvatura média H e o comprimento ao quadrado da segunda
forma fundamental S da seguinte maneira

£=) He,, H=[E, S=) (h})%
T i,r
onde H, = + Zh para todo 1.

No que segue, iremos mostrar que é valida a seguinte igualdade
n?H? - S
nmn-—1)

Pela equacao (2.31) é suficiente provar que

Z Rijij = T12H2 —S. (31)
Lj

R =
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Da equacao (2.30), segue que

D Riyy = Z {Z [hih); — (h{jﬂ}
0

T

7)5 5j5r

= Y s (32)

7)5
Agora observe que,
Z hIhl =n?H (3.3)
7]7
A equacao (3.1) segue, entdo, das equagoes (3.2) e (3.3).

Denotemos por B, o fibrado normal unitério de f(M™) em E™'P, isto é,
By ={(x,v(x)) [ x € M™ e v(x) € N¢x)(f(M™)), com (v(x),v(x)) =1}.

Notemos que B, é localmente um fibrado de esferas (p — 1)-dimensionais sobre f(M™) e

é localmente uma variedade diferenciavel de dimensao n +p — 1.

Figura 3. Visualizacao do toro como um fibrado normal unitdrio.

Existe uma forma diferenciavel do,_; de grau p —1 em B, tal que, quando restrita a
uma fibra, é o elemento de volume da esfera de vetores normais e unitarios em um ponto
x € M™, denotada por SP~!.

Com efeito, podemos pensar em f = e, 1, como vetor posicao da esfera SP~'. Assim,
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das equagdes (2.14) e (2.15) obtemos

p—1 p—1
df = Wniabnia € den+p - E Wnirpnt+aCntos
x=1 ax=1

donde segue que,
Wnipntoa = Wnia-

Desse modo, o elemento de volume de SP~! no referencial acima ¢ dado pela (p—1)-forma
de—l = Wn41 ZARERIAN Wntp—1 = Wnipn+i ZARRRWA Wnpnip-1-

Por outro lado, segue da equacao (2.24) que o elemento de volume de M™ pode ser
representado pela n-forma dV = w; A--- A w,. Como B, é uma variedade diferenciavel

(n +p — 1)-dimensional, entdo a (n +p — 1)-forma dada por
dVAdo, 1 =wi A Awn AWnpr A A Wngp

pode ser considerada como o elemento de volume de B, .
Em um ponto arbitrario (x,e) € By, denotemos A, = (Ayj). Definimos a k-ésima

curvatura média Kyi(x,e) em (x,e) por
n
det(dy; +tA;) =1 Ky (x, e)t*,
et(555 + tAy) +%;@)kua

onde 6i; é o delta de Kronecker, t é um parametro e

ny n!
(k)  k!I(n—Kk)

Quando k = n, a k-ésima curvatura média coincide com a curvatura de Lipschitz-
Killing em (x, e). Chamamos a integral
Kil = | Kelx, o) doy (o),
N

‘n/k

média na esfera normal SP~! de [Ky (x, e) , a k-ésima curvatura absoluta total de M™

em X. A k-ésima curvatura absoluta total com relacao a f é definida por

TAk (f) =

J KidV.
MT\.

Cnip—1

Estabeleceremos, a seguir, um limite inferior para TA, (f) em termos do nimero de

Morse w(M™) e dos i-ésimos nameros de Betti $;(M™) de M™ (veja o Apéndice B para
a definigdo de Bi(M™) e confira o Apéndice C para a defini¢ao de u(M™)).
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Lema 3.1. Seja f : M™ — E™P wuma imersao de uma variedade fechada em E™TP.
Entao,

TAL(f) 2 u(M™) = B(M™),
onde w(M™) é o nimero de Morse, Bi(M™) € o i-ésimo nimero de Betti e B(M™) =
3 B(M).
Demonstracao: Veja [14] ou [25]. m

Lema 3.2. Seja f : M™ — E™P wma imersiao de uma variedade fechada em E™TP.
Entao,

TA(f) =2, k=1,...,n.

A igualdade acontece se, e somente se, M™ estd imersa ou como uma hiperesfera se
k <M ou como uma hipersuperficie convexa se k = n, em um subespaco linear (n + 1)-

dimensional de EMTP.

Demonstracao: Veja as referéncias [6] e [13]. n
Para descrever como Ky (x, e) depende de e, escolhamos, em uma vizinhanca de x, um
referencial ortonormal local {e A}Ki}f adaptado a f. Entao, o vetor normal e e o operador

de forma A, podem ser representados como

e = ZycxenJroc € Ae = ZUWL“+°"

onde > y% = 1. Neste caso, Ky(x, e) é dado por
—1
Ka(x, e) = <T2‘) 3 (AuAy; —AZ).
i<
Exemplo 3.1. Seja M? uma 2-superficie no espaco Fuclidiano E*. Escolhamos, em uma
vizinhanga do ponto x € M?, um referencial ortonormal {ea}s_, tal que e;, ey sejam
tangentes a M?. Entdo, a matriz do operador de forma A, com relagio a base adaptada

(e1,ez,e3) €
3 3
hy; hy,
3 3
hy hyy

Ly =
Logo,
det(8i; + th?j) =1+ (hi, + h3y)t + (hi, hj, — hihj )t%.

Neste caso, temos

Ka(x, e3) = h%hgz - (h?Q)Q
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e
h3 h3
](1(X{7 63) — ( 11+ 22)'
2
Denotemos TT = (Mg )pxp, onde
. 1 n+oap,n+p n+oyp,n+p
ﬂcx{% - m Z(hu h’jj - h'ij h’ij ) (3-4)

LJ

para todo « e 3. Entdo, Ky(x, e) pode ser expressado como
Kao(x.€) = ) TlapyYays. (3.5)
of

Da igualdade em (3.4) segue que TT é simétrica. Assim, podemos escolher um referencial

ortonormal local {€,q}h_, tal que Ky(x, €) pode ser reescrito como

Ka(x,€) = ) AqUl, (3.6)
x
onde € = ) Yglnia € Ay = Ay = -+ = A, sdo os autovalores de TI. Chamamos um tal
(X u—
referencial (x;eq,...,en;€n41,...,€n4p) um referencial de Frenet-Otsuki e chamamos
A (x=1,...,p) a a-ésima curvatura escalar de M™ em E™*P. Por defini¢do, vemos

que Ay esta definida continuamente em M™ e sao diferenciaveis em subconjuntos abertos

nos quais Ay > Ag > -+ > Ay,

Proposicao 3.1. (Chen, [7) A curvatura escalar normalizada R e as x-ésimas curvaturas
escalares satisfazem a sequinte relag¢ao
R=D> A
x

Demonstracao: Das igualdades em (3.5) e (3.6) segue que
_ _ 1 _
2 2 _ n+opn+o n+o)2 2
E(X }\Ocy(x - z(x ”ococyog - z(x {TL(TL— 1) ) Eij [hii hjj - (hij ) ]}y(x'
Assim,

2 A = ) wmey ;”Hf R - (=) g =R

1
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Observacao 3.1. Diagonalizando-se a matriz Ly do Exzemplo 3.1, obtemos
AL =h}, Ay =hl, h3 =h’ =0.

Assim, Ko(x, e3) e Ki(x, e3) coincidem, respectivamente, com a curvatura de Gauss e a

curvatura média de M?2.

Escrevamos,
_ n+op N+ _ _ n+o)2
Sn+oc,n+[3 - § hij hij € Sn+<x - Sn+cx,n+cx - § (hij ) )
i) i
para todo x e 3. Entao, ITyg pode ser expressado como

1

Mop = ———~
b nn-—1)

(nQHn—O—ocHn—b—B - Sn—!—(x,n—b—ﬁ); (37)

para todo & e 3. Como a matriz (HnyoHnip)pxp tem posto 1 e (Snianip)pxp € positivo
semi-definido, segue da igualdade em (3.7) que existe pelo menos (p — 1) ntimeros dos
autovalores de TT que sao menores do que ou iguais a zero. Da definicao de Ay, obtemos

a seguinte

Proposicao 3.2. Seja M™ (n > 2) uma subvariedade em E™P com p > 2. Suponhamos

que Ay = Ay = -+ = A, sejam as x-€simas curvaturas escalares de M™. Entao,
0ZN 2 2A,
em todo ponto de M™.

Seja M™ uma subvariedade fechada em E™*P com R > 0. Chen [7] estabeleceu a

seguinte igualdade para uma subvariedade M?™ em E2™*2 com R = 0.

Teorema 3.1. Seja M?™ uma variedade fechada 2m-dimensional imersa em E2™%2 com

curvatura escalar R = 0. Entao,

J‘ A)™ dV = J KidV. (3.8)
M?2m M?2m

B 2Cerl
Nesta secao, provaremos uma desigualdade que generaliza esse resultado. Antes de

iniciar nossa discussao, precisamos do seguinte lema.

Lema 3.3. Seja ¢, 0 volume da esfera unitdaria S™. Sen > 2, entao

Cn—1 2 r (nTH)
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Demonstracgao: Considere as fungoes F : (0,400) — R dada por F(u) = 2InT(u) —
InT (u—1%) —InT (u+1) e P : (0,+00) — R definida por Pp(u) = Z(InT(u)). Do
Apéndice A (Proposi¢ao A.1), sabemos que

d? 1 1
— (In(T = — —_—
du? (In(T(w)) u? +T§1 (u+mn)?

Logo,

ou seja, b’ (u) < 0 para u > 0. Isso mostra que P (u) é uma funcao concava para u > 0.

Entao, para u > 0, temos

) ((1—’() (u—i) +t(u+i)> > (1-t) Y (u—i)—ktll) (u—ki), com t e [0,1].

Fazendo t = 1/2 nesta tultima desigualdade, obtemos

v (a) ez (wd) oo () ae ()

isto é,
w(u»ﬂw (u—i)w(uq)} (3.9)
Veja que,
Flu) = 2 2 In(F(w)]l = <= On(Mw—1/4)] = 2 In(F(w +1/4))
= 2 (w) — (u—1/4) — b (u+1/4)
~ [w(u) e 1/4)1} | (3.10)

Das desigualdades (3.9) e (3.10) segue F’(u) > 0, logo F(u) é uma fun¢do mondtona

crescente para u > 0. Agora, observe que

1 1
F(1) = 2111]“(1)—111]"(1—1) —]nr(l—f—z)

Y]

-1
7T 1
" [r(1/4) csin (Z) 4 r(1/4)]

- u ()
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Portanto, para w > 1, temos F(u) > F(1) > In <\/T§> Logo, F(u) > In (\/5/2), donde

rw)? > ? -T (u— i) T <u+ i) . (3.11)

segue que

Como Cn_; = 22T (%) (3], p.114), entdo usando a formula de duplicacdo da fungao

gama ([17], p.399) obtemos

_ 1 [atmorr(ag)r(ag) 2/
% NG 20T (3) T (%) |
2 TP
v T (%)
_oveer(e)-r(E) 2 r(%)
VT (5)-T(%2)  vro T(3)
\/5' 4 4

(3.12)

Fazendo u = ™2 > 1 (pois n > 2) na desigualdade (3.11), obtemos

()] e (52 -5) r (P D) = () 1 ()

A e e

Portanto, da igualdade (3.12) e da desigualdade (3.13) concluimos que

Cn—1 2 I (n_+2)

o
E]
B
—
—
ENEAES
SN—
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Usando a Proposicao 3.2 e a Proposigao 3.1, temos
Ky(x, e)[™/? = |Z A2 ™2 = Ny + Ays + -+ )\pg%|n/2
= [R—= o+ + AT+ Aoyl + -+ Ay /2
= [RYT +Ao(Y3 —47) + - + Ap Gy — 1™
< (RYF = Aoy — Gil =+ = Aplyp — GiD™”
< ARG = Mol — MR — = AR —yEM?), (3.14)

onde usamos acima o fato de que a funcdo f(u) = u™? é convexa em [0, +00).

Necessitamos das seguintes integrais esféricas

_ 2c _
J . g™ S,y = Sntp-1
sk~

4 () (CnH’I) |

GG A8, = ok
J's;’1 k o1 o ﬁ F(Z)

para r = 2,...,p, que podem ser encontradas em [9].

Integrando ambos os lados da desigualdade (3.14) com relagio a e em SP~! e usando

as integrais esféricas acima, obtemos

j Ko(x.e)l? do, ;< AT M 2 dsp_l—xgj -3 dS, s — -
51;71 Spfl 1

4 SY

N[ asy
sp

X

. }\%71 2RCT\-+P—1 o (}\ 4. _’_}\ )_ (HTH) Cn+p_1
- ! Cn 2 P Tt r(%) Cn—1

Desse modo,

1

Cn+p—1

n_ 4 T
K5(x) < A{ 1{7\1'—71r(£
1
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Da Proposicao 3.2, temos A; > R > 0, donde R?\?/Z_l > R™2. Portanto, segue do Lema

3.3 e da desigualdade (3.15) que

1 w4 T(22) RY2 ¢, 2
Ki(x) <A — _
Cntp—1 Q(X) ! V@ET‘(%)cn41_+ Cn—1 Cn VGE F(

Entao, podemos provar nossa proxima proposicao.

%‘

r(2)
] ] . (3.16)

I3

Proposi¢ao 3.3. Seja M™ (n > 2) uma subvariedade fechada em E™P com R > 0.

Entao,

J AV2 Qv > @J Ki(x) dV + {1 ~ %, (°”1> H RY2 4V,  (3.17)
n MTI n

Cn+p71 Cn

onde kn = (/7t/4)T (%) /T (“T”) Além disso, se a igualdade em (3.17) ocorre, entdo
A =02<ax<p—1) em M™.

Demonstragao: Como k., = (1/71/4)T (%) JT (“T”), entao segue da desigualdade (3.16)

que
n— n2 1 [, [ene 1
<C ! )K;(x)g)\l/?_+ Q(C 1)--]12“/2.
anppfl n L Cn Kn
Logo, )
A2 > (ﬁ) knKi (%) + |1 — 2kn <E)1 R™2, (3.18)
Cn+p—1 L n

Integrando ambos os membros da desigualdade (3.18) em M™, obtemos a desigualdade

(3.17). Admitamos agora que a igualdade em (3.17) ocorra e ponhamos
P={xeM"|R(x) >0} e Q={x e M"|R(x) =0}.

Segue que A; = R em P, donde obtemos Ay = --- = A, = 0 em P. Além disso, M™ = PUQ
e, da igualdade em (3.14), segue que no maximo um dos A, ..., A, é ndo nulo em Q. Isto,
junto com o fato 0 > Ay > --- > A, implicam em Ay = --- = A,_; = 0 em Q. Das
dedugoes anteriores, temos Ay = -+ = A,_; = 0 em PUQ = M". Isso completa a

demonstragao. ]

3.2 Uma estimativa da curvatura média total

Seja f: M™ — E™P uma imersdao da variedade fechada M™ em E™*P. A curvatura

média total de M™ com relagao a f é definida por

TM(f) = J H™MdV.
MTL
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Um problema interessante é caracterizar as imersoes que minimizam o funcional TM(f).

Varios resultados foram obtidos com relacdo a esse problema. Chen [8] provou que
J H™dV > ¢,
Mﬂ.

onde a igualdade ocorre se, e somente se, M™ estd mergulhada como uma hiperesfera em

um subespaco linear (n + 1)-dimensional de E™*P, com n > 1. Ele também obteve um

limite inferior de TM(f) em termos dos nameros de Betti de M™ para f com R > 0.
Nesta secao obteremos uma estimativa da curvatura média total de M™ em termos de

R, onde R > 0.

Definicao 3.1. Uma subvariedade M™ de um espaco Euclidiano E™*P diz-se umbilica em
X € M™ na direcio de v € Ny M™ se o operador de forma A, for miltiplo da identidade
em T,M™. No caso particular em que o vetor v tem a mesma direcao do vetor curvatura
média em x, a subvariedade M™ ¢ chamada de pseudo-umbilica e x € chamado de ponto
pseudo-umbilico. Além disso, se M™ é umbilica em toda direcao normal, entdo dizemos

que M™ ¢ uma subvariedade totalmente umbilica de EMTP.

Exemplo 3.2. Considere o toro de Clifford visto no Exemplo 2.2. Jd vimos que as

matrizes dos operadores de forma nas direcoes de ez e ey sao dadas por

-1 0 1 0
A3 - e A4 =
0 —1 0 —1

Logo,
h?l = th =—1; h4111 =1 héQ =—1.

O vetor curvatura média H do toro de Clifford tem a mesma direcdo de e3. Com efeito,

4 2
1 , 1 1
H= 9 Z (Z hii) €r = 5”‘?1 + h§2)63 + 5”14111 + h%2)64 = (—1)es.

Desse modo, Ay, = (—1)1d e, portanto, o toro de Clifford é uma subvariedade pseudo-

umbilica.

Lema 3.4. Seja M™ uma subvariedade em E™P. Se A{(x) = 0 em um ponto x € M™,
entdo H2(x) > A(x), onde a igualdade ocorre em x se, e somente se, x é um ponto

pseudo-umbilico de M™.
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Demonstracao: Seja (x;eq, ..., €n;€nt1,..., €ntp) um referencial de Frenet-Otsuki em
uma vizinhanca de x. Segue de (3.4) que
nn—1A,=2> MR — (h7*)%, V.
i<j

Assim,

D D (WP =) (nHu)—nn—1)) A

a>1 i,j a>1 o>1

Por outro lado, temos
1
Z(h{li+1)2 _ m {Z(h?iﬂ . h;+1)2 +2 Z h{1i+1h};+1} '
i i<j i<

Portanto,

1 n n o
= S g 2 S e

i i<j i<j

Usando o fato )~ Ay = R, obtemos

S — Zhn—H +ZZ hn+oc

i, a>1l 1i,j
2n 1
— 2 n+1\2 n+1 n142
= A ) (WG = ) (R T
i< i<j
+Y (M )? —n(n—1R.
x>1
J& sabemos que n(n —1)R = n*H? — S. Portanto,
n
n?H? = n2\, + — Z(h{;+1)2
i<
1 n+1 n+1,2 2
+ —1 g(hu _hjj ) + aZM(an—b—oc) . (319)

De (3.19) temos H? > A; e H? = A; se, e somente se, hl\™! = h}lj“, h{;“ = 0 para todo

1#j, e Hy1 o = 0 para todo « > 1. Desse modo,
Ev = Z Hn+ocen+oc = Hn—l—len—H

e isso mostra que e, tem a mesma direcao de &. Além disso, L1 = (h?jﬂ)an sera
uma matriz diagonal com elementos diagonais iguais a hjy"'. Como o referencial que
estamos considerando é de Otsuki-Frenet, entdo hiy™ = AL Assim, L = A1, = H2I,,

onde I,, é a identidade de ordem m. Portanto, x ¢ um ponto pseudo-umbilico. [
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Observacao 3.2. Chen [10] obteve o Lema 3.4 para n = 2.

Usando a Proposicao 3.3, o Lema 3.2 e o Lema 3.4, obtemos o principal resultado

desse trabalho.

Teorema 3.2. Seja M™ uma subvariedade fechada em EMP com R > 0. Entao,

J H™ AV > 2kncn_; + {1 — 2Kq, (C‘“) H R™24V,
Mmn Cn n

onde Kn = (\/E/Zl) T (%) JT (”T”) Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, M™

estd imersa como uma hiperesfera em um subespago linear (n+1)-dimensional de EM*P.

Demonstracao: Sabemos que R =A; + Ay + - - - + A,,. Como, por hipotese, R > 0, entao
A1 = —(As + -+ An). Pela Proposicao 3.2, temos 0 > Ay > --- > A,,. Assim, vemos que
A1 > 0. Usando o Lema 3.4, temos H? > Ay, logo H™ > ?\{1/2. Integrando em M™ ambos

os lados desta ultima desigualdade e usando o Lema 3.2, obtemos

J HMV > J AY2av
mn mn

> Lo J K:(x)dV + {1 2K <C“1) H R™2qV
Cntp—1 JMmn Cn mn

> 2kpCn_i + {1 — 2Kn (C“_l) } J R™24V,
Cn M

onde a igualdade ocorre se, e somente se, M™ esta imersa como uma hiperesfera em um

subespaco linear (n + 1)—dimensional de E™*P. [ ]
Concluiremos esta secao dando outra aplicacao da Proposicao 3.3. Para tanto, neces-

sitamos do seguinte lema.

Lema 3.5. Seja M uma subvariedade totalmente umbilica em um espaco N. Se N tem

curvatura constante, entao M tem curvatura contante.
Demonstracao: Vide ([11], p.49). [ |

Proposicao 3.4. Seja M™ uma subvariedade fechada em E™P com R > 0. Suponha que

{Aa} sejam as x-ésimas curvaturas escalares de M™. Entao,

J H AV > EJ Ki(x)dV + {1 — 2Kp (C“‘1> }J R™24V, (3.20)
n n MTL

Cn+p71 n
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onde k,, = (/7t/4)T (%) /T (“T”) . Além disso, a igualdade em (3.20) ocorre se, e somente
se, ou (a) M™ estd mergulhada como uma hiperesfera em um subespago linear (n+1)-

dimensional de EMP ou (b)) M™ € pseudo-umbilico com R=0eA, =02 < a<p—1).

Demonstracgao: A desigualdade em (3.20) segue utilizando-se os mesmos argumentos da
demonstracao do Teorema 3.2. Suponhamos que a igualdade em (3.20) ocorra. Entao, da

desigualdade (3.17) temos
J H™ dV < J A2 av. (3.21)
MTI Mn
Por outro lado, ja vimos que R > 0 implica em H2 > A;, donde H™ > A2 Assim,
J H™ 4V > J A2 dv. (3.22)
M M
De (3.21) e (3.22) obtemos
J H™ dV = J A2 av,
Mn n

de onde concluimos que H? = A;. Do Lema 3.4 segue que M™ é pseudo-umbilica. Considere
My ={x € M; R(x) > 0}. Da prova da Proposicao 3.3, temos Ay = --- = A, =0 em M,.
Assim, M, é totalmente umbilica. Do Lema 3.5, segue que toda componente conexa de
M, tem curvatura constante. Assim, R é constante em Mg. Portanto, My = M™ ou
(), pois R é continua em M™. Se My = M, entao M™ tem curvatura constante. Assim,
M™ esta mergulhada como uma hiperesfera em um subespaco linear (n + 1)-dimensional
de EMP. Se My = (), entao R = 0 em M™. Além disso, segue da Proposi¢ao 3.3 que
A =0 (2< a<p—1) em M™". A reciproca é imediata. Isso completa a demonstracao.
|

Seja M2 uma superficie fechada em E27P. Entdo, a curvatura escalar normalizada R é
apenas a curvatura de Gauss e TA,(f) é precisamente a curvatura absoluta total. Usando

a Proposicao 3.4 e o Lema 3.1, podemos provar os seguintes coroléarios.

Corolario 3.1. Seja M? uma superficie fechada em E2*P com curvatura de Gauss nao

negativa. Se

J H? dV < (24 m)m,
M2

entdo M? é homeomorfa a uma esfera bidimensional.
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Demonstracgao: Fazendo n = 2 na Proposicao 3.4, temos

J H2ay > 24 J Kz (x) dv+{1—2|<2 (ﬂ)}J R AV
M2 Cp+1 M2 Co M2
1
- Qn-\/—T_“-r(1/2).( J K3 (x) dV>+{1—K2}-J R dV
4 Cpr1 Jm2 M2

. (Cp1+1 . JM:) K5 (x) d\/) + (1 — %{) .JM2 R4V, (3.23)

onde a igualdade ocorre se, e somente se, M? estd mergulhada como uma 2-esfera ou

L\D|:~L

R = 0 em M2 Como, por hipotese, M? é uma superficie fechada, entdo a curvatura
escalar normalizada R coincide com a curvatura de Gauss. Assim, do Lema 3.1 e da
formula de Gauss-Bonnet, temos

1

Cp+1

J Ki(x) dV > u(M?) > B(M?) e J R dV = 2y (M?). (3.24)
M2

M2
Se R > 0, entao da formula de Gauss-Bonnet segue que x(M?) > 0. Logo, pelo teorema,
de classificagao das superficies fechadas (confira o Apéndice B) temos que M? deve ser
homeomorfa a uma esfera unitaria S? ou a um plano projetivo real RP?2. Se M? fosse
homeomorfa a RP?, entao x(M?) = 1 e u(M?) > 3 (veja o Apéndice B). Das desigualdades
em (3.23) e (3.24) teriamos

2
J HQdV>3-ﬂ—+<1—E>-27r:7t(ﬂ+2),
e 2 1

o que iria contradizer nossa hipotese. Logo, para R > 0, M? deve ser homeomorfa a uma
2-esfera.

Se R = 0, entdo com o mesmo raciocinio anterior, concluimos que M? deve ser homeo-
morfa a um toro T2 ou a uma garrafa de Klein K2. Em ambos os casos, temos x(M?) =0

e u(M?) > 4 (veja o Apéndice B). Novamente por (3.23) e (3.24) obtemos
J H? dV > 27 > m(m + 2),
M2

0 que mais uma vez contradiz nossa hipotese. Assim, M? nao pode ser homeomorfa a T?
nem a K2, donde segue o resultado. [ ]
Antes de demonstrarmos o proximo coroléario, recordaremos o seguinte resultado devido

a Chen.

Teorema 3.3. Seja M? uma superficie pseudo-umbilica flat compacta em um espaco
Euclidiano EMP. Entdo,

J H? dV > 2n*. (3.25)
M2
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A igualdade ocorre se, e somente se, M? estd merqulhada como um toro de Clifford, isto

¢, M2 € a superficie produto obtida de dois circulos planos com raios de mesma medida.
Demonstracao: Vide [12]. n

Corolario 3.2. Seja M2 uma superficie flat fechada em um espaco FEuclidiano E™P com
P = 2. Entao,
J H? dV > 27, (3.26)
M2

A igualdade ocorre se, e somente se, M? estd mergulhada como um toro de Clifford T? =

S'(a) x S'(a) C E* C E?*P, onde S'(a) € um circulo plano de raio a.

Demonstracao: Como por hipotese M2 é flat, entdo R = 0. Com o0s mesmos argumentos
da demonstragdo do Corolario 3.1, concluimos que [,,, H* dV > 2n®. Agora, vamos
demonstrar a segunda parte. Para tanto, suponhamos inicialmente que a igualdade em

(3.26) ocorra. Como R = 0, entao de (3.23) temos

1

Cp+1

- J Kz (x) dV = 4. (3.27)
M2
Por outro lado, fazendo m =1 em (3.8) e p = 2 em (3.27), obtemos

J A dV:i-J Ki(x) dV = <1 . 4cy = 2722,
M2 2¢o M2 2¢o

donde segue que A; > 0 e A; = H2. Entdo, pelo Lema 3.4, M? ¢ pseudo-umbilica. Do
Teorema 3.3 concluimos que M? est4 mergulhada como um toro de Clifford.
Reciprocamente, se M? esta mergulhada como um toro de Clifford, entdo mais uma

vez pelo Teorema 3.3 segue que [,,, H> dV = 27, Isso completa a demonstracao. n

Observagao 3.3. Chen provou o Coroldrio 3.1 para p = 2 em [10] e para M? sendo

pseudo-umbilica em [12).



Apéndice A
Funcao Gama

Os resultados contidos neste apéndice foram extraidos da referéncia [22].

A.1 Produtos de Weierstrass

Sejam f, g fungoes inteiras com os mesmos zeros, nos quais eles tem as mesmas mul-
tiplicidades. Entao f/g ¢ uma func¢ao inteira sem zeros. Primeiro, analisaremos este

caso.

Teorema A.1. Seja f uma funcgao inteira sem zeros. Entao, existe uma fun¢ao inteira
h tal que

f(z) = e™®),

Demonstracgao: Como C é simplesmente conexo e f ndo tem zeros, entao existe log(f(z)).
Assim, basta tomar h(z) = log(f(z)), pois e°&f()) = f(z). n
Vemos que se f, g sao duas funcoes com os mesmos zeros e mesma multiplicidades,

entao

tem os mesmos zeros que ¢, contados com suas multiplicidades.
No que segue, daremos uma forma canonica de uma fungdo com zeros prescritos.

Suponha que esses zeros estejam ordenados pelo valor absoluto crescente. Logo, z,zs, ...

36
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forma uma sequéncia de nimeros complexos nao nulos satisfazendo
zy| <lzof < -1

Assumamos que |z,,| — oo quando n — oco. Se tentarmos definir a funcao pelo produto
Hoo z
n=1 Zn
entao vemos imediatamente que este produto pode nao convergir e, assim, temos que
inserir um fator convergente. Nao queremos que este fator introduza novos zeros, entao o
definimos por meio de uma exponencial. Desejamos que ele seja o mais simples possivel,
assim tomamos a exponencial de um polinémio, cujo grau dependera da sequéncia z.

Entao, somos levados a considerar fatores da forma

En(Z) _ (1 o Z)ez+z2/2+-~~+znfl/(n—1).

O polindmio na exponencial ¢ exatamente o que precisdvamos para cancelar os n

primeiros termos na expanc¢ao em série da fun¢ao log. Desse modo,

Z2 anl
logEn(z) = log(l— A
og En(z) og( Z)+Z+2+ +
N k
k=n

Lema A.1. Se |z| < 1/2, entao
[log B (2)] < 202"

Demonstracgao:

e Z‘” 1
“Og E T _k 2|Z|T‘L
k=0

Dada uma sequéncia {z,}, com z,, — 0o, escolhamos inteiros k, tais que as séries

0 R\ kn
> (i)
convergem para todo positivo real R. Como |z,,| — oo podemos encontrar k., por exemplo,
kn =1, tal que (R/|zn])™ < 1/2™ para n > ng(R). Ponhamos
2 kn—1

Po=z4 o fot o
A 2 ko —1
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Note que,

Teorema A.2. O produto

n=1 n=1
converge uniformemente e absolutamente em cada disco |z| < R e define uma fungao

inteira com zeros nos pontos da sequéncia {z.} e nenhum outro zero.

Demonstracgao: Fixemos R e seja N tal que
lzn| < 2R <zl

Entao, para |z] < Ren > N, temos

e assim,

R \ "
log En (2, 20)] < 2(ﬁ) |
Zn

Portanto, a série
o
> logEn(z,zn)
n=1

converge absoluta e uniformemente quando |z| < R, implicando na convergéncia absoluta
e uniforme do produto exponenciado. A func¢ao limite tem obviamente a sequéncia {z,}
como zeros, com a multiplicidade igual ao ntimero de vezes que z,, é repetido na sequéncia.
Devemos mostrar que a fungao limite nao tem outros zeros. Para tanto, fixemos algum

raio R e consideremos somente |z| < R. Dado €, existe Ng tal que se N > N, entao

N
Y logEn(z,zn)

T‘L:No

N
log [ Enlz zn)

T‘L:NO

<e,

pela convergéncia uniforme absoluta da sequéncia log provada anteriormente. Assim, o

produto

N
H En(Z7 Z’O)
No
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é aproximadamente igual a 1. Mas,

No—1 N
f(z) = | | En(z,z) lim | |En(z,zn)-
—00
n=1 No

O primeiro produto no lado direito tem os zeros apropriados no disco |z| < R. O limite do

segundo produto do lado direito é aproximadamente igual a 1 e, portanto, nao tem zeros.

Isso prova o teorema. [

A sequéncia {z,} foi escolhida de modo que z, # 0. E claro que uma funcio inteira

pode ter um zero em 0. Para levar isso em conta, temos que tomar

Esta funcao tem os mesmos zeros que o produto no Teorema (A.2) e mais um zero de

ordem m na origem.

Exemplo A.1. Afirmamos que,

2

T 1
sin’(mz) T% (z —m)?’
s — 1 1
meot(mz) = thf)s( z) — _+Z +—),
sin(nz)  z z—m n
n#0
sin(mz) = thH (1 — E) e*/™ = thﬁ (1 — Z—2>
n n2 )’
n#0 n=1

Demonstracgao: Vide [17]

A.2 A Funcao Gama

Nesta secao, definiremos e estudaremos algumas propriedades da funcao Gama, a qual

¢ uma extensao da funcao fatorial I'(m) = (n — 1)!. Os resultados apresentados a seguir

foram extraidos da referéncia [22].

Consideremos o produto infinito

dlz) =z [J1+2)-e/m (A.1)

1

Lema A.2. O produto (A.1) converge normalmente nas partes compactas de C.
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Demonstracao: Vide [22] [ ]

Observemos que
o0

o(1) =] J@+1/m)e /™ € (0,00).

n=1
Portanto, existe uma constante y € R tal que ¢(1) = e~ Y, ou seja, e¥d(1) = 1.
Definicao A.1. A funcao Gama € a funcao definida por
e vz
$(z)

Teorema A.3. Sao vdlidas as sequintes propriedades:

MNz) =

1. Os polos de T'(z) sao 0,—1,—2, ..., sendo todos de ordem 1.
2. T(z) #0 para todoz € C eT'(x) >0 se x > 0.

3. T(z+ 1) =zl'(2) para todo z € C—{0,—1,—2,... }.

4. y=Ilim(14+1/24+1/34+---+1/n—log(n+1)).

Demonstragao: Prova de (1)- Pelo teorema 18, a fun¢ao ¢(z) definida em (A.1) se anula
nos pontos 0,-1,-2,.... Além disto, todos os seus zeros tem ordem 1. Por outro lado, e
nao se anula, logo os polos de I'(z) sao 0, -1, -2, ... , sendo que todos eles sdo de ordem 1.

Prova de (2)- Utilizando-se (A.1) segue-se que ¢(x) > 0 se x > 0. Portanto,
Nx)=e Y*/d(x) >0, se x> 0.

Prova de (3) e (4)- Coloquemos

Pa(z) = eZz][(1+z/j)e =
=1
z(1+2z)---(z+n)

- - exp((y — (14 +1/n))z2). (A.2)

Da definigao de T'(z) segue que lim P, (z) =1/T(z). Fazendo z =1 em (A.2), obtemos
n—o00
Pa(l)=(m+1)exply — (1 +---+1/n)) =exp(y —vn),
onde y, =14 ---4+1/n—1log(n+ 1). Portanto,

1=1/T(1) = lim P,(1) = lim exp(y —vn).
n—oo

n—o0
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Como vn,Y € R para todo n > 1, a iltima relacao implica que
lim (y —vn) =0= lim vy, =v = (4).
n—oo n—oo
Por outro lado, (A.2) implica também que
Pn(z+1 z+n+1
Pzt 2ERE] oy — (124 4 1/m))
Pn(z)
1
= exply — (14 +1/n))+ —exp(y —vn).
Como lim (y—(14+1/2+---4+1/n)) =—00 e lim (y —vyn) =0, obtemos
n—oo n—oo
Mz) . Pulz+1) 1
2 = im 2T o eC—{0,—1,-2,..}.
MNz+1) s P.(z) z ez { J
Logo, Mz +1) =2zI'(z), se z¢{0,—1,—2,... }. [
Uma das consequéncias do Teorema (A.3) é o seguinte
Corolario A.1. '(n+ 1) =n! para todo n € N.
Teorema A.4. A sequéncia de funcoes meromorfas
nin?
M(z) = , m>1, A3
() z(z+1)---(z+mn) (4.3)
onde n* = exp(zlog(n)), converge uniformemente nas partes compactas de C—{0,—1,—2

para T'(z).
Demonstragao: Se P,,(z) é como em (A.2) e I},(z) como em (A.3), temos,
M(z)Pa(z) = nfexp(ly —(1+---+1/n)lz)
= exp(ly —(1+ -+ 1/n—log(n))lz)

= exp(ly —vn +log(l +1/n)]z)

= exp(snz),

onde $n =7y —yn +log(l +1/n). Como lim s, =0, entao a sequéncia (exp(snz)),,

n—oo

converge uniformemente nas partes compactas de C para 1. Por outro lado, a sequéncia

(1/Pn(z)),>, converge uniformemente nas partes compactas de C —{0,—1,—2,... } para

I'(z), logo
Ih(z) = exp(snz)/Pn(z) = T(z) em C—{0,—1,—2,... }.

g s

}
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Corolario A.2. I'(z) - T'(1 — z) = it/ sin(nz), para todo z & 7.

Demonstracao: De (A.3), obtemos

nnt-2
n(l=z) = 1-2)2—2)---(n+1—2)
B n n-*
T on+l-z (1—-2)1—-2z/2)---(1—z/n)
Logo,
L - 1 1 1 n
o2 (I—z/m)---(1—=2z)z(l+2z)--( +Z/n)-r1_Z
n T .
et St
||
Obtemos entao dos teoremas 19 e 20 que
1 _ 1
M1 —2)  noe Ta(2)Tn(l - 2)
—  lim L-znu—z?/j?):m(m). (A4)

nsoon-+1—2z T

j=1
Exemplo A.2. Fazendo z = 1/2 no Coroldrio (A.2), obtemos (T(1/2))* = nt/sin(m/2) = m
Como T'(1/2) > 0, entdo I'(1/2) = \/m.

Corolario A.3. Seja f: (0,400) — R uma fung¢ao continua tal que
1. f(1) =1.

2. f(x+ 1) =xf(x) para todo x € (0,400).

f(x+n+1
3. Para todo x € (0,1) temos lim M =1.
n—oo nxn!
Entao, f(x) =T(x) para todo x € (0, +00).
Demonstracao: Observemos em primeiro lugar que basta provarmos que flg 1) = Tl(01)-

Com efeito, supondo este fato verdadeiro, fixemos x > 1. Sejan € N tal que x € [n,n+1).

Podemos escrever x =y +n com y € [0,1). Por (2), temos
fx)=fly+n)=@y+n—-1)---(y+1) fly+1).
Sey =0, temos: f(x) =f(n)=(n—1)=T(n). Sey € (0,1), podemos escrever

fx)=y+n—-1)-yY+1)y-fly=y+n-1)---y-Ty).
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Como I" também satisfaz (2), obtemos I'(x) = (y+n—1)---(y+1) -y -T'(y), portanto

f(x) = I'(x). Provemos entao que f(x) = I'(x), se x € (0,1). Do que foi visto acima,

temos
fx+n+1)=x+n) - (x+n+1)---(x+1) -x-f(x).
Logo,
¢ fix+n+1)
X = G mtnoD - xED) x
 fx+n+1) n*n!
N nxn! .(x+n)---(x+1)-x
flx+n+1)
SR LLRRLEELINY N}

nxn!

Portanto de (3), obtemos que

f(x) = n11_r)n Ia(x) =T (x).

Definicao A.2. Seja f: U — R uma funcao, onde U C C é um convero. Dizemos que f

€ convera, se para quaisquer z1,zo € U e t € [0, 1] vale a desigualdade
f((L—1t)zy + tzo) < (1 —t)f(z1) + tf(zq). (A.5)
Corolario A.4. (Bohr-Mollerup). Seja f: (0,+00) = R € uma funcao tal que
1. f(1) =1 e f(x) > 0 para todo x > 0.
2. f(x+1) =x-f(x) para todo x > 0.
3. log(f(x)) € conveza.
Entao, f =Tl 100)-

Demonstracao: Basta verificar a hipotese (3) do Corolario (A.3). Vamos usar o seguinte

resultado, cuja demonstracao pode ser encontrada em [22].

Lema A.3. Seja g: 1 — R, onde I C R é um intervalo. Entao g é conveza se, e somente

se, para qualquer xo € 1, a funcgao

g(x) — g(xo)

hy, =
X—X

x €I —{xq}

é nao decrescente.



Apéndice A. Funcao Gama 44

Para terminar a demonstracao do corolario, observamos que o lema implica que para

todo x € (0,1), podemos escrever

log(f(n)) — log(f(n + 1)) o log(f(x +n+1)) —log(f(n+ 1))
n—(Mn+1) = (x+n+1)—n+1)

log(f(n+2)) —log(f(n+ 1))
Mm+2)—(n+1)

~

Decorre dai, que

log (M) —log(n) < %log (W) — log(n)

f(n) fln+1)
f(n+2)
< log (f(n+1)) — log(n)

Pelo item (2) do Corolario de Bohr-Mollerup, temos
fn+1)=n-fm) e f(n+2)=(n+1)-f(n+1).

Logo, a desigualdade acima também se escreve como

f(x+n+1)

0 <log < ey

) < xlog(l+4+1/n),
ja que f(n 4+ 1) = n!l. Esta desigualdade implica que

1 1

n—oo n*n! n—oo n*n!

Proposicao A.1. A funcao log(T'(x)) € convera no intervalo (0, +00).

Demonstracdo: E suficiente mostrarmos que a segunda derivada de log(I'(x)) é maior

do que ou igual a zero. Utilizando a Defini¢ao (A.1) e a formula na equagdo (A.1) temos

L ogr)) = & (”’”) _a (—v— ‘b'("))

dx? dx I'(x) dx d(x)
d 1 &, 1/n
- (; t2 +x/n]>
- = L >0
X2 = (x +n)?

Portanto, log(T'(x)) é convexa em (0, 4+00). [ ]



Apéndice B
Homologia

As defini¢oes e os resultados obtidos neste apéndice foram extraidos das referéncias

(1] e [20].

B.1 Complexos Simpliciais
Dizemos que ag, ay, ..., a, em R™ sao pontos independentes quando os vetores
a; —ap,dz —Qp, ..., ar — Qg

sao linearmente independentes. Esta definicao nao depende da ordem em que os pontos

foram listados inicialmente, como se vé sem dificuldade.

Exemplo B.1. Dois pontos distintos sao independentes. Trés pontos sao independentes
quando sao nao-colineares e quatro pontos independentes sao pontos nao-coplanares. Se
{e1,...,en} € a base canonica do R™, entao os pontos 0,e1,...,e, sao independentes. O

numero mdzrimo de pontos independentes em R™ é n+ 1.
Uma combinacao afim de pontos ag, ay, ..., a, em R™ é uma expressao do tipo
P=0y-0Qp+ 0o -ay+ -+ & Ay,

com &g+ & + -+ & = 1. Se, além disto, tivermos og > 0,001 > 0,..., & > 0, diremos
que p é uma combina¢io convexa dos pontos ag, i, ..., a,.
Um conjunto X C R™ é convexo se, e somente se, toda combinacao convexa de ele-

mentos de X ainda pertence a X.

45
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O conjunto de todas as combinacoes convexas de um conjunto arbitrario X C R™
¢ um conjunto convexo. Ele é chamado a envoltoria convera de X e estd contido em
qualquer conjunto convexo que contenha X. Neste sentido, a envoltoria convexa de X é o
menor conjunto convexo contendo X. Podemos descrevé-la como a intersecao de todos os
conjuntos convexos que contém X.

Sejam ag, i, ..., ax pontos independentes em R™. O simplezo k-dimensional (ou

,

k-simplezo) que tem estes pontos como vértices é o conjunto o = (ag, ay,...,ax) de
K

todas as combinagbes convexas p = ) «;ai, ou seja, € a envoltoria convexa do conjunto
i=0
{ag, ay,...,ax}. O namero k é Chamlado a dimensdo do simplexo.

Fixado um subconjunto {ig,1,...,1;} C {0,1,...,k}, o simplexo (ai,, ai,, ..., ay) é
chamado uma face de o. Em particular, cada vértice de o é uma face de dimensao zero.
Para cada i = 0,...,k, a face 04) = (ap,as,...,0i,..., ax) chama-se a face oposta ao
vértice a;. Se T é uma face de o, escreveremos T < 0.

Um poliedro é um subconjunto K C R™, no qual foi especificada uma colecao finita

de simplexos de R™, chamados os simplexos de K, de modo que as condicoes abaixo sao

satisfeitas:

1. Todo ponto de K pertence a algum simplexo de K (ou seja, K é a reuniao dos seus

simplexos);
2. Toda face de um simplexo de K é ainda um simplexo de K;

3. Se 0 e p sao simplexos de K, entao 0N p é vazio ou é uma face comum a o e p (e

portanto ¢ um simplexo de K).

Exemplo B.2. O poliedro mais simples ¢ um simplexo, juntamente com suas faces. Em
dimensoes zero, um, dois e trés sao, respectivamente, um ponto, um segmento de reta, um

triangulo e um tetraedro.

Figura 4. Da esquerda para a direita: Simplexos de dimensao zero, um , dois e trés.
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Consideremos um k-simplexo o, o qual é a envoltéria de um conjunto A de k + 1
pontos independentes ay,...,ax (d > k) em algum espaco Euclidiano R9. Neste caso,
dizemos que A gera o simplexo 0.

Uma orientacao de o é induzida por uma ordenacao de seus vértices, denotada por

{(ap---ay), como segue: Para qualquer permutacdo 7 de 0,...,Kk, temos
(Qr(0) "+ Qr(k)) = (_1)51gn(n)<a07 Ay,

onde o sign(7t) é o namero de transposi¢oes de 7 (logo, cada simplexo tem duas orienta-
¢oes distintas). Um simplexo junto com uma escolha especifica de orienta¢ao é chamado
sitmplexo orientado.

Um complexo simplicial K ¢ um conjunto finito de simplexos em algum espaco Eucli-
diano R™, tal que (i) se 0 &€ um simplexo de K e T é uma face de o, entdo T é um simplexo
de K, e (ii) se 0 e T sdo simplexos de K, entdo 0 N T é ou vazia ou uma face comum de o
e T. A dimensao de K é o méximo das dimensoes de seus simplexos. Se d é a dimensao
de K, diremos que K é um d-complexo simplicial. A uniao de todos os simplexos de K
induzidos com a topologia subespaco de R™ sera denotada por |K|.

O i-esqueleto de K, denotado por K, é a unido de todos os simplexos de K de dimensao
no maximo i. Um subcomplexo L de K é um subconjunto de K que é um complexo
simplicial. Uma triangulacdo de um espaco topologico X é um par (K, h), onde K é um
complexo simplicial e h é um homeomorfismo de |K| em X.

A caracteristica de Euler de um d-complexo simplicial K, denotada por x(K), é o

niamero
d

Z(_l)i“ia

i=0

onde o é o nimero de i-simplexos de K. Este importante nimero inteiro foi introduzido
por Euler em 1758 sob a forma x(K) =V — A + F, onde V é o nimero de vértices, A é o
namero de arestas e F ¢ o nimero de faces de um poliedro homeomorfo & esfera S%2. Euler

percebeu que, neste caso, tem-se sempre x(K) = 2.

B.2 Espacos de Cadeia e Homologia Simplicial

Seja K um complexo simplicial. Uma k-cadeia simplicial é uma soma formal do tipo

Z]. ajoj sobre os k-simplexos orientados 03 em K, com coeficientes a; no corpo Q dos
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numeros racionais. Além disso, por definicdo, —0 = (—1)o é o simplexo obtido de o
invertendo-se sua orientacao.

Com as definicoes canonicas de adicao e multiplicacao por escalar, o conjunto de todas
as cadeias k-simpliciais forma um espacgo vetorial Cy (K, Q), chamado espaco vetorial de
k-cadeias simpliciais de K, que é o espaco vetorial livre gerado pelos k-simplexos. A
dimensao desse espago vetorial é igual ao nimero de k-simplexos de K. Portanto, a
caracteristica de Euler de um complexo simplicial d-dimensional K pode ser expressada
como uma soma alternada das dimensoes dos espacos de k-cadeias,

d

X(K) =) (—1)! dimCy (K, Q). (B.1)

i=0
Seja (vi, - - - Vi, - - - Vi, ) um k-simplexo. Usaremos a notagao (v, - - - vy, - - - vy, ) para indicar
a omissao do termo vy, .

O operador de bordo 0y : Ci(K,Q) — Cyx_1(K,Q) ¢é definido como segue. Dado um
tinico k-simplexo 0 = (vi, - - - vy, ), k > 0, pomos

k

0x0 = Z(—l)h<ViO sV Vi),

h=0

e entao estendemos linearmente 0 pondo

ak (Z Clj(Yj) = Z Cljak(fj.
J J

Por consisténcia definimos C_;(K,Q) = 0 e 0y : Co(K,Q) — C_;(K,Q) como sendo a
aplicagao nula. O operador de bordo é uma aplicacao linear entre espacos vetoriais e

satisfaz a relacao 0y 0y1 = 0.

Figura 5. 2-Cadeias.
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Exemplo B.3. No complexo simplicial da Figura 5 consideramos a 2-cadeia
Y = (Vivave) + (Vavyvs) + (Vavsvs) + (V3vsvg) + (Viv3vg) + (ViVgVy).

Entdo, aQ‘Y = X — B, onde o = <V4V5> + <V5V6> — <V4V6> e B = <\)1V2> —+ <V2V3> — <V1V3>.

Como 010c =0 e 013 =0, seque-se que 9;02y = 0.

O espaco vetorial Zy (K, Q) = kerdy é chamado espaco vetorial de k-ciclos simpliciais.
O espaco vetorial By (K, Q) = im0y, ¢ chamado espaco vetorial de k-bordos simpliciais.
Como o bordo de um bordo é 0, By (K, Q) é um subespaco de Zy (K, Q).

O espaco vetorial quociente Hy (K, Q) = Z (K, Q) /B« (K, Q) é o k-ésimo espaco vetorial
de homologia de K. Dois k-ciclos o« e 3 sao k-homdlogos se a diferenca entre eles ¢ um
k-bordo, isto €, se existe uma (k + 1)—cadeia y tal que o« — f = 0 1y. A classe de

homologia de o € Z (K, Q) é denotada por [«].

Exemplo B.4. Considere o complexo simplicial K da Figura 6. As 0-cadeias o = (vg) €
B = (v9) sao 0-homdlogas, ji que x—f € o bordo da 1-cadeiay = —(viva)+(Vivy)+(Vave).

Com efeito,

01y = —((v2) — (vi)) + ((va) — (vi)) + ({(v) — (va)) = x — B

V2 (%

U1 v

U3 V6

Figura 6. Zero-homologia de um grafo.

Exemplo B.5. As cadeias de bordo da Figura 5 sao 1-homdlogas. De fato, a diferenca
das cadeias de bordo o« = (vyv5) + (V5Vg) — (VaVg) e B = (vive) + (vov3) — (viv3) € 0 bordo

da 2-cadeia vy = (Vivyva) + (Vavyvs) + (VaVsvs) + (V3VsVs) + (VivaVe) + (Vivgvy).

Os coeficientes de cadeias simpliciais que consideramos até agora foram os numeros

racionais. Normalmente, esses coeficientes sao tomados em um anel, como o conjunto
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dos inteiros. Neste caso, obtém-se grupos de homologia, em vez de espacos vetoriais de
homologia. Assim, Hy (K, Z) é chamado de k-ésimo grupo de homologia do complexo K.

O k-ésimo nimero de Betti de um complexo simplicial K, denotado por B (K, Q), é a

dimensao de Hy (K, Q). Em particular,

Exemplo B.6. (Numeros de Betti do toro). O toro plano T? pode ser pensado como
0 espaco quociente de um retdngulo pela rela¢ao de equivaléncia que itdentifica cada lado
com o lado oposto mantendo as orientacoes. O esquema indicado na Figura 3 mostra uma

triangulacao do toro que tem 7 vértices, 21 arestas orientadas e 14 faces orientadas.

1 4 5% 1

N,

o
1 4 5 1

Figura 7. Uma triangulacao do toro.

A matriz de 95 com relagao a base candnica de C1(K,Q) e Co(K,Q) €

o | 142 245 253 356 165 126 276 237 173 157 475 467 134 364
12 1 0 0 1] 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
N K] ] ] 0 0 ] 0 0 D -1 0 0 0 1 0
T 1 ] 0 0 ] 0 0 0 0 0 0 0 =1 0
i 0 ] ] D -1 0 0 0 0 1 0 0 0 0
16 0 ] 0 ] 1 =1 0 0 0 0 0 0 0 0
T 0 1] 0 0] 0 0 0 0 - | 0 0 0 0
23 0 0D -1 1] 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
27| -1 1 0 0] 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
75 [ S | 1 0] 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
76 0 ] 0 0 ] L | 0 0 0 0 0 0 0
7 0 ] ] 0 ] 0 | = | 0 0 0 0 0 0
31 0 ] ] ] 0 0 0 0 0 0 0 0 P |
35 ] ) R | 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
36 0 1] 0D -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
37 0 0] 0 1] 0 0 0 | 0 0 0 0 0
) 0 1 0 0] 0 0 0 0 0 0 -1 0 0 0
16 0 0] 0 1] 0 0 0 0 0 0 0 1 0 -1
a7 0 ] ] ] ] 0 0 0 0 0 | T | 0 0
56 0 ] ] 1. =1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
57 0 ] ] ] ] 0 0 0 0 1 -1 0 0 0
67 0 ] 0 ] 0 0 -1 0 0 0 0 1 0 0
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A matriz de 9, com relacao as bases canodnicas de Cy(K, Q) e C1(K,Q) € obtida simi-
larmente. Calculando as dimensoes do kernel e da imagem desses operadores, finalmente

encontramos

BO(KaQ) = 17 Bl(K7@) = 2; B?(Ka(@) =1 (B3)

Exemplo B.7. (Nimeros de Betti do espaco projetivo real). E possivel mostrar, usando
o complezo simplicial da Figura 8, que os nimeros de Betti do espaco projetivo real P?
sao: Bo=1,B1=1,P2 =1. A demonstracao deste fato envolve técnicas avangadas como
algoritmo incremental e colapso simplicial. Tais técnicas fogem do objetivo do nosso

trabalho. Ao leitor interessado, recomendamos a referéncia [1].

Figura 8. Uma triangulacao do plano projetivo.

O teorema a seguir fornece uma classificagao completa das superficies bidimensionais

compactas, conexas, sem bordo.

Teorema B.1. Toda 2-superficie compacta, conexa e sem bordo é homeomorfa
1. A esfera S?
2. Ou a uma soma conexa de uma ou mais copias de T?
3. Ou a wma soma coneza de uma ou mais copias de P2.

Demonstracao: Vide [18]. [



Apéndice C
Teoria Elementar de Pontos Criticos

Neste apéndice faremos um breve resumo de alguns conceitos bésicos da teoria de
pontos criticos e demonstraremos as desigualdades de Morse. Maiores detalhes podem ser

encontrados nas referéncias [19], [21], [24] e [28].

C.1 Funcoes de Morse

Funcoes diferencidveis em uma subvariedade. Uma funcao f : M™ — R de uma
subvariedade m-dimensional do R™ é diferencidvel em um ponto p se existe uma para-
metrizacao @ : U — M™ NV, onde U é um conjunto aberto em R™ e V é um conjunto
aberto em R™ contendo o ponto p, tal que a funcao fo @ : U — R é diferenciavel. Uma
funcao definida em uma variedade é chamada diferenciavel se for diferenciavel em todo

ponto da variedade.

Exemplo C.1. (Funcao altura de um superficie). A funcao altura h : S — R de uma
superficie S em R? € definida por h(x,y,z) = z. Seja @(u,v) = (x(u,v),y(u,v), z(u,v))
um sistema de coordenadas local em um ponto da superficie, entdo ho @(u,v) = z(u,v)

¢ diferencidvel. Portanto, a funcao altura € uma funcao diferencidvel em S.

Pontos criticos e regulares. Um ponto p € M™ é um ponto critico de uma funcgao
diferenciavel f: M™ — R se existe uma parametrizacao local @ : U — R™ de M™ em p,
com @(0) = p tal que 0 é um ponto critico de fo @ : U — R (isto &, a diferencial de fo ¢
em ( é a fun¢ao nula em R™). Um ntumero real ¢ € R é um valor reqular de f se f(p) # ¢

para todo ponto critico de f. Caso contréario, chamamos ¢ de valor critico.

52
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Exemplo C.2. (Pontos criticos da funcao altura na esfera). Considere a funcgao altura
da esfera unitdria em R®. As coordenadas esféricas definem uma parametrizacio @(u,v)
em cada ponto, exceto nos polos (0,0, x1). Com relacao a esta parametrizacao, a fun¢ao
altura h tem a expressio h(u,v) = h(@(w,v)) = sin(v), logo nenhum destes pontos é
singular. Proximo dos polos consideramos a esfera como grdfico de uma fun¢ao, corres-
pondente & parametriza¢io P(x,y) = (x,y, V1 —x2 —y?2). A funcdo altura é expressada
nestas coordenadas locais como ﬂ(x,y) = h(p(x,y)) = £v/1 —x2 —y2, assim 0s pontos
singulares de h sao (0,0,—1) e (0,0,1).

Hessiana em um ponto critico. Sejam M™ uma subvariedade de R™ e f: M™ — R
uma funcao diferenciavel. A hessiana de f em um ponto critico p ¢ a forma quadratica
H,f em T,M™ definida como segue. Dado v € T,M™, seja « : (—€, €) - M™ uma curva
com «(0) =p e «’(0) =v. Entao,

d2
= — fla(t)).

S| )

t=0
O lado direito desta ultima igualdade nao depende da escolha de «. Para ver isto, seja

H,f(v)

@ : U — M™ uma parametrizacao de M™ em p, com 0 € U e @(0) = p e seja v =
Vlél + - +Vném S TpMm7 onde éi = d([)()(ei). Entao

= 2(fo @)

pr(\)) - aXian

(0)vivy.
Lj=

Em particular, a matriz de H,f com relacao a esta base é

0%(fo (P)(O) 0%(f o @)
ox? X1 0%

0%(f o @) o ... 62(f0¢>)(0)

0%10X ox2,

Pontos criticos nao degenerados. Um ponto critico p de f : M™ — R é dito nao-
degenerado se a hessiana H,f é nao-degenerada. O indice de um ponto p nao-degenerado
é o ntmero de autovalores negativos da hessiana em p. Se M é 2-dimensional, entao um
ponto critico de indice 0,1e 2 é chamado minimo, ponto de sela e mdzrimo, respectiva-
mente.

Funcoes de Morse. Uma funcao diferenciavel em uma variedade é uma funcao de Morse
se todos os seus pontos criticos sao nao-degenerados. O k-ésimo nimero de Morse de uma

funcao de Morse f, denotado por w(f), é o nimero de pontos criticos de f de indice k.
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Exemplo C.3. (Func¢ao quadrdtica do R™ ). A funcao f: R™ — R definida por

f(X1ye oy Xm) = —Xf — ... — X3 + X g e+ X
¢ uma funcao de Morse com um tnico ponto critico (0,...,0). Este ponto é um ponto
critico nao-degenerado, pois a matriz hessiana neste ponto é diag(—2,...,—2,2,...,2),

com k entradas na diagonal principal iguais a —2. Em particular, o indice do ponto critico

é k.

C.2 As Desigualdades de Morse

Sejam X, Y espagos topologicos e I = [0, 1]. Duas aplicagdes continuas f, g : X — Y sdo

ditas homotopicas quando existe uma aplicacao continua
H:XxI—=Y

tal que H(x,0) = f(x) e H(x,1) = g(x), para todo x € X. A aplicacdo H é chamada
homotopia entre f e g. Usamos a notagao H: f >~ g ou simplesmente f ~~ g.

Para cada t € I a homotopia H : f ~ g define uma aplicagdo continua Hy : X — Y
dada por Hi(x) = H(x,t). Isso significa que definir uma homotopia H é equivalente a
prescrever uma familia (H¢)ic1 a um-parametro de aplicacoes continuas de X em Y, que
depende continuamente do parametro. Temos Hy = f e H; = g; portanto a familia
(Ht)te1 comeca em f e termina em g.

Intuitivamente, o parametro t pode ser interpretado como sendo o tempo. A homoto-
pia é considerada um processo de deformacgao continua da aplicacao f. Essa deformacao
ocorre durante uma unidade de tempo. No instante t = 0 temos f e para t =1 temos g.
Nos tempos intermediarios, 0 < t < 1, a aplicacao Hy fornece os estégios intermediarios
da deformacao.

Sejam X um espago topoldgico e A um subespacgo fechado de X. Uma retracdo de X
em A ¢ uma aplicacao r: X — A que ¢ a identidade em A. Se uma tal aplicagao existir,
chamaremos A de retrato de X. Se existir uma homotopia p : X x I — X tal que py é a
aplicagao identidade de X e p; = 1, entao chamamos p uma retracao de deformacao de
X em A e chamamos A um retrato de deformacao X. Se, além disso, p¢|a € a aplicacdo
identidade de A para todo t em I, entao chamamos p uma retracao de deformacao forte

e chamamos A um retrato de deformacao forte de X.
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Diremos que (X, A) é um par de espacos topologicos quando A for um subespaco de

X. Dados os pares (X, A) e (Y, B), uma aplicacdo continua
f:(X,A) = (Y,B)

¢ uma aplicacao continua f: X — Y tal que f(A) C B.
Dadas as aplicagoes continuas g : (X, A) — (Y, B), uma homotopia de pares entre f e

g ¢ uma aplicacao continua
H: (XxI,Ax1I)— (Y,B)

tal que H(x,0) = f(x) e H(x, 1) = g(x) para todo x € X. Deve-se portanto ter Hi(A) C B
para todo t € L.

Exemplo C.4. A aplicacao identidade id : 1 — 1 € homotdpica a uma constante. Mas,
considerando o subespaco 01 = {0,1} C I, a aplicacao de pares id : (1,91) — (I, 0I)
nao € homotdpica a uma constante. Isto significa que o intervalo 1 pode ser contraido
continuamente a um ponto mas, durante a deformagao, pelo menos um dos extremos deve
passar pelo interior de 1. Com efeito, qualquer homotopia H entre duas aplicacoes de
pares f,g : (I,0I) — (I,01) deve ser tal que Hi(0) € 01 e H(1) € 9l para todo t € 1.
Como 01 = {0,1} € discreto, seque-se que Hi(0) e Hi(1) nao dependem de t, isto €, os

pontos extremos de 1 ficam fizos durante toda a homotopia.

Dadas f,g : X — Y continuas, diz-se que f é homotopica a g relativamente a um
subespaco A C X, e escreve-se

f~g (rel.A)

quando existe uma homotopia H : f ~ g tal que H(x, t) = f(x) = g(x) para todo x € A.

Exemplo C.5. A aplicacio identidade de R™—{0} € homotdpica a aplicacdo v : R™—{0} —

R™ — {0} dada por r(x) = x/|x|, relativamente ao espago S™!.

Agora, consideremos uma aplicacdo continua G : D* — X do k-disco em outro subes-
pago fechado, e*, de X. Escreveremos X = A Uy €~ e diremos que X é obtido de A por
uma colagem de uma k-célula com aplicacao de colagem g := G|gk—1 se:

(1) X=AUe¥,

(2) G aplica D* \ S*~! homeomorficamente a e\ A, e

(3) g aplica S*°! em de* :=e*NA.
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A aplicacao G é chamada aplicacao caracteristica da colagem. Em nossas aplicagoes
G ser4, na verdade, um homeomorfismo de D* em e*. Note que X pode ser reconstruido
a partir de A e da aplicacdo de colagem g : S*' — A tomando-se a soma topologica de

D* e A e identificando x em S*' = 9D* com g(x) em A.

Exemplo C.6. A n-esfera S™ pode ser obtida pela aplicacao de colagem

glopn : D™ — {p}

X = P.

p
g
/\
D" sn

Figura 9. Esfera S™ obtida por um processo de colagem.

Como por (2) temos um homeomorfismo relativo dos pares de espagos (D* S*71) e
(e, 0eX), segue que os grupos de homologia Hi(D¥, S*71) e H(e*, 0e*) sao isomorfos.

Assim, temos a seguinte

Proposicao C.1. ([24]) Se X € obtido de Y colando-se uma k-célula, entao

HI(XJ Y) ~ Hl(ek7 aek)
R, se l=Kk;
0, se l#k.

Q

Hl(Dk7 Skil) =

Se, parai=1,2, X; é um subespaco e A; é um subespacgo de X;, entao uma aplicacao
fi: (X1,A1) — (X3, As) é chamada uma equivaléncia homotdpica destes pares se existir
uma aplicacdo fy : (X2, Ag) — (X1, Aq) tal que f; o fy e fy 0 f; sdo homotopicas (como
aplicacdo de pares) as respectivas aplicacoes de identidade.

Sejam P e N variedades diferenciaveis com bordo, tendo a mesma dimensao n =
k + 1, onde P é uma subvariedade de N. Seja « um homeomorfismo de D' x D* em um

subconjunto fechado H de N. Diremos que N é obtido de P por uma colagem de uma
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al¢a de indice k e co-indice 1 (ou uma alga de tipo (k, 1)), com aplicagdo de colagem «,
se:

() N=PUX,

(2) «f(pixsk-1y & um difeomorfismo em H N 0P, e

(3) &l (pixprysk-1) € um difeomorfismo em N\ P.

Note que 1 = n — k é determinado por k. E comum falar, neste caso, simplesmente
em colagem de uma alca de indice k.

O seguinte exemplo (com k =1 = 1) ilustra bem um tipo de alga. P é o hemisfério
inferior da esfera canonica S? em R? (pense nela como uma cesta) e H, a alga da cesta, é

uma vizinhanca tubular da parte de um grande circulo que pertence ao hemisfério superior.

a(Dl X {_1}) a(Dl X {1})

\__A—F

Figura 10. Uma alca de tipo (1,1).

Teorema C.1. ([2/]) Sejam N e P wvariedades diferencidveis com bordo. Se N € obtido
de P colando-se uma alca de tipo (k,1), entao N tem como retrato de deformacao forte

um subespago fechado X =P Ug e*, obtido de P colando-se uma k-célula e*.

Demonstracdo: Seja o : D' x D* ~ H a aplicacdo que cola a alca J a P para obter

N. Defina G : D* ~ e* por G = of(oxpr)- A retragao de deformacao de N =P U H em

1

P U ek é a aplicacdo identidade em P e & igual & aplicacdo coro a ! em JH, onde 1 ¢ a

retracdo de deformacao forte r: D' x D* — (0 x D¥) U (D' x S¥1) definida por

2
(0. 22%) e [lyll<1- 5k

_9) X Yy _ Xl
(Uxn+2yl-2 ) s lyl>1-5L

T(X>U) =

Se N é obtido de P por colagem disjunta de algas de tipo (ki, 1), ..., (ks, ls), entao,
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mais geralmente, N tem como retrato de deformacao forte um subespaco fechado

_ k ks
X=P Ug, e ---Ug, e,

obtido de P por colagem disjunta de células e*!, ..., e*. Suponha que tenhamos uma

sequéncia de subespacos fechados X; de X, 1 =0,...,n, com
A=XoCXy--C X=X

e aplicacoes g; : SK"! — X;, 1 =0,...,n—1, tal que Xi1, ~ Xj Ug, ek, isto &, Xii1
¢ homeomorfo a X; com uma ki-célula colada pela aplicacao de colagem g;. Neste caso,
chamamos o par (X, A) um complexo esférico e a sequéncia de aplicacdes de colagem é
chamada decomposicio celular de (X, A).

Se tivermos somente uma equivaléncia homotépica de Xi;; com X; Ug, e*t entdo cha-
mamos (X, A) de complexo esférico homotdpico e chamamos a sequéncia dos gis de de-
composicao celular homotdpica. Caso contrario, dada uma decomposicao celular ou uma
decomposicio celular homotoépica denotaremos por v; o nimero de células ek, ..., ekn1,
com k; = i. Em outras palavras, vi é o nimero total de células de dimensao i que
adicionamos a A para obtermos X.

Seja f: M™ — R uma funcao de Morse. Ao nimero de pontos criticos de f de indice

k, 0 <... <k <dim(M™), damos o nome de k-ésimo nimero de Morse e o denotamos

por Wi (f). O nimero de Morse de M™ é, por definicao, a soma
M) = Y ().
Kk

Proposicao C.2. Toda variedade diferencidvel compacta M™ é um complexo esférico
homotdpico e, além disso, dada qualquer funcao de Morse f : M™ — R, existe uma

decomposicao celular homotdpica de M™ tal que v, = W (f).

Demonstragao: Vide ([24], p.216). [
Enquanto o ntimero vy de células de dimensao k em uma decomposicao celular de
um complexo esférico (X, A) ndo é, em geral, um invariante topoldgico, existem impor-
tantes relacoes entre vy e os invariantes topologicos de (X, A). Em particular, temos
as famosas desigualdades de Morse que relacionam certas somas alternadas de vy com
correspondentes somas alternadas de niimeros de Betti, os quais passaremos a definir.
No que segue, todos os pares de espacos (X, A) considerados serdo supostos admissiveis,

isto é, complexos esféricos homotopicos. Fixado um corpo F e, para quaisquer pares
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admissiveis (X, A) e inteiro nao-negativo k, definimos o k-ésimo nimero de Betti de (X, A)
com relacao a F como sendo a dimensao de Hy (X, A;F) e o denotamos por Py.

A caracteristica de Euler de (X, A), x(X,A), é definida como sendo a seguinte soma
alternada dos niimeros de Betti

D (—1FBr(X, A).

k
Para cada inteiro nao-negativo k, definimos outro invariante topologico
k

SX,A) =) (1) M Bm(X,A).

m=0

Assim,

SO = BOJ
S1 = Bi1—PBo=P1— S,

Sk = PBx—PBr—1+...EBo=Px— Sk,
X = Bo—PBi1+P2—...

Proposicao C.3. A caracteristica de Fuler X € aditiva e cada Sy € subaditiva. Isto €,

dados

Xo © Xy €. © Xqy,

com todos 0s pares (Xi, Xi_1) admissiveis, temos

n

$i(Xn, Xo) < D Si(Xi, X)),
i=1
XX, Xo) = ) x(Xi, Xi1),
i=1
Demonstracao: Vide ([24]). [ |

Teorema C.2. ([24]) Seja (X, A) um complexo esférico homotdpico admitindo uma de-
composicao celular homotdopica com vy células de dimensao k. Se Br = Pw(X, A) denota

0 k-ésimo nimero de Betti de (X, A) com relagdao a algum corpo fixado F, entdao

Bo

B1—PBo < Vvi—y,

N

Vo,

B — PBr—1+ ... % Po

N

Vk—\/k_l—f—...j:\/().
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Além disso,

Demonstracao: Seja

A:X()Qxlggxnzx

com Xii1 = Xy Ug, e a decomposicao celular de (X, A). Note que, B (Xit1, Xi) = 8m

implica em

n—1
Z Bm(XH—IJ Xl) =Vm.
i=0

Assim,
n—1
Sk(X,A) < Sk (Xig1, Xi)
i=0
n—1 k
= Z k mBm 1+17X1'.)
i=0 m=0
k
= Z(_l)k_mvm
m=0
e
n—1
X(X7A) = X(Xl+17X)
1=0
n—1

k
= Z 1+17X)

H
I
3
g

Portanto, o resultado do teorema é imediato a partir da aditividade de x e da subaditivi-

dade de Sy. [

Da Proposicao C.2 e do Teorema C.2 , obtemos as conhecidas desigualdades de Morse,

D Be< ) welf) =p(Mm).
k k
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