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Resumo

O operador Laplaciano discreto e periddico que denotaremos por £ é definido como a
matriz circulante n X n cuja primeira linha é dada pelo vetor (2,—1,0,...,0,—1). Con-
siderando n > 4 e par, temos como propriedades imediatas de £ as seguintes: P1: £ ¢é
uma matriz tridiagonal (periodicamente estendida); P2: £ é uma matriz semi-definida
positiva; P3: £ possui os dois seguintes autopares (autovetor, autovalor): (e,0) e (f,4),
ou seja, Le = 0 e Lf = 4f, onde os vetores e e f sao, respectivamente, o vetor de 1’s
e o vetor que alterna 1’s e —1’s. Uma propriedade menos evidente de £ é P4 (ca-
racterizagao extrema): £ possui norma Euclidiana minima dentre todas as matrizes
satisfazendo as propriedades P1, P2 e P3. Motivados por esta peculiaridade da matriz £
abordamos neste trabalho a seguinte questao (problema de minimizac¢ao): Mantendo-se
as propriedades P2 e P3 qual é a matriz de norma Euclidiana minima se P1 (largura de
banda b = 3) for substituida por largura de banda pentadiagonal (b = 5), heptadiagonal
(b="7),...,b=n+17? Primeiramente, mostra-se que a matriz solu¢ao deste problema
para uma largura de banda b qualquer (entre 3 e n + 1) é também circulante. Depois
disto, prova-se que a determinacao de primeira linha desta matriz circulante consiste em
n

resolver um problema de minimos quadrados tendo % — 1 varidveis que devem ser nao

n+1—b

5— equagoes lineares.

negativas (ou seja, restritas ao primeiro ortante) e sujeitas a
Solucoes exatas deste problema de minimizacao sao dadas para os casos especiais b = 3
(Laplaciano), b =5 e b =n+ 1. A solugao para o caso pentadiagonal (b = 5) pode ser
fisicamente interpretada como um problema (inverso) de encontrar dois valores ki e ks
de rigidez de um sistema massa-mola circular que seja estavel e com soma do quadrado
dos autovalores minima possuindo dois tipos de molas. Tipo 1: liga vizinhos préoximos
com rigidez ky; Tipo 2: liga vizinhos de vizinhos mais préximos com rigidez ky. Interes-

santemente, obtém-se kg < 0 (negative stiffness). Um algoritmo MatLab é implementado

e solugoes numéricas sao ilustradas por graficos para os seis casos (b = 3,5,7,9,11 e 13)
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que correspondem a n = 12.



Abstract

By the discrete and periodic Laplacian operator we mean the n by n circulant matrix
whose first row is given by (2,—1,0,...,0,—1). Denoting it by £ and considering n even
and greater or equal to 4, £ has the following three immediate properties: P1: The
operator £ is a tridiagonal (periodic extended); P2: £ is a positive semi-definite matrix;
P3: L has eigenpairs (eigenvector, eigenvalue): (e,0) and (f,4). That means Le = 0
and Lf = 4f, where e and f are, respectively, the vector of 1’s and the vector alternating
I's and —1’s. A less immediate property of £ is P4 (extremal characterization):
L has minimum norm among all matrices satisfying the proprieties P1, P2, and P3.
Motivating by this peculiarity of £, we address the following question (minimization
problem): Which is the minimum-norm matrix if we keep the properties P2 and P3 but
replace P1 (bandwidth b = 3) by bandwidth b = 5 (pentadiagonal), bandwidth b = 7
(heptadiagonal), ..., b =n+ 17 First, we easily show that the solution of this problem
must still be a circulant matrix. Then the determination of the first row of this circulant
matrix consists in solving a least-squares problem having (n — 2)/2 nonnegative variables
(Nonnegative Orthant) subject to (n+1 — b)/2 linear equations. Exact solutions for this
minimization problem are given for the special cases of b = 3 (Laplacian), b = 5, and
b =n+ 1. The solution for the particular case of b =5 can be physically interpreted as
the (inverse) problem of finding the stiffnesses k; and ks, of a ring-like spring-mass system
(with two types of springs) having minimum square sum of eigenvalues and satisfying the
properties P1 with b = 5 instead of b = 3 (springs of type 1 link the nearest neighbors
point masses whereas those of type 2 links next-nearest neighbors ones), P2 (stability of
the system) and P3 (two vibrational modes are fixed). Interestingly, we obtain ko < 0
(negative stiffness). A Matlab algorithm is presented and used to get numerical illustration
of the six cases (b =3, b =5 b =7 b =9, b =11, and b = 13) corresponding to
n=12.

vil
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Indice de Simbolos

RTL

argmin
#5(f)
B0, Ry]
cis(0)

Nimero natural e par maior ou igual a 4 (n € 2IN, n > 4).

Produto cartesiano de n cépias dos nimeros reais R. Quando x € R™

subentende-se x = (Xg,X1,...,Xn_1)".
Vetor de R™ com todas suas entradas iguais a 1. Isto ¢, e = (1,1,...,1)".
Vetor de R™ com entradas alternando 1 e —1. Isto é, f = (1,—1,1,...,—1)T.

Conjuntos das matrizes (quadradas) n x n com entradas reais.

Quando X € R™*™ subentende-se que X = {xij} comij=0,1,....,n—1.
Conjunto de pontos minimos de uma fungao f. Também denotado por argmin.
O(s) elemento(s) no conjunto vidvel que minimiza(m) a funcao objetivo.
Cardinalidade do conjunto de pontos minimos de f.

Bola fechada centrada na origem de raio R;.

Denota o niimero complexo cos(0) + isen(0).

Conjunto das matrizes quadradas com banda de largura 2r + 1.

Conjunto das matrizes simétricas semi-definidas positivas.

Autopar de uma matriz A € R™*™, Isto é, Ax = ax onde x € R"\ {0} e x € C.
Conjunto das matrizes que possuem os auto pares (e, 0) e (f, 3).

Conjunto dos pontos vidveis o qual é definido pela intersecao B NS, NEM®).
Propriedade: X(™) ¢ X(2) quando 1, < 7s.

Norma de Frobenius (Euclidiana para matrizes). Isto é, ||X|| := Z?];lo X3
Matriz solugao do problema de minimizagao.

Matriz circulante cuja primeira linha é o vetor x" € R™.

Isto é, Circ(x) é gerada pelo vetor x.

n
Matriz circulante gerada pelo vetor y' € R2 ',
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Vetor solugao de um problema de minimizagao.

Subentende-se X € R™ e Circ(x) = X.

Vetor solucao de um problema de minimizagcao.

Subentende-se A € R™ cujas componentes sio autovalores de X.
Produto interno de R™ entre x, z € R™.

Operador identidade.

Operador up-shift definido por T := Circ((O, 1,0,... 7O)T).
Propriedades T~ = T" (down-shift), T é unitaria e T" = I.
Média circulante da matriz X definida por + Z}:OI TXT.

Operador Laplaciano discreto e periédico que

é definido por & = Circ<(2,—1,0, o ,o,—1)T). Vale £ = T+ 21+ T,

Igual por definicao.
Igual por Afirmacao.

Conjunto das matrizes circulantes.



Introducao

Denotando por R™*™ o conjunto das matrizes n por n com entradas reais dizemos que

uma matriz C € R™*™ ¢ circulante se ela for da forma

Cy € Cy = Cn—1
Ch_1€ €7 -+ Cn-2
Y
c, cy ’ C‘O
onde ¢y, €1, ..., € Cn_1 sa0 numeros reais dados. Uma forma compacta de denotar a
matriz acima ¢é Circ(cy, ¢y,...,C,,_1). A natureza periddica destas matrizes permite de

modo geral aproximar um problema dificil por um mais facil. Devido a isto matrizes
circulantes possuem muitas aplicagoes como por exemplo em Analise Numérica, Teoria
dos Grafos e Criptografia.

Note que uma matriz circulante C possui todas as suas linhas geradas a partir da pri-
meira delas através de permutacoes ciclicas. Em particular, todas as suas linhas possuem
a mesma soma. Isto pode ser traduzido na linguagem de autovetor e autovalor dizendo
que C satisfaz Ce = e, onde e é o vetor de R™ com todas as entradas iguais a 1, ou seja,
e=(1,....1)", e ax = Z?:_Ol ci. Podemos resumir esta informacao dizendo que (e, &) é
um autopar da matriz C.

A seguinte matriz circulante particular Circ(2,—1,0,...,0,—1) que denotaremos por
L sera o cerne da motivacao do presente trabalho. Chamamos a matriz £ de operador
Laplacino discreto e periddico pois tal matriz surge quando discretizamos o problema
unidimensional da equagdo de Laplace/Poisson (—f—;x = ¢g) com condigao de fronteira

periddica (periodo T > 0):

—Lx(t) = glt),

x(t) = x(t+71) comte [0, 1]
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O operador £ é uma matriz tridiagonal (na verdade, tridiagonal periddica devido aos dois
—1’s localizados, respectivamente, no topo direito e no fundo esquerdo desta matriz) que
¢ também simétrica semi-definida positiva e seus autovalores sao ordenados da seguinte
forma:

Oza:}\og}\lg"'gxnilzﬁzll.

Note que além de (e, 0) ser um autopar temos também que (f,4) é também um autopar
de £, onde f = (1,—1,---,1,—1)" — assumiremos por isto que a ordem n das matrizes
quadradas é par e maior ou igual a 4, caso contrario f deixa de ser autovetor. E interessante
notar que para £ os vetores e e f correspondem, respectivamente, a0 menor e ao maior
autovalor.

O operador Laplaciano discreto (periédico ou com outras condigbes de fronteira) apa-
rece em varias dreas distintas como Sistemas Vibratoérios (ondas), Ciéncia dos Materiais
(Fisica do Estado Sélido), Modelos de Difusao (calor, gases), Finangas, Processamento de
Sinais e de Imagens, Redes Neurais etc.

No contexto de sistemas vibratérios noés podemos interpretar as trés propriedades

acima

P1: £ é tridiagonal periodica,

P2: £ € simétrica positiva semi-definida, e
P3: L possui autopares (e,0) e (f,4),

se considerarmos um sistema de massas e molas disposto circularmente. Tal sistema
possui n massas pontuais (com todas as massas idénticas m = 1) e n molas (idénticas com
rigidez k; = —c; = 1). As molas ligam apenas massas vizinhas. Neste sistema a energia
potencial (total) armazenada em suas molas para um dado vetor d € R™ de deslocamentos
(das posigoes de equilibrio) é igual ao valor %dTL d. Devido a estabilidade do sistema
nao pode ocorrer energia potencial estritamente negativa e por isto é esperado que £
seja uma matriz positiva semi-definida. De fato, para o Laplaciano £ temos %dTL d =
%(dl—do)2—|—% Z;l (d]- — d]._l)2 o qual é uma soma de quadrados; portanto nao negativa.
Além disto o autovetor e corresponde ao seguinte movimento do sistema: Cada massa
¢ deslocada de uma mesma quantidade no sentido horario. Note que neste movimento
nao ha contragoes ou distensoes de mola alguma (ocorre apenas uma movimento rigido),

e, portanto, a energia potencial é zero. Em contrapartida para o autovetor f temos a



Sumario 5

seguinte interpretacao: As massas localizadas nas posi¢oes fmpares sao deslocadas no
sentido hordario e aquelas localizadas nas posigoes pares sao deslocadas no sentido anti-
horario. Neste caso o sistema possui energia potencial méxima igual ao autovalor 3 =
4 > 0 multiplicada por |/f[|* = 5.

O artigo [10], no qual a presente dissertagao é baseada, teve como ponto de partida a

seguinte propriedade menos evidente de £:

P4 (caracterizagao extrema): L possui norma FEuclidiana minima dentre todas as

matrizes satisfazendo as propriedades P1, P2 e P3 acima.

Motivados por esta peculiaridade da matriz £ abordamos neste trabalho a seguinte

questao:

Problema (de minimizagao de matrizes): Mantendo-se as propriedades P2 e P3 qual
¢ a matriz de norma Euclidiana minima se P1 (largura de banda b = 3) for substituida
por larqura de banda pentadiagonal (b =5), heptadiagonal (b=7), ..., b=n+1 2
Observamos que muitas vezes serd conveniente usar o parametro r € {1, 2,3,...,%
ao invés de b € {3,5,7,...,n+ 1} para os possiveis valores da largura da banda de uma
matriz quadrada. A relacao entre tais parametros é b = 2r + 1, ou equivalentemente,
r=(b—1)/2. A interpretacao do parametro r é a seguinte: se uma entrada da matriz

possuir distancia d, (i,j) (médulo n) da diagonal principal estritamente maior que r entao

tal entrada é zero.
Esta dissertagao esta dividida da seguinte forma:

No Capitulo [I| sao apresentados resultados necesséarios para os demais capitulos. Mais
detalhadamente, tratam-se de resultados sobre Analise Convexa do R™, Operadores auto-

adjuntos em dimensao finita, e a teoria basica e imediata de Matrizes Circulantes.

No Capitulo [2| apds definido o operador £, sdo provadas em detalhes as suas pro-
priedades P1, P2 e P3 descritas acima, bem como, as suas respectivas interpretagoes
no contexto do sistema circular de massas e molas. Depois é formulado em detalhes o
problema de minimizagao acima definido a sua fungao objetivo (estritamente convexa e

coerciva) e o seu conjunto vidavel X (convexo e fechado, mas nem sempre limitado).
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No Capitulo[3] apds mostrarmos que X é nao vazio, convexo e fechado, e que o problema
de minimizacdo acima possui existéncia e unicidade de solucao X, provamos que a matriz
solucdo deste problema para uma largura de banda b qualquer (entre 3 e n+1) é também
circulante. Aqui utilizamos que a média circulante (que serd introduzida nesse capitulo)
tem como ponto fixos matrizes circulantes e que a funcao objetivo nao cresce ao operarmos
tal média. Tal resultado nos permite reduzir o problema de minimizac¢ao com conjunto
vidvel de matrizes a de um problema (equivalente) que tem como conjunto vidvel um
subconjunto de R™!: neste caso procura-se agora X = (Xo,X1, . .., X,) cuja relacdo com X

é X = Circe(Xo,X1,. .., %, 0,...,0,Xr,...,X9,X1). Mais precisamente,

Problema (de minimizagao de vetores; varidvel x € R"): Encontre

CirC(X07X17“' 7Xr707"'nyhxrfla"'xl) € S+7
X(n,T, B) := argmin { xJ + 2x5 + - -+ + 2x7 : Xo £ 2% 4 2% =0, e

Xo —2%1 42X+ 2(—=1)" %, = B.

onde S, denota o conjunto de todas as matrizes N X N que sao simétricas positivas semi-
definidas. A notacao argmin significa que argmin{ f(x) : x € S} retorna o ponto X que

minimiza f(x) sobre o conjunto S.

Como consequéncia imediata desta formulacao ao tomarmos r = 1 prova-se a propriedade
P4 do o operador £. Ou seja, 715 ¢ a solugao do problema de minimizagao quando r =1

(ou equivalentemente, b = 3, tridiagonal) e § =1 (ou invés de 3 = 4).

No Capitulo 4] aplicamos a Transformada de Fourier Discreta para matrizes circulantes
que sao simétricas. Isto ird nos permitir, similarmente ao caso continuo em R A(s) =
\/%7{ [ etstx(t)dt, transformar o problema acima na varidvel x para a varidvel A que
no caso pertence ao espectro da matriz X. Mais precisamente, iremos obter o seguinte
problema de minimos quadrados tendo % — 1 varidveis que devem ser nao negativas (ou

seja, restritas ao primeiro ortante) e sujeitas a n/2 — r equagoes lineares.
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Problema (de minimizagao de vetores; variavel A € R2~!): Encontre

n/2—1

(Xl,...,X%,l):argmin Z ?\)-2 : A =20e AN=D ,
j=1

onde a matriz A € R2 "X =D ¢ o yetor b € R2 ™7 sdo dadas por
Ay i=2cos(Z(k+7)j), k=1,...., 5 —r e j=1,...,2 -1,
e
by = (—1)FTHL k=1, n
respectivamente.

Como consequéncia desta formulagao, obtém-se solugdo do caso onde r =n/2e 3 =1

que é

X(H,T:n/lﬁzl) = Circ(%,—%,...,%,—%)'

Em [I0] também foi obtida através desta formulagao a solugdo exata do problema de
minimizacao para o caso de r = n/2 — 1 mas que nao serd apresentada aqui por questao
de tempo e para nao perdermos o foco desta dissertacao cuja principal aplicacao é o caso

T = 2 (pentadiagonal) que ¢ tratado no préximo capitulo.

No Capitulo [5| é obtida a solu¢do exata (explicita) do problema de minimizagao no
caso onde v = 2 (pentagonal b = 5). Podemos interpretar tal solugdo como um pro-
blema (inverso) de encontrar dois valores ki = —X; e wy = —X» de rigidez de um sistema
massa-mola circular que seja estavel (semi-definida positiva) e com soma do quadrado
dos autovalores minima possuindo dois tipos de molas. Tipo 1: liga vizinhos proximos
com rigidez kyi; Tipo 2: liga vizinhos de vizinhos mais proximos com rigidez wy. Interes-
santemente, obtem-se w; < 0 (negative stiffness). Também é obtida a distribuigao dos
autovalores desta matriz solucao, mostrando que ela é nao decrescente. Um contribuicao
que nao foi tratada em [10] é que no caso de r = 2 e B = 1 a solugdo exata tende a
(iL)z = iL (%L) a medida que n tende a infinito. Esta tultima matriz é chamada de

Bi-Laplaciano por ser a composi¢ao do Laplaciano com ele mesmo. Este fato, nos levou

T ~ . . ~ o« . . ~
a perguntar se o operador (}LL) nao seria a matriz solucao do problema de minimizacao

quando n tende ao infinito para qualquer banda r dada. No capitulo seguinte ¢ feita uma

investigacao numérica testando esta conjectura.
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No Capitulo [6] apresentamos o c6digo de um algoritmo Matlab que foi por nds imple-
mentado. Solugoes numéricas sao ilustradas por graficos para os seis casos (r =1, 2, 3, 4,

5 e 6) que correspondem a n = 12.

Finalmente, no Capitulo [7] na forma de conclusao sao recapitulados os principais re-

sultados e propostos trabalhos futuros.



Capitulo 1

Nocoes Preliminares

Nesse primeiro capitulo apresentaremos alguns resultados basicos essenciais para o desen-
volvimento deste trabalho. Dividiremos em secoes, as quais trazem resultados e defini¢oes
de andlise convexa, teoria de matrizes, operadores auto-adjuntos e por fim matrizes cir-

culantes.

1.1 Analise convexa

Nessa se¢ao, trabalharemos com fungoes definidas em conjuntos convexos, e no caso espe-
cial de fungoes convexas, temos o principal resultado desta se¢ao que mostra que sobre as
restricoes de ser a fungao estritamente convexa e coerciva temos a existéncia de um tinico

minimizador.

Defini¢ao 1.1 (Conjunto convexo). Um conjunto X C R™ € dito convexo quando para

todo x,y € X temos que (1 —t)x +ty € X com t € [0, 1].

Defini¢ao 1.2 (Fungdo convexa). Seja X C R™ convero. Uma fungdao f: X — R € dita

convezxa quando para quaisquer X,y € X e t € [0, 1] vale a desigualdade
f((1—t)x+ty) < (1 —t)f(x) + tf(y).

Chamamos f de fung¢ao estritamente convexa quando temos
f((1—t)x+ty) < (1 —t)f(x) + tf(y)

para todo t € (0,1) e quaisquer x ey € X com x # y.
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Defini¢ao 1.3 (Fungio coerciva). Seja f: X — R. Dizemos que f € coerciva se

| 1‘i|m f(x) = +00. Em outras palavras, para todo M > 0, existe (raio) R > 0, tal que
X||—00

f(x) > M sempre que ||x|| > R.

Observacao 1.1. Caso X for limitado, f é automaticamente coerciva, pois é impossivel

provar que ela nao seja coerciva.

Definigao 1.4 (Ponto de minimo). Dada uma fungdo f: X — R dizemos que um ponto

Xmin € X € ponto de minimo de f em X quando para todo x € X valer f(xpmm) < f(x).

Definigao 1.5 (Problema de minimizag&o e seu conjunto solug&o). Dada uma func¢do
f: X — R o problema de minimaizacao de f consiste em encontrar todos os pontos de
minimo de f em X. O conjunto de tais pontos de minimo é chamado conjunto solugao

do problema de minimizacao e é denotado por S(f).

Lema 1.1. Seja X C R™ ndo vazio e fechado. Se f : X — R ¢é continua e coerciva
entdo temos que #S(f) > 1, isto é, a funcao f assume o valor minimo em pelo menos um

elemento do dominio.

Demonstracao. Como X é nao vazio isto nos permite tomar x; € X. Seja M = f(xq).

Pela definicao de coercividade existe Ry > 0 tal que
f(x) > M =f(x;), sempreque xe€X e [x]|>R;. (1.1)

Defina Bx = B[0, R;] N X, onde B[0, R;] é a bola fechada do R™. Desta forma o conjunto
Bx é limitado e fechado em X. Usando a continuidade da f temos que o conjunto f(Bx) é
compacto de R assumindo, portanto, maximo e minimo. Seja x; um tal ponto de minimo,

isto é, seja xo € Bx tal que
f(xy) < f(x) para todo x € Bx. (1.2)

De e vale

f(x1) < f(x) se xé€ X\ Bx;

f(x2) < f(x) se x € Bx.

min{f(x,), f(x2)} <

Desta expressao acima segue que X; e\ou Xo sao pontos de minimio de f em X. Portanto

#S(f) > 1. O
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Lema 1.2. Se X C R™ é um conjunto convezo e f: X — R € estritamente convexa, entao
temos que #S(f) < 1. Isto é, a funcdo f assume o valor minimo em apenas um ponto ou

em nenhum.

Demonstra¢ao. Vamos supor por absurdo que exista x;,Xxs € X, com Xx; # X9 tal que,

f(x1) = f(x2) = minf(x) (1.3)

xeX

Como f é estritamente convexa e tomando t = %, temos:

1 1 1 1 ; ;
(1= )+ %) < S0 + 570x) 2 1) 2 mint(),

o que é um absurdo, pois %xl + %X—Q € Xe f(%xl + %xz) é estritamente menor que o
menor valor possivel. Portanto nao pode haver mais de um minimizador de f, isto é

#S(f) < 1. O

Teorema 1.1. Se X é um congjunto fechado e convexo e f : X C R™ — R ¢ uma
funcao coerciva e estritamente convexa, entio #S(f) = 1. Isto €, existe um e

apenas um minimizador Xo para a funcao f em X.

Demonstracao. De fato, basta combinar os dois lemas anteriores. Note que X e f estao
dentro das hipdteses de ambos, e portanto temos que valem as teses que #S(f) > 1 e

#S(f) < 1. Logo #S(f) = 1. O
Observacao 1.2. O Teoremall.1 nao exige que o conjunto X seja limitado.

Definigao 1.6 (Conjunto de pontos fixos). Dada uma fun¢io G : X — X dizemos
que um ponto x € X € ponto fixo de G quando x safisfaz G(x) = x. O conjunto dos pontos

fizos de G € denotado por Fix(G).

Defini¢ao 1.7 (Fungdo f-n3o-crescente). Considere uma funcgdio f: X — R. Dizemos
que uma funcao G : X — X € f-nao-crescente quando para todo x € X wale que

f(G(x)) < f(x).

Corolario 1.1. Sejam X um conjunto fechado e convexo, f : X C R™ — R wuma
funcao coerciva e estritamente convexa, ¢ G : X — X de forma que o conjunto
Fix(G) = {x € X; G(x) = x} # @. Se f(G(x)) < f(x), para todo z € X (G € f-nao-
crescente), entao S(f) = {xo} e G(x¢) = xo, isto €, existe um unico minimizador de f e

este é ponto fizo de G.
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Demonstracao. Pelo teorema anterior, sabemos que existe apenas um minimizador de f,
que vamos chamar de x;. Entado vamos supor por absurdo que x; ¢ Fix(G), ou seja,
x1 # G(x1). Disto segue da unicidade do minimizador x de f que f(x;) < f(G(x;)). Como

f(G(x)) < f(x) para todo x € X entao:
X1 §£ G(Xl) = f(Xl) < f(G(Xl)) < f(Xl) = f(Xl) < f(Xl) (AbSUI’dO!).

Portanto, S(f) = {xo} e xo é tal que G(xq) = xo. H

1.2 Operadores auto-adjuntos e Matrizes Circulantes

Definicao 1.8. Um operador linear A : X — X, num espaco vetorial X munido de produto
interno (-,-), chama-se auto-adjunto quando A = A*, isto €, quando (Ax,y) = (x, Ay)

para quaisquer x,y € X.

Definicao 1.9. Um vetor x # 0 em X chama-se um autovetor do operador A : X — X
quando existe A € C tal que
Ax = AX.

Neste caso dizemos que A € o autovalor do operador A, associado ao autovetor x. O par

(x,A) serd chamado de autopar.

Definicao 1.10. Um operador linear A : X — X € dito semi-definido positivo se

(x, Ax) = 0 para todo x € X. Denotaremos isto por A = 0.

Teorema 1.2 (Teorema Espectral). Para todo operador auto-adjunto A : X — X, num
espaco vetorial de dimensdo finita munido de produto interno, existe uma base ortonormal

{ug, - ,un} € X formada por autovetores de A.
Demonstragao. Consultar [6] ou [11]. O

Corolario 1.2. Um operador auto-adjunto A : X — X € semi-definido positivo se, e

somente se, seus autovalores sao nao negativos.

Demonstracao. Parte (=). Sejax € X\{0} autovetor de A com correspondente autovalor

A, isto é, Ax = Ax. Segue de A ser semi-definido positivo que

(Ax,x) = 0 (A, x) =0 e Ax,x) =0 < Alx||> > 0.
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Portanto temos A > 0.

Parte («<).Pelo Teorema temos uma base ortonormal de autovetores {u,--- , Uy},

com Au; = Ajuy, de forma que para todo vetor x € X, tem-se X = qyuy + - - - + XUy, dai

n n n n n
(Ax,x) = <Z Ay, Z oc]-u]-> = <Z oG UL, Z ocju]-> = Z Aioc.
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
Note que na ultima igualdade usamos que u;’s sao base ortonormal. Como temos que
todo Ay = 0, segue que A > 0.
O

Defini¢ao 1.11 (Matriz Ciculante). Dado o vetor (co,c1,- - ,Cn_1) € R™, define-se a

sequinte matriz quadrada M de ordem n, chamada de Matriz Circulante gerada pelo

vetor (Cg,C1,+ -+ ,Cn_1) € R™:
Co €t C2 -+ Cpn—
Ch-1 € €1 -+ Cn-2
M= lcna Cn1 Co -+ Cnos
Cq Co Cg - Co
A matriz M acima € denotada por Circ(co,C1,- -+ ,Cn_1).

Definicao 1.12. Denotaremos por T o operador "up-shift”’que é definido como

01 0 - 0
00 1 0
T= (1.4)
00 -+ 0 1
10 0 - 0
Note que T = Circ(0,1,0,---,0), além disso dado x = (xg, X1, ,Xn—2,Xn_1) € R™,
aplicando T em x temos:
[ X0 ] i X1 ]
X1 X2
T = (1.5)
Xn_2 Xn_1
Xn_1 X0

Devido a (1.5 o operador T é chamado de up-shift (deslocamento superior).
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1.3 Decomposicao de Matrizes Circulantes

A seguir mostraremos que a matriz circulante T definida em ((1.12)) nos permite obter uma
decomposicao para uma matriz circulante M qualquer, como um polinémio tendo T como
variavel. Além disto, a matriz M possui a mesma base de autovetores que T possui. Isto

permitira calcular facilmente os autovalores de M a partir dos autovalores de T.

Teorema 1.3. Sejam (co,ci,--+ ,¢n_1) € R™, M = Circ(cg,¢1, - ,cn_1) e w € C dado
por w = e . Entdo valem as sequintes relacoes:

(nfl)k)T

(a) Tu = whuy; k=0,1,--- ,n—1 onde u = (I, wk, w?* ... w é auto-

vetor de T e w* € o autovalor associado;

(b)) M=col+ci.T+caT?2+ - +cpg . T

Demonstracao. Prova de (a). Basta aplicar ((1.5) com o vetor u dado acima no lugar

de x. De fato,

Tu, = (W< w?k ... wn=bk )
— Wk(l,Wk,W2k, ,W(nfl)k)
= wFu.
Portanto, Tuy, = w*uy.
Prova de (b). Note que
_O 1 0 O_ _co Ci1 Ca cn,l_ _cn,l Co C1
00 1 0 Cho1 Cp C1 Cn_2 Ch—2 Cn—1 Co
™™ = Ch—2 Cn—-1 Cp Ch—3| — [Ch—3 Ch—2 Cn-—1 Co
0 0 - 0 1
10 0 --- 0 (] Ca C3 -+ Co Co (1 Co

ou seja, aplicando T em uma matriz quadrada, ela faz apenas um movimento nas linhas;

um deslocamento superior (circulante). Assim sabendo, quando aplicando nela prépria

teremos:
T2 = TT7 = Cire(0,0,1,0,---,0);
T3 = TT2 - CiI‘C(O,O,O,LO:'“ ’O)’
T(n—l) — TT(n_Q) = CiI‘C(O, 0,---,0, 1)

Cn—2

Cn—3

Cn—1
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Além disto, T*™ = 1. Agora fica facil ver que a Matriz M é gerada por soma de poténcias

de T, pois
M = Circ(xg,0,---,0) 4+ Circ(0,%1,0,---,0) + -+ + Circ(0,--- ,0,%Xn_1)

e assim,

M =col + ;T + coT? + -+ + ¢ TV L.



Capitulo 2

O operador Laplaciano discreto e

periddico

Neste capitulo apresentaremos o operador Laplaciano discreto e periddico que é o exemplo

de matriz circulante central em nossa dissertacao. Explicamos a versao continua deste

d2

—+z) da qual vem o nome Laplaciano. Uma interpretacao fisica da versao

operador (
discreta deste operador como um sistema mola-massa é apresentada como motivacao.

Terminaremos este capitulo com a formulagao do problema central desta dissertacao.

Definigao 2.1 (Operador Laplaciano Discreto). Um exemplo simples e importante de

matriz circulante é o operador Laplaciano discreto e periodico, denotado por L, e definido

por
[ 2 -1 0 0 —1 ]

-1 2 -1 0 0

£ o —1 2 -1

0

0 o —1 2 -1
i -1 0 - 0 -1 2 |
Podemos simplesmente escrever L = Cire(2,—1,0,---,0,—1).

Observacao 2.1. O operador £ ¢é uma matriz simétrica e circulante, além disso, €

também uma matriz de banda tridiagonal estendida periodicamente [l]

Note que £ nao é apenas tridiagonal mas sim TRIDIAGONAL estendida periodicamente pois temos

“ “

que levar em conta o “—1” no canto superior direito e o “—1” no canto inferior esquerdo da sua repre-

sentagao matricial. Em outras palavras, £ possui trés diagonais: a diagonal principal (n-elementos), a

16
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Observagao 2.2. FEste operador L surge quando discretizamos a sequinte equac¢ao dife-

rencial com condi¢ao de fronteira periodica de periodo T:

~Lx(t) = glt)
x(t) = x(t+71) comtel0, 1.

Tal discretizacao consiste em dividir o intervalo [0, T] em n subintervalos de tamanho At =
T/n. Ou seja, temos [0,T] = [to, t] U [ty, ta] U+ - U [t _1,tn], onde t,, € identificado com
ty. Introduzindo a notagdo x(ti) = xi e g(ti) = gi que sao componentes dos vetores x e g
respectivamente. Usando a expansao de Taylor (veja detalhes em [1]) pode-se mostrar que
a equagao diferencial acima deiza-se aproximar neste esquema de discretizagao (diferengas

finitas) como
—Xi—1 + 2% — Xq41

(At)2 -9

Isto €,

ﬁ[;u =g. (2.1)

Definigao 2.2 (Autopares (e,A. = 0) e (f,Af = 4)). Quando assumimos M par e n >

4, de fato, por toda essa dissertacao teremos o M a priore nessas condi¢oes. FEntre os

autovalores temos o Ae := 0, onde o autovetor correspondente é e :== (1,1,---,1)7, e o
As == 4 onde o autovetor correspondente é f = (1,—1,---,1,—1)". Esquematicamente,
temos

Le=(0,0,---,0)T =Aee = A =0;

Lf=(4,—4, - 4,—4)T =Af = A =4

As equacdes acima sao referidas como (e,0) e (f,4) serem autopares do operador L.

Observagao 2.3. Uma interpretacao fisica dessas propriedades, € se consideramos um
sistema mola-massa circular com M pontos de massa, todos esses pontos com massa
m =1, e ligados por uma mola aos seus vizinhos mais proximos, essas molas com rigidez
positiva (k1 = kg = -+ =k = —¢; = 1); (veja a Figura . Dentro deste contexto
fisico, para um determinado vetor d € R™ — deslocamento das massas da posi¢cao de

equilibrio — temos que a energia potencial armazenada nas molas é %dTLd.

subdiagonal ((n — 1)-elementos, mas estendida possui também n-elementos e similarmente a superdiago-

nal.
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k 1 k.’g k.';g k"n k 1

Figura 2.1: Sistema ou Cadeia Circular de molas (idénticas) e massas (idénticas). Os

pontinhos nos extremos da figura significam que se trata de uma mesma mola.

Afirmacgao 2.1. Temos que £ é um operador auto-adjunto, isto é, y'Lx = x" Ly para

quaisquer x,y € R™.
Demonstragao. Seja
Yy Lx = yYi(—xn 4+ 2x1 —xX2) + Ya(—x1 +2x2 —X3) + - - + Yn(—Xn—1 + 2Xn —x1)

= X1(—Yn +2y1 —Y2) + X2(—y1 + 2y32 —y3) + - + Xn(—Yn—1 + 2yn — Y1)
= x'Ly.

Portanto, £ é auto-adjunto. O]

Afirmacao 2.2. O operador £ é semi-definido positivo, isto é, x'Lx > 0 para todo

x € R™.

Demonstracao. De fato, note que Lx = (2X1 —Xo —Xn, 2X0 —X3 — X1, . - ., 2Xn — X1 — Xn—1)-
Multiplicando este vetor com x' = (X1, X2, -+ ,Xn ), obtemos
xTLx = 22 —x1xg — +2x2 — — +9x2 — ceeox2 _
= 1 1X2 X1Xn X5 X2X3 X9X1 X3 X3X2 Xh XnX1 XnXn—1

2 2 2 2
= X} —X1Xn + X] —X1Xo + X5 — XoX1 + - F X{_1 — Xn_1Xn + X{ — XnXn_1 —XnX1 + X3

~" -~

= (xn—x1)%+ (x1 = x2)2+ -+ (xn_1 — xn)*.

Portanto x"£x > 0. m

Como falamos anteriormente, a matriz £ possui autovalores A, = 0 e Ay = 4. Mais
que isso, temos que A, e A¢ sao o menor e maior autovalor de £ respectivamente. Sabendo
que £ > 0, segue do Corolario que de fato A, é o menor dos autovalores pois todos
os demais sao nao-negativos. Agora vamos mostrar que A¢ é o maior autovalor de L.
A estratégia é considerarmos o operador A = 4I — £ no lugar de £. Como A é auto-
adjunto, se mostrarmos que este é semi-definido positivo, entao todos os autovalores sao

nao-negativos, e consequentemente A;(A) > 0, o que é equivalente a A;(£) < 4.
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Afirmacgao 2.3. O operador A = (41 — L) € semi-definido positivo.

Demonstracao. De fato, note que A = Circ(2,1,0,---,0,1) e mais Ax = (2x; + x2 +

X, 2Xo 4+ X3+ X1, ..., 2Xn + X1 + Xn_1) com, X' = (X1,X2, -+ ,Xn) entdo:

xTAx = 2x2 +x1X0 + X1%n + 2X2 + XoX3 + XoX1 + 2X2 + X3Xg - - + 2X4 + Xn X1 + XnXn_1

2 2 2 2
= X2+ xX1Xn F X+ X1 X0 + X5+ XoXg + 0+ XA+ Xn_1Xn X0+ XnXn_1 FXnX1] + X2

~"

= (Xn +X1)2 + (Xl +X2)2 + -+ (anl +Xn)2

Portanto A > 0. ]
Afirmacgao 2.4. O valor A =4 € o maior autovalor de L.

Demonstracdo. Para provar isso vamos considerar o operador 41— £ que também é auto-

adjunto e semi definido positivo.
xTAI—L)x > 0= x"Lx < 4x"x.
Se consideramos x € R™ com ||x|| =1 temos

x'Lx < 4. (2.2)

Pelo Teorema (teorema espectral), sendo £ auto-adjunto, entdo possui uma base

ortonormal de autovetores. Seja {u, Us, -+ ,u,} uma tal base ortonormal de autovetores

e A, Ag, -+, Ay seus respectivos autovalores. Sendo {uy,--- ,u,} uma base e ||x|| = 1
n

. . . . 2 _

temos que existe coeficientes ¢y, - -+, &, € R tais que, x = U+ - -+ XUy € Z o = 1.
i=1

Assim,

x'Lx = ((xlul +ee (xnun)'e((xlul + et (Xnun)

= (oqup + -+ xnun) (AU + - - - + XA UL)
= MoG+ -+ Al
Vamos tomar A,, como sendo o maior autovalor, ou seja, A, = max{A; :i=1,--- ,n}h
Entao temos devido a o > 0 e i o =1 que

i=1

X' Lx =Aod 4+ Anod < Ap(0d + -+ o) = A, (2.3)

Vamos mostrar que A, < 4, dai podemos concluir que A¢ é o maior autovalor. De fato,

tomado x = Uy, temos [|x|| =1 e £L(w,) = AUy = w! Lu, = A,. Assim o valor de A,, é
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uma cota superior para x'£x que é assumida. Entretanto, o valor 4 é simplesmente uma
cota superior (veja (2.2)). Consequentemente, A,, < 4. Por outro lado, ﬁLH_:H =4 (pois
Lf = 4f). Deste fato e de (2.3)) segue que 4 < A,,. Portanto A,, =4 = A¢, ou seja, Ay =4

¢ o maior autovalor. O

Voltando a interpretacao fisica, temos que o movimento aplicado nas massas com o
vetor deslocamento d = e faz com que cada massa seja deslocada pela mesma quantidade,
no sentido positivo (anti-hordrio) fazendo assim que o sistema tenha a menor energia
potencial e"Le = 0 — como vemos na Figura —. Note que nao ha contracao nem
extensao de qualquer mola (Energia Potencial minima (zero)). Enquanto que com d = f
— (veja a Figura — temos que no sistema os pontos de massa localizados nas posigoes
impares sao deslocados no sentido positivo e os localizados nas posigoes pares no sentido
negativo (horério). Neste caso, temos que a energia potencial maxima é %fTLf = %4fo =

2n.

k"ﬂ, k.'l k"z k‘n— 1 k'n

Figura 2.2: Aplicando o deslocamento e = (1,1, ..., 1) no sistema mola-massa.

k1 ko k3 Koy k1

Figura 2.3: Aplicando o deslocamento f = (1,—1,...,1,—1) no sistema mola-massa.
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2.1 Formulacao do Problema

Motivados por essas peculiaridades da matriz do operador Laplaciano, propomos o se-
guinte problema de norma minima de matriz. Sejam n > 4 par e uma dada largura de
banda 2r+1 com v € {1,2,---, T} e B > 0, encontrar o seguinte minimizador, ou seja a

solugao de norma minima:

X(n,r,B) := argmin{||X||?: X e B NS, NEP)}, (2.4)

onde os conjuntos B, S, e B sio subconjuntos de R™*™ que definiremos abaixo.

Definicao 2.3. Denotamos por B'") o conjunto de todas as matrizes quadradas de ordem

n com banda periddica, de largura 2r + 1, isto €;
B = {X € R™*" :xi5 =0 se dn(i,j) > 1},

onde dn(i,j) mede a distancia periodica da posi¢ao do elemento xi; a diagonal principal.

Majis precisamente, define-se
d.(1,j) ;== min{(j — 1) mod(n), (1 — j) mod(n)}.
Exemplo 2.1. Sen =6, r=1 e X ={xij}ij=0,1,.. 5 seque que
de(0,2) = min{(2 — 0)mod(6), (0 — 2)mod(6)} = min{2,4} =2 > 1,
assim Xo2 = 0. Também temos que
de(0,5) = min{(5 — 0)mod(6), (0 — 5)mod(6)} = min{5, 1} = 1,
logo x5 ndo € obrigatoriamente nulo, pois dg(0,5) =1 =r. Entao ilustramos

X0 Xo1 O 0 0 o5
X1o X11 xi2 0 0 0

0 X21 X92 Xo3 0 0

0 0 0 X43 X444 X45

X50 0 0 0 X54 X55
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Observagao 2.4. Note que de acordo com a definicao anterior vale que B™ C B™ quando

T1 < To, onde T1,To € {17 ,%}

Definicao 2.4. Denotamos por S, o conjunto de todas as matrizes quadradas de ordem

n que sao simétricas e semi-definidas positivas.

Definicao 2.5. Denotamos por E(B), o conjuntos das matrizes quadradas de ordem m

possuindo os autopares (e,0) e (f,B), onde e, f € R™(foram introduzidos na Defini¢do

e eRy, isto €
ER) .= {X e R™™: Xe =0 e Xf = Bf}.
Por fim definiremos a norma que é utilizada por todo esse trabalho.

Definigao 2.6. Denotamos a Norma de Frobenius (ou norma euclidiana) de uma

matriz X = {Xij}ij=01,... n—1 como sendo | X|| = \/Zgj_:lo X35

No capitulo seguinte veremos que esse problema de fato tem uma solugao tnica e que
triz L é a soluca bl t = 1, isto é
a matriz £L£ é a solugao para o problema no caso em que tomamos T = 1, isto ¢, uma

matriz de banda tridiagonal periodicamente estendida.



Capitulo 3

Propriedades imediatas da matriz

minima

Neste capitulo vamos primeiramente mostrar que o dominio (conjunto dos pontos vidveis)
de é nao vazio. Em seguida mostraremos que possui solugao unica, e esta
solucao é uma matriz circulante e por fim, trataremos o caso tridiagonal, isto é, banda
r = 1. Como falado anteriormente quando introduzimos o operador L, agora vamos
mostrar que a solugdo de (2.4) para o caso r = 1 é de fato %L. Mas antes faremos

algumas observagoes sobre o problema (12.4)).

3.1 Conjunto dos pontos viaveis X é nao vazio

Neste capitulo e nos seguintes vamos chamar de X o conjunto de todas as restri¢oes para o
problema (2.4)), isto ¢, X = B NS, NE®). De imediato temos que X # & pois %L eX

para todo n > 4 par, todo r € {1,2,--- , T} e todo > 0. Para ver isto, note que:

i) %L é tridiagonal, isto é, pertence a B(Y) que por sua vez esté contido em B(™). Logo

Bgept.

ii) Como vimos no capitulo anterior £ é semi-definido positivo. Como 3 > 0, temos

que %L ¢é semi-definido.

iii) £ € E®)] pois

23
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3.2 Unicidade de solucao

Sabendo que o conjunto X é diferente de vazio. Nesta secao vamos mostrar que
admite tunica solucao. Para isso vamos primeiramente mostrar que X é um conjunto
convexo e fechado (topologicamente). Depois vamos mostrar que a fun¢ao objetivo é
coerciva e estritamente convexa, o que permitird utilizar o Teorema que garante a

existéncia e unicidade de um minimo global.
Afirmacgao 3.1. O conjunto X é convexo e fechado.
Demonstracao. Ver Apéndice A. n

Definigao 3.1. Denotamos por || ||* : X — R a fun¢do norma ao quadrado que leva

: : -1
a matriz X € X em sua norma de Frobenius ao quadrado ||X||* = 3’2 x3;.

Afirmacgao 3.2. || - ||> é uma fungdo coerciva e estritamente convera.

Demonstracao. ver Apéndice A. m

Teorema 3.1. O problema de minimizacao possut uma unica solucao.

Demonstragao. Com essas afirmagoes podemos aplicar o Teorema [I.1], que vai nos garantir

a existéncia de um unico minimizador para o problema ([2.4]). ]

O préximo passo é saber as caracteristicas desta solucgao, isto é, em que classe de

matrizes se encontra o ponto de minimo.

Definicao 3.2. Denotamos por G : X — X o operador linear, chamado de média cir-

n—1
w1 S TEXTX, onde T =
k=0

T on

Circ(0,1,0,---,0) (veja Definicao[1.13). Também denota-se G(X) simplesmente por Xome ;

culante, que leva uma matriz X € X na matriz G(X)

as letras “mc”abreviam “média circulante”.

Observacao 3.1. Note que G(X) € uma matriz circulante para toda X € X, pois G
deiza todas as entradas de cada diagonal de X igual a média aritmética desta diagonal.
Em outras palavras, G(X) fica constante em cima de cada diagonal. Para ver isto note
que TXTY faz com que o elemento de X que estd na posicao (i,j) seja levado para a
posi¢ao (i+1mod(n),j+1mod(n)). A aplicacao G faz a média aritmética dos elementos
da diagonal estendida, deixando iguais o média todos os elementos das posicoes (i +

Imod(n),j + Imod(n)) comk =0,1,--- ,n—1. Além disto, G estd bem definida, ou
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seja, G(X) C X, pois G(X) ainda satisfaz as condicoes de banda e espectro G(X) € B,
G(X) e E®) e G(X) €S, quando X o faz em cada um destes 3 casos.

O seguinte lema identifica as matrizes circulantes de X com os pontos fixos da aplicagao

G.

Lema 3.1. Uma matriz Xy € X € circulante, se e somente se, G(Xo) = Xo, ou seja, Xq €

ponto fixo de G.

Demonstracdo. Primeiramente, vamos mostrar que se X, for circulante entao X, é ponto
n—1
fixo de G. De fato, se Xy é circulante podemos escrever X, = x; 17, como na decom-
) ) )
j=0
posi¢ao que vimos no Teorema [I1.3] Aplicando a média circulante G em X, temos:

G(Xo) = G(_Z XjTj)

k=0 j=0 j=0 Lk=0
1 n—1 n—1 K K . 1 n—1 .
— 1 . - ) — 1L . )
= =2 x5 |2 TT D = = x;nIT
j=0 k=0 j=0
n—1
= I xT=%

Isso mostra que Xq é ponto fixo de G.
Mostraremos agora a outra implicagao. De acordo com a Observagao tem-se que

G(X) é sempre uma matriz circulante. Portanto, se Xo = G(Xp), entao Xq é circulante. [

Teorema 3.2. Se X € X € a matriz solugao do problema de norma minima , entdo X
é matriz circulante, isto é, X = Circ(Xo, X1, , X(n_1)), para algumX = (Xo, X1, *+ ,Xn_1) €

R™.

Demonstracao. Como vimos na Se¢ao T apenas permuta as linhas da matriz X para
cima (up-shift) quando age a esquerda de X. Por outro lado, T~! permuta as colunas da
matriz X para esquerda quando age a direita de X. Por isso as componentes da matriz
X apenas mudam de posicao (diagonal para cima) pela acio TXT!, e daf temos que
[ITXT || = |IX|| com k = 0,1,--- ,n— 1. Assim, usando a desigualdade triangular,

temos a seguinte desigualdade:
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IGX)| IAX 4+ LTXT ' 4o 4 LT DXT (1)

N

SIXIE+ S ITXT] - T EXT ) (3.1)

N

R (3.2)

Com essa desigualdade, agora podemos aplicar o Coroldrio tomando f = || - ||?
(norma de Frobenius ao quadrado). Este corolario nos garante que existe um tinico ponto
de minimo para a funcao norma ao quadrado e que esse minimo é alcancado num ponto

fixo da aplicacao G (média circulante). Pelo Lema que acabamos de ver, temos entao

que de fato X, solucio de 1' ¢ uma matriz circulante. O

Agora podemos reescrever o problema de minimizac¢ao de matriz (2.4)), como um pro-

blema de minimizacao de vetor, ou seja, temos o seguinte teorema:

Teorema 3.3. O problema é equivalente a encontrar X = (Xg, X1, ,Xr) € R™FH

tal que

Cire(xg, X1, -+ 3 X, 0, -+ 0, X, X g, 0o %) €Sy
X(n, 1, B) = argmin { x3 + 2x7 + - - +2x2 : Xo+2x 442, =0, ¢

XQ—2X1+2X2"'—|—2(—1)TX1~ = f)
(3.3)

Além disso a solucao de X(n,r,B) e do problema acima estdo relacionadas como

X(n,r, B) = Circ(X(n,r,3)).

3.3 Caso Tridiagonal (r =1)

Considerando o problema de minimizagao reformulado (3.3 e tomando r = 1, buscamos

neste caso um vetor X = (Xg, X1), tal que

CirC(X07X17O7"' 707"' 7X1) € S+7
X(n,T=1,B) := argmin { xJ + 2x7 : X0+ 2% =0 e . (3.4)

X0—2X1:B.
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Agora resolvendo o sistema acima com 2 variaveis e 2 equagoes, obtemos Xy = %,
e X = —% Note que apenas pela condigdo dos dois autopares (duas ultimas equagoes
(3.4) , j& conseguimos chegar em um tnico vetor: X = (%, —%), 0 que nos leva a matriz
X(n,1,B) = Circ(%, —%,0, e ,O,—%) = %L. Coloquemos este resultado em forma de
teorema.

Teorema 3.4. Sejam n >4 par e v =1, entao a solugio do Problema (2.4]), neste caso,
¢BL.

Observagao 3.2. A partir de agora iremos fixar o autovalor 3 = 1 ao invés de um
B > 0 qualquer, pois sem perda de generalidade os vetores X(n,r,3) e x(n,r,1) sdo rela-
cionados pela sequinte equacao X(n, v, ) = Bx(n,v,1). A partir de agora vamos escrever
os minimizadores X(n,r) e X(n, 1) ao invés de X(n,r,B) e X(n,1,B) respectivamente.
Em outras palavras dizemos que a solu¢ao escala linearmente com (3. Mais precisamente

X(n,r,B) =x(n,r, 1B) = px(n, 1, 1).

Observagao 3.3. Neste caso v = 1 ndo foi preciso impor a condicio X € Sy (primeira
condi¢ao em (3.4]) ) para resolver de forma tunica as duas iltimas equagoes. Pode-se mos-
trar também que para v = 1, temos que X € limitado. Ao contrdrio deste, para os casos em

que T = 2, serd necessdario impor X € S e também o conjunto X nao serd mais limitado

(ver Apéndice A).



Capitulo 4

Transformada de Fourier discreta

para matrizes circulantes simétricas

Neste capitulo vamos utilizar a transformada de Fourier discreta para encontrar todos os

autovalores de uma matriz circulante simétrica. Isto nos possibilitara reescrever o pro-

blema (3.3) como um problema de minimos quadrados com i — 1 varidveis nao-negativas

(restricdo ao 1° ortante) e § — 7 restricdes. Esta formulagao do problema ({2.4) corres-

ponde ao Teorema abaixo que servira de base para encontrar a solugao exata no caso

particular de v = % (veja Coroldrio D e implementar o algoritmo MatLab através do
qual pode-se conjecturar o comportamento da solucao para os casos v = 3,4, ... quando

n cresce indefinidamente.
Para provar o Teorema[4.2] vamos primeiro definir a Transformada de Fourier Discreta.
Esse operador nos ajuda a encontrar os autovalores das matrizes circulantes, sua forma

matricial é apresentada na definigao a seguir.

Defini¢ao 4.1 (Transformada de Fourier Discreta [TFD] ). O operador U € C™*™

definido por

1 1 1 1
1w w? wn—1
: 27
U=1]1 w? w cor w2 onde w =€ com 8 ="
n
1 WTL—l WZ(T\.—l) e W(n_l)Q

¢ chamado de Transformada discreta de Fourier.

28
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Representando U como U = [uy), 0 < 1,j < n—1 temos, u; = w9, onde w é raiz
. 27T
(primitiva) n-ésima de 1, ou sejaw = e" n . Este nimero complexo também serd denotado

por cis(%"), devido a férmula de Euler e*® = cos(0) + isen(0).

Note que cada linha da matriz U se refere ao vetor u] da Secdo , onde k €
{0,1,--- ,m—1} é a posicao da linha.
Exemplo 4.1. Tomemos n = 4. Assim para obtermos a Transformada de Fourier

Y

.27
U € C*** precisamos dos valores das poténcias de w = e' n = e'2 =1, 0s quais sGo

w? =—1, W3 =—i e w?*=w"=1. Deste modo obtemos
11 1 1 1 1 1 1
I w w2 w 1 i -1 —
U = —
I w2 wt nb 1 -1 1 -1
I w? wé w 1 —i -1 i

A seguir, veremos que os autovalores de uma matriz circulante podem ser obtidos com
a ajuda da matriz U. Note que em geral (com excegao de n = 1,2) as entradas da matriz
U sao complexas. Caso a matriz além de circulante for também simétrica, como veremos
abaixo é possivel encontrar seus autovalores (reais) com a ajuda de uma matriz V (com
entradas reais), a qual estd relacionada com a matriz U. Assim como no caso continuo
x € L2(R) ao invés de x € R™, quando x é funcao par é conveniente usar a Transformada
cosseno de Fourier. Vemos que V corresponde a versao discreta da Transformada cosseno

de Fourier.

Assim como o caso continuo x € L2(R), ao invés de x € R™, quando x é funcao par é
conveniente usar a transformada cosseno de Fourier. Veremos que a matriz V corresponde

a versao discreta da transformada cosseno de Fourier.

4.1 Autovalores de uma matriz circulante simétrica

Nesta secao estudaremos os autovalores da matriz U, para em seguida conseguir os au-
tovalores de qualquer matriz circulante. Acrescentando a condicao da matriz circulante
ser simétrica, conseguimos nao apenas que os autovalores sao reais, mas também uma

simetria na sua distribuicao. Vejamos a seguinte afirmacao.
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Afirmacao 4.1. Temos que UU =nl, onde U € a matriz conjugada de U.

Demonstracao. O elemento s,q de UU estd na posicao p, q e podemos escreve-lo:

—1 ANk (A= -1 1)y —k(q—
Spq = Ly Wk (whla-1)) = (WK D) (wkla-1)
—1 — —k(q— —1 _
= o (wkP—1))(ykla—1)) = IR wk(p—a)
Na diagonal principal de UU, temos que p = q, logo
n—1
SPP:ZW0:n7 para ‘p:[)’l’...,n_l'
k=0

Para o caso de p # (, temos pela formula da soma da progressao geométrica de razao

n—1
_ k(p—q) _
e I
k=0
Dai como w™ = 1, temos que s,q = 0 para p # q e concluimos a prova. O

Com o resultado da Afirmacao temos que a matriz U é inversivel e a sua inversa

é dada por
1—
ut=-u 4.1
- (1)

Agora vamos recorrer ao Teorema [1.3| que nos da uma decomposicao de qualquer
matriz circulante em forma de combinacao linear das poténcias de T, e em seguida vamos

calcular os seus autovalores. Pelo item a) do Teorema temos que

k

Tux = wfu, com k =0,1,--- ,n— 1, onde w, = (1, wk, w ... wn=UKT ¢ o k-ésimo

vetor coluna da matriz U. Assim as poténcias de T satisfazem:

Tuk = wkuy;
Ty = Twkuy = wkuy;

(4.2)
Ty, = T(TM2y) = whDky,.

O seguinte teorema estabelece que os vetores coluna da matriz U formam uma autobase,
e nos fornece uma férmula para cada um dos n autovalores de uma matriz circulante (nao

necessariamente simétrica).
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Teorema 4.1. Dada uma matriz quadrada de ordem n e circulante M = Circ(x), onde
X = (X0, X1,"** ,X(n_1)), temos que os . autovalores de M sao da forma A\, = Z?:_Ol WX,

k=0,1,--- ,n—1,4sto  A=Ux, A= (Ag, - ,An_1)".

Demonstracio. E consequéncia direta do Teorema item (b), que diz Circ(x) = xol +
oo+ xq 1 T logo por (4.2)) tem-se:

Muk = (Xo]I + XlT + -+ Xn_lT“*I)uk

= (xoux +x1Wu + - + X Wk )

= (X5 W% )we = Ay,
Como {ug,uq, -+ ,un_1} ¢ uma autobase para M, temos que os n autovalores da forma
Ak = El wHx;, k=0,1,2,--- ,n—1 de fato cobrem o conjunto de todos os autovalores
do M 0

No caso em que temos uma matriz circulante simétrica, vamos introduzir uma nova
notacao:

n . . .
Para todo x = (xg, X1, " - - ;X1 ) € R2"! com n par, definimos a seguinte matriz.
Scire(x) := Cire(xg, X1, -+ + , X2 1, X0, X031, -+, X, %1) (4.3)

Sabendo que x; = xn_i, podemos reescrever o Teorema [4.1| para o caso particular de

matrizes simétricas circulantes. Se M = Scirc(xg, - -, Xn) temos:

— n—1_ %j
A = Zj:OWJXj

= X0+ Zj%:_ll (WH +win=kl )y + (=% = %o+ Zj%:_ll (WA +w )X + (—1)kx

n_q . —_— o1 :
= Xo+ 27, (WY HwH)x; + (—1)*xs = X0+ 27, 2Re(WY)xj + (—1)*xx
= xo+ Y77 2eos(Zjk)x; + (—1)*xy.
Tomando 8 = 27” vamos ter a seguinte expressao para os autovalores de M:

n_q
2
Me=x0+ ) 2cos(kjf)x; + (—1)*xz. (4.4)

j=1

Da expressao acima segue que (similar a x; = Xn_1)
A = An_k. (4.5)

Por isto nao precisamos mais que o indice k varie entre 0 e n — 1 mas apenas entre 0

e % Devido a isto escrevemos

vl
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<7\0,?\1,...,?\n/2>T - V(xo,xl,...,xn/2>T, (4.6)

onde V ¢ a seguinte matriz real quadrada de ordem (% + 1) x (5 + 1):

-1 2 2 2 1 -
1 2cos(0) 2cos(20) 2COS((%*1)9) -1
1 2cos(20) 2 cos(40) 2cos(2(%—1)9) 1
V= (4.7)

oz
|

1 2005((%—1)9) 2COS(2(%—1)9) 2COS((%—1)(%—1)9) (—1)
L1 —2 2 2(—1)% ! (—1)%

Ou seja, cada elemento da Matriz V é desta forma:

1, se j =0,
n/2 . : N
{vkj}k,j:O =9 2cos(kj0), sej=1,2,...,2—1, (4.8)
(_1)ka se ] = n/2

Para a matriz V temos um resultado similar ao que temos para U na Afirmagao 4.1, mas

como V é uma matriz real, temos que a conjugada V =V, ou seja VV = V2 .
Afirmagao 4.2. Temos que V2 =nl, isto é, V! = LV.
Demonstragao. ver Apéndice B. ]

Proposigao 4.1. Sejam x € R™ e Circ(x) uma matriz quadrada de ordem n, simétrica e
circulante. Por simplicidade, escrevemos A (x) o qual denota os autovalores Ay (Scirc(x)).

Tem-se a sequinte Identidade de Parseval:

A(x) +AT(X) + oo+ AL =n(xg + x5+ ..+ x2) (4.9)

E para o caso de x € Rz~ ¢ Scirc(x), temos:

A() + 2AT (%) + o 20 (%) + AR (%) = n(xg + 2x7 + .+ 2+ xd) (4.10)

Demonstragao. Podemos considerar o lado esquerdo da equagao (4.9) como sendo (A, A)
e pelo Teorema temos que A = Ux, daf notando que U é simétrica, UT = U e usando
a Afirmagao [4.1] temos

(A, A) = (Ux, Ux) = (x, UTUx) = (x, UUx) = (x,nx) = n(x, x).

Note que n(x, x) é igual ao lado direito de (4.9)). A segunda equagio segue da primeira e

do fato de Ay = A ke xx =Xp y,comk=1,...,5 —1 O
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4.2 Problema de minimos quadrados com restricoes

Nesta se¢ao vamos reescrever o problema (3.3) de minimizagao, como um problema de

minimos quadrados com ¥ — 1 varidveis nao-negativas (restri¢ao do primeiro ortante) e

n__

5 — T restrigoes. Antes disso faremos a seguinte afirmagao:

Afirmacao 4.3. Dado x € R2+!, considere a matriz X = Scirc(x) que foi definida em
. Entao X é semi-definida positiva se, e somente se, todas as entradas do vetor Vx
sdo ndo-negativas. Além disso, se X € EW) | entdo seus autovalores Ag(x) e An(x) sao

respectivamente 0 e 1.

Demonstragao. A primeira afirmativa segue imediatamente da equacao (4.6). Como X €
E® (ver Definigao temos que

w2

Xo+ 2%+ ..+ 2xn g +xn =0ex)— 2% + ... +2(—1) ’1x%,1 +(=1)2xn = 1.

E novamente pela equacao (4.6]), obtemos

Ao =Xo+2x1+...+2xn 1 +xn =0eAn = x0—2x1+...+2(—1)%’1x%,1—i—(—l)%x% =1.

Teorema 4.2 (Problema de vetor de norma minima). Seja n > 4 um ndmero par e
r=1,2,...,%. Entdo o argmin{||X]|| : X € B NS, NEWMY}, a solugdo de , € dada

por

X(n, 1) = L Circ (VA)o, (VA)1, ..., (VA),, 0, ..., 0, (VA),, ..., (VA)), (4.11)

T

onde V € a matriz definida em eA=(0,Aq,... ,X%_l, 17 cujas 5 — 1 entradas AL,

e ,X%fl ¢ solugao do sequinte problema de minimos quadrados com 4 — T restrigoes:
Encontrar o vetor
n/2—1
(Xl,...,X%fl) = argmin Z 7\)-2 :Aj=20e AAN=D ;, (4.12)
j=1

o)X (1) g
2 2 e o vetor b € R2

onde a matriz A € R sao dadas por

Ay i=2cos(EZ(k+7)j), k=1,....,2—r e j=1,...,2 -1, (4.13)
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by = (1) k=1, 2 — 1, (4.14)
respectivamente.

Demonstragao. Neste teorema é apenas reescrito o problema ((3.3). Mais precisamente, a
expressao ([.11)) segue da equagao ([4.6) e da inversa de V dada pela Afirmagao [£.20u
seja,

N

A=Vx=Xx=—VA.

n
Como temos que X(n,r) = Circ(X(n, 1)), onde X(1n, 1) é solucao de (3.3) com B = 1, segue
a equagcao (4.11]).
Note agora que ja temos que A\g = 0 e An = 1 e utilizando a (identidade de Parseval),
. . . 2 2 2 2 e

temos que minimizar xg + 2x7 + ... + QX%_Q + X%, como no problema 1} ¢ 0 mesmo
que minimizar A? + A3 + ... + 7\2%_1 como em (4.12)). Note que a condigao A; > 0 vem do
fato de X € S, e como temos que X € B", segue que Xy 41 = -+ = Xn =0 . Sabendo que

(VA); € a j-ésima componente de VA, teremos pela definicdo da matriz V em (4.7) e de

que Ag=0eAr =1queparak=1,---, 5 —71 que
%71 %71

(VM) = Xpge = 0= Y 2¢c0s(0(r+K)j)A+A (—1)F =0 = Y AgAy = (1),
=1 ~

isto explica a equagao AA =b em (4.12)), e assim concluimos a demonstragao. O

Como consequéncia direta do teorema anterior, vemos qual é a matriz solucao para o

problema (2.4) no caso r = 7.

n
5 -

Corolario 4.1 (Caso r = 7). Seja n > 4 um nimero par e v = 5. Entao argmin{||X]| :

XeB=3)nS, NEW} (a solug:do com 3 =1) € dado por

X(n,r=n/2) = Circ(L, —+%, ...,

)

3=

Demonstracao. Com r = m/2, temos pelo teorema anterior que as restricoes para o

problema de minimizacao se resume apenas A; > 0. Neste caso, tomemos 0 = =

- = An /o1 POIS queremos minimizar a soma ZE;I Al. Logo a solugao ¢ dada por

A = (0,0,---,0,1)7 € R3~!. Agora por X = L(VA) = 1v(0,0,--,0,1)x,
1 -1

que por (4.7) nos dar X, = =(—1)*. Dai chegamos que X = (&,=F,--- L =) e

X: Circ(%, %7“ ' 7%7 %1) por " O

—_
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O caso r =2 (Matriz Pentagonal)

Neste capitulo vamos buscar a solugao para o problema (2.4)) quando r = 2. Neste caso, na
interpretacao de um sistema massa-mola circular, ao contrario do exemplo do Laplaciano
L que possui ligacao apenas com as duas massas vizinhas, teremos ligagao com as 4 massas

vizinhas mais préoxima, como na Figura 5.1. Neste caso porém, as molas que ligam as

vizinhas mais proximas tém rigidez k; = —x;, e as demais tem rigidez w; = —xs.
Wn— J\KN‘ w3 Wn—1
k 1 k? k.':'; k-'n k 1

Wy, way "

Fig 5.1

Um fato interessante sobre esse sistema é que ele pode ser estavel, isto é, a energia

potencial U(d) = %dTXd ¢ nao-negativa, que também ¢é equivalente a dizer que X é semi-
definida positiva, até mesmo quando w; < 0 (rigidez negativa). De fato, o resultado a
seguir mostra que a solucdo X para o problema 1} tem na interpretacao do sistema

massa-mola rigidez w; = —xo < 0.

Teorema 5.1. Sejam n > 6 um nimero par e v = 2. Entdo argmin{||X|| : X € B(=2) n

S, NEW} ¢ dado por
X(n, r = 2) = Circ (Xo, X1,%2,0, - ,0,%2,%1) , (5.1)
onde

35
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U 1 :
U X0 =5 T iieszm)] Y
. X = —}l < 0 que corresponde a ki =1/4 > 0;
il Xg = L > 0 que corresponde a wi < 0 (rigidez negativa,).

8[1+cos( 7")]

Demonstracao. Primeiro relembramos que o minimizador X é uma matriz circulante e
simétrica como vimos no capitulo 3, ou seja, X = Scirc(X),x = (Xo, X1, -+ , Xz ). Pela res-

tricao de banda, isto é, X € B(™=2)_temos que X; =0 paraj =3,--- justificando assim

n
) 9
0S Z€eros na equagao 1} Pela imposicao X € S, temos que X = Scirc(Xg, X1, X2, 0, - - - ,0)

tem todos os autovalores nao-negativos. Para explicitarmos esta condi¢ao lembramo-nos

de (6) que

V(X07X17X2707"' 7O)T - (7\07}\17"' 7)\ )T'

e

Assim de acordo com as entradas da matriz V temos que a expressao

r=2

Xy + Z 2 cos (0Kj) x;,
j=1

deve ser nao-negativa para todo k =0,1,--- , % com 0 = 27”

Sabendo disto, vamos reescrever o problema (3.3)) para o caso r = 2 como sendo:

a) XO—I—Z 2cos (0kj) x; >0 k=1,--- ,n/2—1;
(X0, X1, X2) = argmin { xg + 2x; + 2x3 : b) xg+2x1+2x9 = 0 (corresponde ak=0);

c) xo—2x; +2x2 = 1 (corresponde a k =n/2).

(5.2)
Subtraindo a equaca@o c) de b) em (5.2) obtemos:
_ _ 1
4x1 =—1=%x = _Z
Agora somando as equagoes b) e ¢), poderemos escrever Xy em funcao de Xs:
Xo =13 — 2%Xa. (5.3)
Em seguida, iremos substituir X; = —1/4 e Xy em (5.2)), para chegarmos ao problema

apenas na variavel x, da seguinte forma:

Xy = argmin{(% — 2x2)2 + 2+ 2x5 1 (2 —2x9) — §cos (Bk) + 2xp cos (20k) =0, k=1,-- -,

wol3

-1},
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Reescrevendo a fungao objetivo deste ultimo, temos

Xo :argmin{G(xg—%)2+5/24:%(1 — cos(0k)) —2(1 — cos(20k)) %y =0, k=1, -,

Note que 1 — cos (20k) >0 parak=1,...,n/2—1 com 0 = 27” en > 6. Agora usando

a identidade trigonométrica

1 —cos(20) = 2(1 + cos(0))(1 —cos(0)), (5.4)
obtemos
1
Xo :argmin{(XQ—%)Q:XQ < 8[1+cos(ek)]’k: 1,--- ,g—l} . (5.5)

1 1

Relembramos que 8 = %“, temos que g 5T < SiTeos(0tT )] pois a funcao cosseno
¢ decrescente quando tomamos k = 1,--- , & — 2. Por isso temos
— . N2 . 1
Xo = argmin (X2 — 5) 1 Xo < m . (56)

Note agora que m < %, com 0 = 2?” en = 6.
Concluimos que X, procurado é dado por X, = m e mais, por l) temos Xy =
1 1 Assim terminamos a demonstracio.
2 4[1+Cos(7)] S

]

Observacao 5.1. Dos itens do Teoremal. I| podemos obter diretamente o comportamento
da solucao de para v = 2 quando fazemos n tender a infinito. Temos que Xo(n —
00, 1=2) =3/8, Xx1(n = o00,71=2) =—1/4, e Xo(n — 00,7 =2) = 1/16. Curiosamente,
esta solucao corresponde ao caso nao-genérico L = —1 que aparece no estudo de cadeias
infinitas apresentadas em [3]. Aqueles autores definiram o parametro w como sendo p =
o/ (4y),(ver equagao (3.5) em [3] e também a matriz apresentada no apéndice daquele
artigo) onde, na notagdo deles & e y sao respectivamente —x;(n — oo, v =2) = 1/4 e
—Xa(M — 00,7 =2) = —1/16. Na secao sequinte esta solu¢do para o casoT =2 e — 00
serd obtida utilizando apenas o quadrado da solu¢do do caso r =1, (que é %lL). Ou seja,

X(n — oo, 1) = ($£)%
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5.1 Bi-Laplaciano

Vimos no Capitulo 3 que a solucao para o problema 1) nocasor =1 ¢ }lL, vamos
ver nesta se¢ao, como consequéncia do Teorema , que o Bi-Laplaciano (%5)2 matriz de

banda r = 2 serd solugao do problema (2.4)) quando n tende a infinito.

Antes recordamos que podemos escrever L = Circ(2,—1,0,---,0,—1), ou como vi-
mos ainda no primeiro capitulo que fala da decomposicao de matrizes circulantes por

combinacao linear das poténcias do operador Shift T, podemos escrever:
L=20-T-T"
Como consequéncia do Teorema temos o seguinte resultado quando n tende a infinito.

Corolario 5.1. Seja X(n — oo, T = 2) solucdo para o problema quando tomamos n
tendendo ao infinito, entdo X(n — oo, =2) = %62. Isto €, a solucao quando quando n

tende ao infinito do caso v = 2 € simplesmente o "quadrado”da solucdo para a casor = 1.

Demonstragdo. Vamos calcular o Bi-Laplaciano(£?):

L2 = 2I-T-TENRI-T-THY)
= 41—2T—2TY — 2T+ T2 41— 2TV + T -T2
= 60 —4T + T2 —4T1 4 T2 :
= 61— 4(T+TED) +1(T2+TE2)
= Scire(6,—4,1,0,---,0).

Multiplicando ambos os lados da expressao acima por 1—16, segue que

1
1—652 = Scire(3/8,—1/4,1/16,0,--- ,0). (5.7)

Note que %L2 ¢é justamente a solucao a que se refere a observagao 1) com Xg(n —
00, 1=2)=3/8,%Xi(n—00,1=2)=—1/4, e Xo(n — 0o, = 2) = 1/16. Portanto temos
que X(n — oo, T =2) = =L

]

Observacao 5.2. Note que, ao contrdrio do caso v = 2, a solu¢ao para o caso v =1 nao

depende de n. Mais precisamente, para todo n >4 par er =1, a matriz iL € a solucao

de .
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Observacao 5.3. Como vimos o Bi-Laplaciano (£?) é uma matriz de banda v = 2,

usando que £ € auto-adjunto, temos L* semi-definido positivo, pois:
(L2, x) = (Lx, Lx) = || Lx])* > 0.

Para a condicao de espectro, note que também temos 1—16[426 =0ee %ﬁzf =f. Assim

portanto temos que %6,62 pertence ao conjunto vidvel de quando T = 2.

Observacao 5.4. Diante deste resultado, nos perguntamos se o operador (}li])r seria a
solugao para o problema quando n tende a infinito para qualquer banda v dada. No
capitulo de conclusao @ faremos estimativas numéricas investigando se essa conjectura

¢é vdlida.

5.2 Distribuicao de autovalores

Um resultado interessante sobre a matriz que minimiza o problema ([2.4) quando tomamos
uma matriz pentagonal (r = 2), é que os autovalores Ay de X(n,r = 2) formam uma
sequéncia mondétona com relagao aos indices k = 1,2,..., 7. Este resultado pode ser

enunciado como o seguinte teorema.

Teorema 5.2. Seja X(n,r = 2) nas condi¢ées do Teor’ema entdo os autovalores Ay,

k=0,1,---,%, de X(n, r = 2) possui uma distribuicio mondtona, isto é:

O:X0:X1<X2<"‘<X%,1<X. (58)

e

Mais precisamente, a diferenca entre dois autovalores (A ’s) € dado pela sequinte formula:

2sen(27t/n)
1 + cos(27/n)

A — Ap_g = sen((2k — 1)7t/n) sen(kmt/n) sen(k — 1)7t/n), (5.9)

para kK =1,2,---, .

Demonstracao. Relembramos de 1} que A = VX e pelas restricoes de espectro do pro-
blema 1' temos que Ag =0 e X% = 1. Temos pela definicao da matriz V em 1) que

Vi0 — Vk—1,0 = 1 —1 = 0. Entao temos

n/2

=0

= [2cos(kO) — 2cos((k—1)0)]x; + [2cos(2kO) — 2cos (2(k —1)0)]Xs.

i
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Dos itens ii) e iii) do Teorema , temos que X; = _71; e Xy = m, logo

A — Ay = %[cos ((k—1)0) — cos(kO)] + m [cos (2k0) — cos (2(k —1)0)] .

Usando agora a identidade trigonométrica cos(2a) = 2cos?(a) — 1 duas vezes em cada

termo da diferenca [cos (2k0) — cos (2(k — 1)0)], vamos obter:

A — A = 3 {[cos((k— 1)0) — cos (k0)] + treosrey [cos? (k8) — cos? ((k — 1)9)]}
= % [cos ((k—1)0) — cos (kO)] {1 _ COS((kI—li—)C?)i(g():OS(ke)}
= [l ek (cos(0) — cos ((k—1)8) + cos (6) — cos (k6) ) .

Em seguida usaremos trés vezes a identidade

cos(a) — cos(f) = 2sen (%) sen (%"‘) , (5.10)
depois uma vez a identidade

sen(o) + sen(f) = 2sen (%ﬁ) cos (%ﬁ) (5.11)

e finalmente, uma vez a identidade 2sen(a) cos(a) = sen(2a), para obter:

= 2 —sen(0)sen ((k—1)0) sen (¥10) sen (£0) .

1+cos(0)

Para concluir, basta notar que a diferenca tomando k = 1 é nula, e no caso de k =

2,3,---,m/2, temos que os termos senos da equacao sao todos positivos, e assim chegamos
a desigualdade (5.8) e concluimos a demonstracao. O

Observacao 5.5. Apesar deste ultimo resultado nos mostrar a monotonicidade dos au-
tovalores de X, solucao de para o caso de v = 2, tal monotonicidade nao vdlido, em
geral, para v > 2. Veremos isso a sequir, por uma tlustra¢cao numérica da solucdo e seus

autovalores, comm =12 e 1 <1 < 6.



Capitulo 6

Resultados numéricos usando o

MATLAB

Neste capitulo sao obtidas numericamente as solucoes do problema de minimizacao ,
usando o software MatLab. Na Secao 6.1 serao apresentados os graficos para os casos e
r=1,---,6 quando n = 12 usando um algoritmo escrito em MatLab; veja Secao 6.2.

O problema consiste em obter um vetor de norma minima A € R2*! no entanto
como no problema inicial , as condicoes de espectro Ag = 0 e X% =1 ja sao levados
em conta, e por isso temos apenas & — 1 variaveis no conjunto vidvel em questao. Como
dito na secdo (4.2), caimos agora num problema de minimos quadrados com restri¢oes de
igualdades e desigualdades lineares, o que nos permite usar a seguinte funcao da biblioteca
do MatLab:

1sqlin(C, d, A, b, Aeq, beg, Lb, ub).
Esta funcao soluciona numericamente o seguinte problema de norma minima: Encontre
A € Rz~! dado por:

argmin{[|CA — d||* : AA < b, AcQA =beq e b <A < ubl.

Note que o problema 1) correspondem a escolha C = I de ordem & — 1, d =
0 € Rz, a matriz A nula de ordem T—1x5—71,b=0¢ Rz 1b=0¢ Rz,

ub =400 € R27! e Acq € beq respectivamente (4.13) e (4.14).

41
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6.1 Graficos paraocason=12er=1,---,6

A proposta desta secao ¢ ilustrar os resultados que tivemos como solugao para os casos

der=1,2,---,%, quando n = 2. Além das solugoes exatas ja mencionadas (r = 1,2 e

n

08

06

0.4

02

08

06

0.4

02

B

-0.

Figura 6.1

Figura 6.2

o.8r

0.6+

04

0.2r

5 ), obtivemos também as solugoes numéricas para v = 3,4 e 5.

0.8f

0.8f

0.4
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038 08t
06 L 06f
04 - 1 04}

02 . . ¥ - 02t

Figura 6.3

As figuras foram obtidas através da funcao 1sqlin do MatLab, como falamos an-
teriormente. Nestas figuras sao mostradas as entradas da primeira linha da matriz
solucdo X do problema , isto é, as componentes do vetor X = (Xg,X;,--- ,Xg) € R’
onde X = Scirc(X). E a linha tracejada sdo os autovalores da matriz solucdo, isto é,
A= (0,A1,As,-- A5, )T = V(X0,X1, - ,Xg)". Note que o caso r = 1, X corresponde
a iL e 0 caso T = 2 corresponde ao resultado do Teorema e quanto ao caso 1 = 6
confirmamos o resultado do Corolério 4.1l
Um fato curioso é que ao contrario do caso r = 2, nao vale a monotonicidade dos autova-
lores para o caso n =12 e r = 3,4, 5, como vemos nas Figuras 6.2 e 6.3.

Na se¢ao seguintes explicitaremos os comandos e as fungoes utilizadas no MatLab para
conseguir as solugoes nas figuras, mais que isso, com a utilizacao do MatLab podemos

conseguir para quaisquer n e 7.

6.2 Algoritmo MatLab

Nesta secao serd apresentado o algoritmo na linguagem MatLab para resolver o problema
(2.4) com = 1. A parte principal deste algoritmo consiste na fungao autovalorL(n,r),
que retorna o vetor solucdo A = (0, A1, Aq, - - - ,X%fl, 1) do problema usando para
isto a funcdo ja pronta da biblioteca do MatLab 1sqlin, veja linha 19 da Figura 6.6. A

seguir ¢é apresentado este algoritmo que compode-se de trés arquivos do tipo “m.file”.
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=

wm»—-|

Editor - C gram Files\MATLAB\MATLAE Production Server\R2015a\bin\Solucao.m

| Selucao.m | + |

™ x

function mx

Solucao (n, r)

ar mx = inversavV(n)*autovalorL(n,r);

Figura 6.4

No arquivo acima (algoritmo cabeca) o vetor solugao mx € Rz~ que corresponde

as entradas da solucdo do problema (2.4) via X(n.r) = Scirc(mx) é implementado como

funcao do MatLab com o nome “Solucao(n,r)”. Conforme a linha 3 do quadro acima

a funcao Solucao(n,r) é dada pelo produto de matriz * de duas outras fungoes cujos

nomes sao inversaV(n) e autovalorL(n,r). A implementacao de cada uma destas duas

funcoes sera apresentada nos dois quadros a seguir:

E: Editor - C

: |
1
2
3
4
5
3
7
]
g

10
11
12
13
14
15
le

inversal.m | + |

rogram Files\MATLAB\MATLAB Production Server\R2015a\bin\inversaV.m

function V = inversaV(n)

= teta=2#*pi/n;
= t=n/2 + 1; %tamanho da matriz V%

= for j=2:t-1

== for i=1:t
Vi{i,j)=2*cos((i-1)*(j-1)*teta)*1/n;
= end

== EI‘.I.dI

V= ones(t)*1/n; %coloca 1

%¥inversa da Matriz

's em toda matriz V%

for i=2:2:t %ultima coluna de V%
= Vi{i,t)=-1/n;
= end

V3

Figura 6.5

No quadro acima ¢é implementado a funcao inversaV(n) que monta a matriz inversa de

V para dado n conforme (4.6) e Afirmagao Compare a linha 14 deste arquivo com

(4.8)
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E: Editor - C ATLAB\MATLAE Production Server\R2015a\bin\autovalorl.m™

| autovalorl.m® | + |
1 function = = autovalorL(n,r) %Solugdo do problema (\ref{Prob-3})
2 — teta=2+%*pi/n;
= L=n/2 - r:
4 - RAeg=zeros (L) ;
o beg=zeros(L,1);
6 — C=eye (n/2-1):
7= d=zeros(n/2-1,1):
BEES A=zeros(L,n/2-1);
9 - b=zeros(L,1):
alli e lb=zeros(n/2 - 1,1);
T = ub= +inf;
12 ETTEFTTERS
et for i=1:n/2 - ¢
14 - beg(i})=(-1)"(i + ¢ + 1):
15 — for j=1l:n/2 - 1
15 = Beg{i,j)=2%cas(teta*{i + r)*j):
B L e end
FHIE end
30 = %% = 1=sqlin(C,d,A,b,A=q,beq, 1b,ub);
20 — dd=n/2 + 1:
Fl L X = zeras(dd,1):
Al = for i = 1:dd - 2
23 - ®K({i+l)= =x(i):
24 - end
25 — x(dd)=1;

Figura 6.6

No arquivo acima ¢é implementado a funcao autovalorL(n,r) que retorna o vetor A =

(0,A1,Ag, - - ,X%fl, 1) conforme o Teorema



Capitulo 7

Conclusao e trabalhos futuros

Nesta dissertacao de mestrado que teve como base o artigo [10] foi proposto um problema
de encontrar a matriz de norma minima a qual para o caso particular de v = 1 (b = 3)
caracteriza o operador Laplaciano discreto e peridédico. Obtivemos solugoes exatas para
outros casos especiais de r =n/2 (b =n+1, veja Capitulold)) e r =2 (b = 5). A solucado
para o caso pentadiagonal (b = 5, veja Capitulo pode ser fisicamente interpretada
como um problema (inverso) de encontrar dois valores k; e ko de rigidez de um sistema
massa-mola circular que seja estavel (semi-definida positiva) e com soma do quadrado dos
autovalores minima possuindo dois tipos de molas. Tipo 1: liga vizinhos proximos com
rigidez kq; Tipo 2: liga vizinhos de vizinhos mais proximos com rigidez k,. Interessan-
temente, obtém-se ko < 0. (negative stiffness). Negative stiffness vem recebendo muita
atencao pois permite a composi¢ao de materiais com um extremo amortecimento [7] e entre
outras aplicacoes praticas como a construcao de plataformas isoladas de vibragoes para
laboratérios (veja por exemplo: www.minusk.com/content/intl/index pt.html) e
na constru¢ao de dispositivos de protegao contra terremotos [9] (ou através do link

www.academia.edu/download/30767398/12_b — Sarlis.pdf).

Em [I0] também foi obtida a solugdo exata para o caso r =n/2—1 (b =n—1).
Comparando com [10], o que conseguimos fazer a mais foi, além de ampliar os detalhes de
porqué as matrizes minimizadoras devem ser circulantes (veja Capitulo [3)), conseguimos
mostrar que a solucao exata do caso v = 2 (pentadiagonal) converge para o Bi-Laplaciano
leﬁ(iL) a medida que a ordem da matriz n cresce. Note que no caso de r = 1 a solucao
serd o Laplaciano }lL nao precisando para isto que n — oco. Isto parece que o Laplaciano

de uma forma (sem precisar n — co) ou de outra, poténcia dele e com n — oo, aparece

46



Capitulo 7. Conclusao e trabalhos futuros 47

como solucao de um problema de minimizagao! Devido a este resultado, formulou-se a
seguinte conjectura.

A solucao X(r,n) converge a (}lﬁ)r quando n — oco?

Implementamos um algoritmo MatLab que tem como ponto de partida a formulagao
equivalente do problema de minimizacao apresentado no Capitulo [ Com ajuda deste
algoritmo ilustramos através de gréaficos as solugdes para todo os casos (r=1, 2, 3, 4, 5 e
6) de n = 12. Também testamos a conjectura acima no caso r = 3 e n = 100,500 e 100,

resultando em

X(n=100,r=3) - (1£)°| = o.0817

4

X(n=>500,r=3) — (1£)°| = 0.0805

3

X(n =1000,r =3) — (3£) 0.0809.

Isto mostra que se a precisao do algoritmo foi levada em consideracao e nao houve
acumulos de erros de truncamento, a conjectura seria falsa. Ficaria, assim, como con-
solacao mostrar que pelos menos (%L)r é uma boa aproximacdo para X(n,r) para n
suficientemente grande. Em outras palavras, procuramos uma estimativa da forma

|X(r,n) — (3£)"]| <v(r) + C(n) onde C(n) — 0+ quando n — co.

Um trabalho futuro seria perceber através do algoritmo Matlab se a distribuicao dos
autovalores da matriz solugao para o caso de r > 3 fica mondétona quando n é suficiente-

mente grande.

Outro trabalho futuro seria tentar generalizar as solugoes exatas obtidas para o caso de
dimensao infinita, no sentido de substituir R™ pelo espaco de Hilbert H = €3(Z) :={a €
RZ : 2 xez al < oo} e consequentemente, substituirfamos R™*™ (dlgebra das matrizes
quadradas) pelo espaco B(H) (4lgebra dos operadores limitados). Neste caso também o
operador Laplaciano £ = Circ(2,—1,0,...,0,—1) € R™*™ gseria substituido (L a)y :=
2ax—ax_1—ar41. O problema que surge nesta formulacao de R™ para H é de quem seria o
conjunto vidvel X e a fungao objetivo N(X) (norma sobre X)? Pois queremos que £ € X
e que a fungao objetivo seja estritamente convexa (garantia de unicidade) para depois
atingirmos nosso objetivo de mostrar que dentre todos os operadores de X o que possui
norma minima é o L. Se escolhermos N(X) para sermos a norma de operador teremos

que L1 possui esta norma finita, mas neste caso N(X) nao é estritamente convexa. Por
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outro lado, se escolhermos N(X) a norma Hilbert-Schmit (||X]|f;5 := Tr(X*X) onde X* é o
operador adjunto) teremos que N(X) serd estritamente convexa, mas Ly neste caso nao

terd tal norma finita.



Apéndice A

Demonstracoes Omitidas no

Capitulo 3

Neste capitulo apresentaremos as demonstracoes omitidas dos resultados citados no Capitulo

3 afim de tornar a leitura daquele capitulo mais direta e agradével.

A.1 Demonstracao da Afirmacao 3.1

Afirmacgao O conjunto X é convexo e fechado.

Demonstracao. Note que X =B NS, NEM; assim para mostrar que X é um conjunto
convexo e fechado, basta mostrar que cada um desses conjuntos sao convexos e fechados.
Primeiro temos que B(™ é um subespaco vetorial de R™*™, onde algumas das entradas
estdao fixadas como zero. Com relacdo a EM| temos que esse conjunto é um subespaco
vetorial afim de R™*™, pois as restricoes que definem sao lineares e afins. E sabido que
tais restrigoes definem conjuntos convexos e fechados. E por fim S, é um exemplo de

cone convexo e fechado. Portanto concluimos que X é convexo e fechado. O

A.2 Demonstragao da Afirmacgao

Afirmacao | - ||? é uma fungao coerciva e estritamente convexa.

Demonstragdo. Para garantir que é coerciva, basta notar que ||x|* = ||x||, para ||x|| > 1.

Para mostrar que é estritamente convexa, vamos primeiro calcular o produto escalar de

49
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(1 —t)x 4 ty consigo mesmo.

I(1—t)x+tyl]> = ((1—t)x+ty, (1—t)x+ty)
= (1—1)%(x,x) +2(t — D)t(x,y) + t(y,y)

= (1 —2t+t3)||x]]* +2t(1 —t){x,y) + t3[Jy|* (A1)

Agora para mostrar que || - ||* é estritamente convexa, vamos tomar a diferenca, entre

(L= O)x[* + tlyl* e [ — t)x + tyl*

D)
(L =OlR]* + thyll* = 11 = tx+ty[* =" 1 =) [Ix]* = 20, y) + [yl[I’]

= t(1-tfx -yl (A.2)

Como t € (0, 1), isso mostra que o segundo membro da equagao (A.2)) é estritamente

positivo quando x # y. Portanto temos que || - ||* é estritamente convexa. O

A.3 Propriedades do conjunto vidvel X

Denotaremos por X(™) ao invés de X para enfatizar a dependéncia do conjunto vidvel com
a variacao de banda r. Nesta secdo mostraremos que o conjunto X" é limitado quando
T =1 e nos demais casos de 1, o conjunto X(*) ¢ ilimitado. No caso r = 1 vamos mostrar
que existe um homeomorfismo entre X(™ e um intervalo compacto da reta, e por isso é

um conjunto limitado.

Proposicao A.1. Sejam n > 4, par e considere as sequintes matrizes A e B € R™*™

definidas abaizo:

1 -100 0 0 00 F0 1 0 e e 0 —11
~11 0 0 0 0 0 0 10 —1 0 -« - 0
00 1 -10 0 0 0 0—-10 1 0 0
00 —-11 0 0 0 0 00 1 0—10 0
00 00 1 -1 .- 0 0 00 0-10 1 0 0
A=10100 0 -11 0 0 e B= ' (A.3)
0
00 00 0 0 1 -1 , i 0
00000 0 11 | % o9

Entao valem os sequintes itens:

(a) O conjunto BY NSNEW ¢ um subespaco afim unidimensional de R™*™. Mais

precisamente, B NSNE™M = {IA +tB:t € R}.
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11 e portanto X ¢ limitado

(b) O conjunto XY} é homeomorfo ao intervalo compacto [0, 5

e fechado, mais precisamente:

XW={lA+B:te01]}. (A.4)

Demonstragao. Prova do item (a).
Note que uma matriz X n x n pertence ao conjunto B NSNEM se, e somente se, as
2n entradas, isto é, x;1, X9, ... , X € Xq9, Xog, X345 " Xn_1ns X1ns satisfazem as

nn

seguintes 2n equagoes lineares:

X + X+ X, =00 (eD) X11 - Xy = X, =1 (f 1)
X19 + Xoo + X33 =0 (e 2) X19 — Xog + X953 =-1 (f2)
Xo3 + X33+ x34 =0 (e3) X3  + Xz — X34 =1 (f 3)
Xn2m-1t Xnin1 t X an =0 (en-1 “Xpnom1 T Xpino1 T Xpoi = 1 (fn—-1)
X1n + Xn—1n + Xnn = 0 (e m) X1n + Xn-1n — Xnmn = —1 (f n)

Note que as n equagoes acima a direita de (e 1) a (e n) e as n equagoes a esquerda de (f
1) a (f n) sdo oriundas das restrigoes Xe = 0 e Xf = 1f, respectivamente.

Em seguida solucionaremos o sistema linear acima (com 2n incégnitas e 2n equagoes).
Somando cada equagao (e i) com a equagao correspondente (f i), comi=1,3,5,...,n—1,
temos x; ; = % para tais i. Também obtemos x;; = %, para i = 2,4,6,...,n, quando
subtraimos (f i) de (e i). Temos assim que os elementos da diagonal principal sdo todos

iguais a 3. Substituindo esse resultado nas equagées de (e 1) a (e n) , temos o seguinte

sistema:
X12 T X3 = —1/2
X + x = —1/2
23 34 (A.5)
X7172,n71 + Xnfl,n = _1/2
X1n + xnfl,n = _1/2 .
Tomando x; ,, = —t, onde t € R ¢ um parametro livre, agora substituindo-o nas
equacoes acima e resolvendo, vamos obter o seguinte resultado:
_ 1 _ _ 1 _ _ 1 _
Xp=1—95, X3 =—t, Xgy=1—35, Xps=—t, -+, Xy 1 n=t—35, X =—t
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Mostramos assim que é vélida a inclusdo BV NS, NEW c {1A + tB,t € R}, onde
as matrizes A e B sao definidas em . Para verificar a outra inclusao, basta notar
que as matrizes da forma %A + tB (t € R arbitrario) satisfazem (%A + tB) e =20
(pois Ae =0 e Be =0) e (A + tB)f = 1f (pois Af = 2f e Bf = 0), sdo simétricas

e tridiagonais (tridiagonais periodicamente estendidas). Isto completa a prova do item (a).

Prova do item (b). Agora, devido ao item (a), fica facil estabelecer que X") ¢ homeo-

1

=] se mostrarmos que

morfo ao intervalo [0, 3

%A + tB €S, se, e somente se, te€ [0, %} ) (A.6)
A prova de ([A.6) consiste em mostrar as seguintes duas implicagoes:

1. Sete [0, %] entao %A +tBesS,.
Primeiro temos que t € [O, %} é equivalente a 2t € [0, 1]. Vamos reescrever %A + tB

como

A+ tB=1(A+2tB) =3 [(1—2t)A+2t(A+B)]. (A.7)

) — 2
Como o conjunto S, é um cone convexo, (1 —2t) > 0 e 2t > 0, a prova deste item
segue se mostrarmos que tanto A como A+ B pertencem a S, . Agora vamos mostrar
estas duas inclusoes. Segue diretamente da definicao da matriz A em que seus
autovalores sdo positivos, mais precisamente, sdo 0 e 2 (ambos com multiplicidade
n/2). Para ver isso, note que os autovalores de A sdo os mesmo da matriz [ 1, 7],
e a matriz A é formada por n/2 blocos iguais a matriz 2 por 2 citada. Isso mostra

que A pertence a S, .

Provaremos que A 4+ B também pertence a S, percebendo que vale a seguinte igual-
dade.
A+B=TAT . (A.8)

Pois neste caso A+B e A teriam os mesmos autovalores, mais precisamente A+B e A
representam matricialmente uma mesma transformagao linear (com bases diferentes)
. Para ver que (A.8)) é verdadeira, nos relembramos a definigdo das matrizes A e
B em (A.3), e o efeito de TXT! (conjugagao unitdria) em uma matriz X. Tal

efeito consiste em transladar para cima (periodicamente) as entradas de X por uma
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posi¢ao ao longo das diagonais. (Lembre-se que as diagonais sao estendidas para o
comprimento n). Portanto, os autovalores de A + B sao exatamente o mesmo que
uma vez que a conjugacao unitaria preserva o polinémio caracteristico. Isto mostra
que A + B, também esta em S, pois j& mostramos que A € S,. A prova estd

completa.
2. Set¢lo, %] entao %A + tB ¢ S... Dividiremos esse caso em dois.

2.1. Se t > % entao %A +tB&S,.
A prova deste item segue pela escolha de um vetor de teste adequado. To-
mando w = (1,0,...,0,1)T obtem-se wWAw = 2 e w'Bw = —2. Portanto,
wl (A + tB)w = IwTAw + tw'Bw =12 — 2t = 2 (1 — t). Isso prova que
%A+tB¢S+ set>%.

2.2. Se t < 0 entao %A + tB¢S,.
A prova deste item segue a estratégia do item anterior. Escolhendo desta vez
u=(1,1,0,...,0)7, segue que Au = 0 e u"Bu = 2. Portanto, u" (%A + tB) u
uTAu + tu"Bu = 2t. Isto prova que A + tB ¢ S, se t < 0.

O

Nossa estratégia para mostrar que X" =BM NS, NEM com 1 especifico é ilimitado
quando 1 > 2, é considerar um subconjunto de X(™ e mostrar que esse subconjunto é

ilimitado. Consequentemente X" também sera ilimitado.

Afirmacao A.1. Sejan > 6 um nimero par. Entdo o conjunto X" € ilimitado sempre

que tomamos 2 < T < 5.

Demonstracao. Primeiramente definimos € C R™*™ conjunto das matrizes circulan-
tes e X = B?NE'NS, NE, lembramo-nos de que X C X para r > 2. Vamos mostrar que
X é ilimitado e consequentemente o mesmo valera para X(™ quando r > 2 pois X2} ¢ X()

nestas condigoes. Temos que toda X € X tera a forma

X= SCiI'C(X(],Xl,X3, O, s ,0)

Como X € EM| e r = 2 temos:
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Xo+2x1 +2x = 0 1 3 1
= X1 =~ € Xg =35 — 5Xp.
X0—2X1+2X2 =1 4
Agora considerando que X € S, segue que
x0+2(:os(2k7”)%+2cos(‘“<7“)(%—%xo) >0 comk=1,2,---,5—1
Escolhendo xg = t como parametro temos:
Loos( 2Ky 3 ok
t+2cos(27) +2cos(EE) (32— 2t) >0 = t> 2 1:(208(4137[) I
n

Portanto temos que o parametro t s6 tem limitacao inferior, isto é, pode ser feito tao
grande quanto se queira, e como t = Xg, temos que ||X||? > nt®. Dai segue que X é

ilimitado e concluimos que X(*) é ilimitado para r > 2. O]



Apéndice B

Demonstracoes Omitidas no

Capitulo 4

B.1 Demonstragao da Afirmagao

Para a prova desta afirmacao sera necessario o uso repetidas vezes do seguinte resultado:

Lema B.1. Seja w € C tal que w™ = 1. Entao para todo m-par e m # n temos que

Demonstra¢ao. Como m é um numero par, vamos tomar m = 2k, dai temos:

31 9kj
j=1 W

(B.1)
w2k (F-1+1)2k
1—w2k

w2k _jpkn

1—w2k

2k
w—1 __
1—w2k —1

O]

Afirmacao Temos que VZ =nl, isto ¢, V7! = 1V,

Demonstra¢ao. Sabemos que a matriz V nao é simétrica, no entanto podemos pegar uma

Vo de ordem 5 —1 que é simétrica, onde {vo};j; = 2 cos(ij0), que saos os termos do “meio” de

V. Usaremos também que:

cos(ot) cos(B) = %cos(oc— B)+ % cos(oc+ B).

95
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Seja entao (Vék),Vée)>, o produto da k-ésima coluna pela {-ésima linha da matriz Vg,

entao vamos calcular:

VeIV = 3*12cos(k19)2008(i€9)
= 25 F Meos((k — €)j8) + cos((k + €)j6)].

Consideremos os trés possiveis casos:
i) Quando k = ¢, entao

(Ve v

25 % Meos((k — k)j8) + cos((k + k)j6)]

202 —1)+2 Zj%:_ll cos(2kj0)

n—24+ Zj%:—ll(wm + W)
—2—1—1=n—4.

=
||g I

ii) Quando k # {, e k,{ com paridades iguais.

Temos que k — { = m, onde m é par,
(Ve V) = 23 E Heos(mj8) + cos((m + 20)6)]

j2:11[(WmJ +Wml) + (W(m+2f j +V—v(m+2€)j )]

—1-1-1-1=-4.

G

iii) Quando k # €, e k, £ com paridades diferentes.

Temos que w2z = cis(%”) = —1, como m é impar tem-se
(Wi)™ = (=)™ = —1, (B.3)
€ mais,
LA e S e O A e A e e e B A e (L
l—wm  1—wm™ (1—wm)(1—wm) N
(B.4)
Agora vamos calcular
v vy = 2Z 'Teos(mjo
0 Vo = j0) + cos((m + 2¢)j0)]
— j2:1 (Wm] +Wm) +Zj2:1 W (m+2¢)j +W(m+2€)')
wm — wam wm — W%m wm+20 4,5 (m+20) Wm+2£ Wf(er%)
- ( 1 —wm + 1—wm + 1 —wm+2¢ + 1_Wm+22

(_

(B.3) wm — (_1) wm — (_1) wmt2t _ (_1) wmt2t
_ * w * 1 —wm+2¢ 1 —pm+2¢

1))
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Seja agora a Matriz V2, cada elemento representado por {ry;}.
i*) Note que Top = = T(n)(n) e para k = j temos que:
g =124+ (VO V) + (—DR2(—D)* =24+ (n—4)+2=n.
ii*) Quando k # j e tem paridade iguais:
T = 124 (VI V) + (—D%2(=1) =2+ (—4) +2 =0.
iii*) Quando k # j e tem paridade diferentes:
rg = 1.2+ (VI V) 4 (—1)*2(=1) =2+ (0) —2 =0.
Assim mostramos que V? = nll, consequentemente V1 = %V. O
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