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Resumo

Neste trabalho estudamos a existéncia de funcdes extremais para a Desigualdade de
Trudinger-Moser classica quando o dominio € a bola em RN, N > 2. Além disso, investigamos
a existéncia de extremais para problemas maximizantes com n3o-linearidades gerais que tem
crescimento subcritico e critico em um dominio limitado suave arbitrario Q < RN. Por fim,

apresentamos algumas aplicacdes para equacdes diferenciais parciais elipticas relacionadas.



Abstract

In this work we study the existence of extremal functions to the classical Trudinger-Moser
inequality in the case that the domain is the ball in RN, N > 2. Moreover, we investigate the
existence of extremals to maximizing problems with general nonlinearities that have subcritical
and critical growth when the domain is an arbitrary smooth bounded domain Q c RN. Finally,

we present some applications to related elliptic partial differential equations.
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Notacoes

Q é um subconjunto aberto e limitado em RN.

Cr(€Q) sdo as fungdes com suporte compacto em Q infinitamente diferenciaveis.
1,N ) . 1,N

Wy (Q) é o fecho de C(Q) no espago W"™ (Q).

[P(Q) ={u:Q — R; mensuravel e J lulPdx < oo | 1 < p < oo} denota o espago
o}
de Lebesgue.

Hqu :J [VulPdx.
Q

Rl = | e
Q
L é a medida de Lebesgue em RN, N > 1.
M(Q) denota o espaco de medida Radon no Q.
Wn_1 representa a medida (N — 1)-dimensional da esfera unitaria no R™.
B.(xg) é a bola de centro x( e raio r no RN,

u? & o rearranjamento decrescente de uma fun¢do u : O — R mensuravel definido em

[0, 1] por

uf(0) = supess(u)

uf(s) = inf{tlu,(t) <s, s> 0

onde, pu(t) = fu > t}|.

Viil



Introducao

Neste trabalho estudamos a existéncia de funcdes extremais para problemas maximizantes
associados com a desigualdade de Trudinger-Moser e apresentamos algumas aplicagdes para
equacdes diferenciais elipticas. Mais precisamente, considere QO C RN, N > 2, um dominio
limitado e suave e seja W(I)’N (Q) o espaco de Sobolev classico munido com a norma de Dirichlet
N :J IVuNdx.

Foi pro%ado por Trudinger em [32] que existe « suficientemente pequeno tal que a integral
J e ™™ qx & limitada independentemente de u € WyN(Q) com |[ul|n < 1. Resultados
si(rlnilares foram obtidos independentemente por Yudovich em [34] e Pohozaev em [29]. Mais
tarde, J. Moser [28] estabeleceu o melhor valor para « provando o seguinte:

N
N—-1
sup J exiul dx < CnolQ] se o< an,
lulln<1JO

onde |Q] é a medida de Lebesgue de Q) em RN, oy = Nwlﬁ1 e Wn_1 € a area da superficie
esférica unitaria SN~! ¢ RN, Além disso, para o« > oy a integral acima pode ser feita
arbitrariamente grande escolhendo u € WA™N(Q), |[u/ln < 1 apropriada. No Capitulo 2
apresentamos uma prova do resultado de Moser mesclando as ideias de Moser e os trabalhos
de Marshall [26].

Em vista da desigualdade de Trudinger-Moser para & < «y, 0 seguinte supremo esta bem

definido:

1 _
M=_— sup J e ™™ gy
Q

1 e

Aqui surge o problema maximizante, isto &, determinar uy € W™ (Q), |Jugfln < 1 tal
que M = %lj e““y/mfl)dx; tal funcdo chama-se funcido extremal para M. O primeiro
resultado nessa %iregéo é devido a Lennart Carleson e Alice Chang em [23], que provaram
em 1986 a existéncia de funcdo extremal para a desigualdade de Trudinger-Moser, quando

Q é uma bola em qualquer dimensdo. Em [27] M. Struwe estudou a existéncia de funcdes
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extremais para um dominio ndo-simétrico. No caso em que N = 2, ele obteve uma condicdo
suficiente para a existéncia de uma func3o extremal, usando a analise de blow-up. Em 1992,
M. Flucher em [15] introduziu outro método, o rearranjamento conforme, e deduziu uma
desigualdade isoperimétrica que implica a existéncia de fun¢des extremais quando Q é um
dominio qualquer limitado e suave em R?. Depois, K. Lin em [24] generalizou a existéncia
de uma funcdo extremal para um dominio limitado suave qualquer em RN, com N > 2.
Veja também em [18] alguns resultados relacionados. Recentemente, Y. Li [35] obteve a
existéncia de um extremal para certas desigualdades do tipo Trudinger-Moser em variedades
Riemannianas.

Nessa dissertacdo apresentaremos a demonstracio de existéncia de extremal para M
quando QO = B;(0) representa a bola unitaria em RN centrada na origem. Para o« < oy, 0
resultado segue facilmente como consequéncia direta do Teorema da Convergéncia de Vitali,
mesmo para QO C RN arbitrario. O estudo do caso an = « é delicado; para isso, utilizamos

a prova de Lennart Carleson e Alice Chang em [23] que esta baseada nas seguintes etapas:

Etapa 1: Supde-se que ndo existe uma fun¢do extremal para M, prova-se

1 _
M= sup —J e M ax = (1 +exp(1+1/2+...+1/(N=1))).
huiv<t 1Q1 o
Etapa 2: Para cada N > 2, constroi-se uma funcdo {yn} com yn € W[I)’N(Q) e [[yn|In =

1, de modo que

1

@J N " A > Trexp(14+1/24...+1/(N—1)).
Q

Provadas essas duas etapas, a existéncia de fun¢io extremal segue facilmente por contradic3o.
No Capitulo 3 estudamos a existéncia de funcdo extremal para problemas maximizantes gerais
de acordo com os trabalhos de B. Ruf, D. G. de Figueiredo e J. M. do O [10]. Mas precisamente,

investigamos o problema extremal para o supremo

SN L sup J F(u)dx,
Q

100 s
onde
(F1) Fe C'(R),
(F2) F & crescente sobre R", e F(t) = F(|t]),
(F3) 0 < F(t) < e“N‘“% — 1 paratodo t € R,
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N
(F4) limy o e NUN (1) existe.

Consideraremos F com crescimento critico e sub-critico conforme as definicdes a seguir.

Dizemos que F tem crescimento subcritico se

F(t
lim (—)N = 0;
£00 o[t N-T

por outro lado, dizemos que F tem crescimento critico se
N

lim F(t)e *nt™ —

t—o00

No Capitulo 4, aplicaremos os resultados estabelecidos no estudo de equacdes diferenciais

elipticas.



Capitulo 1

Nocoes Preliminares

O objetivo desse capitulo é apresentar alguns resultados preliminares que serdo utilizados ao

longo do trabalho.

1.1 Analise Funcional (Resultados Basicos)

Definigao 1.1.1. Seja (E,d) um espago métrico. Uma sequéncia (xn)_, em E € dita
de Cauchy em E se, para cada € > 0 existir ng € N tal que d(xn,xm) < € para todo
m,n = ng. Nesse sentido, dizemos que (E,d) € completo de toda sequéncia de Cauchy

em E converge para um elemento x de E.

Observamos que dado um espago linear E munido com uma norma || - ||, podemos definir

uma métrica induzida por esta norma, isto é, d(x,y) = ||x — y|.

Defini¢ao 1.1.2 (Espago de Banach). Um espago linear normado E € dito um espago
de Banach se este for um espago métrico completo com relacao a métrica induzida pela

norma.

Vale ressaltar que uma sequéncia (u,)°_; em um espaco de Banach E converge se, e
somente se, (u,)%_; é de Cauchy em E, isto &, se, e somente se, ||u, — U |[g — 0 quando

n=1

m,n — 0o.

Definicao 1.1.3. Um espaco de Banach E é separdvel quando contém um subconjunto

enumerdvel e denso.
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Seja E um espago linear sobre R munido com a norma || - ||[g. O espago dual de E, E* é o

espaco formado pelos funcionais lineares continuos f : E — R munido com a norma

If]

e = sup [f(x]].

lIx[le=1

Analogo, o dual de E*, E**, é chamado bidual de E.

Definicao 1.1.4. Seja E um espaco normado. O mergulho candnico @ de E em E** é
definido para x € E por

(x) : f— f(x),

para todo f € E*.

Definicao 1.1.5. Um espaco de Banach E € dito ser reflexivo se a aplicagao 7@ na Defi-

ni¢do 1.1.4 € sobrejetora.

1.2 Espacgos de Sobolev

1.2.1 Definicoes e Propriedades Basicas

Comecaremos com a definicdo de derivadas "fracas". Seja (O um subconjunto aberto de
RN com 0Q € C!. Suponha que u € C!}(Q) seja uma funcdo continuamente diferenciavel e
@ € CF(Q) uma fungdo suave com suporte compacto em Q. Segue da férmula de integragdo
por partes que

J u(0;¢) =—J (iu)e (1.1)

o o}

parai=1,2,...,N (aqui denotamos por 9; a derivada parcial de primeira ordem D' = 9/0;).
N3o ha termos de fronteira exatamente porque ¢ tem suporte compacto em ). Note que as

integrais em (1.1) estdo bem definidas. Isto motiva a definicdo de derivada fraca.

Definicao 1.2.1. Seja QO C RN aberto. Dizemos que uma funcio vi € Li_ . (Q) € a

loc

derivada fraca de u, se
J wdip) = —J Vi@, (1.2)
Q Q

para toda @ € CP(Q). Se este for o caso, denotamos

_au

Vi =
1 axlﬂ

(1.3)
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e escrevemos Vu = grad u = (2% . 2L )
’()xl’ ’ aXN

Observamos que se existe v;, esta é Gnica pelo Lema de Du Bois-Raymond ([16, p.16])
como se pode ver em [14].

Seja Q C R™ um aberto e sejap € R com 1 < p < 0.

Definigio 1.2.2 (Espago de Sobolev). Definimos o espaco de Sobolev WP (Q) por

W(Q) = fu e [P (0);

e LP(Q) parai=1,...,N}

1

com a norma
N

ellwir ) = lullria) + )
i=1

Definimos ainda

WyP(Q) = fecho de CP(Q) no espaco WP (Q)

Teorema 1.2.3. WHP(Q) € um espaco de Banach, separdvel se 1 < p < oo, e reflexivo

sel <p<oo.
Demonstracdo: ver em [4,p.203]. m

Definicao 1.2.4. Sejam X e Y espagos de Banach. Dizemos que X estd continuamente

imerso em Y e escrevemos
X—=Y
se X C 'Y e existe uma constante C tal que
lully < Cljuljx Yu e X. (1.4)

Definicao 1.2.5. Sejam X e Y espacos de Banach tal que X estd continuamente imerso

em Y. Dizemos que X estd compactamente imerso em Y e escrevemos
C
X—=Y

se toda bola unitdria em X € precompacta em Y ou, equivalentemente, toda sequéncia

limitada em X possui subsequéncia que converge em Y.
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O seguinte resultado estabelece uma equivaléncia entre a norma de Dirichlet |ull, =
1

1 N
)

(JQ !Vulpdx> e a norma [[uflyrrq) = l[ulltrq) + Z

i=1

Sobolev classico W(l)’N (Q).

ou
para o espaco de
axi

LP(Q)

Teorema 1.2.6. (Desigualdade de Poincaré). Se Q C RN € aberto e limitado, e 1 <p <

00, entdo existe uma constante K = K(p) tal que para toda u € C}(Q)
uller @) < Kljuflp.
Demonstracdo: ver em [2,p.183]. m
Proposicao 1.2.7. Seja QO Cc R C.

(a) Se 1 < p < N, entio WP (Q) — LIY(Q) para todo 1 q<p= —Np_lp. Em

<
particular, existe uma constante C > 0 tal que ||ul|La(q) < Cl|VUu|lr(q) para toda

fungio u € WyP(Q).
(b) Sep =N, entio Wy (Q) — LI(Q), para todo 1 < q < oo.
Demonstracdo: ver em [4,p.285]. m

Teorema 1.2.8. (Rellich-Kondrachov). Seja Q C RN um conjunto C'. Entio temos a
imersao compacta Wé’N(Q) < L9(Q) para todo q € [N, +00).

Demonstracdo: ver em [4,p.285]. m

1.3 Resultados de Teoria da Medida

Definigao 1.3.1. Uma sequéncia de fungoes (f,)_, mensurdveis em Q C RN ¢ dita ser

uniformemente integrdavel sobre Q) desde que para cada € > 0 exista & > 0 tal que

A C QO ¢é mensuravel e |A| <6, entao J If] <e, VneN,
A

onde |A] € a medida de Lebesque de A em RN,

Proposigao 1.3.2. (Desigualdade de Holder) Sejaw € LP(Q) ev € L9(Q) comp =1 e

>+ ¢ =1 Entiouv € LY(Q) e [[wvllii(o) < [[ullr o) [ViLaio).-

Demonstracdo: ver em [4,p.92]. m
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Teorema 1.3.3. (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue) Seja (), uma
sequéncia de fungoes integrdveis que converge em quase todo ponto (q.t.p) de Q C RN para
uma func¢ao real mensurdvel f. Se existe uma fungao integrdvel g tal que |f,(x)| < g(x)
em quase todo ponto (isto €, a menos de um conjunto de medida nula em Q) de Q, para

todon > 1, entao f € integravel e ||, —f||L1(q) — 0.
Demonstracdo: ver em [4,p.90]. ]

Teorema 1.3.4. (Integracio em Coordenadas Esféricas) Se uw: RN — R ¢ uma funcao
mensurdvel, positiva ou integrdvel, tal que u(x) = v(r), onde v = |x| para alguma funcao

v definida em (0,+00), entdo

J udx:lej v(r)rN-ldr.
RN

0

Demonstracao: ver em [20, p.209]. m

Teorema 1.3.5. (Teorema Fundamental do Cdlculo para a Integral de Lebesgque) Seja
F:[a,b] = R uma fungao real a uma varidvel real. Para todo x, xo € [a, b], as sequintes

condigoes sao equivalentes:
(i) F € absolutamente continua;

(ii) para alguma funcio f € L'([a,b]) temos

X

F(x) — F(xo) = J f(t)dt.

Xo
(iii) F € diferencidvel em quase todo ponto, F € L'([a,b]) e F(x) — F(xq) = fzo F(t)dt.
Demonstracdo: ver em [17,p.85]. m

Teorema 1.3.6. Seja QO C RN e 1 < p < co. Suponha que exista uma sequéncia de
fungoes (fn)2°_, em LP(Q) que é limitada em LP(Q), ou seja, eziste uma constante M

para qual
||fn||]_p < M, Vn > 1.
Entao a sequéncia (f4)0_, € uniformemente integrdvel em Q).

Demonstragdo: ver em [19, p.142]. n
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Teorema 1.3.7. (Riesz-Fischer). Seja Q C RN e 1 < p < oo. Entio, LP(Q) ¢ um
espago de Banach. Além disso, se uma sequéncia em LP(Q) converge em LP(Q) para

uma funcao w em LP, entao uma subsequéncia converge q.t.p. em Q para .
Demonstragdo: ver em [19, p.148]. n

Teorema 1.3.8. (Teorema da Convergéncia de Vitali) Seja Q C RN de medida finita.
Suponha que uma sequéncia de fungoes (Un)_, € uniformemente integravel sobre Q. Se

U, —u qt.p. em Q, entao w € integravel em QO e lim J Un :J u.

Demonstracgdo: ver em [19,p.98]. n
O seguinte resultado é conhecido como Principio de Concentracdo-Compacidade e desempe-

nhara papel importante nos capitulos 3 e 4.
Teorema 1.3.9. (P-L. Lions) Sejam N > 2 e Q um subconjunto do RN aberto e
limitado. Seja (un)_, uma sequéncia em W(l]’N(Q) tal que J Vu,Ndx < 1, u €
Q
Wé’N(Q) e e M(Q) (espago de medida Radon sobre Q). Assumindo que
u, ~uem W(l)’N(Q), U, —uqgtp.emQ e [Vu,/N 2pem MQ), (1.5)
temos as sequintes alternativas:
(i) Seu=0, u= 05y, € Q ¢ medida de Dirac concentrada em xq e
Bt N
J eNen-t el ™0 gy ¢+ Ln(Q)
Q
para algum ¢ € [0,00) e, Ln(Q) a medida de Lebesque de QO no RN, entdo
N _
eNwn—i ™) 5oes 4+ Ln]Q em M(QY). (1.6)

(ii) Seuw =0 e u nao € uma medida de Dirac concentrada em um ponto, entdo existe

p > 1 tal que

N
(NN PIunlNTT) ¢ i itada em LY(Q). (1.7)

(iii) Se u# 0, entdo existe p > 1 tal que

N
(NN Pl NTT) ¢ 1iitada em LY(Q). (1.8)

Mais ainda, em ambos os casos (ii) e (iii),
o st
eNon= By o (NN N o 1), (1.9)

como consequéncia do Teorema da Convergéncia de Vitali, Teorema 1.3.8.

Demonstracio: ver em [30]. m
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1.4 Resultados da Teoria dos Pontos Criticos

Definigao 1.4.1. Seja X um espago de Banach e 1 € CHX,R). Uma sequéncia (u,)%_,

¢ uma sequéncia de Palais-Smale no nivel ¢ (em abreviagao,(PS).) se
I(un) —c, I(un)— 0.

Dizemos que o funcional 1 satisfaz a condigao (PS). se toda sequéncia (PS). possui
uma subsequéncia convergente (na norma) em X. Quando o funcional 1 satisfaz a condi¢ao

(PS)c para todo ¢ € R, dizemos que 1 satisfaz esta condigao (em abreviagao, 1 satisfaz

(PS)).

Teorema 1.4.2. (Teorema do Passo da Montanha, TPM) Seja X um espago de Banach
com norma || - ||x, e I € CHX,R) um funcional satisfazendo a condigao (PS).. Suponha

que
(i) 1(0) =0
(1) IR >0, a« > 0; [Ju|[lx =R =I(u) > «
(i) Fuy € X; [[ugf|x > R e I(ug) < o
Se definirmos
M= {e(0,1]); 9 € C([0,1],X), @(0) = 0, (1) = w1},
entao

c = inf sup I(y(t))
YET tef0,1)

€ um valor critico de 1.

Demonstracgdo: ver em [14,p.505]. n



Capitulo 2

A Desigualdade de Trudinger-Moser e

existéncia de extremais

Neste capitulo, enunciaremos e provaremos a Desigualdade de Trudinger-Moser classica e

discutiremos a existéncia de funcdes extremais nos casos subcriticos e criticos.

2.1 Desigualdade de Trudinger-Moser classica

Pela imersio de Sobolev dado na Proposicdo 1.2.7 temos, que se u € W"P(Q) para 1 < p <
N

sup J lu|9dx < oo para 1 < q<p". (2.1)
[ullp<tJO

onde p* = Np/(N — p) é o expoente critico de Sobolev. Tal supremo para o caso q = p*
nunca é atingido em um dominio suave diferente de RN. Além disso, como veremos no

exemplo a seguir, o supremo em (2.1) ndo existe para q > p*.

Exemplo 2.1.1. Seja Q C RN aberto e suponha que 1 <p <N e q > p*, isto ¢, —% >
1— %. Construiremos uma fun¢ao w € W(l)’p(Q) tal que w & L9(Q)), portanto mostrando
que Wé’p(Q) nao esta imerso em L9(Q). Assumiremos, sem perda de generalidade, que
a origem pertence a Q. Para todo R > 0, seja Bg = {x € RN : |x| < R}. Fizemos
R suficientemente pequeno tal que Bog C Q. Seja v(x) = |x|*; o valor de w serd dado
mais adiante. Evidentemente, v € C®(RN —{0}). Seja u € C®(RN —{0}) uma func¢do

satisfazendo u(x) = v(x) em Bg e u(x) = 0 fora de Bog. A filiacio de w em Wy (Q)

11
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depende somente do comportamento de v prorima da origem:

ue WyP(Q) e ve WyP(Bg).

Derivando parcialmente v(x), obtemos g—;’i(x) = uxi[x|* 2 e, portanto |Vv(x)| < px/* !

e, fazendo p = |x|, pelo Teorema sobre integracao em coordenadas esféricas,

R
J IVV(x)[P < wN_lupJ plH- PN gp,
Br 0
Idem para v(x) no lugar de sua derivada acima. Portanto, v € Wé’p(BR) eue Wé’p(Q)

desde que (W—1)p +N —1> —1, isto €, u > 1 — (N/p).Por outro lado,
R
J [u(x)[Ydx > J v(x)|9dx = w§11j pHatN-lq,
Q Br 0

De onde, concluimos que € necessario pq + N —1 > —1, isto €, u > —% para que

u € L9(Q). Portanto, impondo q > p* = ( N

—p—pr), ou seja, —% >1— %, se escolhermos n

de modo que —% >u>1—(N/p), teremos que uw & L9(Q)).

No caso P = N, temos (formalmente) p* = 0o. De fato, neste caso, a imers3o continua
W(l)’N(Q) — L9(Q) é valida para todo q € [1,00), veja Proposicdo 1.2.7. Isto sugere

WAN(Q) < L°(Q). No entanto, como veremos a seguir, isso no é verdade.

Exemplo 2.1.2. Seja Q =By C RN, N > 1. Prove que a funcao

u(x) := log (log (E)) , x € B1(0)\{0},

Ix
pertence a Wé’p(Bl(O)) mas nao a L (B1(0)).
E claro que w € L®(By), pois u ndo € limitada prozimo & origem. Por outro lado,
chegamos a conclusao que |[u||n < oo, como segue:

ou X1 .
X)=——F————, comi=12,....,n

oxi log (ﬁ) Ix|?

De onde,
N N N e\\ " ! ey ™
lulln = J IVul" dx = J Ix|™" (log | — dx = wn-1 lim J (log (—)) ridr,
Bl Bl |X o—0 o T
onde wn_1 € a drea da superficie esférica unitdria SN C RN. Considerando a mudanca
de varidveis d = log < obtemos
1 617N

N . N X
ully = —wn-1 1 0 7dd =—lim wn_

1
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Diante do Exemplo 2.1.2, surge o seguinte problema: determinar o crescimento maximo
para uma funcdo g : R — R para a qual g(u) € L'(Q) sempre que u € Wé’N(Q). Note
que g(t) =t9,1 < q < oo satisfaz a condigdo da questdo. No entanto, ndo sabemos se esse
é o crescimento maximo admitido. Para resolver esse problema, trocando-se os espacos de
Lebesgue pelos espagos de Orlicz L, (Q) (veja [2]), foi mostrado por Yudovich [34], Pohozaev
[29] e Trudinger [32] que W(l)’N(Q) — Ly(Q), com a N-fungdo ¢(s) = e“‘s‘% — 1, para
um determinado p > 0. Este resultado foi aprimorado por J. Moser [28], obtendo a famosa

Desigualdade de Trudinger-Moser, a qual discutiremos a seguir.

Teorema 2.1.3 (Desigualdade de Trudinger-Moser Classica). Sejam Q C RN um domi-
N
nio limitado e w € Wé’N(Q), com N > 2. Entdo, para todo o > 0 tem-se eXIN"1 ¢

LY(Q). Além disso, existe constante C = C(N) > 0 tal que

sup J e T gy S CLN(Q) se o< an;
Q

llin<t = 00 se o> N,

1
onde Ln(Q) € a medida de Lebesque de Q em RN, oy = NwNY| e wn_1 € a drea da

superficie esférica unitdria SN~ C RN,

Demonstracdo: Como trocando u por [u| o supremo nio é alterado, podemos assumir
u > 0. Também, é suficiente provar o Teorema 2.1.3 para um conjunto de fun¢des u que séo
densas na bola unitaria de W(l]’N(Q). Podemos supor entdo, que u € C3°(Q). Fazendo uso
da técnica de simetrizacdo de Schwarz [22], obtemos que existe relacionada a u, uma funcio

radialmente simétrica u* € Wé’N(BR(O)), definida por
u* =uf(B1(0)IXI™), x € Bg(0),

onde U representa o rearranjamento decrescente de u (ver [22]),com Bg(0) C RN tal que

IBr(0)| = |QJ. A simetrizacdo u* satisfaz:
o [{x:u*(x)>p}=H{xe€ Q:u(x) > p} paratodo p > 0.

e U* ¢é simétrica e ndo-crescente na norma |x|, com u*(|x|) =0; |x| =R, onde

[Br(0)| = Q.

Além disso, dada uma funcdo f: R — R mensuravel com f > 0 ou f(u) € L}(Q), entdo

LR(O) f(u*)dx = J f(u)dx,

Q
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e, temos a desigualdade de Pélya-Szego temos que
J IVu/Ndx >J IVu*|Ndx. (2.2)
Q Br(0)
Em particular,
“NoT N
J e M hdx :J e dx. (2.3)
B (0) Q
Note que, utilizando (2.2) e (2.3), é suficiente mostrar que

< CnolQ] se o < ang

N
sup J e~ INT gy (2.4)
Br

*SSINE! =00 se o> xN-

De fato, sejam os conjuntos A, B C R definidos por

N
A= {J eI e WAN(Q), ufln < 1}
Q

N
B = {J edWINT e Wol’N(Q), lu|In < 1}.
Br(0)

Note que, dado a € A, por (2.2) e (2.3) existe b € B tal que a = b. Portanto, temos que
A C B. Logo, sup A < sup B, o que mostra a suficiéncia de tal escolha.

Afim de simplificar (2.4), seja p = Re™~ para p = |x| e defina w(t) = N¥wﬁflu*(p).
Entdo, w(t) € uma funcdo C' n3o-decrescente em [0, +00). (Pois u* & ndo-crescente em p).

Note que

implica em

Dai,
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onde a altima igualdade é justificada pelo Teorema 1.3.4.
Novamente, utilizando Teorema 1.3.4, temos
L o0 29 N—1 _
J e INT gy — !QIJ ean T T g (2.6)
Br(0) 0
De fato,

| *INril _ § lw*( )\Nl\il N-1
e dx = wn_1| e¥™'® 0 dp
Br(0)

[ee)
= RN JOO aw N o N [N e g
0
2 o l(t)NTT |t
= IBR(O)IJ e™ dt.
0

Tomando 3 = g das expresses em (2.3) e (2.6), concluimos que para mostrar que
exp(ocu%) € LY(Q), para todo « > 0 & suficiente provar
Joo eﬁw(t)%_tdt < o0 (2.7)
0
para todo 3 > 0. Provaremos (2.7). Como w € LN(0, 00), dado ¢ > 0, existe um T = T(¢)
tal que

J w(t)Ndt < e,
.

donde, concluimos, pela desigualdade de Holder, que

Logo,

Assim, dado 3 > 0, temos Bw(t)% < 5 para t suficientemente grande, donde segue (2.7).

De (2.5) e (2.6) reduzimos o problema (2.4) a seguinte

00 N <C se <1,
supJ ePwINT—tq¢ g (2.8)

weJ Jo =00 se B>1,
onde ] ={w € C'[0,00) : w(0) =0, [ w(t)Ndt < 1,w > 0}.

Pelo Teorema Fundamental do Céalculo e, novamente, da desigualdade de Hélder

t t 1/N
W(t) = J W(S)ds g t(Nfl)/N <J W(S)Nds> g t(Nfl)/N7
0 0
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e dai, para p < 1,

0 N/(N=1) o 1
J Bw(t) “tat < J eB-Dtgp— 1
0 0 1—-B

o que conclui (2.8) neste caso. O caso 3 =1 é delicado e procedemos mais cuidadosamente.
Seja®: Q — R*. Considerando (como em [13,p.14]) Ln({x € Q:O(x) > t}),V t > 0,

a medida do conjunto em que © > t, definamos a integral de © sobre (O como

J O(x)dx = J Ln{x € Q:0(Q) > t}hdt. (2.9)
e} 0
Utilizando a definicdo de integral em 2.9, obtemos:
J e (Nt gy :J L1({t € (0,00) : @Vt > ar (2.10)
0 0

onde £ representa a medida de Lebesgue em R.

Afirmacao 2.1.4. Para cada funcao mensurdvel 6 : (0,00) — R, seque que

J e 2l = J L1({L>0:58(1) < t))e tdt.
0

—00

Demonstracdo: Observando que parat >0, e %V >t < §(1) < In %, obtemos

1>0:e®W>t={1>0:5(1) <In-}
Portanto,
(o0} o0 1
J e‘é(”dl:J Li({1>0:8(1) <Inhdt. (2.11)
0 0
Através da mudanca de variavel & = 1n% para cada t € (0, 00), chegamos em
o 1 (o/¢]
J Li({1>0:8(1) <1In ¥})dt = J L1({1>0:8(1) < &Pe &dE, (2.12)
0 —00
A afirmagdo agora segue de (2.11) e (2.12). ]

Pela Afirmacgdo 2.1.4 podemos reescrever a equacgdo (2.10) como

o N o
J eV INT gt = J L,(Tr)e " dr, (2.13)
0 —00

ondel, ={t>0:t —w(t)l\%l < 1}. Note que

N—-1

wt) <t N e t—wt)vT >0, V0.

o que implicaem 't = () se T < 0.

Logo, temos liberdade para reescrever (2.13) como

(o0} N (o0}
J ew(”Nltdt:J L, (e "dr. (2.14)
0 0
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Afirmacgao 2.1.5. Para cada T > 0 temos L£1(T:) < (en + 2)7T, onde ey = —, com

o=1+2"N,

Demonstracao: Analisaremos os dois seguintes casos:
27

CASO I: Se I’y C [0,21], entdo £,(I) :J ldt < J ldt = 27.

p 0

Neste caso, obviamente temos £(T;) < (cn + 2)T.
CASO 1II: Se T, ¢ [0, 21].

Neste caso temos a decomposicdo ' = (I'; N [0,2t]) U (I N{t > 0:t > 27}). Assim,

£4(T) <J

I'e:N[0,27]

ldT—i—J 1dT.

rN{t>0:t>2t}

Como a primeira integral da desigualdade acima é menor do que ou igual a 21, é suficiente
provarmos que a segunda integral &€ menor do que ou igual a cnNT, isto é, para todo x1, X2 € T;
tal que 2T < x; < Xo, tem-se X — X; < cnT. Com efeito, segue da definicdo de I, e da

desigualdade de Holder, temos

X1 —T< W) = (

< X (1—J W(s)Nds) s

Dividindo ambos os lados por x;, obtemos
T 0 ) N—1T
1——< <1—J w(s)Nds) ,
X]. X1

JOOW(S)Nds <1—(1— 1)N—1. (2.15)
X1 X1

donde,

Pela definicdo de I';, da desigualdade de Holder e (2.15), temos

Xo —T < (JXQ W(S))Nl
0

N1
< Xq

/N
1
Hx
27
+
2
[N}
|
=
<
27
VRS
%
8
=
w
Z
o
»
~_
=
7
L

1\ N—1
(2.15) _ _ T N
< [ e )W (1 -(1- —)Nl) ) -
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Portanto,

X1 X1

2o [1+(ﬁ—1)NN1 (1—(1—5‘“)1 ,

equivalentemente,
N-—-1 N—1 1 %
P(l—0)+0< [1+PT(1—€)T(1—BN_1)W] o (2.16)

ondeP:%eﬂ:l—%. Note que 5 < { < 1 porque x; > 27.

1
2
Da convexidade de P (x) = XN-T, temos que W(Ax+ (1 =A)y) < Y(x)A+P(y)(1—A), para
todo A € [0.1]. Tomando x = AP~ (1 — )"~ (1 — N~ ey = (1 —A)~!, obtemos

N
N—1

[1+P¥(1—e)¥(1—e“*1)% < (1=A) N T4A NTP(1-A)(1—EN )1, (2.17)
De (2.16) e (2.17), segue
P(1—0)+ £ < (1=A) W7 + A TP(1—A) (1 — ¢V 1),

o que implica

(1—10) [1 _ANI(1 _ngl)ﬁ]

Fazendo A = 1 — (2(N-1) temos

P < 2—t
S -0 [1- (- e e (- )]
(R )
n-0]i- ()]
I S Ak
1—(1+N-1)rw~
< on-
Combinando CASOI e CASOII concluimos a afirmacg3o. .

Pela Afirmagdo 2.1.5 e equagdo (2.14), temos

(o.¢]

J L1(T)e "dt < (en + 2)J Te "dt=cn + 2.
0 0

Entdo,
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Isto conclui (2.8) para o caso 3 = 1. A seguir mostraremos que para 3 > 1 a integral em
(2.8) pode ser arbitrariamente grande. Para isso, tomemos a sequéncia 1(s) = min{s, 1} e

wy, (t) = t:%n(t/tl) com t; > 0, entdo temos

a) wy, (0) =0, pois n(0) = 0;

b) Wy, (t) = 0, pois Wy, (t) = t;%ﬁ(t/tl) para todo t; > 0;

) [ (ONdt = [P trm(t/t)Ndt = [ t7dt = 1, para todo t; > 0.

Portanto, wy, € J, e também,

o N o
J Bwy (DN Tt gy J

[S9]
ePtmE)—tqq J ePti—tqp — e(B—Dt1
0 0

t1
Logo, para t; — oo temos e P~V — o, pois B > 1. De onde, concluimos que o supremo
n3o existe, neste caso. [ ]

Em contrapartida ao expoente critico de Sobolev px = Np/(N —p),1 < p < N dizemos
que an da desigualdade de Trudinger-Moser é a constante critica no caso p = N.

Nos altimos anos, varias generalizacdes, extensdes e aplicacdes foram obtidas a partir desta
desigualdade. Entre tais resultados, podemos destacar as desigualdades relacionadas com a
de Trudinger-Moser. Para o caso em que Q = RN, por exemplo, extensdes foram obtidas por
[12], para N =2, J.M. Do O [21] para N > 2, Ruf [7] e Ruf e Li [33] para Q C RN ilimitado.

Extensdes envolvendo derivadas de ordem superior foram dadas por D. R. Adams [1].

2.2 Existéncia de extremais

De acordo com a desigualdade de Trudinger-Moser classica, podemos considerar o supremo

N
M= sup J N dx, a < an. (2.18)
luln<tJa

Assim, podemos questionar sobre a existéncia de uma funcdo extremal para cada o < oy,

isto &, 1y € Wo™ (Q) com |Jug||n < 1 tal que
N
M :J el ™t gy (2.19)
o)

A existéncia de extremais para a desigualdade de Trudinger-Moser no caso & < o (subcritico)
é uma simples consequéncia do Teorema de Vitali, ja o caso o = an (critico) é delicado. No

caso & = ay este foi provado por L. Carleson e A. Chang [23] para Q = B;(0) C RN, por M.
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Flucher [15] para dominios limitados arbitrarios Q C R?, e por K. C. Lin [24] para dominios
limitados no QO ¢ RN, N > 2. Em [27] M. Struwe estudou a existéncia de funcdes extremais
para dominios n3o-simétricos.

Nessa secdo provaremos a existéncia de extremal no caso subcritico « < oy para Q C RN
arbitrario e; para o caso critico o« = oy, quando Q = B;(0) € RN segundo o trabalho de L.

Carleson e A. Chang [23].

2.2.1 Caso subcritico

Teorema 2.2.1. Para o« < ay, existe uma fungao extremal w para (2.18).

Demonstracdo: Considere uma sequéncia maximizante (u,) para (2.18), isto &, u, €
WiN(Q), [lun|ln < 1 tal que

N/(N-1) N/(N-1)
J e&lunl dx > M = sup J exlul dx.
Q o

ulln<t

Sendo (u,, ), limitada e W(l)’N (Q) um espaco reflexivo, pelo Teorema 1.2.3, temos u,, — u,
a menos de uma subsequéncia, em W)™ (Q) com |[it||n < liminf ||un,|[n < 1. Pelo Teorema
de Rellich-Kondrachov, temos a imersdo compacta Wé’N(Q) < LN(Q). Logo, un — U em
LN(Q) a menos de uma subsequéncia. Do Teorema de Riesz-Fischer, temos que u,(x) —

N/(N-1) ~N/(N=1)
(x) —_y eou

u(x) gq.t.p. em Q. Logo, e*'n (x) q.t.p. em Q. Tomando p > 1 tal

que ap < an, tem-se pela Desigualdade de Trudinger-Moser 2.1.3

apuN/(Nfl) o« uN/(N—l)
e Ptn dx < e Ntn dx < CnIQ,
Q Q

N/(N-1) : .
para todo n € N. Dai, e*"» é uniformemente integravel pelo Teorema 1.3.6. Logo,

pelo Teorema da Convergéncia de Vitali temos

N/ (N-1) . N/(N-1)
J et dx = lim J eXtn dx =M,
Q Q

n—oo

0 que prova o Teorema. [

2.2.2 Caso critico

A partir de agora, provaremos a existéncia de uma fungdo extremal u para (2.18) no caso critico
o = oy quando Q = B (0) em RN. Usando simetrizacdo e mudanca de variaveis como Moser

fez em [28], o problema foi reduzido ao seguinte problema de calculo unidimensional:
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Teorema 2.2.2. Seja | a classe de fungoes w € CH([0, +00)) satisfazendo
w(0) =0, w(t) >0 e J:ov'v(t)th < 1.
Entao,
sup JOO e ™ —tqg, (2.20)

wej Jo

é atingido por alguma funcao w* € J. Aqui, PN = %, N > 2.

Na demonstracdo do teorema acima serdo utilizados os dois seguintes lemas, onde o pri-
meiro tem seu papel resumido a demonstrar o segundo. Para uma maior clareza, apresentare-

mos as provas destes resultados mais adiante.

Lema 2.2.3. Seja

(o0}
Ks ={ :[0,00) — R mensuravel tal que P >0 e J PNdt < 5.
0
Entao, para cada ¢ > 0 temos
(o0}
sup J ecf[t)lb(f)df—t < e((N—l)/N)N”(cN/N)Bel—O—%—O—“-—O—ﬁ_ (2.21)
YeKs Jo
Lema 2.2.4. Para cada a >0 e w uma fungao C' comw >0, [> wNdt <8, temos
T Wit wPN(a)-a 1 (eN/NYIN=1)/NINTI BN oLt g+t iy
e dt<e ——— Xe Ne 2 ~N-T1, (2.22)

. 1
a 1—0om™-1

onde B = 8(1 — 5™ ) =N+ ¢ ¢ — PuwPn—1(a) (P = N/(N —1)).

2.2.3 Demonstracao do Teorema 2.2.2

Dividiremos a demonstracdo em duas etapas, em que estabeleceremos a existéncia do extremal
w* por contradi¢cdo.
Etapa 1
Assumiremos que n3o existe fun¢do extremal para (2.20), e concluiremos que
o0
suPJ eV ™Ntgp = ] el
weJ Jo
Etapa 2
Apresentaremos uma fun¢do w € | satisfazendo

o.¢]
J eV™N(M—tgr S 1 4 el+%+m+ﬁ.
0



Capitulo 2. A Desigualdade de Trudinger-Moser e existéncia de extremais 22

Observe que as Etapas 1 e 2 resultam em uma contradicdo. Essa contradicdo advém do
fato de supormos que ndo existe funcdo extremal para (2.20). Assim, provadas estas duas
etapas, segue o Teorema 2.2.2.

Demonstracdo da Etapa 1

Para cada w € J, defina I(w) = [;"e™™1)~t e seja M = supI(w). Escolha uma

we]j

€ J tal que I(w,,) — M. Provaremos que (w,,)%°_, satisfaz as seguintes

o0

sequéncia (W),

propriedades:
(a) Paracada A >0, f? (W)™ dt — 0 quando n — co.

b) Seja a, o primeiro ponto em [0, 00) com WFN(a,) = a, — 2log a,, (se tal a, existe).
d n g
Entdo a, — oo quando n — oo.

o
. PN (1)— 1ip L
(c) hmsupJ ewn (U=t Leltatinm

n—oo an

(d) lim J e (Bt —

n—oo 0

Note que a afirmacdo na Etapa 1 é uma consequéncia direta de (c) e (d). Agora, provaremos
as propriedades acima.

Na prova de (a), argumentaremos novamente por contradicdo. Suponha que (a) é falso,
isto &, suponha que existe A > 0 e 6 > 0 com f? (Wn)N dt > & para todo n > ny. Entdo
ff\o (Wn)" dt < 1 — & para todo n > n,. Portanto, para t > A, através da desigualdade de
Holder:

Jt WE)N <(t—A)N (1—8)N. (2.23)

wa(t) = Jt W (t)dt + wn(A) < (t—A)'N (1= 8)N +wn(A). (2.24)

Fazendo uso da desigualdade

(a+x)" <a? +Pa"x +xP,
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com0<x<oo,a>0el<P<2em(2.24), temos

Wn(t)% [ (1—29) % )Nl(,l +Wn(A)} N—1
< [1—5 ot )NN]NN
+ N ; [(1—6)*&—/\)&] o (A) + w(A)RT

N
N-1

VAN

(=8t — A

+ L{[(l—é) (t—A)“N‘]Nllwn(A)+w(Ale}.

2|~

Pela desigualdade de Holder, wn(A)% < A, donde temos

W) € (1 8) ¥ (£ = A) 4 o [(1 = §)ber

(t— A AN +A} .

Agora, lim, ’% =0, com k < 1, fazendo x =t — A acima, podemos tomar Ny >> A tal

que
1 N
W (1)1 < (1—8/2)N 7 (t—A) + A (2.25)

para todo t > Ny. Logo,

o0 o0
J eWnPN(t)—tdt < ePNAJ e((l—é/?)l/(N*”—l)tdt
NO NO

1 _
< e (1—5/2)@6(“5/2””“ TTUNo e (2.26)

quando N é grande e n > n,.

Seja w* € K o limite de alguma subsequéncia de (w;,)°_; . Como no intervalo [0, Ny,
Wi (1) < tN-D/N < NINTD/N helo Teorema da Convergéncia de Lebesgue segue que

No
In, (W) :Jo e" J7tdt > In,(Wn) — €, quando n é grande. (2.27)

Portanto, temos que I(w*) > In,(W*) = In,(Wn)—e = (I(wn) —€) —e por (2.25) e (2.29).
Como isso acontece para todo € > 0, temos que I(w*) = M, o que contradiz a hipétese da
Etapa 1 em dizer que n3o existe extremal e, portanto, (a) acontece.

Na demonstracdo de (b), percebe-se que n3o existe perda de generalidade nenhuma con-
siderar log™ em vez de log, pois estamos analisando a, em [1,c0). Observamos que para n

suficientemente grande o ponto a,, existe.

Afirmagao 2.2.5. Se tal ponto a,, acima ndo existir, entao win(t) <t —2log* t, para

todo t, e portanto, chegariamos em M < limI(wy) < 2, o que € falso, pela Etapa 2.
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Demonstracao:
De fato, se wn (tg)™™ >ty —2log™ to, para algum t,, dai, pelo teorema do valor interme-

diario do céalculo, ocorreria a igualdade para um t’ € [1, o], pois pela desigualdade de Hélder,

PN

ja sabemos que w;, (t)"™™ < t em [0, 1], o que contradiz a hipétese de tal a,, ndo existir. m

Consideremos a seguinte afirmacio:

Afirmagao 2.2.6. Para cada A > 0, existem ng en > 0 tais que para todo t € [0, A]

N

wh H(t) <Kmt<t—2logt,
para N = ng. De onde seque que a,, — 00.

Demonstracio: De fato, como w,(0) =0,

Wn(t) = Wn(t) _Wn(o)
rt

= W (s)ds

JO

rt

= 1-wp(s)ds
JO

t

< 1. |Wn(8)|d8

JO
o N ot N
J |1|N1ds) (J |wn(s)|Nds)
0 0

1

= o ([ hentsMas )
- ( L o () ds)
N

onde, na dltima desigualdade, aplicamos a Desigualdade de Holder para q = N e p = T

Portanto,

W (1) < t(j |wn(s)|Nds>N1.
0

Como sabemos por (a), fixado A arbitrario, fé\ i (t)Ndt — 0 se n — +oo, entdo dado

1 > 0 temos

wn(t)% < t(Jt Iwn(s)INds> e <nt (2.28)

0
para todo t € [0, A] desde que n seja suficientemente grande. Note que é possivel escolher 1

pequeno tal que

nt<t—2logt, paratodo t e [0,Al]

De fato, basta tomar 1 < (e — 2)/e. Para tal escolha de 1, segue por (2.28)

wn(t)% <nt<t—2logt, paratodo t e [0,Al.
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Resta verficar que a,, — +0o0 quando n — oco. Com efeito, como vimos acima, dado A > 0
existem 1 > 0 e ny tais que wn(t)% < t—2logt paratodot € [0,A] e n > ngy. Pela
definicdo de a,,, temos a, > A para n > ng e sendo A arbitrario segue o resultado.
Provaremos (¢) como uma consequéncia direta de (a) e (b) e do Lema 2.2.4. Faremos
isso, aplicando o Lema 224 paraw=w,,a=a,ed =0, = fzon wNdt. Pelo Lema 2.2.4
temos
PN 1 1 1
J evn (—tge < TeKnel+§+~-~+m (2.29)
an 1—8o3"
onde

1 (N=—1\"""
Kn - n nPN_ n ~ T nP PNl n N
wn(an) a+N<N> Bn(PnwiN " (an))

1
- Wn(an)PN —an + —BnWEN (an)

N-—-1
on
= wala)™ —an+ 7w (an).
(1 —69“)
Como w,, €7,
an PN
Wn(an)PN = J Wnd(t)dt)

N
Y /;\ VRS
:‘z‘f
VR

Portanto

2log™ a,
< (N—l)La—M) quando N — oo, (2.30)

n

onde usamos acima a desigualdade elementar 1 —t¢ < d(1 —t), t > 0 para todo d > 1.
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Assim, temos

PN 1 On PN

Kn = wpl(an) an + N_1 (1 _6T1\LIII>N_1WTL (an)
= wlan) :1+N611 —wn'( n)1\1511 N1 1(1;1111)1\11WEN(%) dn
= w'N(ap) _1+ on —a, + 2 whN (ap,) [1_(1_?{1)]“]
| N-—-1 N—1 (1—5NT)N-1
Usando que % =1—- 21‘:%, obtemos

Knp = an{M {1_’_ On }_1+ &, whN(an) [1—(1_5;\:1)1\1—1]}

1+ 5n + 6n 1_(1_6Tﬁ)N71 -1
N-—-1 N-—-1 (1—6%)]\]71

)
(1 85N

2log a, 2logan, &n
_ an{_ oga La- oga

n 2log an N 2loga, ., on
_ a1 {_ oga (1 5NNy (1 oga ) }
(1— 8N T)N-1 an a, N-—1
B Qn On on 2logay, 2logan(1 éﬁ)N_l
- (1_5;\:1,1)1\171 N-—-1 N-—1 an an " .
Ou seja,
a
Kn: T Qru
(1— 8 TN
onde
b 5n 2logt an, 2log’ an LNl
Qn_N—l_N—l a,  an (1=dn")"

Novamente, usando a desigualdade elementar citada acima, temos

1—(1—8n1)N"1 < (N —1)5VT, (2.31)
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De (2.31) e do fato que & < (N — 1)% por (2.30), concluimos

O = Bn_ Bu 2logtan 2Dogtan i,
N—1 N -1 an an
+ + +
< 2 log an on 2log an_210g a“(l—éﬁ)Nfl
an N -1 an an
o Zloglan  dn 2logTan , 2log” an ((N=1sx™ —1)
an N—l an an
+ 1
< (N—l)QlOg anéF
an
2log* an \ ¥
< (N—l)% (M) _
an

Portanto,

K < (N—1)~1a, (210g+ (111)"‘1\il

(L-sY N1\ an

Como a, — oo e 8,, — 0 quando n — oo, temos
Ky = 0 quando n — oo. (2.32)
Combinando (2.29), (2.30) e (2.32) temos a desigualdade

(c’)

00
. P _ 1 _1
lim J eV N (t) tdt < €1+2+'“+N*1.

n—oo

a

Por outro lado, lembrando que w,, > 0, conseguimos limitar inferiormente a mesma integral
por 1 quando n é grande, concluindo assim a demonstrac¢do da afirmag¢3o em (d) e da Etapa 1.
Demonstracdo da Etapa 2
Procederemos aqui através de uma construcdo explicita. Seja vy, para cada N > 2, a

sequéncia de funcdes dada por

N-1
(T) (N=1)"Nt, 0<t <N,
VN =4 N N <t < By,
(Bn — 1)(ND/N t > B,

onde By = (N —1)exp (P]TQJ — PN) + 1 é escolhido de forma a fgo ()™ dt = 1.
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Portanto, vy € J. Considerando a mudanca de variavel t = Nx, seja

In =

x®  p
J evN' (U-tqt

0

rl BN/N

N | eMN=DxWNH=Nxgy 4 N J e ldx

JO

o0

1

N eBN—l—NXdX

JBN/N
o1

N | eMN-DxVNNx gy 4 e~ 1(By — N+ 1).

JO

Realizaremos agora a estimativa de Iy nos dois casos seguintes:

Caso I: Quando N = 2, fazendo —(x — 1) = s, entdo

1 1
2 2,723
12:2J exz’2"dx+e = —J es2ds+e>’7+e>l+e.

0

Caso IlI: Quando N >

€ Jo

3, temos (N — 1)xN/(N=1) _ Nx > —1 para x € [0,1], pois

(N — 1)xN/(N=1) _Nx & uma funcio decrescente nesse intervalo. Dai,

N

1 1
In>Sn ="+ -(Bn=N+1) = _[(N—1)exp (Py = Pn) +2.

Concluiremos a demonstracdo deste caso provando o seguinte Lema técnico:

Lema 2.2.7.

2 N-—-1

1 1
Sk >14exp(l4+=+...4——|.

Demonstracdo do Lema (2.2.7)

Seja by :( N )N —%, YN = 1+%—|—...+ﬁ—ln(N—1). Aqui, levaremos em

N—-1

consideracdo o fato que by —+ e — 1 e yn — v, onde v = 0,5772 denota a Constante de

Euler-Mascheroni, quando N — oco. Note que

bn = by, portanto by > klim by =e—1. (2.33)
—00
N
YN — YN+1 :ln(N —1)_N >0
para todo N. Portanto,
YN < Yo (2.34)

para N > 6.

Definindo Ry = 1 4 el*2+-+~1, obtemos

RN

=1+ (N—=1)e"™™W <1+ (N—1)e"°
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para todo N > 6. E também,
1 N e—1 2
SNZE[(N—U@XP(PN—PN)—FQJE(N—l)e +o
para todo N. Portanto, para N > 6

p
Sn—Rn > (N=D)[es ! —ev]+ -1

> 5[ec ! —e] +§—1.

Utilizando estimativas numéricas, temos que e~ ! > 2 0507, v¢ < 0,68, e¥o < 1,9738.

Logo,
2
SN —Rn 2> 5(0’0769)+E_1 >0
para todo N > 6.

Aplicando N = 3, 4 e 5 diretamente em Sy e Ry, vemos também que Sy > Ry.

2.2.4 Demonstragao dos Lemas 2.2.3 e 2.2.4

Demonstracdo do Lema 2.2.3

. t L .
Inicialmente, note que [ ecJo0(Odt—t 4t & yniformemente pequeno para todo P € K

quando Ny — oo. De fato, para cada ¢ > 0, tome Ny >> 0 para que, se t > N, entdo

cdNt(N-1/N
t

< 1
2
2 No/2 ¢

Como fgtb(ﬂ)dﬁ <t~ 8N, obtemos

& t &0 L (N=1)/N
J ecjow(z)de—t <J ecBNt —tdt’
No No

de onde

o que implica em



Capitulo 2. A Desigualdade de Trudinger-Moser e existéncia de extremais 30

Com argumentos similares aos utilizados em (2.26) e (2.27) podemos mostrar que existe uma
funcdo extremal 1\, para

o0
Scs = sup J eclowls)ds—t gy
’ PeKs JO

Com efeito, para 1 € K;, denote

No N
it = [ e
0

Seja (P ), C K5 uma sequéncia tal que I(1,,) converge para S¢ 5. Por hipétese, temos que
() é limitada em LN ([0, 00)); portanto, a menos de uma subsequéncia, temos P, — Py em
LN([0,00)) com [[Wo| < liminf, o|[Wn|| < & e, portanto, Py € Ks. Consequentemente,

WPnliong — Wolo,ng em LN([0, Nol); isto implica em

lim Jt Pn(s)ds = Jt YPo(s)ds

para todo t € [0, Ng] (cf. [19, Teorema 11]). Dado Ny > 0, sendo f; P (s)ds < ZSﬁN;“‘;1

para t < Ng, entdo segue do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue 1.3.3 que

N() + NO t
lim J elown(sids—t :J eloPol)ds =t — T (o) = In, () — €.

Para Ng e n suficientemente grandes, temos

[(Wo) = In(Wo) = In(Pn) — & = [(Pn) — 2¢.

Fazendo n — oo, temos I({g) > S s — 2¢, para todo € > 0, que implica em I(Pg) = Sc 5.
E simples verificar que podemos tomar 1\, € Ks tal que fgo P'dt = 8. De fato, pois se

Jo W (t)dt < 8, tomando h € K; dada por

_ 8Ny
[Woll~ (10,000)
temos [ hNdt = 8. Além disso, sendo |[Wo||N < & temos Py (t) < h(t) o que implica

h

o o
J eCll)o(t)—t g J eCh(t)_tdt.
0 0

Logo, podemos trocar 1y por h, se necessario.
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Seja Py € K5 uma funcdo extremal n3o-negativa. Por Multiplicadores de Lagrange aplicado
ao funcional H() = [ elools)ds—tqt ¢ a0 vinculo g(iy) = [ W)'dt — &, existe uma

constante A; > 0 tal que, para toda v € LN(0, c0),

r" ¢ Jowols)ds— t(Jtv(s)ds) dtler o H(t)v(t)dt,

0 0 0

Em particular, podemos concluir que para toda & € C}(0, o0),

(o]

Jw ¢ Jowols)ds—tg (¢ )dt:7\1J NH)E(t)dt. (2.35)
0

0

Como e¢Jowo(s)ds—t ¢ C[0, 00), entdo a integral indefinida F(t) = f; e Jowo(0)d0—sq¢ & yma
funcio C! em [0,00) e F(t) = eclovo(s)ds—t | embrando que & € Ci(0,00), de (2.35),

obtemos

oo N—11y¢ _ ® [ _ Ooi —
L (F+ M) )a(t)dt—L (Fa+Fa)dt—L S (FOg(0)dt =0

Portanto, do Lema de Dubois-Reymond para R, temos:
F+Ap)t=C qt.p. em [0,00)

e segue que ¢ = C—F & uma fungdo C! satisfazendo ¢ = A1) ! q.t.p. em [0, 00). Também
temos que ¢ = —F < 0 sobre [0, 00). Dai, ganhamos que podemos tomar uma funcdo C*

extremal para S¢ 5. Mais ainda, de F = —@, obtemos a seguinte equagdo diferencial:
eclobols)ds—t — 4jy (1) (p(1))N 2,
isto &, para @(t fo Pols
eVt = Lp(1) (9 (1)N 2,

para alguma constante L.

Fazendo p(t) = co(t) — t, obtemos
e’ =Lp(t)(p(t) + NN, (2.36)
com p(t) satisfazendo

Jw(p +1)Ndt =cNo (2.37)
0

p(0) =0; também de (2.37), p(oo) =—1, p(oo) = —o0. (2.38)
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De fato, sendo para algum €y > 0 pode-se encontrar um A > 0 tal que [p(t) + 1| > ¢ para

t > A. E também, dado ¢ > 0 arbitrario,

ploo)—p(0) = | plo)at
k"‘(.)I\'Q (0.¢]
- p(t)dt+J p(t)dt
JO No
"NO (0.¢]
_ p(t)dt+J (e — 1)dt.
JO No

Considerando as informagdes obtidas em relacdo a fungcdo p(t) vamos agora procurar
estimativas para a integral | = [ eP!!)dt. Comecaremos multiplicando (2.36) por p(t) e

integramos em [ dt para obtermos

Jt?(t)ep(”dt =L rtp(th‘o‘(t)(p(t)+1)N‘2dt
0 JO

= LrtuuN_z(u—l)du

JO

(1 Ny L

= L DM - e+ 0N e
Portanto,

P = %(p +1)N(t) — N1 1_ -(p + 1)N1(t)} + Cs. (2.39)

Fazendo t — oo, e usando (2.38) achamos Cy = 0. Comparando (2.36) e (2.39) obtemos

BlE) = (p+ 1)2(t) - (b +1)(1). (2.40)

(N—1)

Da equacdo de Bernoulli, fazendo p +1 =y!, obtemos

(N—1)\ |t 1
In(y— = (t—to).
n (H N W ON_1 (t—to)
Logo,
. N t/(N—1)y—1
1+pt)=——(1+Me ) (2.41)

N—-1

A constante M sera determinada através da igualdade

00 N N—1
cNg :J (14+p@)Ndt = (%) (N—1) <10g 1 j]t/lM B Z m> , (2.42)

0

i=1
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a qual é justificada por:
De (2.41), e da mudanca de variavel =1 = Me"/ (N~"Ytemos
J (I+pt)Ndt = <—> J (14 Me'/(N=1)=N
0 N—1 0
N AN 1M
= 1 — _N_
<N—1> N—1L(+T) dr
N \N 1 J#A ™
= T.
N—1) N—1J, (r+ DN
Agora, tomando convenientemente, T =z — 1 temos
) S e el Rl VL
1+p@)Ndt =
[Tnssoma = (2 )N I = dz
B N N J”MM 1dz—JHMM1_(1_1/Z)N1dz
- \N-—-1 N Lz L z
N AN LM (5 N2 .
= 1 - — Y 1-1/2)}
(N 1) N—1\(® ™M ), 2 1_0( /2)dz
N AN 1+M 1 LM
= 1 ~ Y (-1
(N 1) N—1\ % ™M 1211( /=)',
B N M1
- \NC “I\PTM T &My )
Substituindo t = 0 em (2.39), obtemos
L= S pl0) N - T (p(0) + N
N N-—-1
L p N p N—1
= — =X — A . (2.43)
N\I+M N—D)\1+M
Integrando diretamente (2.36) ganhamos
= [ova
0
= L] plopo + 0 e
0
L . S
= m(?(t)+1)N 1|0
L Pe \N
= — : 2.44
v (w) 20
Logo, de (2.41), (2.43) e (2.44) obtemos
1+
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Como 1 +p(t) =ce(t) >0, ganhamos 1 + M > 0, e de ] > 0 segue que M > 0.

De (2.42), quando cN& — oo tem-se M — 0 e

;. LM
T M

_ SRR SRV o S S
- P N N Z_ 11+ M)

N —1 Nl1 N—l1
< exp<<—N ) NCNZS'F I )

o que conclui a demonstracdo do Lema 2.2.3.

Demonstracdo do Lema 2.2.4

Nesta demonstracdo faremos como uma consequéncia do Lema 2.2.3 por meio de mudanca

de variaveis. Suponhaw € C' com [7" wN(t)dt < &. Sejax = t—a, P(x) = w(x+a)—w(a)

entao
w(t) = VP(x) +w(a) para todo x > 0,
W (t) = (b(x) + w(a))™ < wPN(a) + P (W N Ha)p(x) + "N (x).  (2.45)
Como % (0) =0, [ PN (x) < 8, ganhamos P(x) = [ P <x N (ul"(cfjll')‘\‘()c)d)c)Th <

x N 5~ . Entdo
PPN (x) < x67T.

Considerando a mudanca de variaveisy = (1—8Y(N=)x, ¢ = Pyw" " (a) e @(y) = P (x),

de (2.45) temos

o0 o0
J ewN-tgr J VPN (@) P (WPN (@)1 (%)) 4PN (x)— (x—a) gy

a 0

o0

wPN(a)—a e PN (WPNTH @) (x)) +PN () —x g4
JO

L e (a)—a [ e ()TN () —x gy
JO
o0

< ewPN(a)—a ecw(x)—(l—éﬁ)xdx

= €

00
= eWPNMUfa 1 . Ja)e“pw)ydy.
(1—8~T)
Como BN = J"O dy — <J"0 1|)N ) (1 _ 51/(N—1))—N+1 < 6(1 _ 61/(N—1))—N+1,

entdo, aplicando o Lema 2.2.3 provamos o que esta afirmado no Lema 2.2.4.



Capitulo 3

Problemas maximizantes gerais

Neste capitulo consideraremos a existéncia de funcdes extremais para n3o-linearidades gerais
que tenham crescimento critico e subcritico em W(l)’N(O_). Mais precisamente, considere n3o-
linearidades F sob as seguintes hipoteses:

(F1) Fe C'(R),
(F2) F & crescente sobre R™, e F(t) = F(|t]),
(F3) 0 < F(t) < eoxnltiNT g para todo t € R,
(F4 )hmm_> e—onlt NI " F(t) existe.

Nesse sentido, dizemos que

, , . F(t)
F tem crescimento subcritico se lim ————— = 0;
t—o0 e“Nltl (N=—1

por outro lado, dizemos que F tem crescimento critico se

lim F(t)e*“N't““N*” =1.

t—o00

Considere

M = sup J (e“Nlu‘N/(Nil) —1)dx.
Q

ulln<t

e seja (U, ), uma sequéncia maximizante para M. Segundo o Teorema 1.3.9, se (u,)¥_,
converge fracamente para u # 0 em Wol’N(Q) e (|[Vun|N)%_, converge para uma fungdo p

na medida, entdo pelo Teorema de Vitali 1.3.8
M = J (oM™ gy gy
Q

Ainda, se u = 0 e p # &y, vale M = 0, o que é falso, pois sabemos que M > 0. Resta

analizar o caso em que u,, — u e u = §,,. Nesse sentido, faremos a seguinte defini¢do:

35
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. ~ A . 1 N - A . o
Definigao 3.0.8. Uma sequénciau,, C Wy (Q) € uma sequéncia concentrada normalizada

Se

a) [unlln =1,
b) u, — 0 fracamente em Wé’N(Q),

c) Ixo € Q tal que Vp >0 J‘Q\BQ(XO) IVu, Ndx — 0.

Primeiro, consideraremos o comportamento da sequéncia J F(u,,)dx com n3o-linearidades
Q
F que tenham crescimento sub-critico para sequéncias {u,, } concentradas normalizadas.

Teorema 3.0.9. Se F tem crescimento sub-critico, entao lim J F(un)dx = 0 para
n—+o |

toda sequéncia concentrada normalizada (Un)_;.

Demonstracdo: Seja u, uma sequéncia concentrada normalizada que tem o0 0 € Q
como ponto de concentragdo; u > 0 (desde que ||u||n e F(u) ndo muda de sinal quando
substituimos u por [u|). Neste momento, utilizaremos, novamente, a técnica de simetrizacdo

de Schwarz. Por construcdo

e sabemos que

J IVuilINdx < J Vu,|Ndx = 1.
Bg(0) Q

Considerando z, = 2 > uj, conseguimos obter, usando monotonicidade de F(t),

J Fluy,)dx < J F(z,)dx.
Br(0)

Br(0)

Portanto, é suficiente mostrar que

R

J F(zn)dXZwN_lj Flza(p))o™ dp — 0.
Br(0) 0
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Equivalentemente, para provar que fg F(zn(p))p™N"tdp — 0, usaremos uma mudanca de
varidveis conveniente que transformara a integral radial em [0, R] em uma integral sobre a
semi-reta [0, +00). Seja

N_|X|N_ 1 1

p Net= p=ReVe, wn(t) =N~ wl  z.(p).

—t N _
R—N—R—N—e =P =R

Portanto (wy,(t))2°_, € monétona crescente em [0, +00). (Pois (z,(t))%_; é mondtona de-
crescente em t).

Note que

implica em

Dai,

hnNdt = NNty (<)

JBRr(0)

onde a daltima igualdade é justificada pelo Teorema 1.3.4.
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Também temos que

J Flood wn(t))e tdt = J Flood o zn(p))etdt
0

o que pelo Teorema 1.3.4, implica em

o 1-N s N 1
L Flo wn(t))e "dt = RN o JBR Flzn(x))dx
1
_ @LR Flz,, (x))dx.

Como nés estamos considerando que as fun¢des u,, (x) sdo concentradas em 0, a sequéncia
(zn (1)), & concentrada no 0 e a sequéncia (wn (1)), em 400, isto &, para todo A > 0
fixado, temos f? WwnNdt — 0. De fato, note que, dado Ry > 0,38 > 0 tal que

1
J VznMax = —NJ
Br(0)\Br, (0) i lIN JBR(00\Bs(0)

1
N

IVus [Ndx
J Vu,Ndx — 0
w\Bs(x0)

quando n — 4o00.

E, para todo A > 0,

A R d
j Won (DNt = lej A NN dp
0 R dp

J Vzo|Ndx — 0
Br(0)\B _r (0)

(=

2+

quando n — 400, em virtude do que se provou logo acima. n
Agora, analisaremos os dois distintos casos seguintes:
CASO A: Seja a,, € (0,+00) o primeiro ponto com wi ' (a,) = a, — 2log(a,) (se tal
an existir).

A partir do que foi provado na afirmacdo 2.2.6 e da hipétese (F3), dado € > 0, tomen > 0

suficientemente pequeno e A arbitrariamente grande tal que ﬁ(l —eM DA e A1 <e.
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N N
Parataisn e A, tomeng € N tal que se n > ng, entdowy, ' (t) < t(fg\ Iwn(s)lNds) <

nt. Dai,

A 1-N rA 1?\1N N
J Floo wn(t))e tdt < (eoxnlon™ wn(OINT _1ye—tqt

= feomlatiwa (N gyt gy

N
— (elwn(t)\Nfl _ 1)e*tdt

rA N
= (evn(WN _1)etdt

rA
= (e"t —1)e tdt
Jo
1
= — (eM VA _1) 4 (e r—1)
< €

N
Agora, considerando a,, como sendo o primeiro termo tal que wy, ' (t) > t—2logt, entdo

dado € > 0, tome A > 0 arbitrariamente grande e n € N suficientemente grande tal que

—_ 4+ = —— < €,
a, A e A
temos
an 1N (F3) [%n N
J Flol wa(t)etdt < | (v 0 _1)etat
A Ja

rQn

< (etf2logt o 1)€7tdt
Ja
fOn

— (67210gt - eft)dt
Ja
fOn

= (t2—e Hdt
Ja

1 4\ [an

= (_ t + ) A

B 1 n 1 + 1 1

a L A eim A

< €

Observagao. Como, para todo n, w,, é uma funcdo crescente ent3o a, é o menor dos
N

pontos tais que wy ' (t) =t —2logt. Notemos também que se t € [A, a,,], entdo

N

wh '(t) <t—2logt.
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De fato, se existisse ty < a, tal que wi ' (ty) > to—2logtg, considerando n suficientemente
grande, pelo que vimos acima, teriamos

N

wh T(A) <KNMA < A —2logA,

para 1 > 0 suficientemente pequeno. Dai, pelo Teorema do Valor Intermediario, existiria um

N
ponto t; € [A, to] tal que wi ' (t;) = t; —2logt;, o que entraria em contradicdo como fato

de a, ser o primeiro ponto com tal propriedade.

Finalmente, para t € [a,,,+00), por wy, ' (t) ser crescente, temos

N N

wn ! (t) > an —2logan, = wn ! (an)7

e portanto, pela hipétese de subcriticalidade sobre F > 0, nés temos que para todo € > 0

fixado e s > a,, existe ng € N tal que se n > ng entio

F(s
(N) “e
exns™t ]

isto &,

N

F(s) < e(e™" —1),
portanto, para n suficientemente grande

too i oo N
J Flogy wn(t))e tdt < eJ evn (U=t L e,

an an

onde C é a constante de Trudinger-Moser. Portanto, esta provado o caso A.
N
Caso B: Para todo t € R, nés temos wX '(t) < t — 2log™ t. Entdo, com raciocinio
analogo ao caso A, temos:

+o0 1N A 1N e 1N
J Flony wn(t))e tdt = J Flog wn(t))e tdt +J Flog® wn(t))e ‘dt
0 0 A

~
=0(no limite, pelocaso A)

too Ny
J (evn Y _1)etdt
A

N

+oo
< J (et72log(t) o 1)€7tdt
A

1 . 1 . -0 —A
= ATl Tolme e 0

para A arbitrariamente grande, e n — +o0. m
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Teorema 3.0.10. Se F tem crescimento subcritico, entao
sup J F(u)dx
lulln=1JQ

€ atingido.

Demonstracao: Percebemos que se sup J F(u)dx = 0, entdo basta tomar F=0 e

lulin=1JQ
esta provado. Agora, se sup J F(u)dx > 0, entdo do Teorema 3.0.9 n3o pode existir
lulln=1JQ
uma sequéncia normalizada concentrada em um ponto Xxg, ou seja, satisfazendo as hipéteses
do Teorema 1.3.9, com u = 0 e pu = Oy, € Q, que seja maximizante, isto &, se existe
(hyx)%2 ;. tal que J F(hy) — sup J F(u), quando n — oo, obtém-se que (hy )3, ndo é
Q

Q lelin=1
uma sequéncia concentrada normalizada.

o0

Logo, desde que exista (un)¥_,

satisfazendo todas as hipéteses do Teorema 1.3.9 de
modo que podemos extrair uma subsequéncia, ainda denotando por (u,)°_; concluimos que,
ou u # 0 e, pela condi¢do (iii) tem-se que J' Flu,)dx — sup J F(u) quando n — oo,
Q [ufin=1J0O
ou ent3o, acontece a condicdo (ii) do mesmo teorema, implicando no mesmo resultado, onde
u sera entdo um extremal. [
Agora, consideraremos o crescimento critico, nos restringindo ao caso Q = B;(0), a bola unita-
ria no R™, estudando novamente o comportamento do funcional para sequéncias concentradas

normalizadas.

Teorema 3.0.11. Se F tem crescimento critico, entao

lim J Flun)dx € [0, e 27t~ |B, (0)]]
para toda sequéncia concentrada normalizada (Wn)X_y. Em particular, existe uma sequén-

cia concentrada normalizada explicita (Yyn)S_, com

lim J F(yn)dx € [0, "2+ ~71(B; (0)]].
B1(0)

n—+o0o
Procederemos pelas seguintes etapas:

(1) Se (un)®_, & qualquer sequéncia concentrada normalizada em W™ (B,), entdo

lim J Flun)dx < etz T 1|B, (0)].
B

n—-+oo

(2) Daremos uma sequéncia concentrada normalizada (y,)$_; explicita com

lim J Flyn)dx = e "2+ +x7|B,(0)].
B1

n—+oo

Limite Superior
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Primeiro note que de (F3) e a transformac3o realizada na demonstracdo do Teorema 3.0.9,
chamando por conveniéncia w,, = u,, é suficiente mostrar que para toda sequéncia concen-

trada normalizada (1, )%, € C'[0, 00), isto &, fgo W/ N =1, fg\ lw/ N — 0, comu, (0) =0,

u/ (t) =0 (un(t) é crescente), nés temos

00 N
lim J (e™  —1)e tdt < eltrttn (3.1)

n—oo 0

ou seja,

o0 N
im | e“r  ~tdt < 14eltztinia,
n—oo 0

Mais precisamente, mostraremos que:
N

Se lim fgo ein ' —tdt > 2, entdo {un} possui as seguintes propriedades:
n—oo

N
(1) Se a,, € [1,00) denota o primeiro ponto com uy' " (a,) = a, — 2log a,,, entdo a,, —

Q.

N

—— (o0 NT_ Tig ol
(2) lim [ e~ ~tdt<elfzttNeT
n—o0 n

N

aneun T —tdt = 1.

(3) T [

n—oo

Demonstracdo: A estimativa em (6) decorre naturalmente dos itens (2) e (3).
Notemos que para n suficientemente grande temos a existéncia do ponto a, tal que

uN 't =a, — 210g+ O, pois, sendo, entdo teriamos

W (1) <t—2log™(t)
para todo t (onde log™ (t) = max{log™(t),0}). De fato, como a,, & o primeiro, ndo pode
existir um outro ponto de modo que

W () > t—2log" (1),
pois se para esse ponto ocorresse a igualdade, teriamos uma contradicdo com o fato de a,
ser o primeiro com tal propriedade e, se

ul (1) > o — 2log (tg),

para algum tg, entdo pelo CASO A

N

to — 210g+(t0) < LLF (to) <Mty < tg — 2logty,
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para 1 arbitrariamente pequeno e n grande o suficiente.

Deste modo, obtemos

N N N

uy (1) <t —2logt(t) = ul (1) —t < —2log" (1) = exp (U (1) —t) < exp (—2log™ (t)).

E portanto temos os seguintes casos:

Para t € [0, 1], temos:

N

exp(unN'(t) —t) <exp0=1;

Para t > 1:

N

exp (U ' (t) —t) < exp (log(t %)) = —.
De onde, temos no limite
o N 1 © q
lim J exp (un ' (t) —t) < lim J 1+ lim J - =2,
n—oo |, n—oo |, n—o0o t

o que contradiz a hipétese.
Notemos que para cada A > 0, nés podemos escolher nimeros ng e 1 > 0 de modo que
para todo t € [0, A] e todo n > n,

1

N A N-1

un T(t) <t (J Iunlth> <nt<t—2loght. (3.2)
0

Isto implica que a, > A para todo n > ng, e desde A é tomado arbitrario, temos que
a, — oo quando n — oo.
Para provar a propriedade (3), notemos que (3.2) também implica que u, — oo uni-

formemente sobre conjuntos compactos. Usando o fato que a,, é o primeiro ponto tal que
N

uy ' (an) = an — 2log" a,, dado € > 0 qualquer, de modo que

ni1 [e(“”A—l}—{i—l]—1<l+e,

a, A
para A arbitrariamente grande e n suficientemente grande, com A < a,, e 1 < 1 pequeno o
suficiente, temos:

J et (MU-tgy J eln (t)tdt+J etn  (U=tgy
0 0 A

A nt @n +
= J e'r tdt+J e 2los tdt
0 A

< ;e“t_t‘}\—kjan idt
S ON-1 0 " A t2
_ b mpa_ b L,
n—1 n—1 +t2'A
1 1 1
_ (m—1A
= e -1l —|——=| <1+e
n—l[ } Ln A] *
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Por outro lado, segue que

an N an
J eun (U—tgp > J e 'dt=1—e " — 1 para a, — o0o.
0 0

Na demonstracdo da propriedade (2), utilizaremos o Lema 2.2.3, aplicando w(t) = u,(t),

a=a,ed=056,= fzon i, |Ndt. Portanto, temos

ro euKN(t)ftdt < 1 eKn pl+1/2+4..+1/(N—1) (3.3)
an T (1-8v) |
onde
1 )
_ ..Pn n o
Kn =uy (an) |1+ N—1 (1— 611/(N1))(N1)] an
De Holder,

an 1/(N—-1)
WN(an) < an (J |un|th>

e usando [ [, |Ndt = 1, obtemos

0 0 1/(N=1)
WNa) < an (j |un|th—J run|th)

0 an

< an(1-8,)YMN

Portanto
N + N—1
o< Ml (2
a, an
2log™
< (N _1)og—(an) — 0 quando n — oo,
an

N-2
onde usamos zN"! —wWN=1 = (z —w) E wiz(N=2=1 hara qualquer z, w>0.
i=0

Além disso, lembrando que 8,, < 1, note que

6n (1 _ 6111/(N—1))17N -1 6111/(_N+1) B B
N/(N—-1 ((1 - 611/“\] 1))1 N 1)
N+1 §N/(N=1) N-—-1
51/(7N+1)
= S (N
(8n)° 11—
< o p(N- D= gy
3
< 5 quando n — oo.
Portanto,

_ N/(N-1)
N—1(1—8/(N=1)N=1 " N —1 008, )
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e também,

N

N

N

N

. N
<_2 10g+(an)6n(N—£l) —2logt (an )06 ") + an 080" ))

(<1og2(an))(“1”)
<_2 10g+(an)6nﬁ) / <(10gN (an)/an)ﬁ) ‘

<—210g+(an)(f)(57<1“‘N“) + ano(&lNN”)) / ((logN(an)/an)(Nl”ﬂ

_1
N—-1

d
9O g/ (NDg ygN

N-—1
(‘210g+(an)0(6¢§v”) + anO(éﬁf‘N“)> / ((logN(an)/an)WlU>‘

5 6n an N—-1
N —1 \loga,

'<_210g+(an)0( )+ ano(éiﬁN‘”)) / ((ng(an)/an)[Nll))‘

N2
A <log e) N-1
e

'<—2log*(an)0(5ﬁ”) + anous;LNN“)> / ((logN(an)/an)mll)>‘

N-—2

4 <log e) N-L
e

N N N N N
'(—mog*(an)oww )+ an O )) / (omw)(a;w) (%
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1/(N-1)
o((—logl‘l’”) ) — (210 an)) (g2 + 0N )

+ an0(8)/ M),

dai,

o que implica em

1 d
_ PN = -
Kn = uN(an) 1+N_1(1_5111/(N—1))(N—1)] on
1 )
= (an—2log™ (an)) 1+N_1(1_5111/(N_1))(N1)] on

on
= (an, —2log*(ay)) (1 + — N1 +(9(6N/ (N— 1))) —an

(5N/ (N—1) ))

— 2o an) + (an — 2105 lan) (2

_ + n o +
— 2o @)+ ang o+ (<210g (an) (22 + O

1)))

+ a, 08N/

5n 1 N N 1/(N—1)
= —2l0g"(an) + ang " + 0 ((Oga—(a))

1/(N—1)
an

Como a,, — oo, entdo lim K;, < 0. Portanto, obtemos de (3.3)
n—oo

n—oo an

(e.¢]
im J equN(t)—tdt < eltitotniy

Sequéncias Concentradas Maximizantes

N6s consideraremos a funcdo F(t) = eont™ ™M Do Q) = B:(0). Procuramos en-
contrar uma sequéncia de fun¢des concentradas normalizadas (u,)_; € C[0, oco] explicitas,
diferenciaveis por partes, com y,(0) =0 e yn(t) > 0 e tal que

(o0}
lim eyy/[Nil)(t)ftdt < elJr%Jr...Jrﬁ.
n—oo 0

210gn

Para cada n € N seja 0, = e seja
yalt) = (1 — 8, )(N-D/N o<ten:
A1) =
(n (1N nl))l/N log An +eA(“H)/(N—1) + (n(1— 5n))(N_1)/N, n<t
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Antes de tudo, perceba que (yn(t))_, é continua e diferenciavel por partes; além disso,

temos

E GOVt = (1— 5N

Agora, escolheremos A, em (3.4) de modo que [ [yn/Ndt =1, isto &,

00 N—-1
Jn|gn|th:1(1—6 - Z( ) B)’

1=

1
N N — 1>
2
= (N—1)8, — on(82), (3.5)
onde
0, N =2;
on(s) =
O(s), N>2

Mostraremos que uma escolha de A, é possivel, com

1 1 N O(1/nh), N =2
B O(log?(n)/n3), N> 2.

n n2 el+1/2+-+1/(N-1)

(3.6)
De fato, considerando a mudanca de variaveis s = t — n, obtemos
[ele] 00 N N
o (N-1" | d —(t=n)/(N-1)
nlhdt = — | —|log(A, + 1) — log(A, dt
| i | e |glosAn + 1)~ Tog(A, + e )
[ (N —1)N 1 e—(t=n)/(N=1) N
— dt
Ja n(1—=06,) IN—1A, +e (t—m)/(N=1)
(0O (N o 1)1\1 1 e—S/(N—U N
— ds.
Jo n1—8n) [NZTA, tes/N-1|
Agora, fazendo v = e3/(N=1) encontramos
JOO (N—DN | 1 e—s/(N=1) Nds _ JOO (N—DN | 1 N IN= )
o N(1—=38,) |[N—1A, +es/(N-1) 1 n(1—=56,) [IN—1A, +711 T
B JOO (N—1) 1 L
B 1 n(l_én) (Anr"f—l)N

Por altimo, tome p = 1 para obter
(N—1) J‘OO (N—1) 1 1y = (N—1) JO P R
N1 8u) )y n(1—80) (Aar + DNT T T n(I—8,) Jy (A4 DN P

_ (N1 Jl ™!
B n(l_én) 0 (An+p)N
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Agora, consideremos a mudanca de variaveis T = (A,, + p) !, de modo que

(N=1) ' pN! (N=1) (e (r ! =A)"
dp = — dt
n(l_én) 0 (An+p)N n(én_l) JE T N+2
_ IN-p A (oA™Y
Con(l—=564)) 1 T-N+2
Antl
O (N=1) (A 1+(1—AHT)N*1—1dT
Con(l—=258,4) ) 1 T
An+1
_ (N=1) A
= A5, T,
o (N=1) J/\n 1_(1_AHT)N_1dT
n(l—2>%,) ) 1 T '
Antl
Por altimo, tomemos s = 1 — TA,,, dai
(N—1) An+1 (N—=1) (A 1—(1—A,7)N!
log — dt
n(l—256,) An n(l—2oxn) . T
(N—=1) . An+1 (N—1) (A 1—sN-!
= log — ——ds
n(l—2od,) A, n(l—0on) Jo 1—s
(N-D  Antl  (N-1) 1V
= O — —
nI=8 0 An (-8 S \T+A,) ]
N-1 N—j
N—1 41 1 1
— (—) 1OgA 1 Z < >
n(l—on) An = 1+ A, (N —j)
Logo, por (3.5), temos
N-1
N—1 A, +1 1
( ) log R Z . -
n(l_én) An j=1 (1+An)N_](N_J)

(N—1)8, —on(8%) = (N —1)

2logn

2

log"n

o (2£2).

n2

donde,
N—1 2
An+1 1 log"n
1 — - =21 1—5%
FTA T S 0H AN ( OB THTON ( ))( N
o que implica em
An +1 log?
;f = exp (210gn+GN ( 08 n) (1—6N))
N—1 ]
e <]._1 T+ AN (N —j)) |
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e finalmente, considerando que e* = 1 4+ O(x), quando x — 0, obtemos

A, +1 410g? log? logn?\ —21
L o (2o - O (1) 4 (ot Zloen)
An n n n n

N—-1 1
X  exp ( (1+An)N—j(N —J)>

log?n? log? logn?\ —21
_ TL2eXp<— og’n +GN(og n>+GN(ogn) ogn)
n n n n

_ 2 (1 log’n = 1
= n < —I—GN( o ))XeXp 2 AT AN |

Observemos que A, deve ser tomada n3o-negativa para satisfazer y, (t), e segue da altima

igualdade acima que A,, — 0 quando n — oo. Portanto,

An+1 logZn
- = 1
Ann? <+GN( n ))

NoL N-1 1 1
’ (eXpZ Ny TP <Z [T+ AN (N —5)) =0 —J')> |

j= j=1 j=1

Note que, pelo Teorema do Valor Médio para nameros reais, existe
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j=1
. N—1 1 N—1 1 log
TGN T g arag J’(N—n>/( n
= VA 1 log?n
ST (v~ mraem) / (50)
.. | L= (1A YN logZn
- ° ; T+ AN (N—j)/( n )’

. 1+AINT —1 logZn
- ° ;(HA) (N—j)/( n )

N-1 : N—j—1 2

< eC“ZAn(N J)(l—l—A ) / log“n
= (1+A)NTI(N—j) n
N—1

_ Cn

- € 1+A )

N
@
o
e

n
g

N-1

1 )

2

P (1+AL) log n
1 1

n? (1+ on(log?n/n))

n

N
@
[

i)

1

5
<_l
oo (-X ) ()
pat
pat

1
H (log”n + on(log* n/n))

quando n — oo.

N-1 ) <
n? (1+ on(log’n/n)) \log’n

— 0

)
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Assim, ex Nzl 1 —ex Nzlé—(‘) @ de onde
P AN N TPEN=) T U )

AL +1
Ann?2

)

N—1 1 N—-1 1 N-—1 1
' (ex" 2 (N—j) (Z (1+ AN TN —j)) TSN —j))

para n grande, com N > 3.

Para o caso em que N = 2, veja a referéncia [10], onde encontramos

An+1 1
+ :e—i—O(—).

A n?2 n?2
Logo,
N 2
An +1 . 0(1/n?), N =2;
ﬁzexp Zl/(]—l) + 9
nTt j=2 O(log (n)/n)7 N > 37
(3.7)
quando n é grande.
Isto mostra a validade de (3.6).
O Limite
Agora vamos calcular o limite de [;° evn ™ tgy,
Proposicao 3.0.12. Seja {yn} a sequéncia em (3.4). Entao
JOO evun N 0-tgp 1y q 4 !/ A/ (N1 qyando n — oo.
0
Demonstragdo: (i) Da limitagdo superior provada acima, temos (desde que (y,)_; seja

uma sequéncia concentrada normalizada) que

o0
Tm eyl}‘/“"*”(t)—tdt <14 el /2t H1/(N-1)
n—oo 0 =
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Agora provaremos a outra desigualdade.

(i) Comegaremos mostrando que existe algum ¢ > 0 tal que

paramn grande, (3.8)

J“ NN (g M1+ o) logn

Yn _
. € 21+ —Unen i

onde T denota a funcdo gama. De fato, como e* > 1 + x, obtemos

n n
J eyT]:‘/ (N— 1) )_tdt _ J 6(1_5“)(tN/n)1/(N71)_tdt
0 0

n 1—6 tN/N 1)
> J <1+( 1/)(N 5 )etdt
0

— 1—e’”+—(1_6“) (Jth/(Nl)etdt—Jth/(N”etdt>.
0

nl/(N—1) n

Segue de et/? > tN/(N=1 para n suficientemente grande, obtemos

e o @(Jwtwml) g JootN/(Nl)etdt)
0

ni/(N—1
N (1—54) (JOO N/(N=1) -t J'Oo —t )
> l—e M4 t dt— | e 2dt
ni/(N=1) o N
-n 1_671 N (1_5n) -n
= l-e+ o J(N ) S €
_ 1+r(ﬁ+1) dn (1—8n) =n

. o A _ —n
W/ (NCD T /(N 1)F<N 1+1> 2 mne’ e

Provaremos agora que
5n N (1—08n) o N/(N—1)
<_n1/(N—1)r (N 7 + 1) — 2—n1/(N—Ue 2 —e " —c (logn/n ),
para algum ¢ > 0, ou equivalentemente,

O N 1—38) » _n 1/(N—1)
(_nl/(Nl)r(N_1 +1) TN et e )/—5n/2n <c

9e—mp1/(N=1)
dn

efn/Z

Realmente,como para cada ¢; > 0 e €3 > 0 temos 4% < €9 quando n

< €1 €

é grande, temos

0 (1—6n) =0 _
— =i M +1) — 2—1/(N“1)e 2 —e M

8, /2n1/ (N = 2T(N/IN=1)+1)
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OM(N/(N —1) 4 1)
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Com isso, provamos que

NN MNgs+1)
n (t)—t N-—1 N/(N-1)
JO ey dt > 1+ W (log TL/TL )

quando n — oo.

(ii1) A seguir, mostraremos que

N
0 _ 1/n N =2;
RIS O SIIERT) IR B

n j=2

(3.9)

Fazendo s =t —n e considerando

N-—-1 An+1
zZn(s) = DN )N log AT e s/ (N1 e dp =n(1—056,).
Ent3o, darelagcdo (1+x)* > 1+ axparax>—le x> 1, f evn’ ™ V-t 4t torna-se

_ N/(N-1)
exp [ N +2zn(s )] —s—n)ds

N/(N-1)
= exp | dn |1+ zn(s dN] —s—n)ds

oo
oo (o
> . exp(dn <1+ (s)d:NN>—s—n> ds
(20
-

= exp | dn + Zn (s )dﬁ—s—n) ds

2logn+

= exp zn(s)(n—2logn)% —s) ds

An+1 s
=, n exp(Nlog(An+e_s/(N_l)>>e ds

oo An+1 N
_ —2 n —s
= n <An+e—5/(N—1)> e “ds

JO
AN e’ d
B 2 )y (Ag+e s/ NN
G e’ d
= ), (Anes/(N-1) 4 )Ne—sN/(N—1) ¢
(AN es/ (N1 ds
a n2 Jo (14 Anes/(N-1)N T

S
Note que tomando T = e~N-1, encontramos

(An + DN J‘X’ es/(N-1) (An + DM N 1) rﬁ dr
n2 o (1+Apes/(N-1))N n2 L T+ AN
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E, fazendo u =1+ A, 1, obtemos

An+ 1" ¥ d An+1DN 1 g
u(]\]_l)J T _ (An+1) —(N—I)J du
n2 1 (1 + AnT)N An n? 1+An uN
 (1T+AL)
T n2A,
_ plH1/24.+1/(N-1)
0(1/n?), N =2;
_l_
O(log*(n)/n), N >3
Portanto,
JOO eun’ NV (-t gt S eltl/2h 41/ (NS
N 0(1/n?), N =2;
O(log?(n)/n), N> 3.
(3.10)
Finalmente,
lim > eyﬁ/m’“(t)—tdt S 1 4 elt1/2+.41/(N-1)
n—oo Jg = ’
n

3.1 Nao-linearidades Gerais F

Suponha agora que F(t) é uma n3o-linearidade geral com crescimento critico satisfazendo

as hipéteses de F1 até F3. Isso nos permite escrever

pontN/ (N1

G(t) = Ft) +1—

Dai,

Gy _ AY 1

pon N/ (N1 = o tN/(N=T) pon tN/(N-117

donde concluimos que G(t) tem crescimento sub-critico.

Portanto, dos Teoremas 3.0.9 e 3.0.11, temos que para toda sequéncia concentrada norma-

o0

lizada (u, )0,

lim J Flun)dx = lim J <e°‘N““N/(N71) —1) dx + lim J G(un)dx
Q Q Q

n—oo n—oo n—oo
14+1/24..4+1/(N—1
< etV /IN=UIBy |,
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enquanto para a sequéncia (y,)_, dada em (3.4) acontece

lim J Flyn)dx = nmj (e ™ 1) dx + T J Glyn)dx
Q Q Q

n—oo n—oo n—oo

_ €1+1/2+"'+1/(N_1)|B1|.

Teorema 3.1.1. Suponha que F satisfaz as hipdteses de (F1) a (F4) e a hipdtese adicional
(F5) F(t) > eon It INTE g AN/ (N1

Entao, para N < an, existe
CN,é — sup J F(u)dx > el+1/2+...+1/(N71)|Bl(O)l
B1(0)
e Cnys € atingido.
Demonstracao: Mostraremos que sob a condicdo (F4), obtemos

(o0}
CN,6: sup J F(“S—N)/Nu)e—tdt>el—|—1/2+...+1/(N—1).
0

De fato, pelas estimativas (3.8) e (3.10) temos para n suficientemente grande

Joo SN NV Jn VDt J"O SN/
0 0 n
My +1)
N—1 B N/(N-1)
> 1+ TN c (logn/n )

4 eltl/2+.+1/(N=1)

N 0(1/n?), N =2;
O(log*(n)/n), N > 3.
Além disso, podemos estimar o termo
t N/(N-1)

AJOO [yn NN He tdt = ?\Jn (1—8,)N-U/N
0

0

nt/N

+ AJ [yn N/ N"Het dt

n

A n ©
S WJ |tVN/(N”etdt+7\J [y N/ (=1 =t gy
n 0 .
A = IN/(N—1 * N/(N_1
S WJ [t/ )etdt+)\J yn N/ (N"De—tat
n 0 .
F<1+L> N
(N—1) o
= A rwen H‘J [y [N/ (N"He tdt.
n

|N/(N—1

Agora tentaremos limitar o termo )\fff IYn Je—tdt de maneira conveniente.
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Afirmacao 3.1.2. Seja ¢ uma constante real qualquer. Entdao, para n suficientemente

grande, obtemos

d

N—-1
(n(1—8,))/N

An+1
A+ e Em/(N-D)

log

(1= 8,)) NN

N/(N-1)
e tdt

ne ‘dt.

o0
<CJ
mn

Demonstracdo: De fato, considere n grande o suficiente para n(1 — 6,,) > 2 — 2log?2,

A, > 0, e também

el

N/(N-1)

+(n(1—8,))NH/N

N/(N-1)
il = 8, N0/

A N—-1 1 An+1
Lo [ =8,)) /N B A, + e (t-m)/(N-1)
x e tdt
S }\m <(n(1—6n))1/N log A, + e (t=n)/(N=1)
x e 'dt
S }\an <(2—210g2)1/N log A, + e (t=n)/(N=1)
roo N —1 An—|—1
<
<A ((2—2log2)1/N et
[~ N-1 An+1
= )\ 1 n 2
Jn <(2—210g2)1/N o (< n2A, >n>
. N1
Jn ((2—2log2)1/N <Og<n2An

N/(N—-1)
+n(N”/N) e tdt

N/(N—-1)
n(Nl)/N) e tdt

N/(N-1)

1 N/(N-1)
) +210gn) +n(N_1)/N> e tdt.

De (3.7), para . grande, existe ¢ > 0 tal que 1 < 2357 < ¢e!H1/2+-H1/ (N1 da

N-—-1
(2 —2log2)t/N

L (

nZA,,

( ( An +
log

1 N/(N-1)
) —|—2logn) —l—n(N”/N> e 'dt

h N-1 N/(N=1)
< 7\J' ((2 51 g2)1/N (log éel+1/2+...+1/(N—1) + 2logn) _|_n(N1]/N)
—2lo
mn
x e ‘dt.
Como
N-—1 A 14+1/24..+1/(N=1) (N_1)/N
2 2log2)N o8 Ce <n |
e também,
N-—1 (N—1)/N

G 2log2)/N lemsn
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para n grande, obtemos

[~ N—1 fol+1/2+4..+1/(N=1) o)
A 2 2log 2N (log ce +2logn) +n

Jn

x e tdt
> N/(N—1)
(Sn(N’”/N) e tdt

N
>

= ¢| ne ‘dt.

Jn
|
Portanto,
I (1 + L) 00 I (1 + N > .
(N—1) N/(N—1),—t (N—1) —t
AN +7\L [Ynl etdt < A——pro - e _me dt.

Logo, obtemos para A < 1 e n suficientemente grande,

Cns =  sup J F(ocl(\}_N)/Nu)e_tdt

[o uN=1Jo

2 J F(ocl(\ifN)/Nyn)eftdt
0

N
> eltl/24..+1/(N-1) + (1 . }\) r (1 + (Nfl))
~ nl/(N=1)
Mg +1 0(1/n?), N = 2;
- (é+c)—(1;'/”1\1_1)) +
m O(log*(n)/n), N> 3.
> el+l/2+...+1/(N—1).

Como do Teorema 3.0.11, para toda sequéncia concentrada normalizada (u,)_; em W1 N(B,)

temos

(oe]
lim J Flu, (t))e tdt < et 2w

n—oo 0

entdo ndo pode existir uma sequéncia concentrada normalizada que seja maximizante para

Cn.s- Também temos que, para p > 1,

1 ) . i
_J exp (eaeplzn () NY) dx > —J exp (e za ()N N1) dx
Bil Ja Bil Jo
(0o
> | exp (aMpwa ()N D —t) at
JO
00
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Jo aN
[ 1 .
> | P —wa ()] e tat
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Logo, ganhamos do Teorema 1.3.9 a existéncia de extremal, isto é, que Cn 5 € atingido. m



Capitulo 4

Aplicacao a Problemas de Existéncia de

solucoes para EDPs

As relagdes (2.1) e a dada pela Desigualdade de Trudinger-Moser sdo importantes no que
diz respeito a resolubilidade de equacdes diferenciais relacionadas a crescimento critico, como

segue, respectivamente:

—Au=[u"?u+g(u) em Q
ul g(u) (4.1)
u=>0 sobre 0Q),
e
—Au = h(u) 647111.2 — e47tu2+log(h(u)) em Q
(4.2)
u=>0 sobre 0Q),

onde g e h sdo fun¢des com crescimento subcritico:

log(h(s))

g2

g(s)

g2 —1

— 0 quando s — oo e — 0 quando s — oo,

respectivamente.
Solu¢des fracas de (4.1) sdo dadas pelos pontos criticos do funcional

1

T lu? — G(u)dx

I(u) = JQ %IVuIQ —

onde G(s) = fg g(r)dr. Como ndo ha existéncia de extremais no caso critico de Sobolev,
como dito no inicio do Capitulo 2, entdo podemos encontrar alguns niveis de ndo-compacidade
que a condicdo de Palais-Smale falha para o funcional I{(u). No famoso artigo [5] de Brezis

e Nirenberg, superou-se tais obstaculos utilizando sequéncias de funcées especiais obtidas de

29
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sequéncias maximizantes para (2.1), que eram fun¢des concentradas explicitas convergindo
fracamente para zero.

Foi mostrado em [3] por Adimurthi e em [11] que métodos similares podem ser empregados
para provar resultados de existéncia para (4.2). De fato, considerando o funcional associado

a equagao (4.2)
1 2
T(u) = JQ §!Vu! — F(u)dx (4.3)

onde F(s) = IS h(r)e*™™dr, novamente, encontramos niveis de ndo-compacidade, entretanto,
diferentemente do caso Sobolev, aqui no caso p = N ha existéncia de extremal para o = ay,
em particular, « = 47t. Para o caso Trudinger-Moser, n3o existem sequéncias concentradas
maximizantes convergindo para extremais. Portanto, encontramos dificuldades na obtencdo
de resultados de existéncia 6timos. A sequéncia utilizada em [3] por Adimurthi e em [11] € a

denominada sequéncia de Moser

(logn)? se 0< x| <+
_ 1 log 3 1
Zn(t) — E W se n < ’X’ < 1 (44)
0 se Ix| > 1,

que foi proposta por J. Moser em [28] para provar que ocorre igualdade na Desigualdade de

Trudinger-Moser com respeito a constante 47t no expoente. Esta sequéncia satisfaz

lim J (ed™ 1) dx = 2, (4.5)
n—oo o)
enquanto a sequéncia concentrada explicita {y,} com [[yn|| = 1 mencionada no Teorema
3.0.11 satisfaz
lim J (e'™ 5 1) dx = e (4.6)
n—oo Q

Seguiremos as mesmas ideias da demonstragio de existéncia de solu¢des para a equagdo (4.2)
utilizadas em [11], ou seja, dependendo do valor do limite (4.5) acima. Melhoraremos o

resultado obtido usando o limite (4.6). Formalizando o raciocinio, devemos provar o seguinte:

Teorema 4.0.3. Assuma que h € C(R) e seja f(s) = h(s)e?™’. Assuma que
(H1) f(0) =0,
(H2) dsg >0 e M > 0 tal que

S
0 < F(s) :J f(r)dr < MIf(s)| V|s| = sg, e
0
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(H3) 0 < F(s) < 5f(s)s, Vs € R—{0}, ¥x € Q.
Entao a equagao (4.2) tem uma solugao desde que

lim h(s)s = B > — (A7)

$—»00 €7'[.

E interessante relatar que em [11] foi provado que (4.2) tem uma solucdo desde que

1
lim h =B > —.
lim h(s)s =B >

Também, indicamos a referéncia [9] para ver resultados de n3o-existéncia de solucdes para
(4.2).

Demonstracdo do Teorema 4.0.3

Nos restringiremos ao caso radial, isto &, O = B;(0) C R2. Considere o funcional

1 2
I(u) = le) bIVuI — F(u)} dx,

onde F(s) esta como no Teorema 4.0.3.

Sabe-se de [11] que este funcional satisfaz a condicdo de Palais-Smale (PS). para ¢ < %
Considerando o que foi realizado na demonstragdo do Teorema 3.0.9, podemos assumir que
u, é radialmente simétrica, e entdo podemos reescrever o funcional em coordenadas radiais
da forma:

I(u) = Ll Elurl2 — F(u)} 27rdr.

Note que ao cancelarmos o termo 27t no funcional acima, teremos f(l) [%Iur|2 — F(u)} rdr que
satisfaz a condicdo de Palais-Smale (PS). para ¢ < ﬁ. Agora, faremos mudanca de variaveis
para transformar o intervalo (0, 1) no intervalo (0, 4+00):

Seja

1 dr 1
_ t/2 _ t/2 _ _ t/2
T=2¢ dr=—-—e¢ dt, vy =u,—=—u
’ 2 ’ t rdt 2" ’

de onde obtemos

J {—!21&&”212 — F(u)} —e tdt.
.12 2

Multiplicando este funcional por 2, ganhamos o funcional

L(u) = J (20,2 — F(u)e ] dt, (4.8)
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o qual satisfaz a condicdo de Palais-Smale (PS). para ¢ < 5.
Para concluir nossas modificagdes convenientes, substituimos y = v/47tu e multiplicamos L(u)

por 7T para conseguir

T(y) = L Blytl2 —nF <#Ty) et] dt, (4.9)

que satisfaz (PS)c para ¢ < 3.
Depois de obtermos que o funcional T(u) satisfaz (PS). para ¢ < % agora vamos mostrar
que ele possui um nivel critico ¢ com ¢ < % desde que h fornecido nas hipéteses satisfaca

1
lim h = — 4.7).
Jim. (s)s=p > o &M (4.7)

Teorema 4.0.4. Suponha que f(s) = h(s)e*™” satisfaz as hipsteses H1 — H3, e assuma

também que lim h(s)s = 3 > —. Entao T(u) tem nivel critico abaixo de %
S—00

en
Demonstracdo: Como em [11] usaremos o Teorema do Passo da Montanha 1.4.2. E
.. ) 1 .
suficiente provar que existe w € Hj, |[w|| = 1 de modo que m>a§<T(tw) <3 Em [11] utilizou-
t2

se a sequéncia de Moser para a construir a demonstracdo, com a condicdo lim h(s)s = >
S—00

—. Aqui, )
5 qui, usaremos {yn}

Suponhamos, por contradicdo, que para todo n € N, tem-se

el 1 1
maXT(Syn) = J' |:§S2|gn|2 — ik (msyn) et:| dt Z 57

S} 0

com esse maximo acontecendo em s = s,,.

Assim,

s2[yn>dt >

)

N | —
%
° 4

8
DN | —

e portanto,

Observando que

+o0
J Wnldt=(1—-08,)*1+(2—1)8, =1,
0

concluimos que

WV
—

3N
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= 0, entdo temos para n suficientemente grande, usando a condi-

S=Sn

d
Desde que gT(synH
¢do (4.7),

. —+o00 1 “+00 X 1

T(syn = jnl?dt —mo—= nF( 57=syn Tldt=

(sy )L:S“ S,[o Ynl"d ﬂQ\/ﬁJ'o k (Qﬁsy )’55"6 4 0
Dai, de H2:

(S

—+00 1 .
nf S /—=°onyYn B dt7
L Y (2ﬁs Y )e

o que implica em

“+o0 1
S%L = EJ Snynf (_Snyn) e_tdt7
. N

\V)

ou seja,

NZE 1 2vd
Si = T . Snynh ﬁtsnyn 64’” it e tdt,

de modo equivalente,

2 _
S, =

<[5

J+Oo Snynh <Lsnyn) elshvi—t) g,
0 2/T0

Assim, concluimos que

—+o00 1 "
= ”L " (ﬁcs“y“> ;_ﬁry“e(say%t)dt‘ (4.10)

Dado € > 0, existe ng € N tal que se n > ng, entdo para t > n, em (4.10), obtemos

+o00 9 9
s2 > (B—e)ﬂj elsivi—t) gt
n
+o0o )
> (B o e)nJ esn(n—Qlogn)—tdt.
n

Agora mostraremos que s — 1 quando n — oo, agindo por contradi¢cdo. Para isto, supo-

nhamos que existe uma subsequéncia (sn,)§2, de (sn)y_; tal que para algum & > 0 tem-se
s2 >1+8. Dai,
O 2 (ni—2logni)—t
Sny, = (6_8)7TJ e’ TR gt
n
“+00
> ([3 - €)7TJ e(1+6)(nj72lognj)7tdt

!

([3 - E)ﬂenjé—(l—o—é)Qlognj

(B _ g)ﬂe\/TTi(\/TTié_IOgni)

WV

> (B —e&)mev™ — oo
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quando j — oo.

Logo encontrariamos, utilizando H3, que m%(T(syn)‘ — —o0 quando N — 400, 0 que
§=2

S=Sn

i 1
contradiz max T(syn) > 7 Portanto, temos

sz

— 1.

n

Agora, realizaremos uma estimativa mais precisa: Fixe A > 0. Construa [0,b,,) = {t €
[0,00) : spyn(t) < A} Como y,(t) = \/Lﬁx/l — 0, — 0o, t > 0 fixado, concluimos que

$SnYn(t) — 0 (nas mesmas condi¢des), e dai,

b, — o0.

r+oo
2 Sn —t
= T fl —=snyn | —=yne "dt
o Jo (2 wo )Qﬁy ‘
b
n 1 S
o] sy ) Sy e tdt
[ () 2
“+o00 1
+ f| —=sny "_y,e tdt
Jo. 9 7_[nn 2\/—n
b
" 1 S
2 7T f a /=°nyn — n 7tdt
Jo (2 wo )Qﬁy ‘
+o00
+ (B—e)m| evATtdt
bn
1

+00 bn
+ (([5 — s)ﬂJO eShUntdt — (B — E)TEJ esi‘-’%tdt> (4.11)

Perceba que a dltima integral em (4.11) vai para 1, pois,

bn bn bn
1—e o = J e tdt < J esnuntqt < J esnuntd
0 0 0

com Yy, convergindo para a fungdo extremal.

Agora note que Vn € N, dado ¢ > 0, escolhendo b, suficientemente préximo de b,,, obtemos

b by
2,2 __ 2 2 _
J esnUnTtqp L esnA J e tdt <

€

3
5

E também, lembrando que para t € [0,b.], yn(t) = \/Lﬁ\/l — 0, < f/’%\/l — 0 = Tn, COM
T — 0 uniformemente em [0, b,], podemos escolher Nj suficientemente grande, de maneira

que

b, be
2.2 2.2 3

J eSn¥ntdt < eS“T“J e tdt <1+ 5 bara n > No.

0 0
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Para a segunda integral em (4.11), veja que

bn 1 S
f —=snyn | —=yne tdt
ﬂL <2\/7_rS Y )%ﬁy ‘ '

< an ( 1 Sny ) Sn yne | dt
00 Sn
= f| ——=snun ne" 1| dt.
Observando que dado ¢ > 0, existe N, grande, de modo que se n > N¢, entdo Q%yn‘ <g,

e da continuidade de f, em particular, numa vizinhanca de zero, encontramos

—t —t
<ee <e .

TERERE.

Como
1 Sn _
f (msnyn(t)) myn(t)e X10,6n] = 0 q.t.p. em [0,by),

temos pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue que
Joof L ) Sy —0[dt >0
0 2\/7T[ leﬂ. Qﬁyﬂ X[O,bn} Y

Portanto, temos no limite, usando o Teorema 3.0.11 para N = 2, que

quando n — oo.

+oo
1= lims? > (B— e)ﬂ[lim J eSunTtqt — 1]

n—oo n—oo 0

+oo
> (B—e)m { lim J eYntdt — 1]

n—oo 0

= (B —¢)me.

Dai,
1
- 2 _ 57
e B

o que contradiz a hipétese de f > % para ¢ > 0 escolhido suficientemente pequeno. [
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