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Resumo

Neste trabalho estudamos a existência de funções extremais para a Desigualdade de

Trudinger-Moser clássica quando o domínio é a bola em RN, N > 2. Além disso, investigamos

a existência de extremais para problemas maximizantes com não-linearidades gerais que tem

crescimento subcrítico e crítico em um domínio limitado suave arbitrário Ω ⊂ RN. Por fim,

apresentamos algumas aplicações para equações diferenciais parciais elípticas relacionadas.
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Abstract

In this work we study the existence of extremal functions to the classical Trudinger-Moser

inequality in the case that the domain is the ball in RN, N > 2. Moreover, we investigate the

existence of extremals to maximizing problems with general nonlinearities that have subcritical

and critical growth when the domain is an arbitrary smooth bounded domainΩ ⊂ RN. Finally,

we present some applications to related elliptic partial differential equations.
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Notações

• Ω é um subconjunto aberto e limitado em RN.

• C∞0 (Ω) são as funções com suporte compacto em Ω infinitamente diferenciáveis.

• W1,N
0 (Ω) é o fecho de C∞0 (Ω) no espaço W1,N(Ω).

• Lp(Ω) = {u : Ω→ R; mensurável e
∫
Ω

|u|pdx <∞ | 1 6 p <∞} denota o espaço

de Lebesgue.

• ‖u‖pp =

∫
Ω

|∇u|pdx.

• ‖u‖pLp =
∫
Ω

|u|pdx.

• LN é a medida de Lebesgue em RN, N > 1.

• M(Ω) denota o espaço de medida Radon no Ω.

• ωN−1 representa a medida (N− 1)-dimensional da esfera unitária no RN.

• Br(x0) é a bola de centro x0 e raio r no RN.

• u] é o rearranjamento decrescente de uma função u : Ω → R mensurável definido em

[0, |Ω|] por

u](0) = sup ess(u)

u](s) = inf{t|µu(t) < s, s > 0},

onde, µu(t) = |{u > t}|.
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Introdução

Neste trabalho estudamos a existência de funções extremais para problemas maximizantes

associados com a desigualdade de Trudinger-Moser e apresentamos algumas aplicações para

equações diferenciais elípticas. Mais precisamente, considere Ω ⊂ RN, N > 2, um domínio

limitado e suave e sejaW1,N
0 (Ω) o espaço de Sobolev clássico munido com a norma de Dirichlet

‖u‖NN =

∫
Ω

|∇u|Ndx.

Foi provado por Trudinger em [32] que existe α suficientemente pequeno tal que a integral∫
Ω

eαu
N/(N−1)

dx é limitada independentemente de u ∈W1,N
0 (Ω) com ‖u‖N 6 1. Resultados

similares foram obtidos independentemente por Yudovich em [34] e Pohozaev em [29]. Mais

tarde, J. Moser [28] estabeleceu o melhor valor para α provando o seguinte:

sup
‖u‖N61

∫
Ω

eα|u|
N
N−1
dx 6 CN,α|Ω| se α 6 αN,

onde |Ω| é a medida de Lebesgue de Ω em RN, αN = Nω
1

N−1
N−1 e ωN−1 é a área da superfície

esférica unitária SN−1 ⊂ RN. Além disso, para α > αN a integral acima pode ser feita

arbitrariamente grande escolhendo u ∈ W1,N
0 (Ω), ‖u‖N 6 1 apropriada. No Capítulo 2

apresentamos uma prova do resultado de Moser mesclando as ideias de Moser e os trabalhos

de Marshall [26].

Em vista da desigualdade de Trudinger-Moser para α 6 αN, o seguinte supremo está bem

definido:

M =
1
|Ω|

sup
‖u‖N61

∫
Ω

eαu
N/(N−1)

dx.

Aqui surge o problema maximizante, isto é, determinar u0 ∈ W1,N
0 (Ω), ‖u0‖N 6 1 tal

que M = 1
|Ω|

∫
Ω

eαu
N/(N−1)
0 dx; tal função chama-se função extremal para M. O primeiro

resultado nessa direção é devido a Lennart Carleson e Alice Chang em [23], que provaram

em 1986 a existência de função extremal para a desigualdade de Trudinger-Moser, quando

Ω é uma bola em qualquer dimensão. Em [27] M. Struwe estudou a existência de funções
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Sumário 2

extremais para um domínio não-simétrico. No caso em que N = 2, ele obteve uma condição

suficiente para a existência de uma função extremal, usando a análise de blow-up. Em 1992,

M. Flucher em [15] introduziu outro método, o rearranjamento conforme, e deduziu uma

desigualdade isoperimétrica que implica a existência de funções extremais quando Ω é um

domínio qualquer limitado e suave em R2. Depois, K. Lin em [24] generalizou a existência

de uma função extremal para um domínio limitado suave qualquer em RN, com N > 2.

Veja também em [18] alguns resultados relacionados. Recentemente, Y. Li [35] obteve a

existência de um extremal para certas desigualdades do tipo Trudinger-Moser em variedades

Riemannianas.

Nessa dissertação apresentaremos a demonstração de existência de extremal para M

quando Ω = B1(0) representa a bola unitária em RN centrada na origem. Para α < αN, o

resultado segue facilmente como consequência direta do Teorema da Convergência de Vitali,

mesmo para Ω ⊂ RN arbitrário. O estudo do caso αN = α é delicado; para isso, utilizamos

a prova de Lennart Carleson e Alice Chang em [23] que está baseada nas seguintes etapas:

Etapa 1: Supõe-se que não existe uma função extremal para M, prova-se

M = sup
‖u‖N61

1
|Ω|

∫
Ω

eαu
N/(N−1)

dx = (1+ exp (1+ 1/2+ . . .+ 1/(N− 1))) .

Etapa 2: Para cada N > 2, constroi-se uma função {γN} com γN ∈ W1,N
0 (Ω) e ‖γN‖N =

1, de modo que

1
|Ω|

∫
Ω

eγ
N/(N−1)
N dx > 1+ exp (1+ 1/2+ . . .+ 1/(N− 1)).

Provadas essas duas etapas, a existência de função extremal segue facilmente por contradição.

No Capítulo 3 estudamos a existência de função extremal para problemas maximizantes gerais

de acordo com os trabalhos de B. Ruf, D. G. de Figueiredo e J. M. do Ó [10]. Mas precisamente,

investigamos o problema extremal para o supremo

SN =
1
|Ω|

sup
‖u‖N61

∫
Ω

F(u)dx,

onde

(F1) F ∈ C 1(R),

(F2) F é crescente sobre R+, e F(t) = F(|t|),

(F3) 0 6 F(t) 6 eαN|t|
N
N−1 − 1 para todo t ∈ R,
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(F4) lim|t|→∞ e−αN|t|
N
N−1 F(t) existe.

Consideraremos F com crescimento crítico e sub-crítico conforme as definições a seguir.

Dizemos que F tem crescimento subcrítico se

lim
t→∞

F(t)

eαN|t|
N
N−1

= 0;

por outro lado, dizemos que F tem crescimento crítico se

lim
t→∞F(t)e−αN|t|

N
(N−1)

= 1.

No Capítulo 4, aplicaremos os resultados estabelecidos no estudo de equações diferenciais

elípticas.



Capítulo 1

Noções Preliminares

O objetivo desse capítulo é apresentar alguns resultados preliminares que serão utilizados ao

longo do trabalho.

1.1 Análise Funcional (Resultados Básicos)

Definição 1.1.1. Seja (E,d) um espaço métrico. Uma sequência (xn)
∞
n=1 em E é dita

de Cauchy em E se, para cada ε > 0 existir n0 ∈ N tal que d(xn, xm) 6 ε para todo

m,n > n0. Nesse sentido, dizemos que (E,d) é completo de toda sequência de Cauchy

em E converge para um elemento x de E.

Observamos que dado um espaço linear E munido com uma norma ‖ · ‖, podemos definir

uma métrica induzida por esta norma, isto é, d(x,y) = ‖x− y‖.

Definição 1.1.2 (Espaço de Banach). Um espaço linear normado E é dito um espaço

de Banach se este for um espaço métrico completo com relação à métrica induzida pela

norma.

Vale ressaltar que uma sequência (un)
∞
n=1 em um espaço de Banach E converge se, e

somente se, (un)∞n=1 é de Cauchy em E, isto é, se, e somente se, ‖un − um‖E → 0 quando

m,n→∞.

Definição 1.1.3. Um espaço de Banach E é separável quando contém um subconjunto

enumerável e denso.

4
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Seja E um espaço linear sobre R munido com a norma ‖ · ‖E. O espaço dual de E, E∗ é o

espaço formado pelos funcionais lineares contínuos f : E→ R munido com a norma

‖f‖E∗ = sup
‖x‖E=1

|f(x)|.

Análogo, o dual de E∗, E∗∗, é chamado bidual de E.

Definição 1.1.4. Seja E um espaço normado. O mergulho canônico π de E em E∗∗ é

definido para x ∈ E por

π(x) : f 7→ f(x),

para todo f ∈ E∗.

Definição 1.1.5. Um espaço de Banach E é dito ser reflexivo se a aplicação π na Defi-

nição 1.1.4 é sobrejetora.

1.2 Espaços de Sobolev

1.2.1 Definições e Propriedades Básicas

Começaremos com a definição de derivadas "fracas". Seja Ω um subconjunto aberto de

RN com ∂Ω ∈ C1. Suponha que u ∈ C1(Ω) seja uma função continuamente diferenciável e

ϕ ∈ C∞0 (Ω) uma função suave com suporte compacto em Ω. Segue da fórmula de integração

por partes que ∫
Ω

u(∂iϕ) = −

∫
Ω

(∂iu)ϕ (1.1)

para i = 1, 2, ...,N (aqui denotamos por ∂i a derivada parcial de primeira ordem Di = ∂/∂i).

Não há termos de fronteira exatamente porque ϕ tem suporte compacto em Ω. Note que as

integrais em (1.1) estão bem definidas. Isto motiva a definição de derivada fraca.

Definição 1.2.1. Seja Ω ⊂ RN aberto. Dizemos que uma função vi ∈ L1loc(Ω) é a

derivada fraca de u, se ∫
Ω

u(∂iϕ) = −

∫
Ω

viϕ, (1.2)

para toda ϕ ∈ C∞0 (Ω). Se este for o caso, denotamos

vi =
∂u

∂xi
, (1.3)
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e escrevemos ∇u = grad u =
(
∂u
∂x1

, . . . , ∂u
∂xN

)
.

Observamos que se existe vi, esta é única pelo Lema de Du Bois-Raymond ([16,p.16])

como se pode ver em [14].

Seja Ω ⊂ RN um aberto e seja p ∈ R com 1 6 p <∞.

Definição 1.2.2 (Espaço de Sobolev). Definimos o espaço de Sobolev W1,p(Ω) por

W1,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω);
∂u

∂xi
∈ Lp(Ω) para i = 1, . . . ,N}

com a norma

‖u‖W1,p(Ω) = ‖u‖Lp(Ω) +

N∑
i=1

∥∥∥∥ ∂u∂xi
∥∥∥∥
Lp(Ω)

Definimos ainda

W1,p
0 (Ω) = fecho de C∞0 (Ω) no espaço W1,p(Ω)

.

Teorema 1.2.3. W1,p(Ω) é um espaço de Banach, separável se 1 6 p < ∞, e reflexivo

se 1 < p <∞.

Demonstração: ver em [4,p.203].

Definição 1.2.4. Sejam X e Y espaços de Banach. Dizemos que X está continuamente

imerso em Y e escrevemos

X ↪→ Y

se X ⊂ Y e existe uma constante C tal que

‖u‖Y 6 C‖u‖X ∀u ∈ X. (1.4)

Definição 1.2.5. Sejam X e Y espaços de Banach tal que X está continuamente imerso

em Y. Dizemos que X está compactamente imerso em Y e escrevemos

X
c
↪→ Y

se toda bola unitária em X é precompacta em Y ou, equivalentemente, toda sequência

limitada em X possui subsequência que converge em Y.
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O seguinte resultado estabelece uma equivalência entre a norma de Dirichlet ‖u‖p =(∫
Ω

|∇u|pdx
) 1
p

e a norma ‖u‖W1,p(Ω) = ‖u‖Lp(Ω) +

N∑
i=1

∥∥∥∥ ∂u∂xi
∥∥∥∥
Lp(Ω)

para o espaço de

Sobolev clássico W1,N
0 (Ω).

Teorema 1.2.6. (Desigualdade de Poincaré). Se Ω ⊂ RN é aberto e limitado, e 1 6 p <∞, então existe uma constante K = K(p) tal que para toda u ∈ C1
0(Ω)

‖u‖Lp(Ω) 6 K‖u‖p.

Demonstração: ver em [2,p.183].

Proposição 1.2.7. Seja Ω ⊂ R C1.

(a) Se 1 6 p < N, então W1,p
0 (Ω) ↪→ Lq(Ω) para todo 1 6 q 6 p∗ = pN

N−p
. Em

particular, existe uma constante C > 0 tal que ‖u‖Lq(Ω) 6 C‖∇u‖Lp(Ω) para toda

função u ∈W1,p
0 (Ω).

(b) Se p = N, então W1,p
0 (Ω) ↪→ Lq(Ω), para todo 1 6 q <∞.

Demonstração: ver em [4,p.285].

Teorema 1.2.8. (Rellich-Kondrachov). Seja Ω ⊂ RN um conjunto C1. Então temos a

imersão compacta W1,N
0 (Ω)

c
↪→ Lq(Ω) para todo q ∈ [N,+∞).

Demonstração: ver em [4,p.285].

1.3 Resultados de Teoria da Medida

Definição 1.3.1. Uma sequência de funções (fn)∞n=1 mensuráveis em Ω ⊂ RN é dita ser

uniformemente integrável sobre Ω desde que para cada ε > 0 exista δ > 0 tal que

A ⊂ Ω é mensurável e |A| < δ, então
∫
A

|fn| < ε, ∀n ∈ N,

onde |A| é a medida de Lebesgue de A em RN.

Proposição 1.3.2. (Desigualdade de Hölder) Seja u ∈ Lp(Ω) e v ∈ Lq(Ω) com p > 1 e
1
p
+ 1
q
= 1. Então uv ∈ L1(Ω) e ‖uv‖L1(Ω) 6 ‖u‖Lp(Ω)‖v‖Lq(Ω).

Demonstração: ver em [4,p.92].
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Teorema 1.3.3. (Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue) Seja (fn)
∞
n=1 uma

sequência de funções integráveis que converge em quase todo ponto (q.t.p) de Ω ⊂ RN para

uma função real mensurável f. Se existe uma função integrável g tal que |fn(x)| 6 g(x)

em quase todo ponto (isto é, a menos de um conjunto de medida nula em Ω) de Ω, para

todo n > 1, então f é integrável e ‖fn − f‖L1(Ω) → 0.

Demonstração: ver em [4,p.90].

Teorema 1.3.4. (Integração em Coordenadas Esféricas) Se u : RN → R é uma função

mensurável, positiva ou integrável, tal que u(x) = v(r), onde r = |x| para alguma função

v definida em (0,+∞), então∫
RN
udx = ωN−1

∫∞
0
v(r)rN−1dr.

Demonstração: ver em [20,p.209].

Teorema 1.3.5. (Teorema Fundamental do Cálculo para a Integral de Lebesgue) Seja

F : [a,b]→ R uma função real a uma variável real. Para todo x, x0 ∈ [a,b], as seguintes

condições são equivalentes:

(i) F é absolutamente contínua;

(ii) para alguma função f ∈ L1([a,b]) temos

F(x) − F(x0) =

∫x
x0

f(t)dt.

(iii) F é diferenciável em quase todo ponto, Ḟ ∈ L1([a,b]) e F(x) − F(x0) =
∫x
x0
Ḟ(t)dt.

Demonstração: ver em [17,p.85].

Teorema 1.3.6. Seja Ω ⊂ RN e 1 < p < ∞. Suponha que exista uma sequência de

funções (fn)
∞
n=1 em Lp(Ω) que é limitada em Lp(Ω), ou seja, existe uma constante M

para qual

‖fn‖Lp 6M, ∀ n > 1.

Então a sequência (fn)
∞
n=1 é uniformemente integrável em Ω.

Demonstração: ver em [19, p.142].
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Teorema 1.3.7. (Riesz-Fischer). Seja Ω ⊂ RN e 1 6 p 6 ∞. Então, Lp(Ω) é um

espaço de Banach. Além disso, se uma sequência em Lp(Ω) converge em Lp(Ω) para

uma função u em Lp, então uma subsequência converge q.t.p. em Ω para u.

Demonstração: ver em [19, p.148].

Teorema 1.3.8. (Teorema da Convergência de Vitali) Seja Ω ⊂ RN de medida finita.

Suponha que uma sequência de funções (un)∞n=1 é uniformemente integrável sobre Ω. Se

un → u q.t.p. em Ω, então u é integrável em Ω e lim
n→∞

∫
Ω

un =

∫
Ω

u.

Demonstração: ver em [19,p.98].

O seguinte resultado é conhecido como Princípio de Concentração-Compacidade e desempe-

nhará papel importante nos capítulos 3 e 4.

Teorema 1.3.9. (P-L. Lions) Sejam N > 2 e Ω um subconjunto do RN aberto e

limitado. Seja (un)
∞
n=1 uma sequência em W1,N

0 (Ω) tal que
∫
Ω

|∇un|Ndx 6 1, u ∈

W1,N
0 (Ω) e µ ∈M(Ω) (espaço de medida Radon sobre Ω). Assumindo que

un ⇀ u em W1,N
0 (Ω), un → u q.t.p. em Ω e |∇un|N

∗
⇀ µ em M(Ω), (1.5)

temos as seguintes alternativas:

(i) Se u = 0, µ = δx0 ∈ Ω é medida de Dirac concentrada em x0 e∫
Ω

e(Nω
1

N−1
N−1 |un|

N
N−1 )dx→ c+ LN(Ω)

para algum c ∈ [0,∞) e, LN(Ω) a medida de Lebesgue de Ω no RN, então

e(Nω
1

N−1
N−1 |uN|

N
N−1 ) ∗⇀ cδx0 + LN|Ω em M(Ω). (1.6)

(ii) Se u = 0 e µ não é uma medida de Dirac concentrada em um ponto, então existe

p > 1 tal que

e(Nω
1

N−1
N−1 p|un|

N
N−1 ) é limitada em L1(Ω). (1.7)

(iii) Se u 6= 0, então existe p > 1 tal que

e(Nω
1

N−1
N−1 p|un|

N
N−1 ) é limitada em L1(Ω). (1.8)

Mais ainda, em ambos os casos (ii) e (iii),

e(Nω
1

N−1
N−1 |uN|

N
N−1 ) → e(Nω

1
N−1
N−1 |u|

N
N−1 ) em L1(Ω), (1.9)

como consequência do Teorema da Convergência de Vitali, Teorema 1.3.8.

Demonstração: ver em [30].
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1.4 Resultados da Teoria dos Pontos Críticos

Definição 1.4.1. Seja X um espaço de Banach e I ∈ C1(X,R). Uma sequência (un)
∞
n=1

é uma sequência de Palais-Smale no nível c (em abreviação,(PS)c) se

I(un)→ c, İ(un)→ 0.

Dizemos que o funcional I satisfaz a condição (PS)c se toda sequência (PS)c possui

uma subsequência convergente (na norma) em X. Quando o funcional I satisfaz a condição

(PS)c para todo c ∈ R, dizemos que I satisfaz esta condição (em abreviação, I satisfaz

(PS)).

Teorema 1.4.2. (Teorema do Passo da Montanha, TPM) Seja X um espaço de Banach

com norma ‖ · ‖X, e I ∈ C1(X,R) um funcional satisfazendo a condição (PS)c. Suponha

que

(i) I(0) = 0

(ii) ∃R > 0, α > 0; ‖u‖X = R⇒ I(u) > α

(iii) ∃u1 ∈ X; ‖u1‖X > R e I(u1) < α.

Se definirmos

Γ = {ϕ([0, 1]);ϕ ∈ C([0, 1],X),ϕ(0) = 0,ϕ(1) = u1},

então

c = inf
γ∈Γ

sup
t∈[0,1]

I(γ(t))

é um valor crítico de I.

Demonstração: ver em [14,p.505].



Capítulo 2

A Desigualdade de Trudinger-Moser e

existência de extremais

Neste capítulo, enunciaremos e provaremos a Desigualdade de Trudinger-Moser clássica e

discutiremos a existência de funções extremais nos casos subcríticos e críticos.

2.1 Desigualdade de Trudinger-Moser clássica

Pela imersão de Sobolev dado na Proposição 1.2.7 temos, que se u ∈ W1,p(Ω) para 1 6 p <

N

sup
‖u‖p61

∫
Ω

|u|qdx <∞ para 1 6 q 6 p∗. (2.1)

onde p∗ = Np/(N − p) é o expoente crítico de Sobolev. Tal supremo para o caso q = p∗

nunca é atingido em um domínio suave diferente de RN. Além disso, como veremos no

exemplo a seguir, o supremo em (2.1) não existe para q > p∗.

Exemplo 2.1.1. Seja Ω ⊂ RN aberto e suponha que 1 6 p < N e q > p∗, isto é, −N
q
>

1− N
p
. Construiremos uma função u ∈W1,p

0 (Ω) tal que u 6∈ Lq(Ω), portanto mostrando

que W1,p
0 (Ω) não está imerso em Lq(Ω). Assumiremos, sem perda de generalidade, que

a origem pertence a Ω. Para todo R > 0, seja BR = {x ∈ RN : |x| < R}. Fixemos

R suficientemente pequeno tal que B̄2R ⊂ Ω. Seja v(x) = |x|µ; o valor de µ será dado

mais adiante. Evidentemente, v ∈ C∞(RN − {0}). Seja u ∈ C∞(RN − {0}) uma função

satisfazendo u(x) = v(x) em BR e u(x) = 0 fora de B2R. A filiação de u em W1,p
0 (Ω)

11
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depende somente do comportamento de v próxima da origem:

u ∈W1,p
0 (Ω)⇔ v ∈W1,p

0 (BR).

Derivando parcialmente v(x), obtemos ∂v
∂xi

(x) = µxi|x|
µ−2 e, portanto |∇v(x)| 6 µ|x|µ−1

e, fazendo ρ = |x|, pelo Teorema sobre integração em coordenadas esféricas,∫
BR

|∇v(x)|p 6 ωN−1µ
p

∫R
0
ρ(µ−1)p+N−1dρ.

Idem para v(x) no lugar de sua derivada acima. Portanto, v ∈W1,p
0 (BR) e u ∈W1,p

0 (Ω)

desde que (µ− 1)p+N− 1 > −1, isto é, µ > 1− (N/p).Por outro lado,∫
Ω

|u(x)|qdx >
∫
BR

|v(x)|qdx = ωqN−1

∫R
0
ρµq+N−1dρ.

De onde, concluímos que é necessário µq + N − 1 > −1, isto é, µ > −N
p

para que

u ∈ Lq(Ω). Portanto, impondo q > p∗ = Np
(N−p)

, ou seja, −N
q
> 1− N

p
, se escolhermos µ

de modo que −N
q
> µ > 1− (N/p), teremos que u 6∈ Lq(Ω).

No caso p = N, temos (formalmente) p∗ = ∞. De fato, neste caso, a imersão contínua

W1,N
0 (Ω) ↪→ Lq(Ω) é válida para todo q ∈ [1,∞), veja Proposição 1.2.7. Isto sugere

W1,N(Ω) ↪→ L∞(Ω). No entanto, como veremos a seguir, isso não é verdade.

Exemplo 2.1.2. Seja Ω = B1 ⊂ RN, N > 1. Prove que a função

u(x) := log
(
log
(
e

|x|

))
, x ∈ B1(0)\{0},

pertence a W1,p
0 (B1(0)) mas não a L∞ (B1(0)).

É claro que u 6∈ L∞(B1), pois u não é limitada próximo à origem. Por outro lado,

chegamos à conclusão que ‖u‖N <∞, como segue:

∂u

∂xi
(x) = −

xi

log
(
e
|x|

)
|x|2

, com i = 1, 2, . . . ,n.

De onde,

‖u‖NN =

∫
B1

|∇u|Ndx =
∫
B1

|x|−N
(
log
(
e

|x|

))−N

dx = ωN−1 lim
σ→0

∫ 1
σ

(
log
(e
r

))−N
r−1dr,

onde ωN−1 é a área da superfície esférica unitária SN−1 ⊂ RN. Considerando a mudança

de variáveis δ = log e
r
obtemos

‖u‖NN = −ωN−1 lim
σ→0

∫ 1
log( eσ )

δ−Ndδ = − lim
σ→0

ωN−1
δ1−N

1−N

∣∣∣1
log( eσ )

=
ωN−1

N− 1
.
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Diante do Exemplo 2.1.2, surge o seguinte problema: determinar o crescimento máximo

para uma função g : R → R para a qual g(u) ∈ L1(Ω) sempre que u ∈ W1,N
0 (Ω). Note

que g(t) = tq, 1 6 q <∞ satisfaz a condição da questão. No entanto, não sabemos se esse

é o crescimento máximo admitido. Para resolver esse problema, trocando-se os espaços de

Lebesgue pelos espaços de Orlicz Lφ(Ω) (veja [2]), foi mostrado por Yudovich [34], Pohozaev

[29] e Trudinger [32] que W1,N
0 (Ω) ↪→ Lφ(Ω), com a N-função φ(s) = eµ|s|

N
N−1 − 1, para

um determinado µ > 0. Este resultado foi aprimorado por J. Moser [28], obtendo a famosa

Desigualdade de Trudinger-Moser, a qual discutiremos a seguir.

Teorema 2.1.3 (Desigualdade de Trudinger-Moser Clássica). Sejam Ω ⊂ RN um domí-

nio limitado e u ∈ W1,N
0 (Ω), com N > 2. Então, para todo α > 0 tem-se eα|u|

N
N−1 ∈

L1(Ω). Além disso, existe constante C = C(N) > 0 tal que

sup
‖u‖N61

∫
Ω

eα|u|
N
N−1
dx

 6 CLN(Ω) se α 6 αN;

=∞ se α > αN,

onde LN(Ω) é a medida de Lebesgue de Ω em RN, αN = Nω
1

N−1
N−1 e ωN−1 é a área da

superfície esférica unitária SN−1 ⊂ RN.

Demonstração: Como trocando u por |u| o supremo não é alterado, podemos assumir

u > 0. Também, é suficiente provar o Teorema 2.1.3 para um conjunto de funções u que são

densas na bola unitária de W1,N
0 (Ω). Podemos supor então, que u ∈ C∞0 (Ω). Fazendo uso

da técnica de simetrização de Schwarz [22], obtemos que existe relacionada a u, uma função

radialmente simétrica u∗ ∈ W1,N
0 (BR(0)), definida por

u∗ = u](|B1(0)||x|N), x ∈ BR(0),

onde u] representa o rearranjamento decrescente de u (ver [22]),com BR(0) ⊂ RN tal que

|BR(0)| = |Ω|. A simetrização u∗ satisfaz:

• |{x : u∗(x) > ρ}| = |{x ∈ Ω : u(x) > ρ}| para todo ρ > 0.

• u∗ é simétrica e não-crescente na norma |x|, com u∗(|x|) = 0; |x| = R, onde

|BR(0)| = |Ω|.

Além disso, dada uma função f : R→ R mensurável com f > 0 ou f(u) ∈ L1(Ω), então∫
BR(0)

f(u∗)dx =

∫
Ω

f(u)dx,
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e, temos a desigualdade de Pólya-Szegö temos que∫
Ω

|∇u|Ndx >
∫
BR(0)

|∇u∗|Ndx. (2.2)

Em particular, ∫
BR(0)

eαu
∗ N
N−1
dx =

∫
Ω

eα|u|
N
N−1
dx. (2.3)

Note que, utilizando (2.2) e (2.3), é suficiente mostrar que

sup
‖u∗‖N61

∫
BR

eα|u
∗|

N
N−1
dx

 6 CN,α|Ω| se α 6 αN;

=∞ se α > αN.
(2.4)

De fato, sejam os conjuntos A,B ⊂ R definidos por

A =

{∫
Ω

eα|u|
N
N−1 ; u ∈ W 1,N

0 (Ω), ‖u‖N 6 1
}

e

B =

{∫
BR(0)

eα|u
∗|

N
N−1 ; u ∈ W 1,N

0 (Ω), ‖u∗‖N 6 1
}
.

Note que, dado a ∈ A, por (2.2) e (2.3) existe b ∈ B tal que a = b. Portanto, temos que

A ⊂ B. Logo, supA 6 supB, o que mostra a suficiência de tal escolha.

Afim de simplificar (2.4), seja ρ = Re− t
N para ρ = |x| e defina w(t) = N

N−1
N ω

1
N

N−1u
∗(ρ).

Então, w(t) é uma função C1 não-decrescente em [0,+∞). (Pois u∗ é não-crescente em ρ).

Note que

w(t) = N
N−1
N ω

1
N

N−1u
∗(ρ)

implica em

ẇ(t) = N
N−1
N ω

1
N

N−1
du∗

dρ

dρ

dt
= N

N−1
N ω

1
N

N−1
du∗

dρ

(
−
R

N
e−

t
N

)
.

Daí, ∫∞
0
|ẇ|Ndt =

∫∞
0
NN−1ωN−1

(
R

N

)N
e−t

∣∣∣∣du∗dρ
∣∣∣∣N dt

=

∫∞
0
ωN−1

RN

N
e−t

∣∣∣∣du∗dρ
∣∣∣∣N dt

=

∫R
0
ωN−1

1
N
ρN
∣∣∣∣du∗dρ

∣∣∣∣NN1
ρ
dρ

=

∫R
0
ωN−1ρ

N−1
∣∣∣∣du∗dρ

∣∣∣∣N dρ
=

∫
BR(0)

|∇u∗(x)|Ndx, (2.5)
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onde a última igualdade é justificada pelo Teorema 1.3.4.

Novamente, utilizando Teorema 1.3.4, temos∫
BR(0)

eα|u
∗|

N
N−1
dx = |Ω|

∫∞
0
e
α
αN
w(t)

N
N−1 −t

dt. (2.6)

De fato, ∫
BR(0)

eα|u
∗|

N
N−1
dx = ωN−1

∫R
0
eα|u

∗(ρ)|
N
N−1
ρN−1dρ

= −ωN−1

∫ 0
∞ e

α
∣∣∣u∗(e− t

NR)
∣∣∣ NN−1 1

N
e−tRNdt

= RN
ωN−1

N

∫∞
0
eα
∣∣w(t)N

1−N
N ω

− 1
N

N−1

∣∣ N
N−1

−tdt

= |BR(0)|
∫∞
0
e
α
αN

∣∣∣∣w(t)
N
N−1

∣∣∣∣−t
dt.

Tomando β = α
αN

, das expressões em (2.3) e (2.6), concluímos que para mostrar que

exp(αu
N
N−1 ) ∈ L1(Ω), para todo α > 0 é suficiente provar∫∞

0
eβw(t)

N
N−1 −tdt <∞ (2.7)

para todo β > 0. Provaremos (2.7). Como ẇ ∈ LN(0,∞), dado ε > 0, existe um T = T(ε)

tal que ∫∞
T

ẇ(t)Ndt < ε,

donde, concluímos, pela desigualdade de Hölder, que

w(t) −w(T) = ε
1
N (t− T)

N−1
N , para t > T .

Logo,

lim
t→∞

w(t)

t
N−1
N

= 0.

Assim, dado β > 0, temos βw(t)
N
N−1 < t

2 para t suficientemente grande, donde segue (2.7).

De (2.5) e (2.6) reduzimos o problema (2.4) a seguinte

sup
w∈J

∫∞
0
eβw(t)

N
N−1 −tdt

 6 C se β 6 1;

=∞ se β > 1,
(2.8)

onde J = {w ∈ C1[0,∞) : w(0) = 0,
∫∞
0 ẇ(t)

Ndt 6 1, ẇ > 0}.

Pelo Teorema Fundamental do Cálculo e, novamente, da desigualdade de Hölder

w(t) =

∫ t
0
ẇ(s)ds 6 t(N−1)/N

(∫ t
0
ẇ(s)Nds

)1/N

6 t(N−1)/N,
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e daí, para β < 1, ∫∞
0
eβw(t)N/(N−1)−tdt 6

∫∞
0
e(β−1)tdt =

1
1− β

o que conclui (2.8) neste caso. O caso β = 1 é delicado e procedemos mais cuidadosamente.

Seja Θ : Ω→ R+. Considerando (como em [13,p.14]) LN({x ∈ Ω : Θ(x) > t}), ∀ t > 0,

a medida do conjunto em que Θ > t, definamos a integral de Θ sobre Ω como∫
Ω

Θ(x)dx =

∫∞
0
LN({x ∈ Ω : Θ(Ω) > t})dt. (2.9)

Utilizando a definição de integral em 2.9, obtemos:∫∞
0
ew(t)N/(N−1)−tdt =

∫∞
0
L1({t ∈ (0,∞) : ew(t)N/(N−1)−t > τ})dτ (2.10)

onde L1 representa a medida de Lebesgue em R.

Afirmação 2.1.4. Para cada função mensurável δ : (0,∞)→ R, segue que∫∞
0
e−δ(l)dl =

∫∞
−∞L1({l > 0 : δ(l) 6 t})e−tdt.

Demonstração: Observando que para t > 0, e−δ(l) > t⇔ δ(l) 6 ln 1
t
, obtemos

{l > 0 : e−δ(l) > t} = {l > 0 : δ(l) 6 ln
1
t
}.

Portanto, ∫∞
0
e−δ(l)dl =

∫∞
0
L1({l > 0 : δ(l) 6 ln

1
t
})dt. (2.11)

Através da mudança de variável ξ = ln 1
t
para cada t ∈ (0,∞), chegamos em∫∞

0
L1({l > 0 : δ(l) 6 ln

1
t
})dt =

∫∞
−∞L1({l > 0 : δ(l) 6 ξ})e−ξdξ. (2.12)

A afirmação agora segue de (2.11) e (2.12).

Pela Afirmação 2.1.4 podemos reescrever a equação (2.10) como∫∞
0
ew(t)

N
N−1 −tdt =

∫∞
−∞L1(Γτ)e

−τdτ, (2.13)

onde Γτ = {t > 0 : t−w(t)
N
N−1 6 τ}. Note que

w(t) 6 t
N−1
N ⇔ t−w(t)

N
N−1 > 0, ∀t > 0.

o que implica em Γτ = ∅ se τ < 0.

Logo, temos liberdade para reescrever (2.13) como∫∞
0
ew(t)

N
N−1 −tdt =

∫∞
0
L1(Γτ)e

−τdτ. (2.14)
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Afirmação 2.1.5. Para cada τ > 0 temos L1(Γτ) 6 (cN + 2)τ, onde cN = 7

1−σ
1

1−N
, com

σ = 1+ 21−N.

Demonstração: Analisaremos os dois seguintes casos:

CASO I: Se Γτ ⊆ [0, 2τ], então L1(Γτ) =

∫
Γτ

1dτ 6
∫ 2τ
0

1dτ = 2τ.

Neste caso, obviamente temos L1(Γτ) 6 (cN + 2)τ.

CASO II: Se Γτ 6⊆ [0, 2τ].

Neste caso temos a decomposição Γτ = (Γτ ∩ [0, 2τ]) ∪ (Γτ ∩ {t > 0 : t > 2τ}). Assim,

L1(Γτ) 6
∫
Γτ∩[0,2τ]

1dτ+
∫
Γτ∩{t>0:t>2τ}

1dτ.

Como a primeira integral da desigualdade acima é menor do que ou igual a 2τ, é suficiente

provarmos que a segunda integral é menor do que ou igual a cNτ, isto é, para todo x1, x2 ∈ Γτ
tal que 2τ 6 x1 < x2, tem-se x2 − x1 6 cNτ. Com efeito, segue da definição de Γτ e da

desigualdade de Hölder, temos

x1 − τ 6 w(x1)
N
N−1 =

(∫x1

0
ẇ(s)ds

) N
N−1

6 x1

(∫x1

0
ẇ(s)N

) 1
N−1

6 x1

(
1−
∫∞
x1

ẇ(s)Nds

) 1
N−1

.

Dividindo ambos os lados por x1, obtemos

1−
τ

x1
6

(
1−
∫∞
x1

ẇ(s)Nds

) 1
N−1

,

donde, ∫∞
x1

ẇ(s)Nds 6 1− (1−
τ

x1
)N−1. (2.15)

Pela definição de Γτ, da desigualdade de Hölder e (2.15), temos

x2 − τ 6

(∫x2

0
ẇ(s)

) N
N−1

6

[
x
N−1
N

1

(∫x1

0
ẇ(s)Nds

) 1
N

+ (x2 − x1)
N−1
N

(∫x2

x1

ẇ(s)Nds

) 1
N

] N
N−1

6

[
x
N−1
N

1 + (x2 − x1)
N−1
N

(∫∞
x1

ẇ(s)Nds

) 1
N

] N
N−1

(2.15)
6

(
x1

N−1
N + (x2 − x1)

N−1
N

(
1− (1−

τ

x1
)N−1

) 1
N

) N
N−1

.
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Portanto,

x2

x1
−
τ

x1
6

[
1+ (

x2

x1
− 1)

N−1
N

(
1− (1−

τ

x1
)N−1

) 1
N

] N
N−1

,

equivalentemente,

P(1− `) + ` 6
[
1+ P

N−1
N (1− `)

N−1
N (1− `N−1)

1
N

] N
N−1

, (2.16)

onde P = x2−x1
τ

e ` = 1− τ
x1
. Note que 1

2 6 ` < 1 porque x1 > 2τ.

Da convexidade de ψ(x) = x
N
N−1 , temos que ψ(λx+ (1− λ)y) 6 ψ(x)λ+ψ(y)(1− λ), para

todo λ ∈ [0.1]. Tomando x = λ−1P
N−1
N (1− `)N−1

N (1− `N−1)
1
N e y = (1− λ)−1, obtemos[

1+ P
N−1
N (1− `)

N−1
N (1− `n−1)

1
N

] N
N−1

6 (1−λ)−
1

N−1 +λ−
1

N−1P(1−λ)(1−`N−1)
N
N−1 . (2.17)

De (2.16) e (2.17), segue

P(1− `) + ` 6 (1− λ)−
1

N−1 + λ−
1

N−1P(1− λ)(1− `N−1)
N
N−1 ,

o que implica

P 6
(1− λ)−

1
N−1 − `

(1− `)
[
1− λ−

1
N−1 (1− `N−1)

1
N−1

] .
Fazendo λ = 1− `2(N−1), temos

P 6
`−2 − `

(1− `)
[
1− (1− `2(N−1))

1
1−N (1− `N−1)−

1
N−1

]
=

(1− `)(`−2 + `−1 + 1)

(1− `)
[
1−

(
1−`2(N−1)

1−`N−1

) 1
1−N
]

=
`−2 + `−1 + 1

1− (1+ `N−1)
1

1−N

6 cN.

Combinando CASOI e CASOII concluimos a afirmação.

Pela Afirmação 2.1.5 e equação (2.14), temos∫∞
0
L1(Γτ)e

−τdτ 6 (cN + 2)
∫∞
0
τe−τdτ = cN + 2.

Então, ∫∞
0
ew(t)

N
N−1 −tdt 6 cN + 2.
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Isto conclui (2.8) para o caso β = 1. A seguir mostraremos que para β > 1 a integral em

(2.8) pode ser arbitrariamente grande. Para isso, tomemos a sequência η(s) = min{s, 1} e

wt1(t) = t
N−1
N

1 η(t/t1) com t1 > 0, então temos

a) wt1(0) = 0, pois η(0) = 0;

b) ẇt1(t) > 0, pois ẇt1(t) = t
− 1
N

1 η̇(t/t1) para todo t1 > 0;

c)
∫∞
0 ẇt1(t)

Ndt =
∫∞
0 t

−1
1 η̇(t/t1)

Ndt =
∫t1
0 t

−1
1 dt = 1, para todo t1 > 0.

Portanto, wt1 ∈ J, e também,∫∞
0
eβwt1(t)

N
N−1 −tdt =

∫∞
0
e
βt1η(

t
t1

)−t
dt >

∫∞
t1

eβt1−tdt = e(β−1)t1 .

Logo, para t1 → ∞ temos e(β−1)t1 → ∞, pois β > 1. De onde, concluímos que o supremo

não existe, neste caso.

Em contrapartida ao expoente crítico de Sobolev p∗ = Np/(N− p), 1 6 p < N dizemos

que αN da desigualdade de Trudinger-Moser é a constante crítica no caso p = N.

Nos últimos anos, várias generalizações, extensões e aplicações foram obtidas a partir desta

desigualdade. Entre tais resultados, podemos destacar as desigualdades relacionadas com a

de Trudinger-Moser. Para o caso em que Ω = RN, por exemplo, extensões foram obtidas por

[12], para N = 2, J.M. Do Ó [21] para N > 2 , Ruf [7] e Ruf e Li [33] para Ω ⊂ RN ilimitado.

Extensões envolvendo derivadas de ordem superior foram dadas por D. R. Adams [1].

2.2 Existência de extremais

De acordo com a desigualdade de Trudinger-Moser clássica, podemos considerar o supremo

M = sup
‖u‖N61

∫
Ω

eα|u|
N
N−1
dx, α 6 αN. (2.18)

Assim, podemos questionar sobre a existência de uma função extremal para cada α 6 αN,

isto é, u0 ∈W1,N
0 (Ω) com ‖u0‖N 6 1 tal que

M =

∫
Ω

eα|u0|
N
N−1
dx. (2.19)

A existência de extremais para a desigualdade de Trudinger-Moser no caso α < αN (subcrítico)

é uma simples consequência do Teorema de Vitali, já o caso α = αN (crítico) é delicado. No

caso α = αN este foi provado por L. Carleson e A. Chang [23] para Ω = B1(0) ⊂ RN, por M.
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Flucher [15] para domínios limitados arbitrários Ω ⊂ R2, e por K. C. Lin [24] para domínios

limitados no Ω ⊂ RN, N > 2. Em [27] M. Struwe estudou a existência de funções extremais

para domínios não-simétricos.

Nessa seção provaremos a existência de extremal no caso subcrítico α < αN paraΩ ⊂ RN

arbitrário e; para o caso crítico α = αN, quando Ω = B1(0) ⊂ RN segundo o trabalho de L.

Carleson e A. Chang [23].

2.2.1 Caso subcrítico

Teorema 2.2.1. Para α < αN, existe uma função extremal ū para (2.18).

Demonstração: Considere uma sequência maximizante (un) para (2.18), isto é, un ∈

W1,N
0 (Ω), ‖un‖N 6 1 tal que∫

Ω

eα|un|
N/(N−1)

dx→M = sup
‖u‖N61

∫
Ω

eα|u|
N/(N−1)

dx.

Sendo (un)∞n=1 limitada e W1,N
0 (Ω) um espaço reflexivo, pelo Teorema 1.2.3, temos un ⇀ ū,

a menos de uma subsequência, em W1,N
0 (Ω) com ‖ū‖N 6 lim inf ‖un‖N 6 1. Pelo Teorema

de Rellich-Kondrachov, temos a imersão compacta W1,N
0 (Ω)

c
↪→ LN(Ω). Logo, un → ū em

LN(Ω) a menos de uma subsequência. Do Teorema de Riesz-Fischer, temos que un(x) →

ū(x) q.t.p. em Ω. Logo, eαu
N/(N−1)
n (x) → eαū

N/(N−1)(x) q.t.p. em Ω. Tomando p > 1 tal

que αp < αN, tem-se pela Desigualdade de Trudinger-Moser 2.1.3∫
Ω

eαpu
N/(N−1)
n dx 6

∫
Ω

eαNu
N/(N−1)
n dx 6 CN|Ω|,

para todo n ∈ N. Daí, eαu
N/(N−1)
n é uniformemente integrável pelo Teorema 1.3.6. Logo,

pelo Teorema da Convergência de Vitali temos∫
Ω

eαū
N/(N−1)

dx = lim
n→∞

∫
Ω

eαu
N/(N−1)
n dx =M,

o que prova o Teorema.

2.2.2 Caso crítico

A partir de agora, provaremos a existência de uma função extremal u para (2.18) no caso crítico

α = αN quandoΩ = B1(0) em RN. Usando simetrização e mudança de variáveis como Moser

fez em [28], o problema foi reduzido ao seguinte problema de cálculo unidimensional:
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Teorema 2.2.2. Seja J a classe de funções w ∈ C1([0,+∞)) satisfazendo

w(0) = 0, ẇ(t) > 0 e
∫∞
0
ẇ(t)Ndt 6 1.

Então,

sup
w∈J

∫∞
0
ew

PN(t)−tdt, (2.20)

é atingido por alguma função w? ∈ J. Aqui, PN = N
N−1 , N > 2.

Na demonstração do teorema acima serão utilizados os dois seguintes lemas, onde o pri-

meiro tem seu papel resumido a demonstrar o segundo. Para uma maior clareza, apresentare-

mos as provas destes resultados mais adiante.

Lema 2.2.3. Seja

Kδ = {ψ : [0,∞)→ R mensurável tal que ψ > 0 e
∫∞
0
ψNdt 6 δ}.

Então, para cada c > 0 temos

sup
ψ∈Kδ

∫∞
0
ec
∫t
0ψ(`)d`−t < e((N−1)/N)N−1(cN/N)δe1+

1
2+···+

1
N−1 . (2.21)

Lema 2.2.4. Para cada a > 0 e w uma função C1 com ẇ > 0,
∫∞
a
ẇNdt 6 δ, temos∫∞

a

ew
PN(t)−tdt 6 ew

PN(a)−a.
1

1− δ
1

(N−1)
× e(cN/N)((N−1)/N)N−1βN .e1+

1
2+···+

1
(N−1) , (2.22)

onde βN = δ(1− δ
1

(N−1) )(−N+1), e c = PNwPN−1(a) (PN = N/(N− 1)).

2.2.3 Demonstração do Teorema 2.2.2

Dividiremos a demonstração em duas etapas, em que estabeleceremos a existência do extremal

w? por contradição.

Etapa 1

Assumiremos que não existe função extremal para (2.20), e concluiremos que

sup
w∈J

∫∞
0
ew

PN(t)−tdt = 1+ e1+
1
2+···+

1
(N−1) .

Etapa 2

Apresentaremos uma função w ∈ J satisfazendo∫∞
0
ew

PN(t)−tdt > 1+ e1+
1
2+···+

1
(N−1) .
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Observe que as Etapas 1 e 2 resultam em uma contradição. Essa contradição advém do

fato de supormos que não existe função extremal para (2.20). Assim, provadas estas duas

etapas, segue o Teorema 2.2.2.

Demonstração da Etapa 1

Para cada w ∈ J, defina I(w) =
∫∞
0 e

wPN(t)−t, e seja M = sup
w∈J

I(w). Escolha uma

sequência (wn)
∞
n=1 ∈ J tal que I(wn)→M. Provaremos que (wn)

∞
n=1 satisfaz as seguintes

propriedades:

(a) Para cada A > 0,
∫A
0 (ẇn)

N
dt→ 0 quando n→∞.

(b) Seja an o primeiro ponto em [0,∞) com wPNn (an) = an − 2 logan (se tal an existe).

Então an →∞ quando n→∞.

(c) lim sup
n→∞

∫∞
an

ew
PN
n (t)−t 6 e1+

1
2+···+

1
N−1 .

(d) lim
n→∞

∫an
0
ew

PN
n (t)−t = 1.

Note que a afirmação na Etapa 1 é uma consequência direta de (c) e (d). Agora, provaremos

as propriedades acima.

Na prova de (a), argumentaremos novamente por contradição. Suponha que (a) é falso,

isto é, suponha que existe A > 0 e δ > 0 com
∫A
0 (ẇn)

N
dt > δ para todo n > n0. Então∫∞

A
(ẇn)

N
dt 6 1 − δ para todo n > n0. Portanto, para t > A, através da desigualdade de

Hölder:

wn(t) −wn(A) =

∫ t
A

1.ẇn(t)dt 6 (t−A)
N−1
N

(∫ t
A

ẇNn

) 1
N

6 (t−A)
N−1
N (1− δ)

1
N . (2.23)

Donde,

wn(t) =

∫ t
A

ẇn(t)dt+wn(A) 6 (t−A)
N−1
N (1− δ)

1
N +wn(A). (2.24)

Fazendo uso da desigualdade

(a+ x)P 6 aP + PaP−1x+ xP,
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com 0 < x <∞, a > 0 e 1 < P 6 2 em (2.24), temos

wn(t)
N
N−1 6

[
(1− δ)

1
N (t−A)

N−1
N +wn(A)

] N
N−1

6
[
(1− δ)

1
N (t−A)

N−1
N

] N
N−1

+
N

N− 1

[
(1− δ)

1
N (t−A)

N−1
N

] 1
N−1

wn(A) +w(A)
N
N−1
n

6
[
(1− δ)

1
N (t−A)

N−1
N

] N
N−1

+
N

N− 1

{[
(1− δ)

1
N (t−A)

N−1
N

] 1
N−1

wn(A) +w(A)
N
N−1
n

}
.

Pela desigualdade de Hölder, wn(A)
N
N−1 6 A, donde temos

wn(t)
N
N−1 6 (1− δ)

1
N−1 (t−A) +

N

N− 1

[
(1− δ)

1
N(N−1) (t−A)

1
NA

N−1
N +A

]
.

Agora, limx→∞ xk

x
= 0, com k < 1, fazendo x = t−A acima, podemos tomar N0 >> A tal

que

wn(t)
N
N−1 6 (1− δ/2)

1
N−1 (t−A) +

N

N− 1
A (2.25)

para todo t > N0. Logo,∫∞
N0

ewn
PN(t)−tdt 6 ePNA

∫∞
N0

e((1−δ/2)
1/(N−1)−1)tdt

6 ePNA
1

1− (1− δ/2)
1

N−1
e((1−δ/2)

1/(N−1)−1)N0 6 ε (2.26)

quando N0 é grande e n > n0.

Seja w∗ ∈ K o limite de alguma subsequência de (wn)
∞
n=1 . Como no intervalo [0,N0],

wn(t) 6 t(N−1)/N 6 N(N−1)/N
0 , pelo Teorema da Convergência de Lebesgue segue que

IN0(w
∗) =

∫N0

0
ew

∗PN(t)−tdt > IN0(wn) − ε, quando n é grande. (2.27)

Portanto, temos que I(w∗) > IN0(w
∗) > IN0(wn)−ε > (I(wn)−ε)−ε por (2.25) e (2.29).

Como isso acontece para todo ε > 0, temos que I(w∗) =M, o que contradiz a hipótese da

Etapa 1 em dizer que não existe extremal e, portanto, (a) acontece.

Na demonstração de (b), percebe-se que não existe perda de generalidade nenhuma con-

siderar log+ em vez de log, pois estamos analisando an em [1,∞). Observamos que para n

suficientemente grande o ponto an existe.

Afirmação 2.2.5. Se tal ponto an acima não existir, então wPNn (t) 6 t − 2 log+ t, para

todo t, e portanto, chegaríamos em M 6 limI(wn) 6 2, o que é falso, pela Etapa 2.
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Demonstração:

De fato, se wn(t0)PN > t0− 2 log+ t0, para algum t0, daí, pelo teorema do valor interme-

diário do cálculo, ocorreria a igualdade para um t ′ ∈ [1, t0], pois pela desigualdade de Hölder,

já sabemos que wn(t)PN 6 t em [0, 1], o que contradiz a hipótese de tal an não existir.

Consideremos a seguinte afirmação:

Afirmação 2.2.6. Para cada A > 0, existem n0 e η > 0 tais que para todo t ∈ [0,A]

w
N
N−1
n (t) 6 ηt < t− 2 log t,

para n > n0. De onde segue que an →∞.

Demonstração: De fato, como wn(0) = 0,

wn(t) = wn(t) −wn(0)

=

∫ t
0
ẇn(s)ds

=

∫ t
0
1 · ẇn(s)ds

6
∫ t
0
1 · |ẇn(s)|ds

6

( ∫ t
0
|1|

N
N−1ds

)N−1
N
( ∫ t

0
|ẇn(s)|

Nds

) 1
N

= t
N−1
N

( ∫ t
0
|ẇn(s)|

Nds

) 1
N

onde, na última desigualdade, aplicamos a Desigualdade de Ḧolder para q = N e p = N
N−1 .

Portanto,

wn(t)
N
N−1 6 t

( ∫ t
0
|ẇn(s)|

Nds

) 1
N−1

.

Como sabemos por (a), fixado A arbitrário,
∫A
0 |ẇn(t)|

Ndt → 0 se n → +∞, então dado

η > 0 temos

wn(t)
N
N−1 6 t

( ∫ t
0
|ẇn(s)|

Nds

) 1
N−1

6 ηt (2.28)

para todo t ∈ [0,A] desde que n seja suficientemente grande. Note que é possível escolher η

pequeno tal que

ηt < t− 2 log t, para todo t ∈ [0,A].

De fato, basta tomar η < (e− 2)/e. Para tal escolha de η, segue por (2.28)

wn(t)
N
N−1 6 ηt < t− 2 log t, para todo t ∈ [0,A].
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Resta verficar que an → +∞ quando n→∞. Com efeito, como vimos acima, dado A > 0

existem η > 0 e n0 tais que wn(t)
N
N−1 < t − 2 log t para todo t ∈ [0,A] e n > n0. Pela

definição de an, temos an > A para n > n0 e sendo A arbitrário segue o resultado.

Provaremos (c) como uma consequência direta de (a) e (b) e do Lema 2.2.4. Faremos

isso, aplicando o Lema 2.2.4 para w = wn, a = an e δ = δn =
∫∞
an
ẇNndt. Pelo Lema 2.2.4

temos ∫∞
an

ew
PN
n (t)−tdt 6

1

1− δ
1

N−1
n

eKne1+
1
2+···+

1
N−1 (2.29)

onde

Kn = wn(an)
PN − an +

1
N

(
N− 1
N

)N−1

βn(PNw
PN−1
n (an))

N

= wn(an)
PN − an +

1
N− 1

βnw
PN
n (an)

= wn(an)
PN − an +

1
N− 1

δn(
1− δ

1
(N−1)
n

)N−1w
PN
n (an).

Como wn ∈ J,

wn(an)
PN =

(∫an
0
ẇnd(t)dt

)PN
6

(
a
N−1
N
n

(∫an
0
ẇNn (t)dt

) 1
N

)PN

=

(
a
N−1
N
n

(∫∞
0
ẇNn (t)dt−

∫∞
an

ẇNn (t)dt

) 1
N

)PN
=

(
a
N−1
N
n (1− δn)

1
N

)PN
.

Portanto

δn 6 1−
(
wPNn
an

)N−1

= 1−
(
1−

2 log+ an
an

)N−1

6 (N− 1)
2 log+ an
an

→ 0 quando n→∞, (2.30)

onde usamos acima a desigualdade elementar 1 − td 6 d(1 − t), t > 0 para todo d > 1.
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Assim, temos

Kn = wn(an)
PN − an +

1
N− 1

δn(
1− δ

1
N−1
n

)N−1w
PN
n (an)

= wPNn (an)

[
1+

δn

N− 1

]
−wPNn (an)

δn

N− 1
+

1
N− 1

δn(
1− δ

1
N−1
n

)N−1w
PN
n (an) − an

= wPNn (an)

[
1+

δn

N− 1

]
− an +

δn

N− 1
wPNn (an)

[
1− (1− δ

1
N−1
n )N−1

(1− δ
1

N−1
n )N−1

]
.

Usando que w
PN
n (an)
an

= 1− 2 logan
an

, obtemos

Kn = an

{
wPNn (an)

an

[
1+

δn

N− 1

]
− 1+

δn

N− 1
wPNn (an)

an

[
1− (1− δ

1
N−1
n )N−1

(1− δ
1

N−1
n )N−1

]}

= an

{
(1−

2 logan
an

)

[
1+

δn

N− 1
+

δn

N− 1
1− (1− δ

1
N−1
n )N−1

(1− δ
1

N−1
n )N−1

]
− 1

}

= an

{
−
2 logan
an

+ (1−
2 logan
an

)
δn

N− 1

[
1

(1− δ
1

N−1
n )N−1

]}

=
an

(1− δ
1

N−1
n )N−1

{
−
2 logan
an

(1− δ
1

N−1
n )N−1 + (1−

2 logan
an

)
δn

N− 1

}
=

an

(1− δ
1

N−1
n )N−1

{
δn

N− 1
−

δn

N− 1
2 logan
an

−
2 logan
an

(1− δ
1

N−1
n )N−1

}
.

Ou seja,

Kn =
an

(1− δ
1

N−1
n )N−1

Qn,

onde

Qn =
δn

N− 1
−

δn

N− 1
2 log+ an
an

−
2 log+ an
an

(1− δ
1

N−1
n )N−1.

Novamente, usando a desigualdade elementar citada acima, temos

1− (1− δ
1

N−1 )N−1 6 (N− 1)δ
1

N−1 . (2.31)
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De (2.31) e do fato que δ 6 (N− 1)2 log
+ an
an

por (2.30), concluímos

Qn =
δn

N− 1
−

δn

N− 1
2 log+ an
an

−
2 log+ an
an

(1− δ
1

N−1
n )N−1

6
2 log+ an
an

−
δn

N− 1
2 log+ an
an

−
2 log+ an
an

(1− δ
1

N−1
n )N−1

6
2 log+ an
an

−
δn

N− 1
2 log+ an
an

+
2 log+ an
an

(
(N− 1)δ

1
N−1
n − 1

)
6 (N− 1)

2 log+ an
an

δ
1

N−1
n

6 (N− 1)
N
N−1

(
2 log+ an
an

) N
N−1

.

Portanto,

Kn 6
(N− 1)

N
N−1an

(1− δ
1

N−1
n )N−1

(
2 log+ an
an

) N
N−1

.

Como an →∞ e δn → 0 quando n→∞, temos

Kn → 0 quando n→∞. (2.32)

Combinando (2.29), (2.30) e (2.32) temos a desigualdade

(c’)

lim
n→∞

∫∞
an

ew
PN(t)−tdt 6 e1+

1
2+...+ 1

N−1 .

Por outro lado, lembrando que wn > 0, conseguimos limitar inferiormente a mesma integral

por 1 quando n é grande, concluindo assim a demonstração da afirmação em (d) e da Etapa 1.

Demonstração da Etapa 2

Procederemos aqui através de uma construção explícita. Seja vN, para cada N > 2, a

sequência de funções dada por

vN(t) =



(
N− 1
N

)
(N− 1)−1/Nt, 0 6 t 6 N,

(t− 1)(N−1)/N, N 6 t 6 BN,

(BN − 1)(N−1)/N, t > BN,

onde BN = (N− 1) exp
(
PNN − PN

)
+ 1 é escolhido de forma a

∫∞
0 (v̇N)

N
dt = 1.



Capítulo 2. A Desigualdade de Trudinger-Moser e existência de extremais 28

Portanto, vN ∈ J. Considerando a mudança de variável t = Nx, seja

IN =

∫∞
0
ev

PN
N (t)−tdt

= N

∫ 1
0
e(N−1)xN/(N−1)−Nxdx+N

∫BN/N
1

e−1dx

+ N

∫∞
BN/N

eBN−1−Nxdx

= N

∫ 1
0
e(N−1)xN/(N−1)−Nxdx+ e−1(BN −N+ 1).

Realizaremos agora a estimativa de IN nos dois casos seguintes:

Caso I: Quando N = 2, fazendo −(x− 1) = s, então

I2 = 2
∫ 1
0
ex

2−2xdx+ e =
2
e

∫ 1
0
es

2
ds+ e >

2, 723
e

+ e > 1+ e.

Caso II: Quando N > 3, temos (N − 1)xN/(N−1) − Nx > −1 para x ∈ [0, 1], pois

(N− 1)xN/(N−1) −Nx é uma função decrescente nesse intervalo. Daí,

IN > SN =
N

e
+

1
e
(BN −N+ 1) =

1
e
[(N− 1) exp

(
PNN − PN

)
+ 2].

Concluiremos a demonstração deste caso provando o seguinte Lema técnico:

Lema 2.2.7.

SN > 1+ exp
(
1+

1
2
+ . . .+

1
N− 1

)
.

Demonstração do Lema (2.2.7)

Seja bN =
(
N
N−1

)N
− N
N−1 , γN = 1 + 1

2 + . . . + 1
N−1 − ln(N − 1). Aqui, levaremos em

consideração o fato que bN → e − 1 e γN → γ, onde γ ≈ 0, 5772 denota a Constante de

Euler-Mascheroni, quando N→∞. Note que

bN > bN+1, portanto bN > lim
k→∞bk = e− 1. (2.33)

γN − γN+1 = ln(
N

N− 1
) −

1
N
> 0

para todo N. Portanto,

γN 6 γ6 (2.34)

para N > 6.

Definindo RN = 1+ e1+
1
2+...+ 1

N−1 , obtemos

RN = 1+ (N− 1)eγN 6 1+ (N− 1)eγ6
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para todo N > 6. E também,

SN =
1
e
[(N− 1) exp

(
PNN − PN

)
+ 2] > (N− 1)ee−1 +

2
e
,

para todo N. Portanto, para N > 6

SN − RN > (N− 1)
[
ee−1 − eγ6

]
+

2
e
− 1

> 5
[
ee−1 − eγ6

]
+

2
e
− 1.

Utilizando estimativas numéricas, temos que ee−1 > 2, 0507, γ6 6 0, 68, eγ6 6 1, 9738.

Logo,

SN − RN > 5(0, 0769) +
2
e
− 1 > 0

para todo N > 6.

Aplicando N = 3, 4 e 5 diretamente em SN e RN, vemos também que SN > RN.

2.2.4 Demonstração dos Lemas 2.2.3 e 2.2.4

Demonstração do Lema 2.2.3

Inicialmente, note que
∫∞
N0
ec
∫t
0ψ(`)d`−tdt é uniformemente pequeno para todo ψ ∈ Kδ

quando N0 →∞. De fato, para cada ε > 0, tome N0 >> 0 para que, se t > N0, então

cδ
1
N t(N−1)/N

t
<

1
2

e

2e−N0/2 < ε.

Como
∫t
0 ψ(`)d` 6 t

N−1
N δ

1
N , obtemos∫∞
N0

ec
∫t
0ψ(`)d`−t 6

∫∞
N0

ecδ
1
N t(N−1)/N−tdt,

de onde ∫∞
N0

ec
∫t
0ψ(`)d`−tdt 6

∫∞
N0

e
t
2−t,

o que implica em ∫∞
N0

ec
∫t
0ψ(`)d`−tdt 6

∫∞
N0

e−
t
2

< ε.
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Com argumentos similares aos utilizados em (2.26) e (2.27) podemos mostrar que existe uma

função extremal ψ0 para

Sc,δ = sup
ψ∈Kδ

∫∞
0
ec
∫t
0ψ(s)ds−tdt.

Com efeito, para ψ ∈ Kδ, denote

I(ψ) =

∫∞
0
ec
∫t
0ψ(`)d`−tdt

e

IN0(ψ) =

∫N0

0
ec
∫t
0ψ(`)d`−tdt.

Seja (ψn)∞n=1 ⊂ Kδ uma sequência tal que I(ψn) converge para Sc,δ. Por hipótese, temos que

(ψn) é limitada em LN([0,∞)); portanto, a menos de uma subsequência, temos ψn ⇀ ψ0 em

LN([0,∞)) com ‖ψ0‖ 6 lim infn→∞‖ψn‖ 6 δ e, portanto, ψ0 ∈ Kδ. Consequentemente,

ψn|[0,N0] ⇀ ψ0|[0,N0] em LN([0,N0]); isto implica em

lim
n→∞

∫ t
0
ψn(s)ds =

∫ t
0
ψ0(s)ds

para todo t ∈ [0,N0] (cf. [19, Teorema 11]). Dado N0 > 0, sendo
∫t
0 ψn(s)ds 6 δ

1
NN

N−1
N

0

para t 6 N0, então segue do Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue 1.3.3 que

lim
n→∞

∫N0

0
e
∫t
0ψn(s)ds−t =

∫N0

0
e
∫t
0ψ0(s)ds−t = IN0(ψ0) > IN0(ψn) − ε.

Para N0 e n suficientemente grandes, temos

I(ψ0) > IN(ψ0) > IN(ψn) − ε > I(ψn) − 2ε.

Fazendo n→∞, temos I(ψ0) > Sc,δ − 2ε, para todo ε > 0, que implica em I(ψ0) = Sc,δ.

É simples verificar que podemos tomar ψ0 ∈ Kδ tal que
∫∞
0 ψ

N
0 dt = δ. De fato, pois se∫∞

0 ψ
N
0 (t)dt < δ, tomando h ∈ Kδ dada por

h =
δ

1
Nψ0

‖ψ0‖LN([0,∞))

temos
∫∞
0 h

Ndt = δ. Além disso, sendo ‖ψ0‖NLN < δ temos ψ0(t) 6 h(t) o que implica∫∞
0
ecψ0(t)−t 6

∫∞
0
ech(t)−tdt.

Logo, podemos trocar ψ0 por h, se necessário.
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Sejaψ0 ∈ Kδ uma função extremal não-negativa. Por Multiplicadores de Lagrange aplicado

ao funcional H(ψ0) =
∫∞
0 e

∫t
0ψ0(s)ds−tdt e ao vínculo g(ψ0) =

∫∞
0 ψ

N
0 dt − δ, existe uma

constante λ1 > 0 tal que, para toda v ∈ LN(0,∞),∫∞
0
ec
∫t
0ψ0(s)ds−t

(∫ t
0
v(s)ds

)
dt = λ1

∫∞
0
ψN−1

0 (t)v(t)dt.

Em particular, podemos concluir que para toda ξ ∈ C1
0(0,∞),∫∞

0
ec
∫t
0ψ0(s)ds−tξ(t)dt = λ1

∫∞
0
ψN−1

0 (t)ξ̇(t)dt. (2.35)

Como ec
∫t
0ψ0(s)ds−t ∈ C[0,∞), então a integral indefinida F(t) =

∫t
0 e
c
∫s
0ψ0(θ)dθ−sds é uma

função C1 em [0,∞) e Ḟ(t) = ec
∫t
0ψ0(s)ds−t. Lembrando que ξ ∈ C1

0(0,∞), de (2.35),

obtemos ∫∞
0
(F+ λ1ψ

N−1
0 )ξ̇(t)dt =

∫∞
0
(Fξ̇+ Ḟξ)dt =

∫∞
0

d

dt
(F(t)ξ(t))dt = 0.

Portanto, do Lema de Dubois-Reymond para R, temos:

F+ λ1ψ
N−1
0 = C q.t.p. em [0,∞)

e segue que φ = C−F é uma função C1 satisfazendo φ = λ1ψ
N−1
0 q.t.p. em [0,∞). Também

temos que φ̇ = −Ḟ < 0 sobre [0,∞). Daí, ganhamos que podemos tomar uma função C1

extremal para Sc,δ. Mais ainda, de Ḟ = −φ̇, obtemos a seguinte equação diferencial:

ec
∫t
0ψ0(s)ds−t = Lψ̇0(t)(ψ(t))

N−2,

isto é, para ϕ(t) =
∫t
0 ψ0(s)ds,

ecϕ(t)−t = Lϕ̈(t)(ϕ̇(t))N−2,

para alguma constante L.

Fazendo p(t) = cϕ(t) − t, obtemos

ep(t) = Lp̈(t)(ṗ(t) + 1)N−2, (2.36)

com p(t) satisfazendo ∫∞
0
(ṗ+ 1)Ndt = cNδ (2.37)

p(0) = 0; também de (2.37), ṗ(∞) = −1, p(∞) = −∞. (2.38)
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De fato, senão para algum ε0 > 0 pode-se encontrar um A > 0 tal que |ṗ(t) + 1| > ε0 para

t > A. E também, dado ε > 0 arbitrário,

p(∞) − p(0) =

∫∞
0
ṗ(t)dt

=

∫N0

0
ṗ(t)dt+

∫∞
N0

ṗ(t)dt

=

∫N0

0
ṗ(t)dt+

∫∞
N0

(ε− 1)dt.

Considerando as informações obtidas em relação à função p(t) vamos agora procurar

estimativas para a integral J =
∫∞
0 e

p(t)dt. Começaremos multiplicando (2.36) por ṗ(t) e

integramos em
∫∞
0 dt para obtermos∫ t

0
ṗ(t)ep(t)dt = L

∫ t
0
ṗ(t)p̈(t)(ṗ(t) + 1)N−2dt

= L

∫ t
0
u̇uN−2(u− 1)du

= L

[
1
N
(ṗ+ 1)N(t) −

1
N− 1

(ṗ+ 1)N−1(t)

]
+ C1.

Portanto,

ep(t) = L

[
1
N
(ṗ+ 1)N(t) −

1
N− 1

(ṗ+ 1)N−1(t)

]
+ C2. (2.39)

Fazendo t→∞, e usando (2.38) achamos C2 = 0. Comparando (2.36) e (2.39) obtemos

p̈(t) =
1
N
(ṗ+ 1)2(t) −

1
(N− 1)

(ṗ+ 1)(t). (2.40)

Da equação de Bernoulli, fazendo ṗ+ 1 = y−1, obtemos

ln
(
y−

(N− 1)
N

) ∣∣∣t
t0

=
1

N− 1
(t− t0).

Logo,

1+ ṗ(t) =
N

N− 1
(1+Met/(N−1))−1. (2.41)

A constante M será determinada através da igualdade

cNδ =

∫∞
0
(1+ ṗ(t))Ndt =

(
N

N− 1

)N
(N− 1)

(
log

1+M
M

−

N−1∑
i=1

1
i(1+M)i

)
, (2.42)
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a qual é justificada por:

De (2.41), e da mudança de variável r−1 =Met/(N−1)temos∫∞
0
(1+ ṗ(t))Ndt =

(
N

N− 1

)N ∫∞
0
(1+Met/(N−1))−N

=

(
N

N− 1

)N 1
N− 1

∫M
0
(1+

1
r
)−N

1
r
dr

=

(
N

N− 1

)N 1
N− 1

∫ 1
M

0

rN−1

(r+ 1)N
dr.

Agora, tomando convenientemente, r = z− 1 temos∫∞
0
(1+ ṗ(t))Ndt =

(
N

N− 1

)N 1
N− 1

∫ 1+M
M

1

1−
[
1− (z− 1)N−1

]
zN

dz

=

(
N

N− 1

)N 1
N− 1

(∫ 1+M
M

1

1
z
dz−

∫ 1+M
M

1

1− (1− 1/z)N−1

z
dz

)

=

(
N

N− 1

)N 1
N− 1

(
log

1+M
M

−

∫ 1+M
M

1

1
z2

N−2∑
i=0

(1− 1/z)idz

)

=

(
N

N− 1

)N 1
N− 1

(
log

1+M
M

−

N−1∑
i=1

1
i
(1− 1/z)i

∣∣ 1+MM
1

)

=

(
N

N− 1

)N 1
N− 1

(
log

1+M
M

−

N−1∑
i=1

1
i

1
(1+M)i

)
.

Substituindo t = 0 em (2.39), obtemos

1 =
L

N
(ṗ(0) + 1)N −

L

N− 1
(ṗ(0) + 1)N−1

=
L

N

(
PN

1+M

)N
−

L

(N− 1)

(
PN

1+M

)N−1

. (2.43)

Integrando diretamente (2.36) ganhamos

J =

∫∞
0
ep(t)dt

= L

∫∞
0
p̈(t)(ṗ(t) + 1)N−2dt

=
L

N− 1
(ṗ(t) + 1)N−1

∣∣∞
0

= −
L

N− 1

(
PN

1+M

)N−1

. (2.44)

Logo, de (2.41), (2.43) e (2.44) obtemos

J =
1+M
M

.
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Como 1+ ṗ(t) = cϕ̇(t) > 0, ganhamos 1+M > 0, e de J > 0 segue que M > 0.

De (2.42), quando cNδ→∞ tem-se M→ 0 e

J =
1+M
M

= exp

((
N− 1
N

)N−1 1
N
cNδ+

N−1∑
i=1

1
i

1
(1+M)i

)

6 exp

((
N− 1
N

)N−1 1
N
cNδ+

N−1∑
i=1

1
i

)
,

o que conclui a demonstração do Lema 2.2.3.

Demonstração do Lema 2.2.4

Nesta demonstração faremos como uma consequência do Lema 2.2.3 por meio de mudança

de variáveis. Suponhaw ∈ C1 com
∫∞
a
ẇN(t)dt 6 δ. Seja x = t−a, ψ(x) = w(x+a)−w(a)

então

w(t) = ψ(x) +w(a) para todo x > 0,

wPN(t) = (ψ(x) +w(a))PN 6 wPN(a) + PN(w
PN−1(a)ψ(x)) +ψPN(x). (2.45)

Como ψ(0) = 0,
∫∞
0 ψ̇

N(x) 6 δ, ganhamos ψ(x) =
∫x
0 ψ̇(s)ds 6 x

N−1
N

(∫∞
0 ψ̇

N(x)dx
) 1
N

6

x
N−1
N δ

1
N . Então

ψPN(x) 6 xδ
1

N−1 .

Considerando a mudança de variáveis y = (1−δ1/(N−1))x, c = PNwPN−1(a) e ϕ(y) = ψ(x),

de (2.45) temos∫∞
a

ew
PN(t)−tdt 6

∫∞
0
ew

PN(a)+PN(wPN−1(a)ψ(x))+ψPN(x)−(x−a)dx

= ew
PN(a)−a

∫∞
0
ePN(wPN−1(a)ψ(x))+ψPN(x)−xdx

= ew
PN(a)−a

∫∞
0
ecψ(x)+ψPN(x)−xdx

6 ew
PN(a)−a

∫∞
0
ecψ(x)−(1−δ

1
N−1 )xdx

= ew
PN(a)−a 1

(1− δ
1

N−1 )

∫∞
0
ecϕ(y)−ydy.

Como βN =
∫∞
0 ϕ̇

N(y)dy =
(∫∞

0 ψ̇
N(x)dx

)
(1 − δ1/(N−1))−N+1 6 δ(1 − δ1/(N−1))−N+1,

então, aplicando o Lema 2.2.3 provamos o que está afirmado no Lema 2.2.4.



Capítulo 3

Problemas maximizantes gerais

Neste capítulo consideraremos a existência de funções extremais para não-linearidades gerais

que tenham crescimento crítico e subcrítico em W1,N
0 (Ω). Mais precisamente, considere não-

linearidades F sob as seguintes hipóteses:

(F1) F ∈ C 1(R),

(F2) F é crescente sobre R+, e F(t) = F(|t|),

(F3) 0 6 F(t) 6 eαN|t|
N
N−1 − 1 para todo t ∈ R,

(F4) lim|t|→∞ e−αN|t|
N
N−1 F(t) existe.

Nesse sentido, dizemos que

F tem crescimento subcrítico se lim
t→∞

F(t)

eαN|t|
N

(N−1)
= 0;

por outro lado, dizemos que F tem crescimento crítico se

lim
t→∞F(t)e−αN|t|

N
(N−1)

= 1.

Considere

M = sup
‖u‖N61

∫
Ω

(eαN|u|N/(N−1)
− 1)dx.

e seja (un)
∞
n=1 uma sequência maximizante para M. Segundo o Teorema 1.3.9, se (un)

∞
n=1

converge fracamente para u 6= 0 em W 1,N
0 (Ω) e (|∇un|N)∞n=1 converge para uma função µ

na medida, então pelo Teorema de Vitali 1.3.8

M =

∫
Ω

(eαN|u|N/(N−1)
− 1)dx.

Ainda, se u = 0 e µ 6= δx0 vale M = 0, o que é falso, pois sabemos que M > 0. Resta

analizar o caso em que un ⇀ u e µ = δx0 . Nesse sentido, faremos a seguinte definição:

35
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Definição 3.0.8. Uma sequência un ⊂W1,N
0 (Ω) é uma sequência concentrada normalizada

se

a) ‖un‖N = 1,

b) un ⇀ 0 fracamente em W1,N
0 (Ω),

c) ∃x0 ∈ Ω tal que ∀ρ > 0 :
∫
Ω\Bρ(x0)

|∇un|Ndx→ 0.

Primeiro, consideraremos o comportamento da sequência
∫
Ω

F(un)dx com não-linearidades

F que tenham crescimento sub-crítico para sequências {un} concentradas normalizadas.

Teorema 3.0.9. Se F tem crescimento sub-crítico, então lim
n→+∞

∫
Ω

F(un)dx = 0 para

toda sequência concentrada normalizada (un)
∞
n=1.

Demonstração: Seja un uma sequência concentrada normalizada que tem o 0 ∈ Ω

como ponto de concentração; u > 0 (desde que ‖u‖N e F(u) não muda de sinal quando

substituímos u por |u|). Neste momento, utilizaremos, novamente, a técnica de simetrização

de Schwarz. Por construção

∫
BR(0)

F(u∗n)dx =
∫
Ω

F(un)dx,

e sabemos que

∫
BR(0)

|∇u∗n|Ndx 6
∫
Ω

|∇un|Ndx = 1.

Considerando zn = u∗n
‖u∗n‖N

> u∗n, conseguimos obter, usando monotonicidade de F(t),

∫
BR(0)

F(u∗n)dx 6
∫
BR(0)

F(zn)dx.

Portanto, é suficiente mostrar que∫
BR(0)

F(zn)dx = ωN−1

∫R
0
F(zn(ρ))ρN−1dρ→ 0.
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Equivalentemente, para provar que
∫R
0 F(zn(ρ))ρN−1dρ→ 0, usaremos uma mudança de

variáveis conveniente que transformará a integral radial em [0,R] em uma integral sobre a

semi-reta [0,+∞). Seja

ρN

RN
=

|x|N

RN
= e−t ⇒ ρN = RNe−t ⇒ ρ = Re

−t
N e,wn(t) = N

N−1
N ω

1
N

N−1zn(ρ).

Portanto (wn(t))
∞
n=1 é monótona crescente em [0,+∞). (Pois (zn(t))∞n=1 é monótona de-

crescente em t).

Note que

wn(t) = N
N−1
N ω

1
N

N−1zn(ρ).

implica em

ẇn(t) = N
N−1
N ω

1
N

N−1
dzn

dρ

dρ

dz
= N

N−1
N ω

1
N

N−1
dzn

dρ
(−
R

N
e

−t
N ).

Daí, ∫∞
0
|ẇn|

Ndt =

∫∞
0
NN−1ωN−1(

R

N
)Ne−t|

dzn

dρ
|Ndt

=

∫∞
0
ωN−1

RN

N
e−t|

dzn

dρ
|Ndt

=

∫R
0
ωN−1

1
N
ρN|

dzn

dρ
|NN

1
ρ
dρ

=

∫R
0
ωN−1ρ

N−1|
dzn

dρ
|Ndρ

=

∫
BR(0)

|∇zn(x)|Ndx,

onde a última igualdade é justificada pelo Teorema 1.3.4.
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Também temos que∫∞
0

F(α
1−N
N

N wn(t))e
−tdt =

∫∞
0

F(α
1−N
N

N α
N−1
N

N zn(ρ))e
−tdt

=

∫∞
0

F(zn(ρ))e−tdt

=
N

R

∫R
0
F(zn(ρ))e

t
N
ρN

RN
dρ

=
N

R

∫R
0
F(zn(ρ))

ρN−1

RN−1dρ

=
N

RN

∫R
0
F(zn(ρ))ρN−1dρ

o que pelo Teorema 1.3.4, implica em∫∞
0

F(α
1−N
N

N wn(t))e
−tdt =

N

RN
1

ωN−1

∫
BR

F(zn(x))dx

=
1

|BR|

∫
BR

F(zn(x))dx.

Como nós estamos considerando que as funções un(x) são concentradas em 0, a sequência

(zn(t))
∞
n=1 é concentrada no 0 e a sequência (wn(t))

∞
n=1 em +∞, isto é, para todo A > 0

fixado, temos
∫A
0 |ẇn|

Ndt→ 0. De fato, note que, dado R0 > 0,∃δ > 0 tal que∫
BR(0)\BR0(0)

|∇zn|Ndx =
1

‖u∗n‖NN

∫
BR(0)\Bδ(0)

|∇u∗n|Ndx

6
1

‖u∗n‖NN

∫
ω\Bδ(x0)

|∇un|Ndx→ 0

quando n→ +∞.

E, para todo A > 0,∫A
0
|ẇn(t)|

Ndt = ωN−1

∫R
R

e
t
N

|
d

dρ
zn(ρ)|

NρN−1dρ

=

∫
BR(0)\B R

e
t
N

(0)
|∇zn|Ndx→ 0

quando n→ +∞, em virtude do que se provou logo acima.

Agora, analisaremos os dois distintos casos seguintes:

CASO A: Seja an ∈ (0,+∞) o primeiro ponto com w
N
N−1
n (an) = an − 2 log(an) (se tal

an existir).

A partir do que foi provado na afirmação 2.2.6 e da hipótese (F3), dado ε > 0, tome η > 0

suficientemente pequeno e A arbitrariamente grande tal que 1
1−η(1−e

(η−1)A)+e−A−1 < ε.
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Para tais η e A, tome n0 ∈ N tal que se n > n0, então w
N
N−1
n (t) 6 t

( ∫A
0 |ẇn(s)|

Nds

) 1
N−1

6

ηt. Daí, ∫A
0
F(α

1−N
N

N wn(t))e
−tdt 6

∫A
0
(eαN|α

1−N
N

N wn(t)|
N
N−1

− 1)e−tdt

=

∫A
0
(eαN|α−1

N ||wn(t)|
N
N−1

− 1)e−tdt

=

∫A
0
(e|wn(t)|

N
N−1

− 1)e−tdt

=

∫A
0
(ewn(t)

N
N−1

− 1)e−tdt

=

∫A
0
(eηt − 1)e−tdt

=
1

η− 1
(e(η−1)A − 1) + (e−A − 1)

< ε.

Agora, considerando an como sendo o primeiro termo tal que w
N
N−1
n (t) > t−2 log t, então

dado ε > 0, tome A > 0 arbitrariamente grande e n ∈ N suficientemente grande tal que

−
1
an

+
1
A

+
1
ean

−
1
eA

< ε,

temos ∫an
A

F(α
1−N
N

N wn(t))e
−tdt

(F3)
6
∫an
A

(ew
N
N−1
n (t) − 1)e−tdt

6
∫an
A

(et−2 log t − 1)e−tdt

=

∫an
A

(e−2 log t − e−t)dt

=

∫an
A

(t−2 − e−t)dt

=
(
−

1
t
+ e−t

)∣∣an
A

= −
1
an

+
1
A

+
1
ean

−
1
eA

< ε.

Observação. Como, para todo n, wn é uma função crescente então an é o menor dos

pontos tais que w
N
N−1
n (t) = t− 2 log t. Notemos também que se t ∈ [A,an], então

w
N
N−1
n (t) 6 t− 2 log t.
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De fato, se existisse t0 < an tal que w
N
N−1
n (t0) > t0−2 log t0, considerando n suficientemente

grande, pelo que vimos acima, teríamos

w
N
N−1
n (A) 6 ηA < A− 2 logA,

para η > 0 suficientemente pequeno. Daí, pelo Teorema do Valor Intermediário, existiria um

ponto t1 ∈ [A, t0] tal que w
N
N−1
n (t1) = t1 − 2 log t1, o que entraria em contradição como fato

de an ser o primeiro ponto com tal propriedade.

Finalmente, para t ∈ [an,+∞), por w
N
N−1
n (t) ser crescente, temos

w
N
N−1
n (t) > an − 2 logan = w

N
N−1
n (an),

e portanto, pela hipótese de subcriticalidade sobre F > 0, nós temos que para todo ε > 0

fixado e s > an, existe n0 ∈ N tal que se n > n0 então

F(s)

eαNs
N
N−1 − 1

< ε,

isto é,

F(s) 6 ε(eαNs
N
N−1

− 1),

portanto, para n suficientemente grande∫+∞
an

F(α
1−N
N

N wn(t))e
−tdt 6 ε

∫+∞
an

ew
N
N−1
n (t)−tdt 6 εC,

onde C é a constante de Trudinger-Moser. Portanto, está provado o caso A.

Caso B: Para todo t ∈ R, nós temos w
N
N−1
n (t) < t − 2 log+ t. Então, com raciocínio

análogo ao caso A, temos:∫+∞
0

F(α
1−N
N

N wn(t))e
−tdt =

∫A
0
F(α

1−N
N

N wn(t))e
−tdt︸ ︷︷ ︸

=0 (no limite, pelocasoA)

+

∫+∞
A

F(α
1−N
N

N wn(t))e
−tdt

6
∫+∞
A

(ew
N
N−1
n (t) − 1)e−tdt

<

∫+∞
A

(et−2 log(t) − 1)e−tdt

=
1
A

− lim
θ→+∞

1
θ
+ lim
θ→+∞ e−θ − e−A → 0

para A arbitrariamente grande, e n→ +∞.
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Teorema 3.0.10. Se F tem crescimento subcrítico, então

sup
‖u‖N=1

∫
Ω

F(u)dx

é atingido.

Demonstração: Percebemos que se sup
‖u‖N=1

∫
Ω

F(u)dx = 0, então basta tomar F = 0 e

está provado. Agora, se sup
‖u‖N=1

∫
Ω

F(u)dx > 0, então do Teorema 3.0.9 não pode existir

uma sequência normalizada concentrada em um ponto x0, ou seja, satisfazendo as hipóteses

do Teorema 1.3.9, com u = 0 e µ = δx0 ∈ Ω, que seja maximizante, isto é, se existe

(hk)
∞
k=1, tal que

∫
Ω

F(hk)→ sup
‖u‖N=1

∫
Ω

F(u), quando n→∞, obtém-se que (hk)∞k=1 não é

uma sequência concentrada normalizada.

Logo, desde que exista (un)
∞
n=1 satisfazendo todas as hipóteses do Teorema 1.3.9 de

modo que podemos extrair uma subsequência, ainda denotando por (un)∞n=1 concluímos que,

ou u 6= 0 e, pela condição (iii) tem-se que
∫
Ω

F(un)dx→ sup
‖u‖N=1

∫
Ω

F(u) quando n→∞,

ou então, acontece a condição (ii) do mesmo teorema, implicando no mesmo resultado, onde

u será então um extremal.

Agora, consideraremos o crescimento crítico, nos restringindo ao casoΩ = B1(0), a bola unitá-

ria no Rn, estudando novamente o comportamento do funcional para sequências concentradas

normalizadas.

Teorema 3.0.11. Se F tem crescimento crítico, então

lim
n→+∞

∫
B1(0)

F(un)dx ∈ [0, e1+
1
2+···+

1
N−1 |B1(0)|]

para toda sequência concentrada normalizada (un)
∞
n=1. Em particular, existe uma sequên-

cia concentrada normalizada explícita (yn)
∞
n=1 com

lim
n→+∞

∫
B1(0)

F(yn)dx ∈ [0, e1+
1
2+···+

1
N−1 |B1(0)|].

Procederemos pelas seguintes etapas:

(1) Se (un)
∞
n=1 é qualquer sequência concentrada normalizada em W 1,N

0 (B1), então

lim
n→+∞

∫
B1

F(un)dx 6 e1+
1
2+···+

1
N−1 |B1(0)|.

(2) Daremos uma sequência concentrada normalizada (yn)
∞
n=1 explícita com

lim
n→+∞

∫
B1

F(yn)dx = e1+
1
2+···+

1
N−1 |B1(0)|.

Limite Superior
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Primeiro note que de (F3) e a transformação realizada na demonstração do Teorema 3.0.9,

chamando por conveniência wn = un, é suficiente mostrar que para toda sequência concen-

trada normalizada (un)∞n=1 ∈ C1[0,∞), isto é,
∫∞
0 |u ′n|

N = 1,
∫A
0 |u ′n|

N → 0, com un(0) = 0,

u ′n(t) > 0 (un(t) é crescente), nós temos

lim
n→∞

∫∞
0
(eu

N
N−1
n − 1)e−tdt 6 e1+

1
2+···+

1
N−1 , (3.1)

ou seja,

lim
n→∞

∫∞
0
eu

N
N−1
n −tdt 6 1+ e1+

1
2+···+

1
N−1 .

Mais precisamente, mostraremos que:

Se lim
n→∞

∫∞
0 e

u
N
N−1
n −tdt > 2, então {un} possui as seguintes propriedades:

(1) Se an ∈ [1,∞) denota o primeiro ponto com u
N

(N−1)
n (an) = an − 2 logan, então an →∞.

(2) lim
n→∞

∫∞
an
eu

N
N−1
n −tdt 6 e1+

1
2+···+

1
N−1 .

(3) lim
n→∞

∫an
0 eu

N
N−1
n −tdt = 1.

Demonstração: A estimativa em (6) decorre naturalmente dos itens (2) e (3).

Notemos que para n suficientemente grande temos a existência do ponto an tal que

u
N
N−1
n = an − 2 log+ an, pois, senão, então teríamos

u
N
N−1
n (t) < t− 2 log+(t)

para todo t (onde log+(t) = max{log+(t), 0}). De fato, como an é o primeiro, não pode

existir um outro ponto de modo que

u
N
N−1
n (t) > t− 2 log+(t),

pois se para esse ponto ocorresse a igualdade, teríamos uma contradição com o fato de an

ser o primeiro com tal propriedade e, se

u
N
N−1
n (t0) > t0 − 2 log+(t0),

para algum t0, então pelo CASO A

t0 − 2 log+(t0) < u
N
N−1
n (t0) < ηt0 < t0 − 2 log t0,
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para η arbitrariamente pequeno e n grande o suficiente.

Deste modo, obtemos

u
N
N−1
n (t) < t− 2 log+(t)⇒ u

N
N−1
n (t) − t < −2 log+(t)⇒ exp (u

N
N−1
n (t) − t) < exp (−2 log+(t)).

E portanto temos os seguintes casos:

Para t ∈ [0, 1], temos:

exp (u
N
N−1
n (t) − t) < exp 0 = 1;

Para t > 1:

exp (u
N
N−1
n (t) − t) < exp (log(t−2)) =

1
t2
.

De onde, temos no limite

lim
n→∞

∫∞
0

exp (u
N
N−1
n (t) − t) 6 lim

n→∞
∫ 1
0
1+ lim

n→∞
∫∞
0

1
t2

= 2,

o que contradiz a hipótese.

Notemos que para cada A > 0, nós podemos escolher números n0 e η > 0 de modo que

para todo t ∈ [0,A] e todo n > n0

u
N
N−1
n (t) 6 t

(∫A
0
|u
′

n|
Ndt

) 1
N−1

6 ηt < t− 2 log+ t. (3.2)

Isto implica que an > A para todo n > n0, e desde A é tomado arbitrário, temos que

an →∞ quando n→∞.

Para provar a propriedade (3), notemos que (3.2) também implica que un → ∞ uni-

formemente sobre conjuntos compactos. Usando o fato que an é o primeiro ponto tal que

u
N
N−1
n (an) = an − 2 log+ an, dado ε > 0 qualquer, de modo que

1
η− 1

[
e(η−1)A − 1

]
−

[
1
an

−
1
A

]
− 1 < 1+ ε,

para A arbitrariamente grande e n suficientemente grande, com A < an e η < 1 pequeno o

suficiente, temos:∫an
0
eu

N
N−1
n (t)−tdt 6

∫A
0
eu

N
N−1
n (t)−tdt+

∫an
A

eu
N
N−1
n (t)−tdt

=

∫A
0
eu

ηt
n −tdt+

∫an
A

e−2 log+ tdt

6
1

N− 1
eηt−t

∣∣A
0 +

∫an
A

1
t2
dt

=
1

η− 1
e(η−1)A −

1
η− 1

−
1
t2

∣∣an
A

=
1

η− 1
[
e(η−1)A − 1

]
−

[
1
an

−
1
A

]
< 1+ ε.
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Por outro lado, segue que∫an
0
eu

N
N−1
n (t)−tdt >

∫an
0
e−tdt = 1− e−an → 1 para an →∞.

Na demonstração da propriedade (2), utilizaremos o Lema 2.2.3, aplicando w(t) = un(t),

a = an e δ = δn =
∫∞
an

|u̇n|
Ndt. Portanto, temos∫∞

an

eu
PN
n (t)−tdt 6

1
(1− δ

1
N−1 )

eKne1+1/2+...+1/(N−1) (3.3)

onde

Kn = uPNn (an)

[
1+

1
N− 1

δn

(1− δ1/(N−1)
n )(N−1)

]
− an.

De Hölder,

uPNn (an) 6 an

(∫an
0

|u̇n|
Ndt

)1/(N−1)

e usando
∫∞
0 |u̇n|

Ndt = 1, obtemos

uPNn (an) 6 an

(∫∞
0
|u̇n|

Ndt−

∫∞
an

|u̇n|
Ndt

)1/(N−1)

6 an (1− δn)
1/(N−1) .

Portanto

δn 6 1−
uNn (an)

aN−1
n

= 1−
(
1−

2 log+(an)
an

)N−1

6 (N− 1)
2 log+(an)

an
→ 0 quando n→∞,

onde usamos zN−1 −wN−1 = (z−w)

N−2∑
i=0

wiz(N−2)−i, para qualquer z, w>0.

Além disso, lembrando que δn 6 1, note que∣∣∣∣∣ δn

N+ 1
(1− δ1/(N−1)

n )1−N − 1
δ
N/(N−1)
n

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣δ1/(−N+1)
n

N− 1
(
(1− δ1/(N−1)

n )1−N − 1
)∣∣∣∣∣

=
δ
1/(−N+1)
n

N− 1
(
(1− δ1/(N−1)

n )1−N − 1
)

6
(δn)

0

N− 1
(N− 1)(1− δ1/(N−1)

n )1−N

<
3
2

quando n→∞.

Portanto,
1

N− 1
δn

(1− δ1/(N−1))N−1 =
δn

N− 1
+ O(δN/(N−1)

n ),



Capítulo 3. Problemas maximizantes gerais 45

e também,∣∣∣∣∣∣∣∣
(
−2 log+(an)δn 1

(N−1) − 2 log+(an)O(δ
N

(N−1)
n ) + anO(δ

N
(N−1)
n )

)
((

logN(an)
an

) 1
(N−1)

)
∣∣∣∣∣∣∣∣

6

∣∣∣∣(−2 log+(an)δn
1

(N− 1)

)/((
logN(an)/an

) 1
(N−1)

)∣∣∣∣
+

∣∣∣∣(−2 log+(an)O(δ
N

(N−1)
n ) + anO(δ

N
(N−1)
n )

)/((
logN(an)/an

) 1
(N−1)

)∣∣∣∣
6

∣∣∣∣−2
δn

N− 1
log−1/(N−1)(an)a

1
N−1
n

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣(−2 log+(an)O(δ
N

(N−1)
n ) + anO(δ

N
(N−1)
n )

)/((
logN(an)/an

) 1
(N−1)

)∣∣∣∣
6 2

δn

N− 1

(
an

logan

)N−1

+

∣∣∣∣(−2 log+(an)O(δ
N

(N−1)
n ) + anO(δ

N
(N−1)
n )

)/((
logN(an)/an

) 1
(N−1)

)∣∣∣∣
6 4

(
log e
e

)N−2
N−1

+

∣∣∣∣(−2 log+(an)O(δ
N

(N−1)
n ) + anO(δ

N
(N−1)
n )

)/((
logN(an)/an

) 1
(N−1)

)∣∣∣∣
= 4

(
log e
e

)N−2
N−1

+

∣∣∣∣∣
(
−2 log+(an)O(δ

N
(N−1)
n ) + anO(δ

N
(N−1)
n )

)/(
O(δ

N
(N−1)
n )(δ

− N
(N−1)

n )

(
logN(an)
an

) 1
(N−1)

)∣∣∣∣∣
= 4

(
log e
e

)N−2
N−1

+

∣∣∣∣∣(−2 log+(an) + an
)/(

(δ
− N

(N−1)
n )

(
logN(an)
an

) 1
(N−1)

)∣∣∣∣∣
= 4

(
log e
e

)N−2
N−1

+

∣∣∣∣∣wPN(an)/
(
(δ

− N
(N−1)

n )

(
logN(an)
an

) 1
(N−1)

)∣∣∣∣∣
= 4

(
log e
e

)N−2
N−1

+ [2(N− 1)]PNa−1
n

< 4
(
log e
e

)N−2
N−1

+ [2(N− 1)]PN ,
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daí,

O

((
logN(an)
an

)1/(N−1))
= (−2 log+(an))

(
δn

N− 1
+ O(δN/(N−1)

n )

)
+ anO(δ

N/(N−1)
n ),

o que implica em

Kn = uPNn (an)

[
1+

1
N− 1

δn

(1− δ1/(N−1)
n )(N−1)

]
− an

= (an − 2 log+(an))

[
1+

1
N− 1

δn

(1− δ1/(N−1)
n )(N−1)

]
− an

= (an − 2 log+(an))
(
1+

δn

N− 1
+ O(δN/(N−1)

n )

)
− an

= −2 log+(an) + (an − 2 log+(an))
(

δn

N− 1
+ O(δN/(N−1)

n )

)
= −2 log+(an) + an

δn

N− 1
+ (−2 log+(an))

(
δn

N− 1
+ O(δN/(N−1)

n )

)
+ anO(δ

N/(N−1)
n )

= −2 log+(an) + an
δn

N− 1
+ O

((
logN(an)
an

)1/(N−1))

6 O

((
logN(an)
an

)1/(N−1))
.

Como an →∞, então lim
n→∞Kn 6 0. Portanto, obtemos de (3.3)

lim
n→∞

∫∞
an

eu
PN
n (t)−tdt 6 e1+

1
2+...+ 1

N−1 .

Sequências Concentradas Maximizantes

Nós consideraremos a função F(t) = eαNt
N/(N−1) , com Ω = B1(0). Procuramos en-

contrar uma sequência de funções concentradas normalizadas (un)∞n=1 ∈ C[0,∞] explícitas,

diferenciáveis por partes, com yn(0) = 0 e ẏn(t) > 0 e tal que

lim
n→∞

∫∞
0
ey

N/(N−1)
n (t)−tdt 6 e1+

1
2+...+ 1

N−1 .

Para cada n ∈ N seja δn = 2 logn
n

e seja

yn(t) =

 t
nt/N

(1− δn)(N−1)/N, 0 6 t 6 n;
N−1

(n(1−δn))1/N
log An+1

An+e−(t−n)/(N−1) + (n(1− δn))(N−1)/N, n 6 t.

(3.4)
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Antes de tudo, perceba que (yn(t))
∞
n=1 é contínua e diferenciável por partes; além disso,

temos ∫n
0
|ẏn(t)|

Ndt = (1− δn)N−1.

Agora, escolheremos An em (3.4) de modo que
∫∞
0 |ẏn|

Ndt = 1, isto é,∫∞
n

|ẏn|
Ndt = 1− (1− δn)N−1 = 1−

N−1∑
i=0

(
N− 1
i

)
(−δn)

i

= (N− 1)δn −

N−1∑
i=2

(
N− 1
i

)
(−δn)

i

= (N− 1)δn − σN(δ
2
n), (3.5)

onde

σN(s) =

 0, N = 2;

O(s), N > 2.

Mostraremos que uma escolha de An é possível, com

An =
1
n2

1
e1+1/2+···+1/(N−1) +

 O(1/n4), N = 2;

O(log2(n)/n3), N > 2.

(3.6)

De fato, considerando a mudança de variáveis s = t− n, obtemos∫∞
n

|ẏn|
Ndt =

∫∞
n

(N− 1)N

n(1− δn)

∣∣∣∣ ddt [log(An + 1) − log(An + e−(t−n)/(N−1))]

∣∣∣∣N dt
=

∫∞
n

(N− 1)N

n(1− δn)

∣∣∣∣ 1
N− 1

e−(t−n)/(N−1)

An + e−(t−n)/(N−1)

∣∣∣∣N dt
=

∫∞
0

(N− 1)N

n(1− δn)

∣∣∣∣ 1
N− 1

e−s/(N−1)

An + e−s/(N−1)

∣∣∣∣N ds.
Agora, fazendo r = es/(N−1), encontramos∫∞
0

(N− 1)N

n(1− δn)

∣∣∣∣ 1
N− 1

e−s/(N−1)

An + e−s/(N−1)

∣∣∣∣N ds =

∫∞
1

(N− 1)N

n(1− δn)

∣∣∣∣ 1
N− 1

r−1

An + r−1

∣∣∣∣N (N− 1)
r

dr

=

∫∞
1

(N− 1)
n(1− δn)

1
(Anr+ 1)N

1
r
dr.

Por último, tome ρ = 1
r
para obter

(N− 1)
n(1− δn)

∫∞
1

(N− 1)
n(1− δn)

1
(Anr+ 1)N

1
r
dr =

(N− 1)
n(1− δn)

∫ 0
1

ρ

(An
ρ

+ 1)N

(
−

1
ρ2

)
dρ

=
(N− 1)
n(1− δn)

∫ 1
0

ρN−1

(An + ρ)N
dρ
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Agora, consideremos a mudança de variáveis τ = (An + ρ)−1, de modo que

(N− 1)
n(1− δn)

∫ 1
0

ρN−1

(An + ρ)N
dρ =

(N− 1)
n(δn − 1)

∫ 1
An+1

1
An

(τ−1 −An)
N−1

τ−N+2 dτ

=
(N− 1)
n(1− δn)

∫ 1
An

1
An+1

(τ−1 −An)
N−1

τ−N+2 dτ

=
(N− 1)
n(1− δn)

∫ 1
An

1
An+1

1+ (1−Anτ)N−1 − 1
τ

dτ

=
(N− 1)
n(1− δn)

log τ
∣∣ 1
An

1
An+1

−
(N− 1)
n(1− δn)

∫ 1
An

1
An+1

1− (1−Anτ)N−1

τ
dτ.

Por último, tomemos s = 1− τAn, daí

(N− 1)
n(1− δn)

log
An + 1
An

−
(N− 1)
n(1− δn)

∫ 1
An

1
An+1

1− (1−Anτ)N−1

τ
dτ

=
(N− 1)
n(1− δn)

log
An + 1
An

−
(N− 1)
n(1− δn)

∫ 1
1+An

0

1− sN−1

1− s
ds

=
(N− 1)
n(1− δn)

log
An + 1
An

−
(N− 1)
n(1− δn)

N−1∑
j=1

(
1

1+An

)j 1
j

=
(N− 1)
n(1− δn)

(
log

An + 1
An

−

N−1∑
j=1

(
1

1+An

)N−j 1
(N− j)

)
.

Logo, por (3.5), temos

(N− 1)
n(1− δn)

(
log

An + 1
An

−

N−1∑
j=1

1
(1+An)N−j(N− j)

)

= (N− 1)δn − σN(δ
2
n) = (N− 1)

2 logn
n

+ σN

(
log2 n
n2

)
,

donde,

log
An + 1
An

−

N−1∑
j=1

1
(1+An)N−j(N− j)

=

(
2 logn+ σN

(
log2 n
n

))
(1− δN),

o que implica em

An + 1
An

= exp
(
2 logn+ σN

(
log2 n
n

)
(1− δN)

)
× exp

(
N−1∑
j=1

1
(1+An)N−j(N− j)

)
,
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e finalmente, considerando que ex = 1+ O(x), quando x→ 0, obtemos

An + 1
An

= exp
(
2 logn−

4 log2 n
n

+ σN

(
log2 n
n

)
+ σN

(
logn2

n

)
−2 logn
n

)
× exp

(
N−1∑
j=1

1
(1+An)N−j(N− j)

)

= n2 exp
(
−
log2 n2

n
+ σN

(
log2 n
n

)
+ σN

(
logn2

n

)
−2 logn
n

)
× exp

(
N−1∑
j=1

1
(1+An)N−j(N− j)

)

= n2 exp
(
−
log2 n2

n
+ σN

(
log2 n
n

)
+ σN

(
logn2

n

)
−4 log2 n

n

)
× exp

(
N−1∑
j=1

1
(1+An)N−j(N− j)

)

= n2
(
1+ O

(
log2 n
n

))
× exp

(
N−1∑
j=1

1
(1+An)N−j(N− j)

)

= n2
(
1+ σN

(
log2 n
n

))
× exp

(
N−1∑
j=1

1
(1+An)N−j(N− j)

)
.

Observemos que An deve ser tomada não-negativa para satisfazer yn(t), e segue da última

igualdade acima que An → 0 quando n→∞. Portanto,

An + 1
Ann2 =

(
1+ σN

(
log2 n
n

))
×

(
exp

N−1∑
j=1

1
(N− j)

+ exp

(
N−1∑
j=1

1
(1+An)N−j(N− j)

)
− exp

N−1∑
j=1

1
(N− j)

)
.

Note que, pelo Teorema do Valor Médio para números reais, existe
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cn ∈

(
N−1∑
j=1

1
(N− j)

,
N−1∑
j=1

1
(1+An)N−j(N− j)

)
tal que

∣∣∣∣∣
(
exp

N−1∑
j=1

1
(1+An)N−j(N− j)

− exp
N−1∑
j=1

1
(N− j)

)/( log2 n
n

)∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣ecn
(
N−1∑
j=1

1
(N− j)

−

N−1∑
j=1

1
(1+An)N−j(N− j)

)/( log2 n
n

)∣∣∣∣∣
6 ecn

N−1∑
j=1

∣∣∣∣( 1
(N− j)

−
1

(1+An)N−j(N− j)

)/( log2 n
n

)∣∣∣∣
= ecn

N−1∑
j=1

∣∣∣∣ 1− (1+An)N−j

(1+An)N−j(N− j)

/( log2 n
n

)∣∣∣∣
= ecn

N−1∑
j=1

(1+An)N−j − 1
(1+An)N−j(N− j)

/( log2 n
n

)

6 ecn
N−1∑
j=1

An(N− j)(1+An)N−j−1

(1+An)N−j(N− j)

/( log2 n
n

)

= ecn
N−1∑
j=1

An

(1+An)

(
n

log2 n

)

6 exp

(
N−1∑
j=1

1
(N− j)

)
N−1∑
j=1

An

(1+An)

(
n

log2 n

)

= exp

(
N−1∑
j=1

1
(N− j)

)
N−1∑
j=1

1
n2

1(
1+ σN(log2 n/n)

)
× exp

(
−

N−1∑
j=1

1
(1+An)

N−j
(N− j)

)(
n

log2 n

)

6 exp

(
N−1∑
j=1

1
(N− j)

)
N−1∑
j=1

1
n2

1(
1+ σN(log2 n/n)

) ( n

log2 n

)

= exp

(
N−1∑
j=1

1
(N− j)

)
N−1∑
j=1

1
n

1(
log2 n+ σN(log4 n/n)

) → 0

quando n→∞.
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Assim, exp
N−1∑
j=1

1
(1+An)N−j(N− j)

− exp
N−1∑
j=1

1
(N− j)

= O

(
log2 n
n

)
, de onde

An + 1
Ann2 =

(
1+ σN

(
log2 n
n

))
×

(
exp

N−1∑
j=1

1
(N− j)

+ exp

(
N−1∑
j=1

1
(1+An)N−j(N− j)

)
− exp

N−1∑
j=1

1
(N− j)

)

=

(
1+ σN

(
log2 n
n

))
×

(
exp

N−1∑
j=1

1
(N− j)

+ O

(
log2 n
n

))

= exp
N−1∑
j=1

1
(N− j)

+ O

(
log2 n
n

)
,

para n grande, com N > 3.

Para o caso em que N = 2, veja a referência [10], onde encontramos

An + 1
Ann2 = e+ O

(
1
n2

)
.

Logo,

An + 1
Ann2 = exp

(
N∑
j=2

1/(j− 1)

)
+

 O(1/n2), N = 2;

O(log2(n)/n), N > 3,

(3.7)

quando n é grande.

Isto mostra a validade de (3.6).

O Limite

Agora vamos calcular o limite de
∫∞
0 e

y
N/(N−1)
n −tdt.

Proposição 3.0.12. Seja {yn} a sequência em (3.4). Então∫∞
0
ey

N/(N−1)
n (t)−tdt→ 1+ e1+1/2+...+1/(N−1) quando n→∞.

Demonstração: (i) Da limitação superior provada acima, temos (desde que (yn)∞n=1 seja

uma sequência concentrada normalizada) que

lim
n→∞

∫∞
0
ey

N/(N−1)
n (t)−tdt 6 1+ e1+1/2+...+1/(N−1).
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Agora provaremos a outra desigualdade.

(ii) Começaremos mostrando que existe algum c > 0 tal que∫n
0
ey

N/(N−1)
n (t)−tdt > 1+

Γ(1+ N
N−1)

n1/(N−1) − c
logn

nN/(N−1) paran grande, (3.8)

onde Γ denota a função gama. De fato, como ex > 1+ x, obtemos∫n
0
ey

N/(N−1)
n (t)−tdt =

∫n
0
e(1−δn)(t

N/n)1/(N−1)−tdt

>
∫n
0

(
1+

(1− δn)tN/(N−1)

n1/(N−1)

)
e−tdt

= 1− e−n +
(1− δn)
n1/(N−1)

(∫∞
0
tN/(N−1)e−tdt−

∫∞
n

tN/(N−1)e−tdt

)
.

Segue de et/2 > tN/(N−1) para n suficientemente grande, obtemos

1− e−n +
(1− δn)
n1/(N−1)

(∫∞
0
tN/(N−1)e−tdt−

∫∞
n

tN/(N−1)e−tdt

)
> 1− e−n +

(1− δn)
n1/(N−1)

(∫∞
0
tN/(N−1)e−tdt−

∫∞
n

e−t/2dt

)
= 1− e−n +

(1− δn)
n1/(N−1) Γ

(
N

N− 1
+ 1
)
− 2

(1− δn)
n1/(N−1)e

−n
2

= 1+
Γ
(
N
N−1 + 1

)
n1/(N−1) −

δn

n1/(N−1) Γ

(
N

N− 1
+ 1
)
− 2

(1− δn)
n1/(N−1)e

−n
2 − e−n.

Provaremos agora que(
−

δn

n1/(N−1) Γ

(
N

N− 1
+ 1
)
− 2

(1− δn)
n1/(N−1)e

−n
2 − e−n

)
> −c

(
logn/nN/(N−1)) ,

para algum c > 0, ou equivalentemente,(
−

δn

n1/(N−1) Γ

(
N

N− 1
+ 1
)
− 2

(1− δn)
n1/(N−1)e

−n
2 − e−n

)/
− δn/2n1/(N−1) 6 c.

Realmente,como para cada ε1 > 0 e ε2 > 0 temos 4e
−n/2

δn
< ε1 e 2e−nn1/(N−1)

δn
< ε2 quando n

é grande, temos

− δn
n1/(N−1) Γ

(
N
N−1 + 1

)
− 2 (1−δn)

n1/(N−1)e
−n
2 − e−n

−δn/2n1/(N−1) = 2Γ(N/(N− 1) + 1)

+ 4(1/δn − 1)e−n/2 +
2e−nn1/(N−1)

δn

6 2Γ(N/(N− 1) + 1)

+ 4(1/δn)e−n/2 +
2e−nn1/(N−1)

δn

6 2Γ(N/(N− 1) + 1) + ε1 + ε2

= c.
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Com isso, provamos que∫n
0
ey

N/(N−1)
n (t)−tdt > 1+

Γ
(
N
N−1 + 1

)
n1/(N−1) − c

(
logn/nN/(N−1))

quando n→∞.

(iii) A seguir, mostraremos que

∫∞
n

ey
N/(N−1)
n (t)−tdt > exp

(
N∑
j=2

1/(j− 1)

)
+

 O(1/n2), N = 2;

O(log2(n)/n), N > 3.

(3.9)

Fazendo s = t− n e considerando

zn(s) =
N− 1

n1/N(1− δn)1/N
log

An + 1
An + e−s/(N−1) e dn = n(1− δn).

Então, da relação (1+ x)α > 1+ αx para x > −1 e α > 1,
∫∞
n
ey

N/(N−1)
n (t)−tdt torna-se∫∞

0
exp

([
dn

N−1
N + zn(s)

]N/(N−1)
− s− n

)
ds

=

∫∞
0

exp
(
dn

[
1+ zn(s)d

1−N
N
n

]N/(N−1)
− s− n

)
ds

>
∫∞
0

exp
(
dn

(
1+

N

(N− 1)
zn(s)d

1−N
N
n

)
− s− n

)
ds

=

∫∞
0

exp
(
dn +

N

(N− 1)
zn(s)d

1
N
n − s− n

)
ds

=

∫∞
0

exp
(
−2 logn+

N

(N− 1)
zn(s)(n− 2 logn)

1
N − s

)
ds

=

∫∞
0
n−2 exp

(
N log

(
An + 1

An + e−s/(N−1)

))
e−sds

=

∫∞
0
n−2

(
An + 1

An + e−s/(N−1)

)N
e−sds

=
(An + 1)N

n2

∫∞
0

e−s

(An + e−s/(N−1))N
ds

=
(An + 1)N

n2

∫∞
0

e−s

(Anes/(N−1) + 1)Ne−sN/(N−1)ds

=
(An + 1)N

n2

∫∞
0

es/(N−1)

(1+Anes/(N−1))N
ds.

Note que tomando r = e
s

N−1 , encontramos

(An + 1)N

n2

∫∞
0

es/(N−1)

(1+Anes/(N−1))N
ds =

(An + 1)N

n2 (N− 1)
∫∞
1

dr

(1+Anr)N
.
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E, fazendo u = 1+Anr, obtemos

(An + 1)N

n2 (N− 1)
∫∞
1

dr

(1+Anr)N
=

(An + 1)N

An

1
n2 (N− 1)

∫∞
1+An

du

uN

=
(1+An)
n2An

= e1+1/2+...+1/(N−1)

+

 O(1/n2), N = 2;

O(log2(n)/n), N > 3.
.

Portanto, ∫∞
n

ey
N/(N−1)
n (t)−tdt > e1+1/2+...+1/(N−1)

+

 O(1/n2), N = 2;

O(log2(n)/n), N > 3.

(3.10)

Finalmente,

lim
n→∞

∫∞
0
ey

N/(N−1)
n (t)−tdt > 1+ e1+1/2+...+1/(N−1).

3.1 Não-linearidades Gerais F

Suponha agora que F(t) é uma não-linearidade geral com crescimento crítico satisfazendo

as hipóteses de F1 até F3. Isso nos permite escrever

G(t) = F(t) + 1− eαNt
N/(N−1)

.

Daí,

G(t)

eαNt
N/(N−1) =

F(t)
eαNt

N/(N−1) − 1+
1

eαNt
N/(N−1) ,

donde concluímos que G(t) tem crescimento sub-crítico.

Portanto, dos Teoremas 3.0.9 e 3.0.11, temos que para toda sequência concentrada norma-

lizada (un)
∞
n=1

lim
n→∞

∫
Ω

F(un)dx = lim
n→∞

∫
Ω

(
eαNun

N/(N−1)
− 1
)
dx+ lim

n→∞
∫
Ω

G(un)dx

6 e1+1/2+...+1/(N−1)|B1|,
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enquanto para a sequência (yn)
∞
n=1 dada em (3.4) acontece

lim
n→∞

∫
Ω

F(yn)dx = lim
n→∞

∫
Ω

(
eαNyn

N/(N−1)
− 1
)
dx+ lim

n→∞
∫
Ω

G(yn)dx

= e1+1/2+...+1/(N−1)|B1|.

Teorema 3.1.1. Suponha que F satisfaz as hipóteses de (F1) a (F4) e a hipótese adicional

(F5) F(t) > eαN|t|N/(N−1)
− 1− λ|t|N/(N−1).

Então, para λ < αN, existe

CN,δ = sup
‖u‖N=1

∫
B1(0)

F(u)dx > e1+1/2+...+1/(N−1)|B1(0)|

e CN,δ é atingido.

Demonstração: Mostraremos que sob a condição (F4), obtemos

CN,δ = sup∫∞
0 |u̇|N=1

∫∞
0

F(α(1−N)/N
N u)e−tdt > e1+1/2+...+1/(N−1).

De fato, pelas estimativas (3.8) e (3.10) temos para n suficientemente grande∫∞
0
ey

N/(N−1)
n (t)−t =

∫n
0
ey

N/(N−1)
n (t)−t +

∫∞
n

ey
N/(N−1)
n (t)−t

> 1+
Γ
(
N
N−1 + 1

)
n1/(N−1) − c

(
logn/nN/(N−1))

+ e1+1/2+...+1/(N−1)

+

 O(1/n2), N = 2;

O(log2(n)/n), N > 3.
.

Além disso, podemos estimar o termo

λ

∫∞
0
|yn|

N/(N−1)e−tdt = λ

∫n
0

∣∣∣∣ t

nt/N
(1− δn)(N−1)/N

∣∣∣∣N/(N−1)

e−tdt

+ λ

∫∞
n

|yn|
N/(N−1)e−tdt

6
λ

n1/(N−1)

∫n
0
|t|N/(N−1)e−tdt+ λ

∫∞
n

|yn|
N/(N−1)e−tdt

6
λ

n1/(N−1)

∫∞
0
|t|N/(N−1)e−tdt+ λ

∫∞
n

|yn|
N/(N−1)e−tdt

= λ
Γ
(
1+ N

(N−1)

)
n1/(N−1) + λ

∫∞
n

|yn|
N/(N−1)e−tdt.

Agora tentaremos limitar o termo λ
∫∞
n
|yn|

N/(N−1)e−tdt de maneira conveniente.
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Afirmação 3.1.2. Seja c uma constante real qualquer. Então, para n suficientemente

grande, obtemos

λ

∫∞
n

∣∣∣∣ N− 1
(n(1− δn))1/N

log
An + 1

An + e−(t−n)/(N−1) + (n(1− δn))(N−1)/N
∣∣∣∣N/(N−1)

e−tdt

6 c
∫∞
n

ne−tdt.

Demonstração: De fato, considere n grande o suficiente para n(1 − δn) > 2 − 2 log 2,

An > 0, e também

λ

∫∞
n

∣∣∣∣ N− 1
(n(1− δn))1/N

log
An + 1

An + e−(t−n)/(N−1) + (n(1− δn))(N−1)/N
∣∣∣∣N/(N−1)

× e−tdt

6 λ

∫∞
n

(
N− 1

(n(1− δn))1/N
log

An + 1
An + e−(t−n)/(N−1) + (n(1− δn))(N−1)/N

)N/(N−1)

× e−tdt

6 λ

∫∞
n

(
N− 1

(2− 2 log 2)1/N
log

An + 1
An + e−(t−n)/(N−1) + n

(N−1)/N
)N/(N−1)

e−tdt

6 λ

∫∞
n

(
N− 1

(2− 2 log 2)1/N
log

An + 1
An

+ n(N−1)/N
)N/(N−1)

e−tdt

= λ

∫∞
n

(
N− 1

(2− 2 log 2)1/N
log
((

An + 1
n2An

)
n2
)
+ n(N−1)/N

)N/(N−1)

e−tdt

= λ

∫∞
n

(
N− 1

(2− 2 log 2)1/N

(
log
(
An + 1
n2An

)
+ 2 logn

)
+ n(N−1)/N

)N/(N−1)

e−tdt.

De (3.7), para n grande, existe ĉ > 0 tal que 1 < An+1
n2An

< ĉe1+1/2+...+1/(N−1), daí

λ

∫∞
n

(
N− 1

(2− 2 log 2)1/N

(
log
(
An + 1
n2An

)
+ 2 logn

)
+ n(N−1)/N

)N/(N−1)

e−tdt

6 λ

∫∞
n

(
N− 1

(2− 2 log 2)1/N
(
log ĉe1+1/2+...+1/(N−1) + 2 logn

)
+ n(N−1)/N

)N/(N−1)

× e−tdt.

Como

N− 1
(2− 2 log 2)1/N

log ĉe1+1/2+...+1/(N−1) 6 n(N−1)/N,

e também,

N− 1
(2− 2 log 2)1/N

2 logn 6 n(N−1)/N
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para n grande, obtemos

λ

∫∞
n

(
N− 1

(2− 2 log 2)1/N
(
log ĉe1+1/2+...+1/(N−1) + 2 logn

)
+ n(N−1)/N

)N/(N−1)

× e−tdt

6 λ

∫∞
n

(
3n(N−1)/N)N/(N−1)

e−tdt

= c

∫∞
n

ne−tdt.

Portanto,

λ
Γ
(
1+ N

(N−1)

)
n1/(N−1) + λ

∫∞
n

|yn|
N/(N−1)e−tdt 6 λ

Γ
(
1+ N

(N−1)

)
n1/(N−1) + c

∫∞
n

ne−tdt.

Logo, obtemos para λ < 1 e n suficientemente grande,

CN,δ = sup∫∞
0 |u̇|N=1

∫∞
0

F(α(1−N)/N
N u)e−tdt

>
∫∞
0

F(α(1−N)/N
N yn)e

−tdt

> e1+1/2+...+1/(N−1) + (1− λ)
Γ
(
1+ N

(N−1)

)
n1/(N−1)

− (ĉ+ c)
Γ
(
N
N−1 + 1

)
n1/(N−1) +

 O(1/n2), N = 2;

O(log2(n)/n), N > 3.

> e1+1/2+...+1/(N−1).

Como do Teorema 3.0.11, para toda sequência concentrada normalizada (un)∞n=1 emW1,N
0 (B1)

temos

lim
n→∞

∫∞
0

F(un(t))e−tdt 6 e
1+ 1

2+...+ 1
(N−1) ,

então não pode existir uma sequência concentrada normalizada que seja maximizante para

CN,δ. Também temos que, para p > 1,

1
|B1|

∫
Ω

exp
(
αNp|zn(x)|

N/(N−1))dx >
1
|B1|

∫
Ω

exp
(
αN|zn(x)|

N/(N−1))dx
>
∫∞
0

exp
(
α
1/N
N |wn(t)|

N/(N−1) − t
)
dt

>
∫∞
0

exp
(
α
1/N
N wN/(N−1)

n (t) − t
)
dt

>
∫∞
0

F
(

1
αN

(
α
1/N
N wn(t)

))
e−tdt

>
∫∞
0

F

(
1

α
(N−1)/N
N

wn(t)

)
e−tdt.
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Logo, ganhamos do Teorema 1.3.9 a existência de extremal, isto é, que CN,δ é atingido.



Capítulo 4

Aplicação a Problemas de Existência de

soluções para EDPs

As relações (2.1) e a dada pela Desigualdade de Trudinger-Moser são importantes no que

diz respeito à resolubilidade de equações diferenciais relacionadas a crescimento crítico, como

segue, respectivamente: −∆u = |u|2
∗−2u+ g(u) em Ω

u = 0 sobre ∂Ω,
(4.1)

e  −∆u = h(u)e4πu
2
= e4πu

2+log(h(u)) em Ω

u = 0 sobre ∂Ω,
(4.2)

onde g e h são funções com crescimento subcrítico:

g(s)

s2
∗−1 → 0 quando s→∞ e

log(h(s))
s2

→ 0 quando s→∞,

respectivamente.

Soluções fracas de (4.1) são dadas pelos pontos críticos do funcional

I(u) =

∫
Ω

1
2
|∇u|2 − 1

2∗
|u|2

∗
−G(u)dx

onde G(s) =
∫s
0 g(r)dr. Como não há existência de extremais no caso crítico de Sobolev,

como dito no início do Capítulo 2, então podemos encontrar alguns níveis de não-compacidade

que a condição de Palais-Smale falha para o funcional I(u). No famoso artigo [5] de Brezis

e Nirenberg, superou-se tais obstáculos utilizando sequências de funções especiais obtidas de
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sequências maximizantes para (2.1), que eram funções concentradas explícitas convergindo

fracamente para zero.

Foi mostrado em [3] por Adimurthi e em [11] que métodos similares podem ser empregados

para provar resultados de existência para (4.2). De fato, considerando o funcional associado

à equação (4.2)

T(u) =

∫
Ω

1
2
|∇u|2 − F(u)dx (4.3)

onde F(s) =
∫s
0 h(r)e

4πr2dr, novamente, encontramos níveis de não-compacidade, entretanto,

diferentemente do caso Sobolev, aqui no caso p = N há existência de extremal para α = αN,

em particular, α = 4π. Para o caso Trudinger-Moser, não existem sequências concentradas

maximizantes convergindo para extremais. Portanto, encontramos dificuldades na obtenção

de resultados de existência ótimos. A sequência utilizada em [3] por Adimurthi e em [11] é a

denominada sequência de Moser

zn(t) =
1√
2π


(logn)1/2 se 0 6 |x| 6 1

n
log 1

|x|

(logn)1/2 se 1
n
6 |x| 6 1

0 se |x| > 1,

(4.4)

que foi proposta por J. Moser em [28] para provar que ocorre igualdade na Desigualdade de

Trudinger-Moser com respeito à constante 4π no expoente. Esta sequência satisfaz

lim
n→∞

∫
Ω

(e4πu
2
n−1)dx = 2π, (4.5)

enquanto a sequência concentrada explícita {yn} com ‖yn‖ = 1 mencionada no Teorema

3.0.11 satisfaz

lim
n→∞

∫
Ω

(e4πu
2
n−1)dx = eπ. (4.6)

Seguiremos as mesmas ideias da demonstração de existência de soluções para a equação (4.2)

utilizadas em [11], ou seja, dependendo do valor do limite (4.5) acima. Melhoraremos o

resultado obtido usando o limite (4.6). Formalizando o raciocínio, devemos provar o seguinte:

Teorema 4.0.3. Assuma que h ∈ C(R) e seja f(s) = h(s)e4πs2. Assuma que

(H1) f(0) = 0,

(H2) ∃s0 > 0 e ∃M > 0 tal que

0 < F(s) =
∫s
0
f(r)dr 6M|f(s)| ∀|s| > s0, e
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(H3) 0 < F(s) 6 1
2f(s)s, ∀s ∈ R− {0}, ∀x ∈ Ω.

Então a equação (4.2) tem uma solução desde que

lim
s→∞h(s)s = β >

1
eπ

. (4.7)

É interessante relatar que em [11] foi provado que (4.2) tem uma solução desde que

lim
s→∞h(s)s = β >

1
2π

.

Também, indicamos a referência [9] para ver resultados de não-existência de soluções para

(4.2).

Demonstração do Teorema 4.0.3

Nos restringiremos ao caso radial, isto é, Ω = B1(0) ⊂ R2. Considere o funcional

I(u) =

∫
B1(0)

[
1
2
|∇u|2 − F(u)

]
dx,

onde F(s) está como no Teorema 4.0.3.

Sabe-se de [11] que este funcional satisfaz a condição de Palais-Smale (PS)c para c < 1
2 .

Considerando o que foi realizado na demonstração do Teorema 3.0.9, podemos assumir que

un é radialmente simétrica, e então podemos reescrever o funcional em coordenadas radiais

da forma:

I(u) =

∫ 1
0

[
1
2
|ur|

2 − F(u)

]
2πrdr.

Note que ao cancelarmos o termo 2π no funcional acima, teremos
∫1
0

[
1
2 |ur|

2 − F(u)
]
rdr que

satisfaz a condição de Palais-Smale (PS)c para c < 1
4π . Agora, faremos mudança de variáveis

para transformar o intervalo (0, 1) no intervalo (0,+∞):

Seja

r = e−t/2, dr = −
1
2
e−t/2dt, ut = ur

dr

dt
= −

1
2
u−t/2
r ,

de onde obtemos ∫+∞
0

[
1
2
|2utet/2|2 − F(u)

]
1
2
e−tdt.

Multiplicando este funcional por 2, ganhamos o funcional

L(u) =

∫+∞
0

[
2|ut|2 − F(u)e−t

]
dt, (4.8)
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o qual satisfaz a condição de Palais-Smale (PS)c para c < 1
2π .

Para concluir nossas modificações convenientes, substituímos y =
√
4πu e multiplicamos L(u)

por π para conseguir

T(y) =

∫+∞
0

[
1
2
|yt|

2 − πF

(
1

2
√
π
y

)
e−t
]
dt, (4.9)

que satisfaz (PS)c para c < 1
2 .

Depois de obtermos que o funcional T(u) satisfaz (PS)c para c < 1
2 , agora vamos mostrar

que ele possui um nível crítico c com c < 1
2 desde que h fornecido nas hipóteses satisfaça

lim
s→∞h(s)s = β >

1
eπ

em (4.7).

Teorema 4.0.4. Suponha que f(s) = h(s)e4πs2 satisfaz as hipóteses H1 −H3, e assuma

também que lim
s→∞h(s)s = β >

1
eπ

. Então T(u) tem nível crítico abaixo de 1
2 .

Demonstração: Como em [11] usaremos o Teorema do Passo da Montanha 1.4.2. É

suficiente provar que existe w ∈ H1
0, ‖w‖ = 1 de modo que max

t>0
T(tw) <

1
2
. Em [11] utilizou-

se a sequência de Moser para a construir a demonstração, com a condição lim
s→∞h(s)s = β >

1
2π

. Aqui, usaremos {yn}.

Suponhamos, por contradição, que para todo n ∈ N, tem-se

max
s>0

T(syn) =

∫+∞
0

[
1
2
s2|ẏn|

2 − πF

(
1

2
√
π
syn

)
e−t
]
dt >

1
2
,

com esse máximo acontecendo em s = sn.

Assim,

1
2

∫+∞
0

s2n|ẏn|
2dt >

1
2
,

e portanto,

s2n

∫+∞
0

|ẏn|
2dt > 1.

Observando que ∫+∞
0

|ẏn|
2dt = (1− δn)2−1 + (2− 1)δn = 1,

concluímos que

s2n > 1.
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Desde que
d

ds
T(syn)

∣∣
s=sn

= 0, então temos para n suficientemente grande, usando a condi-

ção (4.7),

Ṫ(syn)
∣∣
s=sn

= s

∫+∞
0

|ẏn|
2dt− π

1
2
√
π

∫+∞
0

ynḞ
(

1
2
√
π
syn

) ∣∣
s=sn

e−tdt = 0

Daí, de H2:

sn =

√
π

2

∫+∞
0

ynf

(
1

2
√
π
snyn

)
e−tdt,

o que implica em

s2n =

√
π

2

∫+∞
0

snynf

(
1

2
√
π
snyn

)
e−tdt,

ou seja,

s2n =

√
π

2

∫+∞
0

snynh

(
1

2
√
π
snyn

)
e4π

s2ny2n
4π e−tdt,

de modo equivalente,

s2n =

√
π

2

∫+∞
0

snynh

(
1

2
√
π
snyn

)
e(s

2
ny

2
n−t)dt.

Assim, concluímos que

s2n = π

∫+∞
0

h

(
1

2
√
π
snyn

)
sn

2
√
π
yne

(s2ny2
n−t)dt. (4.10)

Dado ε > 0, existe n0 ∈ N tal que se n > n0, então para t > n, em (4.10), obtemos

s2n > (β− ε)π

∫+∞
n

e(s
2
ny

2
n−t)dt

> (β− ε)π

∫+∞
n

es
2
n(n−2 logn)−tdt.

Agora mostraremos que s2n → 1 quando n → ∞, agindo por contradição. Para isto, supo-

nhamos que existe uma subsequência (snj)
∞
j=1 de (sn)

∞
n=1 tal que para algum δ > 0 tem-se

s2nj > 1+ δ. Daí,

snj > (β− ε)π

∫+∞
nj

e
s2nj

(nj−2 lognj)−tdt

> (β− ε)π

∫+∞
nj

e(1+δ)(nj−2 lognj)−tdt

= (β− ε)πenjδ−(1+δ)2 lognj

> (β− ε)πe
√
nj(
√
njδ−lognj)

> (β− ε)πe
√
nj →∞
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quando j→∞.

Logo encontraríamos, utilizando H3, que max
s>0

T(syn)
∣∣
s=sn

→ −∞ quando n→ +∞, o que

contradiz max
s>0

T(syn) >
1
2
. Portanto, temos

s2n → 1.

Agora, realizaremos uma estimativa mais precisa: Fixe A > 0. Construa [0,bn) = {t ∈

[0,∞) : snyn(t) < A}. Como yn(t) = t√
n

√
1− δn → ∞, t > 0 fixado, concluímos que

snyn(t)→ 0 (nas mesmas condições), e daí,

bn →∞.

Portanto, temos para bn > n e t > bn que

s2n = π

∫+∞
0

f

(
1

2
√
π
snyn

)
sn

2
√
π
yne

−tdt

= π

∫bn
0
f

(
1

2
√
π
snyn

)
sn

2
√
π
yne

−tdt

+ π

∫+∞
bn

f

(
1

2
√
π
snyn

)
sn

2
√
π
yne

−tdt

> π

∫bn
0
f

(
1

2
√
π
snyn

)
sn

2
√
π
yne

−tdt

+ (β− ε)π

∫+∞
bn

es
2
ny

2
n−tdt

= π

∫bn
0
f

(
1

2
√
π
snyn

)
sn

2
√
π
yne

−tdt

+

(
(β− ε)π

∫+∞
0

es
2
ny

2
n−tdt− (β− ε)π

∫bn
0
es

2
ny

2
n−tdt

)
(4.11)

Perceba que a última integral em (4.11) vai para 1, pois,

1− e−bn =

∫bn
0
e−tdt 6

∫bn
0
es

2
nu

2
n−tdt 6

∫bn
0
es

2
ny

2
n−tdt

com yn convergindo para a função extremal.

Agora note que ∀n ∈ N, dado ε > 0, escolhendo bε suficientemente próximo de bn, obtemos∫bn
bε

es
2
ny

2
n−tdt 6 es

2
nA

2
∫bn
bε

e−tdt 6
ε

2
.

E também, lembrando que para t ∈ [0,bε], yn(t) = t√
n

√
1− δn 6 bε√

n

√
1− δn = τn, com

τn → 0 uniformemente em [0,bε], podemos escolher N0 suficientemente grande, de maneira

que ∫bε
0
es

2
ny

2
n−tdt 6 es

2
nτ

2
n

∫bε
0
e−tdt 6 1+

ε

2
para n > N0.
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Para a segunda integral em (4.11), veja que∣∣∣∣π ∫bn
0
f

(
1

2
√
π
snyn

)
sn

2
√
π
yne

−tdt

∣∣∣∣
6
∫bn
0

∣∣∣∣f( 1
2
√
π
snyn

)
sn

2
√
π
yne

−t

∣∣∣∣dt
=

∫∞
0

∣∣∣∣f( 1
2
√
π
snyn

)
sn

2
√
π
yne

−tχ[0,bn]

∣∣∣∣dt.
Observando que dado ε > 0, existe Nε grande, de modo que se n > Nε, então

∣∣∣ sn2
√
π
yn

∣∣∣ < ε,
e da continuidade de f, em particular, numa vizinhança de zero, encontramos∣∣∣∣f( 1

2
√
π
snyn

)
sn

2
√
π
yne

−tχ[0,bn]

∣∣∣∣ 6 εe−t < e−t.
Como

f

(
1

2
√
π
snyn(t)

)
sn

2
√
π
yn(t)e

−tχ[0,bn] → 0 q.t.p. em [0,bn),

temos pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue que∫∞
0

∣∣∣∣f( 1
2
√
π
snyn

)
sn

2
√
π
yne

−tχ[0,bn] − 0
∣∣∣∣dt→ 0,

quando n→∞.

Portanto, temos no limite, usando o Teorema 3.0.11 para N = 2, que

1 = lim
n→∞ s2n > (β− ε)π

[
lim
n→∞

∫+∞
0

es
2
ny

2
n−tdt− 1

]
> (β− ε)π

[
lim
n→∞

∫+∞
0

ey
2
n−tdt− 1

]
= (β− ε)πe.

Daí,
1
πe

> β− ε,

o que contradiz a hipótese de β > 1
πe

para ε > 0 escolhido suficientemente pequeno.
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