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Resumo

Neste trabalho estudamos a Trivialidade Bilipschitz de familias de germes de fun¢des ana-
liticas, bem como a influéncia da Filtragdo de Newton para que ocorra a Trivialidade Bilipschitz.
Usamos a existéncia de solugdes de campos de vetores controlados para obter estimativas do
valor da filtracdo de Newton de aplica¢des polindmiais 6 : R"™ — RP para que as deformagdes
ft = f +t- 0 sejam trivialmente bilipschitz onde f : R™ — R? é um germe de aplicagdo polino-
mial satisfazendo uma condigdo especifica com relagdo a algum Poliedro de Newton.

Palavras-Chave: Singularidades, Poliedro de Newton, Fung¢des Bi-Lipschitz.



Abstract

In this work, it was studied the Bilipschitz Triviality of germ families regarding analytical
functions as well as Newton Filtration influence on such trivialities. It was used the solution
of controlled vectors field to estimate values of Newton Filtration of polynomials applications
¢ : R® — RP in order to have deformations f; = f + ¢ - 6 being trivial bilipschitz where
f: R™ — RP is a germ of polynomial application satisfying a specific condition with regard to
some Newton polyhedral.



Introducao

Inicialmente introduzimos conceitos preliminares de anéis de polindmios e médulos com
o intuito de tornar o texto mais acessivel e diddtico para uma primeira leitura por alunos de
graduagdo. Este capitulo pode ser omitido, se necessério, partindo se assim do capitulo que
trata de uma introdugdo a Teoria de Singularidades onde definimos os conceitos de germes
de aplicagdes suaves, acdo de grupos, a R-equivaléncia de germes em &) e caracterizamos os
polindmios quase-homogéneos.

Além disso, definimos o conceito de Poliedro de Newton de um germe analitico

o0
f:RE SR, f= g apz® coma™ = 2 - xh? -2t e a, €R.
neNk

Em seguida definimos a fungdo controle p(z) associada a f, com o objetivo de averiguar as
implicagdes que a Filtracdo de Newton tém sobre alguns germes de funcédo analitica.
Finalmente introduzimos o conceito da bilipschitz-R-Equivaléncia e da trivialidade bilips-
chitz, mostrando por fim uma condicdo suficiente para que esta dltima ocorra em germes poli-
nomiais. Na artigo de Fernandes e Ruas [16] os autores encontram uma condicao, a saber

a+2b+3c>17,

para que no exemplo de Briangon-Speder [17] a familia

fil@,y,2) = flz,y, 2) +t-a%ybz°

seja trivialmente bilipschitz. Através do resultado principal desta dissertacdo mostraremos ca-
sos que ndo satisfazem a condi¢do acima, mas que a familia ainda seja trivialmente bilipschitz.
Citaremos algumas situagdes que ndo satisfazem o teorema principal deste trabalho, mas que
satisfazem a condigdo a + 2b + 3¢ > 17 aumentando a extensdo de familias trivialmente bilips-
chitz conhecidas.

Deixamos em Apéndice a demonstragdo da existéncia do campo de vetores utilizado no re-
sultado principal, bem como outros resultados que consideramos importantes mas que podem
ser suprimidos, com o intuito de dar fluidez ao texto.
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Capitulo 1

Conceitos Preliminares

O objetivo desta secdo é familiarizar o leitor com os elementos de dlgebra comutativa, re-
quisitos necessdrios para o entendimento dos capitulos seguintes.

1.1 Anéis de Polinomios

Definicdo 1.1.1 Seja(A, +,-) um anel comutativo. Um polinbmio numa varidvel sobre A é uma
sequéncia (ag, ai, ..., an,...), onde a; € A para todo indice e onde a; # 0 somente para um niimero
finito de indices.

Seja A = { polindmios em uma varidvel sobre A}. No conjunto A, definimos as operagoes:

P:AxA — A
((ao,al,...,an,...),(bg,bl,...,bn,...)) — (ag+b0,a1+b1,...,an—|—bn,...)

O:AxA — A

((CLQ, A1y eeey Qpyy ), (bo, bl, ceny bn, )) —> (Co, Cly.ery Cn, )

onde

co = apbo
c1 = a0b1 + a1b0

cn = apby, + a1by—1 + agbp_2 + -+ + ap_1b1 + anbo

A verificacdo de que (A, @, ®) é um anel é relativamente simples e por isso serd omitida.

Temos que o elemento neutro aditivo é o elemento (0,0, - - - ,), 0 elemento neutro multiplicativo
é o elemento (1,0,---,0) e o inverso de (ap, a1, - ,an,---) com respeito a & é o elemento
(—ao, —a1, -+, —an, ).

A multiplicagdo de A é comutativa, pois a multiplicacdo de A é comutativa e usando as
defini¢des de © e ©® temos que:

0,..,0, an ,0,..)=(an,0,0,..)®(0,..,0, 1 ,0,..)
lugar n+1 lugar n+1

e que
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lugar n+1

portanto

(CLO,CLl,"' 7aTL7"') - (ao,O,O,“-)@[(a1,0,0,~--)®(0,1,0,0,---)]69
@[(a2,0,0,~-)@(0,1,0,0,---)2]@--'@[(an,0,0,~-)@(0,1,0,0,‘--)”].
Convencionando x para o elemento (0, 1,0, - - ), a; para o elemento (a;, 0,0, - - -), além de +

e - para @ e ® respectivamente, quando ndo houver confusdo em qual anel esta se realizando a
operacdo. Podemos escrever, desta forma, o elemento

(ag,ar, -+ an, =) =ap+a1w + -+ apa"
onde a;z* = a; ® z*. Desta forma o anel
o .
A= {Zaixl |n€Nea; € A}.
i=1
é 0 anel de polinémios numa varidvel sobre A o qual serd denotado por A[z].
Defini¢do 1.1.2 Seja A um anel e seja f(x) = ag+ a1z + - - - + apa™ € Alx] com a,, # 0. O inteiron
se chama grau de f(z). O coeficiente a,, se chama coeficiente lider de f(x). Quando o coeficiente lider

forigual a 1, o polindmio f(x) é dito monico.

Por indugédo, podemos definir o anel de polinémios em k varidveis sobre o anel A do se-
guinte modo:

A[:El,wz, cee ,xn] = {A[xl,xg, s ,%@—1]} [xn]

Da comutatividade de A, temos que a ordem das varidveis também é comutativa, por exemplo
Alzy, x2] = Alze, x1].

Definigao 1.1.3 Um ideal P em A é dito primose P # Aesexy € P = x € Pouy € P.

Definicao 1.1.4 Um ideal M é dito maximal se M # A e se ndo existe ideal T tal que M C T C A.
Entio M =Zoul=A

Equivalentemente temos:
P é primo < A/P é um dominio de integridade; M é maximal < A/M é um corpo.

Lema 1.1.5 (Lema de Zorn)(ver Dugundji [3], pag. 31-32): Seja ¥ um conjunto parcialmente orde-
nado tal que toda cadeia em X possui uma cota superior. Entdo ¥ possui um elemento maximal.

Teorema 1.1.6 Todo anel A ndo-nulo, comutativo e com a unidade 1, tém pelo menos um ideal maximal.
Demonstragdo: Seja €2 o conjunto de todos os ideais diferentes de A, ou seja,

QO={TCA|T+A}.
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Note que 0 € Q, entdo Q # ) e Q com a relagdo de inclusdo é parcialmente ordenado.

Seja {Z,},ec; uma cadeia em Q e ¥ = U I,. Afirmamos que ¥ é ideal de A, pois dados

acl
x,y € X, temos que existem o, 3 € L tais que x € Z, e y € Ig. Desta forma temos = +y €

ZoUZs C X. Além disso dados a € Aex € ¥ existe a € L, tal que = € Z,, portanto ax € Z, e
consequentemente ax € X.

Atenteque Z, C X, Va € Leque X C ), pois X # Aja que 1 £ ¥, visto que isto implicaria
1 € Z,, para algum o € L. Desta forma temos que X é cota superior de 2. Logo, pelo Lema de
Zorn existe M € () elemento maximal. Como M é ideal e elemento maximal pela relacao de
inclusdo, temos que M é um ideal maximal.

Corolario 1.1.7 Seja A anel comutativo com a unidade. Se T # A é um ideal de A, entdo existe um
ideal maximal de A que contém I, além disso, todo elemento ndo invertivel estd contido em um ideal
maximal.

Demonstra¢dao: Consideremos o anel A/Z. Temos pelo teorema 1.1.1 que A/Z tém pelo menos
um ideal maximal. Seja M tal ideal, seus elementos sdo da forma z = x + Z, note que M pode
ser visto como ideal de A ao se considerar para cada classe Z como a soma do elemento = com
todos os possiveis elementos de 7 e se este ndo for maximal em A, entdo temos que existe um
N ideal de A que contém M. Mas isto significa que N +Z = {z+i |z € Nei € T} éideal de
A/T contendo M, contradizendo assim sua maximalidade em A/Z. Logo este é maximal em A
e contém Z. A outra parte do coroldrio é feita aplicando a primeira parte ao ideal gerado pelo
elemento ndo invertivel.

|
Definicado 1.1.8 Um anel que possui apenas um ideal maximal é chamado de anel local.

Definicdo 1.1.9 Definimos o radical de Jacobson de um anel A, como sendo a intersecio de todos os
ideais maximais de A, isto é,

Jac(A) = (| M
MeA

onde M é um ideal maximal de A.

Teorema 1.1.10 Seja A um anel comutativo com a unidade 1. Entdo se x € A ndo for invertivel existe
um ideal maximal M de A que contém x.

Demonstragao: Seja €2 o conjunto de todos os ideais préprios de A que contém z. Temos que
2 com a relagdo de inclusao é parcialmente ordenado. Seja ¥ = | J I, onde I, € Q2 para cada ¢,
temos X um ideal de A e cota superior de (2, ja que Va,z € I, = x € X. Logo pelo Lema de
Zorn, () tém um elemento maximal M, que é um ideal maximal de A e contém z, concluindo a
demonstracéo.

Teorema 1.1.11 Seja A um anel comutativo com a unidade 1. Entdo x € Jac(A) < 1—xy é invertivel
em A para todoy € A.
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Demonstra¢do: Suponha que z € Jac(A) e que 1 — zy ndo é invertivel. Pelo Corolario 1.1.7
temos que 1 — zy estd contido em um ideal maximal M. Mas =z € Jac(A) C M. Portanto
xy € M,dai 1 = (1 — 2y) + 2y € M o que é um absurdo. Reciprocamente, suponha que
(1 — zy) é invertivel Yy € A e que = & Jac(A), entdo = ¢ M para algum M maximal. Portanto
z € A/M é diferente de 0. Como M é maximal A/M é corpo, dai existe § € A/M tal que
z -y =1, 0que implica barl — zy = 0 e dai temos que 1 — xy nédo é invertivel.

Proposicdo 1.1.12 Seja A um anel e M um ideal proprio de A tal que todo x € A— M é invertivel em
A. Entdo A é um anel local e M é um ideal maximal.

Demonstracdo: Seja [ ideal de A, entdo I é composto de elementos ndo invertiveis e dai temos
I ¢ M . Logo M é o tinico ideal maximal de A.

Proposicao 1.1.13 Seja A um anel e M um ideal maximal de A, tal que todo elemento de 1+ M
= {1+ x;2 € M } é invertivel em A. Entido A é um anel local

Demonstragao: Seja v € A— M , uma vez que M é maximal o ideal gerado por x e por M é
iguala 4, isto é, () + M = A. Daiexistey € Aet € M, taisque zy+t = 1, portantoxy = 1 —¢
e dai temos zy € 1+ M e pela hipétese zy é invertivel implicando que o préprio x é invertivel.
Pela proposicdo anterior temos que A é um anel local.

Definicdo 1.1.14 Sejam (A, +,-) e (B, ®, ®) dois anéis. Uma aplicagio f : A — B é um homomor-
tismo se ela satisfaz as condigdes seguintes:

i) flz+y) = f(x) ® f(y), para todo x,y € A.
ii) f(x-y) = f(x) ® f(y), para todo z,y € A.
iii) f(14) = 1p.

Exemplos:

1. Id: (A, +,-) = (A, +, ), definido por Id(a) = a,Va € A é um homomorfismo chamado
de identidade.

2. SeZ éumidealde (A,+,-)entdao ¢ : (A, +, ) = (A/Z, ®z, ©1), definido por ¢(a) = a+Z,V
a € A é um homomorfismo chamado de projecdo canénica.

3.5 f:(A+,:) = (B,®,0)eg: (B,®,06) = (C,Dy,Op) sdo homomorfismos, entdo
gof:(A+,) = (C, &, ®p) é um homomorfismo.

Seja f : (A, +,-) — (B,®,®) um homomorfismo de anéis. Temos a seguir algumas das
propriedades dos homomorfismos.

1) Seja kerf :={a € A| f(a) =0} C A. Entdo kerf é um ideal de A chamado de niicleo de
fi

2) Seja Imf :={f(a) € B|a€ A} C B. Entao (Imf,®,®) é um anel chamado de imagem
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de f;

3) f(04) = 0p;

4) f(-a) = —f(a),Va € 4;

5) f é injetiva se, e somente se, ker f = {0};

Se f for um homomorfismo bijetivo, dizemos que f é um isomorfismo.

Teorema 1.1.15 (Teorema dos isomorfismos)(ver Garcia [11], pag 29):
Seja f : (A, +, ) — (B, ®,®) um homomorfismo de anéis entdo a aplicagdo abaixo é um isomor-
fismo de anéis.

[ (A/kerf,®,0) — (Imf,®,0)
—  f(a)

a

1.2 Modbdulos

Defini¢ao 1.2.1 Seja A um anel comutativo. Um A - médulo é par (M) onde M é um grupo abeliano
aditivo e p é uma aplicagio de A x M em M tal que, se nds escrevemos ax para p(x +y) coma € Ae
x € M, as seguintes condigdes sio satisfeitas:

a(x +y) = ax + ay,
(a +b)x = ax + bz,
(ab)x = a(bx)

lr ==«

paraa,b e Aex,y € M.

Exemplos:
1. Umideal Z de A é um A - médulo.
2. Seja KK um corpo. Um K - espaco vetorial é um exemplo K - médulo.

3. Seja A = K [z] onde K é um corpo. A assim descrito é um K - médulo.

Defini¢do 1.2.2 Sejam M, N A - médulos. Uma fungio f : M — N é um homomorfismo de A -
médulos (ou A - homomorfismo) se

fx+y) = f(z)+ fy)
flaz) = a- f(z)
para todo a € Aetodo x,y € M.

Defini¢do 1.2.3 Um submdédulo N de um A - médulo M é um subgrupo fechado com a multiplicagio
de elementos de A, ou seja,

a-neENVae AevVne N

14



Defini¢ao 1.2.4 Dados os elementos my, ma, - - - , my, do A-médulo M. Dizemos que
N = (my,ma, -+ ,my) ={a1my + -+ + apmy; a; € A}
para todo i é o submédulo gerado por my, ma, - -+ , My,

Observacao: Dado um A-médulo M, pode-se, analogamente ao caso de anéis, definir
nucleo e imagem por .A-homomorfismo e estes sdo submédulos de M.

Definigdo 1.2.5 O grupo abeliano M /N com N submédulo de M com a estrutura definida por a(x +
N) = ax + N é um médulo, denominado quociente de M por N'. Com isto definimos o conticleo de
um A-homomorfismo f : M — N por:

Coker(f) =N /Im(f)

que é um modulo quociente de N.

Se NV, P sdo submédulos de M, definimos (N : P) como sendo o conjunto de todos os
elementos a € A tais que aP C N é um ideal de .A. Em particular (0 : M) que é conjunto de
todos os elementos a € A tais que aM C / é chamado de ideal anulador de M, denotado por:

Ann(M).

Proposicdo 1.2.6 (ver Atiah [4], pag 21) Seja M um A-mddulo, seja o um ideal de A, e seja ¢ um
endomorfismo de A-médulos, tal que p(M) C oM. Entido ¢ satisfaz uma equagdo da forma

¢"+a1¢" "+ tan =0
onde os termos a; pertencem a c.

Corolario 1.2.7 Seja M um A-médulo finitamente gerado e seja o um ideal de A tal que oM = M.
Entdo exite x = 1(moda) tal que xM = 0.

Prova: Basta tomar ¢ como a identidade, x =1+ay +---+a, = 0.

Lema 1.2.8 (Lema de Nakayama): Seja M um A-médulo finitamente gerado e seja o um ideal de de
A contendo o Jac(A). Entdo aM= M implica M = 0.

Demonstragao: Temos que M é finitamente gerado, o é um ideal de A, tal que oM = M. Entao
existe z € A; x = 1(moda) e M = 0. Por outro lado o C Jac(A). Dail —z € a C Jac(A),
decorrendo que 1 — (1 — z)y é inversivel Vy € A. Particularmente, tomando y = 1, temos:

1 — (1 —x) =« éinversivel.

Logo z'aM = M = 0.
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Capitulo 2

Introducao a Teoria das Singularidades

2.1 Germes de Aplicagdes

Sejam X um espaco topoldgico, z € X um ponto, Y um conjunto qualquer e
M ={U,f);f:U—Y,éuma fungdo, U vizinhanga de z em X}.
Em M definimos a relagdo:

(U, f) = (V,g) < existe W vizinhanga de x em U (| V tal que f‘ = g‘

w w
Observacao: A relagdo, acima definida, é uma relacdo de equivaléncia e a classe de equivaléncia
da relagdo é chamada de germe da aplicagdo de X em Y no ponto z € X. Usualmente denota-
remos a classe de equivaléncia (U, f) simplesmente por f.

o

Exemplo 1: Considere a fungéo f (z) = 127‘21. Veremos qual a classe de f no ponto x = 2012.

Primeiramente note que z* — 4 = (2% —2) (2% +2) e que R — {—/2,V/2} é aberto. Daf
(R—{-v2,v2},f) = (Ux*+2), para todo U C R aberto contendo z = 2012 e que ndo
contenha os pontos z = —v2ex = V2.

Denotaremos por ¢, , ao conjunto de todos os germes de aplicagdes suaves f : U C R" —
RPnopontox € U, isto &, &5 , = {(f,z);f: U CR" = RP, f suave em x € U}.

Notacgodes:
1. Em caso de x ser a origem de R" usamos a notacao ¢, .
2. Em caso de p = 1 usamos a notagdo €. .

Observacgoes:

1. Pode-se mostrar que £% é um anel comutativo com unidade e além disso os anéis 2 e &%

sdo isomorfos.

2. Podemos tomar ¢, , = {f = (f1, f2, ... fp) |[fi €€} =€) x ... x g, dai €]} , € um ¢, -
modulo livre.

Desta forma todo germe f € ¢, , com f(0) = 0 induz um homomorfismo f* : ¢, — ¢, pela
composicao f*(g) =go f.
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Definig¢ao 2.1.1 Definimos 11,, como o conjunto de todos os germes f € e, tais que f(0) = 0.
Proposic¢do 2.1.2 1,, é o inico ideal maximal de €,

Demonstracio: E facil ver que M, é ideal de ¢,,. Mostraremos que ImM,, é maximal. De fato,
seja I C e, ideal tal que M, estd contido propriamente em I. Logo, existe f € I tal que f ¢m,,.
Portanto f(0) # 0 e daf a fungdo f(z) # 0 para alguma vizinhanca V' de 0. Logo, g(x) = ﬁ
estd bem definida em V' e além disso o produto dos germes f(z) - g(xz) = 1 o que implica que
f é invertivel e consequentemente I = ¢,,. Note que todo f € ,—IM,, é invertivel, entdo pela
Proposicdo 1.1.12 temos que M, é o tinico ideal maximal de ¢,,.

Proposigdo 2.1.3 M~ =1m,, x ... x M,, é gerado pelos mondmios de grau k nas varidveis x1, T2, ..., Ty,

Além disso, mk = {f € en; a;;g” (0)=0,0<a< k}

Demonstra¢do: Para o caso de k¥ = 1 devemos provar que M,, = (z1,--- ,z,). Obviamente
(1, ,xp) CMy, poisseg € (z1,--- ,xy) = g(x) = z1h1(z)+- - +a,hp(z) = g(0) =0=g €
m,,. Reciprocamente seja f € M, um germe de funcdo e considere uma vizinhanga V' da
origem, defina para cada € V a aplicagdo ¢, : R — R definida por ¢,(t) = f(tz). Pelo
Teorema Fundamental do Calculo fol L (t)dt = ¢z(1) — ¢2(0).

Note que ¢,(0) =0e ¢, (1) = f(z), daf

fla) = [ dlmlgy — (Z i - dgi”) =Y Z[ bdf (tx)dt} = 21hy (@) 4 - +zphy (2)

dzx;
=1 =1 0 ¢

onde h;(z) = 01 ﬁ%(tw}dt o que implica que f € (z1,-- -, zy,). Por indugdo temos que se o
resultado for valido para m¥%, entdo

mitt =mkx m, = (zF) x (z)

Garantindo a primeira parte do resultado.

A inclusdo m* ¢ { f Een; 8;;&’6 ) (0)=0,0<a< k:} torna-se trivial pelo que foi demons-

trado. Se f € { f€en; 8(8;(af ) (0)=0,0<a< k} o polindmio de Taylor de f em torno da ori-
gem até a ordem k é nula, dai este polindmio é gerado pelos mondmios de grau k, o que implica
que f € M¥ concluindo assim a demonstragio.

2.2 Jatos de Germes

Defini¢do 2.2.1 Dado um germe f € ey, definimos o k-jato de f na origem como sendo o polindmio de
Taylor de f, na origem, até a ordem k.

Notagdo: j* f(0) = f(0) + df (0) -z + 5d*f(0) - 2® + ... + £d* f(0) - z*.
Definicdo 2.2.2 Definimos o espago dos k-jatos por:
= {J*f(0); f € 2n, £(0) = 0}
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Proposigdo 2.2.3 J¥(n) é um espago vetorial de dimensdo finita. Além disso S = J k(n).

Demonstracio: Mostraremos que J*(n) é subespago de M,,. Sejam j*f(0),j*¥g(0) € J*(n) e
a € R, temos que:

i £(0) + 15 g(0) = af(0) + af/ (O)z + - + ol Qak 4 g(0) + ¢/(0)z + - - + L2 gk =
(@f(0) + g(0) + (af'(0) + g/ () + -+ + (L g 4 22Ok & gk (p)

pois é o k+ato da fungido af +g e além disso f(0) = g(0) = 0, concluindo que J*(n) é subespaco
vetorial de m,,. Como a dimensdo de M, é finita temos assim provado a primeira parte da
proposigao.

Para provar a segunda parte definimos a fungéo ¢y, : ¢, — J¥(n) com ¢y (f) = j*£(0). A
aplicacdo ¢y, estd bem definida por conta da unicidade da expansdo em série de Taylor de f em
torno da origem. Mostrando que ¢;, ¢ homomorfismo, sejam f, g € ¢,, temos que:

Ou(f +9) = 35 (f + 9)(0) = (F(0) + 9(0)) + (J(0) + g'(0))z + -+ - + LT OLITOD &
FF()(0) + 5%(9)(0) = x(f) + dr(9)-

Analogamente se verifica para af, com o € Re f € g,, concluindo que ¢;, é homomorfismo.
Afirmamos também que ker(¢;) = MmE+L, de fato, seja f € ker(¢y) entdo j%(f)(0) = 0 o que

implica ae f(o) = O paratodo a € {0,1,--- ,k} = f € mF+L. Reciprocamente seja f € m~+!

entdo le( )( 0) =0paratodoa € {0,1,--- ,k} o que implica f € ker(¢y).

E facil ver que ¢y, é sobrejetora, logo pelo Teorema dos Isomorfismos temos —Er ] k(n).

n

Definicao 2.2.4 Sejam G um grupo e C um conjunto qualquer. Uma agdo do grupo G no conjunto C
é uma fungdo

p:GxC—C
tal que:
1. (e, c) = cparatodoc e C
2. ¢(91,9(92,¢)) = (91 - g2, ¢)
Uma agdo define uma relacdo de equivaléncia em C' da seguinte forma:
r,yeCix~y< dgeGtalque p(g,z) =y
As classes de equivaléncias sdo chamadas de érbitas e denotadas por
G-e={plg,c) €Cige G} ={de Cid~c} ={g-cg € G}

Exemplo 2: Sejam G’ um grupo e C' um conjunto ndo-vazio qualquer. A fungdo ¢ : G x C — C
dada por: ¢(g,z) = x paratodoz € C e g € G é uma agdo de G sobre C chamada de agdo trivial.

Exemplo 3: Sejam (H,-) e (G, *) dois grupos, o : H — G um homomorfismo de grupos. A
fungdo ¢ : H x G — G definida por ¢(a,z) = o(a) * z é uma agdo de H sobre G.

Solucdo: Dados a,b € H ex € G temos que ¢ : (a,p(b,x)) =0c(a)*p(b) xx =0(a-b)*xz =
¢(a-b,z). Portanto ¢ é uma agdo de H em G.
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Defini¢do 2.2.5 Denotamos por Ry, o conjunto de todos os germes de aplicacdes h : R™,0 — R"™, 0 tal
que h é difeomorfismo local.

Notagdo: R, = {h : R",0 — R",0; h difeomor fismo local}.
Para as defini¢des a seguir consideraremos

e, =My, ep, =eb  ={f:R",0>RP,0; féC™}.

np

Definigao 2.2.6 A R-Equivaléncia estd relacionada a agio r : R, x 59“, — 59“, dada por r(h, f) =

foh™t. Ou seja, dois germes f, g € &), , estdo relacionados (sdo R-equivalentes), se e somente se, existir
h € R= R, talque f o h=1 =g.Istoé, 0 diagrama abaixo é comutativo.

R* 0 s R0

g
hi /7
R™ 0
Notacgio: f S g.

Exemplo 4: Pela Forma Local das Submersdes, se f : RPYk 0 — RP,0 é tal que f/(0) é so-
brejetiva, entdo existe um germe h € R, tal que f o h(z,y) = z, (z,y) € RP x R*,

2.3 Polindmios Quase-Homogéneos
Seja R [z1, ..., z,] 0 anel dos polindmios sobre R nas variavies z1, ..., zp.

Defini¢do 2.3.1 Um polinémiop € R [x1, ..., ] é dito homogéneo de grau d quando todos os mondmios
forem do tipo

T1 r2 . T

1 - -T2 Ty ",

comnry+ ...+r, =d.
Exemplo 5: p(x,y, z) = xyz + 2%y + z2? + 2% ¢ homogeneo de grau 3 em R [z, y, 2].

Se identificarmos 0 mondémio 1" - 2" - ...z, com an-upla (71, ..., 7,) podemos caracteri-
zar um polindmio homogéneo de grau d como sendo o polindmio cujos mondmios estdo sobre
o hiperplano

1+ ...+x,=d

Exemplo 6: No polindmio p(z, y, z) = 5z3+xyz+3y22+223 podemos identificar seus mondmios
com os termos (3,0,0), (1,1,1), (0,1,2)e(0,0, 3) os quais estdo sobre o plano = + y + z = 3.

Defini¢do 2.3.2 Um polindmio p(x) = Z Qo -1 - 2292 - -y, € dito quase-homogeéneo de pesos
ac N
(w1, wa, ..., wy,) e grau pesado d quando para cada a, # 0, w1 + waag + ... + W0y, = d.

Exemplo 7: p(z,y, z) = 215 + 23y5 + 22y223 é quase-homogeneo de pesos (1,2, 3) e grau pesado

15.

19



Proposi¢do 2.3.3 Seja p(z) um polindmio quase-homogéneo do tipo (w, ..., wy; d). Seja

w' = mdc{ws, ..., wy,}

entdo p(x) é quase-homogeéneo do tipo (L, ..., Lx; L),
Demonstracio: Seja ay - v1% - £2%2 - ... - ,%" um mondmio de p(z), entdo
k

wio + wotg + ... + wpay, = d.

Dai,
d
Shon o+ Bhax 4ot oo =

w’*

Concluindo assim a proposicao.
Devido a Proposigdo 2.3.3, podemos supor a partir daqui que os pesos sdo primos entre si.
Fixados os pesos wy, ..., wy,, associamos a estes a agdo do grupo multiplicativo R* = R — {0} em

R" por:

m:R*xR" — R"”
(t,z) — (t2,t"x, ..., t""ay)
(2.1)

comz = (21, ..., Tpn).

Proposicdo 2.3.4 Um polindmio p(z) € R"™ [z, ..., xy] é quase-homogéneo do tipo (w1, ..., wy; d) se, e
somente se, p(tx) = p (t a1, t¥22o, ..., t"x,) = t¥p(2).

Demonstragdo: Sejap(z) = > aqr1“ 22" - - - 2,4 € R" [21, ..., 5] um polindmio quase-homogéneo
do tipo (w1, ..., wy; d). Entdo wioy + waag + - - - + wpay, = d e dai

p(tx) = p (t"xy, t2xg, .., tY"xy) =Y ag (W1 xy) (t220) - - - (t¥ay,) =
Z aatw1a1+w2a2+~-+wnan S Mgy 02 ., O = td Z Ao 2922 - - O = tdp(x).
Reciprocamente, suponha que p(tz) = tp(x). Portanto
td Z AT 29%2 - - O = Z aatw1a1+w2a2+---+wnan C @2 .. g, O
Logo
4 = pwrartwrazttwntn o o 4 woas + - - - 4+ Wy, = d
Ou seja, p(x) é quase-homogéneo da forma (w1, ..., wy; d).
ja, p q

Proposicdo 2.3.5 Seja p(x) € R" [z1, ..., x| um polindmio quase-homogéneo do tipo (w1, ..., wy; d),
entdo p(x) € M,,-Jp. Onde Jp = <§’—£(x), 8871;(1»)>.

Demonstra¢do: Para isso basta mostrarmos que wlxlaa—ﬁ + ..+ wnxn% = d - p(z), pois da
proposicao 2.1.3 temos IM,, gerado pelos mondmios 1, ..., T,

De fato, da proposicao 2.3.4 temos p (t“'z1,t"?xa, ..., t""x,) = t?p(z1, ..., ). Derivando
em relagdo a ¢t obtemos:

20



Zwi%(m) il g = d -t p(x)

i=1

fazendo t = 1 temos

: )
d‘P(x):Z%'xi'afi

Logo p(z) € m,-Jp.
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Capitulo 3

Poliedro e Filtracao de Newton

3.1 Poliedro de Newton

(o]
Definic¢io 3.1.1 Considere f = Z anx”, uma fungio analitica onde ™ = x™..x;™ e an € R.

neNk
Definimos o suporte de f por:

supp f = {n e NF:q, #0}
Exemplo 8: Seja f = R3 — R tal que f (7,y, 2) = 2* + 2y2> + 22 + y* + 2°, temos o
supp f = {(4,0,0),(1,1,3),(1,0,1),(0,4,0),(0,0,5)}

o0
Definicao 3.1.2 Dizemos que [ = E anx™ é comodo se para qualquer i = 1,..., k 0o mondmio x;™

neNk
aparece em f com coeficiente ndo-nulo.

Exemplo 9: Seja f = R® — R tal que f (z,y,2) = 2% + 3® + 2* + 2yz é comodo enquanto o
polinémio g = R? — R dado por g (z,y, z) = 2° + xy* ndo é comodo.

Definigdo 3.1.3 Seja f = > Uk anx™ € R[[x1, ..., x1]], definimos o Poliedro de Newton de f como
sendo o fecho convexo em RY. do conjunto

U (n+Ri)

onde n € suppf\ {0}.
Notacdo: I'y (f).
O termo R’i ={(x1, -+ ,zn) € Ryz; > 0,Vi =1,---,k} é usado para caracterizar o octante

positivo de R¥. Para ajudar a compreensio exemplificaremos através de uma figura como seria
o conjunto (3,4) + R?.
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Exemplo 10: Seja f = R? — R dada por f (z,y) = 2% + 2%y + 2y* + y” temos o poliedro de
Newton caracterizado pela figura a seguir.

Ou seja o poliedro de Newton I'; (f) neste caso pode ser pensado como a parte ilimitada
de R? a partir dos segmentos de reta que ligam os pontos (6,0), (4,1), (1,4) e (0, 7).

Defini¢do 3.1.4 Definimos a Fronteira de Newton, ou Poligono de Newton, da série f na origem
como sendo a unido das faces compactas do poliedro Iy (f), denotada por I (f).

Exemplo 11: Seja f (z,y) = 25 + 2y? + y°, temos o poligono de Newton dado como sendo a
unido dos segmentos de reta que ligam os pontos (5,0),(1,2) e (0,6).
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Defini¢ao 3.1.5 Definimos a Parte Principal Newtoniana ou simplesmente Parte Principal do
polinémio f, como sendo o polindmio

fo= Z anx”.
nel(f)

A unido de todos os segmentos de origem em 0 € R e extremo sobre I' ( f) serd denotada pela notagdo

I (f).

Exemplo 12: Seja f (z,y) = 23 + 22y3 + y* + 2y, temos a parte principal Newtoniana dada por
g(z,y) = 2>+ y* + 2y e I'_ (f) serd dado de acordo com a figura a seguir:

A

1 - 3

Seja I'y C R* um poliedro de Newton, dado um vetor v € R% definiremos

l(v) =min{{v,z);z €T}
Definicao 3.1.6 Uma face de I' . é um subconjunto da forma
A(v) ={z eTy; (v,z)=1(v) para algum v € RE\ {0}}
Como v € RY ez € T, temos que o menor valor que {x,v)—I(v) pode assumir é zero, logo
<x, v>: V121 + voxe + ... + vpzE =1 (V)
estd contido no hiperplano perpendicular a v.

Dizemos que um vetor v € Zk \ {0} é primitivo quando v é o vetor de menor comprimento
entre os vetores do conjunto {\v: A € Ry} N {Z%\ {0}}. Além disso diremos que uma face
A (v) tém dimensdo d, 0 < d < k — 1 quando o menor subespago afim que contém A (v) tém
dimensao d.

Definiremos C (A) como sendo o cone convexo de vértice 0 e de base A, isto é, a reunido de
todas as semi-retas de R partindo da origem que passam por A e consideraremos A um po-
liedro compacto, convexo, de dimenséo g (¢ entre 0 e k — 1) em R* cujos vértices pertencem
a ZF. Chamamos a atencdo para o fato de que para cada face as faces podem ter dimensoes
distintas, por exemplo, no R? as faces podem ter dimensdes 0 (um vértice do poliedro), 1 ou 2
como vemos nas figuras a seguir:
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3.2 Filtracdo de Newton
Defini¢do 3.2.1 Seja R um anel comutativo com unidade qualquer, uma filtracio sobre R é uma fungio
d: R — Ry U{}
tal que:
e d(1) >0, d(0)=4o0;
o d(x+y)>min{d(z),d(y)};
o d(z-y)>d(x)+d(y)

Definig¢ao 3.2.2 Dizemos que uma filtragdo d é homogénea quando d (z?) = q - d(x),Vx € R e para
qualquer g € N.

Afirmacao: Para cada face de dimensdo méxima existe um tinico vetor primitivo que A =
A (v).
Demonstragdo: Seja I'; (f) um poliedro de Newton em R}, sabemos que o suporte de f é um
subconjunto de Z". Um face A compacta de dimensdo méxima estd contida em um hiper-
plano H C R", consideremos supp(f) = {(zi1,zi2, - ,%in),% € a} com « caracterizando os
monodmios de f. Observe que uma face de dimensdo méxima tém no minimo n vértices.
Dessa forma podemos caracterizar n — 1 vetores linearmente independentes em H, com
entradas em Z, tomando v como o produto vetorial desses vetors, teremos v ortogonal a H,
logo tome ;v € Z" onde A é 0 mdc das entradas de v.
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Feita essa afirmacdo, sejam v1, v2, - - - , v, 0s vetores primitivos correspondentes as faces de

dimensdo k — 1 de I, tais que [ (v;) # 0 para todo j = 1,2,--- ,7. Seja M o minimo multiplo
comum entre [ (vy),- -, (v,) ou qualquer outro multiplo comum desses ntimeros. Para cada
j=1,2,---,r consideremos a aplicagdo linear

da@;) i RE = Ry
dada por

¢A(vj) (n) = l(]q\,/i) <n,Uj>

Definimos assim a aplicacdo filtrante associada a Iy como a aplica¢do
¢:RE 5 R,
dada por ¢ (n) = min { o, (n)1j = 1,2, ,r}
Observe que gb’C(A(vj))(n) = PG, (1) -
Definig¢ao 3.2.3 Chamamos filtragio de Newton induzida por I' . a aplicagdo
d:Rlzy,x9, 5] = Ry U {400}
dada por
d(h) = min {6 (n) : n € supp (h)}
quando h # 0 e d(0) = +oo

Afirmacdo: A aplicac¢do d assim definida é uma filtragdo.
Demonstragao: Observemos que a unidade de R [z, -+ , 7] é dadapor 1 =af - - - - 2% dai
Supp(l) = {(07 0,--- ,0)} LOgO

d(1) = min{¢(n);n € supp(1)} =0

De ¢(0,---,0) = mz’n{qu(vj)(O, e ,O)} = mm{%«o, ,O),vj>} = 0, satisfazendo a
primeira condicdo de filtragao.

Mostraremos que d(f + g) > min{d(f),d(g)}.

Tomando

f — § aixf]]-hl,g%, . xzkl e g= § b]xl 1j 552 25, .. xk kj
i J

temos que supp(f + g) C supp(f) U supp(g). Consideremos n € supp(f) e m € supp(g) tais
que d(f) = ¢(n) e d(g) = ¢(m) e sem perda de generalidade suponha d(f) > d(g), entdo
d(f +g) = min{¢(a); o € supp(f + g)} > min {¢(a) : @ € supp(f) ou « € supp(g)} =

= min {d(f),d(g)}
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como queriamos mostrar. Resta-nos verificar a terceira e tltima condigdo para que d seja
filtragdo, ou seja, resta mostrar que d(f - g) > d(f) + d(g).

Note que f - g = ( E a;x iz -mZ’“) . g bjay) Vay ey
( J

Logo os elementos do supp(f - g) sdo somas de elementos do supp(f) com elementos do
supp(g), portanto

d(f - g) = min{d(7);y € supp(f - g)} = min{d(a + B);a € supp(f) e B € supp(g)} =

= min{%<a,vj>+%<ﬂ,vj>;a € supp(f) e B € supp(g)} >

v

min{%@z,v]}; a € supp(f)} + min{%(,@,v»;ﬁ € supp(g)} =

= min{¢(a); o € supp(f)} +min{¢(8); B € supp(g)} = d(f) + d(g).

Na desigualdade acima, a igualdade s6 ocorre quando o valor de ¢(a) e ¢(3) sdo obtidos
pelo mesmo vetor primitivo v;.

Consideremos a matriz A = (at), i = 1,--- ,ne j = 1,--- ,m uma matriz de inteiros
j M ) j ) )

ndo-negativos. Denotaremos as linhas e colunas da matriz A por

— (1 i (] J
a; = (ai,--- ,a,g”) ea’ = (al,--- ,an)
Ou seja,

1 2 m
al al “ e al
a% a% PR a/gn

A= - .

1 2 m

an an e an

Dessa forma para p € R denotaremos por p{ = p~a{ ep’ = p-a’, além disso A assim definida
é denominada matriz de vértices do suporte de f quando cada coluna da matriz A pertence ao
suporte de f, isto é, supp(f) = supp(A) = {a’/,j=1,--- ,m} . Chamaremos a matriz A de
matriz de Newton de f quando A é uma matriz de vértices do suporte que gera o poliedro de
Newton de f, ou seja, a interse¢do de I'; (f) com cada eixo coordenado é ndo-vazio, isto é, A
possui um bloco diagonal, por exemplo, para n = 2

Ao a% 0 -+ ap
0 a3 -+ a¥
temos o poligono de Newton de p?? dado pela primeira figura da pagina a seguir.
A matriz de Newton A também pode ser chamada de matriz comoda, pois um polindmio

que lhe é associado é um polindmio comodo e no que segue, consideraremos I'  (f) =Ty (A) e
A uma matriz de vértices comoda.

Exemplo 13: A seguir faremos um exemplo prético do célculo da filtracdo de Newton de uma
matriz A. Considere a matriz de Newton
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50 2
A_<061>

temos o poligono de Newton de A dado por:
Observe que cada face é dada por um polindmio quase homogéneo, a saber

pas (2, y) = 2 + 2%y e pa,(z,y) = y° + 2%y,

dai temos pa, do tipo (1,3;5) e pa, do tipo (5, 2; 12), de onde tiramos os vetores primitivos que
caracterizam cada face va, = (1,3) e va, = (5,2).
Calculando I(va, ) e l(va,):

I(va,) = min{((1,3),(5,0)),((1,3),(0,6))} = 5
1(va,) = min{((5,2),(5,0)),((5,2), (0,6))} = 12
De onde temos M = 60 e a seguir calculamos a filtracdo de Newton:
¢(h) = min{pa, (h), da,(h)} = min{F((a,b), (1,3)), $5((a,b), (5,2))} =
— {12a + 36b, 25a + 10b}

Definic¢do 3.2.4 A fungio controle p(x) do Poliedro de Newton I'  ( f) é definida por

2p 2p

LS s j j ;

J 2 2 J

p(x): E pr = g _I'lpl.anp?.....w?Q_LPn
j=1 j=1

onde p é tomado grande o suficiente para que 0s niimeros 2p] sio inteiros e p*? é um polindmio.

28



Exemplo 14: Se a matriz A é da forma

8 0
A=1 0 1
0 0

~ O O

5 3
0 1
2 3

temos o poliedro de newton I'; (4) dado acima e a fungdo controle deste poliedro é dada
por:

N

(16 .20 20, 10,4 | 6,26
p(x1,x9,w3) = (21° + 23" + 23" + {025 + 282325) 2.

Defini¢do 3.2.5 Seja f € R[xy,xa, - -+ , xna] um polindmio, d € Q" e A a matriz de Newton associada
a f, denotamos:

I (p") = T4 (dA)
D(p?) = T(dA)
Defini¢do 3.2.6 Seja f € €, um germe de fungdo analitica definido por

f(z) = chx”, ondev = (vy,--- ,vy,)

Dizemos que f é uma A-forma de grau d se v € T'(p?) para todo c, # 0 na série de Taylor de f.

Ou seja, o poligono de Newton de f é paralelo ao poligono dado por p.
Exemplo 15: Considere
4 0 1
=5 s)
2,6 &

entdo p(z,y) = (28 +y'° +x2y6)% é a funcao controle associada e f(z,y) = 28 +y'°+2%y% é uma
A-forma de grau 2 com I'(p?) = {(8,0), (0, 10), (2, 6)}. Note que para essa matriz A poderiamos
ter tomado a fungado controle associada por

pley)=lal" +ly P+l y]’
Definigao 3.2.7 Seja f : R",0 — R, 0 um germe de fungdo analitica dado por
f(z) = Hy(z) + -+ Hyp(x) + -+

onde H; sdo A-formas de grau i. Dizemos que 0 é um ponto T'y (p?)-isolado de f, se para cada face
compacta A de T'(p?), a equagdo
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falx)=0

ndo tém solugio em (R — {0})".

Exemplo 16: Para A = ( 101 ) temos que f(z,y) = 2® + y'° + 22y® admite 0 como ponto

0 5 3
', (p%)-isolado. De fato,

fa, (z,y) = 28 + 2%y% = 0 se, e somentese v = Oouz = y = 0.
fa,(x,y) =y + 22y% = 0 se, e somentese y =0oux =y =0

Seja V' C R™ um conjunto algébrico, isto é, o conjunto das raizes de um nimero finito de
equagdes polindmiais e U C R um aberto definido por um nimero finito de desigualdades
polindmiais, ou seja,

U={zeR™g(x) >0, ,q(x) >0}

O conjunto U NV é semi-algébrico, em outras palavras, U NV é definido por um ntiimero
finito de equagdes e desigualdades polindmiais.

Lema 3.2.8 (Lema de Sele¢do de Curvas) Se U NV contém pontos arbitrariamente préximos da
origem, isto é, 0 pertence ao fecho de U NV, entdo existe uma curva analitica real p : [0,€) — R"™ com
p(0)=0ep(t) eUNV,Vt>D0.

Fixada uma filtrag¢do, definimos os ideais finitamente gerados A, = {g € O,; fil(g) > r}
com O, = {f : R",0 — R,0; féC* ou f é analitica}. Seja A : R",0 — R,0 uma fungdo
analitica, se pudermos escrever

At) = apt® + ap t* 4o, comag # 0

diremos que A(t) é equivalente a t* e denotamos por \(t) ~ t*.

Lema 3.2.9 Seja f : R",0 — R, 0 um germe de fungdo analitica. Se supp(f) € T (p?) entio existe
c1 > 0 tal que, em uma vizinhanga da origem

1f (@) < exp(x)?

f(=x)
p(x)d

isto é, é limitada.
Demonstragio: E suficiente mostrar que para todo z® € T, (p?) existe um ntimero real ¢ > 0
tal que

pl>c |z

“
em uma vizinhanga da origem, pois para todo germe analitico g : R",0 — R, 0 cujo supp(g) €
S
', (p?) existem mondmios z7,--- 27 € A fil(pe tais que g(z) = Z gi(z)x"" e, portanto, basta
=1

limitar cada g; em vizinhanca da origem.

Suponhamos que para todo ¢ > 0 e para toda vizinhanga V' da origem em R", existe z € V'
tal que p? < ¢||z%||. Entdo, 0 pertence ao fecho do conjunto X = {(x,c);p(z)? < c||z?||}.
Note que X é semi-algébrico dai pelo Lema de Selecdo da Curva existe uma curva analitica
v [0)6) — X com ’7(0) = Oﬂ(t) = ()‘1(75)" o 7)‘n(t)7c(t)) € )‘l(t) ~ 7>\n(t) ~ e
c(t) ~ t. Entdo, de p?(y(t)) < t?||A(t)%]|, com A(t) = (A(t),-- - , Au(t)) nos dando

30



d

2p

Z t2po¢1a{ _____ t2pana‘zl < tﬁ CfO1A1 L 0nGn <~ $O1GL . $QnGn

portanto Z ¢2plase?) < #{*% e consequentemente (v, a) < inf; { (o, d - a’)} pois esta-
J
mos trabalhando em vizinhangas da origem. Isto implica que a filtragdo de z* é menor que a
filtragdo de p? o que contradiz o fato de 2% € T'; (p?).
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Lema 3.2.10 Seja f : R™,0 — R, 0 um germe de fungdo analitica definido por
f(x) = Hq(x) + -+ Hap(z) + - -
Se f admite 0 como um ponto T'y (p?)-isolado, entdo existe um niimero real positivo cy tal que
1f @) = ez p(x)

em uma vizinhanga da origem de R™.
Demonstracio: Fazendo a demonstragéo para o caso de duas varidveis (n = 2), isto é, I'(p?)

tém duas faces compactas de dimensado 1. Como f(z) = Hy(z) + - - + Hgyi(x) + - - -, tomamos
a fungdo controle p tal que:

Dai tomamos o poligono de Newton I'(p?) cujo suporte serd dado por:
SUPP(Pd) = {(CL, 0)7 (bv C)a (07 d)}
dai
d _ a b c d
pi(x) = [+ [ [P w2 "+ [ 22 |

Suponha, por contradi¢do, que para todo 6 > 0 e para toda vizinhanga V' da origem, tém-se
x € V tal que

I £(z) < 60" (x)

isto é, a origem pertence ao fecho de
X = {(2,0);] f(z) |< 0+ p'(x)}
Como X é semi-algébrico, do Lema de Selegdo das Curvas, existe uma curva analitica
A:[0,e[— X
tal que A\(0) =0, A(t) = (x1(t), z2(t),0(t)) e que
z1(t) ~ 121, 2o(t) ~ 12 e O(t) ~ tP

Dai p?(\(t)) = t@1 fbarteaz 4 gdaz o consequentemente p?(A(t)) ~ t4, com A = min{aay, bay +
cag, dasg}

Como f é uma A-forma temos que fa(z) é quase-homogéneo e como a equagao fa(z) =0
ndo tém solugdo em (R? — {0}) para qualquer face A € I'; (p¢), entdo existe um ntimero real
c1 > 0 (veja o lema 5.0.5 no anexo para mais detalhes) tal que

| far (@) > er(| @y |+ | 2 [P 22 |9) (3.1)

quando =z — 0.

Note que pdAl(a:) =z "+ |21 |° | 22 |4 dai pdAl(ac) ~ t41 com A; = min{aay, bay + cas}.

Defina g(z) = f(z) — fa,(z) e suponha, por contradicdo, que A < dag, isto é, A =
min{aay, bay + cag, das}#das, podemos escolher h suficientemente pequeno tal que A <
(d — h)OéQ

Logo o poliedro de Newton I'y (¢%) € T'(| 21 ** + | 21 |** - | 22 |?¢ + | 22 |*?) dai pelo
Lema anterior temos

c o c -
l9@) 1< G (laa 1+ @ P [z |+ |22 |7 (32)
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2d|

2(d-h)

2c|

fazendo q(z1,22) =| z1 |* + | 1 |° - | 22 | + | 22 |*". Notamos que ¢(A(t)) ~ t** e como
A(t) C X tém-se
| FOA®) [< 0()p (A1) (3.3)

Como estamos trabalhando em vizinhangas da origem 3.3 implica que
O(f) Z 0(0(1) - p"(A())

isto 6, O(f o \) > O(0(t)) + O(p? o ) 0 que implica O(f o A) > B+ A. Onde O(f o \) = a <
foAlx~ta.

De 3.1 temos, novamente por estarmos em vizinhangas da origem, que O(fa, o A) < Aede
320(goN) > A.

Daf como f(A(t)) = g(A(t)) + fa, (A(t)), temos

O(foX) =min{O(go N),0(fa, 0N} < A

Contradigdo. Fazendo o mesmo raciocinio para os casos: a - oy < Aeb- aj + ¢ o teremos

contradi¢des semelhantes, portanto
A=a-a1=b-a1+c-as=d-ay

Observe que a equagdo da face A; é dada por a1 -z1 +az-22 = A, porém d-as = A, portanto
d - s € Ay o que contradiz o fato de termos duas faces compactas distintas.
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Capitulo 4

Trivialidades Bilipschitz

O problema da trivializagdo de familias de germes de apliagdes é um dos grandes pontos
de investigacdo na teoria de Singularidades, H. Soares em [15] utiliza a técnica de construcao
de campos de vetores controlados para obter resultados sobre a C! — R— trivialidade para
germes de aplicagdes quase-homogéneas. Tal técnica pode ser aplicada para a caracterizacdo
da trivialidade bilipschitz e com o uso dela buscaremos neste capitulo, obter uma condicdo
suficiente para a trivialidade bilipschitz de familias de germes de fung¢des suaves.

4.1 A Trivialidade Bilipschitz

Definicdo 4.1.1 Seja A € R um niimero positivo. Uma funcio ¢ : U C R™ — RP é chamada X -
Lipschitz se satisfaz:

[ o(x) = o) <Az -yl Ve,y €U

Um germe de aplicagdo  : R™,0 — R", 0 é dito bilipschitz quando h é lipschitz com inversa
lipschitz, ou equivalentemente, se existem constantes positivas A1, A2 tais que

Az —y <l h(z) = hy) IS X2 [l 2 =y ||

Defini¢ao 4.1.2 Sejam f,g : R",0 — RP,0 germes de aplicagdes diferencidveis. Dizemos que f e g
sdo bilipschitz-R-equivalentes se existir um germe de aplicagdo bilipschitz h : R",0 — R",0 tal que

g(h(z)) = f(x);

Seja f; : R",0 — RP,0,t € I (I intervalo de R) uma familia de germes de fung¢des suaves,
isto é, existe uma vizinhan¢a U de 0 em R" e uma fungdo suave F' : U x I — RP tal que
F(0,t)=0e fi(z) = F(x,t), Vt € I, Vz € U.

Definicdo 4.1.3 Seja F': R" x 1,0 — RP uma deformagio de f(x) = F(x,0). A familia f; é bilipschitz
trivial se existir um germe de aplicagio H : R"™ x 1,0 — R", H, bilipschitz (H(x) = H(x,t)), tal que:

(@ H(z,0)=u;
(b) H(0,t) = 0;
() F(H(x,t),t) = f(x).

A condigdo (c) pode ser reescrita como:
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() fioH; = f,paratodot € I.

Observe que derivando em relagdo a ¢ a expressao dada em (c) obtemos:

" OF OH;

(c”) (H(Sl"at)’t) ) ot (:U?t)

+ %(H($,t),t) = 0.

ox;
i=1 "

Afirmamos que determinar H satisfazendo (a), (b) e (¢”) é equivalente a resolver o pro-
blema de valor inicial:

- OF :
(d) [Z gi(x,t) - %(x,t) + %(w,t) =0.
i=1 !

(e (0,t)=0,Vi=1,--- ,n.

De fato, seja 2’ = e(x,t) em quee(z,t) = (e1(x,t), -+ ,en(x,t)) é um campo come(0, ¢) = 0.
Consideremos o fluxo associado

H:R*xR0 — R"
(x,t) — H(x,t)

tal que H(x, s) = z. Entao
Gt (w,5) =e(H (1), 1)

Por (d), segue-se que

- OF OF —~ OH; OF

i=1 i=1

OF

Portanto valem (a) e (¢”).
Tomando z = 0 em %—If(az, t) =¢e(H(z,t),t) obtemos

81(0,t) = (H(0,1),t) e H(0,5) =0

Por outro lado, a aplica¢do z(t) = 0 também ¢é solucao do PVI

¥ = e(x,t)
x(s) =0
Logo, pela unicidade das solugdes H(0,t) = z(¢) = 0, provando (b). Assim sendo, temos
que (d) e (e) sdo equivalentes a (a), (b) e (c”).

Afirmamos também que (a), (b) e (c) sdo equivalentes a (a), (b) e (c”). De fato vimos que (c)
= (c”), suponhamos entdo que valem (a), (b) e (c”). De (¢”) obtemos

+ OE(H(x,t),t) = 0= M (1 1) =0 =

Z 8F, (H(z,t),1) - 8(;? (z,1)

= [ (FoH)(x,t)=0= (FoH)(xt) = clz) = F(H(z,1),t) = c(z).
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Em particular tomando ¢ = 0, temos ¢(x) = F(H(x,0),0) = F(z,0) = f(x), portanto vale
(c).

Fixando a filtragdo de Newton associado a I'; (A), definimos os nimeros

__ max max M J __ min min M J
R = PR {l(vj)vi} e r= """ {l(m’)”i}

onde M = mmc{l(v/)} e v = (v],--- ,v)) sdo os vetores primitivos associados as faces
compactas de dimensdo n — 1 de I'(A).

Por exemplo se
5 0 2
A= < 0 6 1 >

temos calculado no exemplo 13 os valores [(v1) = 5, [(v2) = 12 e M = 60, onde
V1 = (1,3) e vy = (5,2)

Logo

R = maxmex My — max {12;28; 25; 10} = 28

p = minmin {l(%)vg} = min {12; 28; 25; 10} = 10.

Seja h : R™,0 — R, 0 um germe de fungio analitica tal que supp(h) € T';(p?), segue do Lema

3.2.9 que d(( )) é limitado.

Observagao: Se a filtracdo de h é suficientemente mais alta que a filtragdo de p? teremos que
Grad ( ) é limitada, isto &,
IV l<M

dai p% é M-lipschitz.

Fazemos notar o seguinte: Considere fixada uma filtracdo de Newton induzida por I (A).
Vimos que a filtracio de um mondmio f(z,y) = 2%y’ é dada por:

fil(z%) = wia + wab,
dai a filtragdo de (7) serd dada por wi(a — 1) 4+ wab, ou seja,
fl( )>:w1a+wgb—w1.
fil(f)
Por outro lado
fil (a(x Y )) = wia + wa(b — 1) = wia + wob — wy,
——
fil(f)
como R > wi e R > wy, temos que:

le( >+R>le(f)

Podemos estender este raciocinio para germes de fung¢des analiticas com dominio R", 0.
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Proposicdo 4.1.4 Se fil(h) > d- M + R, entdo p% é lipschitz.

Demonstra¢do: Temos que ~ : R”,0 — R,0 um germe de fungdo analitica com supp(h) €
', (p?), portanto:

d. 0n _p 9p?
o () _ P oa Mo
ox; \pd) = p2d .

Dai

Por outro lado:
Fil (ot ) = fil(p?) + Fil(§) > fillp?) + fil(h) - R
Fil ( ai) > fil(h) + fil(22) > fil(h) + fil(p®) - R
De onde tiramos que:
le( 4O . %f) > fil(h) + fil(p?) = R>d- M + R + fil(p?) — R.
por conta da hipétese fil(h) > d - M + R. Portanto:
fil (pd-%—h.%) > fil(pd) +d - M.
Ora fil(p?) = d - fil(p) = d - M, logo

le( d. oh _ %) >4 M = fil(p*%).

LogoI'} (pd . ga?i —h- %) C I'4(p??), e dai pelo lema 3.2.9 temos que existe ¢; > 0 tal que

d . oh ap? 2d
ot 2 —n- 92| <0
o que implica que
d. oh ap?
P dx; 821- < o
p2d = Gy

concluindo que V f é limitada e pelo Teorema do Valor Médio temos que f é lipschitz.

[
Seja f : R",0 — RP, 0 um germe de funcédo analitica, com n > p, definimos Ny, f = Z MIQC”
I
onde M| percorre os determinantes dos menores p x p de df, I = {i1,--- ,ip}, a = % com

sy = fil(Mr) e « = mmc{ss}.
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Exemplo 17: Considere uma filtracao fixada e a aplicagdo f : R*,0 — R2,0

f(z,y,2) = (zzy + 32, 2% + 22 + 2%y),

Entao

_ 2y zx +2y zy

Jac(f) = { 322 4 2zy z? 2z |’
Portanto
_ zY zr+2y | _ o 2
Ml—’ 322 + 2y 2 ’—x 2y + (327 + 2y)(zx + 2y) e
2
My = = —Z y v ‘ = (22 + 2y)(22) + 23y.
T 2z
Dai

Nif = (222y + 3232 + 622y + 22yz + 49y°%)% + (2222 + dyz + 23y)?2.

Observe que fil(M;*") = 2ay - fil(M;) = 20y - st = 2a, logo fil(N%f) = 2a.
Suponha que N, f = Hp +---+ Hy, onde Hy sdo A-formas de grau I com 0 como um ponto
I'; (pP)-isolado de N}, f. Ora

Nipf=I Nefll=l Hp+-- -+ Hp |[<[| Hp || +---+ || H ||

Aplicando o lema 3.2.9 em cada parcela H, temos a existéncia de c¢; > 0 tal que em uma
vizinhanga da origem

| Hr [|<er-pP
Logo
Nif < eppP +--+ceppP = (cp + -+ cp)pP = capP.

Por outro lado N}, f = Hp + - -+ Hy, tém 0 0 como ponto I'; (p”)-isolado. Entdo pelo lema
3.2.10 existe um ntimero real c; tal que N f > c; - pP, nos garantindo a existéncia de ¢y, c2 > 0
tais que

c1-pP < Nif <eo-pP

Considere o germe analitico 6 : R" — R? e a deformacao f; = f +t - 6 com fil(0;) > fil(f;)
e(0>1t > 1. Observe que:

Jac(fy) = [%—i—t- 99, = Jac(f)+1t- Jac(h),

Oz; Wa} pxn
de onde tiramos que:

Nifi = Npf+t-0.
Logo temos:

Nif = Ngf =l Npfi —t-© <[ Ngfi | +t- [| © |[< Npfit+ [ © |,
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pois t € [0,1]. Sabemos que existe ¢; > 0, tal que

apP? < NiRf < Npfit | ©|

e uma vez que fil(©) > fil(Npf) obtemos que lin%) % = 0 (veja a Proposigio 5.0.8 no Apéndice),
z—0 O

portanto
c1p? < N} fi.
Por outro lado
Nife S Npf+ 10 < e2pP+ 1| © .
Ora
fil(©) > fil(NEf) > fil(pP),logoT'+(©) C T4 (p")

e do Lema 3.2.9 temos que existe c3 > 0 tal que || © ||< c3pP.
Portanto

Nife < Npf+ || © 1< eap” + e3p?

Dai segue o seguinte resultado.

Lema 4.1.5 Seja f : R",0 — RP,0 um germe de aplicacdo polinomial. Suponhamos que N f =
Hp + -+ + Hp, admite 0 como um ponto Ty (p%)-isolado. Entdo, se fy = f+t-60,t € [0,1] é uma
deformagdo de f onde 6 : R",0 — RP,0 é um germe de aplicagio polinomial com fil(0;) > fil(f;)
existem cy, co > 0 tais que

c1p? < Njfy < copP.

4.2 Teorema Principal e Exemplos

Mostramos ao longo do texto que a Teoria de Singularidades tém em seu meio a preocupagdo
com as classes das func¢des, ndo apenas com estas em si mas, com toda uma classe de R-
equivaléncia, dai é natural que se questione quais as condigdes para que toda uma familia
de classes seja R-equivalente a um germe polinomial f e o que se pode afirmar ao se introduzir
uma deformagdo da forma f; = f+¢-0 em f, onde 6 é um germe analitico. O resultado a seguir
é devido a A. Fernandes & H. Soares em [8].

Teorema 4.2.1 Seja f : R",0 — RP,0 um germe polinomial. Suponha que N}, f = Z Mlzo” =
I
Hp + -+ Hy, admite 0 como um ponto Iy (pP)-isolado. Se f, = f -+t - 0 é uma deformacio de f com

fil(6;) > fil(f;) + R — r, entdo f; é bilipschitz trivial.

Demonstragdo: Seja M;, um menor p X p de dfy, I = (i1, -+ ,ip), 1 <i3 <--- <4, < n. Entdo
existe um campo de vetores W associado a M;,, tal que

% : Mt] = dft(Wt])

onde
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w; =0, sei¢ I

—~ 0
Wy, = Zws—, com r of, . .
' s=1 Oz, w;, = Z [cof <8ftj> Hj] comi,, € 1
i=1 Fim
(veja no Apéndice os Lemas 5.0.4 e 5.0.5)

Seja Wi = Z Mflo”fl - Wi, temos entdo que Nj f; - % = df; - Wg. Observe que:
J;

Fil(Wg) = fil (Z Mt Wn) = " Lt + fil(we,) §.
I

2&11—1

Filwg) = " { AT - fiw,) b >

> "0 {20y, — 1) fil My, + fil Wy, } = ™" {20y, - fil My, — fil My, + fil W, }.
Como o = «y, - s¢,, temos
Fil(Wg) = "™ (2a — fil(My,) + fil(Wh,)),

por outro lado (%) =0, edai
j

p
fil(Wy,) = fil (wI%—i—%—w%) = fil | Y Nji, - 0;+--+> Nji, -0
j=1

~ min fil (Njim . 9) > 5171112 (fll sz‘m + fil 0])

= Jitm

ofe,
Onde Nj;,, é o (p — 1) x (p — 1) menor cofator de 8;?7 em df;. Portanto

Fil(Wg) = ' (2a — fil My, + fil Nyi,, + fil 0;).
Analisando a expanséao de M;, pela linha 0y,

Ofy

8x¢m

Aft; Oft; Oft;
Gee T Bme Tl

Oy

0xi,,

Oft. .. Oft. Oft, ..
= 8;1 cof (ji1) + -+ ﬁNjim +--+ GIZ cof (jip)

dai

Ofe. a
fil My, < fil (52 Nji,,) = fil My, — fil 52

= < fil (Nji,,)

m
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De onde se conclui que:

Fil(Wg) > min {2a il (My,) + fil (M) — fil ( Sjm) + fil aj}.

Fazemos notar que, de forma anéloga a qual trabalhamos na pégina 35 deste documento, o
fatoder < wj er < wy entdo

fil (g%) < Fil f—r = —fil (g%) > — fil fi.
Portanto
min {2a — fil (g%) + fil ej} > min {20+ 1 — fil fi, + fil 0;},
da hipétese do Teorema temos fil(Wgr) > 2o+ R = fil (N} f;) + R.

SejaV : R" x R,0 = R™ x R, 0 0o campo de vetores

Wgr
Nifi
pelo Lema 4.1.5 temos a existéncia de ¢y, co > 0 tais que

*

N
c1p? < Npfi < copP =1 < p%ft < co.

Logo usando a Proposicdo 4.1.4 temos que o campo V' é lipschitz. Logo a equagdo

oft _
E(x, t) = (0ft)s(V(x,t))

implica a trivialidade bilipschitz da familia f; em uma vizinhanga de ¢ = 0. O mesmo argu-
mento em uma vizinhanga de ¢t = o, Vtg € [0, 1] completa a prova do Teorema.

Exemplo 4.2.2 (Exemplo de Briangon-Speder)
Considere a familia F : R® x R,0 — R, 0 com

F(z,y,2z,t) = 2% + ay” + 25+t - 2%2¢,

Fernandes e Ruas [16] mostraram que se a + 2b + 3¢ > 17 entdo F; é bilipschitz-trivial ao
longo do pardmetro ¢, proximo da origem.
Seja

14 0 0
A= 0 70
0 0 4

S O =

Em F; consideraremos f(z,y, z) = 2'° + 237 + 2° e = 2%®2¢. Disso temos que
df = [ 152 447 Txys 524 ]
de onde tiramos
My = 1521 + 97, My = TxyS, Msz = 5z*

As faces compactas do poliedro I'; (A) (figura a seguir) sdo dadas por:
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Pa,(7,y,2) = 24422+ 298 e Pa, (2,9, 2) = y"+24+ 195, que sdo quase homogéneos do tipo
(6,13,21,84) e (4,4,7,28). De onde tiramos os vetores primitivos v; = (6,13,21) e vo = (4,4, 7)
e os valores:

I(v1) = ((6,13,21), (1,6,0)) = 84
I(v2) = ((4,4,7),(1,6,0)) = 28
M = mme{l(v1),l(ve)} = 84
R =maz{6,13,21,3-4,3-7} =21 e r = min{6,13,21,3-4,3-7} = 6

* _ 201 2ai2 2a3 _ o« _ : —
Temos que Njf = M{™" + My™* + M3;™, com a; = o s = fil M; e o = mme{s;}.
Genericamente a filtragio de um mondmio x%y°z¢ é dado por:

fil(z%yb2¢) = min{{(a,b,c), (6,13,21)),3 {(a,b,c), (4,4,7))}
Dai a filtracdo de f é o minimo das filtracdes dos mondmios z'°, zy”, 2°, isto é:

fil f = min{ fil £, fil zy", fil 2°} = 90.
N N N~
90 96 105

Calculando os valores dos termos s;
s1 = fil My = fil(z'* + y7) = min{ fil(z'?), fil(z7)} = 84

Fazendo as contas andlogas a anterior para sz, s3 obtemos s; = sy = s3 = 84, logo o; = 1, para
i = 1, 20u 3. Desta forma:

Ny f = (1521 + y7)2 + (7aty6)2 + (524)2 ¢ uma A-forma de grau 2.
Note que 0 ¢ um ponto I'; (p?) isolado pois:

(N;%f)Al = 225228 + 499U2y12 +258 e x=2=0
(Njy:zf)A2 :yl4+49532y12+2528<:>:L’:y:z:0

Ou seja (N f) 5, ndo tém solugdes fora dos eixos coordenados qualquer que seja i = 1, 2.
Logo para que F'(x,y, 2,t) = fi(z,y,z) = 2 +2y"+25+t-2%2¢ seja trivialmente bilipschitz
é suficiente que

fil(x“ybzc) > fil(f)y+ R—r

isto é,
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min{6a + 13b + 21¢,12a + 12b+ 21c} > 90 + 21 — 6 = 105

O artigo [16] de Fernandes e Ruas ndo pode detectar quaisquer das deformagdes x%y"z¢ a

seguir, para 0s monomios:
2123, 23y223, a2yt 225, 20, a7 2B

porém as familias f; sdo trivialmente bilipschitz pelo Teorema 4.2.1. Por outro lado o nosso
resultado principal ndo capta a deformagdo

ft<337y72) = x15 +:L'y7 —|—25 +t- 1'17

pois fil(z'7) = 102, porém ainda é uma familia trivialmente bilipschitz ja que satisfaz a hip6tese
a + 2b+ 3¢ > 17, mostrada em [16].

Exemplo 4.2.3 Seja f : R2,0 — R2, 0 definida por
flz,y) = (vy, ™42 — g2 + 277 ),
comr+s=br+2s=b+1ler>s.
Calculando df :
Yy x
df =
(2b 4 2)5[)2b+1 4 2bx2’r—1 . y2s —9b - y2b—1 1 2s- xQT‘ . y2s—1
Logo o tnico menor M; de df é dado por:
M; = —2by2b + 2522y — (20 + 2)$2b“‘2 — ¥y =
- _9 (by2b _ SeryZS + (b + 1)x2b+2 4 ,,,.xZT‘yQS) —
= _9 (by2b + x2ry2s + (b—|— 1).%'2b+2 4 (T’ _ $)$2Ty2s) .
Observamos que se br+ (b+1)s < (b+1)b é satisfeito, o poliedro de Newton de ', (p?*(>+1)

tém duas faces compactas como na figura:

2b

29

onde
1 r
b 0 (b+1)b
A:
0 s
b+1 (106
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De onde tiramos os polindmios que caracterizam as faces:
pay (T, y) = 22y +y? e pa,(z,y) = 2202 4 22y
respectivamente quase-homogéneos do tipo:
(1,1;2b) e (1,2;2b+2)
De onde tiramos v; = (1,1) e vo = (1, 2). Calculando os valores (v1) e I(v2):
l(v1) =((1,1),(2r,25)) = 2b
l(ve) =((1,2),(2r,25)) =2r+4s =2(r +2s) =2(b+1)

Observe que M; = Hop(p41), 0u seja, uma A-forma de grau 2b(b+1),logo N}, f = M?, admite
0 como ponto I'; (p?*+1)-isolado, pois

{(z.y) € R% Nifla, =0} = {(z,y) € R% (r — s)2* - y»* + by** = 0} C
C {(m,y) ER%x-y= 0},
poisr > se
{(z,y) € R* N fla, =0} = {(2,y) € R (r — )2 - 4> + (b+ 1)a®" = 0} C
C {(z,y) e R*}z-y=0}.
Neste caso, o controle associado a A é:
pla,y) = (222 4y 4 227 y25)m'

Como M = mme{l(v1),1(v2)} = 2b(b + 1), obtemos que a filtragdo de um mondmio z%y” é
dada por:

Fil(zey?) = min { 2G50 (0, 8), (1,1)), FE (@, 8), (1,2)) | =

=min{(b+1)(a+B),b(a+28)}, a,5 € N.

De onde tiramos
fil(zy) = min{2(b+1),3b} = 2b+ 2.
fil(y?) = min{2b(b+ 1),4b} = 2b(b+1).
fil(x®y**) = min{2b(b+1),2b(b+ 1)} = 2b(b+1).
fil(z®*+2) = min {(2b6+2)(b+1),2b(b+ 1)} = 2b(b+ 1).
Portanto fil(xy) = 2b + 2 e fil(x?*+2 — y?* 4 227y?%) = 2b(b + 1). Calculando os valores de
R = m‘”{ M vf}er: min ¢ _M_,J

3] 1?) B Uw!)

i

R = max { 2b(3:1), 221)((15);1))’ 2b(g:1) . 2} = maz{b+1,b,2b} = 2b.

r = min { 2 ZOED B 9k — minb+ 16,25} =b.

b— 20—

L.y ey =2%1.y. Entio
Fil(@1) = b(b+1) > fil fi+R—r — 3b+2

fil(02) = b(2b+3) > fil fa+ R—1r = b(2b+ 3)

Agora, sejath =
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Portanto a familia fi(z,y) = (wy, 2?2 —y® + 22 . y?) + ¢ (2" -y, 2?1 . y) é trivial-
mente bilipschitz.
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Capitulo 5

Apéndice

Neste parte do trabalho provaremos resultados que complementam o texto, mas que consi-
deramos de cardter opcional para uma leitura.

Defini¢do 5.0.4 Um germe de fungdo f : R™ — R é dito quase-homogéneo de grau pesado d e pesos

Wi, wa, - -+, Wy, 0U simplesmente do tipo (wy, ws, - -, wy, d) quando
F# w82y, - ) = 87 f(z1, 32, wn)
Lema 5.0.5 Seja f : R" — R um germe de fungio quase-homogeéno do tipo (wi,wa,- - , wy, 2d).

Entdo existe 6 > 0 tal que || f(x) ||> 0 - p%(x).

Demonstragdo: Seja S = {z € R" | p?(x) = 1}, note que para cada = # O existey € Set > 0
tal que x = (t“'yy,--- ,t""yy,), pois a aplicagdo ¢ : S x R — R", p(y,t) = (t“'y1,--- ,t"“"yy,) é
sobrejetora, pois S é homeomorfo a S,,_1, sendo ¢ : S,_1 — S com ¥ (z) = t*z 0o homeomor-
fismo subtendido, note que o fato de S,,_; ser compacto implica que S é compacto, portanto
| f || restrita a S admite um maximo e um minimo. Agora considere § = minyecs || f(y) || entdo

I f@@) I=I FE g, tmyn) (=120 fly) > 200 =296 - p(y) =
=0 p?(t g1, 1Y) = 6 p%(2)
ou seja,

I f(@) =60 p(=)

Portanto no Lema 3.2.10 se p?(z) tém uma face compacta, temos p?(x) quase-homogéneo e
pelo Lema visto acima temos a existéncia do 6 procurado. Mostrando que ¢ : S,—1 — S com
Y(x) = t*x é um homeomorfismo.

Como p%(z) = 7124 + .-+ + 2,29 = 0 2 = 0ealém disso p(x) > 0,sex # 0, logo
para cadaz # 0 podemos escolher ¢ > 0 tal que t?¢p?(x) = 1.

Note que t : R" — R determina uma aplicagdo continua estritamente positiva, daf a
aplicagdo ¢(x) = t"z é continua, perceba que 1) estibem definida pois

pA(t0z) = pt(tWiwy, -t wn) = (EV1wy)PN e o ()P0 =

— t2a1w1$12a1 + .. + tQanwnanLn — t2d(a:,12a1 + . _|_ xn2an) — t2dpd(:1:) — 1
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Lema 5.0.6 Sejam f,0 : R",0 — RP, 0 germes analiticos e

Oh  Oh ... Of
811»1 811'2 83:2'17
ofs  Ofr .. Of2
Mpo = Oz Oz, 8xip
ofp  Ofp .. Ofp
Oz Oz, 8xip

um menor p X pde df (com1 <iy < iy <--- <1, <n). Entdo

(det M) -0 = df [Z S Jeof (gg > arai}]

s=1r=1
91 01
02 02
Demonstra¢do: Temos que (det M) | . | =(det M)-I1-| . | com I sendo a matriz identi-
Op Op

dade p x p. Como
det(M) -1 =M -adj(M)

com adj(M) sendo a matriz adjunta de M. Teremos

(91 91
(92 92
(det M) | . | = M-adj(M)| . | =
0, 0,
[ 20 0h .. 04 ] 'Cof(gg_l) COf(§£2> COf(§£p>
i1 12 ip 1 1 “1 01
ofs  Of of P P ) 02
| g a || er (0) eof (8) o er(EE) || T -
: : CRR : : : 0
Ofy O .. O ) p) 0 P
| Do, B Dy dpxp | cof <35£1p) cof (a“{iv) cof (a:ii) 1 pxp
T oh 0 ofi I of of of 1
il R cof () 01 + cof () 0o+ -+ cof (312 ) 0,
0 ) ) 9 0 B
_ 8;2_21 3£Z aaf; cof(aaf;)& + cof<8£Z)02+ +cof(a£’2>0p
ofy O Y '
i Bzipl 89&:; 690:, oy cof (%) 01 + cof (%) Oy + -+ cof (g{i’;)@,, "
L -p

Observe que ao adicionar n — p linhas nulas em adj(M) - 6 de forma que as linhas de indice

P
. . of; .
k # is sdo nulas e as linhas de indice i, serdo dadas por g cof ( 3 i > f; teremos uma matriz
. T
J=1 °

Wr tal que
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[ 0A Of ... Of T
o1 Oxzo 0Tn
Ofr 0fza .. Of2
df . W[ - 8x1 8:22 8171
ofe  Ofp .. O
L Ox1 Oxo oxrn, pxXn
— 0 -
0

of,
1) 6,

cof (351)91 + cof (gai?)Gz—i—...—i—cof (8

cof(gxfil)el + cof((%{?>92+..._|_Cof(§:£;)9p

cof ()1 + cof ($2) o-+-+++ cof (22) 0,

4 nx1

Observe que det(M) -6 = df - Wi, com W sendo um campo de vetores associado a M tal
que

ws = 0ses gl
P
Zws‘ A COMN s E [cof( fj)-Hj]comimGI.
o0x;
Jj=1 m

De forma anéaloga, para cada deformacao f; = f + tf é possivel mostrar a existéncia de um
campo de vetores Wy, associado ao menor M;, que satisfaz

S My, = dfy(Wy,)

com
n wl = 0sesg I
= Zwt L9 com ‘ ? O ft; ,
po Oz, w; ]Z;[cof ( Zm) - 0] com i, € I.

Lema 5.0.7 Seja Wi = Z MEIQI “Low, , € um menor de df, e Wy, é o campo de vetores associado a
T
M;, (como no lema anterior). Entdo Np, f; - aft = dfy - Wg.

Demonstracao: Temos que

of, Oft -

« ) o t o4 «a

Nifo - ft _E:MEII,EZE:MEII 1 - My, - o = E Mf]’1~dft~wt1
I I I

Pela linearidade de df; temos

Nife- %t = dfy - > MWy, = dfy - Wh
I
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Proposicdo 5.0.8 Seja A uma matriz de vértices comoda e h : R",0 — R,0 um germe de fungio
analitica tal que supp(h) € int (T4 (p?)). Entdo,

h
lim (x)d =0.
Demonstracio: Basta mostrarmos que para todo a = (a1, ,a,), pertencente a int(I'; (p?))
tém-se que:
a
lim —— = 0.

Suponhamos que isso ndo ocorre, entdo existe ¢ > 0 tal que, para toda vizinhanga V' da

Isso significa que 0 pertence ao fecho do conjunto

origem de R", existe x € V com

ma

ol = ©

X = {o e RY | 2 |2 c- pla)}.
Como X é semi-algébrico, pelo Lema de Selecdo das Curvas, existe uma curva analitica
A:(0,¢] = X, com A(0) = 0 tal que
AL(t) ~ @t e N (E) ~ O,
Entéo, de p(A(t))? < 2 || A(t)* || obtemos que
inf; {(d-a’, )} > (a, ).
Agora, A(a) = {b € T (p?); (b,a) = I(a)} é uma face de I';.(p?) onde
(o) = min {{c,a);c € T (p?)}.
Como A(«) contém um dos vértices d - a/, temos que
(da?, o) = ().
Entretanto,

(a,a) < {da?, o) = l().

portanto a € I'(p?) o que contradiz a hipétese.
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