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Resumo

Neste trabalho provaremos a existéncia e unicidade da solucao global para um problema
misto, com condicoes de actstica na fronteira. A prova da existéncia serd feita pelo método
de Faedo-Galerkin-Lions e a unicidade via o método da energia. Além disso, mostraremos

que sob certas hipdteses, a energia total
— 1 2 i p+2 f%él 2 1:%6 2
E(t) = S WP + =5 lu®liee g + alO (el + 18" Wl + 58I, ) 5.

associada ao problema, decai assintéticamente quando t — oo.

Palavras Chaves: Existéncia e unicidade de solucao global; Sistema nao linear; Condic¢oes

de acustica na fronteira; Comportamento assintético.
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Abstract

In this work we will prove the existence and uniqueness of the global solution for a mixed
problem with acoustic conditions in the boundary. The proof of the existence will be done
using the Faedo-Galerkin-Lions method’s and the uniqueness via the energy method. In

addition, we establish that under certain assumptions the total energy
1 5 2\ 02 35742 35 (4)2
E(t) = S WP + =5 lu®liee g + alO (el + 18" Wl + 58I, ) 5.

associated with the problem decays asymptotically when t — oo.

Keyworks: Existence and uniqueness of the global solution; Nonlinear system; Acoustic

boundary conditions; Asymptotic behavior.
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Notacoes

A seguir listamos algumas notacoes as quais serao usadas nesta dissertacao:

> Operador Gradiente: V = <i, - i>7
0% 0Xn

> Operador Laplaciano: A = E F;
Xz
i=1 i

> ( é um subconjunto do R™ aberto, conexo e limitado, com fronteira I' sendo uma

variedade n — 1 dimensional de classe C?, tal que ' =Ty U Ty, com Iy N Ty = 0;

> Produto interno de L*(Q): (f, g) =J f(x)g(x)dx;
o

> Produto interno de L*(Ty): (f, g)r, = J f(x)g(x) drl;

'

> Produto interno em H'(Q): ((f,g)) = J Vf.Vgdx;
o}

> Norma em L2(Q): [f(x)] = (L) If(x)Idef;

Ocasionalmente | - | denotard também o valor absoluto, porém o contexto deixara claro a
distingao.
> Norma de L2(T}): [f(x)lr, = (L |f(x)y2dr)5;
!
> Espaco V: V ={¢ € H'(Q) e vo(@) = @I, =0 g.s. sobre Iy};
> Espaco HA(Q): HA(Q) = {(p cH'(Q) e Ap € LQ(Q)}Q
> Norma de Ha(Q): ]2, o, = Ifl* + Af;

> Norma de XNY: ||f][xny = ||f||x + [|f]|v, onde X e Y s@o espagos vetoriais normados;

> Por C(Q) denotaremos o espago vetorial das funcoes infinitamente diferenciaveis em

Q), com suporte compacto em Q.



Capitulo 1

Introducao

Neste trabalho demonstraremos a existéncia e unicidade de solucao para um problema
misto associado a uma equacao de onda, na qual se impoe condigoes de actustica na
fronteira, no sentido introduzido por J.T. Beale e S.I. Rosencrans, em 1974 (Ver [3]).

Consideremos os conjuntos V, munido com a norma

= ov 2
ME =Y | (3 0) d =Vl
i=1 t

! 0
e Ha(Q), onde consideramos a funcao traco y; : Ha(Q) — H™2(T"), com vy (@) = % ,
0
V@ e CP(Q), onde Fo" denota a derivada direcional na direcao do vetor normal unitario
v

sobre T7.

Estamos interessados em mostrar a existéncia de um par de fungoes

u:Q x[0,00) —R

5:T1 x [0,00) — R,
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satisfazendo as condigoes:

w —a(t) Au+Aufu=0 em Q x(0,00);
u’ + f16// + fgél + f35 =0 sobre Fl X (0, OO)7
u=0 sobre Ty x (0,00);
ou , ,
a—& +n(-,u) =0 sobre T} x (0,00); (1.1)
u0)=uy em Q;
u(0)=uw em Q;

5(0) =06y sobre Ti;

6’(0):%+n(u1) sobre Tj.

onde ' denota a derivada no sentido das distribuicoes e A é uma constante positiva. As-

sumiremos que as funcoes « e f; (1 = 1,2, 3), satisfazem:

alt) € L2 (R), com o(t) € L'(RT) e alt) > ap > 0; 1)
fLe CONy), com fi>0,i=1,3 ¢ fy>0. '

Além disso, suponhamos que 1 : I} Xx R — R, com x — n(x,s), é continua para todo s

fixado e satisfaz:
n(x,0) = 0;
m(x,s) —m(x,7)| < Lls—r], L>0; (1.3)
Mx,8) —n(x,1))(s —7) =1no(s —1)%, no > 0.

Por fim, suponhamos também que (uy, w1, d9) € (VN HA(Q)) x V x L(I) e p é uma

constante positiva tal que
1
§<p<oo, se m=2; (1.4)

No capitulo 2, apresentaremos uma breve ideia da motivacao fisica do modelo de estudo
de equagoes de onda com condicoes de acustica na fronteira. Neste trabalho, uma parte
da fronteira serda submetida a condicao de Dirichlet, enquanto outra parte, sera submetida

a condicoes de acustica.
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No capitulo 3, apresentaremos resultados de Anélise Funcional, Equagoes Diferenci-
ais Parciais, Distribuicao de Schwarz e Espacos de Sobolev, que serao essenciais para o
entendimento desse trabalho.

No capitulo 4, mostraremos a existéncia e unicidade de solugdes do problema (1.1).
A existéncia sera feita via método de Faedo-Galerkin-Lions e a unicidade via método da
energia.

No capitulo 5, provaremos o comportamento assintético da solugao de (1.1), sob certas

hipéteses adicionais.



Capitulo 2
Motivacao Fisica

Neste capitulo, descreveremos a motivagao fisica para um problema do tipo (1.1). Aqui
apresentaremos somente uma breve ideia fisica sobre o modelo de estudo apresentado.

Para mais detalhes e aprofundamento sugerimos as referéncias [3] e [18].

2.1 Movimento de Ondas Acusticas

Ao contrério da vibracao de uma corda em que sao estudados ondas transversais onde
o material transmitindo a onda move-se na direcao perpendicular a direcao de propagacao
da onda, ondas acusticas, que sao ondas de som, sao longintudinais e movem-se na direcao
de propagacgao da onda. Com isso, segue que nao hé alternancia entre “ picos ” e “vales”,
mas sim entre compressao e rarefacao.

Representemos por Ky a densidade uniforme de um fluido e por py a pressao uniforme
exercida sobre o fluido em estado de equilibrio. Consideremos uma fonte acustica provo-
cando uma mudanca de pressao p no fluido com p infinitamente menor que py. Entao, se
k ¢ a mudanca na densidade do fluido, que consideramos também pequeno em relacao a

Ko, temos a relagao
k = Ckop,

onde C é a constante de compressibilidade do fluido.
Agora, considerando uma situacao unidimensional, seja F(x,t) o fluxo de k(x, t), isto
é, a quantidade total de k(x,t) que passa, por segundo, na direcdo positiva de x, em

uma secao transversal com drea unitaria, perpendicular a x. Denotando por v(x,t) a
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velocidade do fluido no ponto x no instante t, podemos escrever
F(x,t) = (k + ko)v(x, t).

O fluxo F(x + dx,t) representa uma perda de K na regiao por onde o fluido percorre.

Assim, a taxa de mudanca de K nessa regiao é

d oF
ax = Fix, t) — F(x 4+ dx, t) = ——dx + O(dx?).
ot 0x

Dai, obtemos

0K 0K ov
a—t——V(X,t)a—X—(K+K0)a—X. (21)

A forca no elemento de fluido de massa (k + kg)dx, entre duas superficies planas, com
area unitaria, num ponto x e outro em x + dx, é p(x,t) —p(x + dx, t). Por outro lado, a
mesma forca é dada pelo produto da massa do fluido pela aceleracao. Suponhamos que
a posicao de cada particula é uma funcao derivavel do tempo, isto é, x = x(t), com x

ov
derivavel. Sendo a(x(t), t) a aceleragao do fluido em x no instante t, entao

p(x(t),t) — p(x(t) + dx, t) = <%(x(t),t)> (k(x(t), ) + ko)dx,
ou ainda,
P (1), Db+ O() =[S (x(8), X' (6) + o (x(1), )] (k(x(8), 1) + o)l
X 0x ot
= —elxl0), 1)+ ko) (5?0 1) + oo (1), 1),
pois,
0 , B a_v
&V (X7 t) 2V(X7 t)a (X7t)
Como k = Ckqp, entao por (2.1) segue que
CrooP (1) = 35 = —vlx, thos — (x4 ko) o
= vl ) P, 1) — ko1 + Cplx, 1) D, 1),
0x ox

Lembrando que estamos admitindo k e p tendo valores pequenos em relacao a kg e po, €

desprezando os termos de segunda ordem, concluimos que

op_ 9 __Ov
ox . %%t ¢ Yot T T oax
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Por Schwarz, obtemos a equacao do movimento acustico de primeira ordem,

*p 1 9%
0t2  Ckg 0x2’
Da mesma forma a funcao v(x,t) deve satisfazer a equacao de onda,
v 1 9%
0t2  Cko0x2’

Com raciocinio andlogo podemos generalizar para trés dimensoes, isto é, podemos consi-
derar Kk = K(T’,t), com r(t) = (X(t)7y(t)7z(t)) € R3 € V(ra t) = (Vl (T,t),VQ(T', t),Vg(T,t)).

Assim,
F(r,t) = k(r,t)v(r,t) = (Fi(r, t), Fo(r, t), Fa(r, 1)).

Consequentemente, de modo similar ao anterior, temos

0
a—: = —div F = —(k + ko)divv—v - Vk.
Com interpretacao analoga, obtemos
dv
Ko—— = —Vp.
*dt P

Novamente lembrando que k = Ckgp, segue que

0
CKOO_]’:L) = —Ko(1 + Cp)div v — Ckov - Vp.

Desprezando os termos de segunda ordem,

o _

T —div v.
Portanto, a pressao acustica deve satisfazer a equacao de ondas,
Ap =div Vp = —KO%div V= CKOZ%D,

ou seja,

i N SN

ot? Ck

Se admitirmos que o campo vetorial v é conservativo, entao existe uma funcao com

valores escalares u tal que v =—Vu. Além disso, podemos escrever p = KO%—1:. A funcao

u é chamada de velocidade potencial do fluido. Com isso, concluimos que a velocidade

potencial satisfaz a equacao de onda,

e este é o modelo utilizado no estudo de movimento de ondas actsticas.
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2.2 Condicoes de Fronteira Acustica

Consideremos um fluido no interior de um dominio limitado Q C R? sofrendo apenas
a acao de ondas acusticas. Se u(x,t) é a velocidade potencial do fluido, isto é, se a

velocidade da particula é dada por v =—Vu, entao

62
%—CQAuzoemQx (0, 00).

Seja I' = 9Q) a fronteira de Q. Admitindo que T" reage localmente (cada um de seus
pontos age a pressao do som de modo independente um do outro) a pressao causada pela
onda actstica e denotando por 6(x,t) o deslocamento normal & fronteira do ponto x no

instante t, podemos provar que & deve satisfazer a equacgao

025 06
aw +ba + ¢d = —p sobre I' x (0, 00),

onde a,b e ¢ sdo constantes tais que a > 0,b > 0e ¢ > 0 (Veja [18]). Como ja vimos que

a pressao p no ponto x no instante t é dada por

ou
t) =ko—I(x,1t
p(X, ) Ko ot (Xa )7
obtemos a equacao
025 06 ou
aw + ba +cd = —Kga sobre " x (0, OO) (22)

Neste modelo consideramos também uma condicao de impenetrabilidade da fronteira, que

equivale a dizer que existe uma compatibilidade entre a velocidade normal da fronteira

0 0
6_i7 com a velocidade normal do fluido, % =Vu-v=—v-v, onde v é a velocidade do
fluido e v é o vetor normal unitario exterior a ). Logo,

06 0

Fri a—: sobre I" x (0, 00). (2.3)

As equagdes (2.2) e (2.3) sao chamadas de condigbes de fronteira acustica.



Capitulo 3

Resultados Preliminares

Neste capitulo apresentaremos alguns resultados de Analise Funcional, Espacos de
Sobolev e de Equacoes Diferenciais Parciais, necessarios para garantirmos a existéncia e
unicidade da solu¢do do problema (1.1). Nao serao feitas as demonstragoes de tais resul-

tados, porém serd indicada uma referéncia que contenha uma demonstragao dos mesmos.

3.1 Resultados de Analise Funcional

Seja E um espago vetorial normado. O dual topolégico de E, denotado por E’, é
definido como o conjunto de todos os funcionais lineares e continuos f: E — R.

Em E, o operador linear

Je:E — E”

x = Jg(x) ="f(x)

esta bem definido e é uma isometria linear, chamada de mergulho canénico de E em E”,

onde E” é o bidual de E, isto é, o dual de E’.

Definicao 1. Um espago normado E € dito reflexivo se o mergulho canénico Jg : E — E”

for sobrejetivo.

Definicao 2. Um espago métrico B é dito separdvel se possui um subconjunto X enu-

merdvel e denso em E, isto €, X = E.

Defini¢ao 3. Uma sequéncia (xy) converge forte para x em E se ||xx —x||[g = 0 quando

k — 00. A notacdo para convergéncia forte é xy — X.
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Definicao 4. Um espaco normado E é chamado espago de Banach quando toda sequéncia

de Cauchy em E for convergente em E.

Definicao 5. Sejam E um espaco de Banach e (xy) um sequéncia em E. Dizemos que
(xi) converge fraco para x se, e somente se, f(xy) — f(x) para toda f € E'. A notacao

para convergéncia fraca € Xy — X.

Defini¢ao 6. Sejam E um espaco de Banach e (fy) um sequéncia em E'. Dizemos que
(fx) converge fraco estrela para f se, e somente se, (fi,x) = fr(x) — f(x) = (f,x)

para todo x € E. A notagdo para convergéncia fraca estrela é f, — f.

Teorema 1. (Banach-Alaoglu-Bourbaki) Seja B um espaco de Banach. Entdo o conjunto
Ber ={f e E'; || < 1}

¢ compacto na topologia fraco estrela.

Demonstracao: Ver [5], pag. 66.

Teorema 2. Se E ¢ um espaco de Banach separdvel, entao Bg: € metrizdvel na topologia

fraco estrela.
Demonstracao: Ver [5], pdg. 74.

Corolario 1. Se E € um espaco de Banach separdvel, entdo toda sequéncia limitada em

E’ possui subsequéncia convergente na topologia fraco estrela.
Demonstracao: Ver [5], pdg. 76.

Teorema 3. Se E ¢ um espaco reflexivo, entao toda sequéncia limitada em E admite

subsequéncia convergente na topologia fraca.

Demonstracao: Ver [5], pdg. 69.

1

loc (Q) 0 espaco das (classes de) fungoes f localmente integraveis

Representamos por L

em Q, isto é, para todo compacto K C Q, temos

J If(x)]dx < 0.
K

1
loc

Se f € L}(Q), entao

O subespaco de L{,.(Q) constituido das funcoes integraveis em Q ¢ denotado por L1(Q).

[fll1(0) = J If(x)|dx.
Q
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Definigao 7. Sejam Q CR™ ep € R, com 1 < p < oo; Definimos por
LP(Q) ={f:Q — R;f € mensurdvel e |f|P € L}(Q)},
o qual é um espaco vetorial normado munido com a norma
Iflio = (| FrooPax)”
Q
No caso em que p = oo, definimos
L®(Q) ={f: Q — R; f é mensuravel e 3 C > 0 tal que [f(x)| < C q.s. em Q},
com a norma,

[f]lL=(0) = sup ess [f(x)],
xeQ
onde
sup ess|f(x)] =inf {C > 0; [f(x)] < C q.s. em Q}.
xeQ

Teorema 4. Seja Q C R™ limitado. Se 1 < q < p < oo, entao LP(Q) C LI(Q) e eziste

uma constante positiva C tal que
[fllaia) < Cllfllrq), Ve LP(Q).
Demonstracao: Ver [14], pag. 111.

Teorema 5. Seja (fy) uma sequéncia em LP(Q), com ||fx — f||Lr(q) — 0. Entdo, existe
uma subsequéncia (fy;) tal que

(i) fi;(x) = f(x) ¢.5. em Q;

(i) Ifi, (x)] < h(x) , Vj e ¢.s5. em Q, onde h € LP(Q).

Demonstragao: Ver [5], pdg. 94.

3.2 Nocgoes de Distribuicao de Schwarz

Seja O C R™ aberto. Denominamos suporte de uma fungao f: 3 — R™ continua, ao
fecho em Q) do conjunto dos pontos de Q) onde f nao é nula. Representaremos o suporte

de f por supp(f). Simbolicamente,

supp(f) =[x € Q: F(x) £ 0} .
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Chamamos de multi-indice a qualquer n-upla &« = (,...,®n), onde &; € N,i =

1,...,m. A ordem do multi-indice & = (4, ..., %) é 0 nimero
o = foca| + -+ - + Jotn .

O operador derivada parcial de ordem |«|, denotado por D%, é definido por

D*u = —“alalu -
oxy"'...oxn"

Adotaremos a seguinte nogao de convergéncia em CJ°(Q): Uma sequéncia (fy) con-
verge para f em C§°(Q), quando sao satisfeitas as condigoes:
(i) Todas as fy possuem suportes contidos em um compacto fixo K de Q;
(ii) D*fy — D*f uniformemente em Q para todo multi-indice .

O espago vetorial CF(Q) com a nocdo de convergéncia definida acima serd denotado

por D(Q), e o chamamos de espaco das funcoes teste.

Lema 1. (Du Bois Raymond) Sejaw € Li_.(Q) tal que

loc

J u(x)f(x)dx =0, Vfe D(Q).
Entao, wu=20 ¢q.s. em Q.
Demonstracao: Ver [1], pdg. 59 ou [15], pag. 10.

Definigcao 8. Seja Q C R™ um aberto. Um funcional, T : D(Q) — R ¢é dito uma
distribuicao sobre Q, se
(1) T € linear;

(i) T € continua.

No espaco vetorial de todas as distribuicoes sobre Q, dizemos que uma sequéncia (Ty)
converge para T, quando (T, f) — (T,f) em R, para toda f € D(Q). Representaremos o

espaco das distribuicoes sobre Q, com essa nocao de convergéncia, por D’'(Q).

Exemplo 1. Seja 1 < p < 0. Para u € LP(Q) fizado, o funcional T, : D(Q) — R,
dado por
(T, ) :J u(x)f(x)dx
o)
¢ uma distribuicao sobre Q). Para ver isto, usamos o Lema 1. Por esta razao, identifica-

mos u com T,,.
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Definicao 9. Sejam T uma distribuicao sobre um aberto Q C R™ e o um multi-indice.
A derivada de ordem |x| de T, no sentido das distribuicoes, € definida como sendo o

funcional D*T, dado por
(DT, f) = (—D)/*lT, D),V f € D(Q).

Definicao 10. Sejam Q C R™" ndo necessariamente limitado, e £ : QO — R™. Entdo,
dizemos que f satisfaz as condigoes de Carathéodory sobre Q se:

(1) f(t,x) € mensurdvel em t para cada x fizo;

(i1) f(t,x) € continua em x para cada t fixo;

(111) para cada compacto U C Q existe uma fungao real integrdvel my (t) tal que
|f(t,X)| < mU(t)7 N (t,X) € u.

Teorema 6. (Carathéodory) Seja f : R — R™ wma aplica¢io nas condi¢ées de Ca-
rathéodory sobre o retangulo R = {(t,x) € R""L: |t —to] < a,|x — x| < b}, onde a

e b sdo constantes reais positivas. Entao existe uma solucdao x(t) do problema

dx
— = f(t
x(to) = xo

sobre algum intervalo do tipo (to — €,tg + €), para algum ¢ > 0.
Demonstragao: Ver [17], pdg. 156.

Coroléario 2. (Prolongamento de Solugies) Sejam 0 < T < 0o, B ={x € R™;|x| < R,R >

0} e f satisfazendo as condicoes de Carathéodory em [0, T] x B. Seja x(t) uma solugao de

& )
dt , com |xo| < R.
x(0) = xo

Se em qualquer intervalo 1, onde x(t) estd definida, tivermos [x(t)] < M, V t € I, onde

M ¢ uma constante independente de 1 e M < R, entdo x(t) tem um prolongamento até

[0, T].

Demonstracao: Ver [17], pdg. 164.
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3.3 Espacos de Sobolev

Sejam O C R™ aberto e 1 < p < co. Vimos que para cada u € LP(Q), a fungdo u
possui derivadas D*u de todas as ordens no sentido das distribuicoes. Faz sentido entao

definirmos, para cada m inteiro positivo, o espaco de Sobolev W™P(Q) dado por
W™P(Q) = {u e LP(Q);D*uel?(Q), V|« < m}.

Munimos W™P((Q)) com a norma

1
( Z |]D“u|]€p(m>p, se 1<p<oo

lo|<m

Z supess [D*ul, se p=o0

lo|<m

uffwme o)

No caso em que p = 2, denotamos W™?(Q) por H™(Q), e se u € H™(Q), escrevemos

[ullwmza) = [[ul[um ).

Definicao 11. Sejam X e Y espacos de Banach com X C Y. Dizemos que X estd conti-

nuamente imerso em Y e escrevemos X — Y, quando existe C > 0 tal que
lully < Cllullx V u e X.

Se toda sequéncia limitada em X admitir subsequéncia convergente em Y, dizemos que
’ . C
X estd compactamente imerso em Y e escrevemos X <— Y. Notemos que do Teorema 4,

resulta que LP(Q) — L9(Q), desde que 1 < g < p < o0 e Q seja limitado.

Teorema 7. (Rellich-Kondrachov) Sejam 1 < p < 0o e Q C R™ aberto limitado de classe

Cl. Entao as sequintes imersoes sio compactas:
(i) WP (Q) 5 L9(Q), 1 < q < n’f’p, sep <M
(i) WHP(Q) — 1L9(Q), 1 < g < o0, se p =n;
(i) W'P(Q) — C(Q), sep > n.

Demonstragao: Ver [15], pdg. 79.

Teorema 8. (Do Traco) Seja Q C R™ limitado, com fonteira 0Q de classe C'. Entao,
existe um operador linear limitado T : WHP(Q) — LP(0Q) tal que

(i) Tt =1|,,, se f € WP(Q) N C(Q);

(i) | Tf|r o) < Cliflwir(q), ¥ f € WHP(Q), onde C é uma constante que depende

somente de p e Q.



Capitulo 3. Resultados Preliminares 15

Demonstracao: Ver [8], pdg. 258.

Teorema 9. (Férmula de Green-Gauss) Sejam f, g € C1(Q). Entdo

J fy,gdx = —J fgx, +J fgvidS (i=1,...,n),
Q Q 20

onde V' é a i-ésima coordenada do vetor normal unitdrio v.
Demonstragao: Ver [8], pdg. 628.

Teorema 10. (Férmula de Green) Sejam f,g € C2(Q). Entdo

d
—J ngdx:J Vf-ngx—J 9t 4s.
Q Q 00 0V

Demonstragao: Ver [6], pdg. 263.

Teorema 11. (Identidade de Rellich) Se v € H2(Q), entao

ov

—(m-V)vdrl.
ov

2(Av, (m - V)v) = (n—2)|Vv]> — Jr(m V)| VA AT + 2 L

Demonstragao: Ver [9], pdg. 16.

3.4 Os Espacos de Banach LP(0, T; X)

Seja X um espago de Banach. Em analogia aos espacos de Lebesgue citados na defini¢ao
7, definimos LP (0, T; X) como sendo o espago vetorial das (classes de) fungbes vetoriais
u: (0, T) — X, definidas quase sempre (0, T) com valores em X, fortemente mensurdveis
e tais que a fungao numerica t — ||u||x estd em LP(0,T). Se u € LP(0, T; X), definimos a
norma de u como

T 1
(J Hu(t)y\;dt)", se 1< p < oo
0 .

sup ess |[u(t)||x, se p=o00
0<t<T

[wl[eeo,mx) =

Teorema 12. Sejam X e Y espacos de Banach e suponhamos que X — Y. Se 1 < s <
T < 00, entao

L"(0,T; X) — L*(0, T;Y).

Demonstracao: Ver [14], pdg. 136.
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Lema 2. (Aubin-Lions) Sejam X,B e Y espacos de Banach tais que X B Y, com
X reflexivo. Suponha (w) uma sequéncia uniformemente limitada em 12(0,T;X), tal

d
que (%) = (uy) € limitada em LP(0,T;Y), para algum p > 1. Entdo existe uma
subsequéncia de (W) que converge fortemente em L2(0,T;B).

Demonstracao: Ver [19], pag. 70.

Lema 3. (Lions) Sejam Q um aberto limitado do R™ e g uma fun¢do em L9(Q),1 <

q < o0o. Se (gx) € uma sequéncia em LI(Q) tal que
llgk|lLaa) < C,Vk e gk — g ¢.s. em Q,
entao
g — g em LY(Q).
Demonstragao: Ver [12], pag. 13 ou [19], pag. 72.

Teorema 13. Sejam X e Y espacos de Banach com X — Y. Seu € LP(0,T;X) e
u’ e LP(0,T;Y), entao uw e C([0,T];Y).

Demonstracao: Ver [12], pag. 7.

3.5 Desigualdades Importantes

Teorema 14. (Desigualdade de Gronwall) Sejam C > 0 e u : [to, T = R uma fun¢ao
continua e nao negativa. Seja também B uma funcao integravel em (ty, T) e nao negativa
q.s. em (to, T) tal que
u(t) < C —|—J B(s)u(s)ds, V t € [ty, TI.
to
Entao,

u(t) < Celto BIas v ¢ e g, T,

Demonstracao: Ver [13], pdg. 11 ou [19], pag. 55.

1 1
Teorema 15. (Desigualdade de Young) Sejam p e q tais que 1 < p,q < oo e = + q =1.
Entao, para todo nimero real x > 0,y = 0 temos que
xP q
XYy < —+ g

p q
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Demonstragao: Ver [8], pdg. 622.

Teorema 16. (Desigualdade de Hélder) Sejam Q um aberto limitado e 1 < p,q < o0
1 1
tais que = + q =1. Sef € LP(Q) e g € LI9(Q), entdo fg € L}(Q) e vale a desigualdade

IfgllLi@) < Iflfrllglliiaa)- (3.1)

Demonstragao: Ver [1], pdg. 23 ou [5], pag. 92.

No caso em que p = q = 2, chamaremos (3.1) de desigualdade de Cauchy-Schwarz.



Capitulo 4

Resultado Principal

Neste capitulo demonstraremos o principal resultado dessa dissertacao, a saber o Te-

orema 17, que garante a existéncia e unicidade da solugao do problema (1.1). Porém,

inicialmente daremos o conceito de solucao para um problema de valor inicial e de fron-

teira.

4.1 Definicao de Solucao do Problema

Definicao 12. Uma solugao global do problema nao linear de valor inicial e de fronteira

(1.1) € um par de fungoes {u, d} na classe

ucl® (0,00 VNHA(Q)), u' €L® (0,00; V), u’ €L® (0,00;L2(Q));

loc loc loc
Yo(u'), vo(u") € Li,. (0, 00; L*(I1));
676,76//€LOO (0,00,L2(r1)),

loc

tal que para todo T > 0 arbitrario fizado, as sequintes condi¢oes sao satisfeitas
u —x(t)Au+Aufu=0 em L0, T:L*(Q)));
WA 18" + 18" + 36 =0 em L=(0,T;L*());

e verificam as condigoes (1.1)4 — (1.1)s.

Mais precisamente, (4.1) e (4.2) equivalem a dizer que
() + (0] (1)) — (8" wr, + (nfa)w] 4| P e =0
o
(‘LL/ + fléﬁ + fgél + f36, Z)rl = 0,

18
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em D’(0,T), para toda w € VN HA(Q) e z € L2(I}).

A existéncia das fungoes u e 6 serd garantida pelo teorema a seguir:

Teorema 17. Se (uy,ui,8) € (VN HA(Q)) x V x L2(I) e % —8'(0) +n(w) =0

sobre T, entao existe uma unica solucao para o problema nao linear de valor inicial e de

fronteira (1.1) no sentido da defini¢do 12.

Demonstracao: A demonstracao do Teorema 17 sera feita por meio do método de
Faedo-Galerkin-Lions, a qual é organizada como segue:

1. Solucoes do problema aproximado, secao 4.2;

Estimativas a priori das solucoes aproximadas, secao 4.3;

Passagem ao limite nas solugoes aproximadas, secao 4.4;

Verificacao das condigoes iniciais, secao 4.5;

A R

Unicidade das solucgoes, secao 4.6.

4.2 Solucoes do Problema Aproximado

Inicialmente notemos que V N Ha(Q) e L2(I) sdo separdveis e assim podemos tomar
(Wi)iew em VN HA(Q) e (zi)ien em L*(I7) tais que

VmeN, wy,--- , Wy ez, - ,Zn sao linearmente independentes;

As combinagoes lineares finitas dos w{s sao densas em V N HA(Q);

As combinagoes lineares finitas dos z!s sdo densas em L*(I7).

Suponhamos ainda, via Gram-Schimidt, que (w;)icy seja ortonormal em L2(Q) e (z{)ien

ortonormal em L?(T). Ponhamos
Wm = [Wla"' 7Wm] € Zm = [Zla"' 7Zm]

os subespagos gerados pelos m primeiros vetores de cada base, respectivamente. Nosso

trabalho agora é provarmos a existéncia de funcoes

U (t) € Win & un(t) = D gim(t)ws
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tais que
(o (£), W) + o () [((wn (1), W) — (87, (1), W), + (e, (1)), W), ]
+7\J W (1) [Pum (t)wdx =0
Q
e

(ufn(t)al)n + (flégl(tLZ)H + (f251/n(t)77«)1“1 + (f36m(t)72)r1 — 07

para todaw e W,, , z€ Z,, e m € N, onde u,, e §,, satisfazem:

Un(0) =upm — up em VN HA(Q); (4.3)
u (0) =wm > uw em V; (4.4)
5., (0) = Som — 89 em L2(I): (4.5)
53 0) = 2% ) 0 ) em 12(1), (4.6)

Como (Wy)ien € (zi)ien geram Wi, e Z,,, respectivamente, entao é suficiente considerar-

mos
(wam (t), w5) 4 o) [((wm (), W5)) — (85, (£), W)y + (M, (1)), w5) ]
+A JQ [Um (1) [P (t)wydx = 0
e
(ur (1), 2)ry + (F1077 (1), 25y + (f287, (), z5)r, + (f30m(t), z5)r, =0,
para todo j = 1,--- ,m. Da definicao de u,,(t) e d.,(t) e da ortonormalidade de (Wy)ien

e (zi)iey em L2(Q) e L%(I7), respectivamente, segue que

g)m [Z glm WiaW] Zh ZUW] I + (n(u;n)awj)rl

+7\J Um [PUmwydx =0
Q

Z g{m( Wuz) Iy + Zh flll,Z] I + Zh ngl,Z])

i=1 i=1

+ Z hlm fBZu Z)) O
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para todo j = 1,--- ,m. Isto equivale a dizer que

gim (t) ((wy,wq)) (W, wy)) gim(t)
: + oc(t){ :
(Zlawl)rl (vawl)rl h{m(t)
L (Zl7wm)r1 (Zman)Fl hq/nm(t)
_ i) AJQ W [P U Wi dx
n - }+ ¢
M), Wm)n A J W | P U W dXx
- Q
e
(Wi, z1)r, (Wi, z1)r, Jim(t)
N (W17Zm)r1 (Wmazm)l“l 91/11m(t)
(f1z1,z1)r1 (fizm, z1)n, hi’ (1)
+ )
L (flzl7z’m)r1 (flzmuz’m)r1 h'glm(t) ]
(faz1,z1)r1 (fozm, z1)n, hin ()
n )
| (f2z1,zm)r, (fozm, zm)ry | | Num(t) |
(f3z1,21)r1 (f3zm,z1)n hym(t)
+ : —0.
L (f321,Zm)r1 (f3zmazm)rl i hmm(t) ]

Denotando por:

G(t) = [gim(t) -+ gmm (D], H(t) = [hym(t) -

'hmm(t)]ta AO = [((Wjawi))]mxma

A= [(Zjawi)rl]mxma N = [(n(u:n)awi)rl]mxb D = D\J‘Qll)(um)widx]mxla
Fi = [(fiwy, zi)r Jmxm, Fo = [(fawy, zi) r Jimsems Fs = [(fawy, 2o Jmxm,
onde P : R — R é dada por P(s) = [s|?s, podemos escrever,
G”(t) + a(t)[A¢G(t) — AH'(t) + N] + D = 0;
A'G'(t) + FiH”(t) + FoH/(t) + F3H(t) = 0.



Capitulo 4. Resultado Principal 22

Notemos que F; é inversivel. Com efeito, definamos
1 1 1 1 1 1 1 1
— 2 2 2 2 J— 2 2 2 2
vl_((flz’hflzfl)rn'” 7(f1Z17flzm)r1)a”' 7vm_((flzmaflzl)r1a'” 7(flzm7flzm)r1)'

Se

entao,

ks 1 1 ks 1 1
((Z fPouzi, iz, . () ffocizi,ffzm)n) =(0,--,0),
i=1

i=1

donde segue que

m 1 1 m 1 1
(E frouzi, fizi)rn, =---=(§ fioizi, fizm)r, =0,
i=1

i=1

e dai, temos

LLI
) E f12 XiZi
i=1

2 mo mo
L= ( E f{ozy, z floizi)r, = 0.
! i—1 i—1

m
1 1 1
Assim, fo aizi = 0. Sendo {f{zy,---,fizn} LI em Z,, pois é uma base, entao
i=1
& = -+ = &y = 0. Portanto, {vy, -+ ,vn} é L.I. em R™. Logo, detF; # 0, isto é, F; é

inversivel. Pondo, B = [w; ---wy] e

Y
y=| " condeY, =G,Y, =G’ Ys=H,Y, = H,
Ys
L Y4 J
temos que
_ v . " -
v Y, _ —a(t)ApY: + x(t)AY, — x(t)N(BYy) — D(BY;)
Y, Y
RANI —F'AY, — FURYs — FURY, |
| 0 1 [ o I 0 0 |
_ | ~(UNBY)-DEY) || a0 0 almA |
0 0 0 0 I
0 0 —F'AY —F'Fs —F 'R,
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Definamos, @ : (0,T) x R*™ — R4™ por

0 0 I 0 0
—o(t)N(BY;) — D(BY —x(t)A 0 0 x(t)A
OLY) = (IN(BY;) — D(BY1) N (t) A (t) Y
0 0 0 0 I
0 0 —F'AY —F'Fs —F 'Ry

Notemos que @(t,Y) satisfaz as condi¢oes de Carathéodory. De fato,

(i) Para cada Y fixo, @ é mensurdvel em t, pois «(t) € L (Q);
(ii) Para cada t fixo, ® é continua em Y, pois n é lipschitz na segunda varidvel e \{ é

continua. Com efeito, notemos que para cada € > 0 existe o > 0 tal que

IBY, — BY,| < 0 implica em ||[N(BYz) — N(BY2)|[gn < €.

Sendo
IN(BYa) — N(BY2)[gm = Z J (x, BYs) —n(x, BYs)Jw;idl
< L(ZJ pwildr ) BY: — Y,
i=1 7N
entdo basta tomar 0 = — € . Isso mostra que a funcao N(BY3) é continua.
LZJ wi|dl
i=1 N

Agora da continuidade de \{, temos que para cada € > 0 existe o > 0 tal que

IBY, — BY,| < ¢ implica em [p(BY;) —(BY;)| < e.

Dali,
m

ID(BY)) —D(BY.)[lzn = Y_

i=1

J Ap(BY)) — h(BY, )lwi dx
Q

m

< (Z L i dx) €.

i=1
Assim, a fungdo D(BY;) é continua. Portanto, da continuidade das fungoes N(BY;) e
D(BY;), segue que, para cada t fixo, @ é continua em Y, como queriamos demonstrar.

“ee 4m . 1
3 ) u )
(iii) Para todo compacto U C (0, T) x R*™  existe my(t) € L*(0,T) tal que

[D(t, Y)[[ram < mu(t).
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De fato, como «(t) é limitada, Y € U e U é compacto, entao existem constantes positivas

Cq e Cy tais que
Hq)(t,Y)H]Rzlm g Cl + CQHN(BYZ)HRm + HD(BYl)HRm

Assim, basta tomarmos my (t) = C;+ C||N(BY3)||gm +||D(BY1)||gm. Adotando a norma

da soma em R™, temos que
m
IN(BY2)||zm —Z’ (BY2), wi)r,| Zh] BY,)|r, wilr, < oo,
i=1

pois 1 é continua, Y, é limitado e VN HA(Q) < HY(Q) < L%(I), onde a tdltima imersao
¢ garantida pelo Teorema 8. Logo, fg IN(BY2)||r,, < co. Analogamente, mostramos que
J"g ID(BY;)|lgm < oo. Portanto, my(t) € L'(0,T) e pelo Teorema de Carathéodory o
PV.L

(4.7)

possui solucao Y em [0, t,,).

4.3 Estimativas a Priori das Solucoes Aproximadas

Nosso objetivo agora é estendermos a solugao Y do P.V.I. (4.7) para [0, co0). Faremos isso

a partir da estimativa:
ESTIMATIVA 1

Sabemos que, para todo j =1,--- ,m, vale

(1 (8, w5) + (8] | (1t (£),w5)) = (83, (8, Wy, + ((aag (80), wi)r, | (4.8)

+AJ [t (8)[° 1 ()5 dx = 0
Q

(ur (1), z5)r, 4 (F185, (1), z)my + (20, (1), 2)r, + (f30m(t),z5)r, = 0. (4.9)

Multiplicando g{,,. (t) e h{, (t) em (4.8) e (4.9), respectivamente, e somando em j de 1 a

m, temos:



Capitulo 4. Resultado Principal 25
€
(W (1), 87 (1)), + (F107, (1), 87, (), + (207, (), 87, (V))r, (4.11)
+(f30m (1), 87, (1)), = 0.
Notemos que
(W (6, W (6) = 5 2l (6 W (8)) = £ Sl (0 (112)
1d 1d
(tm (8), w4y (8)) = 5 2 (i (8), (1)) = 5[ (1) (4.13)
, 1 d _ L )
L W (B)[Pum (B)ur, (t) = majﬁ ey (1) 2dx = er2|| m ()| ,(4.14)
(1187 (8), B (1)), = (F1500(0), 587, (4, = ;jtw (O, (1.15)
(£2800 (£), 800 (1)), = (£3800 (1), F5800 (D)1, = [£80 (D (4.16)
(£38m (1), 80 (), = (F38,0(6), T80, = 2 A8 (0, (1.17)
Substituindo (4.12)-(4.17) em (4.10) e (4.11), obtemos
1d, t) d A d ,
i 08 + S (O + 22 S (O£ 0 + KO (), w0
= ot)(d7, (1), up (t)r,
€
1d 1d 1
sl 50 (L2, + 2dt|f26 (DI, + 585 (DF = —(un, (1), 85, (1))r1.

Agora notemos que

a(t) S (O] = 5

wlt) S8 OF, = < (€I 8}, (R, — /(01 5}, (0
w(t) I8 (0, = < (a0l SR, ) — (0I5 (0,
Logo,
T OF + 5 (@O fum (©]) + 25 L han O3 o
F26(t) (), 0 (6)r, = 200) (S, ), + () (0]
e

dt
1 1
= —2a(t)(up,, 5, ) + & (D)IFF 85, (DIF, + o’ (V)3 8m (D)7,

d 1, d 1 1,
S (@ISO, ) + - (x(OIFF8n (D], ) +IF580, (DI,

(4.18)

(4.19)



Capitulo 4. Resultado Principal 26

Somando (4.18) e (4.19), temos que

B/ (1) + 20(t) (wly (1)), 1wl (), + [£380, ()2

o 2 35/ (4112 3 2
= o/ (8)]Jum (V)2 + 1781, (O, +1F}8m (1), ],

2A 1 1
Em(t) =l (1) + mHum(t)llfﬁz(Q) + () [ [[um (O[> 4+ [F7 85, (D)IF, + [F28m ()7, |-

Como M(x,s) —n(x,7)I(s —1) = 1o(s — 1), n(x,0) =0 e x(t) > ay > 0, entao para

s=u, (t) e r =0, segue que
que implica em

Assim,

1
B (1) + 20molur, (1)[F, + [F357,(1)] (4.20)

2

I
1 1

< o) (82 + 157, (1) + F58m (D]

Observemos que

o' (2) O ey 2 i
w En(t) = S [ OF 4 o D12 )| +
o(t)

Hod (01 [l (V] + 181, (O, + 158wV, | (420

/ 2 35/ (412 3 2
> 1o (O Jum (©)2 + 1781, (O, + 1658 (V1]

onde usamos (1.2);. Logo, por (4.20) e (4.21) concluimos que

1
EL () + 2amolur, (1)[F, + [F287, (1)[7

1
ou seja,

Em(t). (4.22)

/(1) + 2amolur, (V)IF, <
Integrando (4.22) de 0 a t, com t € (0, t,,), obtemos

t 1 t
En(t) +2o<onoj ! (s)% ds < Em(0) + gj o() Enm (5)ds.
0
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Notemos que E,,,(0) é limitada. De fato,

2\ 1 1
Enn(0) = hafy (O + -5 I (0) 212 ) + ) [ O)I + £ 87, O, + 158 OF, |

e as condigdes iniciais (4.3) — (4.6), garantem que

(Um(0)) ¢ limitada em VN HA(Q);
(u;,(0)) ¢ limitada em V;

(86, (0)) 6 limitada em L%(Ty);

(87.(0)) 6 limitada em L*(IY).
Pela cadeia de imersoes
VN HA(Q) = V- H(Q) = LPT2(Q) — L?(Q),

temos que (U, (0)) é limitada em V e em LPT2(Q) e (u/ (0)) ¢ limitada em [*(Q). Com

isso, E, (0) é limitada. Dai, existe uma constante C (que nao depende de m) tal que

t 1 t
Eon(t) < En(t) + 20010 j ()P ds < C+%j o/() Enn (s)ds
0

0

Pela desigualdade de Gronwall, para todo t € (0,t,) , temos
Enm(t) < Cedg Jola'(s)lds < Cea %' I1 (0.0

Portanto, existe uma constante, que ainda denotaremos por C (que nao depende de m),

tal que

t

Enm(t) + 2010 L !, ()% ds < C.

Dai,
(O SEn(®) <C e fum® < S En(t) <C.
Usando o fato de V < L2(Q) e (wj)ien ser ortonormal em L%(Q), segue que

IVi(®) = 3 lgim (1) = (Z Gim (¢ wl,zglm wi) = (8 < Cllum(t)]2 < C.
i=1

e

IYa(t) i = 3 [ghn (1] (ng wl,Zglm wi) <C
i=1
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Por outro lado, sendo (z;)ien ortonormal em L2(I}) e pondo

0 < f; =minfi(x) e 0<fy=minfs(x)

xely x€l
entao,
/ 2 2 1
SO, + (DB, < £ Em(®)
onde b = min{afy, xofs} > 0, visto que
2A
Em(t) = |U.1/,n(t)|2 + —”um(t)HE;—QQ(_Q)

p+2
2 3e/ 2 % 2
+a(t) [Hum(t)H + [f7 0, (VIR +[F50m(t) Fl]

1 1
> a(t)lff 8, (DR + alt)fidm ()R
> aof1[d0, (VIF + xof3ldm (D)7,
> b8 (UF + Bm ()R]
Logo,
m m m 1
Y5 (t) [m = Z[him(t)]2 = (Z him(t)zi, Z him(ﬂ%) . B (D)IF, < EC
i=1 i=1 i=1
e
m m m 1
i=1 i=1 i=1

Com isso, concluimos que

Yy

é limitada em R*™, isto é, existe uma constante M tal que ||Y(t)|[gam < M, para todo
m e Net e [0,t,). Portanto, pelo Corolario 2, a solugao Y do P.V.I. (4.7) pode ser
prolongada de [0, 00), e assim as fungoes U, (t) e 8, (t) podem ser definidas em todo o
intervalo [0, co).

Utilizaremos a proxima estimativa na segao (4.4), onde tomaremos o limite nas solugoes

aproximadas.
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ESTIMATIVA II:

Sabemos que, para todo j =1,--- ,m, vale

(1t (), w5) + () (e (£), 3)) = (83 (£),w5)r, + (e (), W) | (4:23)

+AJ g (8)[P 1 ()5 dx = 0
Q

(wr (), z5)my, + (F1877 (1), 2)r, 4 (F287, (), 2)r, + (f30m(t),25)r, = 0. (4.24)
Derivando (4.23) e (4.24) em relagao a t, obtemos:
(um (£), w5) + &' (1) [((um(t)awj)) — (85 (1), W)y + (n(uin(t)),wj)n}
For(t) [l (8),w)) = (80(6). W), + (0 (D)) widr | (4:25)

Al + 1)JQ o (8P (w5 = 0

(wm (1), z5)ry, + (F1877 (1), 2)r, + (f28,0 (), 2;)r, + (f307, (1), 25)r, = 0. (4.26)

Multiplicando g7, (t) e h{} (t) em (4.25) e (4.26), respectivamente, e somando em j de 1

a m, segue que
(um (8), upn (1)) + (1) [((um(t)ﬂﬁl(t))) — (65 (1), un (),
+(n(u;(t)),u;’1(t))n} + aft) [((u;(t),uﬁl(t))) —(Ont)un (), (427)

0 (i (O (O, (O] + Ao+ D] fam (0P 1y [£)x =0

Q
(§]
+(f387, (1), 85 (t))r, = 0.
Como
1 " _ li " " _ li " 2
(U (1), um (1) = 5 dt(um(t),um(t)) =3 dt!um(tﬂ , (4.29)
/ " _ li / / _ li / 2
((um (1), um (1)) = 5 dt((um(t)uum(t))) =3 dtHum(t)H ) (4.30)
"o 1d % " %// 1d % "
(f16m7 ém)rl - QE(fl 6m7 fl ém)rl — §E|f1 6m(t) ]2"17 (431)
/ I 1d i, 1 Ld o e
(f36m(t)7 6m(t))r1 = §a(f3 Bm(t)a f3 Sm(t))ﬁ = §E|f3 Sm(t) Iy (432)
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entao substituindo (4.29)-(4.32) em (4.27) e (4.28), resulta que

%%lu{g(t)lz o/ (8] (e (8), Wi (8)) = (81, (6), 0 (), + (10 (1)), ik ()1,
PO (01 — o) (55 0w (), + )0 [ (P (1), i (),
Ao+ 1| (0P (D (Ddx = 0
Q
e
(Wi (0, 8 ()5, + 5 < FISACOR, + RSAOR, + 5 i8], =0
Notemos que
alt) Sl (O = S (@Ol (O]7) — e (0] (0]
at’ ™ dt m m ’
w(1) St (0, = S (atvif sk, — /(i s
d, 1 d 1 1
el ) 381, (O, = - (lt)IF81, (D ) — o (L)IF5 81, (1)

Logo, podemos escrever

%hiﬁl(t)I? + 20 (t) [((um(t),ugl(t))) — (8! (1), u () + (ﬂ(uél(t)),u,’;(t))rl]
+% (oc(t)\luin(t)HQ) — o (1) [[uh, (O I? — 20e(t) (87 (1), wir (£) )y (4.33)

+20c(t) (' (uy, (1)) upr, (B),u () r, + 2A(p + 1)JQ [ () [Py, (B)uy (H)dx =0

200(t) (W (1), 8" (1)), + % <oc(t)|f%5;g(t) %1) — QOISR (4.34)

& (w808, ) — e 0Iksh (R, =0

2x(t)[f25” (1)
+ O(‘( )|2 m()rl+dt

Somando (4.33) e (4.34), temos
Frn(t) + 2a/(t) [((um(t),ugl(t))) — (05 (1), ut (), + (n(ug (8), up (B,

—o (1) [Jury (D)7 = 200(t) (81 (1), win (1)) 1y 4 20¢(t) (M (wpy, (1) )i (£), upn (1)) 1y

+2A(p + 1)J i (1)1, (DU () dx + 200(t) (W) (1), 87 (1)), — ' (L)IF7 87 (L2,
Q
F2(t)[F287 (12, — o/ (V)2 50 (1), =0,

onde

1 1
Fin (1) = [ (O + o(t) [ [[ug (7 + 17 85 (O, + 387, (DR, | (4.35)
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isto é,
Fin (6) 4 20 (4) [ ((m (£), Wi (8)) = (81, (8), Wi (D), + ((a4f (£)), it (0],
+20(t) (' (wfy (1))ug (1), 1w (), + 2M(p + 1)L [um ()71, () up () dx
F2a(t)I300 (1, = o (0 up (42 + £ 87, (D], + 15585, (V1]
Como
200(t) (1 (141 (1)) (), Wi (001, > 20xgmolu sy (1),
entao,
Fra(t) + 2060l (0, < Fin (1) + 20(t) (0 () (£) ) (), Wi (0], + 203000 (D,
= &) [lun (O + I8 OR, + 165, (0] (4.36)
=20/ (6] (s W) = (81 win )y + (M(up) Wi |

“(p+1) JQ A (D]PU (DU () dx,

Agora multiplicando g;7 (t) em (4.23) e somando em j de 1 a m, temos

(1 (8 w7 (8)) + () (o (£), 1 (6)) = (8, i), (4:37)

(1), Wi ()] +2 L o (8] P ()17 (£)dx = 0.

Multiplicando (4.37) por —oco(c’;g , obtemos
20 (1), 10 22 (1) 9
S OF + T | (PO ) (4.38)

= =20/ (1) | ((um (t), un (1)) — (83, (1), upy (), + (ﬂ(u%(t)huﬁl(t))n]
Substituindo (4.38) em (4.36), segue que

1 1
Frult) + 200mouis (D, < o' (8)|lefy (012 + IF7 87, (O, + 17387, (V1]

20/ (t) " 22/ (t) "
A (OF + 2o | (0P (e
NP+ 1) | (0P (O (1)

Q

Usando o fato de «(t) > o e a definicao de F,,,(t), obtemos que

20/ (t 1 1 3’ (t
L P+ o) [lul 1P + 82 R, + ek () | < M)
a(t) (o %)

Fr(t). (4.39)
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Analisaremos agora a integral J W (B) [Pl () [y (t)]dx:
Q

i)Sen =1e0 < p < oo, entdo V <« H'(Q) — C(Q) — [*(Q). Assim, pela
Desigualdade de Hélder,

J [ (0P, (O)[fum (t)ldx < (sup !um(t)l)pj lur (Bl (t)1dx
Q xeQ Q

< Cllum ()P lur, (1), (1)

< Cllum (B[P Jug, () | uy, (B)].

(i) Sen = 2 e % < p < oo, entao 2 < 4p < 0o. Assim, V — HY(Q) — L[*(Q) e

V — HY(Q) < L*(Q). Dai, usando a Desigualdade de Holder,

-

L [ (8P (D) [ufs (t)dx - < (JQ \um(t)'“"u%m(t)'zd"f (J

wp (Vax)”
Q

< (] mmtoreas) (] morar)

= [(] mentoax) "] et s a0
Q
= ROl (Ol o e (1)

< Cllum (0P [ugm () [[ug (2]

(iii) Sen >3e L <p < -4, entdo 1 < np < 22, Logo,VC—>H1(Q)<—>L%C—>

n n—2’ n—2

L"?(Q). Sendo % + “T_Q =1 e usando a Desigualdade de Holder, temos

[ mmtoph e < (] o ora)” ([ pore)’

< [( JQ rum(tn“pdx)i(L |u:n(t)rf“zdx)“]

1

(] reas) T atoresan) o

= R ()0 ) [ () [ (4)]

‘ 2n
Ln=2(Q)

Cllum (O° [, (D[t ()]

N

Portanto, em todos os casos temos
J e ()17 Ty, ()i, () ldx < Clfam (£)]]° fug, (1) | gy, (B
Q

Dali,

—Cllum (D]° [, (B[ (D] < L i ()[Pul (H)u” (t)dx. (4.40)
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Multiplicando (4.40) por —2A(p + 1) e usando a desigualdade de Young, obtemos

—2A(p + UJ () [Pug, (D (dx < Cllum ()] flug, (1) [[ugy, (1)) (4.41)
o
< ClIun @ + i (0] < CFa(v).
Notemos que nos calculos acima e no que segue, C denota varias constantes positivas.

Analogamente mostramos que

A (1) o
x0) L) Wi (1) [P (B)ur, (t)dx < CFp (). (4.42)
De (4.39), (4.41) e (4.42), resulta que
Ful) < Fut) + 20t (08, < 2S W 1 cha. (443
0
_ <—3|°‘/(t)| +C)Fu (V)
Xo

De (4.35), temos
Fon(0) = [ufa ()P + a(0) [ (O) + 152, (00, + 7354, (0)R, ]

Mostraremos que F,,,(0) é limitada.

e Como u,, é solucao do problema aproximado, entao podemos escrever
(U (0), 4 (0)) = o(0) (A (0), 1y, (0)) + (It (0) PRt (0], 1417, (0)) = 0.

m m m

Consequentemente, por Cauchy-Schwarz,
furn (0)] < &(0)| AU (0)] + [[um (0)1° e (0)]]-

Como U (0) = up em VN HA(Q), resulta que, |[um(0) —Uo|lvar, (o) — 0. Das imersoes
VNHA(Q) = V — H(Q) < 1%(Q), resulta que, |[um (0) —ug|| = 0 e [um(0) —uel — 0.

Como |[um —ul|var, (o) — 0, obtemos que
[um(0) = UollHa(@) = 0.
Por outro lado, temos
At (0) = Aug* = [[um (0) = wol[fi, ) — um (0) — wol?,

que implica em |[Auy, (0) — Augl — 0, se m — oo. Isso prova que (Au,,(0)) é limitada, e

da continuidade da funcao P (s) = [s|?s, a sequéncia (Ju, (0)[Pu,(0)) também é limitada.
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Portanto, existe uma constante independente de m tal que u,/ (0)| < C.
e Da convergéncia u; (0) — u; em V, resulta que a sequéncia u;, (0) é limitada em V.

e Tomando em (4.24), z; =8,/ (t) e t = 0, segue que
[(1877,(0), 875, (0))ry | < (207, (0), 877 (0)) | 4 1(£2871,(0), 857, (0)) | + [(F38m (0), 877 (0))r, .

Lembrando que f; = mirn f(x) e usando Cauchy-Schwarz, temos
xely

FIS"(0)F, < hury (01,1857, (01, + [F287, (0)]r, 1877, (0)lr, + [f38m (0)r, 1877, (0],

/

Da Estimativa I, segue as limitagdes das sequéncias (u,,(0)) e (87,(0)) e da convergéncia

8m(0) — 8y em L2(I7), segue a limitacao de 8,,(0). Assim, existe uma constante C, que

C
nao depende de m, tal que |8 (0)|r, < T
1
e Como ja vimos da Estimativa I, a sequéncia 67, (0) é limitada.

Portanto, concluimos que F,,,(0) é limitada.

Integrando (4.43) de 0 a t, t € (0,T), obtemos

¢ <C+ 3|’ (s)]

Frn(t) < Fn(0) + L )Fm(s)ds.

Dai, e pela desigualdade de Gronwall, obtemos:

3l (s)l g

Fan(t) < Fan(0)edo CF %07 45t e (0, T).

Logo, F,.(t) é limitada. Notemos ainda que,

t t

Q%HOJ lu (s) %lds < —Fn(t) + F.(0) +J CF..(s)ds
0 0
t

< | = F(t) + Fu(0) +J

CFm(s)ds‘
0

t

< [P0 + [Frn (0)] + JO ClFm(s)lds

< C.

Portanto, existe uma constante positiva C que nao depende de t e nem de m tal que

t

Fon(t) + 2oconoj u” ()2 ds < C.
0

Antes de passarmos para a proxima secao, vejamos duas limitagdes necessarias, que
serao garantidas pelas afirmagoes:

Afirmacao 1: ([um/°u,y,) possui uma subsequéncia limitada em L%(0, T; L2(Q)).
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Prova: Das Estimativas I e II, podemos concluir que (i) ¢ limitada em L2(0,T;V) e

(u’ ) é limitada em L2(0,T;L2(Q)). Como L%(0,T;V) — L%(0,T;L2%(Q)) entdo, pelo

m

Lema de Aubin-Lions, existe uma subsequéncia (u,) de (u.,) que é convergente em

L2(0, T;L2(Q)) = L2(Q x (0,T)), isto é, existe u* € L2(Q x (0, T)) tal que
lwy —uf|r2(ax0,1)) — 0, quando p — oo.
Dai, pelo Teorema (5), resulta que
u, — u”* forte g.s. em Q x (0,T).
Da continuidade da funcao P (s) = |s|’s, segue que
lu,Pu, — [uPu” forte q.s. em Q x (0,T).
Consequentemente, temos que existe uma constante C tal que
[ lPuyl| < C gs.em Qx (0,7). (4.44)

Portanto, de (4.44), podemos concluir que (Ju,|°u,) é limitada em L*(0, T; L*(Q)), como
queriamos demonstrar.

Afirmacgao 2: (u,,) possui uma subsequéncia limitada em VN HA(Q).

Prova: De (4.44), existe uma subsequéncia (Jw,|°u,) de (Jum|Puy) limitada em L?(Q).

Agora, notemos que

lulmmair = (el + Il )
< 2 (Il + ey o)

= 2wl + P+ 18w, 7).

Da Estimativa I, (u,) é limitada em V e da imersao V — L[*(Q), resulta que (u,) é

limitada em L?(Q). Como u, é solu¢ao aproximada, entao
oolAuy| < o(t)Auy| =] — ua — uy,[Pu,| < IuKI + ||uu|puu’. (4.45)

Vimos na Estimativa IT que (u;) é limitada em L%(Q). Dai, e de (4.45), resulta que (Au,,)

¢ limitada em L2(Q). Isso prova a Afirmacao 2.
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4.4 Passagem ao Limite nas Solucoes Aproximadas

Usando as Estimativas I e II e as Afirmagoes 1 e 2, obtemos

/

(u,) élimitada em L*(0,T;VNHA(Q)) = (L'(0,T; (VN HA(Q)))); (4.46)
(ul,) élimitada em L*(0,T;V) = (L'(0,T;V")"; (4.47)
(uy;) ¢ limitada em L*(0,T; L2(Q)); (4.48)
(Yo(u,)) ¢ limitada em L2(0,T;L%()); (4.49)
(8m), (87.),(87) sdo limitadas em L*®(0,T;L*(T)) = (Ll(O,T; L2(F1)))/;(4.50)
(lw.lPuy) € limitada em L2(0, T; L*(Q)), (4.51)

onde (u,) é uma subsequéncia de (Uy,).
Pelo coroldrio 1 e o teorema 3, de (4.46)-(4.51) segue que existem subsequéncias de

(1), que por simplicidade ainda denotaremos por (u,), e (8,) de (&), tais que

u, ~u em L¥(0,T;VNHAQ)); (4.52)
uLiﬁ em L*(0,T;V); (4.53)

ul 21U em L®(0,T;L*(Q)); (4.54)
Yo(u,) = vo(¥) em L*(0,T;L*(T)); (4.55)
5, 8 em L*®(0,T;L*(N)); (4.56)
5,8 em L®(0,T;L*(I)); (4.57)
558 em L®(0,T;L3(I)); (4.58)
uuPu, —x em L2(0,T;L2(Q)). (4.59)

Pela cadeia de imersoes

L0, T; VNHA(Q)) < L*=(0,T; V) — L0, T; L?(Q)) = L2(Qx (0, T)) — D'(Qx(0,T)),

temos que u, Suwem D'(Qx (0,T)) eu/, = Uem D'(Q x (0,T)). Além disso, temos:

/

i
<u:u (P> = —<'LLH, (P/> - —<LL, (P/> - <u/7 (p>7 v (S DI(Q X (OaT))a

ou seja, 2w em D'(Q x (0,T)). Da unicidade do limite fraco estrela, segue que

u = u’. De modo similar provamos que U = u”. Analogamente usando a cadeia de

imersoes
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L=(0, T; L2(1)) <= L*(0, T; L*(T1)) = L*(I' x (0, T)) < D'(Ty x (0, T)),

provamos que 5= o, 5=58"¢ Yo(V) = vo(u').

Notemos ainda que
VS L2Q) < L2(Q).

Da Estimativa I temos que (u,) é limitada em V e (u]) é limitada em [2(Q). Logo

(u,) é limitada em L2(0,T; V) e (1) é limitada em L2(0, T; L2(Q)). Entao, pelo Lema de
38 n p

Aubin-Lions, existe uma subsequéncia de (u,), que ainda denotaremos por (u,), tal que
u, — u fortemente em L*(0, T;L*(Q)).

Dai, e da continuidade da funcao P(s) = |s|’s, existe uma subsequéncia de (u,), que

ainda continuaremos denotado por (u,), tal que
lu,Pu, = [u/Pu gs. em Q x (0,T).

Como |uy[Pu,, ulPu € L%(0,T;L3(Q)) = L*(Q x (0,T) e (luy/’u,) é limitada em

L2(0,T;L2(Q)), entao pelo Lema de Lions, temos
ulPuy, — [ul’u em L2(Q x (0,T)).

Portanto, da unicidade do limite fraco, segue que x = |u/Pw.
Sejaj € Nepn € N, com pu > j e consideremos 0(t) € D(0,T). Multiplicando o

problema aproximado por 0(t) e integrando em [0, T], obtemos

T T

o(t) ((uy, wy))0(t)dt — J' () (8, w;)r, 0(t)dt

0

JT(ua,wj)G(t)dt%—J

0 0

-
+J (M), w;)r 6(t)dt + AJ lu[Pu,w;0(t)dxdt = 0,
0 Q
o que implica

T T

o(t) (e, wy))0(t)dt — J o(t)(8,,w;)r,0(t)dt (4.60)

—JT(u;,wj)e’(t)dthJ )

0 0

"
—i—J (m(w,, w;))r0(t)dt + ?\J lu,Pu,w;0(t)dxdt = 0.
0 e}

Além disso,

T T T
0 (wl, z;)r,0(t)dt + L (15!, 2;)r,0(t)dt + L (f28),2)r,0(t)dt  (4.61)

.
+J (f30,,2z;)r,0(t)dt = 0.
0
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De (4.52)-(4.59), temos
T T
J (e, b1}t — j (1, 1) A, ¥ by € L1(0, T (VA Ha(Q))),
0

0

T

T
J <u:u d)2>dt — J <u/7 d)2>dt7v d)Q S L1(07 T7V/)7
0 0

T

i
J (zm,cl)ndmj (5,0)r,dt, Y & € 110, T: L2(1)),
0 0

T T
J (5;,cg)rldmj (6", Co)ndt,V Gy € L(0, T: L2(1)),
0 0
T T
j (80, o) dt ﬁj (6", Cs)r, A,V G € L0, T; L2(Ty),
0 0
)

LT JQ g, (x, 1P (x, £) B (x, t)dxdt _>J

J u(x, t)]Pu(x, t)p(x, t)dxdt,
0Ja

vV B € 1%0,T;L2(Q)). Tomando, em particular,
$1 = —Awj(t)0(t), by =w;0'(t), & = f12;0(t),
Co = Toz;0(t), (3 = f3z;0(t), B =w;0(1),
obtemos,
T T
J (uy, —Aw;)a(t)0(t)dt —>J (u, —Aw;)x(1)0(t)dt,
0 0
isto é,
T T
J J u, (—Awj)x(t)0(t)dxdt — J J u(—Aw;)o(t)0(t)dxdt.
Q 0Jo

0

Pela Férmula de Green,

T .
J (J YV, - Vw;dx — J %uudr> a(t)0(t)dt —
0 Q Y

T .
J (J Vu.vW)-dx—J %udr)a(t)e(t)dt,
0 Q r, 0V

ou seja,

T T .
| tewatvear - | . S0 atveide -
0 0 v
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Como uj, = u’ em L[*(0,T;L*(I)), entao

T T
JO (U, %)rloc(t)e(t)dt - L (u, %)na(t)e(t)dt.
Logo,
T T
Jo ((wy,w;))e(t)O(t)dt — L ((u, wy))x(t)0(t)dt. (4.62)
Temos ainda que,
T T
J (u,,, w;)0(t)dt —>J (u',w;)0(t)dt, (4.63)
0 0

JT L [ (1) [Py (x, t)w; 0 (t) dxdt — JT

0 0

J lu(x, t)[Pulx, t)w;0(t)dxdt,  (4.64)
Q

T T
J oc(t)(él’l,wj)rle(t)dt%‘[ o) (8", wy)r, O(t)dt. (4.65)
0 0

Agora analisaremos o termo J"J (M), wj)r,x(t)0(t)dt. Sendo n continua em I x R e

(u)) limitada em L2(0,T;L2(I)) entao (m(u,)) é limitada em L2(0,T;L2(T})). Dalf,
n(u,) —nu) qs em I x(0,T).

Pelo Lema de Lions, temos
n(u)) = n(u) em L*0,T;L*(I)).

Com isso, segue que

T

N
L (M), wj)r «(t)0(t)dt — L (M), wy)r e(t)0(t)dt. (4.66)

Assim, de (4.60) e (4.62)-(4.66), obtemos

T T

()1, 3))0()dt = | )(8", ;)00 (4.67)

—JT(u’,wj)G’(t)dt—i—J

0 0

>
+J (n(u’,wj))rle(t)dtJr?\J lulPuw; 0(t) dxdt = 0.
0 Q

Como as combinagoes lineares finitas dos wj’s sao densas em VN HA(Q) a igualdade em

(4.67) permanece valida para toda w € VN HA(Q), isto é,

T T

x(t)((u, w))B(t)dt — L a(t)(8", w)r,0(t)dt

—JT(u’,w)B/(t)dt +J

0 0

"
-I-J (n(u’,w))rle(t)dt-I—?\J [uPuwB(t) dxdt =0,
0 Q
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para toda w € VN HA(Q), ou ainda,

(' (0),w),0) + {a(t) (e, w)) — (8", w)r, + (n(w), wir ] 0)  (4.68)

+<7\ JQ u/Puw dx, 6> =0,

para toda 8 € D(0,T), o que nos leva a concluir que

00w+ () ((t,w)) = (& whr, + (1) w2 | v =0 e (0, T)
t Q

Por outro lado, temos ainda as convergéncias

T T
J (LL;L, Zj ) rle(t) dt — J (u’, Z; ) m G(t) dt, (469)
0 0
T T
J' fléu,Z] r1 dt — J f16 Z] rl )dt, (470)
0 0
T T
J Z) rl dt — J f26/ Z) rl )dt, (471)
0 0
T T
J fgéu, Z] r1 dt — J f35 Z] rl dt. (472)
0 0

Logo, de (4.61) e (4.69)-(4.72), temos

T T T

(f26',z)~)r19(t)dt +J (f36,zj)r19(t)dt =0.
0

JT(U/,Zj)rﬁ(t)dt-i-J

0 (08", 5)n0(0)d + |

0

Sendo as combinagoes lineares finitas dos z;’s densas em L?(I}), entao

T T T

(20", z)r,0(t)dt + J (f35,2z)r,0(t)dt =0,

0

JT(u’,z)rle(t)dt+J

0 0

(18", 2l 0(t)dt+ |
0

para todo z € L2(T}), ou ainda,
(W, 2)r,,8) + ((£18",2)r,,8) + (18", 2)r,,8) + ((£3,2)r,,0) = 0,
para toda 8 € D(0,T). Assim, concluimos que
(w',z)r + (F10”,2)ry, + (28", 2)r, + (f30,2)r, =0 em D'(0,T).

Agora voltaremos ao problema na forma pontual em (1.1), verificando o sentido das

igualdades. Para w € D(Q) C VN HA(Q), resulta que

.
J [(w”,w) 4+ x(t)((u,w)) + (Alul®u, w)]8(t)dt =0, V6 € D(0,T).
0



Capitulo 4. Resultado Principal 41

Pela Formula de Green, obtemos

N
J [(w”,w) — a(t)(Au, w) + (AlulPu, w)]0(t)dt = 0.
0

Assim, usando o Lema de Du Bois Raymond, temos

(W — a(t)Au + AulPu,w) =0, Vw € D(Q).
Novamente pelo Lema de Du Bois Raymond, segue que

uw — a(t)Au+Au/Pu=0qs. em Q x [0, T). (4.73)
Notemos que

_ Lo o
Au = () (u” + AufPu),

que implica em Au € L>=(0,T;L%(Q)). Analogamente, aplicando duas vezes o Lema de

Du Bois Raymond, obtemos
w + 18" + £30" + f386 = 0 q.s. sobre I x [0, T),

em L*®(0, T; L3()).
Agora, multiplicando (4.73) por w € VN HA(Q) e 08(t) € D(0,T), e integrando em
Q x [0, T], temos

T T

o(t)(Au,w)0(t)dt +J (AluPu, w)e(t)dt = 0.
0

JT(u”,w)e(t)dt—J

0 0

Pela Férmula de Green, segue que

T T au
| wwernde+ | e w) - (5 win Jetar (4.74)
0 0 v

.
+J (Alu/Pu, w)0(t)dt = 0.

0

Subtraindo (4.68) e (4.74), obtemos

.
\[aﬁ%%%—&+ﬂhﬂn0rmﬂduveeﬂmﬁy
0 1

Aplicando o Lema de Du Bois Raymond, resulta que

ou , ,
«——6+nmLm%ﬁ:QVw€VﬁHMQ)
Portanto,

— =8 4+nu)=0 gs. em I} x[0,T).
ov
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4.5 Verificacao das Condicoes Iniciais

Nesta secao verificaremos as condigoes iniciais do problema (1.1).
Como VNHA(Q) < V < L2(Q), entao u, u’,u” € L*®(0, T; L2(Q)) e assim, pelo Teorema
13, faz sentido falarmos em w(0), u(T),u’(0), u'(T).

Primeiramente provaremos que w(0) = uy. De fato, seja © € C'[0, T] tal que 0(0) =1
e 0(T) = 0. Como u}, S em L®(0,T; V) < L2(0, T: L2(Q)), entdo

T T
J (u;, (t),w;)0(t)dt —>J (u'(t),w;)0(t)dt.

n
0 0

Agora notemos que,

Assim,

T T

(uy(t),w;)0’(t)dt — —(u(0), w;) — L (u(t), w;)0’(t)dt.

(ua(0), wy) —JO

De u = uem L®(0, T: VN HA(Q)), temos que

T T
J (uy(t),w;)0'(t)dt —>J (u(t), w;)0’(t)dt,

0 0

o que implica em
(uw(0),w;) — (u(0),w;),Vj € N.
Dai, segue que
u,(0) = u(0) em [*(Q).

Como u,,(0) = ug em VNHA(Q) < L*(Q), entdo u,, (0) — ug em L*(Q). Pela unicidade
do limite fraco, concluimos que u(0) = uy, como queriamos demonstrar.
Agora, provaremos que u’(0) = u;. Considerando 0 como anteriomente, podemos

escrever

T T

]
J (W(t), wy)B(t)dt + j ()0()((w (1), w;))dt — L (£)0(t) (57, (1), wy )y dt

0 0
T

)
+ [ awerimu 0w aeA |

J uy(x, t)[Puy(x, t)w;0(t)dxdt = 0.
0 0 Jo
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Integrando por partes, segue que

T T
—(u/,(0), w;) —L (u, (t),wj)G’(t)dt—FJ o(1)0(t) ((up(t), w;))dt

n i
0
T

.
—L oc(t)e(t)(%(t),wj)ndtﬂLL a(t)0(t) (m(u (), wy)r, dt

.
—I—AJ J I (x, t) [Py (x, t)w;0(t)dxdt = 0.
0 Jo

Tomando o limite em @ — oo, obtemos

T T

(u'(t), w;)0’(t)dt + J o(t)0(t) ((u(t), wy))dt

0

—(uy, wy) —L
T

.
—JO a(t)B(t)(8"(t), wy)r dt + JO a(1)8(t)((u' (1)), wy)r,dt

T
—H\J J lu(x, t)]Pu(x, t) w; 6(t) dxdt = 0.
0Ja

Sendo as combinacoes lineares finitas dos wj’s densas em V N HA(Q), entao

T T

uwmmwma+Lammmmema

_(ul’W) a JO
.

)
—Lammuwummmu+LaMﬂﬂmm%mwma

-
+7\J J lu(x, t)]Pu(x, t)wo(t) dxdt =0,
Q

0

para todo w € VN HA(Q). Integrando por partes o segundo termo resulta que

T T

(u”(t),w)0(t)dt + J a(t)0(t)((u(t),w))dt

—m%wwwwmmm+J O

0
T

.
—J a(t)B(t)(8"(t), w)r,dt + J a(t)B(t) (m(u'(t)), w)r,dt
0 0

.
+>\J J hu(x, t)]Pu(x, t) wB(t) dxdt = 0.
0 JQO

Como u é solucao fraca, resulta que —(uq, w) + (u'(0),w) = 0, isto é,
(W (0),w) = (u,w),Yw e VN HAQ).

Portanto, u/(0) = u;.

Resta mostrarmos que 8(0) = 8y sobre . De (4.56) e (4.57), temos que 8,8’ €
L>(0,T;L%(I)). Pelo Teorema 13, segue que & € C([0,T];L%(T})). Das convergéncias
(4.56) e (4.57) e da imersao L*°(0, T; L%(T})) < L?(0, T; L*(T})), temos que

T

)
J@dﬂim%ﬂﬁﬁjﬁﬁLdmﬁﬁ

0 0
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e
T

]
JQUUIMhAP%JM%mdﬂmﬁ,

0 0

para toda ¢ € L2(0, T; L2(I)). Tomando {(x,t) = z(x)0(t), com z € L2(I}) e 8 € C'[0, TI,
tal que 8(T) =0,0(0) = 1, resulta que

T T
J (5,.(t),z)r,0'(t)dt %J (5(t),z)r, 0(t)dt (4.75)
e
T T
J (8, (t),z)r,8(t)dt —>J (8'(t),z)r,0(t)dt. (4.76)
0 0

Somando (4.75) e (4.76), obtemos

T4 T
L a[(éu(t),z)rle(t)]dt — J [(8(t),z)r, O(1)]dt,
que implica em
(8,:(0),2)r, 6(T) — (8,.(0),2)r, 0(0) — (8(0),2)r, 6(T) — (8(0),2), 8(0), V z € L*(I).
Logo,

(8,.(0),2)r, — (8(0),2), ¥V z € L*(I). (4.77)
Por outro lado, como &,,(0) — 8, forte em L?(I}), entdo

(8,(0),2)r, — (80,2)r,, ¥V z € L*(I). (4.78)

Assim, de (4.77) e (4.78), concluimos que 8(0) = .

4.6 Unicidade das Solucoes

Nesta se¢ao provaremos a unicidade da soluc¢ao do problema (1.1) via o Método da Energia.
Suponhamos que {u, 8} e {1, ;5\} sejam solugoes do problema (1.1) e consideremos v =u—1u
¢ @ =5—25. Entdo, para toda w € VN HA(Q) e z € L2(I}), temos

(v )+ 6] (v, w)) = (@, Whr, + () = (@), W,

+A JQ(|u|pu— [ulPU)wdx =0 em Q x (0,00);

vV, z)r + (19", 2)r + (f290',2)ry, + (f39,2)r, = 0 sobre IY;

v(x,t) =0 sobre Ty x (0, 00); (4.79)
v(x,0) =v/(x,0) =0 em Q;

@(x,0) = @’(x,0) =0 sobre I7;

v @' +nu)—n) =0 sobre T x (0,00).
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Tomando w =2v’ e z = 2¢’, em (4.79); e (4.79),, obtemos

2(v"(1),v'(1)) + «(t) [2((V(t),\)'(t))) —2(e/(t),v'())r, +2(m(u'(t)) (4.80)

(@ (), (0] + 27| (Ol — ROPGO)Y (0 =0

2(v'(1), @' (1)) +2(f1e" (1), @' (1)), + 2(f2ep" (1), @ (1)), (4.81)

+2(fs0(t), '(t))r, =0.

Notemos que,

SWor = 2070, v(0) (4.82)
Svwl? = 20w vw); (4.83)
Stk = 2Afe"), o' (W) (4.84)
iR, = 2fe'(t), o), (4.85)

Multiplicando (4.81) por «(t) e em seguida somando com (4.80), e levando em conta
(4.82)-(4.85), obtemos:

d d ~

alv'(tw + Oc(t)EHV(t)!F +2x(t)((u'(t) —n@' (W), v (), (4.86)

+20c(t)!f§cp’(t) 7 2A JQ (lu(t)[Pu(t) — () PU(t)) v’ (t)dx

d : d 1
() I @ (DI, + alt) I @' (D, = 0.

Notemos ainda que

w(t) 5 MO = 2 («BIVO) o () (4.87)
w(v) 0 0F, = («if o' (0],) - i o' (489
a(t) Sl o], = o (Wi o] ) — Ol oWR. (459

Substituindo (4.87)-(4.89) em (4.86), segue que

HY (1) + 2003 @' (1), + 20(t)(n(w (1)) —n(T(D). V' (t))ry (4.90)

20| (OPult) — ROPa (0 = o« 0 (I + I o (0F, + I (v, ).
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onde
12 2 163 o/ (4)12 3 2
H(t) = M/ (OF + at) (v ()12 +IF o (O, + £ @ (1)1, ).
Agora notemos que

20(t) (M (1) = (W (1), v (t))r = 20omolv’ (H)IF, (4.91)

pois M(x,s) —M(x,7)(s —1) > Mo(s —1)%2, Vx €T e Vs,r€Rex(t) > a. Seja
P(s) = |s|Ps. Entao P’ (s) = (p+1)|s|?. Pelo Teorema do Valor Médio existe sy € (s1, S2)

tal que

P(se) —W(s1) =" (s0)(s2 —s1).

Escrevendo sp = s1 + (s2 — 81)&g, com & € (0,1), e tomando s; = u(t) e s = u(t),

obtemos

W(u(t)) —dAi(t)] = [ut) + (w(t) — ())&l uft) —u(t)],
ou ainda,
[u(t)Pu(t) — [GO)PUt)] < (p+ 1) [2(u(t)] + R[] "hu(t) — Tt

= (p+1)2°(lu(t)] + [G(t)]) v (b)]

< (p+ D22 ()P + L)) (b)),
Dali, resulta que

2| (alt)Pu(t) = OPR(0, V() < (p+ DA | (fufe)” + 01 o)V (1) dx.

Com raciocinio andlogo ao da segao 4.3 (Veja pag. 32), garatimos a existéncia de uma

constante C tal que

JQ u(®)Pv(E)V (t)dx < Cllu)][P vt [[v' ()]

J )PV (t)dx < ClIA)][P[vt) [V ().
Q
Portanto, existe uma constante, que ainda denotamos por C, tal que

2?\‘ (u(t)lPu(t) — Iﬁ(t)l"ﬁ(t),\)’(t))) < 2C|v( v (DI (4.92)

< ClIvVOIZ + M ()P
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Temos ainda que,

e = Sy
Xo Xo

1 1
> |/ (OI(IMOIE + 17 @ (O], + [ (DI, ).

L ol(Ivwl + 16 @', + 1t @luf,) (493)

onde usamos novamente a hipétese a(t) > op > 0. Assim, de (4.90)-(4.93), obtemos

! 1 ! / / a/ t
HY (1) + 20007 @' (O, + 20amol/ (D12, — COMOI + V' (0)7) < Xy,
Xo
Dali,
ol (t
i < Clvol+ VR + =
, a(t o' (t
< Ch )P+ C(x(—o)llv(t)ll2 + %H(t)
t 1, 1 o (t
< v+ Y + aifte R + at)E o0 + = Dy
(0,49 Xo
< (a+ X,
Xo
onde d = max{l,C,E}. Pondo, R(t) = d + M, entao H'(t) < R(t)H(t), que
Xo Xo
implica em
S (P ROBHL)) = el (1) — RS H(E) < 0 (4.94)

Integrando (4.94) de 0 a t e usando o fato de H(0) = 0, temos que H(t) =0, V t € R.

Portanto, v = ¢ =0, ou seja, wu=U e d = §, provando a unicidade das solucoes. B



Capitulo 5

Comportamento Assintdtico

Neste capitulo provaremos que a energia total

(1) = 5 {w (08 + (575 ) OIS ) + alt) (I + ieF8 (0, + 8L, )}

associada ao sistema (1.1), decai assintoticamente quando t — oo.

5.1 Hipodteses Adicionais

Inicialmente vamos supor que:
fi e C(I), filx) >0 Vxel; e i=1,2,3. (5.1)
Assumiremos também que I e I} sao fechados, conexos e disjuntos e satisfazem
lo={xeTl; m(x)-v(x) <0} e I ={xeTl; m(x)-v(x) >0},

onde m : R — R"™ é dada por m(x) = x — xg, com Xy € R™ arbitrdrio, porém fixo,
e v(x) é o vetor unitario normal no ponto x. Notemos que, da continuidade da funcao
m(x) - v(x), existe ¢ tal que
0< (= )I(Iéi]}}{m(x) -v(x)}
Aqui consideraremos
n(x,s) =mx) - v(x)ni(s) vV x € T, (5.2)

onde 1 é uma funcao real continua satisfazendo

(i) M(s) —mi(Ml(s—=7) = 7A(s—1)*Vs,reRen, > 0; (5.3)

(i) mi(s)l < mils| Vs € R. (5.4)

48
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Admitiremos que existem constantes ¢ > 0 e k; > 0, a serem escolhidas posteriormente,
tais que
, 11
Ia(t)lgoq]s,Vt>OeO<7\<87. (5.5)
1

Finalmente, admitiremos também que exista uma constante «; tal que

0<og<a(t) <oy g.s. em [0,00). (5.6)

5.2 Comportamento Assintético

Sendo {u, 8} a solu¢ao do problema (1.1), entao

U’ — x(t)Au+AuPu=0 em Q x (0,00); (5.7)

w + 18" + £30" + £30 = 0 sobre T x (0, 00); (5.8)
0

% — 8" +n(u) =0 sobre T} x (0,00). (5.9)

Multiplicando (5.7) por u’, integrando em Q, usando a Férmula de Green e (5.9), temos

(w” (1), w'()) 4+ eelt) | (W' (1), u(t))) — (8" (1), w'(t))r, + (n(u'(t)),u’(t))rl] (5.10)

—H\J lu(t)Pu(t)u’(t)dx = 0.
o}
Agora multiplicando (5.8) por «(t)d’ e integrando em T, obtemos

() (' (1), 8 (t))ry + ex(t) (£187 (1), 8" (1)) ry, + ax(t)(£28"(1),8"(t))r,  (5.11)
+ou(t)(f35(t), 8'(t))r, = 0.

Notemos que

SAwr = @) (5.12)
LSl = (W), () (5.13)
I ) = [ Pu (e (5.14)
;jth%() — (78"(1),8' (), (5.15)
——|f25() = (f30(t),8"(t))r,. (5.16)

2dt
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Substituindo (5.12)-(5.16) em (5.10) e (5.11) e somando o resultados, resulta que

14, , / / A d +2
2w OF + S S + a0 ) (0 + 5 Tl
+ A L8 0, + aluifds' (0 9%}15%H§6HJ%1—-0
Sendo
MH%WMMQZ S (aOIP) = 0l P
d 1 1
w0 SIS OR, = (%O 0R) ~ @ @I R,
1 d 1
ISR, = S (avIsOR,) — WIS,
entao podemos escrever
oI r & (25 ) e o + ) (ol + ieFa R, + iefa o, ) }

Fa(t)If38 (1 + at)n(u),w/ (D), =

"t 1, 1
| [Ilu(t)H2 +IFF8 (D7, +F58(t) %1].
Logo,

E'(1) + at) £ 8 (1), + ax(t) (m(u), w' (D), (5.17)

o/ (t)] L 1
< S [ + I8 (OR, + IF 8V,

Pondo f; = milp fi(x) >0e %\1 = max fi(x) > 0, entao
xely xely

O<?1<f1<%\17

que implica em

fi 1/:\1 ?1 fl
1<=<= e =< =<1 para 1=1,2,3.
fl fi f1 fl
Dai,
f f f
%glg_ , ou ainda, =f; < fy
f1 fa f1
Assim,
]_02 2 2
= | f1(8")dl" < fo(86")*dr,
fl I B
ou seja,

(5.18)
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De mi(s) —mi(M)I(s —7) = A1(s — 1), Vs, € R, resulta que

2 2

ni(u)u’ >m (), ouainda, (m-vimi(uu' > (m-v)m (u')’,

que integrando em [, obtemos
— 1
(), W (t)r, =l(m-v)2u (IF. (5.19)
De (5.17), (5.18),(5.19) e notando que |a’(t)| < xpe < (t)e ¥V t > 0, segue que

E'(t) + a(t) 218 07, + matlim v (o) (5.20)

agk<muﬂW%4%6%U%4ﬂé5“”%>

Enunciaremos agora o principal resultado deste capitulo, a saber:

Teorema 18. Assumiremos as hipdteses (1.2); e (1.4), associadas ao problema (1.1).

Se (5.1)-(5.6) sdo vdlidas, entdo:

onde €, T, €1 € &€ S0 constantes positivas.

Demonstragao: Para provarmos este teorema, seguiremos as ideias de Haraux and

Zuazua [10] e Komornik and Zuazua [11]. Consideremos ¢ > 0 dado por

(S':min{11 ?—2 L}
* K27ﬂK374M2 Y

onde Kg, K3 € My sao constantes a serem definidas posteriormente. Definamos,

Ec(t) = E(t) + ep(t),

onde
p(t) = 2(u'(t), (m- Viu(t)) + (n— %) (w'(t),u(t)) + [2oc(t) — 3o (18" (t), 8(t))r -
Da,
p'(t) = 2(u’(t), (m- Viu(t)) +2(u'(t), (m- V)u'(t)) + (n — %) (w”(t),u(t))
-Mn—%ﬂwuywun+muﬂ—3muﬁwuyau%l (5.21)

+2a(t) — 3o ] (£187(1), 8" (1)), + 2o/ (1) (£187 (1), 8(t) ).
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De (5.7) e (5.8), temos

(u”(t),u(t) = aft) (Au(t), ult)) — Alu(t)Pult), ult)); (5.22)
(W(t), (m- V)u(t)) = alt) (Au(t), (m - V)u(t)) — A(lu(t)Pu(t), (m - Viu(t)); (5.23)

(187 (1), 8(t))r, = —(uw'(1),8(t))r, — (£28'(1), 8(t))r, — (F35(t), 8(t))r,. (5.24)
Substituindo (5.22)-(5.24) em (5.21), obtemos

W(t) = 2a(t)(Au(t), (m- V)u(t)) — 2A(u(t)Pu(t), (m - Viu(t))

F2((0), (m TR 0) + (n— 2)alt)(Bult), u(t) —A(n— ) (u(o)]Pult), u(t)
+(n— %)lu’(t)r2 — [200(t) — 3oy ] (' (t), 8(t))r, — [20x(t) — Bexa] (28" (), 8(t))ry

—[20(t) — 3ol [F28(1)2, + [20(t) — Bou][F78 (1), + 20’ (1) (£,6' (1), 5(t))r,

= Li+--+ 1.

Agora analisaremos cada termo do lado direito da derivada acima, de modo que consiga-
mos majora-los por termos que aparecem na energia E(t):

Etapa 1. I; = 2a(t) (Au(t), (m- V)u(t)).

Pela Identidade de Rellich, temos:

2(Av, (m - V)v) = (n —2)|Vv} —J (m - v)|Vv2dl + 2J g—::(m -v)vdr,

r r

para toda v € VN H2(Q). Dai,

20(t) (Au, (m-V)u) = —(2—n)o(t)[Vulf’ — at) J (m - v)|[Vul*dr
r
0
+20c(t)J M im- vudr.
r, 0V
Agora notemos que
20c(t)J U Vudr < ’2a(t)J a—u(m-V)udF‘
r ov r a\/
< w(t)| 2 a—u’hnlqul dar
Jr ov
[ 2m 1
< a2 )b ar
Jr, (m-v)z10v
m?  /ou\2 )
< aft) (55) ar+e(t) | (m-v)|Vu?dr,
Jr, (m-v)\ov I

onde M = max ||m(x)||gn. Consequentemente, obtemos

—“(t)Jr (m - v)[Vul*dT + 2a(t) Jr %(m.V)udr<a2a(t)J ! (a_uydp
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Logo,

200(t) (Au(t), (m - V)u(t)) < —«(t)(2 —n)|u(t)]]* + m*«(t) L (ml. V) <a_u>2dr'

De (5.2) e (5.9), temos

W)l < (1814 m(u))?
208" + m(u)P)

218" + 2|(m - V)P (u')?

[l =~

N

N

218" +2(m - v)*Ailu'P,
pois Mi(s)| < Mils| Vs € R. Dai,

ﬁmQa(t)L L (a—u)zdF<2ﬁ120c(t)L

L (m-v)\ov

Notemos que

1 ~ ~
167|2dT + 2m2oc(t)1? J (m - v)[u'[*dr.
(m-v) r

Iy

|ff5 (t)IF, —J f1(5')2dr>1_°1j (5')%dr = f1]8"(t)[f,, ou seja, [5'(t)IF, f—|f126 (17
'

I 1

Assim,
1 1 1
5’2dr<—J §')2dT = 2|8/ (t)]2. < —|f26
J, Gryieear < ¢ | @rar =, < s,
Portanto,
24 20U

I < —a(t)(2—n)lu(t) [F26" (D)2, + 2m2A2ac(t)|(m - v)2u/ (1) .

Cfy
Etapa 2. I, + I5 = —2A(Ju(t)[°u, (m - V)u(t)) —A(n — 1) [lu(t) Hfjfz

Pondo m = (my,..., my,), onde my = X — X( segue que

—2A(Ju(t)[Pu, (m- V)u(t)) = —2A JQ lu(t)]Pu(t)(m- V)u(t) dx

s ou(t)
= —22\;JQ hw(t)]Pu(t) my T dx.
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Pondo v = (vq,...,vy) e pela Férmula de Green-Gauss, para cada k € {1,...,n}, temos

ou(t)
an

ou(t)
an

— | o (Pt o —xo ult) ax

an

dx

—J (0wt me 2 g — —J u(D)1Pw(t) (i — xo)
Q Q

- Jr [ (t)[Pu(t) (xke — xo)u(t) vie dl’

_ J (oha(0° - Rt ha(t) (s — o)
Q X1k

ou(t)
an

- L ()P () (e — x0)ult) vy dT-

FR(OP S (0 —x0) + a(8)Pu(t) Ju(t) dx

Assim,

Y [ wruwm e e 2ApZJ (417 (1) dx

k
0 0

ou(t
+2AZJ t)]Pu(t) my u )dx

an

+2n?\J

()P 2dx — zxj (m - v)u(t)|P+2dT.
Q I

Logo,

—2A ; JQ lu(t)[Pu(t) my a;;;((;[) dx = Ap ZJ !u(t)!"ﬂmk%lu(t)] dx

+An J;) lu(t)|P 2 dx — A Jr (m - v)ju(t)PT2dr.

Novamente pela Férmula de Green-Gauss, para cada k € {1,...,n}, temos:
p+1 0 0 p+1
Ao | P e —Ru(Oldx = Ap | = R0 (i — xo) | u(D)]dx
Q Oxxk o Ok

A0 Jr (1P (1 — xo) )]V dT

= —7\p(p—l—1)l[Q w(t)]°H tmy %hl( )l dx

—ApJ lu(t)]PT2 dx + ApJ u(t)]P 2 my vy dr.
o

'
Como p+ p(p+1) =p(p+2), entao

0 Ap

A )Py —u(t =——
p | (0" g hult) dx = 2

Ap

P Ax + ——
J, ol ax+ 22

J ()P mevs dT,
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donde resulta que

0 Anp Ap
A )P m=—u dx:——J utp+2dx+—J m - v)u(t)|PT2dr.
pzj 0P g (b dx =~ | ) o3 ), m vt
Portanto,
23 [ o2 e < (- ") [ ugeras
o1 Q K an p+2 Q
P 2
+A<——1>J (m - v)[u(t)+2dr
p+2 r
2A
< —“J u(t)[P+2dx
P+2Jo
L e
= p+2 Lp+2
onde usamos o fato de p2—1<0.

Como V «— LP™2(Q) entdo existe uma constante Coy > 0 tal que
(132 6 < Collw®7** = Collw(®)Pf[u(t)]* < CoCllult)]?,

pois u é limitada em V.
CoC
Usando a tultima desigualdade e lembrando que «(t) > oy > 0 e denotando k; = ocL
0

Y

podemos concluir que

2An 1
L W82 4 —?\(n—§>||u e o)
n A
= M55 ) O o)+ GO )
Anp +2 +2
< _mH t)||€p+2(g))+}‘|’u ||Ep+2
Anp

< ——Ilu(t)llijfz(m+7\K1o¢(t)||u(t)||2,

Etapa 3. I3 = 2(u’(t), (m- V)u’(t)).

Notemos que

= ou'(t
13:2 E J u'(t)mk u( )dX
an
k=1"C

Entao, pela Formula de Green-Gauss, para cada k € {1,...,n}, temos
ou'(t 0
J u/(t)my al )dx = —J' — (u'( J u/(t)myeu’ (t) viedlh
Q an an r
/ ou’'(t) Y
= — | u(t)ymy dx — | (W(t))?dx+ | muov(u'(t))3dr,
o) Oxk Q r
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que implica em

ou'(t)
an

2J u’(t)my dx:—J (u/(t))de+J My v (u/(t))2dr.
Q Q

I

Somando em k de 1 a n, obtemos

— - / au/(t) _ / 2 . / 2
13_2;Lu(t)mk o = nJQ(u () dx+Jrl(m V) (w/(£)2dr

= /(P + I(m-v) R ()

Dai, lembrando que «(t) > oy > 0, temos
' 2 (X(t) 1y
[ < U/ ()" + ——[(m - v)2u'(1)[R,.
Xo
1
Etapa 4. I, — (n _ §) o) (Au(t), u(t)).

Aplicando a Férmula de Green e (5.9), temos

1

I, = (n—§>a(t)J w(t)Au(t)dx
Q

Da continuidade da funcao trago (Ver Teorema 8), existe uma constante C; > 0 tal que

1 C
(VYA < v, (5.25)
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para toda v € V, donde obtemos que

(n - %) at) L 5'(t)u(t) dr

— (1) L 2\/C_1(n—%) - ‘1\/)%6’(’() %u(t) dr
1 1\2 1 , (m-v)
< “(t)Jr1§[4C1<n_§> (m~v)(6 ()% + e (u(t))?|dr
1

— oG, (n _ %>2a(t) Jr ey (6'(1))2dr

+%)Jn(m-v)(u(tn2dr
< 20 (n- ) Wi, + 2 m v buco
< 2ai(n-) it + 5 Suol?
= 20, (n—3) it + L o)

N

- (- 5)adt | vy ar

N
2
=

- (n— 5 )lm V)l () () T
r

JIq

= o) | 2vC(n— 1) m vim(1)
I

(m-v):

2V Cy

hu(t)[dr

< alt) | glaci(n=g) mevim @) + o] ar
= 2C; (n — %>zoc(t) Jrl (m - V) (w/(1)2dTr + %tj Jrl(m -v)u(t)2dr
< 20y (n=3) alt) | (m )@ ORr+ TR m v

< 20, (n - Y Raolm- i, + S g

onde usamos (5.25) na tltima parcela. Assim,

1>2 a(t)

1< —(n— g )l +2 (n— 3) iels 0, + 2 o
1

2

+2C, (n — %)iﬁa(t)l(m V)R (L) + %)Hu(t)nﬂ



Capitulo 5. Comportamento Assintético 58

isto é,

25/ (1)1,

Lo —(n=2)alhun) + 20 (n - 3)" 5

1 2/\2 Ly 2
+2C1 (n— 5 ) Aa(t)(m- v R,

Etapa 5. I; +---+ Iy;.
e Da desigualdade de Cauchy-Schwarz e da desigualdade de Young, temos

—[2a(t) — 3axq] (u'(t), 8(t )

= —30(,1 J

é(t)\/oc_o(m v)zu/(t)dr

t\.’)h—-

<~y ~3aa | 5 % (6(tn2+oco(m-v)(u'(t))z]dr

—[20¢(t) — 30u] | 1 2 [206( ) — 3] g VA2

ot S, > (m- V)R (D,

= [_(x(}) + 3% ]|f26( )3, [—oc(t)ocoJr3“1ao]|(m-v)§u’(t)2

Coxofs QC(Xof:z h

«(t) 30 a(t)],, 2 3oy ox(t) Vb2
< ot Pomre e N0+ s+ S im0,
_ 1 30 1 1 304 CEL 2
= oalt) [+ + e [ IES(, + alt) [+ 5ol v,

ondecf:i

e Novamente da desigualdade de Cauchy-Schwarz e da desigualdade de Young, obtemos

—[2a(t) — 3ou] (f20'(t), 8(t))r,

= —[2«(t) —30¢1J V38t Ef%( )dr

< —2at) ~ 3oa] |3 o8/ + L Tafo(0)2]ar
'

< —l2a(t) = 3ol [ S92 (0R, + o IS (0)

~ ~

1 f 1
< —R2a(t) = 3o [ 2228 (O, + ——I58(1)R
2 1 ! 2060f3 !

—o(t) oo f: 300 ot f — ()T 300, F
_ [ (_) 02+ 1 02}|ff6() +[ (_) 2+ 1 Q]Ifgé()
fl 2f1 (X[)f?, 2“Of3
o(t) oo f 3o oofy o o(t)f 300fy
< [(2%24_ 1%oT2 ()]|f2 ()rl+[(l2+ 2 ()}HQ()H
fq 2fy Ocofg 20 T3

3f2 [0 8]
2f3 Xp

f. 3fac
Gfl 20f10(0

JIris (0, + oalt )[2 Jifis(0R,.
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e Prosseguindo ainda com raciocinio andlogo, segue que

20/ (1) (£18'(1),0(t)), = 2a%t{Lﬁ6%ﬂéﬁde

— (1) L \%f%é’(t)ﬁf%é(t)dr

1 1 fi 1
o (I8 (VI + o' (oI5 8 (I,
3

N

~

N

1 fi 1
(OIS (), + eoa(t) SR,
3

1
e Lembrando que 0 = —, notemos que,
Xo

~2alt) - allff 57, < —2a(vIf sV, +3a(t) s (vl
0
< —2a(t)f25(V) + 300 a(t)fZ5() .

e Como «(t) < y, entao

20(t) — 3o ]lF78" (1), < [2e(t) — Bax(L)][FF6" (1), = —ee(t)IF7 8/ (L)]2,.

Portanto,
I+ 4 I
1 3 f 3f 1
< alt)| = oo Ime VA OR, +alt)| =+ 2+ ]I (O,
o 200 of;  20fig ©

1 3 f,  3fyx ef, 1
L L] fa | 3ho +__1+3o¢1>]|f§5(t) 2
fg(, 2f3COC() f3 2f3 Xo f3

—a(t)F78" (D) — (t) [2 _ o(

Usando as etapas 1, 2, 3, 4 e 5 resulta que

. 1
W) < —at)2—n)fult)]® + 2“(&%&% 8 (DI, + 2mAje(t)|(m - v)2u/ (DI,
1
0 0183 ) + ks 0] — i (0F + L om0,
1 5 1\2 1
(=) OF = (n=2)avlult)|* + 21 (n - 3) oé(—;l)lffé’(t) '

1N\2 . 1 3
+2C; (n— 2 ) Ral(m VIO, +«lt) [ +
2 ! o 200

B i

Gfl 20f10€0
1 3 f, 3t ef; 1

—alt) [2—o<_—+ cu L cha +_—1+30c1)]|f§6(t) 2.
f3¢  2f3Cog T3 2fzop  f3

[im - v,

Fad) ]IS ), — avifis (R,
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Definindo,
g 1 N2, 1 3
Kz:=2m2n?+—+2C1<n——) A2 L
oy 2 o 2009
2m?  2C N2 o 3fhon €
K3 (= — T1< ——> —_2—|— _21+_7
Cfl Cfl 2 (ffl 2Gf1 X (02
1 30 fo  3fyxy  ef;
Ky = =—— = ! +——2 —2 1+—_1+3(X1;
f3C  2f3Cxg T3 2f300 f3
obtemos,
/ 11 2 L
R < =5 = Ak alt)fult)F = S/ (1) (5.26)
Anp 1
—mﬂu(t)HEfQ(Q) + Kkooe(t)|(m - v)2u/ (H)[F,

3 (V)78 (DIF, — a(t)IFF8" (1)IF, — x(t)(2 — oka)IFFS(L)IF, .

Multiplicando (5.26) por € > 0 e somando com (5.20), obtemos:

/ € / 2 }\Tlp P
Edt) < —5h(b)l —epHHu(t)HW(Q) (5.27)
11 2 Lidos fy 3412
ecx(t)[(g 7\|<1>||u(t)|| + SIS rl] oc(t)[],c\l 8K3]|f15 (W2

—x (1), — exall(m - v)Eu (D) — ealt) [g - m] 25V .

Notemos que

11 o(t)

—eat) (g - >\.<1) fult)2 < == ult) (5.28)

?2 1 , 9
—«(t) [fr — eKS} [£25"(1)[2, < 0; (5.29)

1
—a(t) [y — exall(m - V)2 (D), <0, (5.30)
. fa _
pois 5 —Ak; 20, =—¢ek3 >0 e 7; —eky = 0. Pondo,
1
1 fy  ef .
a:_—+_—2—}—2—|—30c1 e b:?)_oq 32_0(1
f3C f3 f3 2f3C 2f3

b K

entao K4, = a + —. Suponhamos agora que &g ¢ escolhido tal que oky = —4 < 1. De
Xo Xo

fato, tal escolha para o pode ser feita, pois

1 b
—<a + —> <1 implica que of —aoy—b > 0.
Xo Xo

Logo,



Capitulo 5. Comportamento Assintético 61

vaz+4b 1
Como o > 0, necessariamente temos que &y > %. Sendo 0 = = entao
0
lcog— 2
T a++vaz+4b
que implica em oky < 1. Assim,
3 1 t) 1
—ex(t) [5 — m} £25(1)2, < —e%lf{g’é(t) 2. (5.31)
De (5.27)-(5.31), segue que
E/(t) < —eTE(1), (5.32)
onde T = min{1,np} > 0.
Agora majoraremos os termos da expressao para w(t). Para cada k € {1,---,n},
temos
ou 3 ou\2. 73 ou \ 2
2m '—dx <2 "2d AJ — ] d SJ "2d AQJ — ] dx.
mJQu O0Xk x Hﬂ(u) X} m[ a (axk> X] Q(u) x+m o (axk> x
Entao,
: - oy OU(t)
2(W(b), (m- V) < 2y )u ()M ‘dx (5.33)
1 JQ an
e ou(t)
< 2m lu'(t |) ’d
;Jﬂ ®) Oxi
< /(8 + mP ()|
— t
< npu/(B)P+ m2&)||u(t)||2.
Xo
Temos ainda que
IS B A
(n— 5)(11 (t),u(t)) = JQ ( — §>u (t)u(t) dx (5.34)
1 INZ g2 2
< | 5[(nmg) @+ )] ax
o2 2
1 1\2 C «ft)
< - - / 2 = t 2
5 (0 g) WP+ 5 T )

onde usamos a imersio V < L%(Q). Pelas desigualdades de Cauchy-Schwarz e Young,

obtemos também

(F18'(1),5(t)r, < ” f%&’(t)f%é(t)dr\ (5.35)

I
1 1

< P8 (IR 178 (LI,
1r 1 1

< s[He R+ s
Lfed fi L

< 3SR + R8O,
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pois,
s, =2 | new)rar > T | erars | ez = s
T3 f3 [B1 I B
De (5.33), (5.34) e (5.35), obtemos
1 1\2 m? C
ol < [no(n=2) TR+ alt) (S + 5= ) fu)?
2 2 Xo 20
rat) (14 220) (1B (0, + Liefs0)).
2OCO ! f3
Escrevendo
M; = max {1, f—l}
f3
e
1 1\2 T/ITL2 C 30(1
Ma = max{n+ 3 (n—3) =+ 3 M1+ 50 }
resulta que |p(t)] < 2MyE(t), isto é,
—2MLE(t) < p(t) < 2MaE(t).
Multiplicando por ¢ > 0 a ultima desigualdade e somando E(t), obtemos
E(t) —2eMLE(t) < E(t) + ep(t) < E(t) +2eMoE(1),
isto é,
e1E(t) < Ec(t) < egE(t), (5.36)

onde ¢ =1—2eMy >0e ey =1+2eMy > 0. De (5.32) e (5.36), resulta que

E/(t) < —etE(t) < —?Es(t),
2

que implica em

onde usamos o fato de E(0) = E(0). Como E(0) < e2E(0), entao

E.(t) < 2E(0)e &°,
€1

e com isso concluimos a demonstragao do Teorema 18. W
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