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Resumo

Neste trabalho, apresentamos uma generalizacao do Método do Ponto Proximal para
minimizar uma funcao vetorial, nao necessariamente convexa, no contexto de espagos
euclidianos. No problema estudado, as coordenadas da funcao vetorial sao definidas como
o maximo de funcgoes continuamente diferenciaveis. Iniciamos estudando o Método do
Ponto Proximal classico para o Problema de Otimizagao Multiobjetivo e ferramentas de
derivacao generalizada no sentido de Clarke. Como resultados, temos que qualquer ponto
de acumulacao da sequéncia gerada pelo método é um ponto critico Pareto-Clarke. Além
disso apresentamos a convergéncia do Método do Ponto Proximal para um ponto critico

Pareto fraco.



Abstract

In this work, we present a generalized proximal point method for minimizing a vectorial
function, not necessarily convex, in the setting of Euclidean Spaces. In the problem
studied, the coordinates functions of the vectorial function are defined by the maximum
of continuously differentiable functions. For this, we started studying of the Classical
Proximal Point Method for the Multiobjective Optimization Problem and tools of Clarke’s
generalized derivate. As results, we have that any cluster point of the sequence generated
by the method is a Pareto-Clarke stationary point. Moreover, we present a convergence

of the Proximal Point Method for a weak Pareto stationary point.
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Introducao

Em nosso cotidiano temos varias tomadas de decisoes, onde é natural querer que as esco-
lhas sejam as melhores possiveis, em outras palavras, desejamos sempre tomar a decisao
ideal para cada problema. A dificuldade na maioria dos casos estd no conflito existente
entre nossos objetivos e metas. Por isso nas situacoes do cotidiano acabamos escolhendo
nossas decisoes baseadas na intuicao, sem ter uma precisao de que tal escolha é a melhor
possivel. Porém em alguns casos a intuicao nao é o bastante para garantir um resul-
tado satisfatério. O presente trabalho busca fazer um breve estudo desses problemas com
multiplos objetivos. Dai, fala-se de Otimizacao Multiobjetivo, onde buscamos otimizar
simultaneamente duas ou mais fungoes, as quais chamamos de fungoes objetivos. Em
geral, nao ha um tnico ponto que ird minimizar ou maximizar todas as fungoes objetivos
ao mesmo tempo. Nesses casos estamos interessados em buscar um ponto que chama-
mos de 6timo Pareto, ou ainda como iremos ver, ponto critico Pareto-Clarke, ver [6]. Os
problemas de Otimizagao Multiobjetivo tém intimeras aplicagoes, entre elas na biologia,
estatistica e engenharia como pode ser visto em [15], [2] e [9] respectivamente.

Nosso objetivo aqui sera o de apresentar o que é um problema de Otimizacao Multiobje-
tivo e além disso abordar um método para resolver tal problema. A solugao em questao
serd uma generalizacao do chamado Método do Ponto Proximal cléssico, onde trabalha-
mos com uma funcao objetivo escalar e convexa. O Método do Ponto Proximal para
problemas de Otimizagao Multiobjetivo é introduzido por Bonnel em [5], onde trabalha-
se com uma certa classe de fungoes nao-convexas. Esta dissertacao tem como inspiragao
os trabalhos feitos por Bonnel, Tusem e Svaiter em [5], G. Bento, O. Ferreira e V. L. Sousa
Junior em [4], G. Bento, J. X. Cruz Neto e P. R. Oliveira em [12]. E importante ressaltar
que outros métodos, associados a otimizagao escalar, ja foram estendidos a Otimizagao
Multiobjetivo, entre eles [10], [11], [13] e [14].

Para entendermos tal generalizacao do Método do Ponto Proximal Classico o presente
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trabalho apresenta no Capitulo 1 alguns resultados preliminares vistos em [17] a cerca
de Analise convexa, em especial a nocao de subdiferencial de uma funcao convexa, entre
outros resultados que serao utilizados no decorrer deste trabalho.

No Capitulo 2, baseado em [16] recordamos o Método do Ponto Proximal cldssico, bem
como a nocao de Féjer convergéncia que serda também de grande importancia para o re-
sultado principal deste trabalho.

No Capitulo 3 abordaremos alguns tépicos de Otimizacao Multiobjetivo. Entre eles iremos
definir um problema de Otimizagao Multiobjetivo e caracterizar a solucao desse problema.
Além disso, com o objetivo de facilitar a demonstr¢ao do resultado principal deste traba-
lho iremos introduzir também a nocao de Escalarizacao. Tal técnica tem como objetivo
substituir um problema de Otimizagao Multiobjetivo, onde nao temos uma relagao de or-
dem total, por um problema de Otimizagao Escalar ou uma série de problemas escalares,
onde podemos aplicar alguns dos resultados classicos da literatura abordados no Capitulo
1.

No Capitulo 4 baseado em [6] buscamos generalizar alguns dos resultados vistos no
Capitulo 1, em especial o conceito de subdiferencial de uma funcao convexa. Generaliza-
mos a derivada usual do R™, abordando a derivada generalizada no sentindo de Clarke,
buscando fazer um comparativo de ambas.

No Capitulo 5 apresentamos a generalizacao do Método do Ponto Proximal cléssico para
um problema de Otimizagao Multiobjetivo nao-convexo abordado em [4]. Inicialmente
mostramos que qualquer ponto de acumulacao da sequéncia gerada pelo método é um
ponto critico Pareto-Clarke. Por fim, adaptando alguns resultados de [5] fazemos a andlise
da convergéncia do método, provando que tal método converge para uma solugao fraca,

isto é, um ponto critico Pareto fraco.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo estudaremos alguns fatos bésicos que serao necessarios ao longo deste
trabalho. Iremos abordar resultados que garantem a existéncia de solugoes do seguinte

problema:

min f(x) (1)

s.a xeR™M,
onde f : R™ — R. Veremos sob quais hip6teses nosso problema tem solu¢dao. Além
disso, estudaremos as condicoes necessarias e suficientes de otimalidade para o Problema
(1.1). Por fim, abordaremos alguns tépicos de Anélise convexa, procurando esclarecer a
importancia da convexidade na otimizacao. Maiores detalhes dos resultados abordados

neste Capitulo poderao ser encontrados em [17], [21], [22] e [4].

1.1 Definicoes e alguns fatos basicos

Definicao 1.1.1. (/17]) Dizemos que um ponto X € R™ é

1. Minimizador global de (1.1) se

f(x) < f(y) Yy € R™;

2. Minimizador local de (1.1) se existe uma vizinhanca U de X tal que

f(x) < f(y) vy e UNR™.

Se X é minimizador global entao f(x) é chamado valor 6timo global.
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Defini¢ao 1.1.2. ([17]) Dizemos que v € [—00,400) definido por
v = inf,ernf(x),
¢ o valor ¢timo do Problema (1.1).

Uma fungao pode admitir varios minimizadores globais, mas o valor 6timo (global) do
problema é tunico. Apresentamos a seguir uma condi¢ao necessaria de primeira ordem

para caracterizar um minimizador para o Problema (1.1).

Teorema 1.1.1. (/17]) (Condi¢ao necessdria de primeira ordem) Seja f: R™ — R

diferencidvel no ponto x € R™. Se X é um minimizador local de f, entao
f'(x) =0. (1.2)

Demonstracao. Seja d € R™ arbitrario, pela definicado de minimizador local, temos que
existe € > 0 tal que

f(x) < f(x +td), Vt € (0, €].
Dai, pela diferenciabilidade de f em X,

f(x 4+ td) = f(X) + t(f (x),d) + 0(t),

o) _

onde O(t) segue da definicao de funcao diferenciavel e é tal que limy_,q+

!/

0 <t (%),d) +0(1).

Dividindo por t > 0, obtemos

Como d € R™ ¢ fixo, porém arbitrario, podemos escolher d = —f'(X), o que resulta na

condicao 0 < (f'(x),d) = —[|f (X)|*>. Com isso, segue que f'(x) = 0. ]

Defini¢ao 1.1.3. Um ponto X € R™ que satisfaz a condicao (1.2) € chamado de ponto

critico ou estaciondrio da funcao f.
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A partir do Teorema 1.1.1. e Definicao 1.1.3., temos que se f é diferencidvel entao as
solucgoes locais do problema de minimizacao (1.1) sdo pontos estacionarios. O mesmo
valendo para problemas de maximizagao.

Abordaremos a seguir um resultado que é conhecido na literatura como Férmula de Taylor,

onde a prova podera ser encontrada em ([21]).

Teorema 1.1.2. Seja f: U — R™ de classe C? no aberto U C R™. Fizado a € U, para

todov = (&, ..., xn) € R™ tal que a +v € U, escrevamos

" of 1 « 0%f
fla+v)—f(a) = — + = Z a—ocioc)- +0(v),

oxi = 2 44— Oxi0x,
i=1 i,j= )
0(v)
as derivadas sendo calculadas no ponto a. Entao lim —= = 0.
v—0 |v[2

Teorema 1.1.3. (/17]) (Condi¢do necessdria de seqgunda ordem) Suponhamos que
f:R™ — R seja duas vezes diferencidvel em x € R™. Se X é um minimizador local
wrrestrito de f, entdo vale (1.2) e a matriz hessiana de f em X € semidefinida positiva, ou
seja,

(f"(x)d,d) >0, vdeR" (1.3)

Demonstracao. A condicao (1.2) é satisfeita pelo Teorema 1.1.1.. Agora, seja d € R™
qualquer, porém fixo. Se X é minimizador local do Problema (1.1), entao para todo t

estritamente positivo e suficientemente pequeno temos que

0 < f(x+td)—f(x)
td) + ;<f”(>‘<)td,td)+e(t2)

(f'(x
%<f”(x)d, @)+ (1),

onde acima usamos a expansao da fungao em série de Taylor (Ver [17]) e novamente o

Teorema 1.1.1. Dai, dividindo ambos os lados por t? > 0, temos que

0(t?)

0< .

(f"(x)d, d) +

DO | —

Por fim, passando o limite quando t — 0% e usando o Teorema 1.1.2. citado acima temos

que (f”(x)d,d)) > 0,vd € R™. O

A reciproca do teorema anterior é verdadeira sob uma condi¢ao mais forte sobre a matriz

hessiana de f, como enunciaremos abaixo.
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Teorema 1.1.4. ([17]) (Condigdo suficiente de seqgunda ordem)
Suponhamos que f : R™ — R seja duas vezes diferencidveis em x € R™. Se X € um
ponto estaciondrio e se a matriz hessiana de f em X € definida positiva entdo existem

uma vizinhanca U de X e 3 > 0 tais que

f(x) — f(x) > Bllx —x|I*, ¥x € U. (1.4)

Em particular, X € um minimizador local estrito do Problema (1.1). Reciprocamente, se
vale (1.4), entao X € um ponto estaciondrio do Problema (1.1) e tem matriz hessiana

definida positiva.

Demonstracao. Seja X ponto estacionario do Problema (1.1) e que a hessiana seja definida
positiva, i.e.,

(f"(x)d,d) > 0, ¥d € R™\ {0}.

Suponha por absurdo que nao ocorra (1.4). Entao, existe {x*} C R™\ {x*} tal que x* — %

e
1
f(x*) —f(x) < Ellxk —x|I?, Vk.

) X =% : i

Dai, como TR é limitada, ela possui pontos de acumulacao. Portanto, a menos de
k _

subsequéncia, podemos supor sem perda de generalidade que { < —xI } — d € R™\{0}.

X

Logo, temos que

C =P > () — (0
= (f'(x),x*— )+;(f”( )(x* — %), x* — %) + 0(|Ix* —x[[*)
= (RO =), — %) + O(1* — ),

onde acima usamos que f'(x) = 0. Dividindo ambos os membros desta desigualdade por

IIx¥ —x]||? e tomando o limite quando k — 400, obtemos
0> (f"(x)d, d),

o que gera uma contradi¢ao, pois temos por hipétese que a hessiana ¢é definida positiva.

Portanto, temos que vale (1.4). Em particular,

f(x) > f(x), Vx € U,
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ou seja, X ¢ um minimizador local.

Reciprocamente, suponha que valha (1.4), entao como tal condi¢ao implica que X é mini-
mizador local de f entdo obtemos que tal ponto é estacionario (vide Teorema 1.1.1.). Seja
d € R™ arbitrario porém fixo, entao para todo t € R suficientemente pequeno x+td € U.

Logo, usando (1.4) e o fato de X ser ponto estacionario obtemos que

ptildl? = BII(x +td) — x|

f(x + td) — f(%)

t(f'(x), d) + t5(1‘?”(>‘c)d, d) +0(t2)

t2
E(f”(x)d, d) + 0(t?).

VAN

Dividindo ambos os lados por t? e fazendo t — 0, temos que

BlldII* < = (f"(x)d, d).

N —

Portanto, como d é arbitrario temos que a hessiana é definida positiva. O

Note que as condigoes (1.2) e (1.3) nao sao suficientes para garantir que um ponto X
¢ minimizador. Por exemplo, a funcdo f : R — R dada por f(x) = x3, satisfaz tais
condi¢oes em X = 0, mas tal ponto nao é minimizador local do Problema (1.1). Por outro
lado, (1.2) e o fato da hessiana ser definida positiva nao sdo condicoes necessarias para
que um ponto X seja minimizador. Como exemplo, podemos tomar f: R — R dada por
f(x) = x®. Note que x = 0 é ponto minimizador de (1.1). Mas essa funcao nao possui

hessiana definida positiva nesse ponto.

1.2 Existéncia de solugoes

No caso em que f é ilimitada inferiormente na Definicao 1.1.2, temos que v = —o0, € 0
problema de minimizagao nao possui solucao global. Porém, mesmo quando v é finito o
minimizador pode nao existir, como é o caso de f(x) = e* em R . Nesta secao teremos por
objetivo estudar alguns resultados basicos, porém indispensaveis para garantir a existéncia
de solugoes para nosso Problema (1.1). Por exemplo, a continuidade da funcao estudada
e a compacidade do conjunto em questao garantem a existéncia de um minimizador em
tal conjunto, como veremos a seguir. Alguns desses resultados sao bem conhecidos na

literatura e por isso algumas demonstragoes serao omitidas.
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O primeiro resultado desta se¢ao traz a importancia da compacidade do dominio e con-
tinuidade da funcao estudada para garantirmos a existéncia de solucao do problema de
maximizacao e minimizagao. Tal resultado é bem conhecido na literatura, em especial
na Analise Matematica, como Teorema de Weierstrass, onde sua demonstracao pode ser

encontrada em ([17]).

Teorema 1.2.1. ([17]) Sejam D C R™ um conjunto compacto ndo-vazio e f: D — R™
uma fung¢ao continua. FEntao, os problemas de minimizacao e maximizacao de f em D

tém solucoes globais.

Como explica o autor em [17] o exemplo da funcao f(x) = €* mencionada acima reforga
a importancia do conjunto(vidvel) em questao ser compacto. Dai, tal hipdtese s6 poderd
ser retirada e ainda assim garantirmos a existéncia de solucoes se reforcamos as hipoteses

com respeito a fungao objetivo em questao. Dal, surge a importancia da seguinte defini¢ao:

Definicao 1.2.1. ([17]) O conjunto de nivel da fungdo f: D — R associado a ¢ € R, €
o conjunto dado por

Lip(c) ={x e D[ f(x) <c}.

Corolario 1.2.1. ([17]) Sejam D C R™ ef : D — R continua no conjunto D. Suponhamos
que existe ¢ € R tal que o conjunto de nivel L¢ p(c) seja nao-vazio e compacto. Entao o

problema de minimizagao f em D possui uma solucao global.

Demonstragao. Pelo Teorema 1.2.1 o Problema (1.1) tem solucao global em L¢p(c),
digamos X, isto é, f(x) < f(x),Vx € L¢p(c). Agora seja x € D \ L¢ p(c) qualquer, temos
que f(x) > ¢ > f(X), em outras palavras X é um minimizador global de f em todo conjunto
D.

O

Definicao 1.2.2. Dizemos que f : D — R € coerciva no conjunto D, quando para cada
sequéncia {x¥} C D tal que ou || X* ||= oo ou {x¥} = x € D\ D(k — 00),tem-se

limy o0 SUp f(x*) = +00.

Corolario 1.2.2. (/17]) Sejam D C R™ e f: D — R wma fungao continua coerciva em

D # (0. Entdo, o problema de minimizar f em D posui uma solugdo global.
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Demonstragao. Com x € D arbitrario, definimos ¢ = f(x). Dai, obtemos que L¢p(c) #
(). Iremos mostrar que tal conjunto é compacto. Suponhamos inicialmente que exista

{x*} € L¢ p(c) tal que {x*} — x, onde x & L¢p(c). Usando que
Lep(c) =DN{x e R" | f(x) < c},

onde o segundo conjunto é fechado pelo fato de f ser continua por hipdtese. Isto nos
diz que {x¥} — x € D\ D. Com isso, devido a coercividade de f em D temos que
limy s supf(x*) = 400. Mas isso contradiz o fato de {x*} C L¢ p(c). Portanto, obtemos
que L¢p(c) é fechado.

Agora suponha L¢ p(¢) ilimitado, isto é, podemos tomar uma sequéncia {x*} C L¢ p(c) tal
que {x*} — +oco. Entdo pela fato de f ser coerciva em D e {x*} C D, limy_, supf(x*) =

+o00. Mas f(x*) < ¢, V k € N. Portanto, L¢ p(c) ¢ limitado. O

1.3 Elementos de Analise convexa

Nesta segao apresentamos tépicos de Analise Convexa, abordando alguns fatos bésicos
sobre conjuntos convexos e fungoes convexas que serao importantes para o desenvolvi-
mento deste trabalho. E grande a importancia da convexidade na otimizacao, pois com
tal hipdtese, as condigoes necessarias de otimalidade se tornam suficientes . Isto é, todo
ponto estacionario é solugao do problema de minimizacao. Além disso, o estudo de alguns
resultados de analise convexa sao de grande valia para termos um maior entendimento do

teorema principal deste trabalho.

Defini¢ao 1.3.1. (/17]) Um conjunto C C R™ € convezo se, para quaisquer elementos
x, Yy € C, temos
tx+ (1 —t)y € C para todo 0 < t < 1.

Em outras palavras, se x e y sao pontos quaisquer do conjunto C entao o segmento de
reta com extremos x e y pertence a C. E chamado de combinacao convexa de x e y o
ponto tx + (1 — t)y. Exemplos triviais de conjunto convexo é o conjunto vazio, o espago

n-dimensional R™, um conjunto que contém s um ponto.
Exemplo 1.3.1. Todo semi-espaco em R™, isto €,
C={xeR"™:(a,x) <c}

onde a € R™ ec € R € convexo.
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Demonstragao. De fato, sejam x,y € C, logo (a,x) < ¢ e (a,y) < c. Entdo, para

tx + (1 —t)y, com t € [0, 1], temos:
(a,tx+(1—tly) <tc+ (I1—t)c=c.
Portanto, tx + (1 —t)y € C e, assim, C é um conjunto convexo. O

Definicao 1.3.2. (/17]) Uma fung¢io f : R™ — R € dita convexa quando para todos

x,y € R"™ tiwermos

f(1—t)x+ ty) < (1 —t)f(x) + tf(y), (1.5)

para todo t € [0,1]. A funcdo f diz-se estritamente convexa quando a desiqualdade acima

¢ estrita para qualquer x #y e t € (0,1).

Observacgao 1.3.1. Note que a condi¢ao (1.5) é equivalente a f(x + t(y —x)) < f(x) +
t(fly) —f(x)).

Definicao 1.3.3. (/17]) Uma funcgio f : R™ — R ¢ dita fortemente convexa com

modulo L > 0 quando para todos x,y € R™ tivermos
fl(1—t)x+ty) < (1 —t)f(x) +tfly) —Lt(1 —t)]| x—y HQ, (1.6)
para todo t € [0, 1].

Observacao 1.3.2. Note que se f € fortemente convexa entdo € estritamente conveza,

em particular também é convexa.
Exemplo 1.3.2. A func¢dio f: R — R dada por f(x) = x? € convera.
Demonstracao. De fato,

fix+tly—x)) = x>+ 2tx(y —x) +t*(y —x)?
< X2+ 2tx(y —x) +t(y —x)?
= X2 +tly—x)?2Vvtelo,1].

]

Exemplo 1.3.3. ([17]) Seja f: R™ — R uma fung¢do conveza e sejam x € R™ e d € R™

quaisquer. Entao a funcio P : R — R, P(a) = f(x + ad), € conveza.
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Demonstracao. De fato, sejam o, og € R e A € [0, 1], temos que

YAy + (1 —ANag) = flx+ (Aaxg + (1 —A)axz)d)

f(x +Aoid + (1 —A)xod)
fAx + od) + (1 —A)(x + xod))
AM(x + o d) + (1 —A)f(x + oed)
AMp(ot) + (1 =AM ().

AN |

Portanto, 1 é convexa. O

Exemplo 1.3.4. A funcdo f: R™ — R dada por f(x) =|| x ||? € fortemente conveza com

modulo L = 1.

Demonstra¢ao. Dados x,y € R™ e t € [0, 1] temos que,

f(tx + (1 —t)y) 2 x P2t -t y)+ (1 —1)% [y |

< Px|P42t =t x|y ll+1—=0" [y

= Clx P2t =) I xyl+yl>=2tyll>+[y?

+ =ty P+t=DylP+t x| —t]x]?

= i)+ (A —-tf(y) +tly [P t—=1)+tx[*(t—=1+2t1—t) [[x [y
= i)+ (1 -tf(y) =ty [PA-t) =t x[P(QT—t)+2t(1—t) [[x ]y |
= tf(x)+ (1 —tf(y) —t@ =t (x| — [y )?

< )+ (1= Of(y) =t -t x—y |’

]

Proposicao 1.3.1. ([4/) Seja hi : R — R uma func¢do fortemente convexa com cons-
tante Ly para i € 1 ={1,...,p}. Entio h : R* — R definida por h(x) = maxich(x)
¢ fortemente convera com constante L := minicr,. Em particular, se hy € convera para

cada i €1, h € convexa em Q).
Demonstracao. Temos por hipdtese que
Rifox + (1 = ody) < ahi(x) + (1 = eJhily) — el — o fx —yll™

Dai, como

h(ox + (1 — a)y) = maxierhi(ox + (1 — a)y), (1.7)
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suponha que o méximo seja atingido em algum j € I. Por (1.5),

n(oox + (1 —a)y) = hj((ex+ (1 —a)y)
< a9 + (1 - ahy(y) — Fall - k- yl

< oh(x) + (1 - a)h(y) ~ Call — @)l — yl?

onde L := mini¢iLy, ie,, L <L, Vj € I, entao —L; < —L. Concluimos entao que h é

fortemente convexa.

Definicao 1.3.4. ([17]) O epigrafo da funcio f: D — R € o conjunto
Er ={(x,c) e D xR | f(x) <c}.

Teorema 1.3.1. (/17]) Seja D € R™ um conjunto convero. Uma fung¢io f: D — R €

convexa em D se, e somente se, o epigrafo de f é um conjunto convexo em R™ x R.

Demonstrag¢ao. Seja f uma fungao convexa e (x,c¢;) e (y,cs) pontos de E¢. Como pela
defini¢ao 1.3.4., f(x) < c1 e f(y) < ¢y temos pela convexidade de f que para todo « € [0, 1]

ocorre o seguinte:
flax + (1 — a)y) < af(x) + (1 — «)f(y) < acqy + (1 — )y

logo,
a(x,c1) 4+ (1 —a)(y,co) = (ax + (1 — )y, ey + (1 — &)co) € Ey.

Em outras palavras, temos que E¢ é convexo.
Reciprocamente, suponha E¢ convexo. Dai, dados x,y € D, como (x, f(x)), (y, f(y)) € E¢

temos que para todo « € [0, 1]
(x4 (1 — o)y, aef(x) 4 (1 — o) f(y)) = ax(x, f(x)) + (1 — ) (y, F(y)) € Ey.
Logo, pela definicao anterior temos que
flox + (1 — a)y) < of(x) + (1 — ) f(y),
ou seja, f é convexa. O]

Levando em conta que estamos interessados em resolver o Problema (1.1), a seguinte

definicao que envolve o comportamento da funcao objetivo se torna essencial.
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Definicao 1.3.5. Dizemos que d € R™ é uma direcao de descida de f : R™ — R no

ponto X € R™, se existir € > 0 tal que
f(x +td) < f(x) Vt € (0, €.

Ou ainda,

(grad f(x),d) < 0.

Denotamos por D¢(X) o conjunto de todas as direcées de descidas da fungdo f no ponto

X.
Em geral, D¢(X) pode ser vazio. Por exemplo, quando X é um minimizador de f.

Definicao 1.3.6. (/17]) Um conjunto K C R™ chama-se cone quando ele contem todos

0s multiplos nao-negativos de seus elementos, 1i.e.,
deK=tdeK,Vte R,.

Note que se K é um cone nao-vazio, podemos concluir que 0 € K e que de certa maneira,
podemos interpretar um cone como um conjunto de diregoes. Dai, temos que quando
D¢(x) é nao-vazio, ele nao é um cone, pois 0 € D¢(x). No entanto, D¢(x) U {0} é um
cone nao-vazio, no caso em que D¢(X) # 0. Vejamos agora um exemplo de cone que serd

utilizado no decorrer deste trabalho.
Exemplo 1.3.5. O ortante nao-negativo R € um cone.

Demonstragao. De fato, tome y = (y1,...,yn) € R}, logo temos que y; € R, para todo

i=1,...,n. Dai, dado t € R, entao
tyi S R+7
para todo i = 1,...,n. Portanto, ty € RT. O

Definicao 1.3.7. ([17]) Sejam D C R™ um conjunto convezo e x € D. O cone normal

no ponto X em relacao ao conjunto D é dado por:
Np(x) ={d € R" | (d,x — %) < 0,¥x € D}.

Outros dois tipos especificos de cone bastante usados na literatura, os quais iremos nos
utilizar ao decorrer deste capitulo sao os chamados cone tangente e cone de Bouligand,

abordados abaixo.
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Definicao 1.3.8. ([17]) Dado D C R™ e ponto x € D, chama-se de cone tangente no

ponto X o conjunto de todas as direcoes tangentes ao conjunto D no ponto X definido por

v{tk} C R+7 {tk} — O+7
Tp(x) =< deR™ JFd*} c R™, {d*} — d, tal que
X+t d* € D para todo k € N

Outra nogao 1til € a de cone (tangente) de Bouligand ou contigent cone, dado por:

El{tk} C R+7 {tk} — 0+7
Bp(x) =< deR" 3d*} c R™,{d*} — d, tal que
X + tid* € D para todo k € N

Note que pela Definicao 1.3.8. temos que Tp(X) C Bp(x). Ou seja, a nocao de cone

(tangente) de Bouligand é mais geral que a de cone tangente.

Teorema 1.3.2. (/17]) Se f: R™ — R ¢ conveza entao todo minimizador local é global.

Além disso, o conjunto dos minimizadores é convezo.

Demonstra¢ao. Suponhamos que x* € R™ seja minimo local, e suponha por contradicao
que este nao é global, entao existe algum y € R™ tal que f(y) < f(x*). Como f é convexa,

temos:

f(1—tx +ty) < (1—t)f(x*) + tf(y)
< (1—t)f(y) +tf(x")

= f(x*), Vt€[0,1].

Tomando t suficientemente pequeno temos que (1 —t)x* 4+ ty é arbitrariamente proximo
de x* com f((1—t)x*+ty) < f(x*). Isso contradiz o fato de x* ser minimo local. Portanto,
se f é convexa todo minimo local é global.

Agora, seja S C R™ o conjunto dos minimizadores e v € R o valor 6timo do nosso
Problema (1.1), isto é, f(x) =v,Vx € S. Tomando x,y € S e & € [0, 1], pela convexidade

de f obtemos

flax+ (1 —t)y) < «f(x)+ (1 — x)f(y)

= av+ (1l —a)v
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Como v é valor 6timo temos que
flax + (1 —t)y) =v.
Em outras palavras ax + (1 —t)y € S. H

Teorema 1.3.3. (/17]) Se f : R™ — R ¢ estritamente convera. Entdo ndo pode haver

mais de um minimizador.

Demonstracao. Seja S C R™ o conjunto dos minimizadores de f. Suponha por contradicao
que exista x € S e X € S, com x # X. Dali, seja o € (0, 1) pela fato de f ser estritamente

convexa temos que

flaox+ (1 —t)x) < of(x)+ (1 — a)f(x)

Xl

= av+ (1—o)v

= v
Como S é convexo (pelo teorema anterior) temos que ax + (1 — ax) é uma solugao para
nosso problema com valor menor do que v. Mas isso gera uma contradi¢ao. Portanto, o

minimizador deve ser Uinico. O

O préximo resultado nos diz que toda fungao convexa é continua em qualquer subconjunto
aberto do seu dominio. Além disso, ainda podemos garantir que tal funcao sera também

localmente Lipschitz-continua no interior do seu dominio como pode ser visto em [17].

Teorema 1.3.4. (Continuidade de fungées convexas) Sejam Q C R™ um conjunto
convexo e aberto e f: Q — R funcao convexa em Q. Entao f € localmente Lipschitz-

continua em Q. Em particular, seque que f € continua em ().

No caso em que a funcao estudada é diferencidvel, a convexidade admite algumas caracte-
rizacoes que sao utéis para se saber se uma fungao é convexa ou nao. Tais caracterizagoes

também serao essenciais no prosseguimento deste trabalho.

Teorema 1.3.5. ([17]) Seja f : R™ — R uma fun¢ao diferencidvel. Entao as sequintes

propriedades sao equivalentes:
(i) A funcgdo f é conveza,

(ii) Para todo x,y € R™,
fly) = f(x) + (f'(x), y —x).
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Quando f € duas vezes diferencidvel, as propriedades acima também sao equivalentes a
(111) A matriz hessiana de f € semi-definida positiva em todo x € R™,

(H(x)d,d) >0, VdeR™

Demonstra¢ao. Suponha f convexa, entao para x,y € R™, « € (0, 1] quaisquer, definindo

d =y — x, temos que

fix+ad) = flay+ (1 — a)x)
< of(y) + (1= a)f(x),
donde
a(fly) —f(x)) > f(x + ad) — f(x).

Dividindo ambos os membros por & > 0,e passando o limite com o — 0%, obtemos

f(x + ad) — f(x)
o
= (f'(x),d) = (f'(x),y —x).

f(y)_f(x) > limgo+

Logo,
fly) = fix) + {f'(x),y —x).

Reciprocamente, fazendo novamente d =y — x e usando b) para os pontos x e x + «d; y
e X + ad temos que

f(x) > f(x + ad) — (f'(x + ad), d)

fly) = flx+ ad) — (1 — ) {(f'(x + ad), d).

Multiplicando a primeira desigualdade por 1 — & > 0 e a segunda por « > 0 e somando

ambas, obtemos

(1 —a)f(x) + of(y)

WV

(1 — ) (f(x + ad) — (f'(x + ad), d))
+ a(f(x+ ad) + (1 — ) {(f'(x + ad), d))
f(x + ad)

f((1—o)x + ay),
ou seja, f é convexa.
No caso em que f é duas vezes diferenciavel é suficiente mostrar que (ii) < (iii). De fato,

fixemos x,d € R™ quaisquer, dai por (ii),

fx + ad) — f(x) > «(f'(x), d).
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Usando ainda o fato de que f é duas vezes diferenciavel,

0 > f(x+ ad)—f(x)—a(f'(x),d)
= %2<f”(x)d,d)+9(oc2).

Dividindo por «? > 0 e fazendo & — 0", obtemos (iii). Supondo agora que ocorre (iii),

sejam x,y € R™, pelo Teorema do Valor Médio existe « € (0, 1) tal que

fly) —f(x) = (f'(x),y —x) = %(f”(XJr a(y —x))(y —x),y —x) > 0.
Logo, segue (ii). O]
Exemplo 1.3.6. Considere a sequinte fungdo, f(x1,Xs) = 2X3 + 3x1X2 + 5Hx2 — 2x1 + 6.

Note que

4 3 Y1
3 10 Yo

y' V()Y = (Y1 ya) = 4y? + 6y1y, + 10y3 > 0.

Entao, pelo resultado anterior, a funcao f é convexa.

Teorema 1.3.6. (/17]) (Derivada direcional de uma funcdo convera) Seja f :
R™ — R convezxa. Entao para todo x € R™, f é diferencidvel em cada direcio d € R™.

Além disso,

fix + ad) > f(x) + af’(x;d), Vo € R
Demonstracao. Fixamos x € R™ e d € R™ arbitrarios. Defina,
PV:R—R, V() ="Ff(x+ ad).

Dai, precisamos mostrar a existéncia do seguinte limite

f(x + ad) — F(x)
[0 8

f(x;d) = limg 0,

Wl —p(0).

Como f é localmente lipschitz, pelo Teorema 1.3.4., existem L > 0 e & > 0 tais que
[f(x + ad) — f(x)| < L|d]| Ve € [0, &l.

Portanto,

< Lidll,
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ou seja, a funcao a1 (P () —P(0)) é limitada no conjunto [0, &]. Iremos mostrar agora
que essa mesma funcao também é nao-decrescente em [0, &]. De fato, sejam B > o« > 0,
entao existe t € (0,1] tal que o« = tp = (1 — t)0 + tp. Dai, devido a convexidade de 1,

Exemplo 1.3.3., temos que
W) < (1 —=t)p(0) + tp(B).
Portanto,

W (o) —p(0)] (1 —t)p(0) + tp(B) —(0)

x (0.6

N

t(W(B) —(0)
tp
V(B) —(0)
5 :

Isso nos diz que a funcao o (P () — P(0)) é nao-decrescente quando & — 0. Como

ja vimos que ela é limitada, em particular inferiormente, segue que o limite (1.7) existe.

Além disso,
o (W) —=(0)) > (x; d),
ou seja,

fx + ad) = f(x) + of (x; d).
O

Definicao 1.3.9. ([17]) Seja f : R™ — R uma fun¢ao convexa. Dizemos que y € R™ ¢

um subgradiente de f no ponto x € R™ se
f(z) > f(x) + (y,z—x) Vze€R™ (1.9)

O congunto de todos os subgradientes de f em x se chama o subdiferencial de f em x,

o denotamos por 0f(x).

Considere agora z = x + «d, onde d € R™, « > 0, a definicao acima de subgradiente
pode ser escrita da seguinte forma,

f(x + ad) — f(x)

~ > (y,d), Vd € R™, Vo > 0. (1.10)

y € of(x) &

Dai, pelo que foi visto na demonstracao do Teorema 1.3.6, o '(f(x + ad) — f(x)) é uma
funcao nao-decrescente; além disso, ela possui um limite quando fazemos o« — 0. Logo,

(1.9) é equivalente a:

flxd) = lim f(x + ad) — f(x)

ox—04 0.6

> (y,d),vd € R™.



Capitulo 1. Preliminares 19

Em resumo temos que a definicao de subgradiente pode também ser vista de uma forma

mais pratica, que é a seguinte:
of(x) ={y € R™ | f'(x;d) > (y,d), Vd € R"}. (1.11)

Proposicao 1.3.2. ([4]) Seja Q C R™ ndo-vazio e convexo. Dada f: R™ — R, temos

que f € fortemente convexa com constante L > 0 se, e somente se,

uw—v,x—y) = Lx—yl’, uweof(x), vecfly) (1.12)

para quaisquer x,y € .

Demonstracao. Sabendo que f é fortemente convexa, i.e.,

fla(x —y) +y) — fly) < of(x) — af(y) — La(l — «)|lx —ylf?,

dividindo ambos os lados por (1 — &) obtemos,

flax—y)+y) —fly) . _flx)  fly)

2
ol — «x) T (l-a) (1—a) L=yl

Agora, fazendo o — 0:
f'(y,d) < f(x) = fly) —Lx —yl* d=x—vy.

Portanto,
Llx =yl < —f'(y, d) + f(x) — f(y).

Trocando x por y e vice-versa, conseguimos
Lx —yl* < —F(x,d) = f(x) +f(y); d' =y—x.
Somando as duas desigualdades acima temos que
Lk —ylP? < —f'(x.d) — f'(y, d). (1.13)

Por outro lado, como

fz) > f(x)+ (wz—x) (1.14)
>

fly) +(v.z—y)
Vz € R™, logo tomando z = ay + (1 — a)x = x + «(y — x) na primeira desigualdade de
(1.14), obtemos

flx + od') — f(x) = (u,x + od’ —X).
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Dividindo por « e fazendo & — 0 obtemos que

f'(x,d) > (w,y —x). (1.15)
De forma analoga fazendo z = ax + (1 — a)y =y + «(x — y)

f'ly,d) > (v,x —y). (1.16)
Logo, multiplicando (1.15) e (1.16) por (—1) e somando

—f'(x,d)—f(y,d) < (u—v,x—y). (1.17)
Entao combinando (1.17) com (1.13) segue que
Lix -yl < (u—v,x—y).

Reciprocamente, como u € 9f(x), v € 9f(y) entao
(1.18)

Fazendo z = x = ax+ (1 —a)y na primeira desigualdade de (1.18) ez =y = ax+ (1—«)y

na segunda desigualdade,

> floax+ (1 —a)y) + (u,x —ox — (1 — a)y) (1.19)
fly) > flox+ (1 —a)y)+ (—v,—y + ax+ (1 — a)y) .

Dai, multiplicando a primeira desigualdade de (1.19) por « e a segunda por (1 — «) e

somando obtemos que
af(x) + (1 —o)f(y) = flox + (1 — a)y) + x(1 — &) (u—v,x — y),

logo,
floox + (1 — a)y) < oef(x) + (1 — o) f(y) — La(1 — &)|[x —yl°.

Ou seja, valendo (1.12) implica que f é fortemente convexa. O
Os préximos dois resultados nos dizem que dois conjuntos convexos sem pontos em comum

sao separaveis. Tais resultados serao utilizados em algumas demonstracoes no decorrer

deste capitulo, mas omitiremos suas demonstragoes, que poderao ser encontrada em [17].
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Teorema 1.3.7. (Separacdo) Sejam Dy C R™ e Dy C R™ conjuntos converos nao-

vazios tais que D1 N Dy = (0. Entdo existem a € R™\ {0} e ¢ € R tais que
(a,x") < c < {a,x?) ¥x' € Dy, Vx* € Dy.

Teorema 1.3.8. (Separacao Estrita) Sejam D; C R™ e Dy C R™ conjuntos convezos,
fechados e nao-vazios. Suponhamos que um deles também seja limitado (logo, compacto).

Entao D1 N Dy =0 se, e somente se,existem a € R\ {0} e c € R tais que
(a,x") < c < (a,x?) ¥x! € Dy, ¥x* € Ds.

Teorema 1.3.9. ([17]) Seja f: R™ — R uma funcao convexa. Entao para todo x € R™,

o conjunto 0f(x) € convexo, compacto e nao-vazio. Além disso, para todo d € R™, tem-se
f'(x;d) = maxyeaf(x) (Y, d). (1.20)
Demonstracao. Por (1.11), temos que

of(x) = {yeR"|(y,d) < f(x,d), vd € R")
= Naerr{y € R™ [ (y,d) < '(x,d)}.
Como a interseccao de semi-espagos fechados é convexa e fechada, obtemos que 0f(x) é

convexo e fechado. Resta mostrarmos que 0f(x) é limitado. Até entao, ainda nao sabemos

que 0f(x) # ), daf caso 0f(x) = ), o subdiferencial é limitado. Suponhamos que exista

Kk
uma sequéncia {y*} C 9f(x) tal que |[y*|| — co. Dai, considere para todo k, d* = ||3k”7
onde podemos supor, a menos de subsequéncia que {d*} — d, pois d* é limitada. Entao
por (1.11),

y¥ll = (y*, d*) < f'(x; d5).
Portanto,

]}ig)losupllykll < Jlim sup £(x; d¥) < f'(x;d) < oo,
onde a segunda desigualdade segue de [17, pag 173]. Isto contradiz o fato de |ly*|| — oo.
Portanto, segue que 0f(x) é limitado.
Por fim provemos que 0f(x) # (). Para isso, mostremos (1.20) e ao mesmo tempo verifi-
quemos que 0f(x) # (). De fato, fixemos d € R™ arbitrério, entao pelos cdlculos acima

f(x:d) > .d),
(x;d) ygagﬁ)(y )
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onde a existéncia do maximo acima segue pelo fato de 9f(x) ser compacto, junto com o

Teorema 1.2.1.. Defina os seguintes dois conjuntos:

D, ={(z,c) e R" xR | c > f(z)}

D, = {(z,c) e R"x R | c="f(x)+af' (x;d),z=x+ad, x € R+}.

Note que ambos os conjuntos sao convexos, onde D; é o epigrafo de f sem a sua fronteira,
logo é convexo, pois f é convexa.

Se D; N Dy # (), terfamos que
f(x + ad) < f(x) + of'(x; d),

para algum o € R, , mas isso gera uma contradi¢ao com o Teorema 1.3.6. Portanto, temos

que D; N Dy = (. Entao, pelo Teorema 1.3.7., existe (u, B) € R™ x R\ {0} tal que

(u,z) + Bc < (u,x + ad) + B(f(x) + of’(x; d)), (1.21)

Vz € R™, Voo € R, Vc > f(x). Se B =0, entao
(u,z) < (u,x + ad), Vd € R™,

mas isso s6 pode acontecer quando uw = 0. Como (u, 3) # 0, logo B # 0.
Suponha 3 > 0, entdo escolhendo z =x e « = 0 em (1.21), temos que Bc < Bf(x) para
todos os ¢ tais que ¢ > f(x), o que gera uma contradicao. Portanto, obtemos que < 0.

Dividindo ambos os lados em (1.21) por 3 < 0, temos que

c+ (%,z—x) > f(x) + of’(x;d) + oc(%,

Vz € R", Va € R,, Vc > f(z). Tomando os limites quando o« — 0" e ¢ — f(z)™",

d), (1.22)

obtemos que

f(z) > f(x) — (%,z—x), Vz € R™,

ou seja, %L € 0f(x). Em outras palavras, segue que 0f(x) # (.

Tomando ainda « =1 e z = x em (1.22) e passando o limite com ¢ — f(z)", obtemos

0=f'(x;d)+ (=, d).

=| £
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Logo,
—%7 d) > f'(x; d), %L € of(x).

Dai, como ja sabemos que f'(x; d) > maxyear(x)(y, d), entéo

f'(x;d) = max (y,d).

yeof(x)

Segue o resultado. m

Proposicao 1.3.3. ([17]) Uma fungio convexa f : R™ — R € diferencidvel no ponto
x € R™ se, e somente se, o conjunto 0f(x) contém um elemento so. Neste caso, 0f(x) =

{f'(x)} (onde f'(x) denota o gradiente de f em x).

Demonstracao. Considere f diferenciavel no ponto x € R™. Entao, pelo Teorema 1.3.5.
f(z) > f(x) + (f'(z),z—x),Vz € R™,

ou seja, f'(x) € 0f(x). Seja agora y € 0f(x), entdo para todo d € R™, fazendo z=x+d
na Defini¢ao 1.3.8. temos

f(x)+(y,d) < f(x+d)
= f(x) 4 (f'(x),d) + 6(/|dl).

Portanto,
(y —f'(x),d) < o(ldl).
Tomando,
dk — y _fl(x)
klly — £/ (x)II’
temos que d* — 0 e
ly — " (x)l 1
=2 Le(),
k (k)

mas isso implica que y — f’(x) = 0. Concluimos entao que 0f(x) = {f’(x)}.

Seja 0f(x) = {y}, pelo Teorema 1.3.7.,

f'(x;d) = (y,d), vd € R™.

of(x)
aXi ’
1,...,n. Temos que f'(x; d) é uma fungao linear em d de forma (f’(x), d), o que implica a

Escolhendo como d os elementos da base canonica do R™, temos que y; = 1=

diferenciabilidade de f em x.
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A importancia do estudo do subdiferencial e suas propriedades na teoria de otimizagao
pode ser vista no seguinte resultado, onde iremos nos utilizar da Definicao 1.3.7.. Como
foi visto anteriormente temos que sempre vale a inclusao tp(x) C Bp(X). Mas ainda, se o
conjunto D em questao for convexo temos por [17] que vale a igualdade tp(x) = Bp(X).

Usando este fato, vejamos o proximo resultado.

Teorema 1.3.10. (/17]) (Condicao de otimalidade para minimizacdo de uma
fungcao convexra num conjunto convexo) Sejam f: R™ — R uma func¢do convezxa e
D C R™ um conjunto convexo. Entaox € R™ é um minimizador de f em D se, e somente
se,
Jy € 0f(x) tal que {(y,x—%x) >0 Vx € D, (1.23)
ou equivalentemente,
0 € of(x) + Np(%). (1.24)

Em particular, X é minimizador de f em R™ se, e somente se, 0 € 0f(x).

Demonstra¢ao. Suponha inicialmente que (y,x —X) > 0 para todo x € D, entao temos

que —y € Np(x). Pela definicao de subgradiente, segue que
f(x) > f(X) + (y,x —x) > f(x), Vx € D,

isto é, X é minimizador de f em D.

Reciprocamente, suponhamos que X é um minimizador de f em D. Escolhemos qualquer
d € 1p(x) = Bp(x), d # 0. Logo, existem sequéncias {ti} C R, \ {0} e {d*} C R™ tais
que {d*} — d, {ti} = 07, x +t,d* € D para todo k. Daf, para todo k temos que

0 < f(X + td®) — f(X) = ti f'(x, d*) + 0(ty).
Dividindo ambos os lados por t, > 0 e passando o limite com k — +o00 concluimos que
f'(x,d) >0, Vd € tp(x). (1.25)

Suponhamos que nao ocorra (1.22), logo nao existe y € R™ tal que —y € 0f(x) ey €
Np(x). Logo,

(—of(x)) N Xp(x) = 0.
Como 0f(x) é convexo, compacto e nao-vazio e N4(X) é convexo, fechado e nao vazio pelo

Teorema 1.3.8., existem a € R™ \ {0} e ¢ € R tais que

—(a,y) > ¢ > (a,d), Yy € 0f(x), Vd € Xp(x). (1.26)
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Como 0 € Xp(x), temos que ¢ > 0. Portanto, (a,y) < ¢ < 0 para todo y € 9f(x). Dali,
pelo Teorema 1.3.7., obtemos que
f'(X, a) = maxyear(x)(a,y) <O0. (1.27)

Suponhamos que (a,d) > 0 para algum d € Np(x). Tomando td € Np(x), t >0 e
fazendo t — +o00, temos uma contradi¢ao em (1.24), pois ¢ € R é fixo. Entao, (a,d) <0

para todo d € Np(X). Portanto,
a € (Np(x))* = ((tn(x))*)" = (%), (1.28)

onde as desigualdades seguem de ([17], pag 118).
Dai, temos que (1.27) e (1.28) contradizem (1.25). Por fim, se X é um minimizador de f
em R™ entao

f(%) < f(x), ¥x € R™.

Logo,
f(x) > f(x) + (0,x —X),

isto é, 0 € 0f(x). Reciprocamente, se 0 € 0f(x) segue que X é minimizador de f em
R™. O
Ainda no que diz respeito ao subdiferencial de uma funcao convexa, e usando os resultados

abordados acima, nosso objetivo agora sera provar o seguinte resultado:

Proposicao 1.3.4. (/25]) Seja f: R™ — R uma fun¢do convexa. Entdo vale que
O(Af)(x) = A0f(x), Vx, VA= 0. (1.29)
Demonstracio. E imediato o caso A = 0. Agora, seja A > 0 e o € 9(Af)(x), i.e.,
A(z) = M(x) + (x,z—x), Vz € R™ (1.30)

Nosso objetivo inicialmente serd escrever « = Ay; y € 9f(x). Dai, como estamos supondo

A > 0 por (1.19) temos que

f(z) > f(x) +(=,z—x), Vz€ R",

&
A

isto implica que % € 0f(x). Por outro lado, veja que & = 7\%, logo o € AOf(x).

Reciprocamente, dado 3 € A0f(x) entao f = Ay com y € 0f(x), i.e.,

f(z) > f(x) + (y,z—x), Vz€ R™
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Multiplicando por A > 0 obtemos que,
M(z) 2 M(x) + (B, 2 —X),

para todo z € R™. Portanto, € 9(Af)(x).
[

Com o objetivo de facilitar algumas contas feitas neste trabalho mais adiante, veremos a

seguinte propriedade em relacao ao subdiferencial de fungoes convexas nao-diferenciaveis.

O(Af 4+ Aofa)(x) C A10fi(x) + A20fy(x), Vx € Q, (1.31)

ondeA > 0e f;i : R" — R, (i =1, 2) é uma fungao convexa em Q C R™ com Q néo-vazio
e convexo. Note que devido a Proposicao 1.3.4. basta mostrarmos que 0(f; + f3)(x) C
ofy(x) + 0fy(x), Vx € Q. De fato, suponha por contradicdo que nao vale a inclusao
dada, i.e., existe y € 0f(x), com f(x) = fi(x) + fa(x) tal que y & 0f;(x) + Ofa(x).
Os conjuntos 0fi(x) e 9fy(x) s@o convexos, compactos e nao-vazios (Teorema 1.3.6.).
Portanto, 0f;(x) + 0fz(x) é convexo, compacto e nao-vazio. Como y ¢ 0fi(x) + 0fa(x),

pelo Teorema 1.3.8., existem a € R™ \ {0} e ¢ € R tais que
(ay'+y?) <c<(ay), W' edfix)i=12

Dai,
(y,a) < supyicor,(x),i—12(y' +y* @)

= Supyicor,(x){Y", @) + SUPy2car, () (U*, a)

= MaXyicor, (x)(Y', Q) + sMaxyzear, (x) (Y% a)

= fl(x;a) + fy(x;a)

= f'(x;a).
Porém, esta desigualdade gera uma contradigao pelo fato de y € 9f(x) (vide (1.8)). Ve-
jamos agora um resultado de uma funcao convexa nao-diferencidvel, que é de grande im-
portancia para o desenvolvimento deste trabalho. Tal resultado é fornecido pelo maximo

de fungoes convexas (mesmo no caso em que elas sejam diferencidveis).

Teorema 1.3.11. ([17]) (Derivada direcional e o subdiferencial do mdximo de

fungdes convezas)
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Considere Z um conjunto compacto qualquer. Suponhamos que P : R™ x Z — R seja

uma funcao continua tal que P(.,z) : R™ — R seja convexra para todo z € Z. Seja
f:R" — R, f(x) = max,czP(x,2).

Entao:

(a) A funcao f é convexa no R™, e para todo x € R™, tem-se
f'(x;d) = maxzez0W (x,z;d), Vd € R™,

onde

Z(x) ={z € Z| f(x) =¥ (x.z) = maxzezh(x,z)}.

Em particular, se Z(x) = {z} e P(.,z) € diferencidvel no ponto x € R™, entao f é dife-
rencidvel em X e

grad f(x) = grad ¥ (x,z).

(b) Se(.,z) € diferencidavel para todoz € Z e lb;(x, .) € continua em Z para todo x € R™,

entao

of(x) = conv {grad V«(x,z) | z € Z(x)}, x € R™.

Demonstracao. Por Weierstrass, temos que Z(x) # () e f(x) é finito para todo x € R™.
Dai, como Z é compacto temos que f é convexa, (ver [17],pag 142). Pela definicao de

f, Vz € Z(x)

fix) = Wb(xz)
fix+ad) > Px+ad, z)
Note que a segunda equacao acima seria uma igualdade se z € Z(x + «d), mas z € Z(x).

Entao, temos que

f(X+oc<i)—f(X) > d)(X+0<d,;)—lb(x,Z)’ vd € R, Yo > 0.

Fazendo o« — 07", temos que
f'(x,d) > V'(x,z,d), Vz € Z(x), Vd € R™.

Portanto,
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f'(x,d) = supscz) W'(x,2,d), Vd € R™. (1.32)

Agora, seja d € R™ qualquer e {o} — 0F. Para todo k € N definimos x* = x + ogcd e

zZ¢ € Z(x*). Como {z} C Z(x¥) e Z é compacto, podemos supor que {z*} — z € Z. Dai,
P(x*,z4) = rileazxtb(xk,z) > P(x*,z), Vz € Z.
Portanto, pelo fato de 1\ ser continua, P (x,z) > VP(x,z), Vz € Z. Logo,
z e Z(x). (1.33)

Pelo Teorema 1.3.6. e usando a definicao de f e (1.27) obtemos que

f(x + oged) — f(x)
Xy

f'(x,d)

N

1.])(7( + O('kd7 2k) B ll)(xa Z)
(%99

ll)(X + (493 Zk) - ll)(X, ik)
[0.6% ‘

Fazendo k — +o0,

f/(x7 d) < .l'l)/(x? Z? d)7

ou seja,
f'(x,d) <supzezx) W'(x,z,d). (1.34)

Portanto de (1.26) e (1.28), segue o item a).

Agora o item b). Para todo u € R™ e z € Z(x) temos

flu) = max,ezb(u,z) =Py, z)
= f(x) + (WL(x,z),u—x).

WV

Logo, V. (x,z) € of(x), Vz € Z(x). Como 0f(x) é convexo temos que
conv{.(x,z) / z € Z(x)} C convdf(x) = 0f(x),

isto é, conv{\l(x,z) / z € Z(x)} C 0f(x). Note agora, que Z(x) = ZN{z / P(x, z) = f(x)}.

Como Z é compacto e o segundo é fechado, pela continuidade de 1, temos que Z(x)
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é compacto. Agora, pela continuidade de P.(.,z) temos que {Y.(x,z) / z € Z(x)} é
compacto, entdo por ([17], pag 92), obtemos que conv {V.(x,z) / z € Z(x)} é compacto.
Suponha entao que exista y € of(x) \ conv {{.(x,z) / z € Z(x)}. Entao pelo Teorema
1.3.8., existem o € R™\ {0} e ¢ € R tal que

(a,y) >c > (a,P.(x,2)), Vz € Z(x).

Logo,
<y7 a> > MmaXzez(x) <1'I))/c(x7 2)7 a>
= InaXzecz(x) II)I(X, 2)a (1)

- f/(X, Cl),
onde acima usamos o item a) e o fato de P(.,z) ser diferencidvel. Mas isso gera uma

contradicao pelo fato de y € 0f(x) e pelo Teorema 1.3.7.. Portanto,

of(x) C conv{y,(x,z) / z € Z(x)}.
Logo, segue o resultado. O
Como aplicacao imediata do teorema anterior apresentamos o seguinte exemplo:

Exemplo 1.3.7. ([17]) Sejam f; : R™ — R fung¢des convezas diferencidveis, i =1,...,p
e

f:R"™ — R, f(x):=maxi—1, . pfi(x).

Para x € R™, definimos o conjunto de indices ativos em X por

I(x):={i=1,...,p | f(x) =fi(x)}

Pelo Teorema 1.3.11, temos que

of(x) =<y eR™

y = Z «; grad fi(x) : Z o =100 20, 1€ I(x)
)

iel(x) iel(x

Em particular, pelo Teorema 1.3.10,X ¢ um minimizador de f no R™ se, e somente se,

existem &; € 1(X), tais que

0= Z &igTCld fi(i), Z x; = 1.

iel(x) iel(x)
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Método do ponto proximal para

otimizacao escalar

Neste capitulo iremos abordar o chamado Método do Ponto Proximal classico. Tal método
busca resolver o problema de minimizacao de uma funcao f : R™ — R convexa. Na
literatura existem diversas variacoes do método do ponto proximal, de acordo com a
fungao distancia adotada. Por exemplo, em [16] além do caso cldssico, que iremos abordar,
onde adota-se a distancia euclidiana, é possivel encontrar quando adota-se a funcao de
Bregman, como é trabalhado [7].

Nosso objetivo aqui serda além de definir o método classico, mostrar que o mesmo esta
bem definido e analisar a sua convergéncia. Em outras palavras, estamos interessados em
saber sob quais hipoteses o0 método do ponto proximal classico converge para uma solucao

do Problema (1.1). Para maiores informagoes veja [16].

2.1 Meétodo do ponto proximal classico

Seja f: R™ — R uma funcéo convexa. Considere a sequéncia {x*} C R™ dada por:

x? € R"
(2.1)
X = argmin,epn{f(x) + Ai || x —x* ||}
onde Ay € R; 0 < A <A, para algum A > 0. Acima || . || denota a norma euclidiana.

Proposicao 2.1.1. O método do ponto proximal definido em (2.1) estd bem definido.

30
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Demonstragdo. Por indugao, considere fi(x) = f(x) + Ax || x —x* ||*>. Como estamos
supondo que f atinge o minimo, temos que f é limitada inferiormente, logo lim f (y’) =
]—)OO

+00, onde {y'} C R™ com ||y’ ||— +o0. De fato, como
Ty 1<y =" [+ 11 %" |-

Entao, || y» —x* ||— 400, quando j — +oco. Como sabemos que {f(y’)} é limitada

inferiormente, usando a definicao de fy temos que lim fi(y') = +oo. Em outras palavras,
j—00

fi é coerciva. Portanto, como fi(x) é claramente continua atinge o minimo e é tnico,

pois pelo Teorema 1.3.3 , fy é estritamente convexa, logo x**! é tinico.

2.2 Analise de convergéncia

A seguir mostraremos que sob algumas hipéteses a sequéncia gerada por (2.1) converge

para o minimizador de f. Para isso iremos precisar da seguinte definicao e proposicao.

Definigao 2.2.1. ([16]) Uma sequéncia {y*} C R™ € dita Fejér convergente para o con-

gunto U C R™, com respeito a norma euclidiana se,
[y —u <[ y*—u| Vk>0vuel (2.2)

Proposigao 2.2.1. ([16]) Se {y*} é Fejér convergente para U # 0 entio {y*} é limitada.

Se um ponto de acumulacioy de {y*},comy € U entdo klim y* =v.
—00
Demonstracao. De (2.2) temos que,

[y —u <y’ —u |,

Yu € U, isto é, {y*¥} € Blu, 7], para cada k € N, com r =|| y° —u ||. Onde B[u, ] denota
a bola fechada de centro em u e raio T, isto é, {y*} é limitada.

Agora seja y € U um ponto de acumulacao de {y*}, logo FHy"} tal que yv — y. Por
(2.2) temos que a sequéncia {|| y*—y ||} é decrescente e nao-negativa (aqui fazemos u =y

em (2.2), j& que por hipdtese y € U), logo temos que tal sequéncia converge com

. k _
Jim [ y* —y [|=0.
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Portanto, lim y* =v.
k—o00

O
Teorema 2.2.1. ([16]) Seja f: R™ — R conveza e continuamente diferencidvel. Suponha
que o conjunto U dos minimizadores de f em R™ € nao-vazio. Entdo a sequéncia {x*}

gerada por (2.1) converge para algum ponto x* € .

Demonstracao. Sendo {x*} a sequéncia gerada em (2.1), dividiremos a demonstracao em
trés etapas. Primeiramente iremos mostrar que a sequéncia é Fejér convergente para U, na

segunda etapa mostraremos que lim || x**' —x* ||=
k—o00

0 e na terceira etapa iremos mostrar
que qualquer ponto de acumulacao da sequéncia em (2.1) é solucao do nosso problema e

a sequéncia converge para tal ponto.

1°Etapa:
Afirmagao: || x*"1 —x |2<|| x* —x || — || x*T —xK ||,Vk > 0,vx € U.
Note que,

Como j& sabemos, x**! é solucao de (2.1) logo,

0 = gradfy (x*1) = gradf(x*™1) + 2, (x* 1 —x¥) (2.4)

De (2.3),(2.4) e pela convexidade de f

H Xk X HQ _ H Xk+1 —Xk “2 . ” Xk+1 . ||2 — 2<Xk —Xk+1,xk+1 _)2>

= ﬁ(grad fxRH), xk L —x)

= 0,
onde a ultima desigualdade é devido ao Teorema 1.3.4 e pelo fato de X ser minimizador.

Com isso obtemos que,

H xk+1 T ”2 -x ”2 . ” Xk+1 —Xk H2

k+1

Entéo, || x*™ —x ||<|| x* —% ||, Vx € U. Portanto, {x*} é Fejér convergente para U.

2°Etapa: Da etapa 1 temos que

0 <|| XM — Xk 12| Xk =% |2 — || X —x |12 (2.5)
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Pelo fato de {x*} ser Fejér convergente temos que {|| x* —x ||} é nao-crescente e nao-

negativa, logo convergente, isto é,
| x*—x%|— 0. (2.6)
Dai, por (2.5)

lim (x**' —x*) = 0. (2.7)

k—o0
3°Etapa : A existéncia de pontos de acumulacao de {x*} segue da etapa 1, onde mostramos
que {x*} é Fejer convergente e da Proposicao 2.1.1. Agora, seja X um ponto de acumulacao

de {x*} , entdo x¥ — X para alguma subsequéncia x*. Daf, por (2.4)
grad f(x971) =24, (x9 —x*1).
Fazendo j — 400 e usando (2.6) e (2.7) temos que
grad f(x) =0.

Como f € C! e é convexa, pelo Teorema 1.3.5 temos que X € U. Portanto, pela Proposicao

2.1.1



Capitulo 3
Otimizacao multiobjetivo

Neste capitulo abordaremos algumas informacoes que serao de grande importancia na
sequéncia desse trabalho. Apresentaremos conceitos relacionados a Otimizagao Multiob-

jetivo, iniciando com defini¢oes sobre ordenacao de conjuntos.

3.1 Ordem parcial

Nesta secao apresentaremos uma nocao de ordem parcial no espaco R™ que serd ttil
quando definirmos o problema de Otimizacao Multiobjetivo. Tal nogao de ordem também
se faz necessario quando falamos de convexidade de uma funcao F : R™ — R™. Os
resultados e definicoes aqui abordados serao de grande valia quando formos estudar o

resultado principal de [4], abordado mais adiante no Capitulo 5.

Definicao 3.1.1. Um conjunto C € dito ordenado com relagao de ordem =< se dados
quaisquer elementos x,y e z € C sempre vale x Xy ouy =X x e as sequintes propriedades

sao satisfeitas:

X <X (reflexividade)
x2Yy,yxz=x=z (transitividade)

x <Y,y <x=x=y (antisimetria).

Segue abaixo uma definigao importante quando estudamos otimizacao multiobjetivo.

Definicao 3.1.2. Dizemos que C € parcialmente ordenado quando valem as propriedades
acima porém, nem sempre dois elementos x,y € C sao compardveis, isto €, x = Y ou

Yy = x.

34
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As operagoes de comparacao entre vetores pertencentes ao R™ serao definidas da seguinte

forma:

x<y = {xi<yi,i=12..,n}
x<y = {xi<yi,i=12,..,n}

x=y = {xi=yi,1=12,..,n}k

O operador # é dado por:
x#y = (3l x £y
isto é,
XxXZFyYyAH{xXi#yi, 1=12,...,n}

Note entao que o espago R™ é parcialmente ordenado com a ordem definida acima.

Exemplo 3.1.1. Considere os vetores x,y,z € R3. Temos:

x=(4,6,8),y =(3,5,7),z=(4,5,6)

y<x=y=x

Z<xXxX=>zZ=3X
Porém, os vetores z e Yy nao podem ser comparados.
Seguindo esse raciocinio, neste trabalho iremos adotar os cones:

R™:={xeR™x; >0, jel},

R ={xeRMx; >0, jel}, I:=={1,...,m}

Dai, para y,z € R™, escrevemos z >y (ou y = z) para significar z—y € RT" e z > y

(ouy < z)paraz—y e RT,.

Defini¢ao 3.1.3. (Domindncia) Diz-se que o ponto x; € R™ domina outro ponto xs €

R™ se F(x1) = F(x2) e F(x1) # F(x2).

A figura abaixo ilustra o conceito de dominancia.
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Sejam Xa,Xp,Xc,Xp € Xg, pontos de modo que F(xa) = ya,F(xg) = ys,Flxc) =

yc, F(xp) = yp e F(xg) = ye. Note que xc é dominado por xa, enquanto Xg,Xa €

Xg nao sao dominados por nenhuma outra solugao.

3.2 Problema de Otimizacao Multiobjetivo

Nessa segao apresentaremos algumas propriedades e notagoes em otimizagao multiobje-
tivo. Iniciamos com o problema de Otimizacao Multiobjetivo, objeto de estudo deste

trabalho, definido por:
min F(x)
(3.1)
s.a xeR™,
onde F: R™ — R™,
Podemos dizer que a otimizagao multiobjetivo é um processo que busca otimizar simul-
taneamente duas ou mais funcoes-objetivo de varias varidaveis em valores reais. Como

¢ mencionado em [1], no que diz respeito as solu¢bes de um problema de otimizagao

multiobjetivo, hé dois possiveis tipos:

(i) Solugoes que, quando comparadas as demais apresentam pior desempenho sob todos

os objetivos simultaneamente considerados.
(i) Solugoes que, quando comparadas as demais, sdo melhores em um ou mais objetivos.

Obviamente, as solugoes do primeiro grupo nao nos interessa, enquanto as solucoes do
segundo grupo sao as que possivelmente irao otimizar as fungoes objetivos estudadas.
As primeiras defini¢oes estudadas no ambiente de Otimizacao Multiobjetivo sao dadas

abaixo.
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Definicao 3.2.1. Um ponto x € R™ € dito critico Pareto quando
Im(JF(%) N (—R, )™ =0, (3.2)

onde Im(JF(X)) € a imagem da transformacao linear JF(x) : R™ — R™. Ou seja, sendo
x € R™ um ponto critico Pareto e F = (Fyq, ..., Fn) entdo para todov € R™, 3ie{1,...,m}
tal que

<grad Fi(i)7v> > 0.

Uma importante observagao que segue da definicao anterior é a seguinte: se um ponto

x € R™ nao é critico Pareto, entao existe uma direcao v € R™ tal que
JE)v € (=Ryy )™,

isto é, v é uma direcao de descida para a funcao objetivo F. Em outras palavras temos
que

(grad Fi(x),v) <0, Vi € {1,...,m}.

Definigao 3.2.2. Um ponto x € R™ € dito étimo Pareto se nao existe um pontoy € R™
com F(y) < F(x) e F(y) # F(x).
De forma andloga, x € R™ chama-se 6timo Pareto fraco ou Pareto fraco se nao existe um

pontoy € R™ com F(y) < F(x).

Denotaremos por argmin{F(x) : x € R"} o conjunto dos pontos 6timo Pareto e
argmin,,{F(x) : x € R™} o conjunto dos pontos 6timo Pareto fracos para o Problema
(3.1).

Note que a Definicao 3.3.2 nos diz que se um ponto x € R™ é 6timo Pareto significa dizer
que x nao é dominado por nenhum outro ponto.

A préxima figura ilustra o conceito de 6timo Pareto,

s Y E
R S

Fi
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onde Y* é o conjunto Pareto-6timo representado em linha continua.

Exemplo 3.2.1. Seja F: R? — R? dada por
Fix,y) = (x* + 2,y + 2),
entao o ponto (0,0) € dtimo Pareto.

Demonstragao. De fato, caso contrdrio existiria (x,y) € R?;

F(x,y) 2 F(0,0) ; F(x,y) # (2,2)
Logo, x? +2 < 2 e y? + 2 < 2. Isto implicaria em

x24+2<2=x*<0

Y +2<2=>1y2<0,
ou seja, um absurdo. O]

Observe que vale a seguinte inclusao:
argmin{F(x) : x € R"} C argmin,{F(x) : x € R"}.

De fato, dado x € argmin{F(x) : x € R™} entao nao existe y € R™ tal que F(y) < F(x),
com F(x) # F(y). Em particular, ndo existe y € R™ tal que F(y) < F(x). Ou seja, x é um

ponto Pareto fraco.

Definicao 3.2.3. Seja C C R™ um conjunto nao-vazio e convezo.
i) F € dita convexa em C (ou C-convera) se, e somente se, para todo x,y € C ocorrer o
sequinte:

F((1—t)x+ty) < (1 —t)F(x) + tF(y), t € [0,1].

ii) F € chamada fortemente convexa com constante v € R, em C se, e somente se, para

cada x,y € C, ocorrer o sequinte:

F((1—t)x+ty) < (1 —t)F(x) +tFly) —t(1—1t) [[x—y ||* v, t € [0,1].
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Observacao 3.2.1. Note que F é convexa (resp. fortemente convexa) se, e somente
se, cada fung¢do coordenada de F € convexa (resp. fortemente convexa). Isso decorre da

definicao de ordem parcial < introduzida anteriormente, e pela Definicao 3.2.3..

Dai, lembrando que se f : R® — R ¢é fortemente convexa em particular é também
convexa, logo temos que se F: R™ — R™ ¢ fortemente convexa entao também é convexa,
pois cada funcao coordenada o sera. Mas a reciproca é falsa como foi visto no Capitulo 1.
O préximo resultado nos da uma condigao necessaria de otimalidade de primeira ordem

para o Problema (3.1) de um ponto x* € R™.

Lema 3.2.1. Seja F: R™ — R™, uma aplica¢ao continuamente diferencidvel e x* um

ponto otimo Pareto para (3.1), entdo
Im(JF(x*)) N (—R, )™ = 0.

Demonstracao. Temos por hipotese que x* é um ponto étimo Pareto para o problema
(3.1). Dal, temos que nao existe x € R™ tal que F;(x) < Fi(x*), para todo i € {1, 2, ..., m}
e F(x) < Fj(x*) para algum indice j € {1,2, ..., m}. Agora, suponha por contradi¢ao que
d € Im(JF(x*)) N (=R, )™, entdo existe v € R™ tal que (grad F;(x*),v) < 0, para todo

1e{1,2,...,m}. Como G é continuamente diferenciavel temos que,

. Fi(X* + t\)) — Fi(X*)
lim
t—0 t

= (grad Fi(x*),v) <0, Vie{l,2,...,m}h.

Mas assim, v é uma dire¢ao de descida, para cada fungao componente F;, isto é, existe
to > 0 tal que
Fi(x™ +tv) < Fi(x*), Vt € (0,t0], Vie{1,2,...,m}.

Em outras palavras,

F(x* +tv) < F(x*), Vt € (0, t].
Mas isso contradiz o fato de x* ser um ponto 6timo Pareto de (3.1). O

O Lema 3.3.1. nos diz que todo ponto 6timo Pareto é um ponto critico Pareto.

Observacao 3.2.2. Note que o lema anterior continua sendo vdlido para o caso em que
x* € um ponto Pareto fraco do Problema (3.1). Em geral, a expressao (3.2) é uma condi¢ao

necessdria, mas nao suficiente para otimalidade. Por exemplo:
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Exemplo 3.2.2. Considere F: R? — R?, tal que F(x1,%2) = (x3,x3). Dai,

X0
JF(x1,%2) =
0 3x3

Im(JF(x1,%x2)) = {({(3x3,0), V), {(0,3x3),Vv)), Vv &€ R"}.

Agora, note que para x* = (0,0) temos que Im(JF(x*) N (—=RT,)) =0, Vv € R™. Porém,
se considerarmos X = (—1,—1) obtemos que F(x) < F(x*). Portanto, x* ndo é um ponto

Pareto fraco.

3.2.1 Escalarizacao

Anteriormente definimos uma relacao de ordem parcial denotada por <. Pelo fato de
tal ordem nao ser total, encontramos algumas dificuldades e para tentar contornar tais
dificuldades apresentamos agora um raciocinio bastante util quando se estd estudando
Otimizacao Multiobjetivo, a chamada Escalarizacao. Tal técnica tem como objetivo subs-
tituir o problema de Otimizacao Multiobjetivo, onde nao temos uma relacao de ordem
total, por um problema de otimizacao escalar, ou em uma série de problemas escalares.
Com essa técnica nos podemos usar nao sé a relacao de ordem total que temos quando
trabalhamos com uma fungao escalar, mas também nos permite usar os resultados exis-
tentes na literatura para otimizacao escalar. Para esta subsecao procuramos adaptar para
o R™, foco principal deste trabalho, os resultados obtidos em [23] onde adota-se um espago

vetorial qualquer.

Definicao 3.2.4. Uma funcao f: R™ — R € dita uma representacao escalar estrita de

uma funcgao vetorial F: R™ — R™ quando dados x,x € R™:
F(x) 2 F(x) = f(x) < f(x) e F(x) < FXx) = f(x) < f(x).
Além disso, dizemos que f € uma representacao escalar fraca de F se
F(x) < F(x) = f(x) < f(x).

Note que toda representagao escalar estrita é também uma representacao escalar fraca.

O proximo resultado é de grande importancia no prosseguimento deste trabalho, pois ele
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propoe uma maneira de obter uma representacao escalar estrita para fungoes F: R™ —
R™.
Proposicao 3.2.1. Seja f : R — R. Temos que f é uma representagao escalar es-

trita de F : R™ — R™ se, e somente se, existe uma funcdo estritamente crescente

g:FR") — R tal que f=goF.

Demonstragao. Seja g : F(R™) — R uma fungao crescente. Entao, para todo x,y € R™
temos que,

F(x) = Fly) = (g o F)(x) = (g o F)(y)

F(x) = Fly) = (go F)(x) > (g o F)(y).

Em outras palavras, f = g o F é representagao escalar estrita de F.
Reciprocamente, seja f uma representacao escalar estrita de F. Defina a seguinte funcao

crescente g em F(R™) dada por

onde a € F(R™), i.e.,, a = F(x), para algum x € R™. Observe que escrevendo dessa
maneira temos f = g o F. Além disso, tal fungao esta bem definida. De fato, sejay € R™
outro ponto tal que F(y) = a, entdo F(x) = F(y) = a. Dai, pela defini¢ao 3.2.4, temos
que f(x) < f(y) e f(y) < f(x), i.e., f(x) = f(y). Concluimos entdao que g(a) nao depende
do ponto x tal que F(x) = a. Provemos agora que g é uma funcao crescente. De fato,

pois se a,b € F(R™), i.e., a = F(x), b = F(y) para algum x,y € R™ e a > b entao,

]

Exemplo 3.2.3. Seja F: R™ — R™ entao f : R™ — R definida por f(x) = (F(x),z),

com z € R™\ {0} fizo € uma representacdo escalar estrita de F.

Demonstragao. De fato, sejam x,x € R™. Se F(x) < F(x), entdao F(x) — F(x) € RT*, ou

seja, Fi(x) — Fi(x) > 0 para todo i € {1,2,..., m}. Dai, para todo z € R\ {0},
|F1(7_() - Fi(x)|zfi 2 Oa VI € {1a 2, ceey m}
Logo, (F(x) —F(x),z) > 0, Vi €{1,2,...,m}, ou de forma equivalente,

(F(x),z) < (F(X),z).
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De maneira anédloga, se F(x) < F(x), entao F(x) —F(x) € RT", . Portanto, Fi(x)—Fi(x) >0

para todo i € {1,2, ..., m}. Isto ¢, para todo z € R\ {0},
(F(x) —F(x),z) > 0 = (F(x),z) < (F(x), z).

Ou seja, f(x) = (F(x),z), com z € R™ \ {0} fixo é uma representacao escalar estrita de

F. -

Proposicao 3.2.2. Seja F: R™ — R™ uma funcao conveza, entao

U argmin{(F(x),z) | x € R"} = argmin,,{F(x) | x € R"}.
ZERT\{0}

Demonstragao. Seja X € U argmin{(F(x),z) | x € R™}, logo existe z € R* \ {0} tal

zeRT\{0}
que,

(F(x),z) < (F(x),z), ¥x € R™. (3.3)

Dai, suponha por absurdo que X ¢ argmin,,{F(x) | x € R"}, entao existe x* € R™ tal
que F(x*) < F(x). Usando o fato de que (F(.),z) é uma representagao escalar estrita de F

(vide Exemplo 3.2.3.) temos que,
(F(x"),z) < (F(x),z).

Mas isso é uma contradigao com (3.3). Portanto, X € argmin,,{F(x) | x € R™}.
Reciprocamente, seja X € argmin, {F(x) | x € R™"} temos que nao existe y € R™ tal que

F(y) < F(x). Agora, suponha por absurdo que X ¢ U argmin{(F(x),z) | x € R™}.
zeRT\{0}
Entao para todo z € RT* \ {0}, existe x, € R™ tal que

(F(x2),2) < (F(x),2).
Em particular, se tormarmos os vetores da base canonica do R™ temos que,
Fi(x,) < Fi(x), Vie{l,2,...,m}.

Mas isso gera uma contradi¢ao, pois assim teriamos que F(x,) < F(X). O



Capitulo 4

Derivada Generalizada

Neste capitulo iremos generalizar alguns conceitos vistos no Capitulo 1, considerando
funcoes localmente Lipschitz. Mais precisamente neste capitulo iremos generalizar o con-
ceito usual de derivada direcional no espaco R™, bem como o de subdiferencial de uma
fungao vista no Capitulo 1. Os resultados aqui apresentados sao baseados em [6], [20] e

[24].

4.1 Derivada direcional generalizada

Definicao 4.1.1. ([6]) Seja f : R™ — R wuma funcao localmente lipschitz, x € R™ e
d € R". A deriwada direcional de Clarke em x na direcao d, denotada por f°(x;d), €

definida por

f td) —f
f°(x; d) := lim sup y +td) (y).

4.1
t10 ysx t ( )

O subdiferencial de Clarke de f em x, denotado por 0°f(x), € definido por
0°f(x) :={w e R™ : (w,d) < f°(x,d), Vd € R"}.

Proposicao 4.1.1. ([6]) Seja f: R™ — R localmente lipschitz, x € R™ e Ky a constante

de lipschitz para uma vizinhanca V de x. Entao,

[°(x, d)l < Killdll, Vd € R™.

43
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Demonstracao. Considere d € R™ e t > 0 tal que y + td,y € V. Dai, temos

If°(x,d)] = |lim sup fly +td) — fly)
th0 y t

Ty + td) — f(y)|

< limgposupy_y .
. Kyltd
S 1Mo SUPy_x T

< Killdll-

Exemplo 4.1.1. (/6]) Considere f: R — R, dada por f(x) = |x|. Entdo,

i{)Para x> 0:

y+td—y B

f°(x; d) := lim sup d.

HO yx
Dai, 9°f(x) :={w € R™ : d > wd, Vd € R}. Logo, se d > dw entio w < 1. Agora

fazendo para d = —1, tem-se que w > 1. Portanto, 0°f(x) :={1}.

i)Parax < 0:

. 't — [ —
f(x; d) := lim sup y+td) = (=) = —d.
th0 y—x t
De forma andloga chegamos que 0°f(x) := {—1}.
iii)Para x =0:
d, d>0
f°(x; d) ==
—d, d<0
i.e., f°(x;d) :=|d|]. Agora note que 3°f(0) = [—1,1]. De fato, dado w € 9°f(0) entdo

ld| > wd, Vd € R. Suponha que [w| > 1, i.e., w>1ouw < —1

ew > 1: Entao, para d > 0, temos que dw > d = |d| = dw > |d|.

ow < —1: Entao, para d <0, temos que dw > —d = |d| = dw > |d|.

Mas em ambos 0s casos temos uma contradicao. Agora, dado w € [—1,1] temos que
wd < jwd| = [wl|d] < |d|, logo |d] > wd.
Portanto, w € 9°f(0).

Proposicao 4.1.2. ([6]) Se f é uma fungio convexa, entio f°(x,d) = f'(x,d), onde

f'(x,d) € a derivada direcional usual de f em x na direcio d. Portanto, 0°f(x) =
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of(x), Vx € R™, i.e., o subdiferencial de Clarke generaliza o subdiferencial usual para

fungoes convezas.

Demonstracao. Inicialmente temos pelo Teorema 1.3.4. que f é localmente lipschitz, em

particular continua. Por outro lado, de (4.1) obtemos

f°(x; d) := lim sup fly +td) — fly) > lim fly +td) — fly) = f/(x, d),
t10 yosx t t)0 t

Agora, dado & > 0 como ¢p(t) = t~1(f(y + td) — f(y)) é nao-decrescente entdo ¢p(t) =

sup ¢(s)o<s<¢. Entao,

fod) =lim | sop JYFMZFO o) g TSI =)
) =20 ] ly—x||<ts t =0 [[y—x[l<ts 0<s<t S
| fly +sd) —f
~ dim | sup  sup (WS )
e—0 _Hyfx||<55 O<s<e S
f —f
= lim sup (y+ed) (y)_
b0 fly—x|i<es €

Como f é localmente lipschitz em x, entao para ¢ suficientemente pequeno,
Ty +ed) —fy) —fx+ed) + ()] < [f(y +ed) — x4+ ed)| + [f(y) — F(x)] < 2Ky —x].

Entao,

— - 2 x
‘f(y+ei) f(y)_f(X+€i) f(x) < ]z|y—x|<2Kx5-

Dai,

f°(x,d) = lim [ sup . . -

&0 |y —x||<es

[f(y ted) —f(y) | flxted) —flx) flxted) f(x)H

< lim  sup
&30 [y —x[|<es

[f(y +ed) —fly)  flx+ed) —f(x) + lim f(x +ed) —f(x)
€ € el0 € '

Portanto, f°(x,d) <lim sup (2K 8) +f (x,d), ie.,
&0 |ly—x|l<es

o(x,d) < 2Ky 8 + T (x,d), V& > 0.

Logo, °(x, d) < f'(x, d). Provando que f°(x,d) = f (x, d).



Capitulo 4. Derivada Generalizada 46

Lema 4.1.1. (/6]) Seja Q C R™ aberto e convero. Se f:R™ — R € localmente lipschitz
em Q eg:R™ — R € conveza em Q, entdo (f+9g)°(x,d) = °(x,d)+g'(x, d), para cada
x € Q ed e R™ Como consequéncia, se g: R™ — R € continuamente diferencidvel em

Q, 0°(f+ g)(x) = 0°f(x) + grad g(x), para cada x € Q.

Demonstracao. Pela Definicao 4.1.1. temos que

fly +td) + gy +td) — fly) — g(y)

t
f td) — f
TR ) I

(f+g)°(x,d) = limeyo SUDy _x

gly +td) —gly)
t

< limggg SUPy _x

= fo(xa(i)_+ 9/(X7(1y
onde acima usamos a proposicao anterior e uma propriedade de supremo. Por outro lado,
note que f°(x,d) = (f+ g+ (—g))°(x, d), logo usando novamente a proposi¢ao anterior e
a desigualdade acima temos que

fo(x, d) < (f+9)° + (—g) (x,d),

isto é, (f+ g)°(x,d) = f°(x,d) + g'(x, d). O
Lema 4.1.2. (/3])Seja Q C R™ wum conjunto aberto e convero e I = {1,...,m}. Seja
fi : R™ — R uma funcao continuamente diferencidvel em Q para todo i € 1. Definindo
f:R™ — R por f(x) := maxieifi(x), el(x) ={i € I : fi(x) = f(x)}. Entdo, f é

localmente lipschitz em Q e conv{grad fi(x) : i€ I(x)} C 0°f(x), para cada x € Q.

Demonstracao. Como f; € C! por hipétese, entao f; é localmente lipschitz em Q, Vi € I,

[21]. Portanto, dado p € Q eie I, 38;,L; > 0;

Ifi(p) — filq)l < Lilp — ql,¥p, q € B(3:,p). (4.2)
Como vale que,
| maxier fi(p) — maxier fi(q)| < maxier [fi(p) — fi(q)l. (4.3)
Por (4.2) e (4.3) temos que
[f(p) — f(q)l < Lip — ql, ¥p, q € B(, p),

onde & = mind; e L = maxL;. Logo, f é localmente lipschitz. Agora, dado x € QQ tome

u € conv{grad fi(x), 1 € [(x)} e v € R™ Logo, existem o; > 0; > " oy =1eie€I(x);

u= Z aigrad fi(x).

iel(x)
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Entao,
(W,v) = X i1y dilgrad fi(x),v) = fi(x,v) = (u,v) = f(x,v), (4.4)

onde acima usamos o fato de f ser C!, em particular diferencidvel, logo usando que

f;(x,v) < f°(x,Vv), temos por (4.4) que
(u,v) < f(x,v).

Logo, u € 0°f(x).
]

No capitulo anterior, introduzimos a idéia de ponto critico Pareto no caso de aplicagoes
continuamente diferencidaveis. A partir de agora, com a teoria abordada neste capitulo
sobre o subdiferencial de Clarke, iremos abordar a definicao de critico Pareto-Clarke para

aplicacoes localmente Lipschitz em R™, que serd de grande importancia neste trabalho.

Definicao 4.1.2. Seja F: R™ — R™ localmente lipschitz em R™. Dizemos que x* € R™
¢ ponto critico Pareto-Clarke de F se, para todas as direcoes d € R™, existe ig = ip(d) €

{1,...,m} tal que 3 (x*,d) > 0.

Observacao 4.1.1. Note que a Definicao 4.1.2 generaliza a Definicao 3.2.1 wista no
capitulo anterior. Pela definicao de ponto critico Pareto-Clarke temos que nao existe
d € R™ que seja direcao de descida para todas as fungoes objetivo. Observe também que

se um ponto € Pareto dtimo, entao € necessariamente um ponto critico Pareto-Clarke.

Segue da defini¢ao acima que se x nao é um ponto critico Pareto-Clarke, entao existe uma
direcao d € R™ tal que
fi(x;d) <0, Vie{l,2,...,m}.

Dai, como visto na demonstracao da Proposicao 4.1.2., f (x;d) < °(x; d), logo d é uma
direcao de descida para cada funcao coordenada de F, isto é, existe € > 0 tal que Dali,
como visto na demonstracao da Proposicao 4.1.2., ' (x; d) < °(x; d), logo d é uma direcéo

de descida para cada fungao coordenada de F, isto é, existe € > 0 tal que
F(x +td) < F(x), Vt € (0, €].

Veremos agora, um resultado apresentado em [24] sobre o subdiferencial de Clarke de uma

funcao definida pela diferenca entre funcoes convexas.
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Teorema 4.1.1. Seja f; : R — R, com 1 = 1,2 fungoes convexas e diferencidveis.
Considere f: R™ — R dada por f = f; —fy. Entao, 0°f(x) = 0f;(x) — 0fy(x).

1
Exemplo 4.1.2. Considere f,g: R, — R dadas por f(x) = In (x) +;, g(x) = 2y/x+

—. Dai, temos que 0°f(x) e 0°g(x) se reduzem as derivadas de f e g respectivamente. Note
X

1 1
que f(x) = ——(—In (x)) e g(x) = ——(—2+v/X), ou seja, T e g sdo diferencas entre fungoes
X X

1 1
convezxas e diferencidveis. Dai, pelo Teorema 4.1.1. temos que 0°f(x) = {— — —} e

x  x2
owo- (-2}

O exemplo anterior é de grande relevancia para ilustrar que o conjunto das fungoes que

satisfazem as hipoteses do teorema principal deste trabalho é nao-vazio.



Capitulo 5

Método do ponto proximal para
otimizacao multiobjetivo

Nnao-convexo

Neste capitulo abordaremos o resultado principal deste trabalho, motivado por [4]. Apre-
sentamos uma generalizacao do método do ponto proximal para minimizar uma funcao
F : R™ — R™, nao necessariamente convexa, onde as funcoes coordenadas de F sao
obtidas pelo maximo de uma certa classe de fungoes continuamente diferenciaveis. Ini-
cialmente iremos abordar o método do ponto proximal apresentado em [4], em seguida
mostraremos que qualquer ponto de acumulacao da sequéncia gerada pelo método é um
ponto critico Pareto-Clarke. Por fim, adaptando alguns resultados obtidos em [5] para o
espaco n-dimensional R™ iremos mostrar que a sequéncia gerada pelo método converge

para um ponto critico Pareto fraco.

5.1 Meétodo do ponto proximal para otimizacao mul-
tiobjetivo nao-convexo

Nesta se¢ao apresentamos o método do ponto proximal para otimizacao multiobjetivo no

caso nao-convexo, onde o objetivo principal serd provar o seguinte teorema:

Teorema 5.1.1. ([4]) Seja Q C R™ um conjunto aberto e convezo, y € R™, 1 :=
{1,2,..,m}el; :={1,2,... 4}, com | € Z,. Seja F: R™ — R™ definida por F(x) :=

49
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(f1(x), ..., fm(x)) onde

A

fj(x) == maxiey fij(x), j €1,

e fy : R™ — R € uma funcao continuamente diferencidvel em ) e continua em Q, para
todo i € I;. Assumimos ainda que para todoj € I, —0o < infyernfj(x), gradfy € lipschitz

em ) com constante Li; para cada i€ 1; e
Se(F(y)) :=={x e R": F(x) < F(y)} C Q.

Seja A > 0 e i > 0 tal que i < 1. Tome as sequéncias {€*} C R, e {A} C Ry,

satisfazendo

1 - .
||€k|| =1, p< €}<, ﬁmaxieljl_ij < Ak <A, ] cl, k=0,1,2,... (51)

Seja x € SEF(g). Se Oy :={x € R™ : F(x) <X F(x*)}, entdo o método do ponto prozimal

A
x**1 € argmin,, {F(x) + 7k||x —xK[]2e* : x e Qy), k=0,1,2,... (5.2)

com ponto inicial X° = X estd bem definido, a sequécia gerada {x*} estd contida em
Sr(F(9)) e qualquer ponto de acumulacio de {x*} é um ponto critico Pareto-Clarke de

F, contanto que Qy seja convexo, para cada K.

Denotaremos o método definido acima de Método do Ponto Proximal para Otimizacao
multiobjetivo (MPPOM). Inicialmente, nosso objetivo serd investigar a boa definigao e se
tal método é realmente 1itil para resolver (POM) que satisfaga as hipéteses do Teorema

5.1.1.. Antes disso, vejamos o seguinte lema.

Lema 5.1.1. ([4]) Para todo x € R™, v := (v,..vyn) € R, j € I e A satisfazendo

. A N
supier;Lij < Avj, a fungdo fij + §v)-||. —X||? € fortemente convera em Q com constante
A
~ ~112 7
Av; — supier; Lij- Consequentemente, a fungao fj + §vj||. —X||* € fortemente convexa em
A N
Q com constante Av; —supiey; Lij e F+ §|| —x||?v € fortemente conveza em Q. Portanto,

A
(F(.),z) + 5(\), 2)||. = xII* € fortemente conveza em Q para cada z € R\ {0}.

Demonstragao. Dados j € i, iel;, x e R, v; € Ry, defina

A -
hij = fij + §VjH. — X||2.
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Logo,
grad hyj(x) = grad fi;(x) + A vy (x —X),
temos entao que,
(grad hy; (x) — grad hy;(y),x —y) = (grad fi;(x) —grad fi;(y),x —y) + A v; [x —y|l~
Dai, por Cauchy-Schwarz

(gradhy;(x) — gradhy;(y), x —y)
(A V; — I—ij)HX —U||2

A\ VARV,

(A v; — supiey; Lyg)Ix —ylP?
onde na ultima desigualdade acima se deve ao fato de grad fi; ser Lipschitz em Q) e a
hipétese que A vj > supiey; Lij. Portanto, concluimos que hy; é fortemente convexa (vide

Proposigao 1.3.2). A prova restante resulta da Proposicao 1.3.1. e Observacao 3.2.1.. [

Observe que as hipéteses do Teorema (5.1.1.), implicam na condi¢ao supicyLi; < Avj,

com Ay =Ae e}‘ = vj. Mostraremos agora a boa definicao do (MPPOM):

Proposicao 5.1.1. ([/]) O método do ponto proximal definido em (5.2) aplicado a fungdo

F com ponto inicial x° = % estd bem definido.

Demonstracao. A prova sera feita por inducao em k. O objetivo aqui serd mostrar a
existéncia de cada iteracao e que {x*} C S¢(F(y)). Dai, seja {x*} a sequéncia definida em
(5.2), por hipétese temos que x := x° € S¢(F(y)). Agora, suponha que x* € S¢(F(y))
para algum k. Tomando z € R \ {0}, defina ¢y : R — R dada por

A

k||2
5 .

(e*, z)|lx —x
Dai, como temos que —oo < infyegn fj(x), Vj € I, a funcio (F(.),z) é limitada inferior-
mente; além disso (e*,z) > 0 (pois {e¥} C RT, e z € RT\ {0}). Segue de forma anéloga
ao caso escalar que ¢y é coerciva e que existe x € R™ tal que

X = argmin ¢ (x) (5.3)

Pois, ¢y é fortemente convexa, pelo Lema (5.1.1.), em paricular, estritamente convexa.

Mas, como Qy é fechado temos que x € Qy, logo podemos reescrever (5.3) como

X = argminyen, ¢r(x) (5.4)

Portanto, usando a Proposicao 3.3.2. podemos tomar x**! := x. Note que a hipé6tese de

inducao foi usada para garantir que x*™! € S¢(F(3)). ]

—ligradfi;(x) — gradfy (y)ll Ix —yll + A vy [x =yl
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Note que, seja {x*} a sequéncia gerada em (5.2), entdo pela Proposicao 3.3.2. existe uma

sequéncia {z*} € R™ \ {0} tal que
X = argmin,co, di(x), (5.5)
onde Py : R* — R é dada por
3 A k Lk k(|2
P (x) = (F(x),z°) + 7<€ , 2 | — x|, (5.6)

Como a solucao do problema (5.5) nao se altera com a multiplicacdo de z* escalares po-

sitivos, entdao podemos assumir que ||z*|| = 1, (multiplicando por HE—EH) parak =0,1,....

Agora, com base nos resultados vistos anteriormente, em especial a Proposicao 5.1.1.

que mostra a boa definicao do método, estamos em condi¢oes de provar o Teorema 5.1.1.

Demonstracao do Teorema 5.1.1. : Seja {x*} a sequéncia gerada pelo método. Como
x? =% € S¢(F(3))) C Q, entao por (5.2) temos que F(x**1) < F(x¥), logo {x*} C S¢(F(y)).
Agora, seja X um ponto de acumulacao de {x¥}, assumimos que Qy é um conjunto convexo

e que X nao seja um ponto critico Pareto-Clarke em R™. Entao, existe d € R™ tal que

fo(x,d) <0, ie{l,..,m} (5.7)

Logo, d é uma direcao de descida para fungao multiobjetivo F em X, i.e., existe & > 0 tal
que F(x + td) < F(x) para todo t € (0,8]. Dai, x +td € Qy parak =0,1,....
Seja {z*} uma sequéncia satisfazendo (5.5), entdo usando o Lema 5.1.1. e Teorema 1.3.10
obtemos
A
0€d ((F(.),zk) + %(ek,zkﬂl. —xkllz) () + Ng, (X)), k=0,1,...

Escrevendo z* = (zF,....,zK) ....,eX ), por (1.31) obtemos que,

o
I
—
()

=

m
A
0e) 20 (fj + el - xk||2> (1) + N, (x*), k=0,1,...
=1
Entao, existe vt € Ng, (x*™1) tal que

Zm A
0= Z;Qa (f] + 7ke;<” - Xk’|2> (Xk_'_l) +Vk+17 k = Oa 17
j=1



Capitulo 5. Método do ponto proximal para otimizagcao multiobjetivo
nao-convexo 53

o, _ 1 .
Lembrando que por hipétese temos que p < e}‘ e —maxier; Lij < Ay, entao maxier;Lij <

A A
Axe. Dai, pelo Lema 5.1.1 temos que fy; —1—7]<e}<||.—7<k||2 efj +?ke}‘

fortemente convexas, para todo j € lek = 0,1,.... Entao para cada j € i, usando o

II. —x¥||? sao funcoes

Exemplo 1.3.7 existem constantes oc]f).+1 >0 com i€ I;(x*"!) tal que

m
Akek
0= ZZF Z ‘lejH grad (ﬁ)’ + TJ”_ _Xk||2> (Xk+1) +Vk+17 Z o(li<j+1 =1
j=1 ite(XkJrl) iEIj(Xk+1)
para todo k =0, 1, .... Isso nos diz que

0= Z z Z o (grad fiy(x*) + Agef (X —xF)) | v (5.8)

ij
j=1 i€l (xk+1)

com Z oc]fj+1 =1, para todo k =0, 1, .... Agora, para cada j € I, seja {oc‘fj*l} CRa
i€l (xk+1)
sequencia definida por

k+1 __ k+1 k+1 k+1 k+1 __ : k+1 _

x

Como Z oc‘fj+1 =1le oc‘fjH > 0, temos que ||oc]fj+1||1 = 1 para todo k, onde ||.||;
ite(xk‘H)

denota a norma da soma em R™. Logo, {oc}‘“} é limitada. Dai, por hipotese e por

K| —

|

estarmos supondo que X é ponto de acumulacdo e ||z¥|| = 1, existem subsequéncias,

(R, e, (e, b e {oge ) de (21, BT, (), D) e (gt

respectivamente, tais que

lim 2% =z, lim x**' =%, lim e =g;,
S— 00 S— 00 S— 00
(5.9)
. N . 1 _
lim A 1 =A, lim o™t = &
s—ooo ° s—>oo )

Como ja foi visto {x*} C S¢(F(§)), entdo pelo fato de F ser continua em Q, concluimos que
X € Sp(F(y)). Agora, desde que Ij seja finito, podemos assumir sem perda de generalidade
que

(5.10)

I)' (Xk1+1) = Ij (Xk2+1) = ... = Ij,
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e (5.8) se reescreve como

m
= Z Z?S Z (xl;jerl (gTCld fij (st-i-l) + }\ks e}<s (st—l-l . st)> + \)ks+1
j=1 €T, (xk+1)

(5.11)

1 ,

com E ock st =1, s =0,1,.... Como F é continua, segue que Q, é fechado. Dali,
161

levando em conta que x* € Q_, Q. é um conjunto convexo e que Qi 1 C Qy , para

s =0,1,..., obtemos que
+o0o
Q:={)Q, (5.12)
s=0

é um conjunto nao-vazio fechado e convexo. Como V™' e Ng, (x**1) e O C Oy,

entao pela Definicao 1.3.7
(Vo H x —x 1) <0, YxeQ, s=0,1,... (5.13)

Agora, a partir de (5.9) e (5.11), podemos supor que lim v = v. Dai, fazendo

s—+o00

s — +oo de (5.13) concluimos que v € N (X). Finalmente, por (5.11),

m
1= 3 5 Y g grad ) +v, Y g =1
j=1 ieij ieij

Dai, x € Q e tomando uy = Zidj &i; grad fi;(x) a igualdade acima se torna
0=> z{u,x—%x)+@,x—x). (5.14)
j=1

Agora, como X+td € Qy, para todo k = 0,1, ..., (5.12) implica que x+td € Q, t € (0, 8].

Desde que u; = Zieij ai; grad fi(x) e Z &ij = 1, temos pelo Exemplo 1.3.7 e Lema
161
4.1.2, u; € 0°f;(x). Portanto, usando que v € Nz (X), a Definicao 4.1.1. temos por (5.14)

com x =X+ td que

Z zj(u;, td) < Zij<ujvd>

j=1 j=1

onde acima usamos que t € (0,8]. Entao, existe j € {1, ..., m} tal que fj(x,d) > 0, que é
uma contradicao por (5.7). Concluimos entao que X é um ponto critico Pareto-Clarke e o

teorema esta provado.
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5.2 Analise de convergéncia

Iremos agora para mais uma importante etapa neste trabalho, que sera a analise da con-
vergéncia do método definido em (5.2). Como foi dito anteriormente os resultados aqui
apresentados foram obtidos através da adaptacao para o R™ do trabalho feito em [5], onde
a prova sera baseada em quatro afirmagoes que veremos adiante. Para isso vamos intro-
duzir algumas hipdteses no Teorema 5.1.1., a fim de garantir a convergéncia da sequéncia

gerada em (5.2) para um ponto Pareto fraco. Suponha que
(HI) U={y e R™ | F(y) < F(x*), k=0,1,..} #0
(H2) Existe ¢ € R satisfazendo as seguintes condigoes:

(a) Sr(c) :={x € R™ | F(x) =< ce} # 0 e Sr(c) & Sr(F(y));

(b) Sk(c) é convexo e F é convexa em S¢(c), onde e:= (1,....,1) € R™,

(H3) Existe & > 0 tal que, para todo z € RT \ {0}, x € S¢(F(y)) \ Sr(c) e w,(x) €
0°((F(.),2)) (x) + N, (x), ocorre [lw,(x)|| > & > 0.

Note que em geral o conjunto U definido acima pode ser vazio. De fato, podemos ilustrar

tal afirmacao com o seguinte exemplo.

Exemplo 5.2.1. Considere f(x) = x, Ax = 1 e 0 método do ponto proximal cldssico
para o problema de minimizar f em R. A sequéncia gerada satisfaz x*T' = x* —1 e

limy_,o f(x*) = —00. Mas isso resulta em U = (.

No caso em que U é nao-vazio, provaremos agora que (H1) implica em dizer que {x*}

possui ponto de acumulacao. Temos entao a seguinte afirmacao:

Afirmacao 1: A sequéncia {x*} definida em (5.2) é Fejér convergente em relacao ao

conjunto U.

De fato, note que por (5.2) temos que F(x**1) < F(x¥), Vk € N. Agora, como

A
x* e argmin,, {F(x) + %Hx —xN|Pe* : x € Q)
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entao pela Proposigao 3.2.2., existe z* € R \ {0} tal que x**! é solucdo do problema

min X
Mk (x) (5.15)
x s.a. Oy
onde Ny : R™ — R U{oo} é dada por
_ k Ax k k k(12
nk(x) - <F(X)7Z >+7<e y Z >||X_X || .

Desde que a solucao de (5.15) nao seja alterada pela multiplicaciio de z* por escalares
positivos, nés assumimos que [|z*]| = 1,¥n € N (multiplicando por Hz—tn) Note que por
definicao

Oy € dom(ny) = dom(F).

Segue que x*™! satisfaz a condicao de otimalidade de 1° ordem, i.e., Ju* € R™ tal que

uk € onk(xk) (5.16)

0 < (uk,x —x*H), vx € Oy (5.17)

De fato, temos que 0 € i (x*T) +Ng, (x*1), i.e., Fuk € I (x*T1) e W € Ng, (x*1)
tal que,

Como w* € Ng, (x*™1)

entao temos que
Wk x —x*1) <0, Vx € Qy,
logo, (—w*,x —x*™1) > 0. Portanto, por (5.18)

Uk x — x>0, ¥x € Q.

Agora, definimos Py : R™ — R U {400} como

Bie(x) = (F(x), 2%). (5.19)

Dai, por definicao de 1y e Py temos que

uk = vE A+ A (e, 26) (X —x¥), (5.20)
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k+1) . Agora, como U # @) por hipétese, tomando x* € U, temos

para algum v € 9y (x
que x* € Qy, Vk € N. Dal, fazendo x = x* em (5.17) e fazendo interno com x* — x**!

em (5.20), obtemos

0 (uk x* —xM) = (VR — xR A (R, ZR) (xR — xR xr — xR
(FIx') — FO01), 25) - Agle¥, 25) (1 —x¥, 0 — x6+)

A€k, ZR) (xK+1 — xk, x* — xk+1)

NN N

Onde acima usamos que, V¥ € o (x**1). Além disso, usamos que x* € U, z* € RT \ {0},
pois F(x*) — F(x*"1) < 0 (j& que x* € U), logo (F(x*) — F(x**1),z*) < 0. Fazendo

8 = A (e, z¥), pelo que ja vimos temos que &y > 0, logo

0

VAN

6n<xk+1 —Xk,X* o Xk+1> — 6k(HXk . X*”2 o ||Xk+1 _X*“Z . ka - XkJrle)'

Dali,

xR — 2 < Ik — x][2 — [x — xR 2, (5.21)

k+1

Portanto, |[x**! —x*|| < [Ix* —x*||, ¥x* € U. Provando assim, a Fejér convergéncia em

relacao ao conjunto U.

Em particular, em virtude da Proposicdo 2.1.1., obtemos que {x*} é limitada, isto é,

possui ponto de acumulacao. Dai, segue a seguinte observacao:

Observacao 5.2.1. Se X € ponto de acumulacdo da sequéncia {x*} definida em (5.2),
entiox € U. De fato, como X € ponto de acumulacdo de {x*}, existe {x*}, tal que {x¥} —
X. Como F € continua, temos que F(X) € um ponto de acumulacdo da sequéncia {F(x*)}.
Dai, relembrando que {F(x*)} é uma sequéncia decrescente concluimos que {F(x*)} —

F(x). Portanto, x € U.

De forma andloga ao caso escalar visto no Capitulo 2, é possivel provar que duas iteragoes
consecutivas de (5.2) sdo tao préoximas quanto se queira. Dai, segue a segunda afirmacao:
Afirmacao 2 : limy_,« [[x* —x*|| = 0.

Segue de (5.21) que para todo x* € U, a sequéncia {|[x* —x*||*} é nao-crescente e limi-

tada, logo convergente. Agora, reescrevendo (5.21) segue que

ka . Xk+1||2 < ||Xk _X*”2 . HXkJrl . X*||2
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e observando que o lado direito da desigualdade anterior converge para zero (vide Pro-
posi¢ao 2.1.1. ). Portanto,

lim ||x** —x¥|| = 0.
k—o00

Provaremos agora que qualquer ponto de acumulacio de {x*} é um ponto Pareto fraco.
Para isso, segue a terceira afirmacao:

Afirmacao 3 : Optimalidade fraca dos pontos de acumulacao de {x*}.

De fato, como ja foi visto temos que {x*} é limitada logo possui pelo menos um ponto de
acumulacao. Dai, seja X tal que existe subsequéncia {x*1} — x. Considere, P, : R™ — R

dada por VP, (x) = (F(x),z). Segue que,

V(%) < 2(xF), (5.22)

para todo z € RT* e para todo k € N. Pois,

P (x) = jgglooll)z(xk") = inf {1, (x*)} <P (x),
logo P, (%) < P, (x*). Daf, tomando z como sendo a base canonica do R™, segue de (5.22)
que

F(x) < F(x"), (5.23)

para todo k € N. Agora, suponha que X nao seja ponto Pareto fraco, isto é, existe x € R™
tal que F(x) < F(x). Tomando {z*} satisfazendo (5.15) com ||z*|| = 1, Vk € N, segue que

z* ¢ limitada. Portanto, existe z% — z, para algum z € R™. Dai, temos que

(F(X) = F(x),2%) > (F(x) — F(x}i+1),25) = Py, (X) — Uy, (xF5+1)
> i (9] o (Vi X —xB0) =i (9]
= (ij X — ij“> = <ukj ,X — xki+1> — 6k<xkj+1 — XM, % — XkHl) ‘
> o (xMrr — x99 x —xMi)
> _6k||xkj+1 _ijHH)A(_ijHH7

usando (5.22) na primeira desigualdade, (5.20) na segunda, (5.17) na terceira. Além disso,

usalnos que

F(x) < F(X) < F(x*), Vk € N.

Portanto,



Capitulo 5. Método do ponto proximal para otimizagcao multiobjetivo

nao-convexo 59
(F(X) — F(x),29) > =8 |[x!o+1 — x¥i ||| x —xMi+1]]. (5.24)
Mas como [|z¥|| = ||e¥|| = 1, temos que {8} } é limitada. Além disso, como {x*} ¢ limitada

entdo {||x — x+1||} é limitada. Entao, fazendo j — +oo em (5.24) obtemos que

(F(x) = F(x),2) > 0. (5.25)

Mas isso gera uma contradicao com o fato de F(x) < F(x) e z € R™. Portanto, X é ponto

Pareto fraco.

Afirmacao 4: Unicidade do ponto de acumulacao de {x*}.

Suponha que X e X sejam pontos de acumulacao de {x*}. Como F(x) < F(x¥), Vk € N,
segue de maneira andloga que F(x) < F(x*), Yk € N. Ou seja, X e X pertencem a U. Além
disso, pelo comentério feito no inicio da Afirmacao 2, segue que {||x —x*||} e {||x — x*||}

convergem. Logo, existem 3, B € R tais que
Mmoo [[K—x5 =B limgoie X — x5 = B. (5.26)
Como,
I = x[* =[x = %" + 2(x* — %, % = %) + [[x —x]]*.

Concluimos de (5.26) que

1 /- o
limi oo (6 — %, X = X) = 3 (B2 — 82—k —%I?). (5.27)
Como % é ponto de acumulagao de {x*} temos de (5.27) que

~

B2 — P2 =|x —x|> (5.28)

De forma andloga, trocando X por X obtemos que p2—p2 = ||x —x||%. Entao, |[x—%|| =0,
ou seja, X = X. Provando assim a unicidade do ponto de acumulacao de {x*}.
Segue das afirmacoes acima que assumindo as hipéteses (H1), (H2) e (H3), a sequéncia

gerada em (5.2) converge para um ponto Pareto fraco.

Lema 5.2.1. ([/])Assumindo que as hipdteses (H1), (a) em (H2) e (H3) acontecem e
A satisfaz (5.1). Entao, depois de um nimero finito de passos as iteracoes do método
do ponto proximal para otimiza¢do multiobjetivo (5.2), pertence ao conjunto Sg(c). Em

outras palavras, existe Ko tal que {x*} C S¢(c), para todo k > k.
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Demonstragdo. Tendo por hipétese que Sg(c) # 0, suponha por contradicio que x* €
Sr(F(§)) \ Sk(c) para todo k. Seja {z*} a sequéncia definida em (5.15), combinando os
Lemas 5.1.1.,4.1.1. e o Teorema 1.3.7 obtemos

0 € 0°((F(.),2%)) (x*™) + &<ek,zk>(xk4rl —x*) +Ng

5 (x*1), k > 0.

k

Entao,
— (", ZF) (XM = x*) € 9°((F(.), 2°)) (") + Ng, (x*™), k > 0.

Agora, como estamos supondo que x* € Sg(F(y)) \ S¢(c), entdo pela (H3)

A
S Y = x| > 5, >0 (5.29)
Por outro lado, como X! = argmin,csnty (x) (vide (5.15)) e [2%] = 1, entio hy(x*) <

P (x), Vx € R™. Em particular para x = x*, logo

&< k,Zk>||Xk+1 —Xk|| < (F(Xk),zk> _ <F(Xk+1),zk>

2
= (FO) = F(x),24)
= I(FO) = Fx), 29|

< [[F(x*) — F(x*H)]|

onde acima usamos que F(x*) < F(x*), z € R™\{0} . Daf, por (H1) temos que {|[F(x*)—

F(x**1)|]} converge para zero, logo pela desigualdade acima teriamos que |[x**! — x¥|]
também convegiria para zero, entrando em contradicao com (5.22). Portanto, o lema estd

provado. [

5.2.1 Exemplo

Apresentaremos agora uma funcao que satisfaz as hipéteses do Teorema 5.1.1., além de
(H1), (H2) e (H3). O objetivo sera mostrar que o conjunto das fungdes que satisfazem

tais hipdteses é nao-vazio.

Exemplo 5.2.2. Tome 0 < € < 0.4, Q = (e,400), I := {1,2} e y = 2.718... com
Ing=1. Seja F: R — R? dada por
(0,0) se x e R\R,

F(x) =
(fi(x), fa(x)) se x€R, |



Capitulo 5. Método do ponto proximal para otimizagcao multiobjetivo
nao-convexo 61

onde f;(x) := max; i fi;(x) paraj € e

iel

1 1 1 1
fu(x) =Inx+ < far(x) =In X—)—(, f1a(x) = 2v/x + < faa(x) = 2\/§—)—<> x€Ry .

Observe que fij,fo; sao continuamente diferencidveis em Q e continuas em (), para qual-

quer j € L. Dai, pelo fato de flllj, fgj serem limitadas em Q, por [22] temos que f;j, f;j
- a+b J|a—Db
sao Lipschitz em Q, para qualquer j € 1. Desde que max{a, b} = ;_ + | 5 |, para

quaisquer a,b € R concluimos que
1 1

1 ) N )
Note agora que parax =5,y =3 e & = — concluimos que f3 nao é convera, em particular
bl 2 )
F nao € conveza.

Consideremos agora o sequinte problema de otimizagcao multiobjetivo
min,, {F(x) : x € Q}. (5.30)
Note que esse problema tem x* =1 como solugao unica. De fato, temos que

fix) =1 (dy)

x2

X=X
ox2Yx

Dai, observe que f;(x) < 0 para x € (€,1), f;(x) > 0 para x € (1,400) € f;(l) =0

f5(x) (ds)

para i = 1,2. Portanto, seque que x* = 1 € solugdo de (5.30). Em outras palavras,
F(1) < F(x), para qualquer x € Ry . Assim, —oo < infyer fj(X), para todo j € I. Desde
que 0 < € <y temos que SE(F(y)) C Q e Sg(F(y)) # 0, pela andlise feita acima e pelo
fato de F(1) = (1,3), F(y) = (1.36,3.66).

Além disso, temos que S ={x € R : F(x) X {} = (—00,0], em particular S é convexo e
nao-vazio, para qualquer { > 1. De fato, se x € (—o0,0] entao por definicio de F, temos
que F(x) = (0,0) < ¢, Y > 1. Mostraremos agora que se x & (—o0o,0] entao x € S. Para

1850, tome ( =1 e consideremos 0s casos:

o) < x <1,
fi(x) > fi(1) =1 =,
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ox =1,

fa(1) =3>1=¢,

ox > 1,

fi(x) > (1) =1=¢,

logo em todos 0s casos x € S. Portanto, S ={x € R : F(x) < {} = (—o0,0].
Assim, levando em conta que x* =1 € solucao unica de (5.30) temos que Qi é convexo,
pois para cada valor de k, F(x*) = 1. Portanto, F satisfaz as hipéteses do Teorema 5.1.1..
Verificaremos agora que F satisfaz as hipdteses (H1), (H2) e (H3). Inicialmente, como jd
foi visto F(1) < F(x) para qualquer x € R, logo F satisfaz (H1), isto é, U # 0. Tome
agora ¢ = f3(2) = 3.32. Dai, temos considere a sequinte afirmacao.

Afirmacgao: Sg(c) C [0.5,2.7] € S¢(F(y)).
Para mostrarmos isso, vamos verificar inicialmente que se x & [0.5,2.7] entao x & S¢(c).
De fato, se 0 < x < 0.5 entdo por (da), fa(x) > f2(0.5) = 3.41. Logo fa(x) > c, isto €,
x & Sg(c). Analogamente, se x > 2.7 entao novamente por (ds), fa(x) > 13(2.7). Ou seja,
fa(x) > 3.65 > ¢. Dai, como Sg(c) C S¢,(c) C [0.5,2.7], temos que Sg(c) C [0.5,2.7].
Observe também que 0.5 & Sg(c). Agora, note que

£1([0.5,2.7]) = £1([0.5,1]) U 1 ([1,2.7]).
Além disso, por (dy) temos que
sup f1([0.5,1]) = f1(0.5) < f1(y), sup fi([1,2.7]) = £1(2.7) < f1(y).

Logo, sup(fy([0.5,2.7])) < fi1(y). Analogamente, por (ds), sup f3([0.5,2.7]) < fa(y).
Concluimos entao que [0.5,2.7] C S¢(F(y)).

Falta verificarmos agora que S¢(c) € um conjunto convero e que F € convera em S¢(c).
Para isso, note que fo(x) = ¢ s6 admite como solucoes x; = 0.53 e &g = 2. Vamos
mostrar agora que Sg(c) = [, aa]. De fato, note que Sg¢(c) C [0, Xo], pois se x < &
por (dg) temos que fo(x) > fa(oy) = ¢, isto €, x & Sg(c). Analogamente, se x > o
entdo fa(x) > fa(ao) = ¢, isto €, x & Sg(c). Logo, Sg(c) C (&, &z]. Por outro lado, note
que [x1,1] C Sg(c), jd que fj € decrescente nesse intervalo e [1, 3] C Sg(c), pois fj €
crescente nesse intervalo. Conluimos entao que Sg(c) = [0, xal, logo convexo. Por fim,

analisando o sinal da sequnda derivada com x € Sg(c) temos

" —X + 2 " —X3 -+ 47(.%
f="s0 fw="00"

\%
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Portanto, F é convera em Sg(c). Aqui, podemos justificar a escolha feita anteriormente
para mostrar que F nao é convera. Pois x =5 ey = 3 nao estao contidos em €, mas
fora de S¢(c) onde a funcdao € convexa.

Agora, para mostrarmos que (H3) também € satisfeita note inicialmente que se x €

St(F(y)) entao F(x) = F(y) = (1.36, 3.66), isto €,

fi(x) < 1.36
fa(x) < 3.66
Mas pelo estudo da derivada feito acima e usando o fato de que F(1) = (1,3) temos que

Se(F(Y)) C [B1, B2l, onde

Br = max{f;(fi(y)).f, (f2(9))} = 0.47
B = min{fi"(f(9)), fy (f2(y))} = 2.72
Pois para x < 1, fj(x) € decrescente e x > 1, fj(x) € crescente, como foi visto an-
teriormente. Em particular, Sg(F(y)) \ Se(c) C [0.47, 1) U (xo,2.72]. Dai, para cada
z = (z1,29) € RZ\{0} com ||z||; = z1 + 2o = 1, tome x € Se(F(y)) \ Sk(c) e w,(x) €

0°((F(.),2))(x) + Nq,(x). Entao, pelo Exemplo 4.1.2 existe v € Ng, (x) tal que

w(x) = m(% — %) +zZ>(¢1z )(12) +v. (5.31)

Analisando quando x € [0.47, o) temos pela Defini¢ao 1.3.6. que Ng, (x) C R_. Dai, por
(5.24) obtemos

i < B eal-2)

0.4 0.2
(04727~ (0.47)}
visto que (x —1)/x% < —0.4/(0.47)2 e (x2 — /x)/x2 < —0.2/(0.47)2. Entdo, concluimos

Z2,

da desigualdade acima que

s UL g 02 02 02 1
: (04727 " (0477 Y0477 T (0an)i T (272)7

(5.32)

Analogamente, se x € (xo,2.72] temos que Ngq, (x) C Ry. Portanto, de (5.24) ocorre
(x) > (1 1>+ (1 1)> 1 + 2.3
w,(x)=>zi(-— =) +2z———= z
\x x Wk x? (2.7227 7 (2.72)3 2
Logo, para qualquer w,(x) € 0°((F(.),z))(x) + Ngq, (x) temos que

1 2.3 1 1

et T emi?” I2h G = e ©

w.(x)] > € (2,2.72].
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1
(2.72)2°

Concluimos entao que F satisfaz (H3) com & =



Capitulo 6

Comnsideracoes Finais

Neste trabalho abordamos o Método do Ponto Proximal para Otimizacao Mutiobjetivo
nao-convexo, onde as entradas da func¢ao vetorial estudada sao dadas pelo méaximo de uma
certa classe de fungoes continuamente diferenciaveis. A grande vantagem deste método se
encontra no fato de nao termos necessariamente a hipotese de convexidade no problema
estudado. Como ja foi mencionado, tal hipdtese facilita de diversas maneiras a obtengao
de uma solucao para nosso problema e a retirada de tal condi¢ao torna o Método mais
forte.

Uma perspectiva para trabalhos futuros é a de trabalhar com o Método do Ponto Proximal
para Otimizacao Multiobjetivo em espagos de dimensao infinita, motivados por [5]. Além
disso, uma outra possibilidade é a de estudar a generalizacao de outros métodos para

resolver um problema de Otimizagao Multiobjetivo.
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