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“Nao é o conhecimento, mas o ato de
aprender, nao a posse mas o ato de chegar

14, que concede a maior satisfagao.”

Carl Friedrich Gauss.



Resumo

Nesta dissertagao sao obtidas familias de exemplos de superficies translacionais minimas
nos espagos homogéneos tridimensionais, hiperbélico e solivel (Sols). Efetivamente, sdo
resolvidas as equagoes de superficies minimas em cada caso. Os resultados apresentados
neste trabalho sao extraidos dos artigos de Lopez (2011), Minimal Translation Surfaces

in Hyperbolic Space, e Munteanu e Lépez (2012), Minimal Translation Surfaces in Sols

v



Abstract

In this dissertation it is obtained families of examples of minimal translational surfaces
in three-dimensional homogeneous spaces, hyperbolic and solvable (Sols). Effectively, it
is solved the equations of minimal surface in each case. The results here presented were
extracted from the papers of Lépez (2011), Translation Minimal surfaces in hyperbolic

space, and Lépez and Munteanu (2012), Minimal translation surfaces in Solg
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Capitulo 1

Introducao

O estudo de superficies minimas tem atraido o interesse de matematicos e cientistas de
diversas areas desde longa data. De fato, os primeiros trabalhos tratando desta classe de
superficies datam do século XVIII com os estudos de Euler, Lagrange e Meusnier, os quais
também deram os primeiros exemplos de tais superficies, além dos planos: os catenoides
(as unicas superficies minimas de rotagao ) e os helicoides. Outra familia importante de
exemplos sao as superficies de Scherk as quais apareceram pela primeira vez em um artigo
publicado por ele em 1835 (Vide [4]), o qual diz que as tnicas superficies translacionais
minimas, além dos planos, sao as superficies dadas por

1 1
coolax) | _ —log|cos(ax)| — —log] cos(ay)|

onde a é uma constante nao nula.
Neste trabalho é obtido exemplos de superficies translacionais minimas nos espacos
homogéneos hiperbélico (H?) e soltivel (Sols) os quais sao dois dos oito modelos das geo-

metrias de Thurston, a saber

R3 S3 H3 S xR, e H?> xR,

juntamente com os Grupos de Lie tri-dimencionais

SL(2,R),Nil e Sols,
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onde SL(2,R) é o recobrimento universal de SL(2,R), com certas métricas invariantes a
esquerda.

No capitulo 2, apresentamos algumas nogoes basicas da geometria Riemanniana, notagoes
a serem utilizadas ao longo do nosso trabalho e alguns dos pré-requisitos para o bom en-
tendimento dos capitulos seguintes.

O foco do nosso estudo esta nos capitulos 3 e 4, que consistem no estudo dos artigos
Minimal translation surfaces in hyperbolic space [9] de Rafael Lopez e Minimal translation
surfaces in Solg [10] de Rafael Lépez e Marian Toan Munteanu. Na segao 3.1, apresentamos
nocoes basicas da geometria do espaco hiperbdlico H?, referente ao modelo de semi-espaco
R? ={(x,y,z) € R;z > 0}, onde é apresentada a expressao para a curvatura média deste
espaco.

Na secao 3.2 é dada a definicao das superficies do tipo I em H? as quais sdo parame-

trizadas por uma imersao X : U C R* — R3 definida por

X(x,y) = (x,y,f(x) +g(y)), (x,y)elU

onde f e g sdo fungoes suaves em abertos de R com, f(x) + g(y) > 0, Vx,y. Neste caso
obtemos a seguinte equacao de minimalidade:

f// 124 1+f/2+ 12
1+f/2 1+9/2 (1+f/2)(1+g/2)

onde consideramos as possiveis solucoes e concluimos o seguinte

Teorema: Nao existem superficies translacionais minimas do tipo I em H? .

Na secao 3.3 definimos as superficies do tipo II em H? as quais sao dada por uma
imersao X : U C R? — R? definida por

X(x,z) = (x,f(x) +g(z),z), (x,z)elU

onde f e g sao fungoes suaves em abertos de R. Neste caso obtemos a equagad de mini-

malidade

f” g// 1+f/2+g/2
z + =2g’ :
1+f/2 1+g/2 (1+f/2)(1+9/2)
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Observamos também que em [9], Lépes provou que as unicas superficies translacionais
minimas do tipo II em H? eram os planos totalmente geodésicos. Entretanto, hd uma
lacuna em sua prova que leva a uma méa conclusao. No entanto, usando seus argumentos,
SEO em [13] caracteriza as superficies translacionais minimas como segue abaixo.

Teorema: Seja M C H? uma superficie translacional minimas do tipo II dada por

X(x,z) = (x, f(x) + g(x),z). Entao as fungoes f e g sdo dadas por

f(x) = ax+b

cz
o2 = V¥ | e

2
onde a, b e ¢ sao constantes.

No capitulo 4, fazemos um estudo das superficies translacionais minimas em Sols, o
qual se trata de um grupo de Lie simplesmente conexo homogéneo que tem grupo de iso-
metria de dimensao 3. Nas se¢oes (4.4) e (4.5) basicamente definimos as superficies do tipo
I e do tipo II e obtemos em seguida suas equacoes de minimalidade dadas respectivamente

por

_f//g/3 _ e?g(f//g/+f/g/2 +f/39//) +e—29f/3(g/2 _ g//) =0

_f//g/S 4 6729(1:/2(9// _ 9/2) _ f//g/) 4 629(9” 4 9/2) =0
Donde concluimos os seguintes resultados

Teorema: As tunicas superficies translacionais minimas em Sols do tipo I sdo os pla-

nos Yy = Yo, 0s planos x = xg, os planos z = z; e as superficies parametrizadas por

(s, t) = x(s) * B(t) = (s + t,f(s), g(t))

Com f(s) =as+b a,beR, a#0e

1 t
g(t) = 5171(Ct) +m, I(t) :J Veoshtdr, ¢>0, e'™=a’
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Teorema: As tnicas superficies translacionais minimas em Solz do tipo II sdo os planos
X = Xg, 0s planos z = z, e as superficies parametrizadas por x(s,t) = (s, t + f(s), g(t))

com
(1) f(s) =aeg(t)=loglt+A[+ 1, onde a, A pneR.

(2) f(s) =as+b, a#0 e g(t) =3I '(ct) + m, com

t
I(t) = J Veoshtdr, ¢ >0, €™ =a%

Na secao 4.6 sao definidas as superficies do tipo I1I é obtida a equagao de minimalidade

para esta classe dada por

_e2(f+g)(g// + g/2) + 6_29(t2f/2g/2 + f/2 —t2f/29” —3tf/29/ +tf”g/ . f”)

_2f/29/2+tf/29/3+tf//9/3_f//g/2_f/2g//:O

Para esta classe nos sé daremos exemplos. A dificuldade deste processo reflete a auséncia
de simetrias do espaco Sols, em particular, esta no fato de os trés eixos coordenados nao

serem permutaveis. Obtemos assim o seguinte

Teorema: Exemplos de superficies translacionais minimas em Sols do tipo III sao os pla-
nos z = zy, os planos x = x e as superficies parametrizada por x(s, t) = (s, te", f(s)+g(t))

Ccom
1) f(s)=aeg(t)=loglt+Al+u; a,ApeR
2) f(s) = —logls + Al + e g(t) =a; a,A,ueR.

3) g(s) =loglt|+ 1 e f é uma funcdo arbitraria



Capitulo 2

Nocoes Preliminares

Neste capitulo apresentamos as nocoes basicas de geometria Riemanniana e, para
este fim, adotamos, principalmente as referéncias [1] e [2]. Apresentaremos varios de seus
resultados e conceitos que sao de grande importancia para o nosso estudo. Algumas de-
monstragoes dos resultados listados, neste capitulo, sao omitidas e podem ser encontradas

em [1] e [2].

2.1 Variedades Diferenciaveis

A nogao de variedade diferencidvel é de grande importancia em Geometria Diferencial,
pois ela permite estender o Calculo Diferencial a espacos mais gerais que o R™. A de-
finicao de variedade diferenciavel permite estender o conceito de superficie de uma forma

intrinseca, isto é, sem a necessidade de um espaco ambiente.

Definicao 2.1. Uma variedade diferencidvel de dimensao n é um conjunto M e uma
familia de aplicacoes biunivocas xo : Uy C R™ — M de abertos U, de R™ em M tais

que:

(1) UocXOC(Uoc)

M;

(2) Para todo par «, B, com xo(Ug) xp(Ug) =W # 0, 0s conjuntos x (W) e Xgl(W)
sao abertos em R™ e as aplicagoes xgl 0 Xy Xg (W) — xgl(W) sao difeomorfis-

mos;

(3) A familia {(Uy, X))} € mdzima relativamente as condicées (1) e (2).
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Figura 2.1: Mudanca de Parametrizacao

A aplicagdo x4 com p € x4(Uy) é chamada uma parametrizagdo (ou sistema de
coordenadas) de M em p; x4(Uy) é entdo chamada uma vizinhanga coordenada em p.
Uma familia {(Uy,x«)} satisfazendo as condigoes (1) e (2) é chamada uma estrutura
diferencidavel em M.

Observe que a condigao (3) aparece por razoes técnicas e que uma estrutura dife-
renciavel induz de uma maneira natural uma topologia em M. Basta definir que A C M

é um aberto de M se x; (A [ xx(Uy) é um aberto do R™ para todo «.

Exemplo 2.1. O espa¢o Fuclidiano R™ com a estrutura diferencidvel dada pela identidade

¢ um exemplo trivial de variedade diferencidvel.

Exemplo 2.2. Considere o conjunto S™ C R", dado por

S™ ={(Y1,Y2s -, Ynt1) € R y? +y3 + ..+ Yy, = 1},

e a aplicacao 1 : R™ — S™ —{N}, dada por

() = 2x1 2% X2 —1
B AR+ )2+ x2 1)

onde x = (X1, ...,xn) € N denota o pdlo norte de S™.De maneira andloga, podemos definir
a aplicacao my : R™ — S™ —{S}, que cobre S™ menos o polo sul S.

A familia {(7ry, R™)},i = 1,2, € uma estrutura diferencidvel para S™.
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De fato, m;(R™) Um(R™) =S™ e m(R™) (m(R™) = S™—{N,S}. Além disso 7, " :
S —{N} — R"™ € dada por

it :( £l . Yn ),
! (y) 1_yn+1 1_yn+1

ondey = (Yu, ..., Yyn). Assim, vemos que 7, *omy e T, ‘omty sdo diferencidveis, por exemplo,

X
i oy : RM— 0 — R™ —0 € dado por 7, * o my(x) = P que ¢ C*®. Portanto, a esfera

S™ € uma variedade de dimensao .

De agora em diante, quando indicarmos uma variedade por M™, o indice superior n
indicard a dimensao de M. A préxima defini¢ao estende a nocao de diferenciabilidade as

aplicagoes entre variedades.

Definigao 2.2. Sejam M™ e N™ wvariedades diferencidveis. Uma aplica¢ao ¢ : M — N
¢ diferencidvel em p € M se dada uma parametrizacaoy : V C R™ — N em ¢ (p) existe

uma parametrizacdo x : U C R™ — M em p tal que d(x(U)) C y(V) e a aplicagio
y 'lopox:UCR" — R™

¢ diferencidvel em x (p). & € diferencidvel em um aberto de M se é diferencidvel em

todos 0s pontos desse aberto.

Decorre da condi¢ao (2) da definicdo (1.1) que a definigdo dada é independente da
escolha das parametrizagoes.

Vamos estender as variedades diferenciaveis a nogao de vetor tangente.

Definicao 2.3. Sejam M uma variedade diferencidvel e p € M. Uma aplicacao dife-
rencidvel o : (—e, €) —> M é chamada uma curva (diferencidvel) em M. Suponha que
x(0) =p € M, e seja D o cunjunto das fungoes de M diferencidveis em p. O wvetor

tangente a curva «x em t =0 € a funcao «'(0) : D — R dada por

d(fo )
"0f = ———= feD.
o (0) dt =0 <

Um vetor tangente em p € o vetor tangente em t =0 de alguma curva «: (—e, €) — M

com x(0) =p. O conjunto dos vetores tangentes a M serd indicado por T,M.
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Observe que a nogao de vetor tangente nao depende da particular curva escolhida.
A definigdo acima é motivada pela seguinte consideragao. Seja « : (—e,e) — R™

uma curva diferencidvel de R™, com «(0) = p. Escreva
a(t) = (x1(t),...,x (1), t € (—e, €), (x1, ..., xn) € R™

Entao o’/(0) = (x{(0),...,x,(0)) =v € R". Seja agora f uma funcao diferencidavel
defnida em uma vizinhanca de p. Podemos restringir f a curva o e calcular a derivada
direcional segundo o vetor v € R™ como

d(fo«)
dt

= of

to el aXi

dXi
t=0 dt

D
= <Z Xi(o)&q) f.

Portanto a derivada direcional segundo v pode ser compreendido como um operador

sobre funcgoes diferenciaveis que depende unicamente de v.

Proposicao 2.1. Sejam MT e MJ' variedades diferencidveis e seja @ : My — My
uma aplicagao diferencidvel. Para cada P € My e cada v € T,M,, escolha uma curva
diferencidavel « : (—e, e) — My com «(0) = p, a(0) =v. Faga p = @ o . A aplicagio
dop, : T,My — Ty )M dada por dey,(v) = B'(0) € uma aplicagao linear que ndo

depende da escolha de «.

Demonstragao. Vide [1]. O

Definicao 2.4. A aplicacao linear dg, dada pela (Proposicao 1) é chamada diferencial
de @ em P.

Definicao 2.5. Sejam My e My variedades diferencidveis. Uma aplicacao @ : My —>

M, € um difeomorfismo se ela é diferencidvel, inversivel e sua inversa @'

¢ diferencidvel.
@ € um difeomorfismo local em p € M se existem vizinhancas U de p e V de @(p) tais

que @ : U — V é um difeomorfismo.

A demonstragao do proximo teorema é uma aplicacao imediata do teorema da fungao

inversa no R™.
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Teorema 2.1. Seja @ : M" — MZT uma aplicagao diferencidvel e seja p € My tal que

dey : T,My — Ty (p)My € um isomorfismo. Entao @ € um difeomorfismo local em p.

Demonstragao. Vide [1]. O

Definicao 2.6. Sejam M™ e N™ variedades diferenciaveis. Uma aplicagao diferencidvel
@ : M — N € uma imersao se d@y : T,M — Ty )M € injetiwa para todo p C M.
Se, além disto, @ € um homeomorfismo sobre @(M) C N, onde @(M) tem a topologia
induzida por N, diz-se que @ é um mergulho. Se M C N e a inclusioi: M — N € um

mergulho, diz-se que M € uma subvariedade de N.

Observe que se @ : M™ — N™ é uma imersao, entao m < n; a diferenca n —m é

chamada a codimensao da imersao .

Exemplo 2.3. Uma parametrizacio x : U — S de uma superficie reqular S C R® é por

definicdao uma imersao

Quando lidamos com situacoes de carater estritamente local, em Geometria, é indife-
rente tratar como imersoes ou mergulhos. Isso provém da seguinte proposicao que mostra

ser, toda imersao, localmente (no sentido abaixo explicitado) um mergulho.

Proposigao 2.2. Seja @ : MT' — MI' | wma imersao da variedade My na variedade
M. Para todo ponto p € My, existe uma vizinhanga V - C My de p tal que a restri¢ao

©|y V. — My € um mergulho.

Demonstracao. Vide [1]. O

Definicao 2.7. (Fibrado Tangente ) Seja M™ uma variedade diferencidvel. O fibrado
tangente de M € o espaco TM = {(p,v);p € M,v € T,M} = U ToM. TM possui

peM
estrutura de variedade diferencidvel. Seja {(Uy, ©o)}la @ estrutura diferencidvel de M.
0 0

Indicaremos por (x{, ..., x%) as coordenadas de Uy e por {

o —a} bases associadas
ox§ ox&

nos espacos tangentes de xo(Uy). Para cada «, defina

Yo ' Uy X R — TM,
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por

o
0
x X _ x X n
yoc(xlﬂ"'7xn7u17"‘7un) - (XOC(Xlw"?Xn)?;uiw) ) (ulv‘"un) € R™
Isto significa que tomamos como coordenadas de um ponto (p,v) € TM as coordenadas
0 0
Xy, .., X% de p junto com as coordenadas de v na base {ax_"" o ax_"‘}
1 n

Observamos que {(Uy X R™ Yy )} € uma estrutura diferencidvel em TM.

Definicao 2.8. Um campo de vetores X em uma variedade diferenciavel M é uma cor-
respondéncia que a cada ponto p € M associa um vetor X(p) € T,M. Em termos de
aplicagoes, X € uma aplicacdo de M no fibrado tangente TM.. O campo € diferencidvel se

a aplicagao X : M — TM for diferenciavel.

Considerando a parametrizacao x : U C R — M é possivel escrever localmente

0
X(p) = aia_xi

Y
P

n
onde cada a; : U — R é uma funcao em U e { i } ¢ a base local associada a x,
i)i=
i =1,..,n. X é diferenciavel se e s6 se as funcoes ail sléo diferenciaveis para alguma
parametrizagao.
As vezes é conveniente considerar um campo de vetores como uma aplicacao

X:D — F do conjunto D das fungoes diferenciaveis em M no conjunto F das funcgoes

em M, definidas do seguinte modo

X1)(p) = Y alp)ar(p), feD,
i=1 '

onde f indica, por um abuso de notagao, a expressao de f = fox = f|y(y) na parametrizagao
X.

A interpretagao de X com um operador em D permite-nos considerar os iterados de
X. Por exemplo, se X e Y sao campos diferenciaveis em M e f: M — R é uma fungao
diferencidvel, podemos considerar as funcoes X(Yf) e Y(Xf). Em geral, tais operacoes nao
conduzem a campos vetoriais, por envolverem derivadas de ordem superior & primeira,

entretanto,
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Lema 2.1. Sejam X e Y campos diferencidveis de vetores tangentes em uma variedade

diferencidvel M. Entdo existe um unico campo de vetores Z tal que, para todo f € D,

Zf = (XY — YX)f

Demonstragao. Vide [1]. O

O campo vetorial Z dado pelo Lema (1.1) é chamado de colchete de X e Y, [X,Y] =
XY —YX.

A operacao colchete possui as seguintes propriedades:

Proposicao 2.3. Se X,Y e Z sao campos diferencidveis em M, a,b sao nimeros reais,

e f,g sao funcoes diferencidveis, entao:

(a) [X,Y] =—=IX,Y] (anticomutatividade),

(b) [aX+bY,Z] = alX, Z] + blY, Z] (linearidade),

(c) X, Y], Z] + 11V, Z], X] + [[Z,X], Y] =0 (identidade de Jacobi),
(d) [fX,gY] =fglX, Y]+ fX(g)Y — gY(f)X.

Demonstragao. Vide [1]. O

2.2 Meétricas Riemannianas

Defini¢ao 2.9. Uma métrica Riemanniana (ou estrutura Riemanniana) em uma va-
riedade diferencidvel M é uma correspondéncia que associa a cada ponto p de M um
produto interno (,)p (isto €, uma forma bilinear simétrica, positiva definida) no espaco
tangente T,M, que varia diferenciavelmente no sequinte sentido: Sex : U C R™ — M
¢ um sistema de coordenadas locais em torno de p,com X(x1,Xa,....,Xn) = q € x(U) e

O (q) = ax(0,...1,...0), entdo< 9

aXi aXi
rencidavel em U.

a 7 ~ .
(q), a—Xj(q)>q = gij(X1, ..., Xn) € uma funcdo dife-

Esta definigdo nao depende da escolha do sistema de coordenadas (Vide [1].)
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E usual deixar de indicar o indice p em (, ), sempre que nao houver possibilidade de
confusao. As fungoes gij sao chamadas expressoes da métrica Riemanniana no sistema
de coordenadas x. Uma variedade diferencidvel com uma dada métrica Riemanniana

chama-se uma variedade Riemaniana.

Definicao 2.10. Sejam M e N wvariedades Riemannianas. Um difeomorfismo f: M —

N é chamado uma isometria se:

(w,v)p = (df,(u), dfy)¢(p), para todo pe M, u,veT,M

Definicao 2.11. Sejam M e N wvariedades Riemannianas. Uma aplicacao diferencidvel
f: M — N € uma isometria local em p € M se existe uma vizinhangca U C M de p tal

que f: U — f(U) € uma isometria.

Variedade Riemanniana M é localmente isométrica a variedade Riemanniana N se
para todo p em M existe uma vizinhanca U de p em M e uma isometria local f:U —

f(U) C N.

Definicao 2.12. Um campo vetorial V ao longo de uma curva suave ¢ : I — M é
uma aplica¢do que a cada t € 1 associa um vetor tangente V(t) € Tc)yM. Diz-se que
V € diferencidvel se para toda funcao diferencidvel f em M, a funcao t — V(t)f € uma

funcao diferencidvel em 1.

Finalizamos esta secao com um teorema de existéncia de métricas Riemannianas.

Proposigao 2.4. Uma variedade diferencidvel M (de Hausdorff e com base enumerdvel)

possut uma métrica Riemanniana.

Demonstragao. Vide [1]. O

2.3 Conexoes Afins; Conexao Riemanniana

Indicaremos por X(M) o conjunto dos campos de vetores de classe C* em M e por D(M)

o anel das fungoes reais de classe C* definidas em M.



Capitulo 2. Nocoes Preliminares 13

Definicao 2.13. Uma conexdo afim V em uma variedade diferencidvel M é uma aplicacao
V:X(M) x X(M) — X(M)

que se indica por (X,Y) — VXY e que satisfaz as sequintes propriedades:

l) fo+gy = foZ + QVYZ,
i) Vx(Y+Z) = VxY + VxZ,
iii) Vx(fY) = fVxY + X(f)Y,

onde X,Y,Z € X(M) e f,g e DM).

Proposicao 2.5. Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexao afim V. Entao
existe uma unica correspondéncia que associa a um campo vetorial diferencidvel V' ao
: : .. DV
longo da curva diferencidvel ¢ : I — M um outro campo vetorial T ao longo de c,

denominando derivada covariante de V ao longo de c, tal que:

D DV DWwW
— W)=—+—.
D) VW=t g
D f DV
b) a(fV) = %V + fa, onde W ¢é um campo de vetores ao longo de ¢ e f é uma

fungao diferencidvel em 1.

c) Se V € induzido por um campo de vetores Y € X(M), i.é., V(t) = Y(c(t)), entdo

DV
o = VdesadY-
Demonstragao. Vide [1]. O

Definicao 2.14. Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexdo afim V. Um
campo vetorial V ao longo de uma curva c : I — M é chamado paralelo quando T 0,

para todo t € 1.

Proposicao 2.6. Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexdao afim V. Seja
c: I — M uma curva diferencidvel em M e Vy um vetor tangente a M em c(ty) € 1
(i.é. Vo € Tey)M). Entdo existe um tnico campo de vetores paralelo V ao longo de c,

tal que V(tg) = Vy, (V(t) € chamdo transporte paralelo de V(to)) ao longo de c).
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Demonstragao. Vide [1]. O

Definicao 2.15. Uma conexao V em uma variedade Riemanniana M é compativel com

a métrica se, e somente se,

X(Y,Z) = (VxY,Z) + (Y,VxZ), X,Y,Z e X(M).

Definigao 2.16. Uma conexdo afim V em uma variedade diferencidvel M € dita simétrica

quando

VxY —=VyX =I[X,Y] para todo X, Y € X(M).
Podemos agora enunciar o teorema fundamental desta secao

Teorema 2.2. (Levi-Civita). Dada uma variedade Riemanniana M, eziste uma unica

conexao afim V em M satisfazendo as condigoes:

a) V ¢é simétrica

b) V € compativel com a métrica Riemanniana.

Demonstragao. Vide [1]. O

Dados X,Y,Z € X(M). Se V é uma conexao de Levi-Civita em uma variedade Rie-
manniana (M, g), entao vale a identidade
1
(Z,VyX) = §{X<Y, Z)+Y(Z,X)— Z(X,Y) (2.1)

A férmula (2.1) é chamada formula de Koszul, e sera fundamental na determinagao das

conexoes que consideramos neste trabalho.

2.4 Geodésicas

Nessa secao falaremos sobre curvas que minimizam localmente a distancia em uma varie-
dade Riemanniana. De agora em diante, M denotara uma variedade Riemanniana munida

com uma conexao Riemanniana.
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Definicao 2.17. Uma curva suave parametrizada y : I — M €é uma geodésica se
Vyi)Y =0, para todo t € I. Se la,b] C I ey : 1 — M € uma geodésica, a res-

tricao de y a [a,b] é chamada uma geodésica (segmento geodésico) ligando y(a) a y(b).

Se vy : I — M é uma geodésica, entao

d
E(vﬂﬂ =2(V,v',v") =0,

isto é, o comprimento de y’ é constante. De agora em diante, consideraremos apenas
geodésicas tais que [y'| = ¢ # 0. O comprimento de arco s de y, a partir de uma origem
fixa, digamos t = ty, é entao dado por

t
J by'ldt = c(t —tg).

to

Portanto, o parametro de uma geodésica é proporcional ao comprimento de arco. Quando
o parametro é o proprio comprimento de arco, isto é, ¢ = 1, diremos que a geodésica g

estd normalizada.

Teorema 2.3. Seja M uma variedade Riemanniana. Para cada ponto p € M e cada
veT,M comv| =1, existe € > 0 e uma unica geodésica o : (—e, €) — M parametrizada

pelo comprimento de arco, tal que x(0) =p e &’(0) = v.

Demonstragao. Vide [1]. O
A proposicao seguinte nos permite introduzir o conceito de aplicagao exponencial.

Proposicao 2.7. Dadop € M, existem uma vizinhanca V de p em M, um nimero € > 0
e uma aplicacio C®, o0t (—2,2) xU — M, U ={(q,w) e TM;q € V,w € T,M, [w| < €}
tal que t — «(t, q, W), € a unica geodésica de M que no instante t = 0 passa por q com

velocidade w, para cada q € V e cada w € T,M, com [w| < €.

Demonstragao. Vide [1]. O

Vamos introduzir agora a aplicacao exponencial. Seja p € M e U C TM um aberto

dado pela proposicao 1.7. Entao a aplicacao exp : U — M dada por
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]
exp(q,v) = (1, q,v) = (|v|, " M) (qv) €U

Geometricamente, expy(v) = exp(q,v) ¢ o ponto de M obtido percorrendo um com-

primento igual a |[v|, a partir de q, sobre a geodésica que passa por q com velocidade igual
%

a —.
vl

Proposicao 2.8. Dado q € M, existe uma vizinhaca B da origem de T,M tal que

expy : B —> M € um difeomorfismo de B sobre um aberto de M.
Demonstragao. Vide [1]. O

Definicao 2.18. Uma variedade Riemanniana M € (geodesicamente) completa se para
todo p € M as geodésicas y(t) que partem de p estao definidas para todos os valores do

parametro t € R.

Intuitivamente, o conceito de variedade completa, diz que a variedade nao possui

”furos” ou fronteiras.

2.5 A segunda forma fundamental

Seja (M“*m:k, (,), V) uma variedade n-dimensional e f : M™ — M¥* uma imersao.
Nestas condicoes, a métrica Riemanniana de M induz de maneira natural uma métrica

Riemaniana em M através da defini¢ao

(w,v) = (dfp(u),df, (v))¢p), Vp € M, Vu,v € T,M,

e dessa forma, a aplicacao f é uma imersao isométrica.

Dado p € M, existe uma vizinhanca U C M de p tal que f(U) € M é uma
subvariedade de M. Portanto existem uma vizinhanca U de f(p) e um difeomorfismo
¢ : U — V C R¥ em um aberto V do R¥, tais que ¢ aplica difeomorficamente f(U) NU
em um aberto do subespago R™ C R¥. Identificaremos U com f(U) e cada vetor v € TyM,
q € U, com o vetor dfq(v) € Tf(q)M. Assim, para cada p € M, o produto interno em

T,M decompde T,M na soma direta

ToM=T,Ma (T,M)*,
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onde (Tpl\/l)L ¢ o complemento ortogonal de T,M em TPM, p € M, podemos escrever

v=v'+v vl e T,Mv' e (T,M)".

Denominamos v' a componente tangencial de v e v+ a componente normal de v. Além
disso, usando o difeomorfismo ¢ podemos estender campos de vetores X, Y de M definidos

em f(U) NU, a campos de vetores X, Y definidos em U tal que
Xlu = X.
A conexao Riemanniana de M serd indicada por V. Se X e Y sdo campos locais de
vetores em M e X, Y sdo extensdes locais a M,definimos:
VxY = (VgY)'

Lema 2.2. A conzdo Riemanniana em M relativa a métrica induzida de M por f, é V,

definida acima e, independente das extensoes X e Y.
Demonstragao. Vide [1]. O

Definicao 2.19. (Campo Normal) Sejam f: M — M uma imersdo isométrica, U C M
uma vizinhanga de p € M tal que f(U) C M aberto e f(U) € U. O campo X diz-se normal
a M se X, € (T,M)+.

Dessa forma, se X e Y sao campos locais em M

B(X,Y) = VxY — VxY (2.2)

é um campo local em M normal a M.
Observacgao 2.1. Por [1], temos que:

(a) B(X,Y) ndo depende das extensées X, Y. Portanto B(X,Y) estd bem definida.
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(b) Indicaremos por X(W)* o espaco dos vetores diferencidveis em U normais a U.

Proposicao 2.9. Se X,Y € X(U), a aplicacdo B : X(U) x X(U) — X(U)* dada por
B(X,Y) = (X,Y) = VgY — VxY

€ bilinear e simétrica.

Demonstragao. Vide [1]. O

Como B é bilinear, concluimos, exprimindo B em um sistema de coordenadas, que o
valor de B(X,Y)(p) depende apenas de X(p) e Y(p).

Agora podemos definir a segunda forma fundamental. Sejam p € M en € (TpM)L.
A aplicacao H,, : T,M x T,M — R dada por

Hn(X,U) - <B(X7Y)7n>7 X,y € T‘pM7 (23)
é, pela proposicao (1.9), uma forma bilinear simétrica.

Definigao 2.20. Sejap € M en € (T,M)*. A forma quadrdtica I1,M definida em T,M

por
IIT] (X) = HT](Xa X) = <B(X7X)7n> (24)
é definida a sequnda forma fundamental de f em p sequndo o vetor normal 1.

Observagio 2.2. (a) As vezes se ultiliza também a expressio segunda forma funda-
mental para designar a aplicagio B que em cada p € M € uma aplicagao bilinear,

simétrica, tomando valores em (T,M)> .

(b) Associada d aplica¢io Hy, temos a aplicagdo linear auto adjunta Ay : T,M — T,M
definida por
(Aq(x),y) = Hn(x,y) = (B(x,y),m).

onde x,y € T,M. O operador A, é chamado de operador forma.

Proposicao 2.10. Sejap € M, x € T,M en € (T,M)*. Seja N uma extensao local de

1N normal a M. Entao
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Demonstragao. Vide [1]. O

Considerando o caso particular em que a codimencao da imersao é 1, ou seja, f :
M"™ — M™*! e uma imersdo isométrica; f(M) C M é entdo denominada uma hipersu-
perficie.

Sejam f(M) C M uma hipersuperficie, p € M en € (T,M)*, In| = 1. Como A, :
T,M — T,M ¢é auto-adjunta, existe uma base ortonormal de {ey, ..., e} de T,M formada
por autovetores com autovalores associados Ay, ..., An, isto é, Ajy(ei) = Aei, 1 <1< n.
Supondo que M e M sdo orientéveis e estdo orientadas entdo o vetor 1 fica univocamente
determinado se exigirmos que {eq, ..., en, N} uma base orientada na orientacao de M. Neste
caso, denominamos as e; direcoes principais e os A; = ki curvaturas principais da imersao
f. O operador forma A = A, é chamado de operador de Weingarten associado a
segunda forma fundamental. Neste caso, vale a igualdade A,, = —(V,N) (Basta usar o
fato de que In| = (N, N) =1 e derivar a fun¢do (N, N) = 1 na diregdo do campo X.) As
funcoes simétricas de Aq,...,An s@o os invariantes da imersao. Por exemplo: det(A,) =
A1...An € denominada a curvatura de Gauss-Kronecker de f e %tr(An) = %(7\1 + .+ An)
é denominado a curvatura média de f. Um caso importante ocorre quando M = R+,
Neste caso, podemos dar uma interpretacao geométrica interessante de A,,. Inicialmente,
seja N uma estensao local de 1, unitdria e normal a M. Seja S™ = {x € R} ||x|| =1} a
esfera unitdria de R™*! e defina a aplicagdo normal de Gaus, g : M™ — S™, transladando

a origem do campo N para a origem do R™"! e fazendo
g(q) = ponto final do transladado de N(q).

como ToM e Tgy(q)(ST) sao paralelos, podemos identifica-los, e dgq : TyM — TqM ¢
dada por

dgq(v) = S (Noclt)ig = VoN = (VyN)" = —A,(v),

onde ¢ : (—e, €)M é uma curva com c(0) = q,c’(0) = v. Segue-se que —A,, é a derivada

da aplicagao normal de Gauss.

Definicao 2.21. (Imersio Geodésica) Uma imersdo f: M™ —s M™™ ¢ geodésica em
p € M se para todom € (TpM)l, a sequnda forma fundamental 11, € identicamente nula
em P, o que equivale a dizer que B € nula em p. A imersao f é totalmente geodésica se

ela € geodésica para todo p € M.
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Proposicao 2.11. Uma imersio f : M™ — M™™ ¢ geodésica em p € M se, e somente

se, toda geodésicay de M partindo de p € geodésica em M.
Demonstragao. Vide [1]. O

Exemplo 2.4. Qualquer espaco afim em R™ € totalmente geodésico, pois as geodésicas

(as quais sao retas) coincidem nos dois casos.

Definigao 2.22. (Imersio Minima) Uma imersdo f : M™ — M™™ ¢ minima se para

todo p € M e todon € (T,M)* tem-se o que o trago de A, € zero, isto é, tr(A,) = 0.

Observacgao 2.3. (a) (Vetor Curvatura Média) Seja f : M™ — M™F™ uma imersdo,
P € M e Ey,...,E.. um referencial ortonormal local de vetores em X(U)*L, onde
U C M é uma vizinhanca de p na qual f € um mergulho, podemos escrever, em p,

m
B(x,y) =) Hilx,y)Ei, x,y€T,M, onde H;=He,isto ¢

i=1

ZHE x,Y)Eq —Z(AEi(x),wEi.

i=1
O vetor normal dado por

Fil 1 &
—Z traco Ay) (2.5)
n :

onde Aiy = Ag,, € chamado o vetor curvatura média de f. Ezplicitamente, como
o traco de um operador linear ¢ independente da base, seja{er, ..., en} um referencial
local em U, portanto uma base de T,M para cada p € M, o traco de Ay (em cada
p € M) € dado por

Assim,
Hip) = H=— > (trago AE; = - D 1D (Auley), e]>] Ei
i=1 i=1 Lj=1

_ %Z Z<B(€j,e)’,Ei)7Ei>] :%Z

j=1 Lj=1

(b) E claro que f é minima se e sé se H(p) =0, para toda p € M.

(c) H ndo depende do referencial E; escolhido.
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2.6 Grupos de Lie

Nesta secao, a palavra diferenciavel significara de classe C*.

Definicao 2.23. Um grupo de Lie G € uma variedade diferencidvel dotada de uma estru-

tura de grupo, definida por uma operagao *, de modo que a aplica¢ao

n:G6xG6G — G

(x,y) — upxy)=x*y "

¢ diferencidvel, onde y~! denota o elemento inverso de .

Decorre imediatamente da definicao que, num grupo de Lie G, para cada x € G as

aplicagoes
L,:G — G
Yy —> XxXxy
e
R,:G — G

Yy — Yx*xX

sao difeomorfismos de G. Estas aplicacoes sao chamadas, respectivamente, translacdo a

esquerda por x e translacao a direita por x. Indicaremos por e o elemento neutro de G.

Exemplo 2.5. O R™ com a operagcao de adigao e a estrutura difereciavel usual é um

grupo de Lie.

Exemplo 2.6. Seja S! ={z € C; |z| = 1}, onde C € o conjunto dos niimeros complexos.
Consideremos em S' a estrutura de grupo multiplicativo: se o, € S', entdo x.p € o
produto dos niumeros complexos & e 3. Como a aplicacao

C"xCr — C

.
(xy) — x/yzm%

¢ diferencidvel e sua restricao a S tem imagen em S*, S € um grupo de Lie.
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Exemplo 2.7. O produto de dois grupos de Lie G e H € um grupo de Lie G X H, com a

estrutura de variedade produto e produto direto de grupos:

(g1, h1) ® (g2, h2) = (g1 - g2, hy - hy),

quaisquer que sejam g1, ge em G e hy, hy em H. Dessa forma, a partir dos exzemplos (1.5)
e (1.6) concluimos que o toro n-dimensional T" =S' x ... x S! e o cilindro T x R™ sdo

grupos de Lie.

Exemplo 2.8. A variedade GL(n,R) das matrizes reais n X n inversiveis, munido com a
~ . . ~ . . ., 2
operagao usual de multiplicagao de matrizes e com a estrutura diferencidvel usual do R™

¢ um grupo de Lie. De fato, note que as funcoes abaizo sao diferencidveis
f: GL(n,R) x GL(n,R) — GL(n,R) dada por f(A,B)=AB e

g:GL(M,R) — GL(n,R) dada por g(A)=A"".

De forma andloga pode-se mostrar que GL(n, C) admite a estrutura de grupo de Lie. Os

grupos GL(n,R) e GL(n,C) sdo chamados grupos lineares.
Definimos agora a nogao de campos invariantes a esquerda em um grupo de Lie G.

Definicao 2.24. Dizemos que um campo X de vetores tangentes a um grupo de Lie G é
invariante a esquerda quando Xyy = dLy(Xy), quaisquer que sejam x,y € G. Analoga-

mente, X € invariante a direita quando dRy(Xy) = Xyx, quaisquer que sejam x,y € G.

O conjunto dos campos invariantes a esquerda de um grupo de Lie G serd denotado por
LG. Um campo X invariante & esquerda (respectivamente a direita) fica completamente
determinado quando se conhece X, ou seja, o valor do campo na identidade e, pois
Xy = dLy(Xe). Note que LG é também um espaco vetorial, pois dados X,Y € LG e

x € R, tem-se

X+ oY)y = Xyy + oYy
= AL (Xy) + adL(Yy)
= AL (X, + aYy)

= AL (X + aY),.
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Donde X + Y € LG.

Proposicao 2.12. A aplicacao

a: LG — T.G
X: — «X) =Xe,

€ um isomorfismo de espacos vetoriais.
Demonstracao. E claro que « € linear. De fato, dados X, Y € LG e A € R, tem-se
(X +AY) = (X+AY)e = Xe + AYe = x(X) + Ax(Y).

Agora, mostremos que o« é sobrejetora. Dado Z € T.G, defina um campo X em G por

Xy = dLy(Z). Temos,
Xxy = dLy(Z) = dLy o dLy(Z) = dL(Xy).

Portanto, X € LG. Além disso,

temos que

E, dado x € G, temos

Logo, X =Y. O]

Proposicao 2.13. Se X é um campo invariante a esquerda em G, entao X é diferencidvel.
Demonstracao. Vide 2] O

Definicao 2.25. Uma dlgebra de Lie sobre R € um espago vetorial real g, munido de uma
operacao bilinear [-,-] : g x g —> g, denominada colchete de Lie, satisfazendo as sequintes

propriedades:
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1. [X,Y] = —[Y,X] (anticomutatividade)
2. [[X, Y], Z] + (Y, Z], X] + [[Z, X], Y] = 0 (identidade de Jacobi)
para todo X,Y e Z pertencentes a g.

Vejamos alguns exemplos de dlgebra de Lie.

Exemplo 2.9. O espaco vetorial M(n,R) das matrizes quadradas reais com o colchete
definido por
[A,B] = AB — BA,

onde AB indica o produto das matrizes A e B.

Exemplo 2.10. R? com o colchete dado por

x,yl =x xvy,

onde x indica o produto vetorial usual de R3.

Exemplo 2.11. Seja M uma variedade diferencidvel. X(M) € um espaco vetorial com as

operacoes de soma de campos e multiplicacao de um nimero real por um campo, a saber
(X4+Y) =X+ Yy e (AX)x = AXx.

Para X, Y € X(M), f: M — R de classe C* e x € M, definimos o colchete [X,Y] como
o campo em X(M) tal que

(X, Y1 () = Xx(YT) — Y (XF),

Assim temos que X(M) € uma dlgebra de Lie. Mais detalhes encontram-se em [2]

Definicao 2.26. Sejam M e N wariedades diferencidaveis e @ : M — N wma aplica¢ao

de classe C*®. Dizemos que os campos X € X(M) e Y € X(N) sdo @-relacionados, se
dpoX=Yo .
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Proposicao 2.14. Seja @ : M — N uma aplicagao de classe C*, onde M, N sdao
variedades diferencidveis. Se X,X; € X(M) sdao @-relacionados, respectivamente, com

Y,Y: € X(M), entao [X,X1] € @-relacionado com [Y,Y].

Demonstra¢ao. mostremos que para cada p € M e cada f € C*°(M) vale a igualdade
de[X, Xl (f) = [V, Yilo (p) (f).

De fato,

dolX, Xilp(f) = X, Xilp(fo @)
= Xp(Xi(fo@)) = (Xi)p(X(fo )
= Xp(do(X1))(f) — (X1)p(de(X))(f)
= Xp(Yi0@)(f) = (X1)p(Yo @)(f)
= Xp(Yi(f) 0 @) — (X1)p(Y(f) 0 @)
= de(Xp)(Yi(f) — de(X;),(Y(f))
= Yo(p) (Yi(f)) — de(X1)p(Y())
= Yo (Yi(f)) = (Y1) o(p) (Y(F))
= [V, Yilgp (f).

Corolario 2.1. Se X,Y € LG, entao [X,Y] € LG.

Demonstragao. Vide [2] O

Exemplo 2.12. Seja G um grupo de Lie e LG o espac¢o dos campos invariantes a esquerda.
LG € um espago vetorial e pelo Coroldrio (1.1) € fechado em rela¢ao a operagao de colchete

de campos definida no exemplo (1.11). Assim, LG é uma dlgebra de Lie.

Ja vimos na Proposigao (1.10) que LG e T.G sao isomorfos como espagos vetoriais.
Assim, podemos introduzir em T.G uma estrutura de algebra de Lie passando o colchete

de campos em LG para T.G.
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Definicao 2.27. Seja G um grupo de Lie. Definimos a dlgebra de Lie de G como sendo

o espaco vetorial tangente a G no ponto e, T.G, onde e ¢ o elemento neutro de G.

Assim, para \7,\//\/\ € T.G, definimos [\7, \//V\] = [W, V], onde V, W € LG sao tais que
V, =dL,V e W, =dL W.

Denotaremos por Ga algebra de Lie do grupo de Lie G.

Definicao 2.28. Uma métrica Riemanniana num grupo de Lie G € invariante a esquerda

se as translagcoes a esquerda sao isometrias, ou seja,
(u,v) = (d(Ly)yu, d(L)yVv)i, ) Vx,y € G, Vu,v e T,G.

Analogamente define-se métrica invariante a dieita.

Uma métrica que é invariante a esquerda e a direita diz-se bi-invariante. Para intro-
duzir uma métrica invariante a esquerda em G podemos, por exemplo, tomar um produto

interno qualquer em T.G := G e definir

<LL, \)>X = <d“—x—1)xu7 d“—x—l)xv>e7vx € G,Vu,v e T,G.

Isto define, de fato, uma métrica Riemanniana em G, pois L, depende diferenciavel-
mente de x, e tal metrica sera invariante a esquerda.

Uma métrica homogénea em uma variedade M é uma métrica Riemanniana tal que
dados dois pontos x,y € M existe uma isometria de M que leva x em y. Com tal métrica,
M ¢ dita homogénea.

Um grupo de Lie com métrica invariante a esquerda é uma variedade homogénea,

no sentido que: dados x,y € G existe uma isometria de G que leva x em y, a saber

Lyx—llG — G

X +— LHXA (X) = yx_lx =y

Seja G um grupo de Lie com métrica (,) invariante a esquerda. Se X,Y € LG entéo

(X,Y) é constante, pois
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(Xx; Yy) = ((dLy)eXe, (dLx)eYe) = (Xe, Ye)- (2.6)

Consequentemente, no caso de um Grupo de Lie, a férmula de Koszul (2.1) reduz-se a

2VxY, Z) = (IX, Y], Z) — (IY, Z], X) + ([Z,X], Y). (2.7)



Capitulo 3

Supertficies Translacionais Minimas

no Espaco Hiperbdlico

Superficies translacionais minimas, como planos geodésicos e do tipo Scherk surgem em ou-
tros ambientes geométricos que nao sao espagos euclidianos. Neste capitulo e no préximo
estaremos interessados em considerar tais exemplos no espaco hiperbédlico e no espaco

3013

3.1 Conceitos Basicos no Espaco Hiperbdlico

A auséncia de uma estrutura afim no espaco hiperbdlico H?® nao permite dar um con-
ceito intrinseco de superficie translacional como no ambiente Euclidiano. O modelo que

consideramos de espaco hiperbdlico é o de semi espaco
3 3
R+:{(X1,X2,X3) eR ) X3>0}7

equipado com a métrica em um sistema global de cartas induzido pela identidade

;. R3 3
i:R} — H°,

,  dxi+ dx3 + dx}
— = ,
3

ds

Neste modelo, nés podemos considerar superficies que sao somas de curvas planares,

isto é , curvas de R‘:’L contidas em planos coordenados Euclidianos. As coordenadas x1, Xs

28
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sao permultaveis, o que nao occore para a coordenada x3, e isso é uma diferenca do
espaco Euclidiano, no qual a escolha da coordenada x3 nao é significante, isto é, o grupo
das permutacgoes estd contido no grupo dos isomorfismos.

Sejam X e Y campos vetoriais em R3, x3 > 0, seu produto interno euclidiano ¢ dado

por

3
X Y= Z XiYi
i=1
enquanto que seu produto interno hiperbdlico é

1
(X,Y) = —=X-Y
X3

cada uma dessas métricas nos da uma nocgao da derivada covariante que vamos representar
por DxY, associada & métrica Euclidina, e VxY, associada & métrica hiperbélica. Essas
duas derivadas estao relacionadas como estabelece o seguinte lema:

Lema 3.1. (Z,VyX) = Xigz -DyX + X%(—X[xg]v Z—Y[x3]Z - X+ Z[x3]X-Y)

Demonstracao. Nos sabemos que
Y(Z,X) = (VyZ,X) + (Z,VyX)

Por outro lado, nés podemos escrever:
1
Y(Z,X) =Y [—QZ . X]

X3

9 1 1
= — (—3) Yx3]Z- X+ 5DyZ-X+ 5DyX-Z
X3 X3 X3

Férmulas similares podem sem obtidas para X(Y,Z) e Z(X,Y). Disto segue que

_ _ 2 1= 1 -
(VyZ,X) +(Z,VyX) = ——3Y[x3]Z X+ 5DvyZ- X+ 5DyX-Z
X3 X3 X3

_ _ —2 1 - 1=
X3 X3 X3
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_ _ —2 1 - 1 -
(VZY, X) + (Y, VzX) = —32[x3]Y X+ 5DzY - X+ 5DzX-Y
X3 X3 X3

Adicionando as primeiras duas equagoes e subtraindo a ultima, nés obtemos:

(IY, Z],X) + (X, Z],Y) +(Z,VvX) + (Z, VXY)

_ %{z[xg]v X = YixslZ - X — X[xs)Z - Y} +
3

1 - 1 - 1 -

—=DvyZ - X+ 5DyX-Z+ —5DxZ-Y +
X3 X3 X3

1 - 1 - 1 -
—-DxY-Z——5DzY-X——5DzX-Y
X3 X3 X3

Usando o fato de que

[X,Y] = VxY — VyX = DxY — DyX
nos podemos cancelar quatro termos na equagao acima e obter o resultado. O

Se M C H? é uma superficie entdo a restricio de M para as duas métricas mensi-
onadas da origem a métricas distintas e conexoes distintas em M. Estas conexoes sao
representadas por VxY e DxY. Seja n e N representantes dos campos normais de M,
onde o primeiro ¢ um campo no sentido euclidiano e o segundo é um campo no sentido

hiperbdlico. Entao nés podemos assumir
N = x31m.
Defina AX = —VxN. E claro que, se X e Y sao campos tangentes em M, entao nés temos:
VxY = VxY + (AX,Y).

Uma férmula similar é verdade para o caso euclidiano.
Se «: (—e,e) — M, «(0) = p é uma curva diferencidvel, parametrizada pelo arco-

tangente no sentido hiperbdlico,

E = <VOC/OC/, N>
Similarmente, se  : (—e,e) — M, B(0) = p é também uma curva diferencidvel, pa-
rametrizada pelo arco-tangente no sentido euclidianno, entao sua curvatura normal no

sentido Euclidiano é dada por:

k=Dgp'-n
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Lema 3.2. Para uma dada curva em M nds temos k = kxs + Ty,, onde Ny, significa a

ultima componente do vetor n.

Demonstracao. Dado uma curva em M, representamos por T seu campo tangente no
sentido hiperbdlico e por t seu vetor untario no sentido euclidiano. Nés entao temos:

N =x3n. T =x3t e (N, T). Dali,

1
3

1
1:@J%:;@tt
3

Usando o (lema 2.1) segue-se que:

k = (V:T,N)

1 - 1
X3 X3

1
= ?DXSJ[X;;t - XaN + @Xgﬂ [Xg]th -t

3 3
= X3Dtt ‘N + t[Xg]t ‘N +T][X3]

= x3k +nlx]

= xzk+m13

O vetor normal unitario em M no sentido hiperbdlico é dado por
N = x31m.

Represente por h e H, respectivamente, as curvaturas média de M no espago euclidiano
e no espago hiperbdlico. Assim, um caminho simples para calcular a curvatura média
num ponto P é considerar um referencial ortonormal em uma vizinhanca do ponto e entao
calcular a média das curvaturas nas direcoes dos vetores do referencial. Seja {eq, ey, 3}
um refencial ortonormal no espaco hiperbélico sobre M. Represente por k; a curvatura

normal (hiperbélica) de M na dire¢do e;. Entao nos temos

Pelo (lema 2.2) nos obtemos:
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Dali,

H :X3h+n3 (31)

!/

Neste capitulo usaremos a notacao para representar as derivadas tanto em relagao

a X como em relacao a y.

3.2 Superficies do tipo 1

Definicao 3.1. Considere o modelo semi-espaco de H?. Uma superficie M no espaco

hiperbdlico H3 € uma superficie translacional do tipo I, se ela é dada por uma imersdao

X:UCR? — R3 definida por

X(x,y) = (x,y,f(x) +g(y)), (x,y)elU (3.2)

onde f e g sdo fungoes suaves em abertos de R com, f(x) + g(y) >0, Vx,y.

Seja M uma superficie translacional do tipo I dada pela parametrizagao (3.2). J4 é
bastante conhecido da Geometria de Curvas e Superficies, que as expressoes de h e 13 sao

dadas por

(1+g’2)f"—|—(1—i—f'2)9"
(1+f/2+g/2)3/2

1
h=—
2

1
RV

Se a superficie é minima, isto é, H =0 em M, nés temos de (3.1)

(1+g/2)f//+(1+f/2)g// 2

H=(f =0
s A2y g2 T+ +gn

Logo, podemos reescrever a expressao acima como:

(3.3)

(f+g)< f” g// ):_ 1+f/2+g/2
(

1+f/2+ 1+9/2 1_|_f/2)(1+g/2)'
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Diferenciando (3.3) com relagao a x e a y, segue que

f, g// / N g/ £/ / _ 8f’g’f”g”
1"’9,2 1_|_f/2 (1_|_f/2)2(1_|_g/2)2’

ou, assumindo f'g’ # 0 e dividindo por f'g’,

1 g// 1 £/ / 8f”g”
" 2] T@ 2] = 2\2 22 (3.4)
g \l+g fr\1+f (14 172)2(1+ g’?)

Veja que o lado esquerdo desta equagao é a soma de uma funcao que depende unicamente
de x com uma fungao que depende exclusivamente de y, entao derivando (3.4) com relagao
a X e a Y respectivamente implica que o lado esquerdo serd nulo para qualquer x,y,
implicando que
02 f"g” _0
oxoy [ (14 f2)2(1+ g’?)? ’

ou, simplificando:
8(fm(1 + f/2) _ 4f/f//2) (g///(l + 9/2) _ 49112 /) =0
ou ainda,

(_4f/f//2 + (1 +f/2)f///>(_4g/g//2 + (1 + g/2)9///) — O

Sem perda de generalidade podemos assumir que,
_41:/1://2 + (1 + f/2)f/// — O,

A" £ ‘ ; 2(f/2)/ (f”), ‘ ‘ ‘ ' ~
m = F’ 1sto ¢, 11§72 = e Assim uma primeira integracao

desta equacao diferencial ordinédria nos d4,

ou seja,

2In(1 + f?) 4+ ¢ = In|f"|,
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e exponenciando obtemos, f” = a(1 + f'?)?, para alguma constante a. Substituindo em

(3.4) nés obtemos,

1"

L/ g Y . g
By 2af” = 8q—2—. 5
g’ (1+9’2) e 8a(1+9’2)2 (8:5)

Assim, podemos distinguir os seguintes casos:
1) Caso a = 0.

Se a = 0 entao temos, f” = a(l + f'?)?2 = 0, ou seja, f(x) = mx +n, com m,n € R.
Temos também de (3.5) que g” = b(1 + g’?), para alguma constante b. Substituindo

estas expressoes para f e g’ em (3.3) obtem-se

b(1+g’2)) _ o, l+m’tg”

((mx+n)+g) ( (1+g7) (1+m?)(1+97)

ou ainda,
1+m?2+ g
(1+m2?)(1+ g”?)

b(mx+n+gy)) =—

Derivando esta tltima igualdade com relacao a x, obtemos bm = 0.
i) Assumindo b # 0.

Se b # 0 entao m = 0. Assim concluimos que

b(n+g(y)) =-2

Isso implica que g é uma fungao constante, e assim , g’ = 0 e portanto b = 0. Isto gera

uma contradicao, pois estamos supondo b # 0.

i) Assumindo b = 0:
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Se b =0, entdao g’ = b(1+ g?) =0, e portanto, g(y)=py+4q; Pp,q¢€ R. Logo,

substituindo f” =0 = g” em (3.4) vemos que:

f” 9// )ZO:_ 1+f/2+9,2
(

f
( +g)(1+f’2+1+9’2 1+2)(1+97)

o que é uma contradi¢do novamente, pois o numerador 1+ "2+ g’> nunca se anula.
2) Caso a # 0.

De (3.5) e do fato de x e y serem variaveis independentes, existe uma constante b tal

que

1 g// / g//
v= g (er) sy ="

Em particular, 2af” = —b . Isso implica

f” — _2
2a
donde vem, apds integracao
b
f=—-x"+mx+mn m,n € R.

4a

Desta expressao para funcao f junto com a equacao diferencial " = a(1+4f"2)? |, nés

obtemos um polinomio de grau 4 em X, a saber,

Derivando (3.6) com relagao a x, obtemos

2
0=-2b <1+ (_—bx+m> ) <—£x+m>
2a 2a
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O que implica,

b
Isto é, b =0 ou —2—X + m = 0. Portanto segue que b = 0.
a

Com isso, da identidade (3.6) segue que

b bx 2
) = 1 _ -~
5a 0 a<+< 2a+m>>7£0

o que é um absurdo.

Portanto concluimos o seguinte resultado:

Teorema 3.1. Nao existem superficies translacionais minimas do tipo I em H? .

3.3 Superficies do tipo I1

Iniciamos esta se¢ao fazemos a seguinte observagao:

Observacao 3.1. Em [9], Ldpes provou que as unicas superficies translacionais minimas

do tipo II em H? eram os planos totalmente geodésicos. Entretanto, hd uma lacuna em

sua prova que leva a uma ma conclusao. No entanto, usando seus argumentos, SEO em

[13] caracteriza as superficies translacionais minimas como segue.

Definicao 3.2. Considere o modelo semi-espago de H3. Uma superficie M no espaco

hiperbolico H? é uma superficie translacional do tipo II, se ela é dada por uma imersdao

X:UcCR? — R3 definida por
X(x,z) = (x, f(x) + g(z),z), (x,z) elU

onde f e g sao funcgoes suaves em abertos de R.

(3.7)

Seja M uma superficie translacional do tipo II. Procedendo como no caso anterior,

obtemos
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/

_1(1+g/2)f//+ (1+f/2)g// g

2 (1+fl2+9/2)3/2 o M3 = 1+f/2+g/2

h =

Assim da equagao (3.1), M é minima em H? quando

f// " 1 f/2 12
z + -3 =2g’ Tty (3.8)
1+1f2 149”7 (1+£2)(1+g?)

Diferenciando (3.8) com relagdo a x, temos

Lt L 2’ 20F"(14£2)(1+ ¢”) — (142 4+ g"2)2f't"(1+ g%
1+ 72 (14 72)2(1+9")?

4g/(f/f”(1 + 9/2)912)
(1+2)2(1+ ")

ou seja,
£ / —Af' £ 13
() = 9 (3.9)
1+f2 (1+£2)2(1+4g”)
(a) Assumindo f'f” = 0.
Assumindo f'f” = 0 entao f(x) = ax + b para algumas constantes a e b. Assim, substi-
tuindo em (3.8) temos que
Zgﬂ _ 291(1 + (12 + 9/2)

(1+a?)
Se for g’ =0 entdao g = d (constante) e a superficie é um plano vertical da forma

X(x,z) = (x,ax +b+d, z)
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Se for g’ # 0 entao

g// B 2 1
g'(1+ a%+ g’?) C14a2z

Fazendo g’ =h e K =1+ a?, temos o problema:

ou seja,

Kh KK+h? Kz
integrando obtemos

1
1mm—§mm%uqzzmm+m@)

o que implica,

h 2
In (W) =In |CZ |

ou seja,
h 2
——=cCz
vh? +k
ou

h%(1 —cz*) = cz*k

com |z| < 1. Logo, obtemos
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, VkeZ?
g V1—cz?
Dai segue que
Jira = cZ?
z) =v1+ a2J ——————=dz onde c ¢é uma constante. 3.10
(b) Assumindo f'f” # 0.
Entao neste caso pela equagao (3.9) vemos que
f” 1 f/2 / 13
_4f/f///(1 + f/2)2 Z(l + 912)
onde a ¢ uma constante.
1) Caso a =0.
Se a = 0 entdo g = constante . Logo de (3.8) segue que
f//
L
24+ 1
ou seja, f” = 0. Assim temos f(x) = mx + n, o que é impossivel pois estamos supondo
f/f// % 0
2) Caso a # 0.

Suponha agora que a # 0 em (3.11) entdo, em particular, como a # 0 e z # 0, temos

g” —azg”? —az=0

(3.12)
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Assim, derivando (3.12) em relacao a z, implica

! 1

0=39"9" — (ag” +2azg'g") —a
ou seja,
g'(3¢g’ —2az)g” = a(g”+1)

Como o lado direito da identidade acima é nao nulo implica g’ # 0, (3¢9’ —2az) # 0 e

g” # 0. Portanto obtemos

s all+g?)

397 —2a7) (3.13)

Integrando em (3.11) obtemos;

f” 1

1552 = QaW + b, para alguma constante b € R.

Assim, retornando a (3.8), diretamente obtemos:

(b4 2a N a _ oy’ 142+ g”
112 939 —2az)) ~ T U+ 2)(1+ g7

Logo, usando a equagao (3.11) novamente, obtemos

b—|— 2a n a B 29/(1 —|—f/2 + 9/2) (1 + 9/2)(1 B al +f/2 + 912
14 72 g/(3g’—2az) - (1—|—f’2)(1—|—g’2) 9/3 - (1+f’2)g’27
ou
1 f/2 12 1 2
bi— O g [1Ef 0 _2a

9'(39' —2az) (1+f2)g”%  1+f2]  g?
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isto é,

bg”?(39”% — 2azg’) + ag” = 2a(3g”* — 2azg’),

ou

3bg”® —2abzg” — 5ag’ + 4a’z =0 (3.14)

Agora a vamos estudar os casos em que b =0 e b # 0 respectivamente.

i) Caso b = 0:
Se supormos que b = 0, entao de (3.14) segue que
—5ag’ +4a*z =0

donde

== 3.15
Substituindo (3.15) em (3.12) obtemos
64 5 5 22
2 @38 +1) =
125az az(25az ) =0,
e consequentemente temos
a4z —0. 1
T (3.16)

Como z varia em um intervalo, a identidade (3.16) vale somente se a = 0, ou seja, uma

contradicao.
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ii) Caso b # 0:

Agora vamos assumir que b # 0 em (3.14). Ponha X = g’. Assim a combinagao de

(3.12) e (3.14), implica

X2 —azX?—az = 0 (1)

3bX% —2abzX? —5aX +4a’z = 0 (2)
Multiplicando (1) por (—3b) e somando com (2) obtemos,
bzX? —5X +4az+3bz = 0 (3.17)
e multiplicando (1) por (—2b) e somando com (2) obtemos (2.16) abaixo,
bX? —5aX +4a’z+2abz = 0 (3.18)

Assim, multiplicando (3.17) por X e (3.18) por (—z) e somando obtemos

—5X? 4 3z(3a + b)X — 2az*(2a + b) = 0. (3.19)

Portanto de (3.17) e (3.19), temos

5 4
5 2x—2%_3) +32(3a+ b)X —2az%(2a + b)
bz b
25 20 ,
= —EX+?a+15+32(3a+b)X—2az (2a+b)=0

consequentemente,

X(—25 + (9a + 3b)bz?) + (20a + 15b — 4a’b?z? — 2abz*)z =0

ou seja,
(—20a — 15b + 4a’bz? + 2ab?z%)z

X =
(9a + 3b)bz? — 25
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ou,

Fazendo

temos

(—=5(4a + 3b) + 2ab(2a + b)z?) z

X =
3(3a + b)bz2 — 25

= —5(4a+ 3b)
2ab(2a + b)
= 3(3a+Db)b
— 95,

O v z Z
Il

(M +Nz?)z
Pz 4+ Q

Substituindo (3.20) em (3.17) obtemos:

Dali,

ba {U\/H— NZQ)Z] e {(M+ Nz?)z

4a+3b)z =0
Pz2 +Q Pz 4+ Q }—i—(a-i— )2

bz(M + Nz?)?z% — 5(M + Nz?)(Pz? + Q)z + (4a + 3b)z(Pz* + Q)? =

Veja que,

[+ IT+ III

0

I = bz(M+ Nz?)?%z2
= bz} (M? + 2MNZzZ? + N?z%)
= bN?z" + 2MNbz® + bM?Z?

(3.20)
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II = —5(M+Nz*)(P22+Q)z
— —5z(NPz' + (PM + NQ)z*> + MQ)
= —5NPZ° —5(PM + NQ)z* — 5MQz

III = (4a+ 3b)z(PZ%+ Q)>
= (4a+3b)z(p%z* +2PQz> + Q?)

= (4a+ 3b)p?2° + 2PQ(4a + 3b)z* + (4a + 3b)Q?z.

Portanto, de I + II + III obtemos
bN2z" 4+ [2MNb — 5NP + (4a + 3b)P?|z% +
+ [bM? —5(PM — NQ) + 2PQ(4a + 3b)]z* + [-5MQ + (4a + 3b)Q?]z
= 0

Dali, obtemos uma equacao polinomial em z dada por

4a%0%(2a + b)%z" — b?(16a® — 109a®b — 108ab? — 27b3)2° — 125ab?z% = 0,

onde z é definido em algum intervalo de R. Logo

4a2b3(2a 4+ b)? =0,
b2(16a3 —109a?b — 108ab? — 27b3) =0,
—125ab? =0

Da tltima igualdade tem-se a = b = 0 o que é uma contradi¢cao. Com isso concluimos o

seguinte resultado,

Teorema 3.2. Seja M C H? uma superficie translacional minimas do tipo II dada por

X(x,z) = (x,f(x) + g(x),z). Entdo as fungées f e g sao dadas por
f(x) = ax+Db

g(z) = \/1+a2J—_1C_ZCQZ4

2

dz,

onde a, b e c sao constantes.



Capitulo 4

Supertficies Translacionais Minimas

em Sols

No espaco homogéneo Solz, uma superficie translacional é uma superficie parametrizada
por x(s,t) = «(s)*B(t), onde x e f sdo curvas parametrizadas suaves contidas em planos
coordenados e * denota a operacao do grupo Sols induzida da operacao natural de GL(3, R)
(multiplicagdo de matrizes). Neste capitulo nds estudaremos superficies translacionais
minimas em Sol; . Mas antes exporemos algumas nocgoes iniciais da geometria deste

espaco, para isso faremos uso dos conceitos e resultados apresentados no capitulo 1.

4.1 O grupo Sol; e sua métrica invariante a esquerda

O espago Sols é o subgrupo de Lie de GL(3,R) dado por

ez 0 x
Sol; = 0 e= y |:(xy,z) eR’
0 0 1

Entao Sols tem uma estrutura diferenciavel natural dada pelas coordenadas globais

¢ : Soly; — R3 dada por

45
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e 0 x
b : 0 ez vy | = (xy,z). (4.1)
0 0 1

Observamos que nestas coordenadas o produto de dois elementos 11, 19 representados por

d(r1) = (x,y,z), d(r) = (x',y’,2") é dado por :

(o (xy,2).07 (X y',2) =
(x,y,2) * (x',y",2) = (x + e X",y +e*y', z + 2'), (4.2)

(Sols, %) é um grupo de Lie simplesmente conexo que depende analiticamente de x, y, z,
ex’,y’ 2z
Vamos determinar,agora, os campos invariantes a esquerda e os colchetes de Lie destes

campos.

Na algebra de Lie Gol;, do grupo de Lie Sols, destacamos os vetores tangentes

Ox| =e€1, Oy| =€y, 0, =e3
onde
0 0 1 0 0O —1 0 0
ee=10 0 0|, ee=| 00 1 |, e3= 0 10
000 0 0O 0 00
E f4cil ver que:
ler,e2] =0, [er,ec,] =e1, [es,e3] =—e

Denotemos por E;,Es e E3 os campos invariantes a esqueda gerados pelos vetores

€1, ey e e3, respectivamente.
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O subgrupo a um parametro gerado por e; é a curva passando pela identidade com
velocidade e;.
A curva integral do campo E; passando pelo ponto A € Sol; com coordenadas (x,y, z)

¢ dada por

La(exp(ter)) = Af(exp(tei))
= (X7yvz)*(t7070)

= (x+e *t,y,z).
Derivando em t = 0 a curva (x + e *t,y, z), temos o campo E; em A = (x,y, z):

d
E = — —zt
! (X7U7Z) dt t:O(X+ ¢ ’y7z’)

= e “04.

Analogamente, obtemos os campos invariantes a esquerda Ey e E3 gerados, respecti-
vamente, por e, € eg
E2 = ezay e E3 = az
(x,y,2) (x,y,2)
Assim, os campos invariantes a esquerda gerados por e; = 0y, €2 = 0y € €3 = 0, na

algebra de Lie Gol; sao

E1 = C_Zax
E2 — ezay (43)
E3 — az

Calculando os colchetes de Lie destes campos, temos

[Eh F—Q] (x,y,z) — dL(x,y,z) [Ela E2]e
= dL(x,y,z) [eb 62]

= 0,
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[F—la F—3] (x,y,2) — dL(x,y,z) [Ela E3]e

= dL(xy,z)ler, €3]

= dL(X7y72)61
= K
(&
[E27 ES] (x,y,2) — dL(x,y,z) [E27 ES]e
= dL(x,y,z) [627 63]
= dL(X,y,Z) (_62)
- —Eg.
Ou seja,
[E17E2] =0, [El,Es] =& e [E27E3] = —k,. (4-4)

A seguir, definimos uma métrica invariante a esquerda em Sols e sua conexao de Levi
Civita V.
Uma métrica invariante a esquerda, denotada por (-, -), pode ser obtida declarando os

campos Eq, Es, E3 como ortonormais, isto é,

(Ei, Ej) = 8y (4.5)
De (4.3) temos:
ax = eZEl
ay e eiZEQ (46)
az = E3

Em termos dos campos coordenados, a métrica é dada pela matriz
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(0x,0x) (0x,0y) (0x,0;) e* o 0
(p) =1 (3y,0y) (9y,dy) (9y,0.) - 0 e? 0 g
(02,0x) (0,,0y) (0:,0) 0 0 1

Escrevendo cada (-, -)p = Z:j:1<-, 91,j(p)dxtdy’ (tensor métrica em coordenadas), temos

que a métrica invariante a esquerda que fixamos no espaco Solz é dada por

ds? = e**dx* + e **dy® + dz° (4.7)

4.2 A conexao de Levi-Civita do grupo Sol;

A conxéo de de Levi-Civita V no espaco Sols satisfaz:

Ve, Ei=—F; VgE =0 Vg E=E
Ve,E1 =0 Vg, B =EF; Vg, Es=—F,
Ve,Ei =0  VgEy;=0  VgE;=0

De fato, sejam X,Y,Z campos invariantes a esquerda em Sol;. De (1.6) a férmula de

Koszul (1.7) fica apenas

2VxY, Z) = (X, Y], Z) — (IY, Z],X) + ([Z,X],Y)

ou seja,

(Z,VxY) = S{{XV1.2) — (1Y, 21.X) +{[2.X]. V)}

Como @EjEi =5 (B, @EjEQEk, temos:

ij=1
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ﬁElEl = (Ey, @E1E1>E1 + (Ea, 6E1E1>E2 + (Es, @E1E1>E3

= {([E17E1]7E1>_<[E17E1]7E1>+<[E17E1]7E1> %
+ {([El,El], E2> — <[E1, EQ],E1> + ([E2,E1], E1> %
(BB E) — (Er, Eal B o+ (E5 B2 B}

= (BB - (BB
- —E3.

Analogamente obtemos as demais conexoes.

4.3 Superficies minimas no grupo Sol;

Seja M uma superficie orientada e seja x : M — Sol; uma imersao isométrica.
Consideremos N um campo de vetores normais unitarios sobre M. Denotemos por V a

conexao de Levi Civita sobre M. Para uso posterior nés escrevemos a formula de Gauss
VxY = VxY + o(X, Y)N, a(X,Y) = (VxY,N) (4.8)

onde X,Y sao vetores tangentes sobre M e o é a segunda forma fundamental da imersao.
Para cada p € M, nds consideramos a aplicagao de Weingarten A, : T, M — T, M, onde

T,M ¢ o plano tangente considerado como subespaco de T,Sols, definido por

Ap(v) = =Vx(N)

onde X é um campo de vetores tangentes de M que estende v em p. A curvatura media

da imersao ¢ definida como
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N6s sabemos que A, ¢ um endomorfismo auto-adjunto com relagao a métrica em M,

isto é, (Ap(u),v) = (u,Ap(v)), u,v € T,M. Além disso,
—(VxN,Y) = (VxY,N) (4.9)

Em cada plano tangente T,M nés tomamos uma base vi, v, e depois escrevemos

Ap(vi) = —ﬁle = a;1vi + a2V,
Ap (VQ) = —@VQN = 21V + A29V2.

Tomando o produto interno de ambas identidades por v; e v, e denotando por E, F, G

os coeficientes da primeira forma fundamental, obtemos:

E = <V1,V1>, F - <V1,V2>, G - <V2,V2>.

Usando (4.8), nés obtemos

_<@V1N7V1> F <N, @V1V1> F
—(Vy,N,v3) G (N,V,,vs) G

= EG— P - G-
E _<@V2N’V1> E <N,@V2V1>
F —(Vy,N,v5) F (N, V,,v)

e T et R e

Nés concluimos entao
1 1 G(N, V,,vi) — 2F(N, V,,,vo) + E(N, V,,v5)
H25(011+022):§ . EG_F :

Como foi mensionado anteriormente, neste trabalho estamos interessados em superficies
minimas; assim na equacao das superficies minimas H = 0, se substituirmos N por outro

campo proporcional N obteremos uma equacao equivalente. Com isto, M é uma superficie

minima se, e somente se,
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G(N, Vy,v;) — 2F(N, V,, v5) + E(N, V,,v,) =0 (4.10)

Para cada escolha do par de curvas « e [3 em planos coordenados, nés obtemos um

tipo de superficie translacional. Nés distinguimos seis tipos, a saber;

M(x,B) e M(B,x), aC{z=0}, BC{y=0}, (tipol e tipoIV)
M(e,) e M(B,x), a«C{z=0}, BC{x=0}, (tipolIl e tipo V)

M(a,B) e M(B,a), a C{y=0}, B C{x=0}, (tipolll e tipo VI)

Neste capitulo consideramos a equagao de superficie minima (4.10) para cada um dos
seis tipos de superficies mensionados acima. No entanto, vamos discutir apenas os casos I,
IT e ITI, pois os calculos para os outros trés tipos sao analogos. Em cada um desses casos,
(4.10) é uma equagao diferencial ordinaria de segunda ordem. Neste trabalho, resolvemos
a equacao (4.10), quando a primeira curva encontra-se no plano de coordenada z = 0 e
completamos a classificacao das superficies translacionais minimas dos tipos I e II. No
que diz respeito as superficies da familia do tipo III, equagao (4.10) converte-se em uma
expressao muito complicada e nés sé daremos exemplos deste caso. A dificuldade deste
processo reflete a auséncia de simetrias do espaco Sols, em particular, esta no fato de os

trés eixos coordenados nao serem permutaveis.

4.4  Superficies do tipo I.

Como nosso estudo é local, nés podemos assumir que cada uma das curvas geratrizes da

superficie M(a, 3) é o grafico de uma funcgao suave. Considerando as duas curvas

x(s) = (s,f(s),0) e B(t) =(t,0,9(t)),

a superficie translacional M(«, ) é parametrizada por

x(s,t) = afs) * B(t) = (s +t,f(s), g(t)).
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x(s,t) definird uma superficie parametrizada se impusermos que f'? + g # 0 (isto é, ao
menos uma das fungoes f, g é ndo constante). Logo, de (4.10) segue-se a seguinte equagao

de minimalidade (Vide afirmacdo 4.1 do Apéndice),
_f//g/?) _ e29(_[_‘//9/ + f/g/2 + f/g//) + 6729_[_‘/3(9/2 . 9//) — 0 (411)

Nés comegamos estudando a equagao (4.11) nos casos simples. Se f é constante, f(s) = yo,
entdao M(c, 3) é o plano y = yo. Se g é constante, g(t) = zg, a superficie estd contida

plano z = z;.

Observagao 4.1. Se nos escrevemos as curvas «(s) = (f(s),s,0) e B(t) = (g(t),0,1),
entdo a parametrizacio de M(«, 3) € y(s,t) = «ls) x B(t) = (f(s) + g(t),s,t) , a qual
define uma superficie (orientada) de fato, em Sols. Usando raciocinio andlogo ao cdlculo

feito na (Afirmagao 4.1 do apéndice), a equagao (4.10) agora fica
f//g/3 _ e?g(_f//g/ + f/29/2 + f/2g//) + 6—29(9/2 _ 9/) -0

Veja que se f e g sao constantes, a superficie é minima. Isto diz que os planos x = Xy,

X0 € R, sao superficies translacionais minimas do tipo I.

De agora em diante, nés vamos assumir em (4.11) que f'g’ # 0 , ou seja, nem f, nem

g, sao constantes. Dividindo (4.11) por (f"3g’®) obtemos:

f// N f// 1 11 g// 1 L (9/2_9//)
15 (g pagr tgmpe) T gt =0 412

Em (4.12), a primeira e a terceira soma dependem unicamente de s e t, respectivamente.

Entao, diferenciando com relacao a s e t, nés obtemos

02 9 71 11 g’ 1
0.9 [eg<f/3 /2+f/2_/+ /3f/2>} =0
sO0t g 9 9

Assim, temos
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92 71 11 g"1
N Gt motoam )| =
050¢ f”g feg" g~ f
0 1 11 "1 £/ 2q"” 1 " AN 1
= —[29'629 (73—/2+—/2—,+9—,3—,2)+629 (——/3( %3)——/2(9—,2)+(9—5) —/2)}
0s frg? 29" g”f 2\ g % \g g f
£ ! 1 2 £ 1 " ofIf £/ /2 " 2f £ g
- wer () St ) e (C(m) T
B g_//)/2f/f//
9/3 f/4
B 2 r £ ! 1 of g// £ £ /g// £ g// g// /f”
=2 \m) g tgem \18) gstmgr \gn)
'1 g// £ / £/ 29// g// g// g// /
_ 2
L9 9 9 9 g g
N O AN AN (I N TAR R
- g’ g/2 £13 912 9/3 g/3 £13

ou seja,

£ / 1 " of £ " "
(#5) (o= 50) - () (G 35) =0 (@19

(1) Assumindo f” = 0.
Entao f(s) = as 4+ b, com a,b € R. Assim a equagao (4.11) pode ser reescrita como:
e29(g// + g/2) — a2672g(_g//+ 912)

Fazendo a mudanca g(t) = h(t) + m, com e*™ = a? e depois, ((t) = 2h(t). Obtemos

eQ(h(t)—!—m)(h//(t)+h/(t)2) — a26—2(h(t)+m)(_h//(t)+h/(t)2)
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Donde
" 12 1 /
o (C L0 - et (L C
ea(2+4>_ae a(2+4
ou ainda:
72 —C 712
C 1 e C — o —C 12 € C
e“C +—2 e °C +—2
Ou seja, nés obtemos 2(" (e +e %) = —(?(e“—e %), ou

2" cosh(C) = —¢"*sinh(Q).

Multiplicando ambos os lados por (', obtemos

2C'C" cosh(C) + /¢ sinh(C) = 0.

O que implica

d 12 _
E(C cosh(()) = 0.

Dai, integrando com relacao a t temos;

2
12 _ C

~ cosh(Q)

, para algum c € R (¢ > 0).

Da expressao acima segue que

(" cosh(Q) = ¢

Extraindo as raizes

¢’'v/cosh(C) = c.

Integrando novamente com relagao a t
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t
J Veosh({(T))l'(t)dt =ct+c¢y, onde ¢; é uma constante de integracao.

t
Considere I(t) = J v/cosh(t)dt. Como 4/cosh(T) é positiva, segue-se que I(t) é es-
tritamente crescente e consequentemente a equacao I(((t)) = ct tem uma tnica solugao,

a saber ((t) = I"!(ct).

(2) Assumindo g” —g"* =0.
Como g nao é constante, ela é dada por

De fato, pois se g” — g’? = 0, entao fazendo h = g’, temos h/ = h?. Resolvendo,vamos

obter
dh 1 1
— =dt&e ——=t & —h=——
he R TC t+ A’
e portanto,
1
9 =19 oglt+Al+p

Dai segue o que foi afirmado.

Substituindo (*) na equagao (4.11) temos

—f"g'3 _ e2g(f//g/ +f'9'2 _f/g//) + e—2gf/3(g/2 _ 9//) —

3
= —f" _L _62(7log|t+7\|+u) g 1 n £/ N £/
LA t+A " (L+A2 | (E+ NP

L1 1 o w1 2f
(t+A)3  (t+A)?2 ( (t+A) (t+7\)2)

_ 14 e+ B 2e2nf’
- (t+A)3 (t+A)4
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Isto é,

(14 e2)f"(t +A) — 2e*Mf' = 0.

Entao, obtemos f” =0 e f' =0, o que é uma contradicao.
(3)Assumindo f”(g” — g’?) # 0.

De (4.12) nés concluimos que existe a € R tal que

1/ £13\7 " 13\7 " 2
2
(f///f /3) =a= (g /g )/ i g// /9/3 -
7 /f 1/9"—9"/g

(a) Suponha a=0.

Entao isto implica

£ !
(F) =

f//
T
" = bf”?

onde b é uma constante nao nula. Entao obtemos:

1
E:—stJrc,ceR

De fato, fazendo h = f’ implica

dh
ﬁ = b.ds

(4.14)
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Integrando,

Jh3dh = des

h72
= b
— (s+c)
1
) = —2bs+c.

Logo segue a afirmacao.

Por outro lado, da segunda equagao em (4.14) temos

g// / g// B
(5) +gave=o

ou seja,

o que implica,

(g—u—i)lmzo. (4.15)

Com estas informagoes sobre f e g , temos de (4.12)

b
—b —e?9 (— + (—2bs +¢)

912

1 g// 5 1 g//
a‘l‘ﬁ(—TDS—{—C))‘l—e 9 E—E :O,

ou seja,

ng g// 1 B g// 1
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Como a expressao (4.16) é uma equagao polimial em s, temos derivando com respeito a s
12 1
2be?d (9—,3 + —,) =0
g g

e como b # 0, implica

1
De (4.15), obtemos, integrando com relagao a t, g_/ —— =—2t+p comp €R. Junto
g g

12
1
com a expregao F + E = 0, temos que

—2
1
I
g’ 2
1
g = —
P
2

Integrando temos

g=log(t—L)+q, qeRr

Desta forma podemos obter uma expressao para o coeficiente independente em (4.16), a

saber
2g B " 1
_b(1+(t—p/2)2e2q>_ e * (—1/(t—p/2)2_ 1 )_ 0
1/(t—p/2)? (t—p/2)2\ 1/(t—=p/2)* 1/(t—p/2))
e 2

b (14 e (t —p/2)") - (~(t—p/2)— (t—p/2) = 0,

(t—p/2)?



Capitulo 4. Superficies Translacionais Minimas em Solj 60

ou seja,

2e~ 24
t—p/2

—b(1+ e (t—p/2)*) +

O que implica,

- <t - g) b (1 + e (—%)4) F2e2 =0

ou

5
b <t — g) + be?d (—%) +2e724 = .

Assim  be?d =0 , o que implica b =0 , o que é uma contradicao, pois b é uma

constante nao nula.
(b) Suponha a # 0.

Da primeira equacao em (4.14), a saber

(f”/f/g) /

f///f/S =q,

temos, integrando com relacao a s,

f/l
In (ﬁ)—kln(c) = as

f//
In {c (m)} = as
f‘//
) -
f// eClS
7)) T T

— be®. (4.17)

isto é, existe b # 0 tal que

f//
3
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Integrando (4.17) obtemos

b as
572 = g€ +c (4.18)

Substituindo (4.17) e (4.18) em (4.12), nés temos para algum s

1 2beds 1 g// B g/_ g//
as 2 as 2 _
—be —eg(be ?—< a +2C) <E+E))+e QT—O

ou seja,

1 2/1 g”
as 2
- b [”eg(ﬁ‘a(awm
1 g/l B 1 g/l
2 2
+ ZCQQ(E‘F?)‘FQ g(a—?):()

as

Veja que esta é uma expressao polinomial em e“* e entao os dois coeficientes devem ser

nulos. Dai segue-se que g satisfaz a duas equagoes diferenciais:

1 21 ¢g”
2 _
1+eg<?—a(a+ﬁ))—0 (4.19)
1 g// B 1 g//
2 2 _
2ce*? <_g’ + _g’3> +e 79 (_g’ i) T 0 (4.20)

Logo, se ¢ = 0 entao de (4.20) segue que g’ — g’ = 0. Mas por hipétese isso nao pode

ocorrer. Portanto, nés vamos assumir que ¢ # 0 e estudar a funcao g.
1 9//

— —, dada por
g/3

De (4.14) nés temos uma equacao diferencial linear para ¢ = a

_(p/_|_2
a=—
'
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ou,

o' +ap—2=0

cuja solucao é

@:a—%:—ﬂeat AER
Dai temos que
i —i_g_xefat
g/3 g/ a

Substituindo (4.22) em (4.20), nés obtemos

2 2 2
2ce?d (_/ —=— ?\e“t) +e %9 (— + )\e“t) = 0.
g a a

O que implica

1 1 Ae @t e 19 /2
- — = A —at
g a 2 4c (a A )
1 1 Ae 9t e19 /2
- = o = }\e—at
g’ a i 2 4c <a N )
11 N Ae a4t e749  pe—at—ig
g a 2 2ac 4c
1 —at—4g
— = ¢ (—2e%" — aX + 4ce9 " + 2aAce’?)
g 4ac
ou seja,
1 e (—1+2ce'?) (2e** + a))
g’ 4ac

Substituindo a expressao (4.23) em (4.21), obtemos

aA + 4c2e®9M (2%t + aX) — 4ce9M (3t + aA) =0

(4.21)

(4.22)

(4.23)
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Isto implica

4c(3et + aA) £ /16¢2(3e?t + ar)? — 4aAdc?(2eat + al)
8c2(2e%t 4 aA)

e4gi(t)

3e%t + al + 1/(3e2t + aA)? — aA(2e%t + ad)
2c(2eet + aA)

ou seja,

(195 (t) _ 3et + aX £ v/9e2et + 4a)eat (4.24)
2c(2e9t + aA)

Assim nés temos dois possiveis valores para g (g4 e g—). Sem perda de generalidade,
nés podemos escolher g, na expressao acima (o raciocinio é o mesmo com g_).

Combinando (4.24) com (4.23), nés temos

24t + 11aA + 4v9e2et 4 4ale?t + 3ale” “'v/9e2at + dadet = 0. (4.25)

Eliminando-se a raiz em (4.25) convertemos (4.25) em uma equa¢ao polinomal em e®*

dada por

108e3%t + 62are®*t — 14a’A%e®t — 9a*A\3 =0

logo et somente pode assumir um numero finito de valores, t € R. Isto implica que

a = 0 o que é contradicao. Como conclusao, nés obtemos o seguinte resultado

Teorema 4.1. As unicas superficies translacionais minimas em Solsy do tipo I sdo os

planos Yy =Yg, 0s planos x = xqg, 0s planos z = zq e as superficies parametrizadas por

x(s,t) = afs) * B(t) = (s +t,f(s), g(t))

Com f(s) =as+b a,beR, a#0e

1 t
gt) = 5171(“) +m, I(t) :J Veoshtdtr, ¢>0, e'™=a’
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4.5 Superficies do tipo II.

Considere « no plano z = 0 e 3 no plano x = 0. Novamente, assumimos que ambas as
curvas sao graficos de fungoes e nés tomamos x(s) = (s, f(s),0) e B(t) = (0,t,g(t)). Con-
sidere a superficie translacional minima correspondente M(«, ), a qual é parametrizada

por
x(s,t) = afs) x B(t) = (s, f(s),0) * (0,t,g(t)) = (s, t + f(s), g(t)). (4.26)

Da equagao (4.10), a superficie translacional definida pela parametrizacao (4.26) sera

minima se, e somente se, valer a equacao abaixo (Vide Afirmacdo 4.2 do apéndice )

_f//g/S + e—zg(flz(g//_ 912) _f//g/) + e2g(gll+ 9/2) =0 (427)

Agora estudaremos as possiveis solucoes a esta equagao.

Observagao 4.2. Se for g’ = 0 ,ou seja, g(t) = zy entao a equagao de minimalidade
(4.27) € automaticamente vdlida e, neste caso, a superficie estard contida no plano coor-

denado z = z;.

Para o que segue iremos sempre considerar g’ # 0. Como nas abordagens anteriores,

estudaremos a equacao (4.27).
Caso f'=0:

Se f" = 0, entao f é uma fungado constante ,ou seja, f(s) = xo e a equagao (4.26) se

converte simplesmente em

g//+g/2:o

que tem por solugoes (excluida a solugao trivial g(t) = zg):

g(t) =loglt+Al+u, A peR,

para certas constantes de integragao A e (. Neste caso a superficie fica parametrizada por
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x(s,t) = (s, t+xg,In|t + A + p)

Observagao 4.3. Como no caso das superficies translacionais do tipo I, nés temos os
planos x = xq, com Xo € R. Para isso, nos escrevemos «(s) = (f(s),0,s). Usando
raciocinio andlogo ao cdlculo feito na (Afirmagao 4.2 do apéndice), a equagao (4.10)
agora fica

79" + e 29(f'(g" — g”) +"g") + €*9(g9" + ¢") = 0.
Dai, se f € constante, entao satisfaz a equacdo acima, isto €, a superficie M(«x, ) €
parametrizada por

x(s,t) = (xo,t +s,9(t)),

1sto €, o plano x = xg € uma superficie translaional minima do tipo II.
Caso ' #0:

Suponha que em (4.27) ' # 0. Entao dividindo (4.27) por ¢g*, nés obtemos

B 9// 1 1 g” 1
—f// +e 29 (le <E — a) — f//? + 329 E + ? =0 (428)

Como a primeira e a tltima parcelas na expressao (4.28) acima sao fungoes que dependem
apenas de s e t respectivamente, temos, diferenciando com relacao a s e t respectivamente,

que

aZ 72 f” f/2 ) g//
- Sl Gy
sVt 9 g 9
f/” Zf’f” 2f'f” " _2f/// " Zf'f” " 7AN
— e—29 [_29/ <_/2 _|_ ; o /39 ) _|_ ( /39 o /29 _2f/f/l (g_/?)) >:|
g g g g g g

f/// f/// 1 f/f// " 1 /
e e S e ()

ou seja,
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g// / g// g” 1 .

(1) Assumindo f” = 0.

Supondo f” = 0 temos que f(s) = as + b para certas constantes a,b € R, onde a # 0

(pois f’ # 0). Da equagao (4.27), nés obtemos
a2ef2g(g// o g/2) + e29(9// + g/2) =0.

e4m

Fazendo a mudanca de varidveis ((t) = 2(g(t) —m) |, = a% e com o0 mesmo argu-

mento usado na se¢ao anterior em (1) obtemos
2

¢" cosh(C) + % sinh(¢) =0

donde segue que,

12 c
= , ¢>0.
cosh(() ¢

Assim temos uma situacao analoga ao caso anterior.
(2) Assumindo g” + ¢g"* =0.

Como g nao ¢ constante e pela observagao no inicio deste topico, tem-se que g(t) =

log [t + Al + p com A, n € R. Logo, da equagao (4.27) segue que

_f//(g/S + 9/6—29) - 26729_‘:/29/2

_ 1 n e " g2 e 2m
- (t+A)3  (t+A)3 (t+A)4
— 0’
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ou seja,

f'(14+e M) (t+A) + 2f%e 2+ =0.

Derivando em relacao a t temos

f'(1+e ) =0

o que implica f” = 0. Logo,

2f?e M =0

ou seja, f' = 0.
Assim temos que f”/ = f’ =0, e portanto , f é constante o que gera uma contradigao,

pois estamos supondo f’ # 0

(3)Assumindo ”(g” + g’*) # 0.

"

1
% + E) obtemos:

g// / g//
(5) 5372
77 + =0
1 frf1

9
R

Dividindo a equagao (4.29) por f'f” (

Donde segue que existe uma constante a € R tal que

o199 —9"/0" 42 (4.30)
f/f// g///g/+ 1/9/ :

Vamos considerar dois casos: a =0 e a # 0.

i) Caso a =0.
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Neste caso temos f’(s) = bs+c, com b,c € R, b # 0 que substituindo na equagao (4.27)

nos conduz a
—bg"” +e7*((bs+c)*(g" —g™) —bg') +e*(g" +g") = 0. (4.31)

Veja que esta é um equacao polinomial em s o que implica que o coeficiente principal deve

ser nulo. De fato, derivando em relacao a variavel s obtemos
2be ?9(bs +¢)(g” — g’?) =0,
o que implica
9" —g”=0. (4.32)
Assim temos que
g(t) = —log|pt + ql,onde p,q € R,p #0. (4.33)

Substituindo (4.32) em (4.31) temos:

_bg/3 _ bg/e—Qg + 2629912 — 0
ou,
—bg”? —be %9 +2e*9g’ =0, (4.34)

substituindo (4.33) em (4.34):

2
b (_ P ) _be—2(1n(pt+q))+2€2(—1n(pt+q))( —P )

pt+q pt+q
— _b—p2_b( £ )2_2—P
(pt+q)? PR 4 q)?

- (pt_Tq)?’ [bp?(pt+q) + b(pt+q)° —2p] =0

O termo entre colchetes pode ser escrito como bp®t® + O(t*) = 0, onde O(t?) sao os
termos de ordem < 4 e que dependem de t polinomialmente. Logo o coeficiente principal

deve ser nulo e obtemos bp = 0, o que é uma contradi¢ao, ja que estamos supondo b # 0

ep #0.
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ii) Caso a # 0.
A primeira equacao em (4.30) nos dé
f///
= —af’, aeR,
e portanto integrando obtemos
In|f"| = —af +c.
Exponenciando ambos os lados,
f’ =e‘e " (4.35)
Ou seja,
f’” =be " com b #0. (4.36)
Multiplicando por (4.36) f’, nés obtemos
f/f// — bf/e—af
ou ainda,
—2b
(f/2)/ — (efaf)/
a
portanto,
—2b
2 = Teﬁ“f +c, ceR. (4.37)
Substituindo (4.36) e (4.37) em (4.29), obtemos
B B 1 2 g// 1 B g// 1
af 2 2
— be {1+e 9F+a(¥—a)}+206 9(F—— (4.38)

12
2 9 1 .
Fe(Sg) =
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Como f’ # 0 e b # 0, nds concluimos:

1 2/g" 1
—2 —
e g?—'_a(ﬁ_a)_o (4‘39)
" "
) 9 1 2 g 1
2ce g(ﬁ—a>+eg(ﬁ+a) =0. (440)

Nés temos de (4.30) que se colocarmos

obtemos a equacao diferencial dada por

o' —ap+2=0.

Resolvendo obtemos,
g 1 _2 at
+ —=—+2Ae"", AeR (4.41)
a

Combinando com (4.40) e (4.41), concluimos

-2 2 2
2ce %9 (—, + =+ 7\e“t> + e?9 (— + 7\e‘1t> =0.
g a a

ou seja,

-2 2 19 72
—,+—+7\e“t+e— <—+7\e°t> =0
g a 2c \a
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ou,
dac at 4g 4g ,at
— =4c+ 2cAae™ +2e? + aAe e
Entao, obtemos
1 2 49)(2 Aedt
_:(c+e )(2 4+ aAet) (4.42)

g’ 4dac

Colocando o valor de g’ em (4.41) implica

aAe®™™89 1 4c?(2 + ahe®t) 4+ 4c(3 + aret)e?d = 0.

ou ainda,

(are®t)(e?9)? + [4c(3 + are*t)]e9 4 4c2(2 + are®t) = 0

resolvendo em e*9 obtemos

—4c(3 4 ahe®t) £ 1/16c2(3 + aret)2 — 16(ahet)c2(2 + aAet)

49+
e =
(2aAeat)
_ —4c(3+ are®) £4cv/9 + 6aAedt + a?A%e?at — 2aAedt — a?AZe?at
N 2aAeat
2ce ! at

- = (—(3 +are®™) £ V0 + 4a?\e‘1t>

ou seja,

2 —at
g (t) = ~ log ( Cfl (—(3 +are®) £ V0 + 4a7\eat))
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Nés podemos escolher g, na expressao acima (o raciocinio é o mesmo com g_). Agora

1
podemos calcular — e comparar com (4.42) para obter,
g

4 <6 VO 4a7\eat> T e (11 +3V0F 4a?\e‘1t> —0

Esta expressao pode ser escrita como

V9 + 4alect(4 + 3alet) = —(24 + 11aie®)

elevando ao quadrado ambos os lados, temos

(9 + 4aAe®)(16 4 24are® + 9a*A?e*?t) = 576 + 528aAe®t + 121a*A%e?*t

ou seja,

1444+-216are ' +81a’A%e? +64are ' +96a’A%e? 1t +-36A3 e3¢t —576—528are*t —121 a®A?e?¢t = ()

Logo,

36a3A%e3t + 56a%A%e?t — 248aAe®t — 432 =0

que é uma equacao cibica em e®'. Logo o conjunto das raizes forma um conjunto finito,
o que é um absurdo.

Assim segue-se o resultado

Teorema 4.2. As tnicas superficies translacionais minimas em Sols do tipo II sao os
planos x = Xg, 0s planos z = zo e as superficies parametrizadas por x(s,t) = (s,t +
f(s), g(t)) com

(1) f(s) =aeg(t)=loglt+ A+ 1, onde a, A pneR.

(2) f(s) =as+b, a#0 e g(t)=:I"*(ct) + m, com

—2

t
I(t) :J Vcoshtdt, ¢ >0, €™ =a%
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4.6 Superficies do tipo III.

Para superficies translacionais minimas do tipo III, nés assumimos que as curvas geratrizes
sao gréficos de fungoes dadas por «(s) = (s,0,f(s)) e B(t) = (0,t,g(t)). A superficie

translacional M(«, ) é dado por

X(s,t) = x(s) * B(t) = (s,0,f(s)) = (0,t,g(t))

= (s, te') f(s) + g(t))

Entao (4.10) se escreve como (Vide afirmacdo 4.3 do apéndice )

_62(f+g)(g//+g/2)+e—29(t2f/29/2+f/2_tzflzg//_3tf/29/+f//(tg/_1))

_21:/29/2 + tf/29/3 + tf”glg . f//g/Q . f/29// —0 (4'43)

Nesta secao, nés daremos exemplos de superficies translacionais minimas do tipo III dis-

tinguindo alguns casos especias.
(1) Assumindo f constante.

Entao (4.43) implica g” + g”* = 0. Se g ¢ constante, a superficie ¢ um plano horizontal

zZ = zp; a solucao nao constante é
g(t)=loglt+Al+pun, ApneR.
Neste caso M(«, 3) pode ser parametrizada por

x(s,t) = (s,te,log|t+ A+ n+c), onde c é a constante dada por f .

(2) Assumindo g constante.

Entao (4.43) nos leva a e 29(f”> — ") = 0 e assim, se f é constante a superficie ¢ um

plano horizontal z = zy. Se f é nao constante temos

f/2 _ f// — 0’
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cuja solucao ¢ dada por:

f(s) =logls +Al+p ;A pneR.

Neste caso M(«, 3) pode ser parametrizada por
x(s,t) = (s,t(s +A)e", log|s + A|+n+c), onde C é a constante dada por g .
(3) Assumindo tg’' —1=0.

Entao temos g(t) = log|t| + 1, p € R. Neste caso a equagao (4.43) é satisteita para

qualquer funcao f. De fato, se tg’ — 1 = 0, temos

_62(f+g)(9// + 9/2) + ef2g(f/2 + f’2 _t2f/2 o 3f/2) o f/2g/2 + f”g’2 o f”9/2 o f/2g// —

-1 1 €—2u t2f/2 1 —1
_ 2(f+g) 2 2 2 2
= —¢€ 9 <t—2+t—2)+ (Qf +t—2—3f )—f t_Q_f (_)

t? t?
= 0

Neste caso M(«, ) pode ser parametrizada por
x(s,t) = (s, te’®) f(s) + log [t| + ).
(4) Assumindo f” = 0.

Entao temos f(s) = bs + ¢ para alguma constante b # 0, ¢ € R. Assim, a equagao (4.43)

pode ser escrita como:

_62(f+g)(g//+g/2)+b2(_29/2+tg/3_g//)_’_b2672g(t29/2+1_t2g//_3tg/) =0.

(4.44)

Derivando (4.44) em s obtemos:
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Em particular, —e?(f+9)(g” + g’?) é uma funcdo dependendo apenas de t. Como f’' =b
e b # 0, segue que g” + ¢g’> = 0. Assim g(t) = log|t + A| + 1; A,p € R. Com estas

expressoes para f e g em (4.43) obtemos
AbZe H((1+e*M)t +A(e** — 1)) =0

Dali, obtemos um polinémio em t, e consequentemente A = 0. Entao temos que tg’—1 = 0.

Mas este caso esta contido no caso anterior.

(5) Assumindo g” + ¢g"* = 0.

Supondo g nao constante, como ja sabemos, temos
gt)=loglt+Al+w; A peR.

Entao a equagao (4.43) converte-se em:

AMA(=L+e®)+ (1 + ) F? + (14 M) (t+ A)f") =0.

Agora observe que se A = 0, entdo tg’ — 1 =0, e este caso ja foi estudado. Se A # 0, nds
temos um polinomio em t obtendo, com uma manipulacao simples, um par de equagoes

diferenciais, a saber,
(—14+e®)f?+ (14" =0 e f"+f?=0
O que implica,

(14 e)f? — (1 +e)f? = 0
f2(—14+e**—1—e’) = 0

f?2 =0
Logo temos que f é constante e este caso esta contido no primeiro estudo desta secao.

Observacao 4.4. Destacamos que se considerarmos a curva « dada por «(s) = (f(s),0,s),
entdo a superficie é parametrizada por x(s,t) = (f(s),te®,s + g(t)). Usando raciocinio

andlogo ao calculo feito na (Afirmacao 4.3 do apéndice), sua condi¢ao de minimalidade



Capitulo 4. Superficies Translacionais Minimas em Solj 76

¢ dada por:

_e2(s+g)f/3(g// + 9/2) + e—2g (f/(t29/2 -1 +t29// —3tg’) —f”(tg/ o 1))

+f/(—3tg/3 _ g//) +f//g/2(1 _tg/) — O

Para esta equagdo, a funcao f(s) = xo € uma solugao para qualquer g. Isso nos diz que a

superficie € um plano vertical X = Xq.
Assim nos concluimos o seguinte resultado;

Proposicao 4.1. Exemplos de superficies translacionais minimas em Sols do tipo IIT
sao os planos z = zy, 08 planos x = Xx¢ e as superficies parametrizada por x(s,t) =

(s,tef, f(s) + g(t)) com

1) f(s)=aeg(t)=loglt+Al+u; a,ApelR
2) f(s) =—logls+Al+pneg(t)=a; aApeR.
3) g(s) =loglt|+ u e f é uma fungao arbitrdria

No caso geral de (4.43), isto é, se  f”g’(tg’ — 1)(g” + ¢g’*) # 0, nés dividimos a
espressao (4.43) por f?e 29(tg’ — 1), e obtemos

e_2f 499//+9/2 t2g/2_|_1_t2g//_3tg/_3tg/+629(_29/2+tg/3_g//)

€ tg—1 tg’ — 1
f//
+f72(1 +e%9g”?) = 0. (4.45)

derivando esta equacao com relagao a s, e observando que a expressao entre colchetes é

uma funcao que depende unicamente de t, nés obtemos

a le A 9//+9/2 f” ) )
3s {‘ﬁegtq——ﬁm”“gg' )] -

Isso nos diz que

e2f / A 9”+9/2 £ / ) )
(%) (%52) () nveom=o 10
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ou,

le
<W> 1+ e?9g”

f_” I e4g(g//+g/2)
£72 (tg’—1)

Como f” /% é nao constante, nés deduzimos de (4.46) que existe a € R tal que

(e2f/f’2)/ 1+ e299/2
(77677~ eR9(lg” + 97)/(tg’ —1))

(4.47)

Se a =0, entdao 1+ e?9g’”> = 0 o que é impossivel. Assim, a # 0. De (4.47), nés temos

er "
S5 o= A b (4.48)
" 12
e?9g” aeted_TI9° (4.49)
tg' —1

com b € R constante de integragdo. Finalmente, substituindo (4.48) e (4.49) em (4.45)

obtemos:
(b—a)g’?e® + (a +b —2atg’ + g™?)e'9 + (1 +t?g")e?I +t> =0 (4.50)

Note que as demais superficies translacionais minimas do tipo III deverao satisfazer as

equagoes (4.48) e (4.50).



Apendice

Neste apéndice, vamos determinar as equacoes de minimalidade do grupo de Lie Sols,

munido do sistema de coordenadas globais dado por ¢ : Soly — R3 definido por

e métrica invariante a esquerda dada por
ds® = e**dx® + e **dy® + dz*

Observamos que para as equagoes de superficie minima, nao precisamos que o vetor
normal seja unitdario. Assim trabalharemos com o vetor normal nao normalizado N,

conforme discussao que precede a equagao (4.10)
Afirmacao 4.1. A equacao de minimalidade do tipo I em Solg € dada por
—f”g'3 _ e?g(f//g/ + 1:/9/2 _ f'g") + e—ng/3(g/2 _ 9”) —0.

Demonstracao. De fato, como a parametrizacao destas superficies é da forma x(s,t) =
(s +t,f(s),g(t)) entao
vi = xs=(1,1f,0) =05+ 9y, =e9E; +f'e 9E,

ve = x¢ = (1,0, 9/) = 0y + glaz =e9k; + 9/E37

E claro que v; e v, geram T,M se {2+ g2 £0.

Um vetor ortogonal (ndo necessariamente unitario) em P = (s, t) é dado por

78
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N = (f/gleig)El — g'egEg — f/Eg.
Os coeficientes da primeira forma fundamental sao

E = (xs,Xxs) = e+ f?e 29
F = (xs,x) =e*9

G = <Xt,xt> = 629 + 9/2

Por outro lado, fazendo uso das conexoes de Levi-Civita em Sols, isto é,

—E; 0 E
Ve Eily = 0 Es3 —E,
0 0 0

obtemos

<

Vi, vi = Vi X

=V, (e9E; + f'e 9E,)

= eIV, By + e 9E, + e 9V, E,

= egﬁ(egEH—f’eﬂJEg)El +f"e 9k, + fleigﬁ(egEl—b—f/e*gEg)EQ

=e9(e9(—E3)) +f"e 9, + e 9(f'e 9E3)

= (f%e 29 —e?9)E; + e 9E,,

Vi, (e9E; + g'Es)
= egﬁxsEl + g/@XSES

egv(egEH—f’e*gEg)El + glv(e9E1+f’e*9E2)E3

= e?9(—E3) + g'e%E, — g'f'e 9E,

= g'e9E; — f'g’e 9E, — e?9E;,
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<

Vi, Ve = Vi Xt

= @Xt(egEl +g'Es3)

= g'e9E; 4+ €9V, E; + g"Es + g’V Es

=g'e9E; + egﬁ(eggﬁg/ES)El +g"E3 + g'@(egEﬁg'Eg)E:a
= g’e9E; + e*9(E3) + g"Es + g'e9F,

=2g"e9E, + (g” — e?9)E;.

E assim, temos

(N,Vy,vi) = (f'g’e 9E; — g’'e9E, — f'E3, fe 9E, + (f?e 29 — e?9)E3)

— _f//g/ o f/36_29 + f/e2g’

N, V\, Vo = (f /engl - /egEg - f/Eg, 'egEl — f/g/engQ — €2gE3
1 g9 g g
— f/g/2 + f/g/2 + f/629

— 2f,g,2+f/629,

(N,V,,vo) = (f'g’e 9E; — g’'e9E, — f'E3, eq’e9E; + (g” — e?9)E3)

_ 2](-/9/2 _f/g// + f/e29.

De acordo com (4.10), a superficie parametrizada por x(s,t) = «(s) * 3(t) é minima se,

e somente se,

G(N, Ve, e;) —2F(N, V., e;) + E(N, V., e;)

= (e*9+17) (—f"g — e 29 4 f'e?9) —2e%9 (2f'g"” + 'e9)
+ (€9 +f%e29) (2'g” — f'g” + 'e?9)

— fgle?9 £y fleto _ f1gP g2
+f'g"%e?9 — 4f'g"?e?9 — 2f'e?9 + 2f'g%e?9 — f'g"e?9

+f/e4g + 2f/39/2€_29 _ f/39//e_29 + f,S =0
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ou, apos simplificar e organizar os termos da equagao acima:

_f//g/3 . ng(fllgl +f/g/2 _f/g//) + 6729_‘:/3(9/2 . g//) — 0
]

As superficies translacionais minimas correspondente M(, 3), do tipo II em Sols sao

as superficies parametrizadas parametrizada por
x(s,t) = al(s) = B(t) = (s, f(s),0) = (0,t, g(t)) = (s,t + f(s), g(t)).
Afirmacao 4.2. A equacao de minimalidade do tipo II em Sols € dada por
—f"g"” + e ?9(f?(fg" — g”) —f"g") +€*9(9" +¢”%) =0

Demonstra¢ao. Para estas superficies x(s,t) = (s,t + f(s), g(t)), temos os campos coor-

denados (globais) dados por:
W; = Xs = (]_,f/, 0) = ax + f/ay = egE1 + f’engg
wy = % =(0,1,9") =2y +g'9. =e ‘E2+ g'Es.

Um vetor normal nao normalizado em cada ponto P = x(s,t) é dado por

N = f’g'e_gEl — g/egEg + Eg

Assim os coeficientes da primeira forma fundamental sao dados por
E = <XS7XS> = e?9 + e 29f"
F o= (x¢,x¢) =f'e 29

G — <Xt,Xt> — 6729 ‘I‘ 9/2.

Determinando as derivadas covariantes, Vy,,wi j,i1=1,2

= eIV, E, + e 9E, + f'e 9V, E,

— 1://e—gE2 4 (f/2€_29 - ng)ES
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VW1W2

@szt
= Vi, (e 9E2 + g'E3)
= eiQ@XSEQ + g/@XSEB

e IV eoE,+fe9E,)E2 + ¢ ,V(e9E1+f/e*9E2)E3

= egg’El — f’gengg + 672gf/E3
@W2W2 - ﬁxtxt
= ﬁxt(e_gEz + g,Eg)
= —g'engg + eiQ@XtEg + gNEg + glﬁxtEi’)

=—g'e 9E,+ e 9

Tomando os produtos internos de V., w; com N obtemos:

<N7 Vi wy) = <f/9’e_gE1 —g'e9Ey + E;, f e 9, + (f/2€_2 - ezg)E3>
— _g/ege—gf// + (f/26_29 - ng)

— _f/lgl 4 f/72g - ng

<N, 6W2W1> = <f/g/€_gE1 — g'egEg + Eg, g’e9E1 — f/g/e_gEg + 6_29f1E3>
=f'g’e 9g’e9 +f'g”e9e 9 + e 29f
— f/9/2 + f/g/2 _|_ 672gf/

— 2f/9/2 + 67291:/

(N, 6vv2W2> = (f'g’e 9E; — g’e9E, + e3,—2g'e 9Es + (" + e *9)E3)

— 2912 + g//+ 6729
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Logo, pela equacao de superficie minima (4.10), temos

(e—2 + 9/2)(_1://9/ + f/26—2g . 629) . 2f/e—2g(2f/g/2 + 6_2gf/)

+(e?9 +e29f'%) (297 +g" +e729) =0

donde vem que

_fugle—zg+f/2674g_1_f//g/3+f/2g/’ef2g_g/Zezg
_4{;/29/26729_21:/26749+29/629+g//e2g+1

21:/29/26—29 + f/2g//e—29 + f/26_49 =0

ou ainda, simplificando e evidenciando, obtemos a equacao de superficie minima:

_f//g/?) 4 e—QQ(fIQ(fg// _ g/2) _f//g/) + 629(9// + 912) =0
O

As superficies translacionais minimas correspondente M(c, 3), do tipo III em Sols

sao as superficies parametrizadas parametrizada por

x(s,t) = afs) = B(t) = (5,0,f(s)) * (0,t, g(t)) = (s, e, f(s) + g(t))
Para esse tipo segue-se
Afirmagao 4.3. A equacdao de minimalidade do tipo III em Solg € dada por

_62(f+g}(g// + g/2) + 6—29(t2f/2g/2 + f/2 _ t2f/29// . 3tf/2g/ + tf//g/ o f”)

_21:/29/2+tf/29/3+tf//g/3_f//g/2_f/2g//:O
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Demonstracao. Os campos coordenados destas superficies sao dados por:
u = Xs
= (1,tf’e’, f)
= 0, +tf'e'd, + 0,
= e TIE, +tf'e I+ f'Ey

= e M9E, +tf'e 9E, + f'Es,

Uy = Xt
= (0,e',g")
= efe " 9E, +g'E;
= e 9Ey,+g'E;
Assim coeficientes da primeira forma fundamental sao:
E = X9 L {2f2e729 4 72
F o= tf'e?9 4+ f'g’
G = e 9+g”
O campo normal nao normalizado é dado por :
N=f(1—-tg)e ""9E; + g’e9E, — E;.

As derivadas covariantes Vujui Sa0:

Viawi = Vi X

= V,, (e9E, +tf'e 9E, + f'Es)

= f'ef9E, + eIV, E, + te 9f"Ey + te 9f'V, Ey
+f"E3 + 'V, E3

= eI, + eV erior, firre b, 4 iEs) E1 + 16T IF By + te IV (erior, tire 9B 4184 E2
B3 + 'V (error, 4 trre-9Es 1 E4) E3

= f'e9E, —e9e™9E; +te I Ey + te 9/ (te  9f'E; — f'Ey)
FF7Ey 4 (e 9E, — te 9Ey)

_ (2f/€f+g)E1 +t(f” o f/2)e—gE2 + (f” o eZ(f—!—g) + t2f/26_29)E3
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<
£
&
Il
<

ss Xt
= V,.(e 9Ey+ g'Es)
= e_gﬁxs E, + g/@xsEs
= eig@(ef+9E1+tf/e*9E2+f'E3)E2 + 9,@(e”gEﬁtf’e’gE?”'ES)E3
= e 9eMIVe Ey+ e 9tf'e IV, Ey + e 9V, Ey
+9'e" IV, Es + g'tf'e IV, Es 4 g'f' Vi, Es

= g'e"9E, —tf'g’e 9, + tf'e ?9E;

Vi, = Vi Xt
= V(e 9E,+g'Es)
= —g'e 9E, + e_gﬁxth +9"Ez+ glﬁxthz,
= —g'e 9B, + €7g@(e*9E2+g’E3)E2 +9"Es + 9,@(6*9E2+9/E3}E3
= —g'e 9E,+e MV, Es+g'e IV, Es + g"Es 4+ g'e IV, Es + g° Ve, Es

= —29'e 9Ey + (9" + e ?9)E;

Logo, tomando os produtos internos de V,,u; com N, em cada ponto P = (s,t) nds

obtemos

(N, Vyw) = (f'(1—tg')e” "™ 9E, + g'e?E, — E, (2f'e"9)E,
(" — £2)e 9E, + (f” — 29 L £2§2e729)E,)
= /(1 —tg")(2fe™9)el™9) 4 tg/(f" —?)ede 9 — (" — e2(T+9) 4 {22 29)

_ 21:/2 . 3tf/29/ + tf//g/ _ " + 62(f+g) _ t2f/2€_29

N, Vo u) = (f'(1—tg)e "9E, + g’e9E, — E5,g’e"9E, — tf'g’e 9E, + tf'e 29,
1 g 9 9
— f/(l_tgl)g/_g/tf/g/_tf/e—2g

= f'g’ —2tf'g” —tf'e 29

(N, Vi,up) = (F(1—tg)e "9E, + g'e9E, — E5,—2g’e 9E, + (g + e 29E3))

2

_ _29 g// o 6_29
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Entao, apds substitui¢ao em (4.10) e devidas simplificagdes, obtemos

_e2(f+g)(9// + g/2) + ef2g(t2f/29/2 + f/2 _ t2f/29// _ 3tf/2g/ + tf//g/ o f”)

_2f/2g/2 +tf/29/3 +tf//g/3 _ f//g/2 _ f/2g// — O
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