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Resumo

Neste trabalho estudamos o problema de Cauchy para um sistema acoplado de equa-
¢oes de Schrodinger nao-lineares com derivadas. A motivacao para estudar tal sistema foi
verificar se ele herda as mesmas propriedades da equacao de Schrodinger nao-linear com
derivadas classica. Nesse sentido, investigamos a boa colocagao do problema com dado

inicial pequeno em espagos de Besov de ordem 1/2 e de Sobolev em L? de ordem s > 1/2.

Palavras-chave

Boa Colocacao em Espagos de Besov; Equacao de Schrodinger nao-Linear com Deriva-

das; Sistema de Equacoes de Schrodinger nao-Lineares com Derivadas.
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Abstract

In this work we study the Cauchy problem for a coupled system of derivative nonlinear
Schrodinger equations. The motivation to estudy such system was to verify whether it
inherits the sames properties of the classical derivative nonlinear Schrodinger equation.
In this sense, we investigate the local well-posedness with small initial data in the Besov

space of order 1/2 and Sobolev spaces of order s > 1/2.

Keywords:

Well-Posedness in Besov Spaces; Derivative Nonlinear Schrodinger Equation; System

of Derivative Nonlinear Schrodinger Equations.
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Introducao

Este trabalho tem como objetivo estudar o Problema de Valor Inicial (PVI) associado
ao seguinte sistema acoplado de equagoes de Schrodinger (NLS) e equagoes NLS com

derivadas:

Doy — i0%u; = m(z |uk|2)uj n vax(z |uk|2uj) _ A(Zuk&c(uku»),
k=1 k=1 k=1

uj(x,0) =ujo(z), j=1,....,n, (z,t)€eRxXR,

(1)

onde u; = wj(z,t), j = 1,...,n, sdo fun¢bes com valores complexos, p, 7 e A s@o
parametros reais e n > 1 é um nimero natural arbitrario. Na forma vetorial o sistema

(1) é escrito como

opu — i0*u = iplulfu + v0, (|u|2u> — )\<Zuk8$(ﬂku)>,
k=1

u(z,0) = up(x), (x,t) € R xR,

(2)

cuja formulacao integral é

u(t) = U(t)ug + /0 Ut — s){ —ipful*u 4 70, (Ju*u) + )\Zukax(ﬂku)}(s)ds, (3)

k=1
onde u := (uy,us, ..., u,) e U(t) denota o operador linear associado ao multiplicador de
Fourier e~ (detalhes encontram-se no Capitulo 2 e nos capitulos posteriores), ou seja,
ao fluxo da equacao de Schrodinger linear.
No caso n =1 o sistema (1) com A = 0 é a classica equacao de Schrodinger nao-linear
com derivadas

O — i02u = ip|ul*u + 0, (Ju*u). (4)

O estudo de generalizacoes multi-componentes da equagao NLS tem despertado o in-
teresse de muitos pesquisadores (principalmente Fisicos) devido sua ampla aplicabilidade

na Fisica no contexto real, por exemplo, no estudo de ondas aquaticas, éptica nao-linear
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e fisica de plasma [14, 21, 28]. O sistema com duas equagoes (duas componentes) foi pro-
posto por Manakov [29] para descrever a propagagao de campos elétricos polarizados em
uma fibra ética. Paran =2 e u = 0, o sistema em (1) modela a propagacao de ondas de
Alfvén polarizadas, e, para pu # 0 e v # 0 o sistema em (1) é um modelo para descrigao da
propagacgao de pulsos ultra curtos (ou seja, de baixissima intensidade) em fibras opticas
birefringent e suas solugoes de tipo séliton (veja [19, 20]). Em [30, 31] Matsuno constroi
as solugoes de tipo N- séliton brilhante para o sistema em (1) com v = A.

Do ponto de vista da Matematica, a equacao de Schrédinger nao linear com derivadas
(4) (isto é, o sistema (1) com n = 1, com sigla em ingles DNLS) tem sido amplamente
estudada nos tltimos anos e por varios destacados pesquisadores (veja, por exemplo, [2],
6], [11], [18], [35], [43], [44] e referéncias 14 contidas).

J& que o sistema (1) é uma extensao da equagao DNLS, é natural questionar se ele
herda as propriedades daquela equacao, ou seja, quais propriedades matematicas o sistema
e a equagao tém em comum. Aqui, tomando como base [33], [40] e um artigo de V. Barros
e R. Moura que encontra-se em preparacao, vamos provar que o PVI para o sistema em (1)
é localmente bem posto para dados iniciais pequenos nos espagos de Besov nao homogéneo
BQ%’I(R) e nos espagos de Sobolev nao homogéneos H*(R), s > 1/2.

E importante salientarmos que o PVI (2) é equivalente a equagao integral (3) e que o
estudo da boa colocagao mencionado acima nao ¢é feito diretamente sobre ele e sim sobre
sua versao integral (3).

Dizemos que a equagao integral (3) é localmente bem posta em um espago funcional
X, se para todo iy € X existe um 7" > 0 e uma unica solucao v € C([0,¢; X)NY
(onde Y é outro espaco funcional a ser encontrado) de (3) para (z,t) € R x [0,T]. Além
disso, a aplicacdo dado - fluxo, isto é, a aplicacdo uy — u(-,t), localmente definida
em C([0,t]; X), é continua. Portanto, a nogdo de boa colocagao aqui estudada inclui
existéncia, unicidade e persisténcia (para cada t, a solu¢dao u(-,t) pertence ao mesmo
espago que o dado inicial e sua trajetéria no tempo descreve uma curva nele). Isto
significa que o fluxo de (3) define um sistema dinamico em X. Quando 7' puder ser
tomado arbitrariamente grande, dizemos que (3) é globalmente bem posto em X.

Devido a complexidade de se exibir solugoes de tipo ondas solitarias para sistemas,
conjecturamos com uma boa margem de seguranga ser pouco viavel o estudo da ma

colocacao no sentido de que a aplicacao dado-fluxo é Lipschitz como feito para a equacao
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DNLS em [2], mas (apesar de ndo exibirmos aqui) somos bastante seguros em afirmar que
vale para o PVI (1) com A = 0 o mesmo resultado de mé colocagao feito em Takaoka [44]
para a equacao (4).

Como no caso n = 1 (veja Hayashi [15]), o sistema em (1) com A = 0 tem as seguintes

leis de conservacao ao longo do fluxo:

Q(u) = [ulfz: (5)

E(u) = [|0zull7> + 2% [[ul|zs + 37Im (O,u, [uf*u) . (6)

(A demonstragao desse fato encontra-se no Apéncice no 1ltimo capitulo do trabalho).
Uma importante observacao é que o sistema em (1) com A = 0 é gauge equivalente ao
sistema

OV — 10>V = ip|v]*V — v - vO,V — Z’y(% + 2)|v|*v, (7)

onde
X

v(z,t) = d®u(z, ), com M%ﬂz—v/ u(y, 1) 2dy,

—0o0

(confira o Corolério 4.0.1 no Apéndice) e isso nos faz conjecturar que possivelmente vale
para o PVI (1) com A = 0 o mesmo resultado de boa colocagao local em H 3 (R) da equagao
DNLS (4) provado por Takaoka [44], pois o sistema (7) é muito parecido com a equagao
DNLS (4) transformada pela mudanga de variavel
olant) = ePule,t). com ple.t) =~ [ fuly.Pdy,
isto é,
O — i0%v = iplv)*v — y0?0,0 — Z’y(% + 2)|v|*v. (8)

Mas hé uma diferenga entre a equagao DNLS gauge tranformada (8) e o sistema em
(7) que pode comprometer a aplicacdo da técnica empregada por Takaoka [44]: o termo
v - v0,V nio tem a mesma simetria do termo unidimensional v?0,¥, pois nele ha termos
do tipo v79,7;, com j # 1.

Outra observacao muito relevante é que talvez seja possivel demonstrar-se a boa co-
locagao local para a equagao (3) sem restrigdo sobre a norma do dado inicial (ou seja,
com dado inicial qualquer) em H*(R), s > 1/2 (veja [32] e [34]).

O trabalho esta dividido em quatro capitulos, da seguinte forma:
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O primeiro capitulo é de resultados preliminares, ou seja, que darao suporte para
elaboracao dos demais capitulos e compreensao da teoria apresentada no trabalho. Nele
comecamos com a notacao, definicao dos espacos LP e estimativas neles, tais como as
desigualdades de Holder e de Minkowski e os teoremas interpolacao de Riezs-Thorim e de
Marcikiewikz; em seguida apresentamos o espago de Schwartz e suas propriedades basicas.
Depois vem a transformada de Fourier e suas propriedades fundamentais, os Multiplicado-
res de Fourier, os espacos de Sobolev e de Besov generalizados e suas propriedades basicas,
e finalizamos com os paraprodutos e a regra de Leibniz para derivadas fracionarias.

No segundo capitulo exibimos as etimativas para o fluxo da equacao de Schrodinger
linear que dao suporte para estimar a parte linear da equacao integral (3) no espago de
resolucao da mesma. Comecamos com as estimativas lineares usuais e depois apresentamos
as estimativas lineares localizadas em fase.

No Capitulo 3 é onde provamos nossos resultados de boa colocacao local. Ele comeca
com o enunciado dos teoremas a serem provados; na sequéncia fazemos as estimativas
para a parte nao-linear da equagao (3) no espaco de resolugao. Por fim, coligimos as
estimativas lineares e nao-lineares para, usando o teorema de ponto fixo para contragoes,
provarmos a boa colocagao em BQ% ’1(R) e depois em H*(R). O resultado de boa colocagao
em H*(R) poderia também ser obtido usando-se a técnica empregada por M. A. Cardoso
em [4].

O dltimo capitulo é um apéndice com a demonstracao de que os funcionais (5) e (6)
sao conservados ao longo do fluxo do sistema.

E importante informar que esse trabalho teve como base principal cédlculos feitos por

Vanessa Barros e R. de Moura para um artigo que encontra-se em preparac¢ao no momento.



Capitulo 1

Resultados Preliminares

Nesse capitulo apresentaremos os resultados bésicos para entendimento do trabalho,
desde informacoes sobre notagao até teoremas mais complexos, sendo que a demonstracao

de alguns sera omitida, porém referenciadas.

1.1 Notacao e alguns espacos funcionais

Nesta secao daremos algumas notagoes que serao uteis ao longo do texto. Indicaremos
por | - |, a norma euclidiana usual em R”, se x € R" e r > 0, ent@o a bola de centro x e
raio r €,

B(z,r)={yeR":|z—y|< T}

Se z,y € R" denotaremos x -y = Z?Zl xj - y;. Um multi-indice é uma n-upla de

inteiros nao negativos. Se a = (ay, ..., a,) é um multi-indice, ou seja, & € N onde cada

a; € N | entao denotaremos,

:E . l:|| ) e 1 Qn
‘04 s ajv a: = O(]’ a <8x1) (axn) .

Dadas quaisquer quantidades reais positivas C, D, que podem depender de uma ou

mais variaveis, a notacao C' < D significa que existe uma constante ¢ > 0 tal que C' < ¢D;
e, C'~ D significa C S De D SC.

Vamos fazer uso frequente da seguinte desigualdade:

Lema 1.1.1. Seja C.., r € N, constantes reais positivas. Entao

Y Y Yo, <> 2.

j>1 r>j r>0
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Demonstracao. Notemos que
2. 2. Y0 =3 ) Xalj—n¥T2C,
j=l r>j Jj>1 r>0
onde x<o denota a fungao caracteristica dos inteiros negativos. Trocando a ordem do

somatdrio obtemos

DD YC =) 20 x<oli - )2

jz1 r>j r>0 j>1
r —1 r
= E 2"C, E 27 = g 2"C,,
r>0 >1 r>0
como desejavamos. O]

Dados dois operadores A e B, denotamos por [A, B = AB — BA o comutador entre
AeB.

Dada uma fungao f : R — R, supp(f) denotara o suporte de f que é o conjunto

supp(f) = {z € R*: f(z) # O}.

Dado um espaco de medida (X, p), denotaremos por LP(X,pu) com 1 < p < o0 0
conjunto de todas as fungoes mensuraveis f : X — C tais que | f |P é integravel e para

cada f € LP(X, i), denotaremos por

1/p
1=l fl= ( [ 1 d#@)) |

que por sua vez ¢ uma norma em LP(X, p).
Quando p = oo, L>(X, p1) denotard o conjunto de todas as fungdes mensuréveis essen-

cialmente limitadas, isto é, o conjunto das fungoes f tais que
p{z € X[ f(z)[> c}) =0,
para algum ¢ > 0. Para cada f € L>*(X, i), a norma é denotada por
[f lzee= inf{c > 0: p({z € X[ f(x)[> ¢}) = 0},

Proposigio 1.1.1 (Desigualdade de Holder). Sejam {p;}y " C [1,00] e r > 1 tais que

1 1 )
- = Z —, entao
T = Dj

N
114
j=1

N
<IIlflw felP®).
j=1

Lr
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Demonstragao. Veja a referéncia [9]. O

Denotaremos por LPLL e LLLP os espacos de Lebesgue nas varidveis espago-tempo,

com suas respectivas normas:

L (s @) zzeg, = 1 11FC @)l all o,

1) zg oz = IS )l ol o

O resultado abaixo é uma importante caracterizagao dos espagos LP.

Proposigao 1.1.2. Seja f : Q — C (ou R) mensurdvel e sejam 1 < p,q < 0o tais que

1
—+ —=1. Entao f € LP se, e somente se, sup A < 0o, onde

p q

a={ [1swloir : 92005 em 2 e gly<1},
Q

Nesse caso vale || fl|, = sup A.
Demonstragao. Veja a referéncia [9)]. O

Enunciamos abaixo um importante resultado sobre estimativa de operadores integrais
em LP e a desigualdade de Minkowski para integrais. Quando nao especificado, os p’s que

aparecerem sao tais que 1 < p < oo.

Proposigcao 1.1.3. Seja K uma fung¢ao mensurdvel em R™ x R™. Suponha que eziste

C >0 tal que
/ |K(x,y)|de < C, para qtp. yeR"

/ |K(z,y)|dy < C, para q.t.p. ©€R™.

Se f e LP(R"), 1 <p < oo, entdo a integral
Tf(z)= | K(z,y)f(y)dy
Rn
converge absolutamente para q.t.p. x € R™. A funcdo Tf assim definida pertence a
LP(R™) e
1T flle@my < Cllflle@n).-

Demonstragao. Veja o Teorema 6.18 da referéncia [9]. O]
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Agora enunciamos a desigualdade de Minkowski para integrais:

Proposigao 1.1.4. Seja f: R™ x R" = R (ou C) mensurdvel tal que, f(-,y) € LP(R™)
para g.t.p. y € R, e que a fun¢io y — || f(-,y)||Lerm) pertenca a L*(R™). Entdo, a

fungdo x — f(z,y)dy pertence a LP(R™) e
Rn

1 1
([ | o] a) < [ ([ ora) a
ou seja,
It < [ 16D lands
Demonstracao. Veja o Teorema 6.19 da referéncia [9]. O

Passamos agora a definicao de produto de convolucao e suas propriedades fundamen-

tais.

Defini¢ao 1.1.1. Sejam f,g : R" — R (ou C) fun¢des mensurdveis. O produto de
convolugao de f por g € a funcao f x g definida por

(Fxg)@) = | flz=y)gy)dy, (1.1)
para todo x € R™ tal que a integral (1.1) exista.
Proposicao 1.1.5. Assuma que a integral acima exista. Entao:
1. fxg=g=x*f;
2. (fxg)xh=fx(g*h);
3. definindo 1, f(z) = f(x —y) (translagao de ordem y de f), temos que

T.(f*g) = (1.f)x g = [ *(7.9);

4. se f € LY(R™) e g € LP(R™), entao supp(f * g) C supp(f) + supp(g), onde
supp(f) + supp(g) ={x+y : = € supp(f) e y € supp(g) }-

1 1
5. Se—+—-=1,felPege L, entio (f*g)(x) existe para todo x € R", f*g é uma
p q
fungao limitada e uniformemente continua e || f * glloo < ||fllpllgllq- Além disso, se

1 <p<oo, entio f*xg € Cyu(R™) (ie., f*xg éuma fun¢ao continua que se anula

no infinito).
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6. Se f € L' eg € Ck (ie., g € C¥ e 0% ¢ limitada para todo multi-indice o =
(a1, ,a,) € N" com |a| < k), entdo fxg € CF e 0%(f xg) = f* 0%, para
a] < k.

Demonstracao. Veja a referéncia [9)]. O

Definigao 1.1.2. Sejam (X, Xx, u), (Y, Xy, v) espagos de medida e
MY, %y)={f:Y = C| f é mensurdvel }.
Dado T : LP(X,Yx,pu) = M(Y,Zy) (1 < p < o0) um operador sublinear, isto €,
T+l <[Tfl+|Tgl e |T(cf)l=IclITfl, Vfgell(n) e ceC,

dizemos que:

1. T ¢é de tipo forte (p,q), onde 1 < q < oo, quando T : LP(u) — Li(v) estd bem
definido e € limitado, ou seja, existe ¢ = c(p,q) > 0 tal que, || Tfll, < <l fllp,
VfeLr(u.

2. T ¢é de tipo fraco (p,q), onde 1 < q < 0o, quando existe ¢ > 0 tal que, para cada
A>0,

v(Ezy) < (”—J;“) L Ve L(p),

onde B}y = {y € Y ¢ IT(f(y)] > A},
3. T € de tipo fraco (p,o0) quando, e somente quando, T € forte (p, o).
Vamos agora enunciar o teorema de interpolacao de Riesz-Thorin:

Proposicao 1.1.6. Sejam po, p1,Go, ¢1 € [1,00] e T : LP0 4 LP* — L% 4 L9 de tipo forte
(po, qo) com norma My e tipo forte (p1,q1) com norma M. Entao T € de tipo forte (p,q),

onde
1 1—-t t 11—t t
- = +— e - = +—, te(0,1).
p Do b1 q do 01
Demonstragao. Veja o capitulo 1 de [1] ou o Teorema 6.27 da referéncia [9]. O

E importante observar que todo operador de tipo forte é também de tipo fraco, ou
seja, Se T' é um operador de tipo forte (p, q), entao T' é de tipo fraco (p, q).

Vale a seguinte generalizagao do teorema de Riesz-Thorin:

Proposigao 1.1.7 (Interpolagao de Marcinkiewicz). Sejam (X, Xx, ) e (Y, Xy, v) espa-
¢os de medida, 1 < py < p1 < o0 e seja T : LP(u) + L7 (v) — M(Y,Xy) um
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operador sublinear fraco (po,po) € fraco (p1,p1). Entao T € de tipo forte (p,p), para cada
Do <P <pi1.

Demonstragao. Veja o capitulo 1 de [1] ou o Teorema 6.28 da referéncia [9]. O

Abaixo apresentamos um espaco de funcgoes teste no qual a transformada de Fourier
tem inversa, e, devido sua regularidade e densidade em LP(R"), 1 < p < 00, ele é 0 mais

natural no estudo da transformada de Fourier, por exemplo para defini-la em L*(R").

Definicao 1.1.3. Chamamos de espago de fungoes C* de decrescimento rdpido, também

conhecido como espago de Schwartz, ao espaco

SR") ={p e C®R") : |¢llas = suRp 12°0° ()| < 0o, ¥ multi-indices o, f € N™ }.
zeR™
A titulo de notacao designaremos S(R") simplesmente por S.
Definicao 1.1.4.: Dizemos que uma sequéncia (p;);en de fungoes de S converge para
uma funcao p € S, quando jli_)rgo lo; — @llas = 0, para quaisquer multi-indices o, f € N".
Listamos a seguir as principais propriedades do espaco de Schwartz S:

1. S com as seminormas ||¢||a3 = sup [2°9°p(z)|, o, B multi-indices, é completo.
reR™

2. Dada ¢ € S, P(z)p € S e P(O)p € S, para qualquer polinomio P(x). Em
particular, dados quaisquer polindémios P(x), Q(z) e qualquer ¢ € S, temos que,

P(z)Q(0)p € S.
3. S IPeédensoem [P, V1<p<oo.

4. Dadas ¢, ¥ € §, p x1 € §, ou seja, o produto de convolugao é uma operagao em

S.

A demonstracao das propriedades acima bem como informacoes adicionais sobre S

podem ser encontrados no Capitulo 8 da referéncia [9].

1.2 A Transformada de Fourier

Definigao 1.2.1. Dada uma funcao f € L'(R™), a transformada de Fourier de f, deno-
tada F(f) ou f\, ¢ a funcao

-~

F(NHE) = 1) = (x)e " dw, w,€ €R", (1.2)

Rn

onde x - & = x1& + -+ + x,&, € o produto escalar em R".
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E farta a bibliografia de qualidade que trata da transformada de Fourier e suas propri-
edades bésicas; por isso vamos enfatizar apenas aquelas propriedades de impacto direto
em nosso trabalho e listar rapidamente as mais basicas. Para um estudo mais detalhado
sugerimos qualquer uma das referéncias [7, 8, 9, 10, 27, 42].

As seguintes propriedades da transformada de Fourier sao bastante conhecidas:

1. F é um operador linear continuo de L'(R™) em L*®(R");

~

2. F satisfaz o Lema de Riemann-Lebesgue: |El‘im f(&) =0;
—00

frgle)=[ flyglz—y)dy
Rn
é o produto de convolugao de f por g;
[ Feds= [ raic
n R’ﬂ

Observagao 1.2.1. Temos duas observacgoes a fazer: A teoria da transformada de Fourier
pode ser construida em S em vez de L'; e todas as propriedades de F em L' listadas acima

valem para F |s (para maiores detalhes, veja [10] ou [26]).

A maior vantagem de S em relacao a L! é a facilidade de trabalhar nele devido a
regularidade de suas fungoes, o que nos permite, por exemplo, demonstrar de modo mais

simples as propriedades a seguir:
Proposicao 1.2.1. Se p € S, entao:
1. (9%¢)"(§) = (i§)*@(&);
2. (=i )% ()" (&) = 9°9(8);
3. ¢ €8, ouseja, F:S —S.

Demonstragao. Veja [10] ou [26]. O
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Finalizaremos esta se¢ao enunciando a férmula da inversa da transformada de Fourier

em S e o teorema de Plancherel em S.

Proposicao 1.2.2. Se p € S, entao p(x) = (2%)_”/ @(f)emfdf,

n

Demonstracao. Veja [10] ou [26]. O

A férmula de inversao nos permite definir a transformada inversa de Fourier de uma
funcao p € §:
Fe)w) = pla) = (2m) " [ ole)eds (13)

Temos o seguinte resultado:

Proposigao 1.2.3. F: S — S € um isomorfismo continuo e sua inversa, F ' :8 — S

também é um isomorfismo continuo.
Demonstragao. Veja [10] ou [26]. O
Enunciamos agora a identidade de Parseval/Plancherel para funges em S:

Proposicao 1.2.4 (Parseval/Plancherel). Se p,1 € S, entdo
| ovin=ny [ poas
Em particular, lollze = 2m)= || D) 2.
Demonstragao. Veja [10] ou [26]. O

Usando o teorema de interpolagao de Riesz-Thorin, podemos definir F para todas
funcoes de I[P, 1 < p < 2. De fato, sendo a transformada um operador do tipo forte

(1,00) e (2,2) respectivamente, pelo teorema de Riesz-Thorin temos o seguinte resultado:

Proposicao 1.2.5 (Desigualdade de Hausdorff-Young). Se f € I[P, 1 < p < 2, entdo
n 1,1
felLls com s+, =1, ¢

1Sz SISz -
Demonstragao. Veja [9]. O

~ 1 1
Pode-se provar que se || fllzr S |[fllze V f € L9, entdo 1 <p<2e -+ — = 1. Sendo

p q
assim, a transformada de Fourier nao pode ser definida em LP como fun¢ao quando p > 2.
No entanto, podemos defini-la no espaco das distribuicoes temperadas, o qual definimos

e listamos as principais propriedades abaixo.
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Definigao 1.2.2. Uma distribui¢ao temperada é um funcional linear continuo F de S(R™)
em C. O dual de S(R™), ou seja, o conjunto de todas as distribuicoes temperadas, serd

designado pela notag¢iao S'(R™).
Portanto, F' € §’'(R") se, e somente se,
1. F:S(R") — C é linear e

2. dada quaquer sequéncia (¢;);jen de fungoes de S(R") tal que ¢; — 0, tivermos que

F(pj) = 0 quando j — oo.

Muitas vezes usa-se a notacao (F,¢) em vez de F(y).
Vale a seguinte caracterizacao dos elementos de S'(R"™): Um funcional linear F' per-

tence a S’(R") se, e somente se, existem um C' > 0 e um m € N tal que

[(Foo)|<C Y Y |07, VpeSRY. (1.4)

e, B|<m z€R™

Definicao 1.2.3. Dizemos que uma funcgao f : R™ — C € de crescimento polinomial no

infinito, ou simplesmente, de crescimento polinomial, quando existem C, M > 0 tais que,
If(z)] < C(A+|z|)Y, V2eR"™ (1.5)

Proposicao 1.2.6. Toda funcao localmente integravel de crescimento polinomial no infi-
nito define uma distribuicao temperada. Em particular, toda funcdo limitada e toda funcdo
em de LP(R™), 1 < p < oo, define uma distribui¢ao temperada por meio da formula
Fi(p)= [ feodr. (1.6)
Rn

Demonstracao. Veja [9], [10] ou [26]. O

No espaco de distribuicoes, inclusive das distribuicoes temperadas, a operacao de di-
ferenciagao funciona muito bem. Tomando por base as referéncias [9], [10], vamos aqui
realizar uma rapida abordagem de diferenciacao de distribuigoes, nos restringindo as dis-
tribuicoes temperadas. A motivagao para derivacao de distribuicoes € a regra de integracao
por partes: Se f é suficientemente regular, entao por integracao por partes, a distribuicao

que é igual a 9°f é

(0°f,0) = / 0 (f)pda = (~1)° / fopds = (—1)° (£,0°9), €S,
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Na verdade a expressao
<8af7 (10> = (_1)0& <f7 @a90> (17)

faz sentido (estd bem definida) para qualquer F' € &', pois:

i. (1.7) é um funcional linear em S, ja que S ¢ estével sob diferenciagao.
ii. Dada uma sequéncia (¢;)jeny em S tal que ¢; — ¢ em S, vale que

(0°F, @j) = (=1)* (F,0%;) = (=1)* (F,0%) .

Portanto, o segundo membro de (1.7) é uma distribuicao, e isso nos possibilita fazer a

seguinte defini¢ao:

Definigao 1.2.4. Seja o um multi-indice. O operador derivag¢iao 0% : " — S’ € definido,

para cada F' € S, por
(0°F, @) = (=1)*(F,0%), Vp€eS. (1.8)
Uma consequéncia imediata da Definicao 1.2.4 é a seguinte:

Proposicao 1.2.7. Se (F})jen € uma sequéncia em S’ tal que lim F; = F em S, entao

Jj—o0
lim 0°F; = 0°F em §'.
j—o0

Demonstragao. Pela Definicao 1.2.4 e pelo fato de F; — F em &', temos que

(0°Fj, ¢) = (=1)*1(F;,0%0) — (=1)*1(F,0%0) = (0°F, ), Vp€S. O

Como consequéncia do resultado acima, se f € C*(R"), entao cada distribuigao Oz, f

coincide com a derivada usual de f.

Definigao 1.2.5. Dadas F' € §" e ¢ € S, definimos ao produto de convolugcao de F' e 1
por

F x ¢($) = <F7 T—zl/}(_'» = <F7 T(—a:)¢(x - )>

Proposigao 1.2.8. Se FF € §' e € S, entao F %1 € uma fungcio C> de crescimento

polinomial, e portanto, define uma distribuicao temperada pela formula (1.6).
Demonstragao. Veja [9], [10] ou [26]. O

Estamos prontos para a definicao da transformada de Fourier de uma distribuicao

temperada.
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Definicao 1.2.6.: Dada F € §', definimos sua transformada de Fourier por

F(e)=(F.) = (F.3) = F(§), ¥peS. (1.9)

Notemos que, se f € L', entao a transformada de Fourier de f coincide com sua trans-
formada de Fourier no sentido das distribuicoes. Portanto, a Definicao 1.2.6 é consistente
com a teoria de transformada de Fourier em L! e também em S.

Assim como em S, vale o seguinte resultado para a transformada de Fourier em S’

Proposigao 1.2.9. A transformada de Fourier F : S — 8’ satisfaz as sequintes propri-

edades:

1. A transformada de Fourier F : 8" — &' é um isomorfismo, e ambos, F e F~! sio

operadores lineares continuos.
2. (0*F)" = (zﬁ)o‘ﬁ, para qualquer multi-indice o € N™,
3. ((—iz)*F)" = 92F.
4. ()" = e~h<F.
5. (e"hF)N = 1, F .

6. Se Fe8 ey eS8, entao

onde ﬁzﬁ € §' ¢é definido como

Demonstragao. Consulte a referéncia [8] ou a referéncia [10]. O

O lema a seguir nos da a ferramenta equivalente ao teorema de Plancherel para tra-

balharmos com os espagos LP.

Lema 1.2.1 (Desigualdades de Bernstein). Seja f € S'(R") tal que supp f C B(0, ), e
sejal < p < +o0. Se f € LP(R"), entdo eziste uma constante ¢ = c¢(n) de modo que

valem as sequintes desigualdades:

1. Para todo q > p, f € L9, e,

11l < eXG=3) 1111, - (1.10)



Capitulo 1. Resultados Preliminares 16

2. Para qualquer multi-indice o = (o, ..., v, ), temos 0“f € LP e

”aaf”p < clol e Hpr . (1.11)

3. Se além disso f possui suporte longe de zero (por exemplo, suppfg R™\B(0,)\/2)),
entao

N1l < sup 9l < N A, (112)

Demonstragao. Pode ser encontrada em [38]. O

1.3 Multiplicadores de Fourier

O objetivo desta secao é dar suporte para elementos da teoria dos espacos de Besov e
de Sobolev generalizados que sera exibida na préxima secao.
Antes de iniciarmos com a teoria de multiplicadores de Fourier é importante lembrar-

mos que dadas fi, fo € &', a igualdade f; = f, significa que (f1, ) = (f2, ), V p € S.

Definigao 1.3.1. Seja 1 < p < 0o. Dizemos que p € 8" é um multiplicador de Fourier
em LP quando px ¢ € IP, Yo € S, e sup | p=*¢lp,< co. Chamaremos de espago

lellp<1
vetorial dos multiplicadores de Fourier o conjunto

My={peS8; |plm,< oo},

onde

Iplla,= sup |15l
lello<t

¢ a norma de M,.

Como S ¢ denso em I[P (1 < p < o00) a aplicagao F1(p) * - : S — L? pode ser
estendida a uma aplicacio de [P em [P com a mesma norma, na forma F !(p) * f,
felrr.

Observemos que F~1(p) * p = F(pPp). Portanto,

172 ) = @ lp=Il 7~ (p2) Il -

Sabemos da teoria da transformada de Fourier (veja o item 4 da Proposigao 1.2.9) que

7,f(x) = flz—y) = F (e f(€))(x), daf segue que o operador F~1(p) % () : & —» LP
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comuta com translacoes. De fato, dado ¢ € S,

Ty (FHp) x @) (x) = F (e ™ F(F Hp) x o)) (x) = F (e pP) ()
= F Y pe @) (x) = F ' (p 70) ()

= (F~(p) x y9) ()
Portanto, p € M se e sé se
| Flpx0(0) S C | ¢ lloo - (1.13)

Mas esta desigualdade também significa que F~'p é uma medida limitada em R™. Por-
tanto M, é o espaco de todas as transformadas de Fourier de medidas limitadas. Além
disso, || p ||m., € igual & massa total de F~'p (Veja [1] ou [3] para mais detalhes).
Devido a desigualdade (1.13) e o teorema de Hahn-Banach podemos estender a aplica-
cao o — FY(p) * ¢ de S a L™ para L™ — L™ sem acréscimos & sua norma de modo

que a escrevemmos como

L — L™

p— FH(p)* o
. -~ ) 1 1 N
Proposicao 1.3.1. (a) Sejal <p <oo. Se —+ — =1, entao
p D

1. My = My no sentido de que ||plla, =l pllui
2. Mi=My={peS8 : FYp) é uma medida limitada };

3. MQ == LOO

(b) Sejam 1 < po,p1 < 0 e Il? = 1p;06+p% =1, onde 6 € [0,1]. Se p € My, N M,,,
entao p € M, e
o lla, <l ol T I, -

Em particular a norma || p|| s, decresce com p no intervalo 1 < p < 2, ou seja, para
1 <p,q <2, vale:

My C M, C M, C Ms,.

Demonstragao. Veja [1], Teorema 6.1.2. Uma demonstra¢do mais detalhada pode ser

encontrada no capitulo 1 da referéncia [3]. O
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Os multiplicadores de Fourier podem ser também definidos em L? com valores em um

espaco de Hilbert.
Definicao 1.3.2. Seja H um espaco de Hilbert.

1. Dizemos que uma aplica¢ao f: R™ — H pertence a LP(H) se, e somente se,

([1re) <o

2. Denotaremos por S(H) o espaco

SR":H)={f:R"—= H : (1+ |z|)™|D*f(2)||lg < oo, para cada || e m em N }.
3. Dados dois espagos de Hilbert Hy e Hy, definimos:
L(Hy,H,) ={F : Hy— Hy linear : F € continuo},

L(S(Hy),H,) ={F :S(Hy) — Hy linear : F ¢é continuo },

O espago L(S(Hy), Hy) serd também denotado por S'(Hy, Hy).

4. Denotaremos por LP(L(Hy, Hy)) o espago das aplicagoes f : R" — L(Hy, Hy), tais
guc [ @ ) < -

Observemos que se Hy = H; = C (ou R), entao S'(Hy, H;) = S'(R"). Podemos definir
a transformada de Fourier em S’(Hy, Hy) como se fez em S’(R") (para maiores detalhes,

veja [1] e referéncias 14 contidas).

Defini¢ao 1.3.3. Sejam Hy e Hy espagos de Hilbert e p € S'(Hy, Hy). Dizemos que
p € M,(Ho, Hy) se, e somente se, para toda f € S(Hy) tivermos que (F *p) f € LP(Hy)
e se

Iollag, = sup  [[F(p) * fllor) < oo.
1l Le(rg)=1

Lema 1.3.1. Seja k > n/2 um nimero natural e seja p € L*(L(Hy, Hy)) tal que D% €
L*(L(Ho, Hy)) V |a| = k. Entdo p € M,(Hy, Hy), para todo 1 < p < oo, e

4
lplla, < cllollz (Sup IIDO‘pllm) < o0,

laf=k

onde 8 = n/2k.

Demonstragao. Encontra-se em [1]. O
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1.4 Os espacos de Sobolev e de Besov generalizados

Nesta secao daremos a definicao de J. Peetre dos espacos de Sobolev e de Besov.
Tomamos como base as referéncias [1], [3], [38], [39].

A norma do espaco de Sobolev homogéneo é dada por

171~ [ 16T de. (114
Particionando o R™ em coroas didticas R" = U{f 219 < J¢] < 21}, podemos escrever
(1.14) como <
1 f 1%, = Z/zjgaswl €2\ Fe)[2de.

jez
Fixando j no dominio de integragao 27% <| ¢ |*< 2527% definamos a norma

NP =S [P

ez 27 <|¢| <2+
Entao

N2 =3 2 / 7P de < 7]

ez 29 <[g]<2 !

2 < 25N(f)?

e portanto, N(f)> ~ || f|
N(f) < llgs < 2°N(f).-

Posteriormente vamos trabalhar nao sé em L2, mas também em LP, p # 2. Deseja-se

%00 18t0 é, N(-) é uma norma equivalente a norma (1.14), com

expandir o tipo de raciocinio acima para este caso. Seria tentador considerar as quanti-

dades
177 (0 g arir ODE) llps

mas a caracteristica de uma bola (euclidiana) nao é um multiplicador de Fourier continuo
em LP para p # 2, em dimensao n > 2. Apresentaremos algumas ferramentas para

contornar esse problema, onde consegue-se uma fungao suave e uma certa ortogonalidade.

1.4.1 Particao diadica da unidade e multiplicadores de

Littlewood-Paley

Para entender a teoria explanada nesta subsecao, além das referénicas ja citadas no
inicio da secdo, consultamos também a dissertacao de mestrado de G. N. Santos [41].
Comegaremos mostrando a existéncia de uma fun¢ao ¢ € S(R™) que permite termos

suavidade e uma certa (quase) ortogonalidade.
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Lema 1.4.1. Euxiste uma fung¢dao p € S tal que:
1 osupp p={{€R" : 271 <[{[< 2},
2. p(&) >0 para 271 <|€|< 2;

3. p(27F) =1, VE£0.
keZ

Demonstragao. Tomemos uma funcao ¢ € S(R™), tal que (&) = 1, V € € B(0,1),
0 <9 <1esuppy =B0,2].

\j

-2 =] 1720 12 1 2

Figura 2.1: Grafico da funcao ¢

Definimos ¢ por
e(§) = ¥(&) —(28). (1.15)

Observemos que:

o se [¢] > 2, entdo (&) = (26) = 0;

e se 1< ¢ <2 entdo 0 < (&) <1 eh(26) = 0;

o se1/2<[¢] <1, entdo (&) =1 e 0 < h(2€) < 1;
o se €] < 1/2, entdo (&) = ¥(26) = 1.

Portanto, supp p = {£ € R 271 <[€]< 2} e p(€) > 0 para 27! <|£|< 2.

A

Y

Figura 2.2: Grafico da funcao ¢
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Notemos também que, para todo k > 0,

D (278) = h(277¢) — p(2¥1¢), para cada £ # 0,

ou seja, a soma acima tem no méaximo dois termos nao nulos. Assim,

> (27 —hme 275) = lim (27°€) —p(2"1E) = 1, (1.16)

kEZ
pois para cada & # 0, existe k € N tal que [27%¢] < 1 e daf, ¢(27%¢) = 1 e (2F11€) = 0.
Logo, para cada & # 0, Z ©(27%¢) = 1. Com isso o lema fica provado. m

kEZ

Iremos agora definir os multiplicadores de Littlewood-Paley.

Definicao 1.4.1. Seja ¢ € S a funcao do Lema 1.4.1. Para cada j € 7Z, ponhamos
©i (&) = p(277€), de modo que
Z‘Pj(f) =1, VEF#0 e supp ¢; C {Qj—1§|€|§ 2j+1}'

JEZ

Observemos que

£ =1- (&) (1.17)

Jj=1

De fato, de acordo com (1.15) e a Defini¢ao 1.4.1,

1= 0i(6) = 3 0i(6) = h(€) —1(26) +1(26) —$(2%6) +9h(2%€) —Y(ZE) + -+ = (€,

j21 J<0

pois trata-se de uma soma telescépica.

Definicao 1.4.2. Os multiplicadores de Littlewood-Paley sao definidos como

Nf=F e =@ixf e Sif=Y Apf, VfES eVjeL (1.18)

k<j

Observacao 1.4.1. Notemos que:

1. Segue de (1.17) e de (1.18) que Sof = f’l(wf), vV f e S(R™). Além disso, para

cada 7 > 1,
b2 <1—Z¢ 27279) ) fie =(1—290 ) e)
= (1- > el '9)fe) = (1- Z P(27)) F1©) i P(27€) ()
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e consequentemente,

Sif = F @27 )f ). (1.19)
So € o operador de restricao em baizas frequéncias. Jd o operador

Prigf = (1= S0)f Z AVYE (1.20)

j>1

€ a restricao em altas frequéncias.

2. De (1.19) e da defini¢ao de ¢ vemos que

supp Sjf € suppp(277) ={¢& |27 <2} ={&: [{] <2}
ou seja, suppS/’j? C {& : [¢] < 277}, Desse fato seque que se |E] < 27, entdo
1277¢| < 1; dai w(277€) = 1 e disso inferimos que

ST =T, selegl <.
3. suppzj\f C{¢&: 27 <|g <277} De fato, como suppp = {€ : % < €] <2},

seque que (&) = p(279€) # 0 se, e somente se, 3 < [279¢] < 2, ou seja, 277 <

|€] < 27%L 0 que prova a afirmagao.

4. Dada uma f € ', temos

=> A (1.21)

JEZ
De fato,
ZAjf:fA(Z%DJ )— J/t\) I
JEZ JEZ

O interesse na decomposicao (1.18) é devido a propriedade de quase-ortogonalidade
de A;. De fato, se |j — j'| > 2, entao suppp; Nsupppy = 0 e dai, Ajo Ay = 0 (pois
Dj(Djf) = FHei(ey () f(§)) = F7(0) = 0).

Lema 1.4.2. Para cada j € Z, definimos
N 1
Dif =) Djuf.
I=—1

Entio A;o Ny =N\, Y j € L.

Demonstragao. De fato, como Ay o A; = 0 para todo k tal que |k — j| > 1, segue que

1
NjoNjf =" Njolif = (ZAk> oA f = Ajf,
I=—1 keZ
onde para chegarmos a tltima igualdade usamos a identidade (1.21). O



Capitulo 1. Resultados Preliminares 23

Definigao 1.4.3. Dado s € R, definimos os operadores J*:S" — S" e D°: S8 — &' por:
Jof=F1 ((1 + - ]2)%f>, para toda f €8, (1.22)

Dsf=F1 ((! : |2)3J/”\>, para f €S tal que 0 ¢ supp f. (1.23)

Esses operadores sao conhecidos como potencial de Bessel e potencial de Riesz de ordem

—s, respectivamente.

[remos usar com muita frequéncia as propriedades dos potenciais de Bessel e potencial

de Riesz apresentadas na proposicao abaixo.

Proposigao 1.4.1. Seja 1 < p < oo e seja f € S tal que A;f € LP. Entao para todo

s € R tem-se:
i) 17785 fllp S 2V (12 fllp,  para todo j > 1,
iW) |1D* D fllp S 2718 fllp,  para todo j € Z,
iii) Se Sof € LP, entao ||J*Sofll, < 11Sof]lps
com as constantes das estimativas independentes de p e j.

Demonstracao. Para cada j € Z

1
Aif =D 05 F = Djal(Dh),

I=—1

Portanto, os itens 7) e ii) ficam estabelecidos se provarmos que para cada || < 1,
IF (D), < €27, (1.24)
IF (D24l < 27 (1.25)
De fato, se valer (1.24), entao
17285 (8Dl = 177 gt (B Pllp = 117G % DSl
ST @il 25 fllp = el T Dgralla, | A5 Fllp < 271 85 flp-

De forma andaloga se procede para com o (1.25).

Provemos (1.24). Observemos que, pela Proposigao 1.3.1, a fungao

F(I D) = (L4 €72 0(8) = (1 + €[ 2p(270HD¢)
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tem a mesma norma em M, que a fungao
2003 (2720 4 2) 2 0(n),

onde n = 27U+)¢. Usando o Lema 1.3.1 vemos que a funcao definida acima pertence a

M, com a norma no maximo ¢2% (j > 1). Dali,

H]_-(JSAN)HMP — 9Ui+D)s H?ﬁlp1 ||((2—2(j+l) +1- |2)%90) * f||p
o=

< 20427200 1 | gy = 29

e fica provado (1.24).

O item (1.25) segue de modo analogo.

Para provar o item ii) observemos que Sof = (So + A1)Sof. Dai, pelo Lema 1.3.1,
F(J*Sp) € M, e segue o resultado. O

Coroldrio 1.4.1. Se s; < sq, entao J* 72 aplica LP em LP (injetivamente), isto é,

Jors2 [P — [P,
Demonstragao. Seja € = so — s1. Pelo Lema 1.4.1 e pela desigualdade de Young,

177 Fllp =T Aeh)llp = 1T(Sof + D Axh)ll,

keZ k>1
<IT(Sollp + D 1Ak
k>1
SUISofllp + D2 * 1Ay S (14279 F1l,.
k>1
Isso encerra a demonstracao. O

Outro importante resultado que iremos recorrer com frequéncia é o seguinte:

Proposicao 1.4.2. Seja f : R x [0,T] — C (0 < T < o0) uma fun¢ao suave e sejam

p,q € [1,00]. Entao, para quaisquer j,l € N, valem as sequintes estimativas:
IDA fllrzs < 270D fll iz (s € R). (1.26)
A estimativa (1.26) vale com 9%, k € N, no lugar de D:.

Demonstragao. Para provar (1.26), tomamos como base a demonstracao do Lemma 2.2

em [40], no qual é provado a estimativa (1.26) com 9%, k € N. Do Lema 1.4.2 das
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desigualdades de Minkowski para integrais (Proposigao 1.1.4) e de Young, temos
185 D3 fllizss, =l D5 85 Dof lizss =1l €5 % 5D f Nlpis
= D35 * 25 f lizra =1l || D3@s * A5 f g Nl
=|| / Dioi(y) 2y f(x =y, t)dy e 2SI D35 e 1A f Niges, -
Agora, ja que ¢ € S,
I D285 s = (168 850) =l [ e lep pl2e)as
:H /6z‘x.2m |2j77|s¢(77)2jd77 HLi:“ /6i21x~772j5 |77|SS5(77)2jd77 ||L915
R R
=2 [ [ e g gy | 2de =2 [ | [ e ol stapdn | dy
R JR R JR
=295 || D3¢ |2 < O27¢

e com isso segue o resultado. O]

1.4.2 Definigao e propriedades fundamentais dos espacos de

Besov e de Sobolev generalizados.
Definicao 1.4.4. Sejam s e R e 1 < p,q < 0.

1. Os espagos de Besov By? e de Sobolev H, generalizados sao definidos, respectiva-

mente, por:

Byt ={feS8 :|fllpm < oo}, (1.27)
Hy={fe8 : |fllug =T fll < oo},

onde

1

s = 1507+ ( 21 8 )’

k=1

/1

= 180 fllze + (|21 Ak fllze)wen]|-

2. Denotamos por qu a0 espaco

1

B;’q —{fe S - ||fHB§’q = (Z(ZskH JAV? fHLP)q)q <00},

keZ

o qual é chamado de espago de Besov generalizado homogéneo.
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3. O espago de Sobolev generalizado homogéneo € definido por:

Hy={f €8 : Ifllg; =D F P FARf) i < o0},

kEZ

Observagao 1.4.2. Temos as sequintes observagoes a fazer:

1. Quando p = q = 2, os espagos By? e H; coincidem e em vez de H3, sio denotados
por

HY={fed : |f

Para um estudo especifico desse importante espago de Sobolev, sugerimos o capitulo

3 de Linares/Ponce [27] ou Folland [9].

o= 175l < o0 }.

1
2. O espago basico de resolugdo do PVI (1) serd BZQ’1 cuja norma €

IF1l 30 = IS0fllz= + [ Ak fllz2)ken]|s
2

= [1Sofllz2 + > 2% A £l 2.
k=1

3. As fungoes || - |

s el

s Hs sao normas porque I e LP sao espagos normados.

4. Hj é um espago de Banach. De fato, seja (fn)nen uma sequéncia de Cauchy em H.
Entao (J° fr)nen € uma sequéncia de Cauchy em LP, que é completo. Logo erxiste uma
g € L tal que ||J®fn — glle — 0 quando n — oco. Tomando f = J~*g, temos que
f e H: (pois Ff =g € 1) e lfo— fllg = 17— Dllr = 17 F2 — D)llzw — 0

quando n — oo.

5. By? € um espago de Banach. De fato, seja (fn)nen uma sequéncia de Cauchy em
B4, Entao (Sofn)nen € (Dkfa)nen sdo sequéncias de Cauchy em LP para cada
k € N. Seja gy € LP tal que ||Sofr, — gollr —> 0 quando n — oo e, para cada k € N
seja gr, € LP tal que || Ay fr—gk||r — 0 quandon — oo. Seja f € LP tal que Sy f = go
e Arf = gr. Entdo, para cada k € Z, f7' = 2°%|| Ay fullze  converge para fi, =
2°%|| Ay fllze, € portanto, como || fi*|lia € limitada, concluimos que (fn)nez € 19, ou

seja, [ € By
0_
6. H, = L”, para todo 1 < p < co.

7. HS ¢

» = 0 se, e somente se, supp f =0, i.e., f

€ um polinomio.
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8. By ¢é um espago semi-normado, e, || f| pye = 0 se, e somente se, supp f =0, i.e.,

f € um polinomio.
Vejamos algumas propriedades basicas de Hj e de B

Proposicao 1.4.3. Os espacos de Sobolev e de Besov definidos acima satisfazem as se-

guintes propriedades:
1. Se sy <sy el <pq<oo,entio Hy> CH,' e B> C By
2. Se1<p,q<oo, entio S ¢ denso em By? e em H.

3. Se, 1 < q1 < g <00, entao By C By®, para quaisquer s € R e 1 < p < oo.

Além disso,

B;’ch;CB;’OO, onde se R el <p< oo
4. J7 € um isomorfismo entre By e B;~1.
5. J? € um isomorfismo entre H, e H;™7.
Demonstragao. Veja o capitulo 6 de Bergh e Lofstrom [1] ou o capitulo 2 da ref. [3]. O
Faremos uso frequente do seguinte caso particular de imersao:

Corolario 1.4.2. Dado 1 < p < 00, tem-se:
Byl Cc By € H) = LP, Vs> 0. (1.28)

Demonstragdo. Pelo item 1 da Proposigao 1.4.3, vemos que  By' C B!, Pelo item 3
da mesma proposicao e o item 5 da Observagao 1.4.2, tem-se By C H) = LP. Com isso

temos o corolario provado. O
Como corolario do item 5 da Proposicao 1.4.3 temos o seguinte resultado:

Corolario 1.4.3. Seja 1 < p,q < oo e seja s € R. Entao:

. . . . 1 1 1 1
(Hp), = Hp/ € (prq)/ = Bp/q/7 0nd€ ]_) + 17 - 1 € a + ? - 1 (129)

Demonstragao. Veja o capitulo 6 de Bergh e Lofstrom [1] ou o capitulo 2 da ref. [3]. O

Uma parte das propriedades dos espagos nao homogéneos B;»? e H sao validas também

para os espagos homogéneos B,? e Hy, por exemplo:
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Proposicao 1.4.4. Se, 1 < ¢; < ¢o < 00, entdo
B;’ql - B;"D, para quaisquer s € R e 1 < p < o0.
Além disso,

B;JCH;CB;"’O, onde s R el <p<oo.
Demonstragao. Veja o capitulo 6 de Bergh e Lofstrom [1] ou o capitulo 2 da ref. [3]. O

As seguintes relagoes entre os espacos homogéneos e nao-homogénneos serao essenciais

na prova do nosso resultado principal:

Proposicao 1.4.5. Seja f € 8’ tal que 0 ¢ supp f. Entdo, dados s €R e 1< p,q < oo,

valem:
1. feB <« febB

2. feH: <« fel.

Além disso, para todo s > 0 e quaisquer 1 < p,q < oo,
8. Byt=L'NBy;
4. H:=IPNH;.
Demonstracao. Veja o capitulo 6 de Bergh e Lofstrom [1] ou o capitulo 2 da ref. [3]. O

Os itens 1. e 2. da proposi¢ao acima nos dizem, em outras palavras, que se 0 ¢ supp fA,

entao

~Y

ppo e W fllag = 0N gy

1f1l5ye = 11f]

Finalizamos a secao com um teorema de imersao que usaremos com muita frequéncia.

Proposicao 1.4.6. [Imersao de Sobolev generalizada] Sejam s,s1 € R, 1 < p < p; < o0

n n
el<qg<q <00 (p,p1,q,q1 € R), tais que, s — — = s; — —. Entao valem as sequintes
p

D1
inclusoes:
By C B3, (1.30)
H C H3. (1.31)
Demonstragao. Veja o Teorema 6.5.1 de Bergh e Lofstrom [1]. O

Para um estudo detalhado dos espagos acima sugerimos a leitura de de Bergh e

Lofstrom [1] (capitulos 1 e 6) tendo como suporte a referéncia [3].



Capitulo 1. Resultados Preliminares 29

1.5 Paraprodutos e estimativa do comutador de
Derivadas Fracionarias

Lema 1.5.1. Dadas f e g € S'(R), tem-se:
fog="50 %9+ Y (Ari1fSeg+ Ari19Sriaf)- (1.32)
r>0
Demonstracao. Como f = lim, ., S,f e g = lim,_, S,¢, iremos somar e subtrair termos

que nos levarao a identidade desejada, do seguinte modo:

fg = lim S,.£S,g = SofSog + lim (S,fS.g = SofSog)

= SofSog + hm SofSog + 51519 — S1f519 + SafS2g9 — SafSag+ ...+ Srfsrg)

= S0/ 509 + 11 S1fS19+ ...+ 5. fSrg) — (SofSog + S1fS1g+ ... + Sr—lfSr—lg)>

(-
o ((

— S0fSog + lim (Z 5,519 - Z SifSkg)
x

= S0fSog + lim ZSJH FSi1g — Zs fSJg)

7=0
e portanto,

r—1

fg=S0fSog+ lim > (S;s1/Si119 = S;fS9)
j=0

= SofSog + Y (Srs1fSri19 — S S,g). (1.33)

r=0

1 1
Usando o fato de que ab — cd = E(a —c)(b+d) + g(a +¢)(b— d), vemos que

1 1
(Srs1fSr419 — S fSrg) = E(Sr—&-lf — Sr f)(Sr419 + Srg) + 2( Srs1f + Srf)(Sr419 — Srg)
1
= (201 F(Si9+ 519) + (Sof + Soaf) Bring). (1:34)
Substituindo (1.34) em (1.33), obtemos a identidade
f9=>50f59g+ 3 Z D1 f(Srg + Sri19) + Dorg1g(Sef + Sria f)] - (1.35)

7‘>O

Fazendo o devido reagrupamento de termos em (1.35) vemos que

r+1f( rg + Sr+lg) + Ar—&-lg(s [+ S’r—‘rlf) =2 [ r+1f5:g + Ar—&-lgSr+1f]'
Agora, substituindo a identidade acima no lado direito de (1.35) obtemos (1.32). O
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Vejamos agora mais outras duas identidades fundamentais do paraproduto que foram

essenciais na elaboragao do nosso trabalho.
Lema 1.5.2. Dado qualquer inteiro j > 3, tem-se:

Demonstracao. Dado j > 1,

F(2i(S0fS09))(€) = 05(€)(Sof * S0g)(€) e suppp; C {€ + 2771 <|¢[< 2+1},
Pelo item 4 da Proposicao 1.1.5,

supp Sof * Sog C suppSyf + suppSog
C{& €12t +{& €< 2}

={&+n [E+n]< 2%}

={¢& €< 2%}
Dali,
supp F (D (Sof * Sog)) CH{ & 277 <[¢]< 27y n{ & [€]< 2%,
Logo, se 22 < 2771 (ou seja j > 3), entao A ;(SofSog) = 0. O

Lema 1.5.3. Dado 57 > 1, tem-se:

Aj{Z(Ar+lfSTg + Ar+195r+1f)} - A]’{Z<AT72]£ST739 + Arf2gsr72f)}' (137)

r>0 r>j

Demonstracao. Dado j > 1,

F( 05 (Dria fS9))(€) = 05()(Brinf * S,9)(€), suppp; € {€ : 2771 <[g|< 21},

e, pelo item 4 da Proposicao 1.1.5,

supp (A1 f * Srg) C suppDyy1 f + suppS,g

={§ 2r [ 2rt2 )+ {¢ €< 2t}
C{&+n:|E+n|<27? 4271y
c{g |¢l< 2}

Dai,
supp ‘F( Aj (AT+1fSTg)> - A, onde A := {g - 91 §|£|§ 2j+1}m{€ |€|§ 2r+3}.
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Ser+3<j—1 (ouseja, r <j—4), entdo supp .7:( A (ATHfSTg)) = (). Assim,
Aj<ZAT+1 fSrg) — Aj< 3 A fs,.g). (1.38)
r>0

Agora, novamente usando o item 4 da Proposicao 1.1.5 vemos que

SuppLppr f# Spp1g C{E+n ([E+n|< 22 42012} = {€ 1[¢]< 27 )
Dali, suppf( A (AH_lfS,,Hg)) C A, e portanto,

supp -F( Aj (Ar-l-lfsr—l—lg)) = 0.

Portanto,

8 (D ArnifSeng) = 25( Y BrsafSing). (1:39)

>0 r>j—3

Logo, de (1.38) e (1.39) segue que
AJ{Z(ArJrlfSrQ + Ar19Sr41f)} = Aj< Z (D1 fSrg + Ar+1f5r+19>
r>0 r>j—3

= Aj{Z(AT_QfS _39 + Ar—2gsr—2f)}7

r>j
onde fizemos também uma mudanca de indices para chegarmos a tultima expressao da

igualdade acima. O]

Exibimos a seguir uma estimativa do comutador de derivadas fracionéarias de fungoes
vetoriais e uma estimativa para duplo somatério que foram de fundamental importancia

para alcancarmos nossos resultados.

Lema 1.5.4. Sejam a € (0,1) e0 < B <1—a. Sep, p1, P2, ¢ @1, G2 € (1,00) sdo tais

114 1
que = —i—m,e

-1 41 q ,
P =4 + o entao tem-se que

1
q

IDZ(Dg Al ezrs. S Ngllz 1D fll 2 e
Além disso, o valor ¢ = 0o € garantido quando 3 > 0.

Demonstracao. Veja o Lema 3.4 de Molinet and Ribaud [32]. O

Observagao 1.5.1. O Lema 1.5.4 permanece vdlido com 52‘ = HD® no lugar de DY,
onde H € a transformada de Hilbert. Para um estudo detalhado da transformada de
Hilbert sugerimos a referéncia [7]. Para uma consulta rapida de sua defini¢ao e principais

propriedades sugerimos o capitulo 1 de Linares/Ponce [27].
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Estimativas para a equacao de

Schrodinger linear

Neste capitulo vamos apresentar as estimativas de efeito regularizantes, estimativas de
tipo Strichartz e para a func¢ao maximal no tempo que usaremos, associadadas a solugao

do PVI para a equagao de Schrodinger linear
Ou —iAu = f(x,t), (z,t) € RxR,
u(z,0) = ¢(z),

onde up € S, F € S(R x R) e u = u(z,t) é uma fungdo complexa.

2.1 O fluxo linear

Consideremos o PVI (2.1) com f = 0, ou seja, para a equagao de Schrodinger linerar

homogeénea:
02, _
Oru — 105u = 0,

u(z,0) = ¢(x)

Aplicando sobre ele a transformada de Fourier em relacao a x, o transformamos no

(z,t) e R xR (2.2)

seguinte PVI:

o~

u(¢,0) = (8),

(2.3)

cuja solucao é

U, t) = e H(6). (2.4)

32
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Dai, aplicando sobre (2.4) a transformada inversa de Fourier obtemos

u(w,t) = (e7°6(€)Y = (7)) x o) = U(t)g(w), (2:5)

onde U(t)¢(x) é o operador definido por U(t)p = (e $(¢))Y, para cadat e R e ¢ € S.
O caso x € R" é analogo ao unidimencional que acabamos de fazer.
A familia de operadores {U(¢)};2 _ em L*(R") tem propriedades parecidas com as

da exponencial:

Proposigao 2.1.1. 1. Para todo t € R, U(t) : L*(R") — L*(R™) é uma isometria;
portanto

U)ol = [l - -
2.UNUW)=Ut+1t), Uty t=U=t)=U@{#)* e U0 =1.

3. Fizando ¢ € L*(R"), a funcao @4 : R — L*(R"™) definida por ®4(t) = U(t)¢ €

continua; isto €, ela descreve um caminho em L*(R™).

Demonstracdo. 1. Pelo Teorema de Plancherel

—itlel2 T n
U@, = [le™™ || 12 = ||6]l2 = || @]l 2
Os deamis itens sao imediatos. O

Uma familia de operadores {T'(t) };cz, definida num espago de Hilbert H, que satisfaz
os itens 1 — 3 da Proposicao 2.1.1, é chamada de grupo unitario de operadores. Para
um estudo detalhado de grupos (e semigrupos) de operadores lineares, sugerimos a leitura
de A. Pazy [37].

Vejamos agora o PVI ndo homogéneo. Seja f € S(R x R) nao identicamente nula.

Aplicando ao PVI (2.1) a transformada de Fourier, obtemos:

~

0ii(8, 1) + An%il*u(E, t) = f(&,1), (§,) €R" xR,

. (2.6)
u(&,0) = o(8).

Usando o método de Leibniz do fator integrante para EDO’s lineares de primeira

ordem (a férmula de variagao das constantes), chegamos a seguinte solu¢ao do PVI (2.6):

A t) = e "o + / ¢ IEF(E, 5)ds. (27)
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Agora, aplicando em (2.7) a transformada inversa de Fourier, chegamos a solugao do
PVI (2.1):
t
u(z,t) = U(t)o(x) +/ U(t—s)f(x,s)ds. (2.8)
0

Observe que a condigao u(z,0) = ¢(z) é facilmente verificada em (2.8).

2.2 Estimativas lineares usuais
Seja U(t)ug a solugao (2.5) do problema linear homogéneo (2.2), isto é,

U(t)(x) = / DI 6 e, (2.9)

R
Além do operador linear U (t) vamos fazer uso frequente de estimativas para o operador

com retardo R definido por

R0 = [ Ul — ) f(d (onde f = f(z, 1)), (2.10)

que somado ao operador U(t) gera a solugao (2.8) do PVI linear nao-homogéneo (2.1).

Portanto, podemos escrevé-la na forma

u(t) =U(t)o + R(f)(t).
Para simplificar a notagao na dedugao das estimativas para U, vamos usar a seguinte

defini¢ao de terno admissivel idealizada por Molinet e Ribaud em [32]:
Definigao 2.2.1. Dizemos que um terno (a,p,q) € R x [2,00]? €

i) 1-admissivel se, e somente se,

1 2 1 1 1 2 1
(a7p7Q):(_7ooa2> ou p€[4,00)7 (]6[2,00], _+_§_7 o= —+=-—7; (211)
2 p g 2 poq 2
i1) 2-admissivel se, e somente se,
1 1 1 1 3
2<p,g<oo, —+-<-, a=-+4+-—1. (2.12)
p g 2 poq

Se além de (2.12) tivermos 4 < p < oo, dizemos que («,p,q) € 2*-adimissivel.

Os efeitos regularizantes e estimativas de Strichartz a seguir, deduzidos por Molinet e
Ribaud em [32] interpolando resultados anteriores de Kenig, Ponce e Vega [22, 24], serao

imprescindiveis para o desenvolvimento do nosso trabalho.

Lema 2.2.1. Sejam (o, p,q) ER X [2,00]? e 0 < T < 1.
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i) Se (a,p,q) € 1-admissivel, entao |DgU(t)¢l|pre Sl ¢ |2, para todo ¢ € S(R).

it) Se (a,p,q) € 2-admissivel, entao || JoU ()¢ ||ppra S| & [|lr2,  para todo ¢ € S(R).

1

iii) Se (o, p,q) € 2*%-admissivel, entdo || DgU(t)d||rzrs < T5 % | ¢ |z, para todo ¢ €

S(R).
Demonstracao. Veja Molinet and Ribaud [32]. O

Observe que a estimativa i) do lema acima abrange (é uma generalizacao da) a esti-
1
mativa classica de Kato [[D2U(t)@| 1o 2. S| & |22

Agora enunciamos a famosa estimativa para a funcao maximal em L?:

Lema 2.2.2. Paras > 1/2, 9 € S(R) e 0 < T <1 tem-se:

U)ol 2 S M0l

Demonstracao. E feita seguindo-se a demostracao da estimativa para a funcao maximal
em L? associada ao fluxo homogéneo da equacao KdV, de autoria de Kenig, Ponce e Vega,

em [24] (para mais detalhe confira também [23, Theorem 3.1}). O

E importante notar que o terno (—s,2,00), com s > 1/2, nao é admissivel, por isso
fez-se necessdrio enunciar a estimativa para a funcao maximal em L? separada daquelas
do Lema 2.2.1.

Fazendo uma adaptacao do famoso Lema de Christ and Kiselev (veja os Lemmas 2 e 3
de [33] e também o lema original em [5]), Molinet e Ribaud [33] deduziram, no contexto do
fluxo da equagao de Benjamin-Ono, as seguintes estimativas para o operador com retardo

R(f) a partir das estimativas obtidas no Lema 2.2.1.

Lema 2.2.3. Sejam (a1, ;) € R?, (r,73) € Ri el < pi, q1, p2, @2 < 0 tais que, para
cada ¢ € S(R),

1D U@l o pgr S T 0]z, (2.13)

IDZ2U )l z2pge S Tl 2 (2.14)
Entdo para todo f € S(R?),

1022 R(F) Loz S TN F1l 22 22 (2.15)

||Dg1+a2R(f) HLiquTl 5 Tritre HfHLg?Lg?’ (2.16)
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desde que
min(py, q1) > max(pz, G2) ou (g1 =00 e Pa, Go < 00), (2.17)
o . 1 1 1
onde Do, Go sao definidos por — =1— —e¢ —=1— —.
D2 P2 Q2 42

Corolario 2.2.1. Para cada 0 <T <1,

1
ID2 R(f)l gz S N Fllorsz. (2.18)

1

Demonstragio. Como o terno (0,4,4) é 2-admissivel e o terno (5,00,2) é 1-admissivel,

segue do Lema 2.2.1 que

U@, SNl e [1D2U0 N rerz SI 6 Ml -

Portanto, o resultado segue da estimativa (2.15) do Lema 2.2.3. [

Finalizamos esta parte com uma estimativa muito importante que nao é coberta pelo

Lema 2.2.3:
Lema 2.2.4. Para cada 0 <T <1,
100 R() zgo 2. < [ f1 a2

Demonstragao. Veja [23], capitulo 2. O]

2.3 Estimativas lineares localizadas em fase

Nesta parte vamos seguir as ideias de Molinet e Ribaud em [33] para obter as esti-
mativas lineares para fungoes localizadas em fase que iremos usar na demonstracao dos
resultados principais do nosso trabalho. Comecamos com a versao do Lema 2.2.1 para

funcoes localizadas em fase:
Lema 2.3.1. Sejam (o,p,q) ER x [2,00]?, j€Z e0<T < 1.
(i) Se (a,p,q) € 1-adimissivel ou 2-adimissivel, entao

1U®) 8 & lipra S 277 || 8@ I, para todo ¢ € S(R). (2.19)

(i) Se (o, p,q) € 2*-adimissivel, entdo

11
| U() 856 lizis S TV 5279 || 85 2, para todo ¢ € SR).  (2.20)
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Demonstracao. Seja ¢ € S.
(i) Pela Proposigao 1.4.1 e pelo fato de supp Aj C{¢&: 271 <€) <2711} temos:
1U@) & dllizey = U@ DD A dllpig,
S 279 DIU () A dllipss.-

Agora usando o fato de que
IDZU) 2 Ollrgprg, ~ 177U () A g g
(pois 0 ¢ supp Z;b) e o Lema 2.2.1, obtemos:

1U() &5 @llizs < 2779l 1.
(ii) Fazendo uso das mesmas ferramentas do item (i), temos

IU(#) & Dllzprg = 1D DRUE) &j g
S270DRU®) Aj dllizrs S 27770l e

T ~Y
E isso fecha a demonstragao do Lema. O]
Agora apresentamos uma estimativa similar envolvendo o operador Sy.

Lema 2.3.2. Sejam s >0, ,p>2el <qg<p<oo. Entao
150U (8) D38l g, S T Soll 2.

Demonstracao. Pela desigualdade de Holder temos que

IS0V (61225, < 150DV Neip 1l =T 7 ISHDU D1z,

T
1_1

Usando agora imersdo de Sobolev (Proposicio 1.4.6, imersao de H; 7 em HS = LP)

e propriedades dos operadores Sy e U(t) obtemos:
15U () D3¢l e, < 1D SoU @) llip 2 S 1908l 2502 < T7(|S0¢ 12,

onde r = % — =. Portanto, o lema esta provado. O

1
p
No caso de ¢ ser localicada em fase vale a seguinte estimativa para a fungao maximal

em L2, melhor que a do Lema 2.2.2:

Lema 2.3.3. Para ¢ € S(R) e 0 < T <1 tem-se:

U(#) &5 llizrge S 221 25 62z (2.21)
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Demonstragao. Veja a estimativa (28) da Proposic¢do 4 de Molinet e Ribaud [33]. O
Estamos agora prontos para apresentar a versao localizada em fase do Lemma 2.2.3.

Lema 2.3.4. Sejam (o, a0) € R?, (r1,75) € Ri el < pi, q1, p2, @2 < 0 tais que, para
cada ¢ € S(R),
1T#)A;8ll 1o S T 2770 A 2, (2.22)

1T Al r2ee S TT277°2(| A 2. (2.23)

Entédo para todo f € S(R?),

IR(AG ez S T2 A f 122 2o (2.24)
HR(AJ'JC)HLgquTl < Tr1+r227j(a1+az)HAJ.fHLI;QLgQ’ (2.25)
desde que
min(py, q1) > max(pz, G2) ou (g1 =00 e Pa, Go < 00), (2.26)
1 1 1 1
onde Do, Go sao definidos por — =1— — e —=1— —.
P2 P2 42 42

Demonstracao. Como supp Aj C {¢g| 2771 < €] < 27Tt} segue da Proposigao 1.4.1 que
[DFU(E) A ¢||L£quTk S 2°(|U(t) Ay ¢”L’;quTka k=12
Dai, pelas estimativas (2.22) e (2.23) temos:
1D U@) D Ol ST D5 ¢z, (2.27)

DU () A dllpepse S T A 0|2 (2.28)
Agora, como U(t) A; ¢ + R(A; f) é solucao do PVI linear nao homogéneo

atu — z@%u = Ajf
U(I,O) = A]¢($)7

(2.29)

segue do Lema 2.2.3 que
[R(D; ) Leerz = 1D, D> R(A; f)ll e 2

S 270 1D R(A; f)ll e 22

< T7"22_j042|| Aj f”L;;QLg?
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HR(Ajf)HLil L? 5 z_j(a1+a2) ||Dg(cal+a2)R(Ajf)||L§1 L}

ST A, fll
desde que ps e po atendam as condigoes (2.26). Com isso finalizamos a prova do lema. [

Corolario 2.3.1. Seja 0 <T < 1. Entdo

R ) sz S 27%“AijL;L%‘[- (2.30)

1

5,00,2) ¢ l-admissivel,

Demonstra¢ao. Como o terno (0,4,4) é 2-admissivel e o terno (

segue do Lema 2.2.1 que

U@ A N, SI A6 e e IU0)AGgers S27% | 250 llz= -
Portanto, o resultado segue da estimativa (2.24) do Lema 2.3.4. O]

Finalizamos com a versao localizada em fase do Lema 2.2.4, que nao é coberta pelo

Lema 2.3.4.

Lema 2.3.5. Para cada 0 <T <1,

10: RO ) g2, S N2 f Nl rz.s (2.31)
HR(AJ'JC)HL%’L% N 27jHAjf||L;L2T- (2.32)
Demonstracao. Para a demonstragao de (2.31) veja [23], capitulo 2. Para a demonstragao

de (2.32), basta usarmos o fato de 0 ¢ supp ﬁj, em seguida (2.31) e depois a Proposicao
1.4.2:

VR )l = HD [ o=t ssar

S 2772 fll sz

Ly L2,



Capitulo 3

Boa colocacao local

3.1 Introducao e enunciado dos teoremas
de boa colocacao

Nessa etapa podemos considerar, sem perda de generalidade, 4 = v = A = 1 na

formulacao integral (3) para (1), e escrever

u(t) =U(t)ug + /0 Ut — s){ —ilul*u+ 9,(Jul*u) + Zuk&v(ﬂku)}(s)ds. (3.1)

O método consiste basicamente em aplicar o teorema do ponto fixo para contragoes
a equagao integral (3.1) associada ao PVI (2), fazendo uso das propriedades de efeito
regularizante do grupo unitério U(t) associado ao fluxo da equagao de Schrodinger linear
bem como estimativas para a fungao maximal (no tempo) para o fluxo da mesma equagao.
Vamos aqui considerar o PVI (2) com restrigao sobre o tamanho da norma em L? do dado
inicial. Seguem abaixo os resultados que iremos provar.

Primeiramente provaremos a boa colocacao local para (3.1) para dados iniciais peque-
nos no espago de Besov nao-homogéneno Bé ’1(R):

1
Teorema 3.1.1. Eziste um 6 > 0 tal que para todo uy € B;’l(R) com ||u0||B%,1 < 6,
2

exvistem um T = T(||u0||B%’1) > 0 com T(||u0||B%71) — 00 quando ||u0||B%,1 — 0, um
2 2 2

espago Xp — C([-T,T); B;’l) e uma unica solu¢ao u para (3.1) em Xp. Além disso, a

1
S . 11 , - .
aplicagao dado-solugao de BS™ em Xp € suave numa vizinhanca da origem.

Dado T > 0, definimos as seguintes semi-normas:

40
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Ni(u) = [[Soullrgerz + > 22| Al peera, (3.2)
i>1
Na(u) = [[Sou|lpeepz + > (| A pe 2., (3.3)
i>1
N3(u) = ||Soul[z2 e + Z A2z, (3.4)
>1
Ny(u) = [|Soul[zs  + ZQ%HAJUHLi’Ta (3.5)
i>1
3]
Ns(u) = HSOuHLgL;?O + ;2 C HAjuHLgL;?O' (3.6)
J1Z

O espaco de resolucao serd o seguinte espaco funcional:
5
11
Xr={ueC([-T,T],B5 (R)) : |lullx, <oo}, onde |[ulx, =) Nu(u).
m=1

Enunciamos agora o segundo resultado que iremos provar, que consiste na boa coloca-

¢ao local para o PVI (2) com dados iniciais pequenos em H*(R), s > 1:

Teorema 3.1.2. Seja s > 3. Entdo existe um § > 0 tal que para todo uy € H*(R) N

1
B;’l(R) com ||u()||B%1 < 0, existem um T = T(||u0||B%,1) > 0, um espago Yr, —
2

2

1
C([-T,T); H*(R) N Bf’l(R)) e uma unica solugdo u para (3.1) em Y. Além disso a

1
aplicagio dado-solugdo de H*(R) N B;’I(R) em Yr s € suave numa vizinhanga da origem.

3.2 [Estimativas nao lineares e para U(t)uy em Xy

Vamos aqui provar alguns resultados técnicos que serao usados diretamente na de-
monstragao do resultado de boa colocacao.
Para tratar a parte nao-linear, vamos escrever
¢ n
[ /0 Ut — s){ — ilufu+ o (ufPw) + S (@)} (s)ds

k=1
t

Ut —s){ iukax(aku)}ds =1 + L.

k=1

_ _~/0tU<t—s)<1+z’am)<lu|2u> d8+/0

Primeiramente vamos usar (1.32) e (1.37) para dividir as nao-linearidades do seguinte

modo: Considerando f =u e g = |u]? em (1.32) e (1.37), podemos escrever

|u|2u = SoUS()(|U.|2> —+ Z (AT+1uST(|u\2) -+ Ar+1(’u’2)sr+1U) s (37)

r>0
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Aj( Z (Ar+1usr(|u|2) + Ar+1(|u|2)sr+1u))

r>0

=N A S s(u) ) + A, Ay (ju’)S,pu}. (3.8)

r2j r2j

De (1.32) com f =ue g =1, temos

u” = SouSe + Y (A uST + A WSpu). (3.9)

>0

Por (1.32) com f = uy, e g = 0,(uxu), escrevemos

ROy (Upu) = SougSe0, (uru —1—2 Ay ugS, 0y (ugu) + Ay 10, (uku)SrHuk) (3.10)

r>0
e por (1.37),
A](ukax(ﬂku))
= Aj (SoukSoc“)x (ﬂkU)) + Aj Z (Ar_gukSr_gE)m(ﬂku) + Ar_gax (ﬂku)S,,_guk) . (311)
r>j

Para finalizar, tomamos f = u; e g = u em (1.32) e (1.37), para escrever

g = Syl Sou + Y (A Spu 4+ A0S, i), (3.12)

r>0

Aj{ Z (AT+1ﬂkSTu+Ar+1usr+1ﬁk)} = Aj{Z(AT_QakST_3u+AT_QUST-_Qﬂk)}. (313)

r>0 r>j

Antes de darmos inicio as estimativas nao lineares, vamos estimar U (t)uy em Xrp.

Lema 3.2.1. Seja 0 < T < 1. Entao

1U@)dollxy S [[toll 3 .-
2

Demonstracao. Como SyU ¢é limitado em L2,

N (U(H)uo) 5 [1Sotol 22 + D 22| Aol S HUOH e (3.14)

j>1

Por imersao se Sobolev e pelo item iii) da Proposigao 1.4.1,
1 1 1
1SoU () uoll ez S T21SoU () uollree, S T2 T2 SoU () wol| ez S [[Sowollz2 (3.15)
Como o terno (%, 00,2) é 1-admissivel, segue do Lema 2.3.1 que

18U )uol| Loz S 272 || Ajug| . (3.16)
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De (3.15) e (3.16) concluimos que

No(U(t)uo) S [luofl g1

2

Pelo Lema 2.2.2 junto com o item iii) da Proposigao 1.4.1,

1U(t)Souol 25 S [1Souoll s g+

Do Lema 2.3.3 junto com a estimativa acima vemos que

N3(U(t)uo) S [luofl y 1

2

Como (0,4, 4) é 2-admissivel, temos pelo Lema 2.3.1 que
1A; U)ol s, S [[Aju0]lz2.
Da estimativa acima e o Lema 2.3.2 com p = ¢ = 4 obtemos:

Na(U(t)uo) S fuoll ,

2

Como o terno (55,5, %) é 2-admissivel, pelo Lema 2.3.1 inferimos que

S 2HIA U, 5 D 2HAU e

j>1 r j>1

Pela desigualdade acima e o Lema 2.3.2 com p=5e q = 1—3? temos,

Ns(U(t)uo) S [uoll

7ol
2
Com isso o lema fica demonstrado.
Lema 3.2.2. Seja 0 < T < 1. Entao vale a sequinte estimativa:

N (I) < TNy (u)? + T2 Ny (u)2Ns(u) + No(u)N3(u)?.

Demonstragao. Pelo item 1 da Observacao 1.4.1, imersao de H:z

1
= [|7*"2 Soupl| 2 S [1Souol| 2.

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

1 . ~
6 em L% imersao de

1 1 1
B§’1 em H26 (vide Proposicao 1.4.3, item 3) e depois imersdo de BQQ’1 em B§’1 (item 1

da Proposicao 1.4.3) temos

1ol llzger2 S Tlllalullpserz S Tlallfee s S T”““i%o 41 N T||u||i%032%,

1 S TN1<u)3'

(3.24)
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Busquemos agora uma estimativa para » .-, 23 |AjI1||zze 2. Usando o fato de A; ser
um operador limitado em L2LI (1 < p,q < o0), Proposigao 1.4.2, Corolario 2.3.1 e o

Lema 1.5.2, temos

D 2N (I)llgere S D IA (Mafw)lpsss + D 24 (Julu) 1z

j>1 j>1 j>1

< S 2 {18 SulluP)Sillisog + 18,4 3 Ar-su-alluP)} sy

§>1 r>j

+ 3 218> A a(uf)S,sub s

j>1 r>j

S 11So([ul®)Soull 2+ 271 A —2uS,—5(|ul*) 122

r>0

+ > 2lA 2 (|uf?)S,—2ull Ly 2. (3.25)

r>0
Agora, aplicando a desigualdade de Holder chegamos que

l T
> 22 A (L) |lgr2 SISo(al*)lzz , Soullzzrge + > 2 A ol ez | Sems([uf?) || ase

j>1 r>0

+> 2| A2 (luf) |2 1 Sr—2ull 250

r>0

< T2 Ni(w)*Ns(u) + Na(w) Na(w)? + Na(u) D 2| A ()2, (3.26)

r>1

Faremos a estimativa de ) -, 2r|IAT(|u|2)||L§,T usando (3.9), (1.36), (1.37) e a desi-

gualdade de Holder como segue:

Do 2UA (P, £ D27 NA(SouP)llz,, + D 2 A Sl 2,

r>1 r>1 r>1
< T2N;(u)® + Ny(u)N3(u). (3.27)
As estimativas (3.24) — (3.27) levam-nos ao resultado. O

Lema 3.2.3. Seja 0 < T < 1. Entao

Ni (L) <STN;(u)? + T2 Ny (W) No () N3 (1) + T3 Ny (u) N3 (u) Ny (a)
+ T N3(u) Ny (u) N5 (u) + N3(u)>Ny(u).

Demonstracao. Pelo Lema 2.3.2 com s =0, p = ¢ = 4, temos:

1T (1) Souol|12 , S Tlluo]| 2 (3.28)
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e dai, por (2.15) no Lemma 2.2.3 (considerando ¢ = Spuy na estimativa (2.14)) com

= So(ukax(ﬂkzu)), ay=0,pp=qp=4ery= %, segue que

S0 12 e 2 §T4Z||SO U0y (uku))H . (3.29)
k=1

Usando (3.10) podemos escrever

ZHSO(uk(?z(aku) <Z{\|SO{SoukSO (@)}l 4 + ) A1 S, O ()|
k=1 ””

%
L
Lix >0 e

T T

+Z|’Ar+13 (2ru) r+1ukl| } (3.30)
r>0

Entao, pelas propriedades de A, e S,, r > 0 (A, e S, sdo limitados em L, para todo

1 < p < ), pela desigualdade de Holder e imersao de Sobolev, temos:

T || So{ SourSode (@) }|| 4 <TIT Z | Soual| 50 24 | o0 (@) || e 12

L
k=1

EEZIS

<T|Sou| pse rs Z IS0 (@xw)|| o2

k=1
3 3
STullpeeps < TN (u)?, (3.31)
Ti {HATH“kSraw(aku)HLg + ||Ar+18x(ﬂku)5r+1uk|| }
z,T zT

ST T4y Y AlA iz 150 (@) 2, + 1A 100 (@) |2 1S ez, }

k=1 r>0
sTinw Y { 1@, + X 18, mwliz, | (332
k=1 r>1

Agora usando a decomposicao diddica (1.32), o Lema 1.5.2 e a identidade (1.37), com

f=ureg=n,

n

) {uax(uku)n% Y 10wl |
k=1 r>1

S0 (@) [ 2 JrZZQJIIA upw)|zz .

kl k=1 j>1

T%Nl +ZZ2JHA SoukSOll HLZ +ZZ2JHA ZA QukSr s3u HLz

k=1 j>1 k=1 j>1 r>j

+2. 2 21853 ArguS, iz,

k=1 j>1 r>j
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e dai,

3

{lo.@lz, + X 180wz, |
1

k= r=t
STEN (P + 30 S 2IA, S, suliz, + >0 S 2 A, uS, sz,
k=1 r>0 | et |
STN () + ) 2| Au] e 1Sl 2
r>1

Portanto, de (3.30), (3.32) e (3.33), encontramos
IS0 L2l 112 STNy(w)? + T2 Ny () Na(u) Ny (u). (3.34)

Vamos agora obter uma estimativa para Z 23 A1z zse 2 - Por (3.10) e (3.11), temos
Jj=21

. . t n
> 25(|A L re 522;”%/ U(t—s) ) {SourSods(tixn) }ds|| 12012
0 k=1

g2l Jj=21

=30 2HA) [ U =930 3D 000w

Jj>1 k=1 r>j
v t n
+ Y 24, / Ut =) 33 Ay sdunS,s(u)ds|| o2
i>1 0 k=1 r>j
. t n
+ 3 2A, / Ult—5) S S A o0, (@w)S, o) dsl| ez
i>1 0 k=1 r>j
4 .
m=1 j>1
Usando o Lema 1.5.2, o fato de Sy0, ser limitado em L? e imersao de Sobolev, obtemos
D 2| ALl ST |ISousSods (txn)| per2 S TNy (w)’. (3.36)
i>1 k=1

Fazendo uso das mesmas ferramentas empregadas na obtencao de (3.26), chegamos

que

> 2 |A(Io)llerz S 0D 2 1A skl ez || s (@ew) [ L2z

j>1 k=1 r>0

< N3(u)?Ny(u). (3.37)
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o J
Para obter uma estimativa para E 22||Ajla 3]l Lge 2, usamos comutador para escrever

Jj=1

~1 1
AeramukSrfii@jku) = - r73(ﬂku>D§ Dz A7'72uk
~ 1 ~ 1
= [DY2, S, _s(uu)| D2 A, _ouy, — DY?(S,_s(upu) D2 A, _ouy), (3.38)

e entao,

. - 1
ZQ%HA]'IZ,SHL%"L ZZQQHA / (t—s) Z[D;/zaSTfS(ﬂku)]Dﬂ?Ar72ukd5HL§9L%
i>1 k=1 j>1 r>j

+ZZQ ||A / t—S ZDI/ r—3 uku)D A Quk)dSHLooLz

k=1 j>1 r>j
=3 25| Ay Logalligre + > 23 |1A Lol e re (3.39)
Jjz1 Jj=1
Como (2,20, %) ¢ 2*-admissivel,
12
||U(t)Ajuo||L%0L% S Ta02757[|Ajug| 2. (3.40)

T

Segue entao do Lema 2.3.4 com (a, p2, q2) = (%, 20, %), Lema 1.5.4 (com f=0e a = %)

e a desigualdade de Holder, que

> 28|A s |l gerz ST 22210 > D2, S, ()| D2 A,y 35,5
T

FR»—A

j>1 k=1 j>1 >
1 i T
§TEZZQT°||Di/25r—3(ﬂkU)|| ||D Ar—u|, .
k=1 r>1
ST Y26 248wl gD ulls i
r>1 ’
<T% Ny (w) Ny (u) Ny (u). (3.41)

Pelo Corolario 2.3.1, a Proposigao 1.4.2, o fato de S,_3 ser limitado em L!L e pela

desigualdade de Holder, temos

n
| ) .
> 28 ||Aj Lol S0 228, _s(ww) DA, pug| 2

7>1 k=1 r>1

n
1
S 2518 s(@en)l|a s [|DZ Aotk porz

k=1 r>1

SJHUH%Q%L;O Z 23 .22 ||ATU-HL,<;OL?F

r>0

<N3(u)*Ny(u). (3.42)
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Portanto, por (3.41) e (3.42), temos

i 1
> 22|Aj Ll e r2 S T30 Ns(u)Na(u) N3(u) + Ny(u)® Ny (u). (3.43)
i>1
Finalmente, estimaremos Z 2%||Aj1274|| reer2. Para isso usaremos novamente a esti-

Jj=21
mativa de comutador do Lema (1.5.4). Primeiro escrevemos

~1

1 £
S’r—2ukAr—28x<uku) = T Pr— 2ukD Di A'r 2(Uku>
= [D;m, Sr,guk]ﬁg A,;Q(ﬂ]ﬂl) — Dglﬁ/Z(Sr,Quk5§ AT,Q(T_L]CU.)), (344)

e entao,
~1
ZQZHA 124HL°°L2 < ZQQHA / t—S ZZDl/z r— guk %AT,Q(QkU)dSHL%DL%
j>1 j>1 r>j k=1
~ ~1
+3 7234, / (t—5)Y > DY*(S,_yurDi A, (tn))ds|| e 2
7j>1 r>j k=1
= Z 2% ||Aj]2,4,1||L%°L§, + Z 2% ||Ajl2,4,2||L%°L§- (345)
Jj=1 Jj=21

Pelo Lema 2.3.4 com (a2,p2,¢2) = (£,20,%), Lema 1.54 (com f = 0e o = 3) e a

desigualdade de Holder,
D 22 AiTpunllisery ST™ Y > 210 Y |[DY?, S, qug] D2 A,o(tu) [

j>1 k=1 j>1  r>j

8=
Ny

n
1 o 1 B
STy > 20 HDimST—WkHL‘;,T D2 Ay _p(ugu) ||Li70 L

k=1 r>0
<T Ny(u ZZQmHD A(w)]| 9 i (3.46)
k=1 r>1 T

Usando (3.12) e (3.13), a desigualdade de Holder e as propriedades de S,, temos

- T 1 _ u r 1 —
Z Z 21| Dg Ar(uku)HL?L;? S Z Z 210 { | Dz AT(SOUkSOU)HLi#L?

k=1 r>1 k=1 r>0

+|IDEA, O AuSi- 3u)|| w1 +||D2A () Aius_ 2u,§)|| 0 }

I>r I>r
< Z{ Souelzzpll Sl + 30260253 [ AanSaw] o g
>0 I>r La' Ly
+22 22 ZHAZ 21151 guk)H 10 10}
r>0 I>r Ly
<T10 [Soul| 22 e | Soull pee s + ZQ 5 ||Alu|| gt ||Slu||L2Loo
1>1

<T16 Ny (w)Na(u) + Ny(w)Ns(u),
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e assim, por (3.46) temos

> 28| AT || rgere S T Ny () Na(w)Ny(u) + T3 Ny (1) Ny (u) Ns (). (3.47)
Jj>1
Pela Proposi¢ao 1.4.2, o Coroldrio 2.3.1, o fato de S,_5 ser limitado em L3°L? e pela
desigualdade de Holder, temos

ZQ%HAJ‘IQA,QHL%?L 2222 Z 17—z D é (aku)HLiLQT

i>1 k=1 j>1  r>j
<2222||5r ol r2ree | D2 A, - 2 (w2
k=1 >0 ’
SN3(u)> Y 2| A (@)l 2, S No(u)Ns(a)?. (3.48)
k=1 r>1

Logo, por (3.47) e (3.48) obtemos

S 28| A Ll ra S TNy () Ns(u)Ny(u) + 79 Ny (u) Ny (w) N5 (u) + Na(u)N3(u)?.

j>1

(3.49)
Juntando as estimativas (3.34), (3.36), (3.37), (3.43) e (3.49), chegamos ao resultado.
O]
Proposicao 3.2.1. Seja 0 < T < 1. Entao
Ny (I) STNy(w)? + T2 Ny (u) Na(u) Ny () + T Ny (w) N3 () Ny ()
+ T2 Ny (u)2N3(u) + T N3(u) Ny (u)Ns(u) + N3(u)>Na(u), (3.50)

para m =1, 2, 3, 4, 5.

Demonstracao. Pelos Lemas 3.2.2 e 3.2.3 vemos que a estimativa (3.50) vale para Ny([).
Consideremos agora o caso m = 2. Por imersao de Sobolev e pelas propriedades de Sy
(mais precisamente, o item iii) da Proposi¢ao 1.4.1),
101 llz2orz. S T2 Solllize, S T2 T2 Sollligerz S T2l S0 lligerz- (3:51)
Dai por (3.24) e (3.34),
1501 | Lger2. < Tz{HSoleLgng + IS0 ol o2} < TNy (u)? + T2 Ny (w)Na(u) N3 (u). (3.52)
Por (2.31) e (2.32),

D208 () lzerz S D 1A (Pl + > 214 (ulw) s

J>1 i>1 i>1



Capitulo 3. Boa colocagao local 50

Dai, pelas estimativas (3.25), (3.26) e (3.39),

Y PN )l rz S T7Ni(w)*Na(w) + No(u) Ns(u)* (3.53)

Jj=1

Fazendo a mesma decomposigao feita em (3.35), temos

4
S VALl ez S0 28 Lmllreerz. (3.54)

j>1 m=1 j>1

Pelos Lemas 1.5.2, 2.2.1 (item i) e pela estimativa (3.36), obtemos:

Z VN8 Lall ez S TNi()?, (3.55)

Jjz1
Usando (2.31), (2.32) e as mesmas informagoes empregadas na obtengao da estimativa

(3.37), chegamos que

D 2| A (I2) ez S Ns(u)* Na(u). (3.56)

j>1

Para estimar E 2/||A;(I2,3)|| oo 2., primeiro fazemos a mesma decomposigao feita em
3lLgerz
j>1
(3.39) para escrever

> VA Lsllerz S 2N Danllers + > 22 1A s0] s (3.57)

Jj=1 J=1 Jj=1

Observemos que, como (%, 00,2) é l-admissivel e (%,20, %) é 2-admissivel, segue do

Lemma 2.3.1 que

U () Aol poerz, < 2721 A o]l 2 (3.58)

10|, 3 2% | Aguolze, (3:59)

20
9
T
respectivamente. Dai, pelo Lema 2.3.4 (estimativa (2.25)) com p; = 00, ¢ = 2, ps =

207 G2 = %07

n
. 1 j ~ 1
> VALl STo Y Y 200 1D, S —s(@w)] Di Ay w3 3.
gzl k=1 j>1 r>j T

By

que por (3.41) nos leva a estimativa

> "V A Ll pe e S T Ns(u)Ny(u)Ny(u). (3.60)

Jj=1
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Pela Proposigao 1.4.2; os efeitos regularizantes (2.31) e (2.32), e a estimativa (3.42),

temos
> 2A Lol S Z 25|, _s(@pu) DA, sugll e S Na()?Na(u).  (3.61)
Jj>1 r>1

Portanto, por (3.60) e (3.61), temos

> 2 ALl ez S T30 Ns (1) Ny (u) Ny (u) + Na(u)?No(u). (3.62)

Jj=1

Para estimar Z 2jHAj([274)HLgoL2T, fazemos a mesma divisao que em (3.45) para es-
>1
crever =

> VA Dallers SO 2N Danllerz + > 218 sl pers (3.63)
j>1 j>1 Jj=1

Pelo Lema 2.3.4 com (al’pl) QI) = (%7 o0, 2) € (Oég,pg, QQ) = (%7 207 %)7

STV A Ll pere ST Y210 Y [[[DY2, S, o] DEA, o(pu)| B (3.64)

Jj=1 k=1 j=>1 r2j
Dai, pelas estimativas (3.46) — (3.47),
> A T ez S T Ny (w)Ns(w)Ny(w) + T30 Ny () Ny (w) N3 (w). (3.65)
Jj=1
Pela Proposigao 1.4.2, as estimativas (2.31) e (2.32), o fato de S,_3 ser limitado em
L L3 e pela desigualdade de Holder, temos

> A L uollerz S0 258D IS, auk DEA, s (axw)]| 12 (3.66)

j>1 k=1 j>1  r>j

Portanto, por (3.48)

D 2P0 sl S Na(w) DY 2 A (@w) g2, S Na(w)Ns(u)®. (3.67)

i>1 k=1 r>1
Logo, por (3.63) — (3.67) obtemos
D NA Lz g € TNy () Ny(w) N (1) + 7% Ny () N () N () + Na(u) Ny ()
= (3.68)
As estimativas (3.52) — (3.68) mostram que (3.50) é satisfeita por No([).
Para fazer as demais estimativas iremos usar sucessivas vezes o Lema 2.2.1 combinado

com o Lema 2.2.3, assim como o Lema 2.3.1 combinado com o Lema 2.3.4. Vejamos N3(I):
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As estimativas (3.18) e (3.28) nos fornecem as hipdteses para concluirmos do Lema

2.2.3 que

1Sl iz S TH (15601 + i) (W) 5 + D 1So(usdu(iu))l] 4 )
z, T k=1 z, T

L

1 g —
ST (luPul s+ ISo(wde @)l 5 ), (3.69)
z,T k=1 z,T

onde usamos o item iii) da Proposi¢ao 1.4.1 para obtermos o primeiro termo no lado

direito da ltima desigualdade acima. Dai, por (3.30) — (3.33) inferimos de (3.69) que
S0 lizn S TN () + THN, (1) N 1) Nyw) (3.70)

Pelo Lema 2.3.3
U () A o]l 2 S 2770 | A ug|| . (3.711)

As estimativas (3.71) e (3.58) permitem usar o Lema 2.3.4 para concluir que

D OIA Lz S )14 (1 +i0.)([al W)l 2,
jz1 Jj=1
e dai, pela Porposigao 1.4.2 e por (3.25) - (3.39),

DoAY 1A (ulPw)llzyze + Y 218 ([ulw)ll e

Jj1 Jj=1 Jj=1

< T2 N (u)?N;(u) + Na(u) N3 (u)?. (3.72)

o i .
Para obter uma estimativa para E 22||Ajla||z2 e vamos usar a mesma notagao da

i>1
estimativa (3.35) e escrever:
4
S oA LIz S0 A L2 (3.73)
i>1 m=1j>1

As estimativas (3.71) e (3.72) novamente nos dao permissao de usar o Lemma 2.3.4
para concluir que
D 1A a2 S Y 1A {SourSods ()} Lz,
i>1 i>1

e dai, aplicando o Lema 1.5.2 e depois a desigualdade de Holder e o item iii) da Proposigao
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1.4.1, obtemos:

Z [IANTERY TS Z || SourSo0s

Jj=1

(wxw)|l 22

N Z [ Sour |2 L [1S00: (@ru)|| 2,

k=1

< Na(w) D flagul| 2, S T2 Ny (w)* Ns(u). (3.74)
k=1
Pelas mesmas ferramentas usadas na obtencao de (3.74) e de (3.37)
Y A Lallzre S YD 2UAQ | A qurSe_s(@ew)) 1112
Jj=1 k=1 j=>1 r>j
(3.75)

<SSV S, (@) S No(u)No(w)
k=1 r>1
Agora vamos estimar » ., [|Ajl23([12150. Usando a mesma notagao que em (3.39)

escrevemos
D 22 ADsllzie S Y A sz + Y2214 s 20 (3.76)
j>1 Jj=1 Jj=1
Usando as estimativas (3.71) e (3.40), segue do Lema 2.3.4 e de (3.41) que
LI R
Lz” Ly

S "2 |A L2y ST® Zsz > IDY?, S, ()] D2 A, —sug|

k=1 j>1 r>j
<T'% Ns(u) Ny(u) N3 (u). (3.77)

j>1

Pelas estimativas 3.71 e (3.58), obtemos do Lema 2.3.4 e de (3.42) (ou (3.61)):

, - . 1
S VA Lol S 0Y 22 |Sis(@rn) DEA, gug 12 S Ns(u)*Na(u).  (3.78)
j>1 k=1 r>1
Finalmente, para estimar ZQJ'HAJ»(]QA)H 21, fazemos a mesma divisio que em
Jj=1
(3.45) e escrevemos
(3.79)

DA Lallzre S Y 1A Barllzes + Y 1814l 205
i1

i>1 >1
Com as estimativas (3.71) e (3.59) usadas como hipé6tese no Lema 2.3.4 e depois usando

(3.41), obtemos:
S 2N A Ly ST sz S |[DY2. S, ()| D2 A, ot e
7>1 r>] Lg T

Jj=1 2

5 Tle (ll)Ng(ll)N4(ll) + T$N3(U)N4<U)N5(U).
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Por (3.71) e (3.58), segue do Lema 2.3.4 que
> 25 (|A basllrary 0D 28 ) 1S aurDEA (tsn) | 1112 (3.80)
Jj=1 k=1 j=1 r2j
Dai, procedendo como na obtencao de (3.48), chegamos a desigualdade:
D A Laslrzre < Na(u)Ns(u)®. (3.81)
Jj=1
Das estimativas (3.72) — (3.81) vemos que N3(/) satisfaz (3.50).
Comecemos a verificar se Ny(I) satisfaz (3.50). Por imersao de Sobolev e a pela

Proposicao 1.4.1,
[SUTA TS T3 J5So] ||z S 1ISol ||z za (3.82)

e dai, por (3.24) e (3.34)
[So1Ls , < TN;(u)® + T%Nl(u)Ng(u)Ng(u). (3.83)
As estimativas (3.22) e (3.16) nos possibilitam usar o Lema 2.3.4 para deduzir que
S 23 A W)z, S S IA (aPw)lzeze + D 27 ([uf) s
7>1 7>1 7>1
Entao, pelas estimativas (3.25), (3.26) e (3.39),
> 25| A;(1)llzs, S T2 Ny(u)®Na(u) + Na(u)Ns(u)?. (3.84)
j>1 ’
No intuito de nao ficar muito repetitivo, vamos omitir os demais calculos para verificar

que Ny(I) e N5(I) satisfazem (3.50), porque basta usar os lemas 2.3.1 e 2.3.4, e depois as

estimativas j& feitas para Ny([). O

1
3.3 Boa colocagao em Bg’l(R).

Nesta secao vamos fazer a demonstracao do Teorema 3.1.1, isto é, a boa colocacao
local para o sistema (2) (ou seja, a equagao integral (3.1)) com dado inicial pequeno em
B2 ’1(R). Para elaborar esta segao, nos apoiamos principalmente nas referéncias [33, 40].

Consideremos a aplicacao

Dy, (u)(t) =U(t)ug + /0 Ut — s){ —ilulu+ 0,(Jul’u) + Zuk&;(uku)}(s)ds. (3.85)

k=1
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a qual vamos nos referir simpesmente por ®(u).

Provaremos que existem a = a(||u0||B%,1) >0eum T € (0,1], tal que, se
2

ue Xr(a) ={ueXr: ||ulx, <a},

entao ®(u) € Xr(a) e & : Xp(a) — Xr(a) é uma contragao.

Ja sabemos do Lema 3.2.1 que existe um ¢ > 0 tal que,

IU@)vollxy < clluoll y.1- (3.86)
2
5
Como ||1||x, = Z N (1), segue da Proposicao 3.50 que
m=1
1y S TNy ()? 7% Ny (w) Na) Naw) + T Ny () Ny () N ()
+ T2 Ny (u)? N3(@) + T3 N3 (u) Ny () Ny (u) + N3(u)>Ny(u),
e dai, existe um ¢ > 0 tal que
(3.87)

Hllxy < e (1+p(T))lull%,

onde p(t) =t + t2 + t10 + ¢t10 (notemos que p(0) = 0). Portanto, de (3.86) e (3.87)

deduzimos que

1Py (Wller < elfuol] Ly + el +p(T)ul, - (3.88)
Como queremos || Py, (1)||x, < a, vamos escolher a = a(||u0||32%,1) > 0 tal que
a

c||u0|]32%1 <5 e 20||u0HBQ%,1 <a< 40”110"32%’1'
Assim,

¢ p(D)|[ulk, < cp(T)a*a < CP(T)(4CH110|\B2%,1)2G-
Escolhendo entao um 7" > 0 tal que

(3.89)

1
46p(73(4CHUoHB%J)2:§ 5

2

tem-se que
cluoll s+ e+ p(T)ulk, <a
2

3|ugl|xp < (4¢)36%, assim,

~

Escolha § > 0 tal que (4c

—_
—_

1
=0 =—=§=
44c3 42¢2 2(4c)

|

(4c)%6? =
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Portanto, escolhendo a e T" como acima, segue que
by, (u) € Xp(a), Yu € Xp(a),

ou seja
Oy, 0 Xr(a) = Xp(a).

Para mostrarmos que ®,, é uma contracao, sejam u, w € Xr(a). Entao

[Py (W) = Py (W) 7 = [ () = T(W)]|x7

< 1w = By + 1w — LWl (390)
Pelas estimativas para T,
) = bl = | [ U= )0+ i00) i~ ) |,
<1 [ V=) P - wx,
[ U= 0+ ) - s,
# [ U= 0+ (@ - w s,

1
S (T +T2) = wlix, ([ulk, + [l Wi, + [wl,)

SO +T+T%)u—wllx, (luflx, + [wllx,)* (3.91)
Pelas estimativas para Is,
172(0) — L(w)||x, S|l / Ut — 5) (s () — D ) 7
<1 [ 0 - sl
1 [ U= (@~ ) wisl,
1 [ U= syt wuws|x,
S(THTATS 4T3+ T8 + T+ 1) Ju = Wl (Jullx,Hwllx,)*. (3.92)
Portanto, por (3.90) — (3.92),

5 2 1 13 1
[ Pug (W) = Pug (W)l x7 S (THTO+T3+T2+T 0 +T 50 +1)[[u — wxp ([l o H Wl x7 )
<A(T+Ts+T35+T7 +T% +Tw0+1)a*|u — w| x,

< 4e(T+TS+T3+T2 +T% +Trlo+1)(4c)2|yuo!\;,l lu — wlx,.
2
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Agora, escolhendo 7" em (3.89) segue que @, (-) ¢ uma contragao em Xr(a).

Usando um argumento padrao, vamos estabelecer a unicidade do resultado em uma
classe maior do que Xp(a). Seja u uma solugao de (3.85) no intervalo de tempo [0, 77]
com T} < T. Além disso, assumamos que u € Xr,(a;) para algum a; > a, com u €
C([0,T1]; Bé’l(R)). Desta maneira, u satisfaz a equagao integral (3.85). Sendo u : [0, 73] —
Bé’l(R) continua, temos que existe Ty € (0,77) tal que

il <

De maneira similar, conseguimos mostrar que existe um 73 € (0,73) de modo que para
as demais seminormas que compoem a norma Xr(a), a solugao, u pertence a bola Xr,(a),
e consequentemente, u(zx,t) = u(zx,t), para (z,t) € R x [0, T;]. Reaplicando este processo
a equacao (3.85) com dado inicial u(x,T3) conseguimos estender a unicidade ao intervalo
[0, 7] com um nimero finito de iteragoes.

Para demonstrar que existe uma vizinhanca da origem na qual a aplicagao dado inicial-
solucao ¢é suave, basta seguir os passos da demonstracao do Corolario 3.2 da referéncia M.
Cardoso [4], usando as ferramentas 14 citadas e as estimativas nao lineares que fizemos na

secao anterior.

DO —

3.4 Boa colocagao local em H*(R), s >

Vamos nesta segao demonstrar o Teorema 3.1.2. Na preparagao desta parte, tivemos

como base Molinet/Ribaud [33] e (principalmente) Pilod [40].

1
Lema 3.4.1. Seja s > 5. Entao H*(R) estd continuamente imerso em B;’I(R).



Capitulo 3. Boa colocagao local 58

Demonstragao. Seja f € H*(R). Entao pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,

11532 = 190 fllz2 + > 28 fllie

j>1
= [|Sof ez + D 2% & £ 227G
j>1
1 1
is 2\ 2 (1_on2)
< ISufllzz + (Z(zﬂ A5 fll) ) (Z(% ) >
§>1 Jj=1
, 3 , 3
<Isuflle + (4712 1) ()
j>1 j=1
, 3
< o7l + (47185 71 )” = Uflage = 11
j>1
de modo que ||fHB%,1 < ¢||f]lgs- E isso prova o lema. O

2
Agora, seja s > % Assim como na demonstragao do Teorema 3.1.1, queremos aplicar o
Teorema do ponto fixo para contragdes para resolver a equagao integral (3.85) num espago

de fungoes adequado. Com esse intuito, definamos a seguinte seminorma:
[allx,, = Nis(u) + Nos(u),

onde

| N
Nua(w) = [[Sou sz + (an N 11||L39Lg) ,

j>1

(sl
No (1) = [Soul o1z, + (24“ )4, u||igoL%)

J=1

[SIE

Dado ug € H*(R), pelo Lema anterior faz sentido definirmos

e £ 0.

, com |lug

Do Lema 3.4.1 tem-se que A; < ¢, onde ¢ independe de s.

Consideremos o seguinte espaco de Banach:
Yro, ={u€ O(-T.T}; H*(R)) : |lully;, = [ullx, + Asllullx,, < oo}

Como ||uf|x, jé foi estimado, basta realizarmos estimativas para |[ul|x, ..



Capitulo 3. Boa colocagao local 59

Pelo fato de o operador U(t) ser limitado em L2, das desigualdades (3.15) e (3.16)

junto com a definicao de A,, deduzimos que

1U(#)

= IS0 Ol + (471 8 Utz z)

Jj=1

N

: 1
F 150U (uollszs + (24“5*2)” N U(t)uonig%%)

J=1

1
< ||Sottoll 2 + (Zwu N UOH%gE) > uol - (3.93)

Jj=1

Juntando as informagoes do Lema 3.2.1, (3.93) e a definigdo de A segue que,

IU@vollyr,, = U]l xy + AU @)ollx, r S Mol g0 +Aslluollze S uoll Ly, (3.94)

2 2

Vamos agora estimar a parte nao linear de (3.85) na norma X, 7. Das estimativas (3.24)

e (3.34) obtemos:

|SoZlluzezz S TNi(w) + T2 Ny (w)No()Na(u) < (T + 72) ulf}, (3.95)
Ja da estimativa (3.52) também chegamos que

107 | =22, S TNy (w)® + T2 Ny () Na(u) Ns(u) (T +T2)|[ul, . (3.96)

Pelo Corolario 2.3.1 e o Lema 2.3.5,

1 1
's 2 . B l 2
(DJ 12, m\%mg) . (24“ D) huim)
j>1 j>1

J(s—1) 2 2 : J(s+3) 2 2 ?
SO ACRIA (Pl )+ (D42 (uPw)lf, .

>1 j>1

[N

(T (uolys ) (397

Jj=1
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Fazendo uso de (3.7), (3.8), do Lemas 1.5.2 e da desigualdade de Holder, temos:

1
. 1 2
(ZWWHAJ— <|u|2u>||%;fT) < I1So([ul®) Soull gy 15+

7>1
(Zw 12 uS,(Juf ||L1L2) (ZM 18, (ful?)s u||w)

r>1 r>1
1

< T4 Ny (w)? Ny () + Nyu (24”* 2, u||m2)

r>1

1
T Nyu (24”* 12, <|u|>HL2)
r>1

< T2 N ()2 Ny (1) + Ny (u)2Nao(u) + Na(u (24’" A, (ul )HLz) :

r>1

Usando os mesmos recursos que na estimativa (3.27), obtemos:
%
1
(Sreeia (up:, )

r>1
1 1

(s 1 ? (s 1 37 :
< <Z4 C+H||A, (|S°“|2)”%i,T) n (24 C+H||A, uS,,u||2Li,T)

r>1 r>1
1

r(s 1 2

Slsoullliz, + (L DS ullz s 18 ull )
r>1
%

< T2N;(u)? + Ns(u <Z4T(s+ | A, u||LooL2)

r>1
< T2 Ny (u)? + Ny(u)Ny,(u)

e consequentemente,

N|=

(S V18, (Pl ) S THN P Nw) + NP Vo). (399

Jj=1

De (3.97) e (3.98) segue que

. 3 , 3
(DNHAjAH%M) +(Z 4ﬂ<s+%>||Ajfl||%goLzT) TN () Ny ()t Ny (w) Na(w). (3.99)

Jj=1 Jj=z1

Novamente pelo Corolario 2.3.1 e pelo Lema 2.3.5,

1
g 2 (s 1 2
(243 2, IQIIigng) i (Z FeD|A, fzu%go@)
>1 >1

. n 2
< ( 4J(s—%)HAj (Zukam(mu))!ﬁ%) . (3.100)
j>1 k=1
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Usando a decomposigao (3.11), o Lema 1.5.2 e a desigualdade de Hélder, vemos que

(Z 4(s=3) 1A, Z w0, (Txu)) ||2L&L2T)
k=1

J=1

<> {Hsouksoax(muﬂmw (Z WD) A5 (3 Ao S50, (W) Hiﬁ) }
k=1

j>1 r2j

[NIES

N ( nEI VNS AT_an(ﬂku)Sr—Quk)||i}CL%>
k=1 ™ j>1

r2j

n

[N

1 —
3 {isuunlzp IS0l + (S aCr 5,0 wSamuly;
k

1 r>1

2
Ar(s—3) | Ar—g OpugS,—3(ugpu) “%}TLZT>

N|=

+
/N 7/ N
v
=
=

n Z4j(s—%)H Wy (ZAT2(8xﬂku)5r2uk)Hi;L§> }
§>1 r>j

1 - r(s+1 7
STEN @) + Y { (S A, w1 m) Iz )
k=1

r>1

N

r(s—1 U,
+ (Z4 =2 A, azu;cllimIIST(Uku)”%;L%)

r>1

1
r(s—2 m ’
+ <Z4 ( 2)” A aw(uku)H%iT”SrukH%%Lzo“c> }

r>1

N

< T2 Ny ()2 Ny(u) + Ns(u)2 Ny, (u) + Ny (u) <Z4T(8+5)H a @’“u)"%iT) '
1

k= r>1

Por (3.12), (3.13) e pela desigualdade de Hélder,

n 1

2 (Z £ A, (@) 2 ) S TEN(0) + Na(u) No.s ()

k=1 \r>1

e assim deduzimos que,

[

(24“5‘5>|| Aqukamku))HigL%) < T2 Ny (u)2Ns(u) + N3(u)?Nos(u). (3.101)
k=1

Jj=1

Portanto, de (3.100) e (3.101) segue que

=

1 1
(Z4jSHAj fzuim) + (Z P DA, f2|rim) < TEN; ()N (1) + Na()? Ny, (w).

j>1 j>1

(3.102)
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Logo, por (3.93), (3.95), (3.96), (3.99) e (3.102) obtemos:

[P, (w)]

Xor S U (#)uol

X ] e+ (T +T2) %, + Ns(u)*Nos(u)

Xor S 0o

e dai,

As|[ul

1
Xor S ol 30+ AT + T2)[ulf%, + AsNa(1)*Nas(u)
2

1
Sluoll g + (7 + T2) [k, + Na(w)*Nos(w),

pois A; < c. Assim, pela defini¢ao do espago Y, 7 juntamente com as estimativas (3.86) e
(3.87) temos que,

[P (Wly, - < elluoll g + (T4 p(T)]ully, ;- (3.103)

2

Para concluir a damostracao do Teorema 3.1.2 basta agora seguir exatamente o mesmo
roteiro da demonstracao do Teorema 3.1.1 usando (3.103) no lugar de (3.3).

Para demonstrar que existe uma vizinhanga da origem na qual a aplicacao dado inicial-
solucao é suave, sugerimos seguir os passos da demonstracao do Corolario 3.2 da referéncia
M. Cardoso [4], usando as ferramentas 14 citadas e as estimativas nao lineares que fizemos

nesta secao e na Segao 3.2.



Capitulo 4
Apeéendice

Neste capitulo realizamos a demonstracao de que o sistema em (1) possui quantidades
conservadas ao longo do fluxo similares as da equagao DNLS, a saber, os funcionais (5) e
(6) exibidos na introduc@o. Nossa demonstracao ¢ feita com base na que fez Hayashi [15]
para a equacao DNLS (4).

Comegamos com uma mudanga de varidvel gauge para o sistema em (1) que serd
essencial para a demonstracao de que esses funcionais sao de fato leis de conservacao para

o referido sistema.
Teorema 4.0.1. O sistema em (2) é gauge equivalente ao sistema
Ov —i0>v = ip|v*v + 2(y + a)|v|*0,v + (v + 2a)v - v,V + <% + 2ia> lv[*v. (4.1)

com
T

v(z,t) = eu(z,t), onde p(x,t) = %/ lu(y,t)]*dy eacR. (4.2)
Demonstragao. Aplicando em v o operador (9; — 10?), vemos que
v — i02v = € (Opu — i02u) + iae”u(dyp — i02p + a(9,p)?) + 2a0,peOpu.

Como

3 ,
Oip = 10,uu — 1ud,u + 77|u|4, u?>=|v>, e €“o,u=0,v—ialv|’v,

63
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segue que,

Ov —i0>v = ip|vI*V + VoL ([v]?) + Y| v[?0.v — iay|v|*v — a|[v]*0,v + ia®|v|*v

2
+ $|V|4V + av0, (|v|?) + 2ialv|*V + 2a|v|?0,v — 2ia®|v|*v

+ avO,(|v|*) — a|v[?0,v + ia®|v|*v
_ 2 2 2 Z’a’}/ . 4
= iV + (o 20)va (V) v+ () 2ia) v,

que nos leva ao sistema desejado. O]

Corolario 4.0.1. O sistema em (2) € gauge equivalente ao sistema
2
OV — 0V = ip|v]*vV — v - VO,V — i <7 + 27) lv|*v. (4.3)
Demonstragao. Basta substituir no sitema (4.1) a por —v, isto é, tomar a = —~. O

Teorema 4.0.2. O sistema em (1) (ou seja, em (2)) com A = 0 tem as sequintes leis de

conservac¢ao ao longo do fluxo:

Qu) = [ul7» (4.4)

E(u) = [|0zullz> + 2% [ullzs + 3vIm (9., [uf*u) . (4.5)

Demonstragao. Para provar (4.4), basta "multiplicar” (produto escalar) ambos os lados
de (2) por u, integrar em relagdo a = e tomar a parte real, para obter %Q(u) = 0; e isso
significa que Q(u) é constante, e portanto, é conservada ao longo fluxo.

Para provar (4.5), seguimos os cdlculos feitos por Hayashi em [15] para a equagao
DNLS (4). Tomando a = —7v/2 em (4.2) e (4.1), vemos que o sistema em (2) é gauge

equivalente ao sistema

2

o —i0*v = ip|v]*v + y|v[*0,v — z(% + ) v|*v. (4.6)

Multiplicando (4.6) por i0;v, tomando a parte real e integrando em relac¢ao a z, obte-

mos:
d 2 R Y 6 . Vio2(= -
— [ {10vP = V' + S (= + NIV + it VPV - Opv — v - 0,V) pda = 0. (4.7)
dt Jg 372 4

Ja que

2
v = ol + 2l + 73 [ Jafa- o - u-o,0)ds
R
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Y 2/ N GRS A R _
i~ [ V]*(V-0,v —v-0,V)de = —]jul|}s — = lu|*Im (0, un)dz,
1)y g Mg =5 [

[e.9]

segue de (4.7) que

d Y Iz 3y
a{Haqu%g + §(2’Y + 1)lullfs - 5”‘1%% + 71111 (Oou, [u*u) 2 pdz = 0,

e (4.5) segue de (4.8).

(4.8)
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