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Agradecimentos

Agradeço a Deus, pela Sua infinita misericórdia, amor e principalmente apoio nas horas
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posso contar com ele, uma amizade que não quero perder, não por interesse mas pelo

companheirismo.

Agradeço também aos demais amigos do mestrado, Lucas Vidal (Doc. Vidal), Victor
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sempre paciente me dava ânimo. Professor, que fique registrado o meu agradecimento,

lhe desejo tudo de bom, muito sucesso!
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“Ninguém te poderá resistir todos os dias

da tua vida. Como fui com Moisés, as-

sim serei contigo; não te deixarei, nem te

desampararei. ”.

Josué 1.5.



Resumo

Neste trabalho estudamos o problema de Cauchy para um sistema acoplado de equa-

ções de Schrödinger não-lineares com derivadas. A motivação para estudar tal sistema foi

verificar se ele herda as mesmas propriedades da equação de Schrödinger não-linear com

derivadas clássica. Nesse sentido, investigamos a boa colocação do problema com dado

inicial pequeno em espaços de Besov de ordem 1/2 e de Sobolev em L2 de ordem s > 1/2.

Palavras-chave

Boa Colocação em Espaços de Besov; Equação de Schrödinger não-Linear com Deriva-

das; Sistema de Equações de Schrödinger não-Lineares com Derivadas.
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Abstract

In this work we study the Cauchy problem for a coupled system of derivative nonlinear

Schrödinger equations. The motivation to estudy such system was to verify whether it

inherits the sames properties of the classical derivative nonlinear Schrödinger equation.

In this sense, we investigate the local well-posedness with small initial data in the Besov

space of order 1/2 and Sobolev spaces of order s > 1/2.

Keywords:

Well-Posedness in Besov Spaces; Derivative Nonlinear Schrödinger Equation; System

of Derivative Nonlinear Schrödinger Equations.
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Introdução

Este trabalho tem como objetivo estudar o Problema de Valor Inicial (PVI) associado

ao seguinte sistema acoplado de equações de Schrödinger (NLS) e equações NLS com

derivadas:
∂tuj − i∂2

xuj = iµ

( n∑
k=1

|uk|2
)
uj + γ∂x

( n∑
k=1

|uk|2uj
)
− λ
( n∑

k=1

uk∂x(ūkuj)

)
,

uj(x, 0) = uj,0(x), j = 1, . . . , n, (x, t) ∈ R× R,
(1)

onde uj = uj(x, t), j = 1, . . . , n, são funções com valores complexos, µ, γ e λ são

parâmetros reais e n ≥ 1 é um número natural arbitrário. Na forma vetorial o sistema

(1) é escrito como
∂tu− i∂2

xu = iµ|u|2u + γ∂x

(
|u|2u

)
− λ
( n∑

k=1

uk∂x(ūku)

)
,

u(x, 0) = u0(x), (x, t) ∈ R× R,
(2)

cuja formulação integral é

u(t) = U(t)u0 +

∫ t

0

U(t− s)
{
− iµ|u|2u + γ∂x(|u|2u) + λ

n∑
k=1

uk∂x(ūku)
}

(s)ds, (3)

onde u := (u1, u2, . . . , un) e U(t) denota o operador linear associado ao multiplicador de

Fourier e−itξ
2

(detalhes encontram-se no Caṕıtulo 2 e nos caṕıtulos posteriores), ou seja,

ao fluxo da equação de Schrödinger linear.

No caso n = 1 o sistema (1) com λ = 0 é a clássica equação de Schrödinger não-linear

com derivadas

∂tu− i∂2
xu = iµ|u|2u+ γ∂x(|u|2u). (4)

O estudo de generalizações multi-componentes da equação NLS tem despertado o in-

teresse de muitos pesquisadores (principalmente F́ısicos) devido sua ampla aplicabilidade

na F́ısica no contexto real, por exemplo, no estudo de ondas aquáticas, óptica não-linear

1



Conteúdo 2

e f́ısica de plasma [14, 21, 28]. O sistema com duas equações (duas componentes) foi pro-

posto por Manakov [29] para descrever a propagação de campos elétricos polarizados em

uma fibra ótica. Para n = 2 e µ = 0, o sistema em (1) modela a propagação de ondas de

Alfvén polarizadas, e, para µ 6= 0 e γ 6= 0 o sistema em (1) é um modelo para descrição da

propagação de pulsos ultra curtos (ou seja, de baix́ıssima intensidade) em fibras opticas

birefringent e suas soluções de tipo sóliton (veja [19, 20]). Em [30, 31] Matsuno constroi

as soluções de tipo N - sóliton brilhante para o sistema em (1) com γ = λ.

Do ponto de vista da Matemática, a equação de Schrödinger não linear com derivadas

(4) (isto é, o sistema (1) com n = 1, com sigla em ingles DNLS) tem sido amplamente

estudada nos últimos anos e por vários destacados pesquisadores (veja, por exemplo, [2],

[6], [11], [18], [35], [43], [44] e referências lá contidas).

Já que o sistema (1) é uma extensão da equação DNLS, é natural questionar se ele

herda as propriedades daquela equação, ou seja, quais propriedades matemáticas o sistema

e a equação têm em comum. Aqui, tomando como base [33], [40] e um artigo de V. Barros

e R. Moura que encontra-se em preparação, vamos provar que o PVI para o sistema em (1)

é localmente bem posto para dados iniciais pequenos nos espaços de Besov não homogêneo

B
1
2
,1

2 (R) e nos espaços de Sobolev não homogêneos Hs(R), s > 1/2.

É importante salientarmos que o PVI (2) é equivalente à equação integral (3) e que o

estudo da boa colocação mencionado acima não é feito diretamente sobre ele e sim sobre

sua versão integral (3).

Dizemos que a equação integral (3) é localmente bem posta em um espaço funcional

X, se para todo ~u0 ∈ X existe um T > 0 e uma única solução u ∈ C([0, t];X) ∩ Y

(onde Y é outro espaço funcional a ser encontrado) de (3) para (x, t) ∈ R × [0, T ]. Além

disso, a aplicação dado - fluxo, isto é, a aplicação u0 7−→ u(·, t), localmente definida

em C([0, t];X), é cont́ınua. Portanto, a noção de boa colocação aqui estudada inclui

existência, unicidade e persistência (para cada t, a solução u(·, t) pertence ao mesmo

espaço que o dado inicial e sua trajetória no tempo descreve uma curva nele). Isto

significa que o fluxo de (3) define um sistema dinâmico em X. Quando T puder ser

tomado arbitrariamente grande, dizemos que (3) é globalmente bem posto em X.

Devido a complexidade de se exibir soluções de tipo ondas solitárias para sistemas,

conjecturamos com uma boa margem de segurança ser pouco viável o estudo da má

colocação no sentido de que a aplicação dado-fluxo é Lipschitz como feito para a equação
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DNLS em [2], mas (apesar de não exibirmos aqui) somos bastante seguros em afirmar que

vale para o PVI (1) com λ = 0 o mesmo resultado de má colocação feito em Takaoka [44]

para a equação (4).

Como no caso n = 1 (veja Hayashi [15]), o sistema em (1) com λ = 0 tem as seguintes

leis de conservação ao longo do fluxo:

Q(u) = ‖u‖2
L2 (5)

e

E(u) = ‖∂xu‖2
L2 + 2γ2‖u‖6

L6 + 3γIm (∂xu, |u|2u)L2 . (6)

(A demonstração desse fato encontra-se no Apêncice no último caṕıtulo do trabalho).

Uma importante observação é que o sistema em (1) com λ = 0 é gauge equivalente ao

sistema

∂tv − i∂2
xv = iµ|v|2v − γv · v∂xv − iγ(

γ

2
+ 2)|v|4v, (7)

onde

v(x, t) = eiρu(x, t), com ρ(x, t) = −γ
∫ x

−∞
|u(y, t)|2dy,

(confira o Corolário 4.0.1 no Apêndice) e isso nos faz conjecturar que possivelmente vale

para o PVI (1) com λ = 0 o mesmo resultado de boa colocação local em H
1
2 (R) da equação

DNLS (4) provado por Takaoka [44], pois o sistema (7) é muito parecido com a equação

DNLS (4) transformada pela mudança de variável

v(x, t) = eiρu(x, t), com ρ(x, t) = −γ
∫ x

−∞
|u(y, t)|2dy,

isto é,

∂tv − i∂2
xv = iµ|v|2v − γv2∂xv − iγ(

γ

2
+ 2)|v|4v. (8)

Mas há uma diferença entre a equação DNLS gauge tranformada (8) e o sistema em

(7) que pode comprometer a aplicação da técnica empregada por Takaoka [44]: o termo

v · v∂xv não tem a mesma simetria do termo unidimensional v2∂xv̄, pois nele há termos

do tipo v2
j∂xv̄l, com j 6= l.

Outra observação muito relevante é que talvez seja posśıvel demonstrar-se a boa co-

locação local para a equação (3) sem restrição sobre a norma do dado inicial (ou seja,

com dado inicial qualquer) em Hs(R), s > 1/2 (veja [32] e [34]).

O trabalho está dividido em quatro caṕıtulos, da seguinte forma:
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O primeiro caṕıtulo é de resultados preliminares, ou seja, que darão suporte para

elaboração dos demais caṕıtulos e compreensão da teoria apresentada no trabalho. Nele

começamos com a notação, definição dos espaços Lp e estimativas neles, tais como as

desigualdades de Hölder e de Minkowski e os teoremas interpolação de Riezs-Thorim e de

Marcikiewikz; em seguida apresentamos o espaço de Schwartz e suas propriedades básicas.

Depois vem a transformada de Fourier e suas propriedades fundamentais, os Multiplicado-

res de Fourier, os espaços de Sobolev e de Besov generalizados e suas propriedades básicas,

e finalizamos com os paraprodutos e a regra de Leibniz para derivadas fracionárias.

No segundo caṕıtulo exibimos as etimativas para o fluxo da equação de Schrödinger

linear que dão suporte para estimar a parte linear da equação integral (3) no espaço de

resolução da mesma. Começamos com as estimativas lineares usuais e depois apresentamos

as estimativas lineares localizadas em fase.

No Caṕıtulo 3 é onde provamos nossos resultados de boa colocação local. Ele começa

com o enunciado dos teoremas a serem provados; na sequência fazemos as estimativas

para a parte não-linear da equação (3) no espaço de resolução. Por fim, coligimos as

estimativas lineares e não-lineares para, usando o teorema de ponto fixo para contrações,

provarmos a boa colocação em B
1
2
,1

2 (R) e depois em Hs(R). O resultado de boa colocação

em Hs(R) poderia também ser obtido usando-se a técnica empregada por M. A. Cardoso

em [4].

O último caṕıtulo é um apêndice com a demonstração de que os funcionais (5) e (6)

são conservados ao longo do fluxo do sistema.

É importante informar que esse trabalho teve como base principal cálculos feitos por

Vanessa Barros e R. de Moura para um artigo que encontra-se em preparação no momento.



Caṕıtulo 1

Resultados Preliminares

Nesse caṕıtulo apresentaremos os resultados básicos para entendimento do trabalho,

desde informações sobre notação até teoremas mais complexos, sendo que a demonstração

de alguns será omitida, porém referenciadas.

1.1 Notação e alguns espaços funcionais

Nesta seção daremos algumas notações que serão úteis ao longo do texto. Indicaremos

por | · |, a norma euclidiana usual em Rn, se x ∈ Rn e r > 0, então a bola de centro x e

raio r é,

B(x, r) = {y ∈ Rn :| x− y |< r}.

Se x, y ∈ Rn denotaremos x · y =
∑n

j=1 xj · yj. Um multi-́ındice é uma n-upla de

inteiros não negativos. Se α = (α1, ..., αn) é um multi-́ındice, ou seja, α ∈ Nn onde cada

αj ∈ N , então denotaremos,

|α|=
n∑
j=1

αj, α! =
n∏
j=1

αj, ∂α = (
∂

∂x1

)α1 · · · ( ∂

∂xn
)αn .

Dadas quaisquer quantidades reais positivas C, D, que podem depender de uma ou

mais variáveis, a notação C . D significa que existe uma constante c > 0 tal que C ≤ cD;

e, C ∼ D significa C . D e D . C.

Vamos fazer uso frequente da seguinte desigualdade:

Lema 1.1.1. Seja Cr, r ∈ N, constantes reais positivas. Então∑
j≥1

∑
r≥j

2jCr ≤
∑
r≥0

2rCr.

5



Caṕıtulo 1. Resultados Preliminares 6

Demonstração. Notemos que∑
j≥1

∑
r≥j

2jCr =
∑
j≥1

∑
r≥0

χ≤0(j − r)2j−r2rCr,

onde χ≤0 denota a função caracteŕıstica dos inteiros negativos. Trocando a ordem do

somatório obtemos ∑
j≥1

∑
r≥j

2jCr =
∑
r≥0

2rCr
∑
j≥1

χ≤0(j − r)2j−r

=
∑
r≥0

2rCr
∑
l≥1

2−l =
∑
r≥0

2rCr,

como desejávamos.

Dados dois operadores A e B, denotamos por [A,B] = AB − BA o comutador entre

A e B.

Dada uma função f : Rn → R, supp(f) denotará o suporte de f que é o conjunto

supp(f) = {x ∈ Rn : f(x) 6= 0}.

Dado um espaço de medida (X, µ), denotaremos por Lp(X, µ) com 1 ≤ p < ∞ o

conjunto de todas as funções mensuráveis f : X → C tais que | f |p é integrável e para

cada f ∈ Lp(X, µ), denotaremos por

‖f‖Lp=‖f‖p=
(∫

X

|f |p dµ(x)

)1/p

,

que por sua vez é uma norma em Lp(X, µ).

Quando p =∞, L∞(X, µ) denotará o conjunto de todas as funções mensuráveis essen-

cialmente limitadas, isto é, o conjunto das funções f tais que

µ({x ∈ X :|f(x) |> c}) = 0,

para algum c > 0. Para cada f ∈ L∞(X, µ), a norma é denotada por

‖f ‖L∞= inf{c > 0 : µ({x ∈ X :|f(x) |> c}) = 0}.

Proposição 1.1.1 (Desigualdade de Hölder). Sejam {pj}j=1
N ⊂ [1,∞] e r ≥ 1 tais que

1

r
=

N∑
j=1

1

pj
, então ∥∥∥∥ N∏

j=1

fj

∥∥∥∥
Lp
≤

N∏
j=1

‖fj ‖Lp , fj ∈ Lp(R).
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Demonstração. Veja a referência [9].

Denotaremos por LpxLqT e LqTLpx os espaços de Lebesgue nas variáveis espaço-tempo,

com suas respectivas normas:

‖f(t, x)‖LpxLqT = ‖ ‖f(·, x)‖Lq‖Lp ,

‖f(t, x)‖LqTLpx = ‖ ‖f(t, ·)‖Lp‖Lq .

O resultado abaixo é uma importante caracterização dos espaços Lp.

Proposição 1.1.2. Seja f : Ω → C (ou R) mensurável e sejam 1 ≤ p, q < ∞ tais que
1

p
+

1

q
= 1. Então f ∈ Lp se, e somente se, supA <∞, onde

A =

{∫
Ω

|f(x)| g(x)dx : g ≥ 0 q.s. em Ω e ‖g‖q ≤ 1

}
.

Nesse caso vale ‖f‖p = supA.

Demonstração. Veja a referência [9].

Enunciamos abaixo um importante resultado sobre estimativa de operadores integrais

em Lp e a desigualdade de Minkowski para integrais. Quando não especificado, os p’s que

aparecerem são tais que 1 ≤ p <∞.

Proposição 1.1.3. Seja K uma função mensurável em Rm × Rn. Suponha que existe

C > 0 tal que ∫
Rm
|K(x, y)|dx ≤ C, para q.t.p. y ∈ Rn

e ∫
Rn
|K(x, y)|dy ≤ C, para q.t.p. x ∈ Rm.

Se f ∈ Lp(Rn), 1 ≤ p ≤ ∞, então a integral

Tf(x) =

∫
Rn
K(x, y)f(y)dy

converge absolutamente para q.t.p. x ∈ Rm. A função Tf assim definida pertence a

Lp(Rm) e

‖Tf‖Lp(Rm) ≤ C‖f‖Lp(Rn).

Demonstração. Veja o Teorema 6.18 da referência [9].
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Agora enunciamos a desigualdade de Minkowski para integrais:

Proposição 1.1.4. Seja f : Rm × Rn → R (ou C) mensurável tal que, f(·, y) ∈ Lp(Rm)

para q.t.p. y ∈ Rn, e que a função y 7−→ ‖f(·, y)‖Lp(Rm) pertença a L1(Rn). Então, a

função x 7−→
∫
Rn
f(x, y)dy pertence a Lp(Rm) e

(∫
Rm

∣∣∣∣∫
Rn
f(x, y)dy

∣∣∣∣p dx) 1
p

≤
∫
Rn

(∫
Rm
|f(x, y)|p dx

) 1
p

dy,

ou seja,

‖
∫
Rn
f(x, y)dy‖Lp(Rm) ≤

∫
Rn
‖f(·, y)‖Lp(Rm)dy.

Demonstração. Veja o Teorema 6.19 da referência [9].

Passamos agora à definição de produto de convolução e suas propriedades fundamen-

tais.

Definição 1.1.1. Sejam f, g : Rn → R (ou C) funções mensuráveis. O produto de

convolução de f por g é a função f ∗ g definida por

(f ∗ g)(x) =

∫
Rn
f(x− y)g(y)dy, (1.1)

para todo x ∈ Rn tal que a integral (1.1) exista.

Proposição 1.1.5. Assuma que a integral acima exista. Então:

1. f ∗ g = g ∗ f ;

2. (f ∗ g) ∗ h = f ∗ (g ∗ h);

3. definindo τyf(x) = f(x− y) (translação de ordem y de f), temos que

τz(f ∗ g) = (τzf) ∗ g = f ∗ (τzg);

4. se f ∈ L1(Rn) e g ∈ Lp(Rn), então supp(f ∗ g) ⊂ supp(f) + supp(g), onde

supp(f) + supp(g) = { x+ y : x ∈ supp(f) e y ∈ supp(g) }.

5. Se
1

p
+

1

q
= 1, f ∈ Lp e g ∈ Lq, então (f ∗g)(x) existe para todo x ∈ Rn, f ∗g é uma

função limitada e uniformemente cont́ınua e ‖f ∗ g‖∞ ≤ ‖f‖p‖g‖q. Além disso, se

1 < p <∞, então f ∗ g ∈ C∞(Rn) (i.e., f ∗ g é uma função cont́ınua que se anula

no infinito).
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6. Se f ∈ L1 e g ∈ Ck
B (i.e., g ∈ Ck e ∂αg é limitada para todo multi-́ındice α =

(α1, · · · , αn) ∈ Nn com |α| ≤ k), então f ∗ g ∈ Ck e ∂α(f ∗ g) = f ∗ ∂αg, para

|α| ≤ k.

Demonstração. Veja a referência [9].

Definição 1.1.2. Sejam (X,ΣX , µ), (Y,ΣY , ν) espaços de medida e

M(Y,ΣY ) = { f : Y → C | f é mensurável }.

Dado T : Lp(X,ΣX , µ)→M(Y,ΣY ) (1 ≤ p ≤ ∞) um operador sublinear, isto é,

|T (f + g)| ≤ |Tf |+ |Tg| e |T (cf)| = |c||Tf |, ∀ f, g ∈ Lp(µ) e c ∈ C,

dizemos que:

1. T é de tipo forte (p, q), onde 1 ≤ q ≤ ∞, quando T : Lp(µ) → Lq(ν) está bem

definido e é limitado, ou seja, existe c = c(p, q) > 0 tal que, ‖Tf‖q ≤ c‖f‖p,

∀ f ∈ Lp(µ).

2. T é de tipo fraco (p, q), onde 1 ≤ q < ∞, quando existe c > 0 tal que, para cada

λ > 0,

ν(Eλ
Tf ) ≤

(
c‖f‖p
λ

)q
, ∀f ∈ Lp(µ),

onde Eλ
Tf = { y ∈ Y : |T (f(y))| > λ }.

3. T é de tipo fraco (p,∞) quando, e somente quando, T é forte (p,∞).

Vamos agora enunciar o teorema de interpolação de Riesz-Thorin:

Proposição 1.1.6. Sejam p0, p1, q0, q1 ∈ [1,∞] e T : Lp0 + Lp1 → Lq0 + Lq1 de tipo forte

(p0, q0) com norma M0 e tipo forte (p1, q1) com norma M1. Então T é de tipo forte (p, q),

onde
1

p
=

1− t
p0

+
t

p1

e
1

q
=

1− t
q0

+
t

q1

, t ∈ (0, 1).

Demonstração. Veja o caṕıtulo 1 de [1] ou o Teorema 6.27 da referência [9].

É importante observar que todo operador de tipo forte é também de tipo fraco, ou

seja, Se T é um operador de tipo forte (p, q), então T é de tipo fraco (p, q).

Vale a seguinte generalização do teorema de Riesz-Thorin:

Proposição 1.1.7 (Interpolação de Marcinkiewicz). Sejam (X,ΣX , µ) e (Y,ΣY , ν) espa-

ços de medida, 1 ≤ p0 < p1 ≤ ∞ e seja T : Lp0(µ) + Lp1(ν) → M(Y,ΣY ) um
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operador sublinear fraco (p0, p0) e fraco (p1, p1). Então T é de tipo forte (p, p), para cada

p0 < p < p1.

Demonstração. Veja o caṕıtulo 1 de [1] ou o Teorema 6.28 da referência [9].

Abaixo apresentamos um espaço de funções teste no qual a transformada de Fourier

tem inversa, e, devido sua regularidade e densidade em Lp(Rn), 1 ≤ p <∞, ele é o mais

natural no estudo da transformada de Fourier, por exemplo para defińı-la em L2(Rn).

Definição 1.1.3. Chamamos de espaço de funções C∞ de decrescimento rápido, também

conhecido como espaço de Schwartz, ao espaço

S(Rn) = { ϕ ∈ C∞(Rn) : ‖ϕ‖α,β = sup
x∈Rn
|xα∂βϕ(x)| <∞, ∀ multi-́ındices α, β ∈ Nn }.

A t́ıtulo de notação designaremos S(Rn) simplesmente por S.

Definição 1.1.4.: Dizemos que uma sequência (ϕj)j∈N de funções de S converge para

uma função ϕ ∈ S, quando lim
j→∞
‖ϕj −ϕ‖α,β = 0, para quaisquer multi-́ındices α, β ∈ Nn.

Listamos a seguir as principais propriedades do espaço de Schwartz S:

1. S com as seminormas ‖ϕ‖α,β = sup
x∈Rn
|xα∂βϕ(x)|, α, β multi-́ındices, é completo.

2. Dada ϕ ∈ S, P (x)ϕ ∈ S e P (∂)ϕ ∈ S, para qualquer polinômio P (x). Em

particular, dados quaisquer polinômios P (x), Q(x) e qualquer ϕ ∈ S, temos que,

P (x)Q(∂)ϕ ∈ S.

3. S ↪→ Lp e é denso em Lp, ∀ 1 ≤ p <∞.

4. Dadas ϕ, ψ ∈ S, ϕ ∗ ψ ∈ S, ou seja, o produto de convolução é uma operação em

S.

A demonstração das propriedades acima bem como informações adicionais sobre S

podem ser encontrados no Caṕıtulo 8 da referência [9].

1.2 A Transformada de Fourier

Definição 1.2.1. Dada uma função f ∈ L1(Rn), a transformada de Fourier de f , deno-

tada F(f) ou f̂ , é a função

F(f)(ξ) = f̂(ξ) =

∫
Rn
f(x)e−ix·ξdx, x, ξ ∈ Rn, (1.2)

onde x · ξ = x1ξ1 + · · ·+ xnξn é o produto escalar em Rn.
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É farta a bibliografia de qualidade que trata da transformada de Fourier e suas propri-

edades básicas; por isso vamos enfatizar apenas aquelas propriedades de impacto direto

em nosso trabalho e listar rapidamente as mais básicas. Para um estudo mais detalhado

sugerimos qualquer uma das referências [7, 8, 9, 10, 27, 42].

As seguintes propriedades da transformada de Fourier são bastante conhecidas:

1. F é um operador linear cont́ınuo de L1(Rn) em L∞(Rn);

2. F satisfaz o Lema de Riemann-Lebesgue: lim
|ξ|→∞

f̂(ξ) = 0;

3. f̂(ξ) = f̂(−ξ);

4. (τhf)∧(ξ) = e−ih·ξf̂(ξ), onde τhf(x) = f(x− h);

5. F(eix·hf)(ξ) = τhf̂(ξ);

6. (f ∗ g)∧(ξ) = f̂(ξ)ĝ(ξ), onde

f ∗ g(x) =

∫
Rn
f(y)g(x− y)dy

é o produto de convolução de f por g;

7.

∫
Rn
f̂ gdξ =

∫
Rn
f ĝdξ;

Observação 1.2.1. Temos duas observações a fazer: A teoria da transformada de Fourier

pode ser construida em S em vez de L1; e todas as propriedades de F em L1 listadas acima

valem para F |S (para maiores detalhes, veja [10] ou [26]).

A maior vantagem de S em relação a L1 é a facilidade de trabalhar nele devido a

regularidade de suas funções, o que nos permite, por exemplo, demonstrar de modo mais

simples as propriedades a seguir:

Proposição 1.2.1. Se ϕ ∈ S, então:

1. (∂αϕ)∧(ξ) = (iξ)αϕ̂(ξ);

2. ((−i · )αϕ( · ))∧(ξ) = ∂αϕ̂(ξ);

3. ϕ̂ ∈ S, ou seja, F : S → S.

Demonstração. Veja [10] ou [26].
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Finalizaremos esta seção enunciando a fórmula da inversa da transformada de Fourier

em S e o teorema de Plancherel em S.

Proposição 1.2.2. Se ϕ ∈ S, então ϕ(x) = (2π)−n
∫
Rn
ϕ̂(ξ)eix·ξdξ.

Demonstração. Veja [10] ou [26].

A fórmula de inversão nos permite definir a transformada inversa de Fourier de uma

função ϕ ∈ S :

F−1(ϕ)(x) = ϕ̌(x) = (2π)−n
∫
Rn
ϕ(ξ)eix·ξdξ. (1.3)

Temos o seguinte resultado:

Proposição 1.2.3. F : S → S é um isomorfismo cont́ınuo e sua inversa, F−1 : S → S

também é um isomorfismo cont́ınuo.

Demonstração. Veja [10] ou [26].

Enunciamos agora a identidade de Parseval/Plancherel para funções em S:

Proposição 1.2.4 (Parseval/Plancherel). Se ϕ, ψ ∈ S, então∫
Rn
ϕψ̄dx = (2π)−n

∫
Rn
ϕ̂ψ̂dξ.

Em particular, ‖ϕ‖L2 = (2π)
−n
2 ‖ϕ̂‖L2 .

Demonstração. Veja [10] ou [26].

Usando o teorema de interpolação de Riesz-Thorin, podemos definir F para todas

funções de Lp, 1 ≤ p ≤ 2. De fato, sendo a transformada um operador do tipo forte

(1,∞) e (2, 2) respectivamente, pelo teorema de Riesz-Thorin temos o seguinte resultado:

Proposição 1.2.5 (Desigualdade de Hausdorff-Young). Se f ∈ Lp, 1 ≤ p ≤ 2, então

f̂ ∈ Lq, com 1
p

+ 1
q

= 1, e

‖ f̂ ‖Lq.‖f ‖Lp .

Demonstração. Veja [9].

Pode-se provar que se ‖f̂‖Lp . ‖f‖Lq ∀ f ∈ Lq, então 1 ≤ p ≤ 2 e
1

p
+

1

q
= 1. Sendo

assim, a transformada de Fourier não pode ser definida em Lp como função quando p > 2.

No entanto, podemos defińı-la no espaço das distribuições temperadas, o qual definimos

e listamos as principais propriedades abaixo.
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Definição 1.2.2. Uma distribuição temperada é um funcional linear cont́ınuo F de S(Rn)

em C. O dual de S(Rn), ou seja, o conjunto de todas as distribuições temperadas, será

designado pela notação S ′(Rn).

Portanto, F ∈ S ′(Rn) se, e somente se,

1. F : S(Rn)→ C é linear e

2. dada quaquer sequência (ϕj)j∈N de funções de S(Rn) tal que ϕj → 0, tivermos que

F (ϕj)→ 0 quando j →∞.

Muitas vezes usa-se a notação 〈F, ϕ〉 em vez de F (ϕ).

Vale a seguinte caracterização dos elementos de S ′(Rn): Um funcional linear F per-

tence a S ′(Rn) se, e somente se, existem um C ≥ 0 e um m ∈ N tal que

| 〈F, ϕ〉 | ≤ C
∑

|α|,|β|≤m

∑
x∈Rn
|xα∂βϕ|, ∀ ϕ ∈ S(Rn). (1.4)

Definição 1.2.3. Dizemos que uma função f : Rn → C é de crescimento polinomial no

infinito, ou simplesmente, de crescimento polinomial, quando existem C,M ≥ 0 tais que,

|f(x)| ≤ C(1 + |x|)M , ∀ x ∈ Rn. (1.5)

Proposição 1.2.6. Toda função localmente integrável de crescimento polinomial no infi-

nito define uma distribuição temperada. Em particular, toda função limitada e toda função

em de Lp(Rn), 1 ≤ p ≤ ∞, define uma distribuição temperada por meio da fórmula

Ff (ϕ) =

∫
Rn
fϕdx. (1.6)

Demonstração. Veja [9], [10] ou [26].

No espaço de distribuições, inclusive das distribuições temperadas, a operação de di-

ferenciação funciona muito bem. Tomando por base as referências [9], [10], vamos aqui

realizar uma rápida abordagem de diferenciação de distribuições, nos restringindo às dis-

tribuições temperadas. A motivação para derivação de distribuições é a regra de integração

por partes: Se f é suficientemente regular, então por integração por partes, a distribuição

que é igual a ∂αf é

〈∂αf, ϕ〉 =

∫
∂α(f)ϕdx = (−1)α

∫
f∂αϕdx = (−1)α 〈f, ∂αϕ〉 , ϕ ∈ S.
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Na verdade a expressão

〈∂αf, ϕ〉 = (−1)α 〈f, ∂αϕ〉 (1.7)

faz sentido (está bem definida) para qualquer F ∈ S ′, pois:

i. (1.7) é um funcional linear em S, já que S é estável sob diferenciação.

ii. Dada uma sequência (ϕj)j∈N em S tal que ϕj → ϕ em S, vale que

〈∂αF, ϕj〉 = (−1)α 〈F, ∂αϕj〉 → (−1)α 〈F, ∂αϕ〉 .

Portanto, o segundo membro de (1.7) é uma distribuição, e isso nos possibilita fazer a

seguinte definição:

Definição 1.2.4. Seja α um multi-́ındice. O operador derivação ∂α : S ′ → S ′ é definido,

para cada F ∈ S ′, por

〈∂αF, ϕ〉 = (−1)α 〈F, ∂αϕ〉 , ∀ ϕ ∈ S. (1.8)

Uma consequência imediata da Definição 1.2.4 é a seguinte:

Proposição 1.2.7. Se (Fj)j∈N é uma sequência em S ′ tal que lim
j→∞

Fj = F em S ′, então

lim
j→∞

∂αFj = ∂αF em S ′.

Demonstração. Pela Definição 1.2.4 e pelo fato de Fj → F em S ′, temos que

〈∂αFj, ϕ〉 = (−1)|α| 〈Fj, ∂αϕ〉 → (−1)|α| 〈F, ∂αϕ〉 = 〈∂αF, ϕ〉 , ∀ ϕ ∈ S.

Como consequência do resultado acima, se f ∈ C1(Rn), então cada distribuição ∂xjf

coincide com a derivada usual de f .

Definição 1.2.5. Dadas F ∈ S ′ e ψ ∈ S, definimos ao produto de convolução de F e ψ

por

F ∗ ψ(x) = 〈F, τ−xψ(−·)〉 = 〈F, τ(−x)ψ(x− ·)〉.

Proposição 1.2.8. Se F ∈ S ′ e ψ ∈ S, então F ∗ ψ é uma função C∞ de crescimento

polinomial, e portanto, define uma distribuição temperada pela fórmula (1.6).

Demonstração. Veja [9], [10] ou [26].

Estamos prontos para a definição da transformada de Fourier de uma distribuição

temperada.
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Definição 1.2.6.: Dada F ∈ S ′, definimos sua transformada de Fourier por

F̂ (ϕ) =
〈
F̂ , ϕ

〉
= 〈F, ϕ̂〉 = F (ϕ̂), ∀ ϕ ∈ S. (1.9)

Notemos que, se f ∈ L1, então a transformada de Fourier de f coincide com sua trans-

formada de Fourier no sentido das distribuições. Portanto, a Definição 1.2.6 é consistente

com a teoria de transformada de Fourier em L1 e também em S.

Assim como em S, vale o seguinte resultado para a transformada de Fourier em S ′:

Proposição 1.2.9. A transformada de Fourier F : S ′ → S ′ satisfaz as seguintes propri-

edades:

1. A transformada de Fourier F : S ′ → S ′ é um isomorfismo, e ambos, F e F−1 são

operadores lineares cont́ınuos.

2. (∂αF )∧ = (iξ)αF̂ , para qualquer multi-́ındice α ∈ Nn.

3. ((−ix)αF )∧ = ∂αξ F̂ .

4. (τhF )∧ = e−ih·ξF̂ .

5. (eix·hF )∧ = τhF̂ .

6. Se F ∈ S ′ e ψ ∈ S, então

F̂ ∗ ψ = F̂ ψ̂,

onde F̂ ψ̂ ∈ S ′ é definido como

F̂ ψ̂(ϕ) = 〈F̂ ψ̂, ϕ〉 = 〈F̂ , ψ̂ϕ〉 = F̂ (ψ̂ϕ).

Demonstração. Consulte a referência [8] ou a referência [10].

O lema a seguir nos dá a ferramenta equivalente ao teorema de Plancherel para tra-

balharmos com os espaços Lp.

Lema 1.2.1 (Desigualdades de Bernstein). Seja f ∈ S
′
(Rn) tal que supp f̂ ⊂ B(0, λ), e

seja 1 ≤ p ≤ +∞. Se f ∈ Lp(Rn), então existe uma constante c = c(n) de modo que

valem as seguintes desigualdades:

1. Para todo q ≥ p, f ∈ Lq, e,

‖f‖q ≤ cλn(
1
p
− 1
q ) ‖f‖p . (1.10)
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2. Para qualquer multi-́ındice α = (α1, ..., αn), temos ∂αf ∈ Lp e

‖∂αf‖p ≤ c|α|λ|α| ‖f‖p . (1.11)

3. Se além disso f̂ possui suporte longe de zero (por exemplo, supp f̂ ⊆ Rn\B(0, λ/2)),

então

c−|α|λ|α| ‖f‖p ≤ sup
α∈Nn

‖∂αf‖p ≤ c|α|λ|α| ‖f‖p . (1.12)

Demonstração. Pode ser encontrada em [38].

1.3 Multiplicadores de Fourier

O objetivo desta seção é dar suporte para elementos da teoria dos espaços de Besov e

de Sobolev generalizados que será exibida na próxima seção.

Antes de iniciarmos com a teoria de multiplicadores de Fourier é importante lembrar-

mos que dadas f1, f2 ∈ S ′, a igualdade f1 = f2 significa que 〈f1, ϕ〉 = 〈f2, ϕ〉, ∀ ϕ ∈ S.

Definição 1.3.1. Seja 1 ≤ p ≤ ∞. Dizemos que ρ ∈ S ′ é um multiplicador de Fourier

em Lp quando ρ̌ ∗ ϕ ∈ Lp, ∀ϕ ∈ S, e sup
‖ϕ‖p≤1

‖ ρ̌ ∗ ϕ ‖p< ∞. Chamaremos de espaço

vetorial dos multiplicadores de Fourier o conjunto

Mp = {ρ ∈ S ′ ; ‖ρ‖Mp<∞},

onde

‖ρ‖Mp= sup
‖ϕ‖p≤1

‖ ρ̌ ∗ ϕ‖p

é a norma de Mp.

Como S é denso em Lp (1 ≤ p < ∞) a aplicação F−1(ρ) ∗ · : S −→ Lp pode ser

estendida a uma aplicação de Lp em Lp com a mesma norma, na forma F−1(ρ) ∗ f ,

f ∈ Lp.

Observemos que F−1(ρ) ∗ ϕ = F−1(ρϕ̂). Portanto,

‖ F−1(ρ) ∗ ϕ ‖p=‖ F−1(ρϕ̂) ‖p .

Sabemos da teoria da transformada de Fourier (veja o item 4 da Proposição 1.2.9) que

τyf(x) = f(x− y) = F−1(e−iyξf̂(ξ))(x), dáı segue que o operador F−1(ρ) ∗ (·) : S −→ Lp
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comuta com translações. De fato, dado ϕ ∈ S,

τy(F−1(ρ) ∗ ϕ)(x) = F−1(e−iyξF(F−1(ρ) ∗ ϕ))(x) = F−1(e−iyξρϕ̂)(x)

= F−1(ρe−iyξϕ̂)(x) = F−1(ρ τ̂yϕ)(x)

= (F−1(ρ) ∗ τyϕ)(x)

Portanto, ρ ∈M∞ se e só se

| F−1ρ ∗ ϕ(0) |≤ C ‖ ϕ ‖∞ . (1.13)

Mas esta desigualdade também significa que F−1ρ é uma medida limitada em Rn. Por-

tanto M∞ é o espaço de todas as transformadas de Fourier de medidas limitadas. Além

disso, ‖ ρ ‖M∞ é igual à massa total de F−1ρ (Veja [1] ou [3] para mais detalhes).

Devido a desigualdade (1.13) e o teorema de Hahn-Banach podemos estender a aplica-

ção ϕ 7−→ F−1(ρ) ∗ ϕ de S a L∞ para L∞ −→ L∞ sem acréscimos à sua norma de modo

que a escrevemos como

L∞ −→ L∞

ϕ 7−→ F−1(ρ) ∗ ϕ.

Proposição 1.3.1. (a) Seja 1 ≤ p ≤ ∞. Se
1

p
+

1

p′
= 1, então

1. Mp =Mp′ no sentido de que ‖ρ‖Mp=‖ρ‖Mp′
;

2. M1 =M∞ = { ρ ∈ S ′ : F−1(ρ) é uma medida limitada };

3. M2 = L∞.

(b) Sejam 1 ≤ p0, p1 ≤ ∞ e 1
p

= 1−θ
p0

+ θ
p1

= 1, onde θ ∈ [0, 1]. Se ρ ∈ Mp0 ∩Mp1,

entaõ ρ ∈Mp e

‖ρ‖Mp≤‖ρ‖1−θ
Mp0
‖ρ‖θMp1

.

Em particular a norma ‖ρ‖Mp decresce com p no intervalo 1 ≤ p ≤ 2, ou seja, para

1 ≤ p, q ≤ 2, vale:

M1 ⊂Mp ⊂Mq ⊂M2.

Demonstração. Veja [1], Teorema 6.1.2. Uma demonstração mais detalhada pode ser

encontrada no caṕıtulo 1 da referência [3].
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Os multiplicadores de Fourier podem ser também definidos em Lp com valores em um

espaço de Hilbert.

Definição 1.3.2. Seja H um espaço de Hilbert.

1. Dizemos que uma aplicação f : Rn → H pertence a Lp(H) se, e somente se,(∫
‖f(x)‖pH

)
<∞.

2. Denotaremos por S(H) o espaço

S(Rn : H) = { f : Rn → H : (1 + |x|)m‖Dαf(x)‖H <∞, para cada |α| e m em N }.

3. Dados dois espaços de Hilbert H0 e H1, definimos:

L(H0, H1) = {F : H0 → H1 linear : F é cont́ınuo },

L(S(H0), H1) = {F : S(H0)→ H1 linear : F é cont́ınuo },

O espaço L(S(H0), H1) será também denotado por S ′(H0, H1).

4. Denotaremos por Lp(L(H0, H1)) o espaço das aplicações f : Rn → L(H0, H1), tais

que,

∫
Rn
‖f(x)‖pL(H0,H1) <∞.

Observemos que se H0 = H1 = C (ou R), então S ′(H0, H1) = S ′(Rn). Podemos definir

a transformada de Fourier em S ′(H0, H1) como se fez em S ′(Rn) (para maiores detalhes,

veja [1] e referências lá contidas).

Definição 1.3.3. Sejam H0 e H1 espaços de Hilbert e ρ ∈ S ′(H0, H1). Dizemos que

ρ ∈Mp(H0, H1) se, e somente se, para toda f ∈ S(H0) tivermos que (F−1ρ)∗f ∈ Lp(H1)

e se

‖ρ‖Mp := sup
‖f‖Lp(H0)

=1

‖F−1(ρ) ∗ f‖Lp(H1) <∞.

Lema 1.3.1. Seja k > n/2 um número natural e seja ρ ∈ L2(L(H0, H1)) tal que Dαρ ∈

L2(L(H0, H1)) ∀ |α| = k. Então ρ ∈Mp(H0, H1), para todo 1 ≤ p ≤ ∞, e

‖ρ‖Mp ≤ c‖ρ‖1−θ
L2

(
sup
|α|=k
‖Dαρ‖L2

)θ

<∞,

onde θ = n/2k.

Demonstração. Encontra-se em [1].
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1.4 Os espaços de Sobolev e de Besov generalizados

Nesta seção daremos a definição de J. Peetre dos espaços de Sobolev e de Besov.

Tomamos como base as referências [1], [3], [38], [39].

A norma do espaço de Sobolev homogêneo é dada por

‖f ‖2
Ḣs=

∫
|ξ |2s| f̂(ξ) |2 dξ. (1.14)

Particionando o Rn em coroas diáticas Rn =
⋃
j∈Z

{ ξ : |2|j ≤ |ξ| ≤ |2|j+1}, podemos escrever

(1.14) como

‖f ‖2
Ḣs=

∑
j∈Z

∫
2j≤|ξ|≤2j+1

|ξ|2s|f̂(ξ)|2dξ.

Fixando j no domı́nio de integração 2js ≤| ξ |s≤ 2s2js, definamos a norma

N(f)2 =
∑
j∈Z

22js

∫
2j≤|ξ|≤2j+1

|f̂(ξ)|2dξ.

Então

N(f)2 =
∑
j∈Z

22js

∫
2j≤|ξ|≤2j+1

| f̂(ξ) |2 dξ ≤‖f ‖2
Ḣs≤ 22sN(f)2

e portanto, N(f)2 ∼ ‖f ‖2
Ḣs , isto é, N( · ) é uma norma equivalente à norma (1.14), com

N(f) ≤ ‖f‖Ḣs ≤ 2sN(f).

Posteriormente vamos trabalhar não só em L2, mas também em Lp, p 6= 2. Deseja-se

expandir o tipo de racioćınio acima para este caso. Seria tentador considerar as quanti-

dades

‖F−1(χ
2j≤|ξ|≤2j+1

(ξ)f̂)(ξ)‖p,

mas a caracteŕıstica de uma bola (euclidiana) não é um multiplicador de Fourier cont́ınuo

em Lp para p 6= 2, em dimensão n ≥ 2. Apresentaremos algumas ferramentas para

contornar esse problema, onde consegue-se uma função suave e uma certa ortogonalidade.

1.4.1 Partição diádica da unidade e multiplicadores de

Littlewood-Paley

Para entender a teoria explanada nesta subseção, além das referênicas já citadas no

inicio da seção, consultamos também a dissertação de mestrado de G. N. Santos [41].

Começaremos mostrando a existência de uma função ϕ ∈ S(Rn) que permite termos

suavidade e uma certa (quase) ortogonalidade.
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Lema 1.4.1. Existe uma função ϕ ∈ S tal que:

1. supp ϕ = { ξ ∈ Rn : 2−1≤|ξ |≤ 2 };

2. ϕ(ξ) > 0 para 2−1<|ξ |< 2;

3.
∑
k∈Z

ϕ(2−kξ) = 1, ∀ ξ 6= 0.

Demonstração. Tomemos uma função ψ ∈ S(Rn), tal que ψ(ξ) = 1, ∀ ξ ∈ B(0, 1),

0 ≤ ψ ≤ 1 e supp ψ = B[0, 2].

Figura 2.1: Gráfico da função ψ

Definimos ϕ por

ϕ(ξ) = ψ(ξ)− ψ(2ξ). (1.15)

Observemos que:

• se |ξ| ≥ 2, então ψ(ξ) = ψ(2ξ) = 0;

• se 1 ≤ |ξ| < 2, então 0 < ψ(ξ) < 1 e ψ(2ξ) = 0;

• se 1/2 ≤ |ξ| ≤ 1, então ψ(ξ) = 1 e 0 < ψ(2ξ) < 1;

• se |ξ| ≤ 1/2, então ψ(ξ) = ψ(2ξ) = 1.

Portanto, supp ϕ = {ξ ∈ Rn; 2−1 ≤|ξ |≤ 2} e ϕ(ξ) > 0 para 2−1<|ξ |< 2.

Figura 2.2: Gráfico da função ϕ
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Notemos também que, para todo k > 0,

k∑
j=−k

ϕ(2−jξ) = ψ(2−kξ)− ψ(2k+1ξ), para cada ξ 6= 0,

ou seja, a soma acima tem no máximo dois termos não nulos. Assim,∑
k∈Z

ϕ(2−kξ) = lim
k→∞

k∑
−k

ϕ(2−kξ) = lim
k→∞

ψ(2−kξ)− ψ(2k+1ξ) = 1, (1.16)

pois para cada ξ 6= 0, existe k ∈ N tal que |2−kξ| < 1 e dáı, ψ(2−kξ) = 1 e ψ(2k+1ξ) = 0.

Logo, para cada ξ 6= 0,
∑
k∈Z

ϕ(2−kξ) = 1. Com isso o lema fica provado.

Iremos agora definir os multiplicadores de Littlewood-Paley.

Definição 1.4.1. Seja ϕ ∈ S a função do Lema 1.4.1. Para cada j ∈ Z, ponhamos

ϕj(ξ) = ϕ(2−jξ), de modo que∑
j∈Z

ϕj(ξ) = 1, ∀ ξ 6= 0 e supp ϕj ⊂ {2j−1≤|ξ |≤ 2j+1}.

Observemos que

ψ(ξ) = 1−
∑
j≥1

ϕj(ξ). (1.17)

De fato, de acordo com (1.15) e a Definição 1.4.1,

1−
∑
j≥1

ϕj(ξ) =
∑
j≤0

ϕj(ξ) = ψ(ξ)−ψ(2ξ) +ψ(2ξ)−ψ(22ξ) +ψ(22ξ)−ψ(23ξ) + · · · = ψ(ξ),

pois trata-se de uma soma telescópica.

Definição 1.4.2. Os multiplicadores de Littlewood-Paley são definidos como

4jf = F−1(ϕj f̂) = ϕ̌j ∗ f e Sjf =
∑
k≤j

4kf, ∀ f ∈ S ′ e ∀ j ∈ Z. (1.18)

Observação 1.4.1. Notemos que:

1. Segue de (1.17) e de (1.18) que S0f = F−1(ψf̂ ), ∀ f ∈ S ′(Rn). Além disso, para

cada j ≥ 1,

ψ(2−jξ)f̂(ξ) =
(

1−
∑
k≥1

ϕ(2−k2−jξ)
)
f̂(ξ) =

(
1−

∑
k≥1

ϕ(2−(k+j)ξ)
)
f̂(ξ)

=
(

1−
∑
l≥j+1

ϕ(2−lξ)
)
f̂(ξ) =

(
1−

∑
l≥1

ϕ(2−lξ)
)
f̂(ξ) +

j∑
l=1

ϕ(2−lξ)f̂(ξ)

= Ŝ0f(ξ) +

j∑
l=1

4̂lf(ξ) = Ŝjf(ξ),
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e consequentemente,

Sjf = F−1(ψ(2−j·)f̂ ). (1.19)

S0 é o operador de restrição em baixas frequências. Já o operador

Phigf = (1− S0)f =
∑
j≥1

4jf, (1.20)

é a restrição em altas frequências.

2. De (1.19) e da definição de ψ vemos que

supp Ŝjf ⊆ suppψ(2−j·) = { ξ : | 2−jξ| ≤ 2 } = { ξ : |ξ| ≤ 2j+1 },

ou seja, supp Ŝjf ⊆ { ξ : |ξ| ≤ 2j+1 }. Desse fato segue que se |ξ| ≤ 2j, então

|2−jξ| ≤ 1; dáı ψ(2−jξ) = 1 e disso inferimos que

Ŝjf = f̂ , se |ξ| ≤ 2j.

3. supp 4̂jf ⊆ { ξ : 2j−1 ≤ |ξ| ≤ 2j+1 }. De fato, como suppϕ = { ξ : 1
2
≤ |ξ| ≤ 2 },

segue que ϕj(ξ) = ϕ(2−jξ) 6= 0 se, e somente se, 1
2
≤ |2−jξ| ≤ 2, ou seja, 2j−1 ≤

|ξ| ≤ 2j+1, o que prova a afirmação.

4. Dada uma f ∈ S ′, temos

f =
∑
j∈Z

4jf. (1.21)

De fato, ∑
j∈Z

4jf = F−1
(∑
j∈Z

ϕj f̂
)

= F−1(f̂) = f.

O interesse na decomposição (1.18) é devido à propriedade de quase-ortogonalidade

de 4j. De fato, se |j − j′| ≥ 2, então suppϕj ∩ suppϕj′ = ∅ e dáı, 4j ◦ 4j′ = 0 (pois

4j(4j′f) = F−1(ϕj(ξ)ϕj′(ξ)f̂(ξ)) = F−1(0) = 0).

Lema 1.4.2. Para cada j ∈ Z, definimos

4̃jf =
1∑

l=−1

4j+lf.

Então 4̃j ◦ 4j = 4j, ∀ j ∈ Z.

Demonstração. De fato, como ∆k ◦∆j = 0 para todo k tal que |k − j| > 1, segue que

∆̃j ◦∆jf =
1∑

l=−1

4j+l ◦∆jf =

(∑
k∈Z

4k

)
◦∆jf = ∆jf,

onde para chegarmos à última igualdade usamos a identidade (1.21).
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Definição 1.4.3. Dado s ∈ R, definimos os operadores Js : S ′ → S ′ e Ds : S ′ → S ′ por:

Jsf = F−1
(

(1 + | · |2)
s
2 f̂
)
, para toda f ∈ S ′, (1.22)

Dsf = F−1
(

(| · |2)sf̂
)
, para f ∈ S ′ tal que 0 /∈ supp f̂ . (1.23)

Esses operadores são conhecidos como potencial de Bessel e potencial de Riesz de ordem

−s, respectivamente.

Iremos usar com muita frequência as propriedades dos potenciais de Bessel e potencial

de Riesz apresentadas na proposição abaixo.

Proposição 1.4.1. Seja 1 ≤ p ≤ ∞ e seja f ∈ S ′ tal que 4jf ∈ Lp. Então para todo

s ∈ R tem-se:

i) ‖Js4jf‖p . 2sj‖4jf‖p, para todo j ≥ 1,

ii) ‖Ds4jf‖p . 2sj‖4jf‖p, para todo j ∈ Z,

iii) Se S0f ∈ Lp, então ‖JsS0f‖p . ‖S0f‖p,

com as constantes das estimativas independentes de p e j.

Demonstração. Para cada j ∈ Z

∆jf = 4̃j 4j f =
1∑

l=−1

4j+l(4jf).

Portanto, os itens i) e ii) ficam estabelecidos se provarmos que para cada |l| ≤ 1,

‖F(Js4j+l)‖Mp ≤ c2sj, (1.24)

‖F(Ds4j+l)‖Mp ≤ c2sj. (1.25)

De fato, se valer (1.24), então

‖Js4j (4jf)‖p = ‖Js4j+l (4jf)‖p = ‖Jsϕ̌j+l ∗ 4jf‖p

. ‖Jsϕ̌j+l‖Mp‖ 4j f‖p = c‖Js∆j+l‖Mp‖ 4j f‖p ≤ c2sj‖ 4j f‖p.

De forma análoga se procede para com o (1.25).

Provemos (1.24). Observemos que, pela Proposição 1.3.1, a função

F(Js4j+l) = (1 + |ξ|2)
s
2ϕj+l(ξ) = (1 + |ξ|2)

s
2ϕ(2−(j+l)ξ)
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tem a mesma norma em Mp que a função

2(j+l)s(2−2(j+l) + |η|2)
s
2ϕ(η),

onde η = 2−(j+l)ξ. Usando o Lema 1.3.1 vemos que a função definida acima pertence a

Mp, com a norma no máximo c 2sj (j ≥ 1). Dáı,

‖F(Js4j+l)‖Mp = 2(j+l)s sup
‖f‖p=1

‖((2−2(j+l) + | · |2)
s
2ϕ)̌ ∗ f‖p

≤ 2(j+l)s‖(2−2(j+l) + | · |2)
s
2ϕ‖1 = c2sj

e fica provado (1.24).

O item (1.25) segue de modo análogo.

Para provar o item iii) observemos que S0f = (S0 + ∆1)S0f. Dáı, pelo Lema 1.3.1,

F(JsS0) ∈Mp e segue o resultado.

Corolário 1.4.1. Se s1 < s2, então Js1−s2 aplica Lp em Lp (injetivamente), isto é,

Js1−s2 : Lp → Lp.

Demonstração. Seja ε = s2 − s1. Pelo Lema 1.4.1 e pela desigualdade de Young,

‖J−εf‖p =‖J−ε(
∑
k∈Z

∆kf)‖p = ‖J−ε(S0f +
∑
k≥1

∆kf)‖p

≤‖J−ε(S0f)‖p +
∑
k≥1

‖∆kf)‖p

.‖S0f‖p +
∑
k≥1

2−εk‖∆kf)‖p . (1 + 2−εk)‖f‖p.

Isso encerra a demonstração.

Outro importante resultado que iremos recorrer com frequência é o seguinte:

Proposição 1.4.2. Seja f : R × [0, T ] −→ C (0 < T < ∞) uma função suave e sejam

p, q ∈ [1,∞]. Então, para quaisquer j, l ∈ N, valem as seguintes estimativas:

‖Ds
x∆jf‖LpxLqT . 2js‖∆jf‖LpxLqT (s ∈ R). (1.26)

A estimativa (1.26) vale com ∂kx, k ∈ N, no lugar de Ds
x.

Demonstração. Para provar (1.26), tomamos como base a demonstração do Lemma 2.2

em [40], no qual é provado a estimativa (1.26) com ∂kx , k ∈ N. Do Lema 1.4.2 das
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desigualdades de Minkowski para integrais (Proposição 1.1.4) e de Young, temos

‖ 4j D
s
xf‖LpxLqT =‖ 4̃j 4j D

s
xf ‖LpxLqT=‖ ˇ̃ϕj ∗ 4jD

s
xf ‖LpxLqT

=‖ Ds
x

ˇ̃ϕj ∗ 4jf ‖LpxLqT=‖ ‖ Ds
x

ˇ̃ϕj ∗ 4jf ‖LqT ‖Lpx

=‖ ‖
∫ ∞
−∞

Ds
y

ˇ̃ϕj(y)4j f(x− y, t)dy ‖LqT ‖Lpx.‖ D
s
x

ˇ̃ϕj ‖L1
x
‖4jf ‖LpxLqT .

Agora, já que ϕ̃ ∈ S,

‖ Ds
x

ˇ̃ϕj ‖L1
x

=‖ F−1
(
|ξ|s ϕ̃j(ξ)

)
‖L1=‖

∫
R
eix·ξ |ξ |s ϕ̃(2−jξ)dξ ‖L1

x

=‖
∫
R
eix·2

jη |2jη |s ϕ̃(η)2jdη ‖L1
x
=‖
∫
R
ei2

jx·η2js |η |s ϕ̃(η)2jdη ‖L1
x

= 2js
∫
R
|
∫
R
ei2

jx·η |η |s ϕ̃(η)dη | 2jdx = 2js
∫
R
|
∫
R
eiy·η |η |s ϕ̃(η)dη | dy

= 2js ‖ Ds ˇ̃ϕ ‖L1≤ C2js

e com isso segue o resultado.

1.4.2 Definição e propriedades fundamentais dos espaços de

Besov e de Sobolev generalizados.

Definição 1.4.4. Sejam s ∈ R e 1 ≤ p, q ≤ ∞.

1. Os espaços de Besov Bs,q
p e de Sobolev Hs

p generalizados são definidos, respectiva-

mente, por:

Bs,q
p = { f ∈ S ′ : ‖f‖Bs,qp <∞}, (1.27)

Hs
p = {f ∈ S ′ : ‖f‖Hs

p
= ‖Jsf‖Lp <∞},

onde

‖f‖Bs,qp = ‖S0f‖Lp +

( ∞∑
k=1

(2sk‖ 4k f‖Lp)q
) 1

q

= ‖S0f‖Lp +
∥∥(2sk‖ 4k f‖Lp)k∈N

∥∥
lq
.

2. Denotamos por Ḃs,q
p ao espaço

Ḃs,q
p = { f ∈ S ′ : ‖f‖Ḃs,qp =

(∑
k∈Z

(2sk‖ 4k f‖Lp)q
) 1

q

<∞},

o qual é chamado de espaço de Besov generalizado homogêneo.
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3. O espaço de Sobolev generalizado homogêneo é definido por:

Ḣs
p = {f ∈ S ′ : ‖f‖Ḣs

p
= ‖

∑
k∈Z

F−1(|ξ|sF(∆kf))‖Lp <∞}.

Observação 1.4.2. Temos as seguintes observações a fazer:

1. Quando p = q = 2, os espaços Bs,q
p e Hs

p coincidem e em vez de Hs
2 , são denotados

por

Hs := { f ∈ S ′ : ‖f‖Hs := ‖Jsf‖L2 <∞}.

Para um estudo espećıfico desse importante espaço de Sobolev, sugerimos o caṕıtulo

3 de Linares/Ponce [27] ou Folland [9].

2. O espaço básico de resolução do PVI (1) será B
1
2
,1

2 cuja norma é

‖f‖
B

1
2 ,1

2

= ‖S0f‖L2 +
∥∥(2sk‖ 4k f‖L2)k∈N

∥∥
l1

= ‖S0f‖L2 +
∞∑
k=1

2sk‖ 4k f‖L2 .

3. As funções ‖ · ‖Bs,qp e ‖ · ‖Hs
p

são normas porque lq e Lp são espaços normados.

4. Hs
p é um espaço de Banach. De fato, seja (fn)n∈N uma sequência de Cauchy em Hs

p .

Então (Jsfn)n∈N é uma sequência de Cauchy em Lp, que é completo. Logo existe uma

g ∈ Lp tal que ‖Jsfn − g‖Lp → 0 quando n→∞. Tomando f = J−sg, temos que

f ∈ Hs
p (pois Jsf = g ∈ Lp) e ‖fn − f‖Hs

p
= ‖Js(fn − f)‖Lp = ‖Jsfn − g)‖Lp −→ 0

quando n→∞.

5. Bs,q
p é um espaço de Banach. De fato, seja (fn)n∈N uma sequência de Cauchy em

Bs,q
p . Então (S0fn)n∈N e (4kfn)n∈N são sequências de Cauchy em Lp para cada

k ∈ N. Seja g0 ∈ Lp tal que ‖S0fn− g0‖Lp −→ 0 quando n→∞ e, para cada k ∈ N

seja gk ∈ Lp tal que ‖4kfn−gk‖Lp → 0 quando n→∞. Seja f ∈ Lp tal que S0f = g0

e 4kf = gk. Então, para cada k ∈ Z, fnk = 2sk‖ 4k fn‖Lp converge para fk =

2sk‖ 4k f‖Lp , e portanto, como ‖fnk ‖lq é limitada, conclúımos que (fn)n∈Z ∈ lq, ou

seja, f ∈ Bs,q
p .

6. H0
p = Lp, para todo 1 ≤ p ≤ ∞.

7. Ḣs
p é um espaço semi-normado, e, ‖f‖Ḣs

p
= 0 se, e somente se, supp f̂ = 0, i.e., f

é um polinômio.
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8. Ḃs,q
p é um espaço semi-normado, e, ‖f‖Ḃs,qp = 0 se, e somente se, supp f̂ = 0, i.e.,

f é um polinômio.

Vejamos algumas propriedades básicas de Hs
p e de Bs,q

p .

Proposição 1.4.3. Os espaços de Sobolev e de Besov definidos acima satisfazem as se-

guintes propriedades:

1. Se s1 < s2 e 1 ≤ p, q ≤ ∞, então Hs2
p ⊂ Hs1

p e Bs2,q
p ⊂ Bs1,q

p .

2. Se 1 ≤ p, q <∞, então S é denso em Bs,q
p e em Hs

p.

3. Se, 1 ≤ q1 < q2 ≤ ∞, então Bs,q1
p ⊂ Bs,q2

p , para quaisquer s ∈ R e 1 ≤ p ≤ ∞.

Além disso,

Bs,1
p ⊂ Hs

p ⊂ Bs,∞
p , onde s ∈ R e 1 ≤ p ≤ ∞.

4. Jσ é um isomorfismo entre Bs,q
p e Bs−σ,q

p .

5. Jσ é um isomorfismo entre Hs
p e Hs−σ

p .

Demonstração. Veja o caṕıtulo 6 de Bergh e Löfström [1] ou o caṕıtulo 2 da ref. [3].

Faremos uso frequente do seguinte caso particular de imersão:

Corolário 1.4.2. Dado 1 ≤ p ≤ ∞, tem-se:

Bs,1
p ⊂ B0,1

p ⊂ H0
p = Lp, ∀s > 0. (1.28)

Demonstração. Pelo item 1 da Proposição 1.4.3, vemos que Bs,1
p ⊂ B0,1

p . Pelo item 3

da mesma proposição e o item 5 da Observaçao 1.4.2, tem-se B0,1
p ⊂ H0

p = Lp. Com isso

temos o corolário provado.

Como corolário do item 5 da Proposição 1.4.3 temos o seguinte resultado:

Corolário 1.4.3. Seja 1 ≤ p, q <∞ e seja s ∈ R. Então:

(Hs
p)
′ = H−sp′ e (Bs,q

p )′ = B−sp′q′ , onde
1

p
+

1

p′
= 1 e

1

q
+

1

q′
= 1. (1.29)

Demonstração. Veja o caṕıtulo 6 de Bergh e Löfström [1] ou o caṕıtulo 2 da ref. [3].

Uma parte das propriedades dos espaços não homogêneos Bs,q
p eHs

p são válidas também

para os espaços homogêneos Ḃs,q
p e Ḣs

p , por exemplo:
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Proposição 1.4.4. Se, 1 ≤ q1 < q2 ≤ ∞, então

Ḃs,q1
p ⊂ Ḃs,q2

p , para quaisquer s ∈ R e 1 ≤ p ≤ ∞.

Além disso,

Ḃs,1
p ⊂ Ḣs

p ⊂ Ḃs,∞
p , onde s ∈ R e 1 ≤ p ≤ ∞.

Demonstração. Veja o caṕıtulo 6 de Bergh e Löfström [1] ou o caṕıtulo 2 da ref. [3].

As seguintes relações entre os espaços homogêneos e não-homogênneos serão essenciais

na prova do nosso resultado principal:

Proposição 1.4.5. Seja f ∈ S ′ tal que 0 /∈ supp f̂ . Então, dados s ∈ R e 1 ≤ p, q ≤ ∞,

valem:

1. f ∈ Bs,q
p ⇐⇒ f ∈ Ḃs,q

p ;

2. f ∈ Hs
p ⇐⇒ f ∈ Ḣs

p.

Além disso, para todo s > 0 e quaisquer 1 ≤ p, q ≤ ∞,

3. Bs,q
p = Lp ∩ Ḃs,q

p ;

4. Hs
p = Lp ∩ Ḣs

p .

Demonstração. Veja o caṕıtulo 6 de Bergh e Löfström [1] ou o caṕıtulo 2 da ref. [3].

Os itens 1. e 2. da proposição acima nos dizem, em outras palavras, que se 0 /∈ supp f̂ ,

então

‖f‖Bs,qp ∼= ‖f‖Ḃs,qp e ‖f‖Hs
p
∼= ‖f‖Ḣs

p
.

Finalizamos a seção com um teorema de imersão que usaremos com muita frequência.

Proposição 1.4.6. [Imersão de Sobolev generalizada] Sejam s, s1 ∈ R, 1 ≤ p ≤ p1 ≤ ∞

e 1 ≤ q ≤ q1 ≤ ∞ (p, p1, q, q1 ∈ R), tais que, s− n

p
= s1 −

n

p1

. Então valem as seguintes

inclusões:

Bs,q
p ⊂ Bs1,q1

p1
, (1.30)

Hs
p ⊂ Hs1

p1
. (1.31)

Demonstração. Veja o Teorema 6.5.1 de Bergh e Löfström [1].

Para um estudo detalhado dos espaços acima sugerimos a leitura de de Bergh e

Löfström [1] (caṕıtulos 1 e 6) tendo como suporte a referência [3].
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1.5 Paraprodutos e estimativa do comutador de

Derivadas Fracionárias

Lema 1.5.1. Dadas f e g ∈ S ′(R), tem-se:

f · g = S0fS0g +
∑
r≥0

(∆r+1fSrg + ∆r+1gSr+1f). (1.32)

Demonstração. Como f = limr→∞ Srf e g = limr→∞ Srg, iremos somar e subtrair termos

que nos levarão à identidade desejada, do seguinte modo:

fg = lim
r→∞

SrfSrg = S0fS0g + lim
r→∞

(
SrfSrg − S0fS0g

)
= S0fS0g + lim

r→∞

(
− S0fS0g + S1fS1g − S1fS1g + S2fS2g − S2fS2g + . . .+ SrfSrg

)
= S0fS0g + lim

r→∞

(
(S1fS1g + . . .+ SrfSrg)− (S0fS0g + S1fS1g + . . .+ Sr−1fSr−1g)

)
= S0fS0g + lim

r→∞

( r∑
j=1

SjfSjg −
r−1∑
k=0

SkfSkg
)

= S0fS0g + lim
r→∞

( r−1∑
j=0

Sj+1fSj+1g −
r−1∑
j=0

SjfSjg
)

e portanto,

fg = S0fS0g + lim
r→∞

r−1∑
j=0

(
Sj+1fSj+1g − SjfSjg

)
= S0fS0g +

∞∑
r=0

(
Sr+1fSr+1g − SrfSrg

)
. (1.33)

Usando o fato de que ab− cd =
1

2
(a− c)(b+ d) +

1

2
(a+ c)(b− d), vemos que

(Sr+1fSr+1g − SrfSrg) =
1

2
(Sr+1f − Srf)(Sr+1g + Srg) +

1

2
(Sr+1f + Srf)(Sr+1g − Srg)

=
1

2

(
4r+1 f(Srg + Sr+1g) + (Srf + Sr+1f)4r+1 g

)
. (1.34)

Substituindo (1.34) em (1.33), obtemos a identidade

f · g = S0fS0g +
1

2

∑
r≥0

[4r+1f(Srg + Sr+1g) +4r+1g(Srf + Sr+1f)] . (1.35)

Fazendo o devido reagrupamento de termos em (1.35) vemos que

4r+1f(Srg + Sr+1g) +4r+1g(Srf + Sr+1f) = 2 [4r+1fSrg +4r+1gSr+1f ].

Agora, substituindo a identidade acima no lado direito de (1.35) obtemos (1.32).
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Vejamos agora mais outras duas identidades fundamentais do paraproduto que foram

essenciais na elaboração do nosso trabalho.

Lema 1.5.2. Dado qualquer inteiro j ≥ 3, tem-se:

4j(S0fS0g) = 0. (1.36)

Demonstração. Dado j ≥ 1,

F(4j(S0fS0g))(ξ) = ϕj(ξ)(Ŝ0f ∗ Ŝ0g)(ξ) e suppϕj ⊆ { ξ : 2j−1 ≤|ξ |≤ 2j+1 }.

Pelo item 4 da Proposição 1.1.5,

supp Ŝ0f ∗ Ŝ0g ⊆ suppŜ0f + suppŜ0g

⊆ { ξ; |ξ |≤ 2}+ { ξ; |ξ |≤ 2}

= { ξ + η; |ξ + η |≤ 22}

= { ξ; |ξ |≤ 22}.

Dáı,

suppF
(
4j (S0f ∗ S0g)

)
⊆ { ξ; 2j−1 ≤|ξ |≤ 2j+1} ∩ { ξ; |ξ |≤ 22}.

Logo, se 22 ≤ 2j−1 (ou seja j ≥ 3), então 4j(S0fS0g) = 0.

Lema 1.5.3. Dado j ≥ 1, tem-se:

∆j{
∑
r≥0

(∆r+1fSrg + ∆r+1gSr+1f)} = ∆j{
∑
r≥j

(∆r−2fSr−3g + ∆r−2gSr−2f)}. (1.37)

Demonstração. Dado j ≥ 1,

F
(
4j (4r+1fSrg)

)
(ξ) = ϕj(ξ)(4̂r+1f ∗ Ŝrg)(ξ), suppϕj ⊆ { ξ : 2j−1 ≤|ξ |≤ 2j+1 },

e, pelo item 4 da Proposição 1.1.5,

supp (4̂r+1f ∗ Ŝrg) ⊆ supp4̂r+1f + suppŜrg

= { ξ : 2r ≤|ξ |≤ 2r+2 }+ { ξ : |ξ |≤ 2r+1 }

⊆ { ξ + η : |ξ + η |≤ 2r+2 + 2r+1 }

⊆ { ξ; |ξ |≤ 2r+3}.

Dáı,

supp F
(
4j (4r+1fSrg)

)
⊆ A, onde A := { ξ : 2j−1 ≤|ξ |≤ 2j+1 } ∩ { ξ : |ξ |≤ 2r+3 }.
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Se r + 3 ≤ j − 1 (ou seja, r ≤ j − 4), então supp F
(
4j (4r+1fSrg)

)
= ∅. Assim,

4j

(∑
r≥0

4r+1fSrg
)

= 4j

( ∑
r≥j−3

4r+1fSrg
)
. (1.38)

Agora, novamente usando o item 4 da Proposição 1.1.5 vemos que

supp4̂r+1f ∗ Ŝr+1g ⊆ { ξ + η : |ξ + η |≤ 2r+2 + 2r+2 } = { ξ : |ξ |≤ 2r+3 }.

Dáı, suppF
(
4j (4r+1fSr+1g)

)
⊆ A, e portanto,

supp F
(
4j (4r+1fSr+1g)

)
= ∅.

Portanto,

4j

(∑
r≥0

4r+1fSr+1g
)

= 4j

( ∑
r≥j−3

4r+1fSr+1g
)
. (1.39)

Logo, de (1.38) e (1.39) segue que

∆j{
∑
r≥0

(∆r+1fSrg + ∆r+1gSr+1f)} = 4j

( ∑
r≥j−3

(4r+1fSrg +4r+1fSr+1g
)

= ∆j{
∑
r≥j

(∆r−2fSr−3g + ∆r−2gSr−2f)},

onde fizemos também uma mudança de ı́ndices para chegarmos à última expressão da

igualdade acima.

Exibimos a seguir uma estimativa do comutador de derivadas fracionárias de funções

vetoriais e uma estimativa para duplo somatório que foram de fundamental importância

para alcançarmos nossos resultados.

Lema 1.5.4. Sejam α ∈ (0, 1) e 0 ≤ β < 1−α. Se p, p1, p2, q, q1, q2 ∈ (1,∞) são tais

que 1
p

= 1
p1

+ 1
p2

, e 1
q

= 1
q1

+ 1
q2
, então tem-se que

‖Dβ
x([Dα

x , f ]g)‖LpxLqT . ‖g‖Lp1x L
q1
T
‖Dα+β

x f‖Lp2x L
q2
T
.

Além disso, o valor q1 =∞ é garantido quando β > 0.

Demonstração. Veja o Lema 3.4 de Molinet and Ribaud [32].

Observação 1.5.1. O Lema 1.5.4 permanece válido com D̃α
x := HDα no lugar de Dα

x ,

onde H é a transformada de Hilbert. Para um estudo detalhado da transformada de

Hilbert sugerimos a referência [7]. Para uma consulta rápida de sua definição e principais

propriedades sugerimos o caṕıtulo 1 de Linares/Ponce [27].



Caṕıtulo 2

Estimativas para a equação de

Schrödinger linear

Neste caṕıtulo vamos apresentar as estimativas de efeito regularizantes, estimativas de

tipo Strichartz e para a função maximal no tempo que usaremos, associadadas à solução

do PVI para a equação de Schrödinger linear ∂tu− i∆u = f(x, t), (x, t) ∈ R× R,

u(x, 0) = φ(x),
(2.1)

onde u0 ∈ S, F ∈ S(R × R) e u = u(x, t) é uma função complexa.

2.1 O fluxo linear

Consideremos o PVI (2.1) com f ≡ 0, ou seja, para a equação de Schrödinger linerar

homogênea:  ∂tu− i∂2
xu = 0,

u(x, 0) = φ(x)
(x, t) ∈ R× R. (2.2)

Aplicando sobre ele a transformada de Fourier em relação a x, o transformamos no

seguinte PVI:  ∂tû(ξ, t) = −iξ2û(ξ, t)

û(ξ, 0) = φ̂(ξ),
(2.3)

cuja solução é

û(ξ, t) = e−itξ
2

φ̂(ξ). (2.4)

32
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Dáı, aplicando sobre (2.4) a transformada inversa de Fourier obtemos

u(x, t) = (e−itξ
2

φ̂(ξ))∨ = (e−itξ
2

)∨ ∗ φ(x) = U(t)φ(x), (2.5)

onde U(t)φ(x) é o operador definido por U(t)φ = (e−itξ
2
φ̂(ξ))∨, para cada t ∈ R e φ ∈ S.

O caso x ∈ Rn é análogo ao unidimencional que acabamos de fazer.

A famı́lia de operadores {U(t)}∞t=−∞ em L2(Rn) tem propriedades parecidas com as

da exponencial:

Proposição 2.1.1. 1. Para todo t ∈ R, U(t) : L2(Rn) 7→ L2(Rn) é uma isometria;

portanto

‖U(t)φ‖L2 = ‖φ‖L2 .

2. U(t)U(t′) = U(t+ t′), U(t)−1 = U(−t) = U(t)∗ e U(0) = 1.

3. Fixando φ ∈ L2(Rn), a função Φφ : R 7→ L2(Rn) definida por Φφ(t) = U(t)φ é

continua; isto é, ela descreve um caminho em L2(Rn).

Demonstração. 1. Pelo Teorema de Plancherel

‖U(t)φ‖L2 = ‖e−it|ξ|
2

φ̂‖L2 = ‖φ̂‖2 = ‖φ‖L2 .

Os deamis itens são imediatos.

Uma famı́lia de operadores {T (t)}t∈Z , definida num espaço de Hilbert H, que satisfaz

os ı́tens 1− 3 da Proposição 2.1.1, é chamada de grupo unitário de operadores. Para

um estudo detalhado de grupos (e semigrupos) de operadores lineares, sugerimos a leitura

de A. Pazy [37].

Vejamos agora o PVI não homogêneo. Seja f ∈ S(R × R) não identicamente nula.

Aplicando ao PVI (2.1) a transformada de Fourier, obtemos: ∂tû(ξ, t) + 4π2i|ξ|2û(ξ, t) = f̂(ξ, t), (ξ, t) ∈ Rn × R,

û(ξ, 0) = φ̂(ξ).
(2.6)

Usando o método de Leibniz do fator integrante para EDO’s lineares de primeira

ordem (a fórmula de variação das constantes), chegamos à seguinte solução do PVI (2.6):

û(ξ, t) = e−itξ
2

φ̂(ξ) +

∫ t

0

e−i(t−s)ξ
2

f̂(ξ, s)ds. (2.7)
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Agora, aplicando em (2.7) a transformada inversa de Fourier, chegamos à solução do

PVI (2.1):

u(x, t) = U(t)φ(x) +

∫ t

0

U(t− s)f(x, s)ds. (2.8)

Observe que a condição u(x, 0) = φ(x) é facilmente verificada em (2.8).

2.2 Estimativas lineares usuais

Seja U(t)u0 a solução (2.5) do problema linear homogêneo (2.2), isto é,

U(t)φ(x) =

∫
R
ei(xξ−tξ

2)φ̂(ξ)dξ. (2.9)

Além do operador linear U(t) vamos fazer uso frequente de estimativas para o operador

com retardo R definido por

R(f)(t) =

∫ t

0

U(t− t′)f(t′)dt′ (onde f = f(x, t)), (2.10)

que somado ao operador U(t) gera a solução (2.8) do PVI linear não-homogêneo (2.1).

Portanto, podemos escrevê-la na forma

u(t) = U(t)φ+R(f)(t).

Para simplificar a notação na dedução das estimativas para U , vamos usar a seguinte

definição de terno admisśıvel idealizada por Molinet e Ribaud em [32]:

Definição 2.2.1. Dizemos que um terno (α, p, q) ∈ R× [2,∞]2 é

i) 1-admisśıvel se, e somente se,

(α, p, q) = (
1

2
,∞, 2) ou p ∈ [4,∞), q ∈ [2,∞],

2

p
+

1

q
≤ 1

2
, α =

1

p
+

2

q
− 1

2
; (2.11)

ii) 2-admisśıvel se, e somente se,

2 < p, q <∞, 1

p
+

1

q
≤ 1

2
, α =

1

p
+

3

q
− 1. (2.12)

Se além de (2.12) tivermos 4 ≤ p <∞, dizemos que (α, p, q) é 2*-adimisśıvel.

Os efeitos regularizantes e estimativas de Strichartz a seguir, deduzidos por Molinet e

Ribaud em [32] interpolando resultados anteriores de Kenig, Ponce e Vega [22, 24], serão

imprescind́ıveis para o desenvolvimento do nosso trabalho.

Lema 2.2.1. Sejam (α, p, q) ∈ R× [2,∞]2 e 0 < T < 1.
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i) Se (α, p, q) é 1-admisśıvel, então ‖Dα
xU(t)φ‖LpxLqT .‖ φ ‖L2 , para todo φ ∈ S(R).

ii) Se (α, p, q) é 2-admisśıvel, então ‖ JαxU(t)φ ‖LpxLqT.‖ φ ‖L2 , para todo φ ∈ S(R).

iii) Se (α, p, q) é 2*-admisśıvel, então ‖Dα
xU(t)φ‖LpxLqT . T

1
4
− 1

2q ‖ φ ‖L2 , para todo φ ∈

S(R).

Demonstração. Veja Molinet and Ribaud [32].

Observe que a estimativa i) do lema acima abrange (é uma generalização da) a esti-

mativa clássica de Kato ‖D
1
2
xU(t)φ‖L∞x L2

T
.‖ φ ‖L2 .

Agora enunciamos a famosa estimativa para a função maximal em L2:

Lema 2.2.2. Para s > 1/2, φ ∈ S(R) e 0 < T ≤ 1 tem-se:

‖U(t)φ‖L2
xL
∞
T
. ‖φ‖H s .

Demonstração. É feita seguindo-se a demostração da estimativa para a função maximal

em L2 associada ao fluxo homogêneo da equação KdV, de autoria de Kenig, Ponce e Vega,

em [24] (para mais detalhe confira também [23, Theorem 3.1]).

É importante notar que o terno (−s, 2,∞), com s > 1/2, não é admisśıvel, por isso

fez-se necessário enunciar a estimativa para a função maximal em L2 separada daquelas

do Lema 2.2.1.

Fazendo uma adaptação do famoso Lema de Christ and Kiselev (veja os Lemmas 2 e 3

de [33] e também o lema original em [5]), Molinet e Ribaud [33] deduziram, no contexto do

fluxo da equação de Benjamin-Ono, as seguintes estimativas para o operador com retardo

R(f) a partir das estimativas obtidas no Lema 2.2.1.

Lema 2.2.3. Sejam (α1, α2) ∈ R2, (r1, r2) ∈ R2
+ e 1 ≤ p1, q1, p2, q2 ≤ ∞ tais que, para

cada φ ∈ S(R),

‖Dα1
x U(t)φ‖Lp1x L

q1
T
. T r1‖φ‖L2 , (2.13)

‖Dα2
x U(t)φ‖Lp2x L

q2
T
. T r2‖φ‖L2 . (2.14)

Então para todo f ∈ S(R2),

‖Dα2
x R(f)‖L∞T L2

x
. T r2‖f‖

L
p̃2
x L

q̃2
T
, (2.15)

∥∥Dα1+α2
x R(f)

∥∥
L
p1
x L

q1
T
. T r1+r2‖f‖

L
p̃2
x L

q̃2
T
, (2.16)
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desde que

min(p1, q1) > max(p̃2, q̃2) ou (q1 =∞ e p̃2, q̃2 <∞), (2.17)

onde p̃2, q̃2 são definidos por
1

p̃2

= 1− 1

p2

e
1

q̃2

= 1− 1

q2

.

Corolário 2.2.1. Para cada 0 < T ≤ 1,

‖D
1
2
xR(f)‖L∞T L2

x
. ‖f‖L1

xL
2
T
. (2.18)

Demonstração. Como o terno (0, 4, 4) é 2-admisśıvel e o terno (1
2
,∞, 2) é 1-admisśıvel,

segue do Lema 2.2.1 que

‖U(t)φ‖L4
x,T

.‖ φ ‖L2 e ‖D
1
2
xU(t)φ‖L∞x L2

T
.‖ φ ‖L2 .

Portanto, o resultado segue da estimativa (2.15) do Lema 2.2.3.

Finalizamos esta parte com uma estimativa muito importante que não é coberta pelo

Lema 2.2.3:

Lema 2.2.4. Para cada 0 < T ≤ 1,

‖∂xR(f)‖L∞x L2
T
≤ ‖f‖L1

xL
2
T
.

Demonstração. Veja [23], caṕıtulo 2.

2.3 Estimativas lineares localizadas em fase

Nesta parte vamos seguir as ideias de Molinet e Ribaud em [33] para obter as esti-

mativas lineares para funções localizadas em fase que iremos usar na demonstração dos

resultados principais do nosso trabalho. Começamos com a versão do Lema 2.2.1 para

funções localizadas em fase:

Lema 2.3.1. Sejam (α, p, q) ∈ R× [2,∞]2, j ∈ Z e 0 < T < 1.

(i) Se (α, p, q) é 1-adimisśıvel ou 2-adimisśıvel, então

‖ U(t)4j φ ‖LpxLqT. 2−jα ‖ 4jφ ‖L2 , para todo φ ∈ S(R). (2.19)

(ii) Se (α, p, q) é 2*-adimisśıvel, então

‖ U(t)4j φ ‖LpxLqT. T
1
4
− 1

2q 2−jα ‖ 4jφ ‖L2 , para todo φ ∈ S(R). (2.20)
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Demonstração. Seja φ ∈ S.

(i) Pela Proposição 1.4.1 e pelo fato de supp 4̂j ⊆ { ξ : 2j−1 ≤ |ξ| ≤ 2j+1 }, temos:

‖U(t)4j φ‖LpxLqT = ‖U(t)D−αx Dα
x 4j φ‖LpxLqT

. 2−jα‖Dα
xU(t)4j φ‖LpxLqT .

Agora usando o fato de que

‖Dα
xU(t)4j φ‖LpxLqT ∼ ‖JαU(t)4j φ‖LpxLqT

(pois 0 /∈ supp ∆̂jφ) e o Lema 2.2.1, obtemos:

‖U(t)4j φ‖LpxLqT . 2−jα‖φ‖L2 .

(ii) Fazendo uso das mesmas ferramentas do item (i), temos

‖U(t)4j φ‖LpxLqT = ‖D−αx Dα
xU(t)4j φ‖LpxLqT

. 2−jα‖Dα
xU(t)4j φ‖LpxLqT . 2−jα‖φ‖L2 .

E isso fecha a demonstração do Lema.

Agora apresentamos uma estimativa similar envolvendo o operador S0.

Lema 2.3.2. Sejam s ≥ 0, , p ≥ 2 e 1 < q ≤ p <∞. Então

‖S0U(t)Ds
xφ‖LpxLqT . T 1/q‖S0φ‖L2 .

Demonstração. Pela desigualdade de Hölder temos que

‖S0D
s
xU(t)φ‖LpxLqT ≤ ‖S0D

s
xU(t)φ‖LpTLpT ‖1‖L∞x L

pq
p−q
T

= T
p−q
p ‖S0D

s
xU(t)φ‖Lpx,T .

Usando agora imersão de Sobolev (Proposição 1.4.6, imersão de H
1
2
− 1
p

2 em H0
p = Lp)

e propriedades dos operadores S0 e U(t) obtemos:

‖S0U(t)Ds
xφ‖Lpx,T ≤ ‖D

r+s
x S0U(t)φ‖LpTL2

x
. ‖S0φ‖LpTL2

x
≤ T

1
p‖S0φ‖L2

x
,

onde r = 1
2
− 1

p
. Portanto, o lema está provado.

No caso de φ ser localicada em fase vale a seguinte estimativa para a função maximal

em L2, melhor que a do Lema 2.2.2:

Lema 2.3.3. Para φ ∈ S(R) e 0 < T ≤ 1 tem-se:

‖U(t)4j φ‖L2
xL
∞
T
. 2

j
2‖ 4j φ‖L2

x
. (2.21)
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Demonstração. Veja a estimativa (28) da Proposição 4 de Molinet e Ribaud [33].

Estamos agora prontos para apresentar a versão localizada em fase do Lemma 2.2.3.

Lema 2.3.4. Sejam (α1, α2) ∈ R2, (r1, r2) ∈ R2
+ e 1 ≤ p1, q1, p2, q2 ≤ ∞ tais que, para

cada φ ∈ S(R),

‖U(t)∆jφ‖Lp1x L
q1
T
. T r12−jα1‖∆jφ‖L2 , (2.22)

‖U(t)∆jφ‖Lp2x L
q2
T
. T r22−jα2‖∆jφ‖L2 . (2.23)

Então para todo f ∈ S(R2),

‖R(∆jf)‖L∞T L2
x
. T r22−jα2‖∆jf‖Lp̃2x L

q̃2
T
, (2.24)

‖R(∆jf)‖Lp1x L
q1
T
. T r1+r22−j(α1+α2)‖∆jf‖Lp̃2x L

q̃2
T
, (2.25)

desde que

min(p1, q1) > max(p̃2, q̃2) ou (q1 =∞ e p̃2, q̃2 <∞), (2.26)

onde p̃2, q̃2 são definidos por
1

p̃2

= 1− 1

p2

e
1

q̃2

= 1− 1

q2

.

Demonstração. Como supp 4̂j ⊆ {ξ| 2j−1 ≤ |ξ| ≤ 2j+1}, segue da Proposição 1.4.1 que

‖Dαk
x U(t)4j φ‖Lpkx L

qk
T

. 2jαk‖U(t)4j φ‖Lpkx L
qk
T
, k = 1, 2.

Dáı, pelas estimativas (2.22) e (2.23) temos:

‖Dα1
x U(t)4j φ‖Lp1x L

q1
x
. T r1‖ 4j φ‖L2 , (2.27)

‖Dα2
x U(t)4j φ‖Lp2x L

q2
x
. T r2‖ 4j φ‖L2 . (2.28)

Agora, como U(t)4j φ+R(4jf) é solução do PVI linear não homogêneo ∂tu− i∂2
xu = 4jf

u(x, 0) = 4jφ(x),
(2.29)

segue do Lema 2.2.3 que

‖R(4jf)‖L∞T L2
x

= ‖D−α2
x Dα2

x R(4jf)‖L∞T L2
x

. 2−jα2‖Dα2
x R(4jf)‖L∞T L2

x

. T r22−jα2‖ 4j f‖Lp̃2x L
q̃2
T
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e

‖R(4jf)‖Lp1x L
q1
T
. 2−j(α1+α2)‖D(α1+α2)

x R(4jf)‖Lp1x L
q1
T

. T r1+r22−j(α1+α2)‖ 4j f‖Lp̃2x L
q̃2
T
,

desde que p̃2 e p̃2 atendam as condições (2.26). Com isso finalizamos a prova do lema.

Corolário 2.3.1. Seja 0 < T ≤ 1. Então

‖R(4jf)‖L∞T L2
x
. 2−

j
2‖∆jf‖L1

xL
2
T
. (2.30)

Demonstração. Como o terno (0, 4, 4) é 2-admisśıvel e o terno (1
2
,∞, 2) é 1-admisśıvel,

segue do Lema 2.2.1 que

‖U(t)∆jφ‖L4
x,T

.‖ ∆jφ ‖L2 e ‖U(t)∆jφ‖L∞x L2
T
. 2−

j
2 ‖ ∆jφ ‖L2 .

Portanto, o resultado segue da estimativa (2.24) do Lema 2.3.4.

Finalizamos com a versão localizada em fase do Lema 2.2.4, que não é coberta pelo

Lema 2.3.4.

Lema 2.3.5. Para cada 0 < T ≤ 1,

‖∂xR(4jf)‖L∞x L2
T
. ‖∆jf‖L1

xL
2
T
, (2.31)

‖R(4jf)‖L∞x L2
T
. 2−j‖∆jf‖L1

xL
2
T
. (2.32)

Demonstração. Para a demonstração de (2.31) veja [23], caṕıtulo 2. Para a demonstração

de (2.32), basta usarmos o fato de 0 /∈ supp ∆̂j, em seguida (2.31) e depois a Proposição

1.4.2:

‖R(4jf)‖L∞x L2
T

=

∥∥∥∥Dx

∫ t

0

U(t− t′)D−1
x 4j f(t′)dt′

∥∥∥∥
L∞x L2

T

. 2−j‖∆jf‖L1
xL

2
T
.



Caṕıtulo 3

Boa colocação local

3.1 Introdução e enunciado dos teoremas

de boa colocação

Nessa etapa podemos considerar, sem perda de generalidade, µ = γ = λ = 1 na

formulação integral (3) para (1), e escrever

u(t) = U(t)u0 +

∫ t

0

U(t− s)
{
− i|u|2u + ∂x(|u|2u) +

n∑
k=1

uk∂x(ūku)
}

(s)ds. (3.1)

O método consiste basicamente em aplicar o teorema do ponto fixo para contrações

à equação integral (3.1) associada ao PVI (2), fazendo uso das propriedades de efeito

regularizante do grupo unitário U(t) associado ao fluxo da equação de Schrödinger linear

bem como estimativas para a função maximal (no tempo) para o fluxo da mesma equação.

Vamos aqui considerar o PVI (2) com restrição sobre o tamanho da norma em L2 do dado

inicial. Seguem abaixo os resultados que iremos provar.

Primeiramente provaremos a boa colocação local para (3.1) para dados iniciais peque-

nos no espaço de Besov não-homogêneno B
1
2
,1

2 (R):

Teorema 3.1.1. Existe um δ > 0 tal que para todo u0 ∈ B
1
2
,1

2 (R) com ‖u0‖
B

1
2 ,1

2

< δ,

existem um T = T (‖u0‖
B

1
2 ,1

2

) > 0 com T (‖u0‖
B

1
2 ,1

2

) → ∞ quando ‖u0‖
B

1
2 ,1

2

→ 0, um

espaço XT ↪→ C([−T, T ];B
1
2
,1

2 ) e uma única solução u para (3.1) em XT . Além disso, a

aplicação dado-solução de B
1
2
,1

2 em XT é suave numa vizinhança da origem.

Dado T > 0, definimos as seguintes semi-normas:

40
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N1(u) = ‖S0u‖L∞T L2
x

+
∑
j≥1

2
j
2‖∆ju‖L∞T L2

x
, (3.2)

N2(u) = ‖S0u‖L∞x L2
T

+
∑
j≥1

2j‖∆ju‖L∞x L2
T
, (3.3)

N3(u) = ‖S0u‖L2
xL
∞
T

+
∑
j≥1

‖∆ju‖L2
xL
∞
T
, (3.4)

N4(u) = ‖S0u‖L4
x,T

+
∑
j≥1

2
j
2‖∆ju‖L4

x,T
, (3.5)

N5(u) = ‖S0u‖
L5
xL

10
3
T

+
∑
j≥1

2
3j
5 ‖∆ju‖

L5
xL

10
3
T

. (3.6)

O espaço de resolução será o seguinte espaço funcional:

XT = {u ∈ C([−T, T ], B
1
2
,1

2 (R)) : ‖u‖XT <∞}, onde ‖u‖XT =
5∑

m=1

Nm(u).

Enunciamos agora o segundo resultado que iremos provar, que consiste na boa coloca-

ção local para o PVI (2) com dados iniciais pequenos em Hs(R), s > 1
2
:

Teorema 3.1.2. Seja s > 1
2
. Então existe um δ > 0 tal que para todo u0 ∈ Hs(R) ∩

B
1
2
,1

2 (R) com ‖u0‖
B

1
2 ,1

2

< δ, existem um T = T (‖u0‖
B

1
2 ,1

2

) > 0, um espaço YT,s ↪→

C([−T, T ];Hs(R) ∩ B
1
2
,1

2 (R)) e uma única solução u para (3.1) em YT,s. Além disso a

aplicação dado-solução de Hs(R)∩B
1
2
,1

2 (R) em YT,s é suave numa vizinhança da origem.

3.2 Estimativas não lineares e para U(t)u0 em XT

Vamos aqui provar alguns resultados técnicos que serão usados diretamente na de-

monstração do resultado de boa colocação.

Para tratar a parte não-linear, vamos escrever

I :=

∫ t

0

U(t− s)
{
− i|u|2u + ∂x(|u|2u) +

n∑
k=1

uk∂x(ūku)
}

(s)ds

= −i
∫ t

0

U(t− s)(1 + i∂x)(|u|2u) ds+

∫ t

0

U(t− s)
{ n∑
k=1

uk∂x(ūku)
}
ds := I1 + I2.

Primeiramente vamos usar (1.32) e (1.37) para dividir as não-linearidades do seguinte

modo: Considerando f = u e g = |u|2 em (1.32) e (1.37), podemos escrever

|u|2u = S0uS0(|u|2) +
∑
r≥0

(
∆r+1uSr(|u|2) + ∆r+1(|u|2)Sr+1u

)
, (3.7)
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∆j(
∑
r≥0

(
∆r+1uSr(|u|2) + ∆r+1(|u|2)Sr+1u

)
)

= ∆j

{∑
r≥j

∆r−2uSr−3(|u|2)
}

+ ∆j

{∑
r≥j

∆r−2(|u|2)Sr−2u
}
. (3.8)

De (1.32) com f = u e g = u, temos

|u|2 = S0uS0u +
∑
l≥0

(
∆l+1uSlu + ∆l+1uSl+1u

)
. (3.9)

Por (1.32) com f = uk e g = ∂x(ūku), escrevemos

uk∂x(ūku) = S0ukS0∂x(ūku) +
∑
r≥0

(
∆r+1ukSr∂x(ūku) + ∆r+1∂x(ūku)Sr+1uk

)
(3.10)

e por (1.37),

∆j(uk∂x(ūku))

= ∆j(S0ukS0∂x(ūku)) + ∆j

∑
r≥j

(
∆r−2ukSr−3∂x(ūku) + ∆r−2∂x(ūku)Sr−2uk

)
. (3.11)

Para finalizar, tomamos f = uk e g = u em (1.32) e (1.37), para escrever

ūku = S0ūkS0u +
∑
r≥0

(
∆r+1ūkSru + ∆r+1uSr+1ūk

)
, (3.12)

∆j

{∑
r≥0

(
∆r+1ūkSru+∆r+1uSr+1ūk

)}
= ∆j{

∑
r≥j

(∆r−2ūkSr−3u+∆r−2uSr−2ūk)
}
. (3.13)

Antes de darmos ińıcio às estimativas não lineares, vamos estimar U(t)u0 em XT .

Lema 3.2.1. Seja 0 < T ≤ 1. Então

‖U(t)~u0‖XT . ‖~u0‖
B

1
2 ,1

2

.

Demonstração. Como S0U é limitado em L2,

N1(U(t)u0) . ‖S0u0‖L2 +
∑
j≥1

2
j
2‖∆ju0‖L2 . ‖u0‖

B
1
2 ,1

2

. (3.14)

Por imersão se Sobolev e pelo item iii) da Proposição 1.4.1,

‖S0U(t)u0‖L∞x L2
T
. T

1
2‖S0U(t)u0‖L∞x,T . T

1
2‖J

1
2

+S0U(t)u0‖L∞T L2
x
. ‖S0u0‖L2 (3.15)

Como o terno (1
2
,∞, 2) é 1-admisśıvel, segue do Lema 2.3.1 que

‖∆jU(t)u0‖L∞x L2
T
. 2−

j
2‖∆ju0‖L2 . (3.16)
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De (3.15) e (3.16) concluimos que

N2(U(t)u0) . ‖u0‖
B

1
2 ,1

2

. (3.17)

Pelo Lema 2.2.2 junto com o item iii) da Proposição 1.4.1,

‖U(t)S0u0‖L2
xL
∞
T
. ‖S0u0‖Hs+1

2+ = ‖Js+
1
2

+S0u0‖L2
x
. ‖S0u0‖L2

x
. (3.18)

Do Lema 2.3.3 junto com a estimativa acima vemos que

N3(U(t)u0) . ‖u0‖
B

1
2 ,1

2

. (3.19)

Como (0, 4, 4) é 2-admisśıvel, temos pelo Lema 2.3.1 que

‖∆jU(t)u0‖L4
x,T

. ‖∆ju0‖L2 . (3.20)

Da estimativa acima e o Lema 2.3.2 com p = q = 4 obtemos:

N4(U(t)u0) . ‖u0‖
B

1
2 ,1

2

. (3.21)

Como o terno ( 1
10
, 5, 10

3
) é 2-admisśıvel, pelo Lema 2.3.1 inferimos que∑

j≥1

2
3j
5 ‖∆jU(t)u0‖

L5
xL

10
3
T

.
∑
j≥1

2
j
2‖∆jU(t)u0‖L2 . (3.22)

Pela desigualdade acima e o Lema 2.3.2 com p = 5 e q = 10
3

temos,

N5(U(t)u0) . ‖u0‖
B

1
2 ,1

2

. (3.23)

Com isso o lema fica demonstrado.

Lema 3.2.2. Seja 0 < T ≤ 1. Então vale a seguinte estimativa:

N1 (I1) . TN1(u)3 + T
1
2N1(u)2N3(u) +N2(u)N3(u)2.

Demonstração. Pelo item 1 da Observação 1.4.1, imersão de H
1
2
− 1

6 em L6, imersão de

B
1
3
,1

2 em H
1
2
− 1

6 (vide Proposição 1.4.3, item 3) e depois imersão de B
1
2
,1

2 em B
1
3
,1

2 (item 1

da Proposição 1.4.3) temos

‖S0I1‖L∞T L2
x
. T‖|u|2u‖L∞T L2

x
. T‖u‖3

L∞T L
6
x
. T‖u‖3

L∞T B
1
6 ,1

6

. T‖u‖3

L∞T B
1
2 ,1

2

. TN1(u)3.

(3.24)
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Busquemos agora uma estimativa para
∑

j≥1 2
j
2‖∆jI1‖L∞T L2

x
. Usando o fato de ∆j ser

um operador limitado em LpxL
q
T (1 ≤ p, q ≤ ∞), Proposição 1.4.2, Corolário 2.3.1 e o

Lema 1.5.2, temos∑
j≥1

2
j
2‖∆j(I1)‖L∞T L2

x
.
∑
j≥1

‖∆j(|u|2u)‖L1
xL

2
T

+
∑
j≥1

2j‖∆j(|u|2u)‖L1
xL

2
T

.
∑
j≥1

2j
{
‖∆j(S0(|u|2)S0u)‖L1

xL
2
T

+ ‖∆j

{∑
r≥j

∆r−2uSr−3(|u|2)
}
‖L1

xL
2
T

}
+
∑
j≥1

2j‖∆j

{∑
r≥j

∆r−2(|u|2)Sr−2u
}
‖L1

xL
2
T

. ‖S0(|u|2)S0u‖L1
xL

2
T
+
∑
r≥0

2r‖∆r−2uSr−3(|u|2)‖L1
xL

2
T

+
∑
r≥0

2r‖∆r−2(|u|2)Sr−2u‖L1
xL

2
T
. (3.25)

Agora, aplicando a desigualdade de Hölder chegamos que∑
j≥1

2
j
2‖∆j(I1)‖L∞T L2

x
.‖S0(|u|2)‖L2

x,T
‖S0u‖L2

xL
∞
T

+
∑
r≥0

2r‖∆r−2u‖L∞x L2
T
‖Sr−3(|u|2)‖L1

xL
∞
T

+
∑
r≥0

2r‖∆r−2(|u|2)‖L2
x,T
‖Sr−2u‖L2

xL
∞
T

. T
1
2N1(u)2N3(u) +N2(u)N3(u)2 +N3(u)

∑
r≥1

2r‖∆r(|u|2)‖L2
x,T
. (3.26)

Faremos a estimativa de
∑

r≥1 2r‖∆r(|u|2)‖L2
x,T

usando (3.9), (1.36), (1.37) e a desi-

gualdade de Hölder como segue:∑
r≥1

2r‖∆r(|u|2)‖L2
x,T

.
∑
r≥1

2r‖∆r(|S0u|2)‖L2
x,T

+
∑
r≥1

2r‖∆ruSru‖L2
x,T

. T
1
2N1(u)2 +N2(u)N3(u). (3.27)

As estimativas (3.24) – (3.27) levam-nos ao resultado.

Lema 3.2.3. Seja 0 < T ≤ 1. Então

N1 (I2) .TN1(u)3 + T
1
2N1(u)N2(u)N3(u) + T

13
40N1(u)N3(u)N4(u)

+ T
1
40N3(u)N4(u)N5(u) +N3(u)2N2(u).

Demonstração. Pelo Lema 2.3.2 com s = 0, p = q = 4, temos:

‖U(t)S0u0‖L4
x,T

. T
1
4‖u0‖L2

x
, (3.28)
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e dáı, por (2.15) no Lemma 2.2.3 (considerando φ = S0u0 na estimativa (2.14)) com

f = S0(uk∂x(ūku)), α2 = 0, p2 = q2 = 4 e r2 = 1
4
, segue que

‖S0I2‖L∞T L2
x
. T

1
4

n∑
k=1

‖S0(uk∂x(ūku))‖
L

4
3
x,T

. (3.29)

Usando (3.10) podemos escrever

n∑
k=1

‖S0(uk∂x(ūku))‖
L

4
3
x,T

.
n∑
k=1

{
‖S0

{
S0ukS0∂x(ūku)

}
‖
L

4
3
x,T

+
∑
r≥0

‖∆r+1ukSr∂x(ūku)‖
L

4
3
x,T

+
∑
r≥0

‖∆r+1∂x(ūku)Sr+1uk‖
L

4
3
x,T

}
. (3.30)

Então, pelas propriedades de ∆r e Sr, r ≥ 0 (∆r e Sr são limitados em Lp, para todo

1 ≤ p ≤ ∞), pela desigualdade de Hölder e imersão de Sobolev, temos:

T
1
4

n∑
k=1

‖S0

{
S0ukS0∂x(ūku)

}
‖
L

4
3
x,T

.T
1
4T

3
4

n∑
k=1

‖S0uk‖L∞T L4
x
‖S0∂x(ūku)‖L∞T L2

x

.T‖S0u‖L∞T L4
x

n∑
k=1

‖S0(ūku)‖L∞T L2
x

.T‖u‖3
L∞T L

4
x
. TN1(u)3, (3.31)

T
1
4

n∑
k=1

∑
r≥0

{
‖∆r+1ukSr∂x(ūku)‖

L
4
3
x,T

+ ‖∆r+1∂x(ūku)Sr+1uk‖
L

4
3
x,T

}
. T

1
4

n∑
k=1

∑
r≥0

{
‖∆r+1uk‖L4

x,T
‖Sr∂x(ūku)‖L2

x,T
+ ‖∆r+1∂x(ūku)‖L2

x,T
‖Sr+1uk‖L4

x,T

}
. T

1
2N1(u)

n∑
k=1

{
‖∂x(ūku)‖L2

x,T
+
∑
r≥1

‖∆r∂x(ūku)‖L2
x,T

}
. (3.32)

Agora usando a decomposição diádica (1.32), o Lema 1.5.2 e a identidade (1.37), com

f = uk e g = u,

n∑
k=1

{
‖∂x(ūku)‖L2

x,T
+
∑
r≥1

‖∆r∂x(ūku)‖L2
x,T

}

.
n∑
k=1

‖S0(ūku)‖L2
x,T

+
n∑
k=1

∑
j≥1

2j‖∆j(ūku)‖L2
x,T

. T
1
2N1(u)2 +

n∑
k=1

∑
j≥1

2j‖∆j(S0ūkS0u)‖L2
x,T

+
n∑
k=1

∑
j≥1

2j‖∆j(
∑
r≥j

∆r−2ūkSr−3u)‖L2
x,T

+
n∑
k=1

∑
j≥1

2j‖∆j(
∑
r≥j

∆r−2uSr−2ūk)‖L2
x,T
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e dáı,

n∑
k=1

{
‖∂x(ūku)‖L2

x,T
+
∑
r≥1

‖∆r∂x(ūku)‖L2
x,T

}

. T
1
2N1(u)2 +

n∑
k=1

∑
r≥0

2r‖∆r−2ūkSr−3u‖L2
x,T

+
n∑
k=1

∑
r≥0

2r‖∆r−2uSr−2ūk‖L2
x,T

. T
1
2N1(u)2 +

∑
r≥1

2r‖∆ru‖L∞x L2
T
‖Sru‖L2

xL
∞
T

. T
1
2N1(u)2 +N2(u)N3(u). (3.33)

Portanto, de (3.30), (3.32) e (3.33), encontramos

‖S0I2‖L∞T L2
x
.TN1(u)3 + T

1
2N1(u)N2(u)N3(u). (3.34)

Vamos agora obter uma estimativa para
∑
j≥1

2
j
2‖∆jI2‖L∞T L2

x
. Por (3.10) e (3.11), temos

∑
j≥1

2
j
2‖∆jI2‖L∞T L2

x
.
∑
j≥1

2
j
2‖∆j

∫ t

0

U(t− s)
n∑
k=1

{
S0ukS0∂x(ūku)

}
ds‖L∞T L2

x

+
∑
j≥1

2
j
2‖∆j

∫ t

0

U(t− s)
n∑
k=1

∑
r≥j

∂x(∆r−2ukSr−3(ūku))ds‖L∞T L2
x

+
∑
j≥1

2
j
2‖∆j

∫ t

0

U(t− s)
n∑
k=1

∑
r≥j

∆r−2∂xukSr−3(ūku)ds‖L∞T L2
x

+
∑
j≥1

2
j
2‖∆j

∫ t

0

U(t− s)
n∑
k=1

∑
r≥j

∆r−2∂x(ūku)Sr−2uk
)
ds‖L∞T L2

x

:=
4∑

m=1

∑
j≥1

2
j
2‖∆jI2,m‖L∞T L2

x
. (3.35)

Usando o Lema 1.5.2, o fato de S0∂x ser limitado em L2 e imersão de Sobolev, obtemos

∑
j≥1

2
j
2‖∆jI2,1‖L∞T L2

x
. T

n∑
k=1

‖S0ukS0∂x(ūku)‖L∞T L2
x
. TN1(u)3. (3.36)

Fazendo uso das mesmas ferramentas empregadas na obtenção de (3.26), chegamos

que

∑
j≥1

2
j
2‖∆j(I2,2)‖L∞T L2

x
.

n∑
k=1

∑
r≥0

2r‖∆r−2uk‖L∞x L2
T
‖Sr−3(ūku)‖L1

xL
∞
T

. N3(u)2N2(u). (3.37)
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Para obter uma estimativa para
∑
j≥1

2
j
2‖∆jI2,3‖L∞T L2

x
, usamos comutador para escrever

∆r−2∂xukSr−3(ūku) = −Sr−3(ūku)D̃
1
2
xD

1
2
x∆r−2uk

= [D̃1/2
x , Sr−3(ūku)]D

1
2
x∆r−2uk − D̃1/2

x (Sr−3(ūku)D
1
2
x∆r−2uk), (3.38)

e então,

∑
j≥1

2
j
2‖∆jI2,3‖L∞T L2

x
.

n∑
k=1

∑
j≥1

2
j
2‖∆j

∫ t

0

U(t− s)
∑
r≥j

[D̃1/2
x , Sr−3(ūku)]D

1
2
x∆r−2ukds‖L∞T L2

x

+
n∑
k=1

∑
j≥1

2
j
2‖∆j

∫ t

0

U(t− s)
∑
r≥j

D̃1/2
x (Sr−3(ūku)D

1
2
x∆r−2uk)ds‖L∞T L2

x

:=
∑
j≥1

2
j
2‖∆jI2,3,1‖L∞T L2

x
+
∑
j≥1

2
j
2‖∆jI2,3,2‖L∞T L2

x
. (3.39)

Como (2
5
, 20, 20

9
) é 2∗-admisśıvel,

‖U(t)∆ju0‖
L20
x L

20
9
T

. T
1
40 2−

2
5
j‖∆ju0‖L2 . (3.40)

Segue então do Lema 2.3.4 com (α2, p2, q2) = (2
5
, 20, 20

9
), Lema 1.5.4 (com β = 0 e α = 1

2
)

e a desigualdade de Hölder, que

∑
j≥1

2
j
2‖∆jI2,3,1‖L∞T L2

x
.T

1
40

n∑
k=1

∑
j≥1

2
j
10

∑
r≥j

‖[D̃1/2
x , Sr−3(ūku)]D

1
2
x∆r−2uk‖

L
20
19
x L

20
11
T

.T
1
40

n∑
k=1

∑
r≥1

2
r
10‖D1/2

x Sr−3(ūku)‖
L

4
3
x L

4
T

‖D
1
2
x∆r−2uk‖

L5
xL

10
3
T

.T
1
40

∑
r≥1

2
r
10 · 2

r
2‖∆ru‖

L5
xL

10
3
T

‖D1/2
x u‖L4

x,T
‖u‖L2

xL
∞
T

.T
1
40N5(u)N4(u)N3(u). (3.41)

Pelo Corolário 2.3.1, a Proposição 1.4.2, o fato de Sr−3 ser limitado em L1
xL
∞
T e pela

desigualdade de Hölder, temos

∑
j≥1

2
j
2‖∆jI2,3,2‖L∞T L2

x
.

n∑
k=1

∑
r≥1

2
r
2‖Sr−3(ūku)D

1
2
x∆r−2uk‖L1

xL
2
T

.
n∑
k=1

∑
r≥1

2
r
2‖Sr−3(ūku)‖L1

xL
∞
T
‖D

1
2
x∆r−2uk‖L∞x L2

T

.‖u‖2
L2
xL
∞
T

∑
r≥0

2
r
2 · 2

r
2‖∆ru‖L∞x L2

T

.N3(u)2N2(u). (3.42)
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Portanto, por (3.41) e (3.42), temos∑
j≥1

2
j
2‖∆jI2,3‖L∞T L2

x
. T

1
40N5(u)N4(u)N3(u) +N3(u)2N2(u). (3.43)

Finalmente, estimaremos
∑
j≥1

2
j
2‖∆jI2,4‖L∞T L2

x
. Para isso usaremos novamente a esti-

mativa de comutador do Lema (1.5.4). Primeiro escrevemos

Sr−2uk∆r−2∂x(uku) = −Sr−2ukD
1
2
x D̃

1
2
x∆r−2(ūku)

= [D1/2
x , Sr−2uk]D̃

1
2
x∆r−2(ūku)−D1/2

x (Sr−2ukD̃
1
2
x∆r−2(ūku)), (3.44)

e então,∑
j≥1

2
j
2‖∆jI2,4‖L∞T L2

x
.
∑
j≥1

2
j
2‖∆j

∫ t

0

U(t− s)
∑
r≥j

n∑
k=1

[D1/2
x , Sr−2uk]D̃

1
2
x∆r−2(ūku)ds‖L∞T L2

x

+
∑
j≥1

2
j
2‖∆j

∫ t

0

U(t− s)
∑
r≥j

n∑
k=1

D1/2
x (Sr−2ukD̃

1
2
x∆r−2(ūku))ds‖L∞T L2

x

:=
∑
j≥1

2
j
2‖∆jI2,4,1‖L∞T L2

x
+
∑
j≥1

2
j
2‖∆jI2,4,2‖L∞T L2

x
. (3.45)

Pelo Lema 2.3.4 com (α2, p2, q2) = (2
5
, 20, 20

9
), Lema 1.5.4 (com β = 0 e α = 1

2
) e a

desigualdade de Hölder,∑
j≥1

2
j
2‖∆jI2,4,1‖L∞T L2

x
.T

1
40

n∑
k=1

∑
j≥1

2
j
10

∑
r≥j

‖[D1/2
x , Sr−2uk]D̃

1
2
x∆r−2(ūku)‖

L
20
19
x L

20
11
T

.T
1
40

n∑
k=1

∑
r≥0

2
r
10‖D1/2

x Sr−2uk‖L4
x,T
‖D

1
2
x∆r−2(ūku)‖

L
10
7
x L

10
3
T

.T
1
40N4(u)

n∑
k=1

∑
r≥1

2
r
10‖D

1
2
x∆r(ūku)‖

L
10
7
x L

10
3
T

. (3.46)

Usando (3.12) e (3.13), a desigualdade de Hölder e as propriedades de Sr, temos
n∑
k=1

∑
r≥1

2
r
10‖D

1
2
x∆r(ūku)‖

L
10
7
x L

10
3
T

.
n∑
k=1

∑
r≥0

2
r
10

{
‖D

1
2
x∆r(S0ūkS0u)‖

L
10
7
x L

10
3
T

+ ‖D
1
2
x∆r(

∑
l≥r

∆l−2ūkSl−3u)‖
L

10
7
x L

10
3
T

+ ‖D
1
2
x∆r(

∑
l≥r

∆l−2uSl−2ūk)‖
L

10
7
x L

10
3
T

}

.
n∑
k=1

{
‖S0uk‖L2

xL
10
T
‖S0u‖L5

x,T
+
∑
r≥0

2
r
10 · 2

r
2

∑
l≥r

‖∆l−2ūkSl−3u)‖
L

10
7
x L

10
3
T

+
∑
r≥0

2
r
10 · 2

r
2

∑
l≥r

‖∆l−2uSl−2ūk)‖
L

10
7
x L

10
3
T

}
.T

3
10‖S0u‖L2

xL
∞
T
‖S0u‖L∞T L5

x
+
∑
l≥1

2
3l
5 ‖∆lu‖

L5
xL

10
3
T

‖Slu‖L2
xL
∞
T

.T
3
10N1(u)N3(u) +N3(u)N5(u),
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e assim, por (3.46) temos∑
j≥1

2
j
2‖∆jI2,4,1‖L∞T L2

x
. T

13
40N1(u)N3(u)N4(u) + T

1
40N3(u)N4(u)N5(u). (3.47)

Pela Proposição 1.4.2, o Corolário 2.3.1, o fato de Sr−2 ser limitado em L∞T L
2
x e pela

desigualdade de Hölder, temos∑
j≥1

2
j
2‖∆jI2,4,2‖L∞T L2

x
.

n∑
k=1

∑
j≥1

2
j
2

∑
r≥j

‖Sr−2ukD̃
1
2
x∆r−2(ūku)‖L1

xL
2
T

.
n∑
k=1

∑
r≥0

2
r
2‖Sr−2uk‖L2

xL
∞
T
‖D̃

1
2
x∆r−2(ūku)‖L2

x,T

.N3(u)
n∑
k=1

∑
r≥1

2r‖∆r(ūku)‖L2
x,T

. N2(u)N3(u)2. (3.48)

Logo, por (3.47) e (3.48) obtemos∑
j≥1

2
j
2‖∆jI2,4‖L∞T L2

x
. T

13
40N1(u)N3(u)N4(u) + T

1
40N3(u)N4(u)N5(u) +N2(u)N3(u)2.

(3.49)

Juntando as estimativas (3.34), (3.36), (3.37), (3.43) e (3.49), chegamos ao resultado.

Proposição 3.2.1. Seja 0 < T ≤ 1. Então

Nm (I) .TN1(u)3 + T
1
2N1(u)N2(u)N3(u) + T

13
40N1(u)N3(u)N4(u)

+ T
1
2N1(u)2N3(u) + T

1
40N3(u)N4(u)N5(u) +N3(u)2N2(u), (3.50)

para m = 1, 2, 3, 4, 5.

Demonstração. Pelos Lemas 3.2.2 e 3.2.3 vemos que a estimativa (3.50) vale para N1(I).

Consideremos agora o caso m = 2. Por imersão de Sobolev e pelas propriedades de S0

(mais precisamente, o item iii) da Proposição 1.4.1),

‖S0I‖L∞x L2
T
. T

1
2‖S0I‖L∞x,T . T

1
2‖J

1
2

+S0I‖L∞T L2
x
. T

1
2‖S0I‖L∞T L2

x
. (3.51)

Dáı por (3.24) e (3.34),

‖S0I‖L∞x L2
T
. T

1
2{‖S0I1‖L∞T L2

x
+ ‖S0I2‖L∞T L2

x
} . TN1(u)3 +T

1
2N1(u)N2(u)N3(u). (3.52)

Por (2.31) e (2.32),∑
j≥1

2j‖∆j(I1)‖L∞x L2
T
.
∑
j≥1

‖∆j(|u|2u)‖L1
xL

2
T

+
∑
j≥1

2j‖∆j(|u|2u)‖L1
xL

2
T
.
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Dáı, pelas estimativas (3.25), (3.26) e (3.39),∑
j≥1

2j‖∆j(I1)‖L∞x L2
T
. T

1
2N1(u)2N3(u) +N2(u)N3(u)2. (3.53)

Fazendo a mesma decomposição feita em (3.35), temos

∑
j≥1

2j‖∆jI2‖L∞x L2
T
.

4∑
m=1

∑
j≥1

2j‖∆jI2,m‖L∞x L2
T
. (3.54)

Pelos Lemas 1.5.2, 2.2.1 (item i) e pela estimativa (3.36), obtemos:∑
j≥1

2j‖∆jI2,1‖L∞x L2
T
. TN1(u)3. (3.55)

Usando (2.31), (2.32) e as mesmas informações empregadas na obtenção da estimativa

(3.37), chegamos que ∑
j≥1

2j‖∆j(I2,2)‖L∞x L2
T
. N3(u)2N2(u). (3.56)

Para estimar
∑
j≥1

2j‖∆j(I2,3)‖L∞x L2
T
, primeiro fazemos a mesma decomposição feita em

(3.39) para escrever∑
j≥1

2j‖∆jI2,3‖L∞x L2
T
.
∑
j≥1

2j‖∆jI2,3,1‖L∞x L2
T

+
∑
j≥1

2
j
2‖∆jI2,3,2‖L∞x L2

T
. (3.57)

Observemos que, como (1
2
,∞, 2) é 1-admisśıvel e (2

5
, 20, 20

9
) é 2-admisśıvel, segue do

Lemma 2.3.1 que

‖U(t)∆ju0‖L∞x L2
T
. 2−

j
2‖∆ju0‖L2 (3.58)

e

‖U(t)∆ju0‖
L20
x L

20
9
T

. 2−
2j
5 ‖∆ju0‖L2 , (3.59)

respectivamente. Dáı, pelo Lema 2.3.4 (estimativa (2.25)) com p1 = ∞, q1 = 2, p2 =

20, q2 = 20
9

,

∑
j≥1

2j‖∆jI2,3,1‖L∞x L2
T
. T

1
40

n∑
k=1

∑
j≥1

2
j
10

∑
r≥j

‖[D̃1/2
x , Sr−3(ūku)]D

1
2
x∆r−2uk‖

L
20
19
x L

20
11
T

.

que por (3.41) nos leva à estimativa∑
j≥1

2j‖∆jI2,3,1‖L∞x L2
T
. T

1
40N5(u)N4(u)N3(u). (3.60)
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Pela Proposição 1.4.2, os efeitos regularizantes (2.31) e (2.32), e a estimativa (3.42),

temos∑
j≥1

2j‖∆jI2,3,2‖L∞x L2
T
.

n∑
k=1

∑
r≥1

2
r
2‖Sr−3(ūku)D

1
2
x∆r−2uk‖L1

xL
2
T
. N3(u)2N2(u). (3.61)

Portanto, por (3.60) e (3.61), temos∑
j≥1

2j‖∆jI2,3‖L∞x L2
T
. T

1
40N5(u)N4(u)N3(u) +N3(u)2N2(u). (3.62)

Para estimar
∑
j≥1

2j‖∆j(I2,4)‖L∞x L2
T
, fazemos a mesma divisão que em (3.45) para es-

crever ∑
j≥1

2j‖∆jI2,4‖L∞x L2
T
.
∑
j≥1

2j‖∆jI2,4,1‖L∞x L2
T

+
∑
j≥1

2j‖∆jI2,4,2‖L∞x L2
T
. (3.63)

Pelo Lema 2.3.4 com (α1, p1, q1) = (1
2
,∞, 2) e (α2, p2, q2) = (2

5
, 20, 20

9
),

∑
j≥1

2j‖∆jI2,4,1‖L∞x L2
T
.T

1
40

n∑
k=1

∑
j≥1

2
j
10

∑
r≥j

‖[D1/2
x , Sr−2uk]D̃

1
2
x∆r−2(ūku)‖

L
20
19
x L

20
11
T

. (3.64)

Dáı, pelas estimativas (3.46) – (3.47),∑
j≥1

2j‖∆jI2,4,1‖L∞x L2
T
. T

13
40N1(u)N3(u)N4(u) + T

1
40N3(u)N4(u)N5(u). (3.65)

Pela Proposição 1.4.2, as estimativas (2.31) e (2.32), o fato de Sr−3 ser limitado em

L∞x L
2
T e pela desigualdade de Hölder, temos

∑
j≥1

2j‖∆jI2,4,2‖L∞x L2
T
.

n∑
k=1

∑
j≥1

2
j
2

∑
r≥j

‖Sr−2ukD̃
1
2
x∆r−2(ūku)‖L1

xL
2
T

(3.66)

Portanto, por (3.48)

∑
j≥1

2j‖∆jI2,4,2‖L∞x L2
T
. N3(u)

n∑
k=1

∑
r≥1

2r‖∆r(ūku)‖L2
x,T

. N2(u)N3(u)2. (3.67)

Logo, por (3.63) – (3.67) obtemos∑
j≥1

2j‖∆jI2,4‖L∞x L2
T
. T

13
40N1(u)N3(u)N4(u) + T

1
40N3(u)N4(u)N5(u) +N2(u)N3(u)2.

(3.68)

As estimativas (3.52) – (3.68) mostram que (3.50) é satisfeita por N2(I).

Para fazer as demais estimativas iremos usar sucessivas vezes o Lema 2.2.1 combinado

com o Lema 2.2.3, assim como o Lema 2.3.1 combinado com o Lema 2.3.4. Vejamos N3(I):
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As estimativas (3.18) e (3.28) nos fornecem as hipóteses para concluirmos do Lema

2.2.3 que

‖S0I‖L2
xL
∞
T
. T

1
4

(
‖S0(1 + i∂x)(|u|2u))‖

L
4
3
x,T

+
n∑
k=1

‖S0(uk∂x(ūku))‖
L

4
3
x,T

)
. T

1
4

(
‖|u|2u‖

L
4
3
x,T

+
n∑
k=1

‖S0(uk∂x(ūku))‖
L

4
3
x,T

)
, (3.69)

onde usamos o item iii) da Proposição 1.4.1 para obtermos o primeiro termo no lado

direito da última desigualdade acima. Dáı, por (3.30) – (3.33) inferimos de (3.69) que

‖S0I‖L2
xL
∞
T
. TN1(u)3 + T

1
2N1(u)N2(u)N3(u). (3.70)

Pelo Lema 2.3.3

‖U(t)∆ju0‖L2
xL
∞
T
. 2−j(−

1
2

)‖∆ju0‖L2 . (3.71)

As estimativas (3.71) e (3.58) permitem usar o Lema 2.3.4 para concluir que∑
j≥1

‖∆jI1‖L2
xL
∞
T
.
∑
j≥1

‖∆j(1 + i∂x)(|u|2u)‖L1
xL

2
T
,

e dáı, pela Porposição 1.4.2 e por (3.25) - (3.39),∑
j≥1

‖∆jI1‖L2
xL
∞
T
.
∑
j≥1

‖∆j(|u|2u)‖L1
xL

2
T

+
∑
j≥1

2j‖∆j(|u|2u)‖L1
xL

2
T
,

. T
1
2N1(u)2N3(u) +N2(u)N3(u)2. (3.72)

Para obter uma estimativa para
∑
j≥1

2
j
2‖∆jI2‖L2

xL
∞
T

vamos usar a mesma notação da

estimativa (3.35) e escrever:

∑
j≥1

‖∆jI2‖L2
xL
∞
T
.

4∑
m=1

∑
j≥1

‖∆jI2,m‖L2
xL
∞
T
. (3.73)

As estimativas (3.71) e (3.72) novamente nos dão permissão de usar o Lemma 2.3.4

para concluir que ∑
j≥1

‖∆jI2,1‖L2
xL
∞
T
.
∑
j≥1

‖∆j{S0ukS0∂x(ūku)}‖L1
xL

2
T
,

e dáı, aplicando o Lema 1.5.2 e depois a desigualdade de Hölder e o item iii) da Proposição
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1.4.1, obtemos:∑
j≥1

‖∆jI2,1‖L2
xL
∞
T
.

n∑
k=1

‖S0ukS0∂x(ūku)‖L1
xL

2
T

.
n∑
k=1

‖S0uk‖L2
xL
∞
T
‖S0∂x(ūku)‖L2

x,T

. N3(u)
n∑
k=1

‖ūku‖L2
x,T

. T
1
2N1(u)2N3(u). (3.74)

Pelas mesmas ferramentas usadas na obtenção de (3.74) e de (3.37),∑
j≥1

‖∆jI2,2‖L2
xL
∞
T
.

n∑
k=1

∑
j≥1

2j‖∆j(
∑
r≥j

∆r−2ukSr−3(ūku))‖L1
xL

2
T

.
n∑
k=1

∑
r≥1

2r‖∆r−2ukSr−3(ūku))‖L1
xL

2
T
. N3(u)2N2(u). (3.75)

Agora vamos estimar
∑

j≥1 ‖∆jI2,3‖L2
xL
∞
T

. Usando a mesma notação que em (3.39),

escrevemos ∑
j≥1

2
j
2‖∆jI2,3‖L2

xL
∞
T
.
∑
j≥1

‖∆jI2,3,1‖L2
xL
∞
T

+
∑
j≥1

2
j
2‖∆jI2,3,2‖L2

xL
∞
T
. (3.76)

Usando as estimativas (3.71) e (3.40), segue do Lema 2.3.4 e de (3.41) que∑
j≥1

2
j
2‖∆jI2,3,1‖L2

xL
∞
T
.T

1
40

n∑
k=1

∑
j≥1

2
j
10

∑
r≥j

‖[D̃1/2
x , Sr−3(ūku)]D

1
2
x∆r−2uk‖

L
20
19
x L

20
11
T

.T
1
40N5(u)N4(u)N3(u). (3.77)

Pelas estimativas 3.71 e (3.58), obtemos do Lema 2.3.4 e de (3.42) (ou (3.61)):∑
j≥1

2j‖∆jI2,3,2‖L2
xL
∞
T
.

n∑
k=1

∑
r≥1

2
r
2‖Sr−3(ūku)D

1
2
x∆r−2uk‖L1

xL
2
T
. N3(u)2N2(u). (3.78)

Finalmente, para estimar
∑
j≥1

2j‖∆j(I2,4)‖L2
xL
∞
T

, fazemos a mesma divisão que em

(3.45) e escrevemos∑
j≥1

‖∆jI2,4‖L2
xL
∞
T
.
∑
j≥1

‖∆jI2,4,1‖L2
xL
∞
T

+
∑
j≥1

‖∆jI2,4,2‖L2
xL
∞
T
. (3.79)

Com as estimativas (3.71) e (3.59) usadas como hipótese no Lema 2.3.4 e depois usando

(3.41), obtemos:∑
j≥1

2j‖∆jI2,4,1‖L2
xL
∞
T
. T

1
40

n∑
k=1

∑
j≥1

2
j
10

∑
r≥j

‖[D̃1/2
x , Sr−3(ūku)]D

1
2
x∆r−2uk‖

L
20
19
x L

20
11
T

. T
13
40N1(u)N3(u)N4(u) + T

1
40N3(u)N4(u)N5(u).
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Por (3.71) e (3.58), segue do Lema 2.3.4 que

∑
j≥1

2
j
2‖∆jI2,4,2‖L2

xL
∞
T
.

n∑
k=1

∑
j≥1

2
j
2

∑
r≥j

‖Sr−2ukD̃
1
2
x∆r−2(ūku)‖L1

xL
2
T
. (3.80)

Dáı, procedendo como na obtenção de (3.48), chegamos à desigualdade:∑
j≥1

‖∆jI2,4,2‖L2
xL
∞
T
. N2(u)N3(u)2. (3.81)

Das estimativas (3.72) – (3.81) vemos que N3(I) satisfaz (3.50).

Comecemos a verificar se N4(I) satisfaz (3.50). Por imersão de Sobolev e a pela

Proposição 1.4.1,

‖S0I‖L4
x,T

. T
1
4‖J

1
4S0I‖L∞T L2

x
. ‖S0I‖L∞T L2

x
(3.82)

e dáı, por (3.24) e (3.34)

‖S0I‖L4
x,T

. TN1(u)3 + T
1
2N1(u)N2(u)N3(u). (3.83)

As estimativas (3.22) e (3.16) nos possibilitam usar o Lema 2.3.4 para deduzir que∑
j≥1

2
j
2‖∆j(I1)‖L4

x,T
.
∑
j≥1

‖∆j(|u|2u)‖L1
xL

2
T

+
∑
j≥1

2j‖∆j(|u|2u)‖L1
xL

2
T
.

Então, pelas estimativas (3.25), (3.26) e (3.39),∑
j≥1

2
j
2‖∆j(I1)‖L4

x,T
. T

1
2N1(u)2N3(u) +N2(u)N3(u)2. (3.84)

No intuito de não ficar muito repetitivo, vamos omitir os demais cálculos para verificar

que N4(I) e N5(I) satisfazem (3.50), porque basta usar os lemas 2.3.1 e 2.3.4, e depois as

estimativas já feitas para N1(I).

3.3 Boa colocação em B
1
2 ,1
2 (R).

Nesta seção vamos fazer a demonstração do Teorema 3.1.1, isto é, a boa colocação

local para o sistema (2) (ou seja, a equação integral (3.1)) com dado inicial pequeno em

B
1
2
,1

2 (R). Para elaborar esta seção, nos apoiamos principalmente nas referências [33, 40].

Consideremos a aplicação

Φu0(u)(t) = U(t)u0 +

∫ t

0

U(t− s)
{
− i|u|2u + ∂x(|u|2u) +

n∑
k=1

uk∂x(uku)
}

(s)ds. (3.85)
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à qual vamos nos referir simpesmente por Φ(u).

Provaremos que existem a = a(‖u0‖
B

1
2 ,1

2

) > 0 e um T ∈ (0, 1], tal que, se

u ∈ XT (a) := {u ∈ XT : ‖u‖XT ≤ a } ,

então Φ(u) ∈ XT (a) e Φ : XT (a)→ XT (a) é uma contração.

Já sabemos do Lema 3.2.1 que existe um c > 0 tal que,

‖U(t)u0‖XT ≤ c‖u0‖
B

1
2 ,1

2

. (3.86)

Como ‖I‖XT =
5∑

m=1

Nm(I), segue da Proposição 3.50 que

‖I‖XT . TN1(u)3 + T
1
2N1(u)N2(u)N3(u) + T

13
40N1(u)N3(u)N4(u)

+ T
1
2N1(u)2N3(~u) + T

1
40N3(u)N4(u)N5(u) +N3(u)2N2(u),

e dáı, existe um c > 0 tal que

‖I‖XT ≤ c · (1 + p(T ))‖u‖3
XT
, (3.87)

onde p(t) = t + t
1
2 + t

13
40 + t

1
40 (notemos que p(0) = 0). Portanto, de (3.86) e (3.87)

deduzimos que

‖Φu0(u)‖XT ≤ c‖u0‖
B

1
2 ,1

2

+ c(1 + p(T ))‖u‖3
XT
. (3.88)

Como queremos ‖Φu0(u)‖XT ≤ a, vamos escolher a = a(‖u0‖
B

1
2 ,1

2

) > 0 tal que

c‖u0‖
B

1
2 ,1

2

<
a

2
e 2c‖u0‖

B
1
2 ,1

2

< a < 4c‖u0‖
B

1
2 ,1

2

.

Assim,

c · p(T )‖u‖3
XT
≤ cp(T )a2a ≤ cp(T )(4c‖u0‖

B
1
2 ,1

2

)2a.

Escolhendo então um T > 0 tal que

4cp(T )(4c‖u0‖
B

1
2 ,1

2

)2 ≤ 1

2
, (3.89)

tem-se que

c‖u0‖
B

1
2 ,1

2

+ c(1 + p(T ))‖u‖3
XT
≤ a.

Escolha δ > 0 tal que (4c)3‖u0‖XT < (4c)3δ2, assim,

(4c)3δ2 =
1

4
⇒ δ2 =

1

44c3
⇒ δ =

1

42c
3
2

⇒ δ =
1

2(4c)
3
2
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Portanto, escolhendo a e T como acima, segue que

Φu0(u) ∈ XT (a), ∀u ∈ XT (a),

ou seja

Φu0 : XT (a)→ XT (a).

Para mostrarmos que Φu0 é uma contração, sejam u, w ∈ XT (a). Então

‖Φu0(u)− Φu0(w)‖XT = ‖I(u)− I(w)‖XT

≤ ‖I1(u)− I1(w)‖XT + ‖I2(u)− I2(w)‖XT . (3.90)

Pelas estimativas para I1,

‖I1(u)− I1(w)‖XT = ‖
∫ t

0

U(t− t′)(1 + i∂x)(|u|2u− |w|2w)dt′‖XT

≤ ‖
∫ t

0

U(t− t′)(1 + i∂x){|u|2(u−w)}dt′‖XT

+ ‖
∫ t

0

U(t− t′)(1 + i∂x){(u−w)uw}dt′‖XT

+ ‖
∫ t

0

U(t− t′)(1 + i∂x){(u−w)w2}dt′‖XT

. (T + T
1
2 )‖u−w‖XT (‖u‖2

XT
+ ‖u‖XT ‖w‖XT + ‖w‖2

XT
)

. (1 + T + T
1
2 )‖u−w‖XT (‖u‖XT + ‖w‖XT )2. (3.91)

Pelas estimativas para I2,

‖I2(u)− I2(w)‖XT . ‖
∫ t

0

U(t− s)(uk∂x(uku)− wk∂x(wkw))ds‖XT

. ‖
∫ t

0

U(t− s)(uk − wk)∂x(uku)ds‖XT

+ ‖
∫ t

0

U(t− s)uk∂x((uk − wk) · u)ds‖XT

+ ‖
∫ t

0

U(t− s)uk∂x(wk(u−w))uwds‖XT

. (T+T
5
6 +T

2
3 +T

1
2 +T

13
40 +T

1
40 +1)‖u−w‖XT (‖u‖XT+‖w‖XT )2. (3.92)

Portanto, por (3.90) – (3.92),

‖Φu0(u)− Φu0(w)‖XT . (T+T
5
6 +T

2
3 +T

1
2 +T

13
40 +T

1
40 +1)‖u−w‖XT (‖u‖XT+‖w‖XT )2

≤ 4c(T+T
5
6 +T

2
3 +T

1
2 +T

13
40 +T

1
40 +1)a2‖u−w‖XT

≤ 4c(T+T
5
6 +T

2
3 +T

1
2 +T

13
40 +T

1
40 +1)(4c)2‖u0‖2

B
1
2 ,1

2

‖u−w‖XT .
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Agora, escolhendo T em (3.89) segue que Φu0(·) é uma contração em XT (a).

Usando um argumento padrão, vamos estabelecer a unicidade do resultado em uma

classe maior do que XT (a). Seja ũ uma solução de (3.85) no intervalo de tempo [0, T1]

com T1 < T. Além disso, assumamos que ũ ∈ XT1(a1) para algum a1 > a, com u ∈

C([0, T1];B
1
2
,1

2 (R)).Desta maneira, ũ satisfaz a equação integral (3.85). Sendo ũ : [0, T1]→

B
1
2
,1

2 (R) cont́ınua, temos que existe T2 ∈ (0, T1) tal que

‖ũ‖
B

1
2 ,1

2

≤ a.

De maneira similar, conseguimos mostrar que existe um T3 ∈ (0, T2) de modo que para

as demais seminormas que compõem a norma XT (a), a solução, ũ pertence à bola XT3(a),

e consequentemente, u(x, t) ≡ ũ(x, t), para (x, t) ∈ R× [0, T4]. Reaplicando este processo

à equação (3.85) com dado inicial u(x, T3) conseguimos estender a unicidade ao intervalo

[0, T ] com um número finito de iterações.

Para demonstrar que existe uma vizinhança da origem na qual a aplicação dado inicial-

solução é suave, basta seguir os passos da demonstração do Corolário 3.2 da referência M.

Cardoso [4], usando as ferramentas lá citadas e as estimativas não lineares que fizemos na

seção anterior.

3.4 Boa colocação local em Hs(R), s > 1
2.

Vamos nesta seção demonstrar o Teorema 3.1.2. Na preparação desta parte, tivemos

como base Molinet/Ribaud [33] e (principalmente) Pilod [40].

Lema 3.4.1. Seja s > 1
2
. Então Hs(R) está continuamente imerso em B

1
2
,1

2 (R).
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Demonstração. Seja f ∈ Hs(R). Então pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,

‖f‖
B

1
2 ,1

2

= ‖S0f‖L2 +
∑
j≥1

2
j
2‖ 4j f‖L2

= ‖S0f‖L2 +
∑
j≥1

2js‖ 4j f‖L22j(
1
2
−s)

≤ ‖S0f‖L2 +

(∑
j≥1

(
2js‖ 4j f‖L2

)2
) 1

2
(∑

j≥1

(
2j(

1
2
−s))2

) 1
2

≤ ‖S0f‖L2 +

(∑
j≥1

4js‖ 4j f‖2
L2

) 1
2
(∑

j≥1

4j(
1
2
−s)
) 1

2

≤ ‖S0f‖L2 +

(∑
j≥1

4js‖ 4j f‖2
L2

) 1
2

= ‖f‖Bs,22
v ‖f‖Hs ,

de modo que ‖f‖
B

1
2 ,1

2

≤ c‖f‖Hs . E isso prova o lema.

Agora, seja s > 1
2
. Assim como na demonstração do Teorema 3.1.1, queremos aplicar o

Teorema do ponto fixo para contrações para resolver a equação integral (3.85) num espaço

de funções adequado. Com esse intuito, definamos a seguinte seminorma:

‖u‖XT,s = N1,s(u) +N2,s(u),

onde

N1,s(u) = ‖S0u‖L∞T L2
x

+

(∑
j≥1

4js‖ 4j u‖2
L∞T L2

x

) 1
2

,

N2,s(u) = ‖S0u‖L∞x L2
T

+

(∑
j≥1

4j(s+
1
2

)‖ 4j u‖2
L∞x L2

T

) 1
2

.

Dado u0 ∈ Hs(R), pelo Lema anterior faz sentido definirmos

λs :=
‖u0‖

B
1
2 ,1

2

‖u0‖Hs

, com ‖u0‖Hs 6= 0.

Do Lema 3.4.1 tem-se que λs ≤ c, onde c independe de s.

Consideremos o seguinte espaço de Banach:

YT,s =
{
u ∈ C([−T.T ];Hs(R)) : ‖u‖YT,s := ‖u‖XT + λs‖u‖Xs,T <∞

}
.

Como ‖u‖XT já foi estimado, basta realizarmos estimativas para ‖u‖Xs,T .
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Pelo fato de o operador U(t) ser limitado em L2
x, das desigualdades (3.15) e (3.16)

junto com a definição de λs, deduzimos que

‖U(t)u0‖Xs,T = ‖S0U(t)u0‖L∞T L2
x

+

(∑
j≥1

4js‖ 4j U(t)u0‖2
L∞T L2

x

) 1
2

+ ‖S0U(t)u0‖L∞x L2
T

+

(∑
j≥1

4j(s+
1
2

)‖ 4j U(t)u0‖2
L∞x L2

T

) 1
2

. ‖S0u0‖L2 +

(∑
j≥1

4js‖ 4j u0‖2
L2
x

) 1
2 ∼= ‖u0‖Hs . (3.93)

Juntando as informações do Lema 3.2.1, (3.93) e a definição de λs segue que,

‖U(t)u0‖YT,s = ‖U(t)u0‖XT +λs‖U(t)u0‖Xs,T . ‖u0‖
B

1
2 ,1

2

+λs‖u0‖Hs . ‖u0‖
B

1
2 ,1

2

. (3.94)

Vamos agora estimar a parte não linear de (3.85) na norma Xs,T . Das estimativas (3.24)

e (3.34) obtemos:

‖S0I‖L∞T L2
x
. TN1(u)3 + T

1
2N1(u)N2(u)N3(u) . (T + T

1
2 )‖u‖3

XT
. (3.95)

Já da estimativa (3.52) também chegamos que

‖S0I‖L∞x L2
T
. TN1(u)3 + T

1
2N1(u)N2(u)N3(u) . (T + T

1
2 )‖u‖3

XT
. (3.96)

Pelo Corolário 2.3.1 e o Lema 2.3.5,(∑
j≥1

4js‖4j I1‖2
L∞T L2

x

) 1
2

+

(∑
j≥1

4j(s+
1
2

)‖ 4j I1‖2
L∞x L2

T

) 1
2

.

(∑
j≥1

4j(s−
1
2

)‖4j (|u|2u)‖2
L1
xL

2
T

) 1
2

+

(∑
j≥1

4j(s+
1
2

)‖4j (|u|2u)‖2
L1
xL

2
T

) 1
2

.

( ∑
j≥1

4j(s+
1
2

)‖ 4j (|u|2u)‖2
L1
xL

2
T

) 1
2

. (3.97)
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Fazendo uso de (3.7), (3.8), do Lemas 1.5.2 e da desigualdade de Hölder, temos:(∑
j≥1

4j(s+
1
2

)‖4j (|u|2u)‖2
L1
xL

2
T

) 1
2

. ‖S0(|u|2)S0u‖L1
xL

2
T
+

+

(∑
r≥1

4r(s+
1
2

)‖4r uSr(|u|2)‖2
L1
xL

2
T

) 1
2

+

(∑
r≥1

4r(s+
1
2

)‖4r (|u|2)Sru‖2
L1
xL

2
T

) 1
2

. T
1
2N1(u)2N3(u) +N3(u)2

(∑
r≥1

4r(s+
1
2

)‖4r u‖2
L∞x L2

T

) 1
2

+N3(u)

(∑
r≥1

4r(s+
1
2

)‖4r (|u|2)‖2
L2
x,T

) 1
2

. T
1
2N1(u)2N3(u) +N3(u)2N2,s(u) +N3(u)

(∑
r≥1

4r(s+
1
2

)‖4r (|u|2)‖2
L2
x,T

) 1
2

.

Usando os mesmos recursos que na estimativa (3.27), obtemos:(∑
r≥1

4r(s+
1
2

)‖4r (|u|2)‖2
L2
x,T

) 1
2

.

(∑
r≥1

4r(s+
1
2

)‖4r (|S0u|2)‖2
L2
x,T

) 1
2

+

(∑
r≥1

4r(s+
1
2

)‖4r uSru‖2
L2
x,T

) 1
2

. ‖|S0u|2‖L2
x,T

+

(∑
r≥1

4r(s+
1
2

)‖Sru‖2
L2
xL
∞
T
‖4r u‖2

L∞x L2
T

) 1
2

. T
1
2N1(u)2 +N3(u)

(∑
r≥1

4r(s+
1
2

)‖ 4r u‖2
L∞x L2

T

) 1
2

. T
1
2N1(u)2 +N3(u)N2,s(u)

e consequentemente,(∑
j≥1

4j(s+
1
2

)‖4j (|u|2u)‖2
L1
xL

2
T

) 1
2

. T
1
2N1(u)2N3(u) +N3(u)2N2,s(u). (3.98)

De (3.97) e (3.98) segue que(∑
j≥1

4js‖∆jI1‖2
L∞T L2

x

) 1
2

+

(∑
j≥1

4j(s+
1
2

)‖∆jI1‖2
L∞x L2

T

) 1
2

. T
1
2N1(u)2N3(u)+N2,s(u)N3(u)2. (3.99)

Novamente pelo Corolário 2.3.1 e pelo Lema 2.3.5,(∑
j≥1

4js‖4j I2‖2
L∞T L2

x

) 1
2

+

(∑
j≥1

4j(s+
1
2

)‖4j I2‖2
L∞x L2

T

) 1
2

.

(∑
j≥1

4j(s−
1
2

)‖4j

( n∑
k=1

uk∂x(uku)
)
‖2
L1
xL

2
T

) 1
2

. (3.100)
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Usando a decomposição (3.11), o Lema 1.5.2 e a desigualdade de Hölder, vemos que(∑
j≥1

4j(s−
1
2

)‖4j

n∑
k=1

uk∂x(uku)
)
‖2
L1
xL

2
T

) 1
2

.
n∑
k=1

{
‖S0ukS0∂x(uku)‖L1

xL
2
T

+

(∑
j≥1

4j(s−
1
2

)‖ 4j

(∑
r≥j

4r−2ukSr−3∂x(uku)
)
‖2
L1
xL

2
T

) 1
2

}

+
n∑
k=1

(∑
j≥1

4j(s−
1
2

)‖ 4j (
∑
r≥j

4r−2∂x(uku)Sr−2uk)‖2
L1
xL

2
T

) 1
2

.
n∑
k=1

{
‖S0uk‖L2

xL
∞
T
‖S0∂x(uku)‖L2

x,T
+

(∑
r≥1

4r(s+
1
2

)‖ 4r−2 ukSr−3(uku)‖2
L1
xL

2
T

) 1
2

+

(∑
r≥1

4r(s−
1
2

)‖ 4r−2 ∂xukSr−3(uku)‖2
L1
xL

2
T

) 1
2

+

(∑
j≥1

4j(s−
1
2

)‖ 4j

(∑
r≥j

4r−2(∂xuku)Sr−2uk
)
‖2
L1
xL

2
T

) 1
2
}

. T
1
2N1(u)2N3(u) +

n∑
k=1

{(∑
r≥1

4r(s+
1
2

)‖ 4r uk‖2
L∞x L2

T
‖Sr(uku)

)
‖2
L1
xL
∞
T

) 1
2

+

(∑
r≥1

4r(s−
1
2

)‖ 4r ∂xuk‖2
L∞x L2

T
‖Sr(uku)‖2

L1
xL
∞
T

) 1
2

+

(∑
r≥1

4r(s−
1
2

)‖ 4r ∂x(uku)‖2
L2
x,T
‖Sruk‖2

L2
xL
∞
T

) 1
2
}

. T
1
2N1(u)2N3(u) +N3(u)2N2,s(u) +N3(u)

n∑
k=1

(∑
r≥1

4r(s+
1
2

)‖ 4r (uku)‖2
L2
x,T

) 1
2

.

Por (3.12), (3.13) e pela desigualdade de Hölder,

n∑
k=1

(∑
r≥1

4r(s+
1
2

)‖ 4r (uku)‖2
L2
x,T

) 1
2

. T
1
2N1(u)2 +N3(u)N2,s(u)

e assim deduzimos que,(∑
j≥1

4j(s−
1
2

)‖ 4j

n∑
k=1

uk∂x(uku)
)
‖2
L1
xL

2
T

) 1
2

. T
1
2N1(u)2N3(u) +N3(u)2N2,s(u). (3.101)

Portanto, de (3.100) e (3.101) segue que(∑
j≥1

4js‖4j I2‖2
L∞T L2

x

) 1
2

+

(∑
j≥1

4j(s+
1
2

)‖4j I2‖2
L∞x L2

T

) 1
2

. T
1
2N1(u)2N3(u) +N3(u)2N2,s(u).

(3.102)
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Logo, por (3.93), (3.95), (3.96), (3.99) e (3.102) obtemos:

‖Φu0(u)‖Xs,T ≤ ‖U(t)u0‖Xs,T + ‖I‖Xs,T . ‖u0‖Hs + (T + T
1
2 )‖u‖3

XT
+N3(u)2N2,s(u)

e dáı,

λs‖u‖Xs,T . ‖u0‖
B

1
2 ,1

2

+ λs(T + T
1
2 )‖u‖3

XT
+ λsN3(u)2N2,s(u)

. ‖u0‖
B

1
2 ,1

2

+ (T + T
1
2 )‖u‖3

XT
+N3(u)2N2,s(u),

pois λs ≤ c. Assim, pela definição do espaço Ys,T juntamente com as estimativas (3.86) e

(3.87) temos que,

‖Φu0(u)‖Ys,T ≤ c‖u0‖
B

1
2 ,1

2

+ c(1 + p(T ))‖u‖3
Ys,T

. (3.103)

Para concluir a damostração do Teorema 3.1.2 basta agora seguir exatamente o mesmo

roteiro da demonstração do Teorema 3.1.1 usando (3.103) no lugar de (3.3).

Para demonstrar que existe uma vizinhança da origem na qual a aplicação dado inicial-

solução é suave, sugerimos seguir os passos da demonstração do Corolário 3.2 da referência

M. Cardoso [4], usando as ferramentas lá citadas e as estimativas não lineares que fizemos

nesta seção e na Seção 3.2.
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Apêndice

Neste caṕıtulo realizamos a demonstração de que o sistema em (1) possui quantidades

conservadas ao longo do fluxo similares às da equação DNLS, a saber, os funcionais (5) e

(6) exibidos na introdução. Nossa demonstração é feita com base na que fez Hayashi [15]

para a equação DNLS (4).

Começamos com uma mudança de variável gauge para o sistema em (1) que será

essencial para a demonstração de que esses funcionais são de fato leis de conservação para

o referido sistema.

Teorema 4.0.1. O sistema em (2) é gauge equivalente ao sistema

∂tv − i∂2
xv = iµ|v|2v + 2(γ + a)|v|2∂xv + (γ + 2a)v · v∂xv +

(
iaγ

2
+ 2ia

)
|v|4v. (4.1)

com

v(x, t) = eiaρu(x, t), onde ρ(x, t) =
γ

2

∫ x

−∞
|u(y, t)|2dy e a ∈ R. (4.2)

Demonstração. Aplicando em v o operador (∂t − i∂2
x), vemos que

∂tv − i∂2
xv = eiρ

(
∂tu− i∂2

xu
)

+ iaeiρu
(
∂tρ− i∂2

xρ+ a(∂xρ)2
)

+ 2a∂xρe
iρ∂xu.

Como

∂tρ = i∂xuu− iu∂xu +
3γ

2
|u|4, |u|2 = |v|2, e eiaρ∂xu = ∂xv − ia|v|2v,

63
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segue que,

∂tv − i∂2
xv = iµ|v|2v + γv∂x(|v|2) + γ|v|2∂xv − iaγ|v|4v − a|v|2∂xv + ia2|v|4v

+
3iaγ

2
|v|4v + av∂x(|v|2) + 2ia|v|4v + 2a|v|2∂xv − 2ia2|v|4v

+ av∂x(|v|2)− a|v|2∂xv + ia2|v|4v

= iµ|v|2v + (γ + 2a)v∂x(|v|2) + γ|v|2∂xv +

(
iaγ

2
+ 2ia

)
|v|4v,

que nos leva ao sistema desejado.

Corolário 4.0.1. O sistema em (2) é gauge equivalente ao sistema

∂tv − i∂2
xv = iµ|v|2v − γv · v∂xv − i

(
γ2

2
+ 2γ

)
|v|4v. (4.3)

Demonstração. Basta substituir no sitema (4.1) a por −γ, isto é, tomar a = −γ.

Teorema 4.0.2. O sistema em (1) (ou seja, em (2)) com λ = 0 tem as seguintes leis de

conservação ao longo do fluxo:

Q(u) = ‖u‖2
L2 (4.4)

e

E(u) = ‖∂xu‖2
L2 + 2γ2‖u‖6

L6 + 3γIm (∂xu, |u|2u)L2 . (4.5)

Demonstração. Para provar (4.4), basta ”multiplicar”(produto escalar) ambos os lados

de (2) por u, integrar em relação a x e tomar a parte real, para obter
d

dt
Q(u) = 0; e isso

significa que Q(u) é constante, e portanto, é conservada ao longo fluxo.

Para provar (4.5), seguimos os cálculos feitos por Hayashi em [15] para a equação

DNLS (4). Tomando a = −γ/2 em (4.2) e (4.1), vemos que o sistema em (2) é gauge

equivalente ao sistema

∂tv − i∂2
xv = iµ|v|2v + γ|v|2∂xv − i

(γ2

2
+ γ
)
|v|4v. (4.6)

Multiplicando (4.6) por i∂tv, tomando a parte real e integrando em relação a x, obte-

mos:

d

dt

∫
R

{
|∂xv|2 − |v|4 +

1

3
(
γ2

2
+ γ)|v|6 + i

γ

4
|v|2(v · ∂xv − v · ∂xv)

}
dx = 0. (4.7)

Já que

‖∂xv‖2
L2
x

= ‖∂xu‖2
L2
x

+
γ2

4
‖u‖6

L6
x

+ i
γ

2

∫
R
|u|2(ū · ∂xu− u · ∂xū)dx
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e

i
γ

4

∫
R
|v|2(v̄ · ∂xv − v · ∂xv̄)dx =

γ2

4
‖u‖6

L6
x
− γ

2

∫ +∞

−∞
|u|2Im (∂xuū)dx,

segue de (4.7) que

d

dt

{
‖∂xu‖2

L2
x

+
γ

3
(2γ + 1)‖u‖6

L6
x
− µ

2
‖u‖4

L4
x

+
3γ

2
Im (∂xu, |u|2u)L2

x

}
dx = 0, (4.8)

e (4.5) segue de (4.8).
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ger equations, J. Phys. soc. Japan 64, 1995, 408–413.

[20] M. Hisakado, T. Izuka and M. Wadati, Coupled hybrid nonlinear Schrödinger equa-

tions and optical solitons, J. Phys. soc. Japan 63, 1994, 2887–2894.

[21] Y. S. Kivshar and G. P. Agrawal, Optical Solitons form Fibers to Photonic Crystals,

Academic Press, New York, 2003.

[22] C. E. Kenig, G. Ponce and L. Vega, Oscillatory integrals and regularity of dispersive

equations, Indiana University Math. J., Vol. 40, (1991), 33-69.



Bibliografia 68

[23] C. E. Kenig, G. Ponce, and L. Vega, Small solutions to nonlinear Schrödinger equa-
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