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“A licao € a sequinte: mnunca desista,
nunca, nunca, nunca. Em nada. Grande
ou pequeno, importante ou nao. Nunca
desista. Nunca se renda a forca, nunca se
renda ao poder aparentemente esmagador
do inimigo.”

Winston Churchill



Resumo

Nessa dissertacao provaremos a existéncia e unicidade de solucao global para um sistema
nao linear do tipo termoelastico com condicoes de actistica sobre a fronteira. Demonstra-
remos a existéncia aplicando o método de Faedo-Galerkin-Lions e a unicidade via Método
da Energia. Além disso, provaremos que, sob certas hipdteses, a energia total: E(t) =

1 112 2 2\ +2 2 3/ (412 3 2

3 {00+ 008 + (25 ) It o) + alo) [luCol + 8 (0, + edato) ] |
associada ao problema decai assintoticamente quando t — oo.

Palavras-Chave: Existéncia e Unicidade de Solucao Global; Sistema Nao Linear do

Tipo Termoelastico; Condi¢oes de Acustica na Fronteira; Comportamento Assintético.

v



Abstract

In this dissertation we will prove the existence and uniqueness of the global solution for the
nonlinear coupled system of the thermoelastic type with acoustic boundary conditions. We
will prove the existence by Faedo-Galerkin-Lions method and the uniqueness via energy
method. In addition, we’ll see that under certain hypotheses the total energy: E(t) =

1 112 2 2\ +2 2 3/ (412 3 2

3 {00+ 008 + (25 ) It o) + alo) [luCol + 8 (0, + edato) ] |
associated with the problem decays asymptotically when t — oco.

Keyworks: Existence and Uniqueness of the Global Solution; Nonlinear system; Acoustic

Boundary Conditions; Asymptotic behavior.
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Notacoes Importantes

A seguir, listamos as notacoes que foram relevantes ao nosso trabalho.

> Operador Gradiente: V = <i, ce i)
0x, 0Xn

> Operador Laplaciano: A = i aa—;

> Q=0 x(0,T), sendo T um nimero real positivo.

> Espago Ha(Q): Ha(Q) = {f;f € H(Q) e Afe [*(Q)}.

> Norma de Ha(Q): [If[[}, (o) = [fI* +|AfP.

> V={f;fecH(Q) e vyo(f) = f]ro =0}

> Norma de X NY: [[f]|xny = ||f]|x + |/f]|v, onde X e Y s@o espagos normados.

> Os simbolos (.,.), ((-,.)), (-, Iry, I, Ill; |-I, denotam os produtos internos e respectivas
normas dos espacos L2(Q), HL(Q) e L2(T).

> O produto interno e a norma de H}(Q) também serao representados por ((.,.)) e ||.|],
respectivamente.

> A norma de V, que é equivalente a de H!(Q) e que ¢ a mesma norma do H}(Q), isto ¢,

n 3\ 2 3
o (£ (2 a) v

i=1

também serd representada por ||.||. O contexto deixard claro ao leitor sobre qual das
normas, se de H'(Q) ou H}(Q) ou V, estaremos usando.
> Quando o contexto deixar claro, denotaremos o valor absoluto por |.|, caso contréario,

usaremos |.|g.



Introducao

Seja 3 C R™ um subconjunto limitado, aberto e conexo do R™, situado localmente num
dos lados de sua fronteira I', a qual supomos ser uma variedade compacta sem bordo, de
classe C% e (n — 1)-dimensional. Suponhamos ainda que T seja formada por duas partes
disjuntas Tp e I} (T=TyoUT;, e ToNT; =0), ambas conexas e de medida positiva. Nesse
trabalho, faremos uma analise do sistema nao-linear acoplado do tipo termoelastico e com

condicoes de actstica sobre a fronteira

u —xAu+Au/fu+(a-V)0=0 em Q x (0,00),
0’ —B (J de) AO+ (a-V)u' =0 em Q x (0,00),
: u =20 sobre Ty x (0, 00),

w + 110" 4+ 38" + 136 =0 sobre T x (0, 00), (1)
— — 8" +1nu') =0 sobre I x (0, 00),

ov
0 =0 sobre T x (0,00),

onde x:[0,00) —m R, B:R—RnN:MxR—Ref;: I} — R, parai=1,2,3,
sao funcoes dadas, A e p sdo constantes positivas, a = (ai,..., a,) é um vetor fixado do
R™, (a- V) é o operador > i, aiaixy A=3T, aa—xig é o operador laplaciano, v denota
o vetor normal unitario exterior sobre I e, por fim, ' denota a derivada em relagao a t
no sentido das distribui¢oes. Suponhamos ainda que o sistema (1) esteja submetido as

condigoes iniciais e de fronteira

u(x,0) =up(x),u'(x,0) =u;(x) para x € Q,

B(x,0) = 0g(x) para x € Q, (2)
auo

5(x,0) = 8o(x),d'(x,0) = W(X) +n(x,ui(x)) para x €T,

onde ug,uy,00: Q — R e §p: T — R sao fungoes dadas.
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As condicoes acusticas sobre a fronteira foram tratadas por Morse-Ingard (1968) e
o problema correspondente, dependente do tempo, foi formulado pela primeira vez por
Beale-Rosencrans (1974). Esse trabalho pioneiro foi seguido pelo artigo de Beale (1976),
onde vemos um andlise detalhada das condigoes actsticas sobre a fronteira para a equagao
linear da onda em dominios limitados. O primeiro trabalho envolvendo equagodes nao
lineares foi realizado por C.L Frota e J.A. Goldstein num artigo publicado em 2000, vide
[8], onde eles trataram da Equacao de Carrier. Essa dissertacao baseia-se no trabalho de
C.L Frota, H.R. Clark e P. Braz e Silva, vide [2], sendo esse artigo, até onde sabemos, o
primeiro a englobar, num mesmo problema, condi¢oes de Dirichlet, Feedback e condigoes
acusticas sobre a fronteira para um sistema acoplado do tipo termoelastico.

Esse trabalho esta esquematizado do seguinte modo:

No capitulo 1, enunciamos resultados de Analise Funcional, Distribuicao de Schwarz,
Espagos de Sobolev, entre outros, com o objetivo de fornecer a base matemética necessaria
ao completo entendimento da sequéncia do texto.

No capitulo 2, empregamos os métodos de Faedo-Galerkin-Lions e da Energia para
demonstrar, respectivamente, a existéncia e unicidade de solucao global para o problema
(1)-(2).

No capitulo 3 apresentamos um estudo do comportamento assintético do energia total
associada ao sistema (1) e vemos que, para demonstrar o seu decaimento ao longo do

tempo, é necessario supor que os subconjuntos Iy e I} tém uma geometria especial.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Topicos de Analise Funcional

1.1.1 Convergeéncia Fraca e Convergéncia Fraca Estrela

Definicao 1.1. Seja E um espaco vetorial normado. O dual topologico de E, ou sim-
plesmente dual de E, o qual representamos por ', € o conjunto de todos os funcionais

lineares continuos f: E — R.

Definigao 1.2 (Convergéncia Fraca). Sejam E um espaco de Banach e (xx)xen uma
sequéncia de E. Entao, xi converge fraco para x em E | notagcao xx — x se, e somente

se, (f,xx) — (f,x), para todo f € E’.

Definigao 1.3 (Convergéncia Fraca Estrela). Sejam E um espag¢o de Banach e (fy)xen
uma sequéncia de E'. Entdo, fi converge fraco estrela para f em E', notagdo fr, — f se,

e somente se, (fi,x) — (f,x), para todo x € E.
Observacao 1.1. Lembremos que as topologias fraca e fraca estrela, num espago normado

E, sdo representadas por o(E,E’) e o(E’, E), respectivamente.

1.1.2 Espacos Separaveis e Reflexivos

Seja E um espaco normado. Em E podemos definir a aplicacao
J:E—E" {J(x),f) = (f,x) paratodos x€E e fek’

a qual é chamada de mergulho candnico de E em E”.

4
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Definigao 1.4 (Espagco Reflexivo). Um espaco normado E € dito reflexivo quando o mer-

gulho candnico for sobrejetivo, isto é, J(E) =E”.

Definicao 1.5. Um espaco normado E que tem um subconjunto enumerdvel e denso em

E € dito separdvel.
Teorema 1.1 (Banach-Alaoglu-Bourbaki). Para todo espa¢o normado E, a bola
B ={fe B [If <1}
¢ compacta na topologia fraca estrela.
Demonstragao. Vide [3], pag. 66. ]

Lembremos que um espago topoldgico X é metrizavel quando existir um métrica em

X que define a topologia de X. Agora, podemos enunciar o seguinte

Teorema 1.2. Seja E um espaco de Banach. Entao, E € separdvel se, e somente se, a

bola unitdria (B¢, o(E’, E)) for metrizdvel.
Demonstragao. Vide [3], pdg.74. O

Corolario 1.1. Sejam E um espaco de Banach separdvel e (fy)wen uma sequéncia limitada
do seu espago dual E'. Entao existe uma subsequéncia (fy,)jen de (fi)xen que converge

fraco estrela.
Demonstracao. Vide [3], pag.76. O]

Teorema 1.3. Em um espaco de Banach reflexivo, toda sequéncia limitada possui sub-

sequéncia fracamente convergente.

Demonstracao. Vide [3], pag. 69. O]

1.2 Teoria das Distribuicoes Escalares

1.2.1 Notacoes

Chamamos de multi-indice a qualquer n-upla & = (4, ..., &n), onde «; € N, para cada
i=1,...,n. Escrevemos « € N*". A ordem de um multi-indice «, denotada por |x| é o

inteiro positivo

ol = ot + ... + tn
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O operador derivada parcial, de ordem &, o« € N™, denotado por D%, é definido por

olxly

D*u= ——.
v 0X;...0Xn

1.2.2 O espago C(Q)

Sejam () C R™ um subconjunto aberto do R™ e ¢ : QO — R uma funcao real continua.
O suporte de ¢, denotado por suppd, é o fecho do conjunto dos pontos x € Q, tal que,

d(x) # 0. Representamos por

suppd =[x € Q; p(x) £ 0} .

Definigao 1.6. Denotamos por C3°(Q) a classe de todas as fungoes reais em Q, infini-

tamente diferencidveis e cujo suporte € compacto, isto €,
¢ e Cr(Q)= b e C®(Q) e suppd € compacto.

Definigao 1.7. Sejam Q C R™ aberto e (dx)ken uma sequéncia contida em CZ°(Q).

Dizemos que (dy)xen converge para ¢ em CP(Q) quando:

1. ¢ € CP(Q) e existe um compacto K C Q tal que suppd C K e suppdr C K, para
todo k € N;

2. D% — D*P, uniformemente, para todo multi-indice o« € N™.

O espago C°(Q), munido com a nogao de convergeéncia acima é denotado por D(Q).

1.2.3 A Derivada Distribucional

Definigao 1.8. Seja Q C R™ um aberto. Uma aplicagio T : D(Q) — R € uma distri-

buicao, quando for linear e continua, ou seja,
1. Tl + ) = «T(P) + BT(d), para todos P, d € D(Q).
2. Se o1 — & em D(Q) entao T(pyx) — T(d) em R.

O valor da distribuicao T em ¢ € D(Q) serd representado por (T, d).
O espaco das distribuicoes em D(Q) também pode ser munido com uma nocao de con-

vergéncia, a qual, é dada a seguir através da seguinte definicao.
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Definigao 1.9. Considere o espaco das distribuicoes em D(Q). Dizemos que a sequéncia
(T)ken converge para T, nesse espago, quando a sucessio ((Ty, d))xen converge para

(T, ), para todo ¢ € D(Q).

O espaco das distribui¢oes em D(Q), munido com a nocao de convergéncia acima, é
denotado por D’(Q).

Agora, iremos tratar de um conceito muito utilizado na teoria das Equacoes Diferen-
ciais Parciais (EDP), que é a derivada no sentido das distribuicées ou derivada sequndo

Sobolev-Schwartz.

Definicao 1.10. Sejam Q C R™ um aberto, T € D'(Q) e o« € N™ um multi-indice.
Definimos a derivada distribucional de ordem « de T como sendo a aplicacdo linear e

continua D*T : D(Q) — R, dada por
(DT, ) = (~1)/*UT.D*¢), V¢ € D(Q).

Segue, da definicao acima, que cada distribuicao T possui derivadas de todas as ordens.

Notemos que a aplicacao

D* . D(Q) — D'(Q)

T+— DT,

é linear e continua no sentido da convergéncia definida em D’(Q), ou seja, se Ty, = T em

D’'(Q) entdao D*T,. — D*T em D'(Q).

1.3 Os espacos [P(Q)

Definicao 1.11. Um o-algebra num conjunto Q C R™ é uma familia M de subconjuntos

de Q que satisfaz as sequintes condicoes:
1. Q.0 e M.
2. Se A e M entao A°:=Q —A € M.
3. Se (Ax)ken € uma sequéncia em M entao |y, Ax € M.

Neste caso, o par (Q, M) é chamado espag¢o mensurdvel e cada elemento da o-dlgebra é

dito conjunto mensurdvel.
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Seja F uma colecao de subconjuntos de Q, a intersecao de todas as o-dlgebras que
contem F é também uma o-dlgebra, denominada de o-dlgebra gerada por F e denotada
por M(F).

Quando (Q,T) € um espaco topoldgico, a o-dlgebra M(t) é chamada de o-dlgebra de
Borel de Q) e denotada por B =B(Q). Os elementos de B sdo chamados de conjuntos de

Borel ou borelianos.

Definigao 1.12. Seja (Q, M) um espaco mensurdvel. Uma funcao f: (Q,M) — R €
dita mensurdvel quando f~1(A) € M, para todo boreliano A € B(R).

Definigao 1.13. Uma medida no espaco mensurdvel (QQ, M) € uma fungao

w:M — [0, 0], satisfazendo:
1. u(0) =o0.

2. Se (Ax)xen € uma sequéncia de conjuntos disjuntos dois a dois de M, entdo
H (U Ak) = Z H(AL).
k=1 k=1
A medida u € dita finita se uW(Q) < 0o e € dita o-finita se existir uma sequéncia (Ay)xen
de M, tal que Q = Jp_; Ax e H(Ay) < oo, para todo k € N.

Definicao 1.14. Seja (Q,M, 1) um espago de medida e 1 < p < 0o. Denotamos por
LP(Q) o espaco das funcoes mensurdveis f: Q — R, tal que, [f|P € integravel, a Lebesgue,

em Q. Em simbolos:
LP(Q)={f:Q — R;f ¢ mensurdvel e [f|° € L'(Q)}.

E possivel mostrar, vide [16], pdg.10, que LP(Q) é um espaco de Banach com a norma

||f||[_p(o_) = <‘L)- |f(X)|de) P

Definigcao 1.15. Seja (Q, M, u) um espaco de medida. Dizemos que L°(Q) € o conjunto

das funcgoes mensurdveis f: QO — R que sdo limitadas quase sempre em Q, isto €,

L®(Q) ={f:Q — R;f € mensurdvel e Ir >0 tal que |[f(x)| <1 em q.t.p de x € Q}.
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Vemos também em [16], pag.13, que L*°(Q) é um espago de Banach com a norma
|f]|oc = inf{r > 0;[f| <1 em q.t.p de Q}.

A desigualdade a seguir, denominada Desigualdade de Hélder, desempenha um importante

papel em nosso trabalho.

Teorema 1.4. Seja (Q, M, 1) um espaco de medida e p,q > 1 tais que 1/p +1/q = 1.
Se feLP(Q) egelL9Q) entio fg € LY(Q) e, além disso,

1

J f(x)g(x)ldx < (J |f(x)|vdx>'°(J |g(x)|qu)q
Q Q Q

Demonstracao. Vide [16], pag. 8. O

Teorema 1.5. Sejam (fy)xeny uma sequéncia de LP(Q) e f € LP(Q) tal que
[f = flltr (@) — 0. Entao, existe uma subsequéncia (fy,)jen de (fi)ren € uma fungao h

de LP(Q) tais que
1. fi;(x) = f(x) em g.t.p de Q.

2. |fi; () < h(x) para todo j € N e em q.t.p de Q.

Demonstracao. Vide [3], pag. 94. ]

1

loc(Q) o conjunto das fungdes f: QO — R integraveis, a Lebes-

Representamos por L

gue, em cada subconjunto compacto K de Q. Em simbolos

L, .(Q)= {f Q0 — ]R;J If(x)|dx < oo, para todo compacto K C Q} )
K
O espago L{,.(Q) é chamado espago das fungoes localmente integrdveis em Q.

Observacao 1.2. Um tipo particular, muito importante, de distribuicao, € aquele definido

a partir de funcgoes de Li_ . (Q).

loc

Seja £ € L, .(Q) e definamos T¢ : D(Q) — R por

loc

(Tr ) =J () (x)dx.

O
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Entao, T € uma distribuicao em D(Q).
De fato, a linearidade de T¢ decorre da linearidade da integral. Agora, seja (Gy)ren uma

sequéncia em D(Q) tal que dy — 0 sequndo a definigao (1.7). Assim,

(T, bx) = UQ f(x)br(x)| < I){lgglde(X)lL [f(x)|dx

onde K € o compacto da Definicao 1.7. Como o lado direito da desigualdade acima

converge para 0, entao (T¢, dy) — 0 e, portanto, T¢ é continua.

Lema 1.1 (Du Bois Raymond). Seja f € L1 .(Q). Entdo, Tr = 0 se, e somente se, f =0

loc

quase sempre em Q.
Demonstragao. Vide [14], pég.8. ]

Segue, do Lema de Du Bois Raymond, que T; é univocamente determinada no sentido

de que se Tf = Ty entao f = g quase sempre em Q.

1.4 Espacos de Sobolev

1.4.1 WmP(Q)

Definigao 1.16. Sejam Q um aberto do R™, p € [1,00) e m € N. Denotamos por
W™P(Q) o espaco vetorial cujos elementos sio as fungoes f € LP(Q) tais que D*f €

LP(Q), para todo multi-indice « € N™, com |&| < m.

Temos que W™P(Q)) é um espaco de Banach com a norma
1
P

]l wmr () = ZJ ID*f(x)[P dx

lalgm 7€

Os espacos de Banach W™P(Q) sdo chamados espacos de Sobolev, de ordem m, em Q.

Quando p = 2, os espagos W™2(Q) recebem uma notagao especial, a saber
Wm™2(Q) = H™(Q).
Na verdade H™(Q) é um espaco de Hilbert, com o produto interno

(f>9)Hm(Q)= Z (Daf,D“9)>
[ox|<m

onde (.,.) representa o produto interno em L2(Q).

Um resultado muito usado em nosso trabalho é o seguinte
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Teorema 1.6 (Teorema do Trago). Seja Q C R™, aberto, limitado e cuja fronteira T’ é

de classe C'. Entdo existe um operador linear limitado
T: W (Q) — LP(T)
tal que
1. Tf=f|. sefe WLP(Q) N C(Q),
2. Existe uma constante C > 0, que depende apenas de p e Q, tal que

Tt (r) < Cllfllwre o), ¥ € WHP(Q).

Demonstragao. Vide [6], pdg. 258. ]

1.4.2 Wm=(Q)

Seja m um inteiro nao negativo. Denotamos por W™ (Q) o espago vetorial
wme(Q) ={f e L*(Q); D*f € L*(Q),V |o < m}.

A expressao

Ifllwmee(a) = Y [ID*flli=(a),

lx|<m

define um norma na qual W™ (Q) torna -se um espago de Banach.

1.4.3 W™(Q)

Defini¢ao 1.17. Seja Q C R™. Dizemos que WP (Q) é o fecho, em W™P(Q), do

espaco D(Q), isto €,

wmp(Q)

WP (Q) = D(Q)

Note que WyP(Q) é fechado em W™P(Q) e, portanto, ele préprio é um espaco de

Banach. Como consequéncia da desigualdade de Poincaré, vide Secao 1.9, temos que

1

)

Ifllo = Z ||D“f||fp(a)

0<]x|<m

define um norma em Wy P (Q) e, além disso, ela é equivalente & norma de W™P (Q).

Observacao 1.3. Vemos em [6], pdg. 259, que Wé’p(Q) ¢ o nucleo do operador T, sendo

T o operador dado pelo Teorema do Traco.
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1.4.4 Teoremas de Imersao

Definicao 1.18. Sejam X e Y espacos de Banach. Dizemos que X estd continuamente

imerso em Y, notacdo X — Y, quando X C Y e existir uma constante C > 0, tal que,
IIx]ly < Cljx|Ix, ¥x € X.

Se toda sequéncia limitada em X admitir uma subsequéncia convergente em Y, dizemos

que X € compactamente imerso em Y e escrevemos X S,

Agora temos condigoes de enunciar o seguinte teorema
Teorema 1.7. Seja Q C R™ limitado. Se 1 < q < p < oo entdo LP(Q) — LI(Q).
Demonstragao. Vide [10], pdg. 111. O]

Teorema 1.8. Sejam Q um subconjunto limitado do R™, n = 2, Q de classe C™ e

1 <p <oo. Entao,

1. WmP(Q) — L9Q),1 < q< se mp <mn,

n—mp
2. W™P(Q) — L9(Q),1 < q < oo, se mp=n.

Demonstragao. Vide [11], pdg. 75. ]

Teorema 1.9. (Rellich-Kondrachov) Sejam 1 < p < oo e Q C R™ aberto limitado de

classe Ct. Entao as sequintes imersoes sio compactas:

1 WYP(Q) <5 19(Q), 1< q < nr?p, sep <,
2. WhP(Q) — 19(Q), 1< qg< o0, sep=n,
3. WHP(Q) — C(Q), sep >n.

Demonstragao. Vide [11], pag. 79. ]

1.4.5 Identidade de Gauss

Denotamos por D(Q) ao espaco formado pelas restricoes & Q das funcées f € D(R™).
Vemos em [12], pag. 126, que se QO C R™ é um aberto, limitado, cuja fronteira I' é bem

regular entdao D(Q) é denso em H!(Q). Além disso, se f, g € D(Q) vale a identidade

0
(f )dx:J fgv.dr,
JQ 0x4 J r J
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onde v; = cos(xy, V), v representando a normal unitéria externa a I'. Portanto,

of og
= — f fgv;drl’,
JQ aXing JQ aXidX+Jr gvid

para todo par f,g € D(Q). Por densidade, temos que a identidade acima, denominada

identidade de Gauss, vale para todo par f,g € H(Q).

1.5 Espacos LP(0,T;X)

Nessa secao, estendemos as nocoes de mensurabilidade e integrabilidade as fungoes

f: [0, T] — X, onde X é um espaco de Banach e cuja norma é representada por ||.||x.

Defini¢ao 1.19. 1. Uma funcao s : [0,T] — X € chamada simples quando tem a

forma

n

s(t) =) xe(thu,

i=1
onde, cada B € um conjunto Lebesgue mensurdvel de [0, T], Xe, € a fungdo carac-

teristica de By e uy € X, para cadai=1... n.

2. Uma fungao f: [0, T] — X € fortemente mensurdvel quando existe uma sequéncia

de funcoes simples sy : [0, T] — X tal que
sy (t) — f(t) em q.t.p de [0,T].

Definicao 1.20. Seja X um espaco de Banach. Denotamos por LP(0,T;X), com
1 < p < o0, 0 espago vetorial das (classes de equivaléncia de) fungoes f: (0, T) — X,

fortemente mensurdveis, tais que a aplicagao t — ||f(t)||x € LP(0,T).

O espago LP(0,T; X), com 1 < p < oo é um espago de Banach com a norma

. .
Il o = ( | !|f(t)||‘§’<dt)

0
Caso p = oo, temos que L*(0, T; X) é completo com a norma
[flleo,mx) = sup_ess||f(t)][x.
0<t<T
Quando p = 2 e X é um espaco de Hilbert, o espaco L%(0,T; X) é um espaco de Hilbert

cujo produto interno é dado por

T

<f7 g)LQ(U,T;X) = JO <f(t), g(t)>xdt.
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Observacao 1.4. Vemos em [10] que, quando X € reflexivo e separdvel e, 1 < p < o0,
entao LP(0,T;X) € reflexivo e separdvel e, além disso, seu dual topoldgico LP(0,T;X)’
identifica-se com o espago de Banach L9(0,T;X’), sendo q o conjugado de p, isto é,
1/p+1/q =1. A dualidade entre LP(0,T; X) e L9(0, T; X") € dada na forma integral

T
(f, g)La(o.1:x/),Lp(0,T:%) :J (f(t), g(t))xxdt,

0

onde (.,.)x’ x representa a dualidade entre X e X'.

O dual topolégico de L(0,T; X) identifica-se com L>(0,T; X’).

A seguir, enunciamos importantes resultados concernentes aos espacos LP(0,T;X) e

que foram essenciais para o desenvolvimento de nosso trabalho.

Proposigao 1.1. Sejam X e Y espagos de Banach e suponha X =Y. Sel < q<p < oo

entao
LP(0,T;X) < L9(0, T;Y).
Demonstrag¢ao. Vide [10]. O

Teorema 1.10 (Aubin-Lions). Considere X S B Y espacos de Banach tais que X
¢ reflexivo e imerso compactamente em B e B imerso continuamente em Y. Suponha
(fx)xen uma sequéncia uniformemente limitada em L2(0,T; X) tal que (f}.)xen € limitada
em LP(0,T;Y), para algum p > 1. Entao, existe uma subsequéncia (fy;)jen de (fi)ren

que converge fortemente em 12(0,T;B).
Demonstracao. Vide [4], pag. 70. ]

Lema 1.2 (Lions). Sejam Q um aberto do R™, g; e g funcgoes de LP(Q)), com 1 < p < oo,

tais que
1. ||g;]| € C para todo j € N, para algum C > 0,
2. g5 — g em qt.p de Q.

Entao, g5 — g em LP(Q)).

Demonstragao. Vide [4], pdg. T2. ]
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Definicao 1.21. Seja X um espaco de Banach. Representamos por C°([0, T]; X) ao espaco

de Banach das funcoes continuas f: [0, T] — X, munido da norma

[fllcogio i = ma, IF(8)]x.

Proposicao 1.2. Sejam X e Y espacos de Banach tais que X € imerso, continua e den-

samente, em Y. Suponha que f € L1(0,T;X) e f' € L1(0,T;Y). Entdo f € C°([0,T];Y).

Demonstragao. Vide [4], pdg. 35. ]

1.6 Distribuicao Vetorial

Sejam f € LP(0, T; X), fixada arbitrariamente, e t¢ : D(0, T) — X a aplicacao dada por
T

(T¢, d) :J f(t)p(t)dt, Vb € D(0,T).

0
Note, primeiramente, que a integral acima é um vetor de X. Observe também que T¢
¢ linear e continua. Com efeito, a lineridade é imediata e, quanto a continuidade, seja

(bx)ken uma sequéncia em D(0, T) tal que ¢ — 0 quando k — co. Entéao,

)
e, &Y Ix = J f(U) by ()t

0

X

)
< J 1(6) I (1) e dt

0

T LT s
< ([ o) (] edomar)”

sendo 1/p +1/q = 1. Portanto,

(e, D) |Ix < [[fllee om0 | dl[Lao,m)- (1.1)

Como ¢y — 0 uniformemente, temos, por (1.1), que (t¢, dx) — 0, quando k — oo.
Concluimos dai que T¢ é continua.
Dizemos que Ty é uma distribuicdo sobre D(0,T), a valores no espaco vetorial X,

definida por uma funcao f € LP(0, T; X), e escrevemos:
T € L(D(0,T); X).

O espaco £L(D(0,T); X) é denominado espaco vetorial de todas as distribuicoes em D(0, T)

tomando valores em X.
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1.7 Existéncia e Prolongamento de Solucoes de EDQO’s

Seja D um subconjunto aberto de R™™! cujos elementos sao denotados por (t,x), onde
teRex €R"esejaf: D — R™ uma fungdo nao necessariamente continua. Associado
a funcdo f e & um ponto (tg,xg) € D temos o Problema de Valor Inicial (PVI), também

chamado Problema de Cauchy,

x' = f(t,x)
(1.2)
x(to) = xo

Definigao 1.22. Uma solugdo, no sentido estendido, do Problema de Cauchy (1.2) é uma

funcao (t) absolutamente continua, tal que, para algum nimero real 3 > 0, tenhamos
e (t,d(t)) € D para todo t € [ty — B, to + B,
e $(to) =xo,
o /(t) =f(t, d(t)) quase sempre em [to — B, to + Pol.

Definigao 1.23. Dizemos que uma fungdio f: D C R — R™ satisfaz as condicoes de

Caratheodory quando:
e f(t,x) € mensurdvel em t, para cada x fizado;
e f(t,x) € continua em x, para cada t fizo;

e para cada compacto K C D existe uma fungcao mg(t), integrdvel, tal que,

1£(t, %) [[rn < mk(t), V (t,x) €D.

Considere o retangulo R = {(t,x) € R"" |t —t5| < a e |x —xy/ < b} com a,b > 0.

Teorema 1.11 (Teorema de Caratheodory). Seja f: R — R™ satisfazendo as condigoes
de Carathéodory em R. Entao, o problema (1.2) admite uma solucao ¢(t) sobre algum

intervalo [t — to] < B.
Demonstragao. Vide [14], pag. 156. O]
Uma consequéncia imediata do Teorema de Caratheodory é o seguinte resultado:

Corolario 1.2. Sejam D C R™*! aberto e f : D — R™ satisfazendo as condicoes de

Carathéodory. Entao, o problema (1.2) tem solugdo, para todo (tg,xo) € D.
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Sejam ¢(t) uma solucao de x" = f(t,x) sobre um intervalo I C R e J tal que I C J.
Dizemos que ¢(t) tem prolongamento até | quando existir uma aplicagao ¢ : ] — R™
tal que @ é solucao de x’ = f(t,x) e @ = ¢. Um resultado muito importante para o
nosso trabalho e que é consequéncia do Teorema 2, enunciado na pdg. 159 de [14] é a

seguinte proposicao

Proposigao 1.3. Sejam D = [0,T] x B, sendo T um nimero real positivo, B = {x €
R™: x| <b com b>0}ef:D — R" satisfazendo as condi¢oes de Carathéodory. Além

disso, considere ¢(t) uma solucao de
x' = f(t,x)
x(0) =xo, Ixol <.

Suponha que em qualquer intervalo 1 onde (t) estiver definida, se tenha $(t) < M, para

todo t € I, M independente de I e M < b. Entdao ¢ tem um prolongamento até [0, T].

Demonstragao. Vide [14], pdg. 164. ]

1.8 Funcoes Préprias e Decomposicao Espectral

Teorema 1.12. Suponha Q um subconjunto aberto e limitado do R™. Entao,

1. Eziste uma sequéncia de numeros reais (A )wen satisfazendo:

0<A <A <A< ...

Ax — 00 quando k — oo.

2. Eziste uma base ortonormal (ey)xen de L2(Q) tais que ey € H{(Q) e, além disso
—Aek = Akek em Q
ex. = 0 em T,

para todo k € N.

Dizemos que 0s nimeros (Ay)xen $Go 0s autovalores de —A, com a condicdo de Dirichlet,
e que as funcgoes ey sdo as autofuncgoes associadas aos autovalores. Se, além disso, ()

possuir uma fronteira T de classe C? entdo temos que ey, € H2(Q), para cada k € N.

Demonstragao. Vide [6], padg. 335. ]



Capitulo 1. Preliminares 18

1.9 Desigualdades

e Desigualdade de Gronwall. Sejam C >0, f: (s, T) — R uma funcao integrdvel,
com f(t) = 0 quase sempre em (s,T) e g: [s, T] — R uma fung¢do continua e nao

negativa, tal que

g(t) < C +j F(£)g(E)dE, Vi e [s,T]

S

Entao

g(t) < Celsf(81ae it ¢ [s T].
Demonstracao. Vide [4], pag. 55. O

e Desigualdade de Gronwall - Forma Diferencial. Seja n(.) uma funcdo nao

negativa e absolutamente continua em [0, T].

1. Sen satisfaz, para quase todo t € [0, T], a desigualdade diferencial

n'(t) <P(t) + e(t)n(t),

onde p(t) en(t) sao funcoes nao negativas e integraveis em [0, T], entdo

n(t) < efbolnas {n(O) +th(s)ds}

0

para todo 0 <t < T.

2. Em particular, sen’ < on em [0,T] en(0) =0, temos
n=0 em [0,T].
Demonstragao. Vide [6], pag. 624. ]

e Desigualdade de Young. Sejam 1 < p,q < oo tais que 1/p+1/q = 1. Entao,

P q
abéa—+b—,
p q

para todos a,b > 0.

Demonstragao. Vide [6], pag. 622. ]
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e Desigualdade de Poincaré. Seja O C R™ um subconjunto aberto e limitado do

R™. Entao, existe uma constante C = C(Q,p), tal que

Ifllte o) < Cllfllo, V€ WyP(Q),

1
P P
LP(Q)) '

Demonstragao. Vide [4], pdg. 57.

of
axi

onde, Il = (Z2



Capitulo 2

Existéncia e Unicidade de Solucao

Global

Neste capitulo demonstraremos que, adicionando algumas hipdteses sobre a constante
p, bem como, sobre as funcoes «, 3, fi, com i =1, 2,3 en, o problema nao linear de valor
inicial e de fronteira (1) - (2) tem uma tunica solugao forte. Para tal, comecamos com a

seguinte defini¢ao:

Definicao 2.1. Uma solucao global para o problema nao linear com condigoes iniciais e

de fronteira (1) - (2) € uma tripla (u,0,8) na classe

u € L35 (0,00; VN HA(Q)), u" € L35 (0, 005 V), u” € L5 (0, 00; L2(Q)),
0,0" € L$°.(0,00; L2(Q)) NLE,.(0,00; Hi(Q)),
6a 6/7 6// S L%C(O, ;3 L2(r1))a

tal que, para todo T > 0 fixado, temos as seguintes igualdades:

U —aAu+Aufu+(a-V)e =0 em L*(0,T;L%*(Q)),

=8+, =0 em L* (o,T;H—%(m), (2.1)

9’—66 de) AB+(a-V)u' =0 em L®(0,T;L*(Q)),
Q
WA 8" +18" +136=0 em L0, T;L*()),

e as condigoes iniciais (2) s@o satisfeitas.

Observacao 2.1. Recordemos que os espacos V e Ha(Q) estdao definidos em Notagoes

Importantes, vide pagina 1.

20
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O principal resultado deste capitulo é o seguinte

Teorema 2.1. Suponhamos que

1. a=(a,...,an) €ER™ e A >0,
2. peER e pe(0,00) se n=1,pc[1/2,00) se N =2,
ou pel/n,2/(m—2)] se n>3,
3. a €L (RT),a’ e L'RY) e aft) =g >0, em qt.pde RY,

4. B € diferencidvel com B € L (R) e B(x) = Bo >0,

loc
5. f; € CO(N),i=1,2,3 com fi(x)>0,i=1,3 e (2.2)
fa(x) > 0 para todo x €17,
6. x—=1n(x,s) € continua em Ty, para todo s € R fizado,
m(x,s) —n(x,r)| < Lls—r|, para todo x € Ty,s,7€R, com L >0,
Nn(x,0) =0, para todo x €Ty,

m(x,s) =n(x, )] (s = 1) =no(s —1)* com no > 0.
Entao, para cada conjunto de dados iniciais
(1o, 141,80, 80) € (VN HA(Q)) x V x Hg(Q) x L*(I),

o problema de valor inicial e de fronteira (1) - (2) admite uma tinica solu¢ao no sentido

da definicao (2.1).

Demonstragao. Demonstraremos o teorema (2.1) usando o método de Faedo-Galerkin-

Lions, o qual é organizado do seguinte modo:
1. Solugoes do problema aproximado;
2. Estimativas "a priori”das solucoes aproximadas;
3. Passagem ao limite das solugoes aproximadas;
4. Verificacao das condicoes iniciais;

5. Unicidade das solucoes.
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2.1 Solucoes do Problema Aproximado

Notemos que os espagos VNHA (Q), H(Q) e L?(I) sao separdveis. Assim, podemos tomar
sequéncias (Wi)ien, (Vi)ien € (zi)ien em VN HA(Q), HY(Q) e L%(T}), respectivamente,

tais que:

e Para todo m € N, os conjuntos {wy, ..., W}, {vi,...,vin} e {21, ..., 2Zm} s@o linear-

mente independentes,

e As combinacdes lineares finitas dos w;s, v;s e z;s sao densas em VN HA(Q), H{(Q)

e L2(T}), respectivamente.

e A sequéncia (vi)ien € formada por solugoes do problema da autovalores ((vi,v)) =

Ai(vi, V), para todo v € H}(Q).

Podemos supor, via processo de Gram-Schmidt, que (Wi)ien € (Vi)ien sa0 bases ortonor-
mais de L2(Q) e (zi)ien é uma base ortonormal de L%(I). Para cada m € N, facamos
W =Wwi,...,wnl, Vim = vi,...,vil e Ziy = (21, ..., 2m] 0s subgrupos gerados pelos
primeiros m vetores das sequéncias (Wi)ien, (Vi)ien € (zi)ien, respectivamente. O pro-
blema aproximado consiste em encontrar fun¢oes wy, : [0, T) — Wi, 0, : [0, T) — Viu

e dm:10,T) — Z,, dadas por

Zplm Wla Z qlm Vl € 6 ZTIm

tais que

(U (£), W) + () [(wm (1), W) — (87 (1), Wry + ((up (1)), W)r, ]

+7\J W (V) [Pum (t)wdx + ((a- V)0, (t),w) =0, Vw € W,,, (2.3)
o

(07.(t),v)+ B <JQ Gm(t)dx> (O (t),v)) + ((a-V)ul,(t),v) =0,V € Vyu, (2.4)

(wr, () + 100 (1) + £28. (t) + f30m(t),2)r, =0, Vz € Z1y (2.5)
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e, além disso,

Un(0) =upm — Uy em VN HA(Q), (2.6)
w (0) =wm > uwy em V, (2.7)
0 (0) = 0pm — 0p em H;(Q), (2.8)
Sm(0) = dom — 8o em L*(T), (2.9)
5! (0) = agf/m +1(wim) — %—f—n(ul) em L2(I). (2.10)

O sistemas (2.3), (2.4) e (2.5) sdo equivalentes aos sistemas

(W (), ;) + o) [((om (£, w3)) — (8% (8), W)y + (Ml (8), Wiy ] +
AJ [t (0P ()W dx + (- V)0 (1), w5) = 0,
Q

(e;(t),vj)ﬂs(JQem(t)dx)((em(t),v])) T ((a- V), (1), v;) = 0,

(i (1) + F1857, (1) + 287, (t) + f30m (1), zj)r, =0

para todo j = 1,..., m. Da definigdo de w,,(t), 0, (t) e dm(t) e, da ortonormalidade de

(Wi)ien, (Vi)ieny em L2(Q) e de (zi)ieny em L2(T}) temos, para cada j =1,..., m que
Pim(t [Zplm ((wi,wy)) — ZT{m(t)(Zi,WJ’)rl + (ﬂ(ufn),wj)rl]
i=1
—H\J U [Pumw;dx + Z dim(t)((a- V)vi,w;) =0, (2.11)
Q i=1

Qjm(t) + B <J emdx) Z qim (t)((vi,v5)) + prm (a-V)wi,v;) =0, (2.12)
Q i=1

m
§ / § §
pim( W17 Z) I + T' flzla Z] I + T'lm fQZla Z] ) I

+Zr1m (fszi,25)r, = 0. (2.13)
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O sistema (2.11) pode ser escrito na forma matricial:

Prm(t) ((wi,wi)) - (W, Wi)) Pim(t)
N T |
Prm (1) (Wi, wm)) - (W, wWim)) Pmm(t)

(z,wir, - (Zmo Wiy Tim (1)
| (Zla Wm)ﬁ e (Zm, Wm)n rylnm(t)

?\J Wi [P UmwWidx

Q
+ : +
M), wmn, AJ [ U [P U W dX
) Q
((a-V)vi,w) - ((a V)vg,wy) qim(t)
+ ' : =0
| ((a-V)vl,wm) ((a-V)vm,wm) qmm(t)

Analogamente, o sistema (2.12) pode ser escrito da seguinte maneira:

Qim(t) ((vi,vi)) o (v, 1)) qim(t)
: + B <J Gmdx) . : :
Q
q:nm(t) ((Vl,\)m)) ((\)m,\)m)) qmm(t)
((a-Viwy,vi) - ((a V)wg,vi) Pim(t)
+ . : = 0.

((a-VIwp,vm) - ((a- V)W, vin) Pinm(t)
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O sistema (2.13) pode ser visto na forma:

(szl)rl e (Wm7z’1)r1 p{m(t)
| (Wla Zm)n o (Wma Zm)F1 anm(t)
(fizi,z1)m -+ (fizm, 21y T (1)
+
| (lel, Zm)l“l e (lem, Zm)l“l ] | T{fy/lm(t)
(foz1,z1)r -+ (fazm,z1)ny Tim (1)
+
| (fozi,zm)ry - (fozmszZmdry || Tham ()]
(fsz1,z1)r1 -+ (f3zZm,z1)ny Tim(t)
+ =0
i (fsz1,zm)ry, -+ (f3zm,Zm)n 1L Tmm (t) |

Os sistemas acima podem ser reescritos na forma :

P”(t) + o(t)[AgP(t) — AR’(t) + N] + C + DoQ(t) =0,
Q'(t) + EQ(t) + DP'(t) =0, (2.14)
ATP/(t) + F;R”(t) + FoR’(t) + F3R(t) =0,

onde

P(t) = [Pim(t) - P (D17, Q1) = [qum (1) - - G (DT, R(Y) = [rim (8) .. T (V]
Ao = [((Wi, W) ]mxm, A = [(zi, W) r Jmsxems N = (MW ), Wi)r Jmxi,
C=A[oW(um)wjdxlmxi, Do = [((a- V)vi,Wj)lmxm, D = [((a - VIWi, vj)lmxm,
E=08([g0mdx) [((vi,v;))]mxm, F1 = [(fizi, 2 r, Jmsms F2 = [(fazi, 2 )y Jmxm ©

Fs = [(f32i,Zj)r, Jmxm, onde P : R — R é dada por P (s) = [s|®s.

Como F; ¢é invertivel, o sistema (2.14) é equivalente a:

P"(t) = —o(t)[AoP(t) — AR'(t) + N] — C — D,Q(t),
Q'(t) = —EQ(t) — DP'(t), (2.15)
R”(t) = —F 'ATP/(t) — F{ 'FoR/ (1) — F 'RsR(1).

Pondo By = [wyq, ..., W], Bs = [vq,... V], as quais sao matrizes linha e
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e, considerando o sistema (2.15), obtemos

X =

onde

Xs
_ —FATX, — Fy X — Fr UFeXy |
0 [ o L 0
—a(t)N(B1Xz) — C(B1X;) —a(t)Ag 0 —Dy
0 + 0 —D  —E(B2Xj3)
0 0 0 0
0 | L 0 —F AT 0
Considere a aplicacao ¢ : [0, T] x R’™ — R®™ dada por
$(t, X) = 1 (t, X) + da(t, X),
_ . -
—a(t)N(BX3) — C(BX;)
d1(t, X) = 0
0
B 0 _
i 0 I 0 0 0 ]
—a(t)Ag 0 —Dy 0 o(t)A
0 D —E(BXy) 0 0 X,
0 0 0 0 |
0 —F'AT 0 —F'Fs —F 'Ry |

o
X3
X; | =
Xi
| X5

Po(t, X) =

—a(t)[AoX; — AX5 + N(B1X3)] — C(B1X;) — DoX3

X2

—E(B2X3)X3 — DXy

,onde X; = P(t), Xy = P/(t), X3 = Q(t), Xy = R(t) e X5 = R(t)

o o O

—F'Fs
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A seguir, mostramos que ¢(t, X) satisfaz as condigoes do teorema de Caratheodory.
De fato, seja U = [0, T] x B, onde B = {X € R™;||X — Xo||[gsm < R}. Entao,
i) ¢(t,X) é mensuravel em t, para cada X fixo, pois & € L2 (R™).

ii) As aplicagdes N(B1Xs), C(B1X;) e E(B2X3) s@o continuas em X. Com efeito, observemos

que

hE

IN(B1X5) — N(B1Xy)|[gm =

J M (x, B1Xz) — n(x, By Xs)Jwydl
I

1

m
< L(Z L wi dr> [B1Xz — B1Xs.

i=1

o
I

Entao, dado € > 0 existe 0 = e (L) ", |W1'_|L1(rl))71 > 0 tal que
BiX: — B1 Xyl < 0 = ”N(Blk\Q) — N(BiXo)[[zm <€,

donde vemos que N(B1X5) é continua. Agora, da continuidade de \{, temos que para cada

e > 0, existe 0 > 0 tal que
BiX; —BiXi| < 0= (B X)) — (B X,)| < e.

Dali,

m

IC(BiX1) — C(BiX)|lzm = Y

i=1

< (iJ' [wi dx) €.

i=1 v

J [p(B1Xy) — W (B1Xy)widx
Q

Assim, a funcao C(B1X;) é continua. Observemos ainda que

E(B2X3) = (JQ Bzxde> v, onde v = [((Vi,"j))]me

e que, sendo (3 continua, dado € > 0, existe o > 0 tal que

3 (JQ ng\ng) - <J'Q BQngX)‘ < m.

IByXs — BoXs| < G = H By Xadx —J B,y Xadx
Q Q

< 0=

J ng\gdx—l[ BQngX
Q Q

o

Sorg resulta que

Entao, tomando 0 =

<

J |B25<\3 — BQX3|dX < 0= ||E(BQ>/<\3) — E(BQXg)”RmQ < €.
Q

Decorre dai a continuidade de E(B3X3) com relacao a X. Portanto, para cada t fixado,

¢(t, X) é uma aplicacao continua em X.
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iii) Consideremos um compacto K C [0, T] x B. Entao existe my(t) € L([0, T]) tal que
|d(t, X)||gsm < mk(t), para todo (t,X) € K. Com efeito, a continuidade de N(B;Xz),
C(B1X1) e E(B2X3) nos garante a existéncia de constantes positivas Mg, M1, My e M3
tais que

H(bl(ta X) H]Rf’m g |0((t)|M0 + M17

[d2(t, X)[[rom < |x(t)IM2 4+ M.

Entao, tomando mg(t) = |«(t)|M + /N\l, onde M =My + M e M = M; + M3, obtemos

que

bt X)[zom < [l pr(t, X)[rom + [[d2(t, X [[pom

< mK(t)7

para todo (t,X) € K e, como o € L _(R*) vemos que my(t) € L'([0,T]). Concluimos,

loc

pelo teorema de Caratheodory, que o problema de Cauchy

X' =O0(t, X)

(2.16)

admite solucao sobre um intervalo [0, t,,), ou seja, as fungoes pim(t), qim(t) € Tim(t)

existem, para i = 1...m e satisfazem (2.3), (2.4) e (2.5).

2.2 Estimativas a priori das solucoes aproximadas

Na secao anterior mostramos a existéncia de ternas de funcoes {u.,(t), 0. (t), dm(t)}
solugoes do poblema aproximado (2.3) — (2.10) em [0,t,,). Este intervalo serd esten-
dido ao intervalo [0, T], onde T é arbitrario, gracas a primeira estimativa estabelecida a
seguir.

Estimativa I. Tomando w = 2u/ ,v = 20,, e z = 28], em (2.3), (2.4) e (2.5), respecti-

vamente, obtemos

+2AJ [ (8) P (D)0, (£)dx + 2((a - V)0 (£), 1, (1)) = O, (2.17)
Q

2007, (1), O (1)) + 2B (JQ em(t)dx> (O (1), O (1))
F2((a- VI (8), 0m(8)) =0, (2.18)



Capitulo 2. Existéncia e Unicidade de Solugao Global 29
2(wp (1), 85 (1)) 1y + 2(F1857, (1), 87, (1)) 1y + 2(F287, (1), 07, (E))ry
+2(f30m(t), 05, (t))r, = 0. (2.19)
Usando as identidades
d
2 " t / t — |y’ t 2
(W) up(0) = (P,
d
2((ul, (t), um (1)) = —|um(t)]?
(g (1), um(t))) prat Ol
J A (OB (DU (Odx = —— S ()02
o m RYm m p—|—2dt m Le+2(Q
2(07 (1),0m(t) = —[0.m(t)
(05 (1), B (1)) dt| (B,
2(f161/1/1(t)751/n(t))r1 = _|f26/ ( )Fp
2(f30m (1), 07, (1)), = a|f§5m(t) 2
m (2.17), (2.18) e (2.19), obtemos
d d 2N d
S (O + ) (D] + 26 ([0 i (), + == e (15
+2((a- V)0m (t ),uin( )) = 2a(t) (83, (1), wpn (1)), (2.20)
d
st 428 ([ 0n(ax) [on(v]P +2((a: V(0 0nt) =0, (220)
o
Liess R + Lies (02 + 208, (R = -2l (1), 8! 2.22
a| 1 m(t) 1 +a’ 3 m(t) I + ’ 2 m(t) rn - (um(t)7 m(t))ﬁ ( : )
Agora, notemos que
() S (O] = = (alt) un (O]) - o (1) fun (D]
a dt
/ d % / 2 / % / 2
olt) ¢ |f15 (OF, = ¢ \ DI 8 (1) rl> o' (O)[FF 85 (DI,
1 d 1 1
w(t) B (), = 5 (€IS (OR, ) — o (IS m (0,
Além disso, como v; € H}(Q), para todo i = 1,..., m temos, pela identidade de Gauss,
que
ou’ 00
M), (t)dx = — ' (1) =—=(t)dx,
|, F2wentax = - w03
parai=1,...,m. Logo,

2(a- VW (1), 0m(t)) = 2L(a-V)u:n(t)em(t)dx
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Assim,
2((a- Vug, (1), 0m(t)) + 2(uy, (1), (a- V)0 (t)) = 0.

Somando as identidades (2.20), (2.21) e (2.22) e, considerando as observagoes acima,

obtemos

B (t) + 20(t) (m(up, (), win (), + 26 (JQ em(t)dx) 18w (1)]2 + 25 810 (1), =
o/ (8) [ Jum (DI + 181, (O, + 1£55m (1) .

onde

2A
_ / 2 p+2 2
Em(t) = urn (OF + =5 un (O % ) + 0 (1)

() I (B + 1681, (0, + £38m (D,
Das hipoteses sobre 3 e n temos as seguintes desigualdades:
28ul0n(07 < 26 ([ ontax) fon(w?
200l (DIF, < 20(t) (g, (1), wpy (O)ry
Assim,
Ern(t) + 206mohury (U1, + 2BollOwm (V]2 + 2x(DIFF 87, (L), <

o/ (8) | Jum (D) + 1781, (D, + £55m (1) .

Notemos que

o’ (t)]
Xo

Em(t) > 1o/ (0)] | [uum (D2 + 1 57, (O, + [£38m (D, .

e, desse modo,

B/ () + 2anolul, (1)IF, + 2B0|0m (1)]1? + 2 (t)£3 57, ()7, < En(t).

Portanto, para todo t € [0, t,;,), temos

t

qun(s)lﬁlds + QBOJ 10:m(s)]|?ds < Epn(0) + ocij lo'(8)|Emm(s)ds.

En(t) + Q%HOJ
0 0

0

Notemos que E,;,(0) é limitado. Com efeito,

2A
Eun(0) = Rp (O)F + S5 (0)£57% g + 10 (0)F

(0] |[um (0)[2 + 87, (O, + 1£55m (0)1,
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e, pelas relagdes (2.6) - (2.10), temos que

(U (0))men ¢ limitada em VN HA(Q),

(U7 (0))men ¢ limitada em 'V,

(0 (0))men ¢ limitada em  1%(Q), (2.23)
(8m(0))men € limitada em L2(IY),

(87 (0))men € limitada em L*(T).
Pela cadeia de imersoes
VNHA(Q) = V= H{(Q) — LPT2(Q) — L2(Q),

temos que (U (0))men ¢ limitada em Ve em LP2(Q) e (1, (0))men ¢ limitada em L2(Q).

Segue dai e, de (2.23), que (En(0))men € limitada, isto é, existe uma constante C tal que
t t
En(t) + 2000 | Rufa(s)Fds + 260 | 0(s)]7ds <
0 0

C+ L Jt |’ (s)[Em(s)ds
Xo

0

donde,

t

En(t) <C+ iJ |/ (8)|Emm(s)ds, Vt € [0, tr).
Xo Jo

Pela desigualdade de Gronwall, para todo t € [0, t,,) temos
En(t) < Ce“o [ole'(s)lds < Ce™o o ll ©l1 0,00

Logo, existe uma constante, ainda denotada por C, a qual independe de m, tal que

t

t
Eon(t) + 2000 j |u:n(s)%1ds+2rsoj 18,m(s)[%ds < C. (2.24)
0

0

Agora, notemos que
ur (P 10m (1) < Ce lum(t)]* < C

e, além disso, como V < L2(Q) e (w;)ien, (Vi)ien sao ortonormais em L2(Q), temos que

- 1
HXl(t)H[%&m = Z le (Z plm W17 Zplm ) - |um(t)|2 < (X_OKy
i=1

onde K é uma constante. Além disso,

HXQ(t)H]%Qm = Z plm (Z plm Wl?pr.m ) - | ;n(t)|2 g C
i=1
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e

m

IXs(t)[Zm = D [qim(t)]* = (Z Qim(thvi, ) qim(t)vi> =10 (1) < C.
i=1 i=1

i=1

Por outro lado, sendo (z;)ien ortonormal em L2(T}) e pondo

0 < f; =minf(x) e 0< fg = min f3(x)
xel xel

entao,
57, (D)IF + 18m (), <

1

onde b = min{of;, xofs} > 0. Portanto,

X0 = 3 im0 = (3 im0z, Y rimlt)z) =8 (0F, < ¢
i=1 i=1 !

i=1

m

X6 = 3 (00 = (3 (2. 3 i), = (01, < ¢

i=1 i=1

Assim, ||X(t)||gsm < M, onde M é uma constante que nao depende de m. Portanto,

tomando um numero b adequado, como na Proposicao 1.3, podemos prolongar X(t) ao

intervalo [0, T]. Como T foi tomado arbitrariamente, concluimos que o problema aproxi-

mado possui uma terna de solucoes {um (t), 01 (t), dm (t)} definida em [0, co).

Estimativa II. Derivando (2.3), (2.4) e (2.5) com relagao a t, obtemos

(um(8), W) + &'(t) [((um(t),W)) — (B (), w)ry, + (n(u{n(t)),W)n]
+ou(t) [((ug, (), W) — (850 (1), w)ry + (' (up, (D)ug (1), wir,]

+A(p+1) JQ [Wm (1) [Pur, (t)wdx + ((a- V)0, (t),w) =0,Vw € W,

(67 (1), v) + B’ <JQ Gm(t)dX) JQ 65 (1) dx((Om (1), V)

B (L em(t)dx) (67, (4),v)) + ((a- VI (6),v) = 0, % € Vi,

(wyr () + 100 (t) + f28.) (t) 4+ f367,(t),2)r, = 0,Vz € Zyy.

(2.26)

(2.27)
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Usando w = 2ul (t), v = 20/ (t) e z = 28/ (1), respectivamente, em (2.25), (2.26) e
(2.27), obtemos

202 (£), win (1)) + 2/ (8)| ((m (1), iy (£0)) — (83, (8), win (),
Mt (1)), i (0], |+ 200(8) | (1 (1), 102 (£)) = (S (8 win (D)r, (2:28)

0 (O (0w () ] 200+ 1) | R (1P [ (e

+2((a- V)85, (1), up (1) =0,

2(67,(t), 81,(t)) + 25" (j em(t)dx) | entmax(ent. ;)
Q Q
+op (j em(t)dx) (87, (1), 0% (1)) + 2((a - VIuA(t), 04 (1) =0,  (2.29)
Q
20 (6), 84 (0))ry + 2(Hi57(6), 5 (6))r, + 2625 (1), 52, (6],
F2(E58 (1), 51, (6))r, = 0. (2.30)

De modo anélogo a Estimativa I, temos as identidades:

2wl (1) = (O,

(w0 W) =l (DI

200, 04(1) = <180 (DF
2R, Sh()r, = < FISAMR,

d 1
2(f36,, (1), 60 (), = E’f?fé;n(t) o

Y m

Substituindo as identidades acima em (2.28), (2.29) e (2.30), obtemos:

SR 4+ 200 () [ (2t (6,10 (1)) — (85 (8), W (1)), + (1 (1)), 0l (0,
+oc(t)%Hu:n(t) 12— 200(t) (80 (£), win (1)) 1y 4 200(t) (" (g (V) (1), wiy (£))ry (2.31)
+2A(p + 1) J [um (1) [Pur, (t)uy) (t)dx 4+ 2((a - V)0, (1), u/, (1)) =0,

Q

Lo, (0 + 28 (L em(t)dx) L 6! (£)dx((6], (), 6 (t)))

2P (L em“)d") 104, (02 +2((a- VIWA(,05(0) =0, (2:32)
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m rYm

d 1 1
20ty (0, 5 (0)r, + SO, + I8 (O, + 246387 (0, =0. (233)
Agora, notemos que

d d
at_uu (]2 = 2 (*B) e (©1F) = o' (8) ey (B,

at
wlt) SIS (0, = < (alvlf sl O )—oc'(tnffs:g(t) 2
el 2 d 2 5 </
a(t) 148 ()rl—dt( V1387, (B, ) — o' (VI3 87, (1)1
Além disso, usando o Lema de Gauss, temos
| Srwupmar = | o5
a 0%y Q 0xy
parai=1,...,n. Como
2((a V)0 [0wh (1) =2 | (a- VIO updx =23 ai| 0705 (1),
Q i=1 Q aXl

2((a- V)05, (1), up (1)) +2((a- VIug (1),05,(t)) = 0.

Somando as equagoes (2.31), (2.32) e (2.33) e, considerando as observagdes acima, resulta

que
Fro(t) + 20 (1) [((um(t),u{;(t))) — (35 (1), i (1), + (n(u;l(t)),u;’l(t))n]
+20c(t) (" (uy, (£))ury, (1), ur, (1)), + 2A(p + I)L [um (B)1Pur, (Huy (t)dx  (2.34)
2B’ (j em(t)dx)J 8! (£)dx((6/, (1), 0.m(t))) + 2B (j em(t)dx) 107, ()]
Q Q Q
F2a(IR (O], = o (Ol (O + £ 80 (O, + 11585, (V]
onde,

Fin ) = R (O 4 107, (1) + () | [uur, (D11 + 178" (O, +1£38, (V1]
Das hipéteses (2.2)34,6 do Teorema 2.1 obtemos as desigualdades

20(t) (M (uly ()l (£), wlr () ry = 2a0molui, (V)7

28 ( [ em(t)dx> 107 (D12 > 280107 (V]I
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que aplicadas em (2.34) resultam que

1 1
Fr (8) + 2agnofunm (V)7 + 2Bo|07, ()])* < o' (1) [Hu{n(t)H2 + 280 (V)IF, + 280, (DR

20 (1) ([ (1), W4 (1)) — (813 (1) 1WA (1), + (1{utf (1) W (O)r, (2.35)
Ao+ 1) JQ [ (D)]Pu, (DU, (1)dx — 25° (JQ em(t)dx) JQ 0/, (0)dx((Om (1), 07, (1))).

Tomando w = 2u’ (t) em (2.3) e, multiplicando ambos os lados por —%, temos
—20c/(t) [((um(t),uﬁl(t))) — (8, (1), up (), + (ﬂ(u%(t)),u;ﬁ(t))n} =
o/(t) o/(t) o/(t)
aft) o(t) o(t)

[um () + 22 L [ (8)[Pum (H)ug, (t)dx + 2 ((a- V)Om(t), up (t)).

Usando a identidade acima em (2.35), temos

Fru (6) + 200 luin (), + 2Bol100, (° < o (4) g (1)) + £ 87, (DI, + 1581, (V1

OC/(t) " 2 OC/(t) p " OC/(t) "
+2 (1) [ (B)]F +2A (1) L) W (1) [Pum (t)uy, () dx + 2 (1) ((a-V)0m(t),uy (1)
—2Mp+1) JQ [um (£)[Pu, (g, (t)dx — 2B (JQ %(U) JQ O (1) dx((Om (1), 67, (1))).

A seguir, obteremos um majorante para os termos do lado direito da equacao acima.
Inicialmente, usando o fato de «(t) > o e a definicao de F,,,(t), temos:

3lec’ (1)

Xp

t 1 1
SR (OF + o (8) [, ()2 + 1787, () + I 8m (D] < Fn < CFin(2.36)

Analisemos agora a integral J W (B)[P [l () [l ()] dx.
Q

(i)Sen =1e0 < p < oo, entdo V «— H'(Q) — C(Q) — [*(Q). Assim, pela
Desigualdade de Holder,

J o (D)1 [uy, (D) [lur, (B)ldx < (suplum(t)l)pJ [up, (8) [y, (t)]dx
Q xeQ Q
< Clum (0[P, (B) gy, (1)

< Cllum (P [lugm (8 g (£)1-
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(i) Sen =2e3 < p < oo, entdo 2 < 4p < co. Assim, V — H(Q) — L*(Q) e

2
V < HY(Q) — L4(Q). Dai, usando a Desigualdade de Holder,
J um ()°H (DI (B)ldx < (J |um(t)|29|u;1(t)|2dx) (J |u:;(t)|2dx)
Q Q Q
) :
(J |um(t)|4pdx> (j |u:n(t)|4dx) (1)
Q Q

L

_ [(J |um(t)r4pdx>4"] ! ()l ot (1)
Q

= Jum (t)|Lae (o) ur, () L) lur (1))

[
=

N

N

Cl[m (0|t (E) [Tugn (B)1.

(iii) Sen > 3 e = < p < %5, entdo 1 < np < 225, Logo, V — H'(Q) — e <

n 2

L™P(Q). Sendo % + “T*Z =1 e usando a Desigualdade de Holder, temos

J (PR, (Dl (Dldx < (J |um(t)|20|u;1(t)|2dx)2(J |u;g(t)|2dx)2
Q Q Q

< ( |um |“pdx> ( IHdX)n] lur, ()]
_ ( [ |“pdx)“] ( (tnf"zdx)gﬂu:l(tn
= (Voo i (8] 2, P (B

< Cllum(D)]JP ] (t |||um )l-

Portanto, em todos os casos temos

|, Ham (0Pt (e (0 < Clm (017 1) 0]
Dali,

—Cllum (D]° [, (B[ (D] < L e (1)]Pu (H)u’ (t)dx. (2.37)
Multiplicando (2.37) por —2A(p + 1) e usando a desigualdade de Young, obtemos

AP+ | fm(OPu (O tdx < Clun(®IP w0l (238)
< Cllun@I + k(7] < CFa(v)

De modo analogo, mostramos que

2Aa’ (1)
o(t)

JQ [ ()P [ () ey (1) [dx < C 4 CFin(t) (2.39)
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E importante frisar que nos calculos acima e, nos que vem a seguir, C denota varias

constantes positivas. Agora, notemos que

" o

o/ (t))] = (100, (1) |7
Xg lrgiagxn |ai| ; aXi

Além disso, segue da desigualdade (2.24) e, do fato da terna {u,,, O, o} estar definida

((a- V)0 (1), ul (1) < 2 ] (1)]ax <

=90
E ai
i=1

+ lu;(t)F) < ClOm(D)]* + CFm(t).  (2.40)

i

em [0, 00), que existe uma constante C tal que

o0

En(t) + annoJ

[l ()2 dt + 2(30J 10, (t)]|2dt < C (2.41)
0 0

para todo m € N e, todo t > 0. Agora, observemos que, dados m € N e t > 0, temos

UQ 0. (t)dx

sendo que a ultima desigualdade decorre de (2.41). Da relagdo acima e, tendo em conta

< [Om(B)[Lr0) < ClOm(t) < C (2.42)

que B’ € L2 (R), temos que

B’ (J em(t)dx> < sup ess|B'(E)] = Bu.
Q

l£1<C

Usando os fatos acima e as desigualdades de Schwarz e Young, temos que

—2p’ (JQ em(t)dx> Ll 0, (t)dx((6m(t), 0/, (1)) <
281107, (1) |1 (0) [18m (1) [[[|85, (1) | < CllOm (1)[12167, (D) + BollO7, (1)]|* <
Cll8m (D) [Fm(t) + BollOm (D*  (2.43)

Portanto, das desigualdades (2.36), (2.38), (2.39), (2.40) e (2.43), obtemos

Fl (1) + 20gmolu, (V)IF, + Boll05, ()] <
C(l + 10w ()] + Fm (1) + Hem(t)H?Fm(t)) (2.44)

Agora, mostraremos que F,(0) é limitada. De fato, sendo u,(0) solugao do problema

aproximado, entao
[ (0) — (0) (At (0), ugr (0)) 4 A1t (0)[Pm (0), 1 (0) + (@ - V)8 (0), 1, (0)) = 0.
Segue, da desigualdade de Cauchy-Schwarz, que

[ (0)17 < (0 At (0)lIuy, (0)] + A’Ium(O)l"um(O) um (0)]

= 190,
(m ad ) 2|7

'| " ()],
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dividindo ambos os lados por [ul (0)| e, aplicando a desigualdade de Young, obtemos

m

[t (0)] < (0) At (0)] + Al (0)[P 1t (0)] + C[[0m (0)[|* + % (2.45)

Evidentemente, se [ul’ (0)] = 0 entdo (2.45) permanece valido. Como um,(0) — up em
VN HA(Q) entdo, [[um(0) —upllvar, (o) — 0 quando m — oo e, portanto,

|wm (0) — wo| 1, (@) — 0 e, além disso, da sequéncia de imersoes
VNHAQ) = V<= H'(Q) = L*(Q)
temos que [um (0) — ugl — 0 quando m — oco. Por outro lado, temos
At (0) = Aug* = [[um (0) = wol[fi, ) — um (0) — wol?,

o que implica que |[Au,(0) — Augl — 0. Isso nos mostra que (Au,(0)) é limitada em
[2(Q). A limitacao da sequéncia (|itm (0)]Pm (0)])men decorre da continuidade da funcao
P(s) = [s|Ps. Além disso, decorre de (2.8) que (0,(0))men ¢ limitada em HY(Q) e,
portanto, existe uma constante C, que independe de m, tal que [u// (0)] < C.

Agora, sendo 0,, solucao do problema aproximado, entao
B0 + B (|| 0m(010x ) ((800).01,(01) + ((a - V) (01,04, 0)) =0
temos, de (2.42), que existe uma constante C tal que
JQ O (t)dx € [-C, C],Vt € [0, 00),
pela continuidade da funcao 3 existe uma constante C > 0 tal que
3 (JQ E)m(())dx) <CVmeN

Além disso, considerando o fato de (vi)ieny ser uma base de solucoes do problema de

autovalores ((vi,Vv)) = Ai(vi, V), para todo v € H}(Q), temos

!/ 2 . 3 A !/
oL (0)F <  (max ) MUY

n
+ < max \ail) Z
1<i<n

i=1

a /

e AT
Xi

e, da desigualdade de Cauchy-Schwarz, resulta que

n

i (0 < CI8 0]+ (ol ) Y-

1<ign £
i=1

ou,, (0)|, .,
N 0) )‘wm(on.
Xq
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Usando a desigualdade de Young e, notando que (u/, (0))men ¢ limitada em V| obtemos
uma constante C tal que |07, (0)| < C, para todo m € N.

Agora, tomando z = 87 (0) em (2.5), obtemos
|(187,(0), 877 (0))ry | < (17, (0, 87(0)) [ + [(F287,(0), 85, (0)) 1y | + [(£38:m (0), 877, (0))r, |-

Lembrando que f; = min f;(x), fazendo f3 = max fy(x), f3 = max f3(x) e usando Cauchy-
xely xely xel

Schwarz, temos
1187 (0)IF, < [up (0)Iry 877 (0)Iry + F2l87, (0)Iry 1877 (01, + F318:m (01, 870 ()],

Da Estimativa I, segue as limitacoes das sequéncias (1’ (0))men € (85.(0))men em L2(T})
e, como 8y (0) — 89 em L2(I), temos que (8 (0))men ¢ limitada nesse espaco. Assim,
existe uma constante C, que independe de m, tal que |5]] (0)] < % Portanto, (Fi(0))men
¢ limitada.

Agora, seja T > 0 fixado arbitrariamente, entao, integrando (2.44) de 0 a t, com

0 <t <T e, observando (2.41), obtemos

t

F(t) + Q%HOJ hul (s)IF, ds + Bo Jo 10/ (s)||*ds < C + L C(1 4 |0m(8)]|*)Fm(s)ds. (2.46)

0

Segue de (2.46) e, da desigualdade de Gronwall, que
F..(t) < Cef(t)(\|6m[s)|\2+1)Cds < CeCT’

onde na ultima desigualdade, usamos (2.41) e, concluimos dai, que existe uma constante

Ct, independente de m, tal que, para todo 0 <t < T,

t

t
Fm(t)+2oconoj |u§ﬁ(8)?lds+ﬁoj 167, (s)[ds < Cr. (2.47)
0

0
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2.3 Passagem ao Limite das Solucoes Aproximadas

Nesta se¢ao passamos o limite, quando m — oo, no problema aproximado. Notemos que,

pelas Estimativas I e II, temos

(Wm) é limitada em L®(0,T;V) = (L'(0,T; V")), (2.48)
(ul,) 6 limitada em L*(0,T;V) = (L}(0,T; V"), (2.49)
(upy) élimitada em L*(0,T;L*(Q)) = (L'(0, T; L*(Q))), (2.50)
(Yo(ul,)) élimitada em L[*(0, T;L*(I)), (2.51)
(0,n) 6 limitada em L°(0,T;L*(Q)) N L0, T; H{(Q)), (2.52)
(0/) élimitada em L*°(0,T;L*(Q)) N L0, T; H;(Q)), (2.53)
(8m), (81), (814) sdo limitadas em L0, T; L3(1y)) = (L'(0, T; L3(1))) ,(2.54)

Observagao 2.2. Por questdo de simplicidade faremos Q = Q x (0, T).

De (2.48)-(2.54) e do Corolario 1.1 , existem subsequéncias de (W )men, (Om)men €

(6m)men, que ainda denotaremos dessa forma, tais que

Unm —u em L%(0,T:V), (2.55)
w5 UW em L®(0,T;V), (2.56)
w/ 54 em L0, T;L%(Q)), (2.57)
Yo(ur,) = vo(¥) em L2(0,T; %)), (2.58)
0m—0 em L[%0,T;H(Q)), (2.59)
0! —0 em L2(0,T;HL(Q)), (2.60)
dm — 8 em L[*(0,T;L*()), (2.61)
8/ A8 em L®(0,T;L%()), (2.62)
5" 5% em L®(0,T;L3(I)). (2.63)

Pela cadeia de imersoes
L®(0,T; V) — L*(0,T; L*(Q)) = L*(Q) — D'(Q)
temos que Wy, — we u/ — wem D’(Q). Além disso,

<u1/117 d)> = _<um7 d)/> — _<u7 Cl)/> = <U-/, d)>7vd) € D(Q)
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Assim, 1/, = u’ em D’(Q) e segue, da unicidade do limite fraco-estrela, que i = u’. De
modo andlogo, mostramos que U = u”, yo(v) = yo(u’), 0= 0/, 5=05"ed=25".

Seja my € N fixado arbitrariamente e consideremos o problema aproximado com m > my.
Entao multiplicando (2.3), (2.4) e (2.5) por ((t) € D(0,T) e, integrando de 0 a T, obtemos

T T

x(t) ((um(t), w))C(t)dt — J oc(t) (87, (t), w)r, C(t)dt

0

J;(u;;(t),w)at)dt i J
E

)
+ J a(t)(n(u;(t)),w)r1C(t)dt+AJ (I (0P (8, W)C(t)dt (2.64)

0 0

i
+j ((a- V)8 (1), w)C(t)dt = 0,
0

T T
| (e;l(t),v)at)dwjo B JQ em(t)dx) (O (1), v))C(t)dt

0

:
+J ((a- V)u' (t),v){(t)dt = 0, (2.65)

T T

(flsxl(t),z)rlat)dwj (£287, (), 2)r, () dt
0

JT(uin(t), z)r, ¢(t)dt +J

0

.
+J (f38m(t),2)r, C()dt = 0. (2.66)
0

Analisaremos agora a convergéncia das integrais em (2.64).

.
e Convergéncia da integral J (w” (t),w)(t)dt.

m
0
Vimos que u” = u” em L*®(0,T; L%(Q)), isto &,
12} /!
(Ui &) L=(0,TiL2(Q)) Lt (0,TiL2(Q)) = (W, E) e (0,T512(Q)),L1 (0,T;L2(Q))

para toda & € L'(0, T; L2(Q)). Isso equivale a dizer que

T

.
Jo (up (), &(t)) 20 12(0)dt — L (u”(t), &(t))12(q).12(0)dt.

Portanto, pelo Teorema da Representacao de Riesz, temos que

T

;
J (u;:i(t),w)at)dmj (W(8), w)C(t)dt
0 0

para toda w € Wy,,.

T

e Convergéncia da integral J o (t)((um(t),w))(t)dt.
0
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Como V < H'(Q) entdo L®(0, T; V) < L®(0, T; H'(Q)) e, por (2.55), temos que Uy, — W
em L*®(0, T; H!(Q)), isto é,

T

.
L (&), um(t)) Hr(a) Hi@)dt — L (&), w(t))rr(q) Hi(o)dt

para toda & € L1(0, T; H!(Q)’). Entao, pelo Teorema da Representacao de Riesz, temos

T

}
J ((um(t),a(tmdtﬁj (u(t), £(1)))dt.

0 0

Portanto,

T

]
J oc(t)((um(t),w))at)dwj (t)((w(t), w))C(D)dt,

0 0

para todo w € Wh,,,.

.
e Convergéncia da integral —J o(t) (87, (1), w)r, ¢(t)dt.
0

Vimos que 8/, = &’ em L=(0, T; L2(I})), ou seja,

(1 E)Loe(0,TsL2 (M), L1 (0,T:L2 () — (875 E)Loo 0,512 (1)), L1 (0,T512 (1)) -

Dai e, do Teorema da Representacao de Riesz, segue que

T T
—JO () (8 (£), w)r, L(t)dt = — L x(1)(8'(1), w)r, C(t)dt

para todo w € Wy,,.

T

e Convergéncia da integral AJ (um (B)]Pum (L), w)C(t)dt.
0

Como L*®(0, T; V) — L2(0,T; V) — L%(0,T; L*(Q)) temos, por (2.48) e (2.49) que (Um )men
e (W, )men sao limitadas em L2(0,T;V) e L3(0,T;L?(Q)), respectivamente. Entao, pelo
teorema de Aubin-Lions, existe uma subsequéncia de (Wm)men, que denotaremos por

(um)meNa tal que

Um — u em L2(0,T;12(Q)) = L%(Q).

Logo, pelo Teorema 1.5 , existe uma subsequéncia (Um,)jen de (Um)men, que ainda

denotaremos por (Um )men, tal que

Uyn —u em q.t.pde Q,
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e, sendo P(s) = [s|’s uma funcao continua, temos
U |PUy — [u[Pu em q.t.p de Q. (2.67)

Além disso, temos que V — L"(Q) com r = 2p + 2 e, desse modo, L*(0,T;V) —
L*(0, T;L"(Q)). Agora, notemos que

2
im)zj o (820 2dx = [ (©)Pum(®)]
Q

[[um ()
donde, por (2.48)
(U PUm ) men € limitada em L2(0, T; L%(Q)). (2.68)
Entao, decorre do Lema 1.2, de (2.67) e (2.68), que
[Um[*Um — [ufPu em 1*(Q),

isto é,

T

JT JQ W (B)[Pum (t)Edxdt — J

J lw(t)|Pu(t)&dxdt
0 0 Ja
para toda & € L%(Q). Portanto,

.

i
AJ (|um(t)|pum(t),w)(:(t)dtMJ (u(t)Pult), w)e(t)dt
0 0

para todo w € Wh,,,.

.
e Convergéncia da integral J o(t)(m(ul (1)), w)r, C(t)dt.

m
0
Primeiramente, notemos que (M(u’.))men ¢ limitada em 12(0,T;L2?(})). Com efeito,

usando as hipoteses (2.2)g do Teorema 2.1, encontramos

T

M) Pao e, zj j (. ()2drdt <
't

0

.
S Jo Jr uin (DRATdE = LhulEoream))s
1

e sendo (Ul )men limitada em L2(0, T; L(T})), segue o resultado. Além disso, existe uma

subsequéncia (n(uw),))men de (M(ul,))men tal que

n(u,) = nu’) em qt.pde Iy x (0,T),
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e, portanto, pelo Lema 1.2 , temos que
n(uy,) =) em 20, T;L%(1)),

e, concluimos dai que,

T

i
JO (1) (m(uly (£)), w)r, ()t - L (1) (n(w/(1), w)r (D) dt.

T

e Convergéncia da integral J ((a- V)0 (t),w)(t)dt.
0

Decorre de (2.52) que ((a- V)0, ) men ¢ limitada em L2(0, T; L%(Q)) donde, pelo Teorema
1.3, existe uma subsequéncia de ((a- V)0, )men, que denotaremos por
(

((a-V)0m)men € x € L?(0,T; L?(Q)) = L%(Q) tais que
(a-V)0, —x em L*(Q),

isto é,
-

JT JQ((a -V)0m(t,x))E(t, x)dxdt — J

J x(t, x)&(t, x)dxdt, (2.69)
0 0 Ja

para toda & € L2(Q). Além disso, notemos que, por (2.52) e (2.53), (0m)men € (01 )men
sao limitadas em L2(0, T; H{(Q)) e L?(0, T; L*(Q)), respectivamente, donde, pelo Teorema

de Aubin-Lions, existe uma subsequéncia (0, )men de (0m)men tal que
0 — 0 em L[2(0,T;L%Q)). (2.70)

Agora, observemos que, para cada m € N a funcao 0,, define uma distribuicao em

D(Q), denotada por Tg, , onde

T

(To,., &) :J

0

J Om (t,x)d(t, x)dxdt, Vb € D(Q).
Q

Assim, por (2.70),

<T9m7(b> - <T97¢>7v¢ € D(Q)a

donde, Tg,, — Tp em D’(Q) e, pela continuidade da derivagao em D’(Q), temos que
Tavyo, = Tavie em D'(Q),

decorre dai e de (2.69) que Tia.v)o = Ty €, do Lema de Du Bois Raymond, (a- V)0 =

quase sempre em Q. Portanto,
-

'
j ((a-V)em(t),w)at)dt%J ((a- V)0(1), w)Z(t)dt,

0 0
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para todo w € W,,,. Entdo, fazendo m — oo em (2.64), usando os resultados de
convergéncia acima obtidos e o fato de (wj)icy ser uma base de V. N Ha(Q), obtemos

T T

x(t)((u(t), w))c(t)dt — J a(t)(8"(t), wir ¢(t)dt

0

i
J (W” (1), w)C(t)dt +J
0 0
]

)
+L () (W (1), w)r, (t)dt + AL (u(t)Pult), w)C(t)dt

para todo w € VN HA(Q), ou ainda,

(gt &)+ (a0 ((ww)) = @whr + whowle].C) @7

dt
+ (AlufPu, w), §) +(((a- V)6,w), () =0,

para todo ¢ € D(0,T).
Agora, faremos uma andlise da convergéncia das integrais em (2.65).

T
e Convergéncia da integralJ (07 (t),v)(t)dt.

m
0
Segue, de (2.53), que existe uma subsequéncia de (0,,)men, que ainda denotaremos por

(em)m€N> tal que
0/ — 0" em L*0,T;L*(Q)),

isto é,

T

]
J (07, (1), £(1))dt %J (0/(1), £(t))dt,

0 0
para todo & € L2(0, T; L2(Q)). Portanto,

T

]
j (07, (t), v){(t)dt %J (0 (1), v)(t)dt,

0 0

para toda v € Vi, .

T

B (J em(t)dx) (O (6, V))C(H)dt.
Q

e Convergéncia da integral J
0

Sendo (vj)jen uma sequéncia de autofungdes do operador laplaciano, podemos tomar

v =—A0,(t) em (2.4) e obtermos

4190, 07 +28 (J em(t)dx) A0 (B = 2((a- VI, (1), AB (1)),
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Lembrando que f3 (IQ Gm(t)dx) > B e, aplicando as desigualdades de Cauchy-Schwarz

e Young na igualdade acima, obtemos
d
alvem(t)lz +2B0lA0m (t)* < CIVuy, (1) + BolAOm (). (2.72)

Agora, integrando (2.72) de 0 & T e usando o fato de (U], ) men ser limitada em L*(0, T; V),

encontramos
-
|V9m(t)|2+l30J A0 (1)t < C, (2.73)
0

onde C é uma constante que nao depende de me 0 <t < T.
Recordemos que (0 )men ¢ limitada em L2(0, T; H (Q)) e (07, ) men ¢ limitada em L2(0, T; L*(Q))
e, portanto, pelo Teorema de Aubin-Lions, existe uma subsequéncia de (0 )men, ainda

denotada por (0., )men, tal qu
T 3
(J 0 (t) — G(t)lzdt> — 0 quando m — 0. (2.74)
0
Além disso, segue de (2.42) e de B’ € L2 (R), que B é Lipschitziana quase sempre em

[—C, C] com constante de Lipschitz M. Agora, notemos que, dados v € V,,, e ¢ € D(0, T),

temos

JT (B J Gm(t)dx> VO (t)— B (J G(t)dx) VG(t),V\)) C(t)dt =
0 Q e}

JT [[5 (J Gm(t)dx) - (J G(t)dx)] (VO (1), Vv)C(t)dt +
0 Q Q

+JT ((5 (J B(t)dx) (VO (t) — VO(t)] ,Vv) C(t)dt. (2.75)
o}

0

Observando que L2(Q) < 1}(Q), usando (2.73), a desigualdade de Cauchy-Schwarz e o

fato de (3 ser Lipschitz quase sempre, obtemos

T
J [B <J Gm(t)dx) —B (J G(t)dxﬂ (VO (1), Vv)((t)dt <
0 Q Q

)
Clelizom ( J O (1) — e(t)Pdt)

0

S

Entao, por (2.74),

)
lim J {(5 (J Gm(t)dx> B ( J G(t)dx)} (VO (1), Vo)C(t)dt = 0. (2.76)
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Analisemos agora o ultimo termo de (2.75). Inicialmente, notemos que, pela continuidade
de B e, por (2.42), |B (J"Q e(t)dx)‘ < C. Além disso, resulta da desigualdade de Cauchy-

Schwarz, que
[(VOm(t) — VO(t), Vv)((t)lr < C[VOn(t) — VO(L)].

Assim, como 0,, — 0 em L2(0,T; H}(Q)), obtemos

]
lim J ([3 (J B(t)dx) V0, (t) — VO(t)] ,w) ((t)dt = 0. (2.77)
Q

m—00 0

Usando (2.76) e (2.77) em (2.75), encontramos

T T
J (B (J em(t)dx> Vem(t),Vv) ¢(t)dt — J (B (J e(t)dx) Ve(t),Vv) ¢(t)dt,
0 Q 0 Q

para todo v € V;,,, e todo ¢ € D(0,T).

T
e Convergéncia da integral J ((a- V)ur, (t),v)¢(t)dt.
0

Segue, de (2.49), que ((a-V)ul,) é limitada em L*(0, T;L?(Q)). Entao, pelo Corolério

1.1, existem uma subsequéncia ((a- V)u/ ) e x € L=(0, T; L3(Q)), tais que
(a-V)u, = x em L*(0,T;L*Q)),

isto é,
T

]
L (& VIl (1), £(0) 1200y 120y At = L (x(1), £z a2 e .

Assim, pelo Teorema da Representagao de Riesz,

T

:
J ((a- V)ul, (1), £(1)dt — J (x(t), £(1))dt, (2.75)

0 0
para toda & € LY(0,T;L2(Q)). A seguir, mostraremos que X = (a- V)u’. De fato, por
(2.49) e (2.50), temos que (ul ) e (u”) sao limitadas em L2(0,T; V) e L%(0,T;L*(Q)),

m m

respectivamente. Logo, pelo teorema de Aubin-Lions, existe uma subsequéncia (Uy, )men,

tal que
uw —u em [*0,T;L*(Q)) =L*Q). (2.79)

Agora, notemos que, para cada m € N, u/ define uma distribui¢ao em D(Q), denotada
por Ty e, tal que,

T

(Tug, §) :J

J w (t,x)o(t, x)dxdt,
0 Jo
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para toda ¢ € D(Q). Assim, por (2.79), temos que T, — T em D'(Q) e decorre, da

continuidade da derivacao no espaco das funcoes teste, que

<T(a~V)u,’n7 ¢> — <T(aAV)u’a (I)),V(b S D(Q)

Logo, podemos concluir por (2.78) e, pela unicidade do limite em D’(Q), que Tia.v)uw = Ty
e, pelo Lema de Du Bois Raymond, temos que (a-V)u’ = x quase sempre em Q. Portanto,
T

i
J ((a- VI, (t),v)C(D)dt — J ((a- VIW/(t), V)(Ddt,

0 0
para todo v € V. Assim, fazendo m — oo em (2.65), usando os resultados de con-

vergéncia de integrais obtidos acima e, levando em conta o fato de (vi)ien ser uma base

de H}(Q), temos

JT(e’(t) vt dt+J <L9 dx) (0Dt

0

)
+J VWD), v)E(t)dt = 0,

0

para todo v € H}(Q). Equivalentemente,

(0", Q) + <f3 (Jﬂedx> ((e,vn,c> T {((a- V)W, v), Q) =0,

para todo ¢ € D(0,T).

Analisaremos agora a convergéncia das integrais em (2.66).

T
e Convergéncia da integral J (ur, (1), 2z)r, C(t)dt.
0

Temos, de (2.58), que u/, — u’ em L2(0, T; L%(T})), isto é,

T

]
J (W (1), E())r, dt — J (W (1), £(t))r dt,

0 0

para toda & € 12(0, T; L?(I)). Em particular, tomando & = z{(t), com z € Z,,, obtemos

T

i
J (W (), 2)r, (1) dt %J (W), 2)r, C(t)dt.

0 0

T
e Convergéncia da integral J (100 (1), z)r, C(t)dt.
0

Temos, por (2.63), que 8”7 =~ 8" em L®(0, T; L%(I)), o que significa dizer que

(81 E)Loe(0,T:L2 (M), L1 (0,TsL2 (1)) — (87, E)Leo0,m512(m)) Lt (0,T5L2 (1)
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e, entao, pelo Teorema da Representacao de Riesz, obtemos

T

i
j (6;2(t),a(t))r1dwj (6”(), £(t))r, dt,

0 0
para todo & € L'(0, T; L2(T})). Tomando, em particular, & = z{(t), temos

T T
J (101 (t),z)r, C(t)dt —>J (10" (1), z)r, C(t)dt.

0 0

Analogamente, mostramos que

T

)
L (£, (8), 2)r, C(t)dt — L (£,8/ (1), 2)r, (1) dt,
T

)
L (F35m (£), 2)r, (1) dt — L (£,5(t), 2)r, (D),

para todo z € Z,,,. Portanto, fazendo m — oo em (2.66), usando os resultados de
convergéncia acima obtidos e lembrando que (z;)iey forma uma base de L2(I}), temos

T T

(f18"(t),z)r, C(t)dt + J (f28'(t),z)r, C(t)dt
0

T
+J (f30(t),z)r, C(t)dt =0,
0

JT(u'(t),Z)rIC(t)dtnLJ

0 0

para todo z € L2(T}). Ou ainda,

<(ulaz’)r1> C> + <(f15”72)r1, C> + <(f26/’z)r1’ C) + <(f35,2’,)r1, C) = 07

para todo ¢ € D(0,T).
Mostraremos agora que a terna {u, 0,8} é solucao forte do sistema de equacoes dife-

renciais (1). De fato, se w € D(Q) C VN HA(Q) entéo,

.
L [(w” (1), w) 4+ a(t) (u(t), w)) + Ahe(t)[Pu(t), w) + ((a- V)O(t), w)]((t)dt = 0,

para todo ¢ € D(0,T). Assim, pela formula de Green, temos

.
J (W (1), w) — a(t) (Au(t), w) + (A(t)[Pu(t), w) + ((a- V)O(t), w)]E(t)dt = 0.

0
Assim, pelo Lema de Du Bois Raymond, temos que
(w”(t),w) — ect) (Au(t), w) + (Au(t)Pult),w) + ((a- V)O(t),w) =0 em q.t.p de (0,T),

para todo w € D(Q). Novamente, pelo Lema de Du Bois Raymond, segue que

u —a(t)Au+Au/fu+(a- V)0 =0 em q.t.p de Q. (2.80)
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Analogamente, aplicando duas vezes o Lema de Du Bois Raymond, obtemos

0'—B <JQ 9) AD+ (a-V)u' =0 em q.t.pde Q,

W07+ 18" + 136 =0 em q.t.pde Ty x (0,7T).

Agora, multiplicando (2.80) por w € VN HA(Q) e ¢ € D(0,T), e integrando em Q,
obtemos

T

o(t)(Au,w)(t)dt + J (AlulPu, w)C(t)dt
0

-
+J ((a-V)B,w)((t)dt =0,

e, pela férmula de Green,

0 0

T T
J (u",w)at)dt+J x(t) [((u,w))— (a—“,w> ]cmdt
I

T

.
+J (Alulpu,w)C(t)dtJrJ ((a- V)0, w)(t)dt = 0. (2.81)
0 0

Subtraindo (2.81) de (2.71), obtemos

N
J a(t) <g—::—6’+n(u’),w) ((t)dt =0,vC € D(0,T).
0 '

Resulta, do Lema de Du Bois Raymond, que
ou , ,
— =3 4+nu),w)] =0 emqtpde (0,T),
ov r

para todo w € VN HA(Q). Portanto,

P -8 +1n(u')=0 em q.t.pde T} x (0,T).

2.4 Verificacao das Condicoes Iniciais

Nesta secao mostraremos que a terna de solucoes {u, 0, 0} satisfaz as condigoes iniciais do

problema (1)-(2).

e u(0) =uyg.
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Sendo u € L*®(0,T; V) e u’ € L®(0,T;V) entdo, pela Proposicao 1.2, u € C°([0,T]; V),

fazendo sentido calcular w(0). Além disso, como Uy, — uw em L®(0, T; V), entdo,

T T
J (U (1), W)v vr@(t)dt — J (u(t),w)vvet)dt, Ywe V' Vo ecl'(0,T).

0 0
Tomando, em particular, w € L*(Q), a dualidade (um (t), w)v v+ é dada por (um,(t),w)

e, desse modo,

T

N
J (um (1), w)d’(t)dt —>J (u(t),w)dp'(t)dt, vw € L*(Q), Vo € C([0,T]), (2.82)
0 0

com ¢(0) =1 e ¢(T) = 0. Analogamente, o fato de u’, — u’ em L®(0, T; V) nos garante

que

T T
J (u (1), w)d(t)dt —>J (W (t),w)p(t)dt, Yw e L*(Q), Yb e CH[0,T]), (2.83)

m
0 0

com $(0) =1 e &d(T) =0. Somando (2.82) e (2.83), obtemos

T T
|, gptem(wotede = | iuto,whlt)a
Portanto,
(i (0), ) = (W(0), ), ¥ € (),
isto é,

Um(0) = u(0) em L%(Q).

Como, por hipétese, um (0) — ug em VN HA(Q) — L2(Q) entdo um(0) — ug em L2(Q)

e, pela unicidade do limite fraco, w(x,0) = uy(x) para todo x € Q.
e u'(0) =u,.

Sendou’ € L*®(0,T; V) eu” € L=(0, T; L2(Q)) entao, pela Proposicao 1.2, u’ € C°([0, T]; L2(Q))

e, portanto, existe u’(0). Agora, observemos que

u, 2 u em L*(0,T;V),

uw’ S’ em L0, T;L*(Q)),

resulta que
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para todo w € L2(Q) e todo ¢ € C([0,T]), com ¢(0) =1 e ¢(T) =0. Assim,

T T
L %(uin(t),wtb(t))dt — L %(u’(t),wq)(t))dt’
e, portanto,
(uh(0),w) = (u(0),w), ¥w € L*(Q),
isto é,

u (0) = u/'(0) em L[*(Q).

Por hipétese, temos que u/ (0) — u; em V — [*(Q) e, consequentemente, w/ (0) — u;

em L[2(Q). Portanto, pela unicidade do limite fraco, u’(x,0) = u;(x) para todo x € Q.

Sendo 0,0’ € L*°(0,T;L23(Q)) entao 0 € C°([0,T];L2(Q)) e faz sentido calcular 0(0).

Observemos que

0, — 0 em L2(O,T;H(1)(Q)),
0/, — 0" em L*0,T;H;(Q)),

resulta em
-

i
L (8 (£), W) (£)dt — j ((8(6), W)’ (D)t
T

i
J ((e:n(t),w))¢(t)dm[ ((0'(1), w))d(D)dt,

0 0
para todo w € H}(Q) e todo & € C'([0,T]) com ¢(0) =1 e ¢(T) =0. Assim, somando

as duas relagoes acima, obtemos

Td Td
|| gtOntowhat > | (e, whit)at
Logo,
(O (0), w)) = ((0(0), W), ¥ € H}(CD)
isto é,

0,m(0) — 0(0) em HL(Q).

Por hipétese temos que 0,,,(0) — 09 em H}(Q) e, como convergéncia forte implica em
convergéncia fraca, temos que 0,,(0) — 0y. Entdo, pela unicidade do limite fraco,

0(x,0) = 0p(x) em Q.
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L4 6(0) = 50.

Como 8,8’ € L=°(0, T; L(I)) entao & € C°([0, T]l; L2(T)) e, portanto, faz sentido calcular

5(0). Agora, notemos que

dm — & em L*°(0,T;L3(I)),
6/ 8" em L*(0,T;L3(I)),

resulta em,

T

i
J (6m(t),a(tnﬁdwj (5(8), £(t)r, dt.
0 0

0

0
j (5] (1), £(t))r, dt %J (5'(4), £())r, dt,

0 0
para todo & € L'(0,T;L2(T})). Em particular, consideremos &(t,x) = z(x)$p(t), com
z € L2(N) e ¢ € CH[0,T]), onde $p(0) = 1 e $(T) = 0. Entao, pelas relacoes acima,

obtemos
T T
L (5 (1), 2) ' (1) dt — L (5(1), 2)r, &' (1) dt.
T T
L (5. (1), 2)r, b(1)dt — L (5(0),2))r, (D)t
Portanto,
T d T
| S(Enitlzbnndt— | S50, zp()ar
Assim,
(5 (0),2)r, — (5(0),2)ry, Vz € L2(TY).
Logo,

Sm(0) — 8(0) em L2*(I).

Por hipétese, 8, (0) — 8o em L2(T}). Entao, pela unicidade do limite fraco, §(x,0) =
do(x), para todo x € T7.

De modo analogo, mostramos que

5(x,0) = 220 4 n(w (), Vel
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2.5 Unicidade das Solucoes

Nesta secao demonstraremos, via método da Energia, que nosso problema possui uma
Unica solucao. Para tanto, suponhamos que {u, 0,8} e {i1, 0, 8} sejam solucoes do problema

esejamv=u—1U, w=0—0e @ =5— 0. Entdo,

V(1) + fre"(t) + 20 () + f30(t), O, =0,

para todos & € VN HA(Q), & € HY(Q) e C € L2(T).

Além disso,

v(x,t) =0 em Ty x (0,00); w(x,t)=0 em T x (0,00),
v(x,0) =v'(x,0) =w(x,0) =0 em Q,
(p(X70) =0 em rl)

@' (x,0)=0 em T.
Tomando & = 2v'(t), ¢ =2w(t) e { =2¢'(t) em (2.84); — (2.84)3, obtemos

=/

2(v" (1), V(1)) + 2(t) [((V(t)m’(t))) — (@' (1), V' (1), + ((u' (1)) —=n( (1), v (),

#22 [ (lvute) — GRS )V (Dax + 2((a - VIw(o), V(1) =0,

2(w'(t),w(t)) +2p (JQ e(tde) w(t)|” +
e [B (L e(t)dx) B (L ﬁ(t)dxﬂ ((B(6), w(t))) + 2((a- VIV/(6), w(t)) = 0, (2.85)

2(v'(t) + f10"(t) + f20'(t) + f30(t), @'(t))r, = 0.
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Agora, observemos que

20 (), V(1)) = SV (D),
2((v(), V(1)) = S V0]
2w(t), (1) = < hw(t)P (2.56)

d 1
2(f10” (1), @' (D = I @'(1) )
/ d % 2
2(f30(t), @' (U)r, = I3 @(t)l7,.
Além disso, de modo analogo a Estimativa I, encontramos
2((a- VIw(t),v'(t)) +2((a- VV'(t),w(t)) = 0. (2.87)

Assim, multiplicando (2.85)3 por «(t), somando o resultado por (2.85); e (2.85)5 e consi-

derando as identidades (2.86) e (2.87), obtemos

d 1 2 d 2 / =7 1
¢V OF + () v + 2a(t) (n(u' (1)) =@ (1), v'(t)r,

+27\J' (u(t)lfult) — (t)Ru(t))v/(t)dx + %Iw(t)!2
o

+2pB (J G(t)dx) w(t)||? + 2 [(5 (J G(t)dx) —B (J @(t)dx)] ((8(t), w(t))) (2.88)
Q Q Q
ralt) i o' (0, + 200l o' (O, +alt) LI ot =0

Observemos ainda que

() SO = & (tv()]2) - o (0 v(t)
w(t) S0 (0, = S (bt (OR,) (I o' (0,

® (=i R, ) — (i o0,

d 1 2
oc(t)alfg ety = at

Entao, usando as identidades acima em (2.88), obtemos

HY() + 2008) (W (1) — (@ (1), v/ (1)), + 24 L

+2 (L e(t)dX> [w(t)[* + 2 [fi (L e(t)dx) —B (L @(t)dx)} ((8(t), w(t)))
L2l @' (VF, = o' (1) [[V(OI + Iff o' (O, +Ifi (1),

(he(®) () — 02T v (D

onde

H(Y) = V(D + () + «(0) VO + [ 0" (O], + 15 ot |
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Além disso, segue das hipdteses (2.2), e (2.2)g do Teorema 2.1, que

28 ( | emdx) Iw(t)]2 > 280 [w(t) 2

=/

20(t) (' (1) = (@ (1), v/ (1)), = 2mooxelv’ (DI,
Portanto,

HI(6) + 2001’ (D, + 280 w(t) 2 < o' (8)[ V()|

it (O], + I (0], |+ 24| ((0IER0 — oun)vde (259)

9 [;3 ( L §(t)dx) 5 (JQ e(t)ax)} (B(1), w(b)

Nosso objetivo agora é estimar o lado direito da desigualdade (2.89).

e Limitacdo de 2\ L (RO)RE(t) — [u(t)Bu(t))v'(t)dx

O Teorema do Valor Médio, aplicado a funcao \(s) = |s|’s, nos garante que, dados

a,b € R, existe y € (0,1) tal que

W(b) —P(a)l =’ (b+(a—b)y) (b—all
Tomando, em particular, a = u(t) e b = u(t), temos
RE(B)Put) — he(B)Pu(t)] = (p+ DRE(t) + (w(t) —w(t))yIPRi(t) —u(t)]

< (p+ 127 ()] + hu(t)]) "ri(t) — u(t)]

< (p 4+ 127 (WO + hu(t)P) R(t) —u(t)].
Portanto,

JQ () [put) — hu(t) Fult) &V (t)rdx < C L (RO + he(t)lg) Mt (t)dx,

onde C ¢é uma constante que nao depende de t. Usando um raciocinio analogo ao da segao

(2.2), encontramos
L (ROIE + IR v (Drdx < C(IT)[° + [w(t)][°) [V IV (2],

sendo que C é uma constante que nao depende de t. Logo, usando a desigualdade de

Young e lembrando que u,u € L>(0, T; V), temos,

2A L} (RO Rult) — [u®)But)v'(t)dx < C([[v)|* + V' (1)F). (2.90)
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e Limitacdo de 2 [rs ( o 6(t)dx> —B(Jq e(t)dx)] ((8(1), w(t))).

Temos, por hipdtese, que B’ € L2 (R) e, desse modo,  é Lipschitz quase sempre em

cada intevalo limitado I € R. Agora, notemos que, de (2.42),

~

J 9(t)dx,J o(t)dx € [-C, C].
Q

[0}

Assim, existe M > 0, constante de Lipschitz de f em [—C, C], tal que

p(J,f0w) b ([ o)

< M UQ 0(t)dx — JQ 0(t)dx

< Miw(t)|lio)

< Chw, (2.91)

onde, na tltima desigualdade usamos a imersao [2(Q) < L!'(Q). Assim, de (2.91), usando
as desigualdades de Cauchy-Schwarz, de Young e observando que e CO([0, TI; HA (Q)),

obtemos

2 [B (JQ §(t)dx) -B (L) G(t)dx)} ((8(1),w(t))) < 2Cw()[[8()|[lw(b)]]

c2W P8P
Bo
< Cw(t)P + Bollw(t)]*.  (2.92)

N

+ Bollw(t)]*

Entao, por (2.89), (2.91) e (2.92), temos

|“;£;)|H(t) + C (M@ + ' (0F) + Chw()?

EH(t) + £H(t) + CH(t) + CH(t)
(0.4)) Xp

KH(t),

H'(t)

N

N

N

Sendo H(0) = 0, temos, pela desigualdade de Gronwall, na

sendo K := max (O%,C .

N——

forma diferencial, que H =0 e, portanto, u =1,0 = Ded=0. O



Capitulo 3

Comportamento Assintdtico

Nosso objetivo neste capitulo é demonstrar que quando os conjuntos Iy e 7 tém uma
geometria especial, a funcao fy é estritamente positiva e a aplicacao n assume uma forma

especifica, entao a energia total: E(t) =

1 2A 1 1
3 {Iu'(t)|2 +10(t)* + (m) Hu(t)HEjﬁz(Q) + o(t) [[[u(t)]|* + IF7 8" (D)7, + [F35(t) %1} }

associada a solucao global do sistema (1) - (2) é assintéticamente estével quando t — oo.

Para estudarmos o comportamento assintético de E(t) iremos supor que
fi e CO(M), filx) >0, Vxel e i=1,2,3. (3.1)

Suponhamos ainda que I e I sao fechados, conexos, disjuntos e possuindo a seguinte

geometria especial

lo={xelmx)- v(x) <0}

N ={xelm)-vix) >0},

onde m: R™ — R"™ é dada por m(x) = x — X, sendo xy € R™ fixado arbitrariamente e
v(x) é o vetor normal unitario no ponto x. Segue da continuidade de m(x) - v(x) em I}
que, por sua vez, ¢ um conjunto compacto, que existe ¢ € R tal que
0 < ¢ :=min{m(x) - v(x)}.
xeF1

Assumimos que n é dada da seguinte forma

n(x,s) = m(x) - v(x)Ini(s), Vx €Ty, (3.2)

o8
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onde 1n; é uma funcao continua satisfazendo

(D) M(s) —mmI(s —1) >M(s —1)% Vs,reRem; >0, (3.3)

(i) Mi(s)le < Milslg, ¥'s € R. (3.4)

Finalmente, suponhamos que existam constantes positivas o, &, K; e € tais que

3
=ap<o(t) <oy emgtpde RT e A< (3.5)

1
o = 16k,

o' (1) g < ope, YVt > 0. (3.6)

Agora, munido com as hipdteses adicionais acima, iremos analisar o comportamento as-
sintético de E(t) quando t — oo.

Sendo {u, 0, 6} solucao do problema (1) — (2) entao,

(w” (1), W' () + () [(ul(t), w' (1)) — (8" (), w'(t))r, + ((w' (1)), (t))r,]

+7\J lu(t)]Pu(t)u’(t)dx + ((a- V)O(t),u’(t)) =0,
Q

(6(1),06)) + B (Le(t)dx) 102+ ((a- Vu'(t), 0(4)) = 0,
(w/(t) 4+ 18" (t) + £28'(t) + f38(t),8'(t))r, = 0.

Procedendo de modo analogo a Estimativa I, do capitulo anterior, encontramos

E'(t)+ P (L e(t)dx) 10(t)[1> + a(t) (m(w' (1), uw'(t))r, + x(1)If25'(t) h =

o (t)
2

[u(e))2 + 1678/ (W, + 180, (3.7)
onde, E(t) =

1 7(4)2 2 2\ p+2 2 3842 3 2

3 {04008 + (20 ) It o + o) [luCol + 150, + ed5(0)3, |

Seja fi := min f; (x) < max fi(x) = ﬂ, para i = 1,2, 3. Entao,

xel x€l
_ ~ 1< il para 1=1,2 3.
0<fi<fi)<fies| 0 "1 o
1> =22 para i=123.
Dai,
fi fa fs
=<1< = =1 < Ty



Capitulo 3. Comportamento Assintético 60

Portanto,
f
TQJ flé’(t)2dF<J £,8'(t)2dr,
fiJn B
isto é,
£y 1 1
?—zlffé’(t)lé <38/ (117, (3.8)
1

De (3.3) e (3.4) resulta que
m (W (B)u'(t) = (W (1)? = (m(x) - V) (W (D)w'(t) > (m(x) - v(x))m (w'(1))?,
para todo x € 7. Assim,

(M (1), W' (£)r, =T mx) - v(x) 2w/ (D], (3.9)
De (3.7), (3.8), (3.9) e notando que o'(t) < xpe < a(t)e e B ([, 0(t)dx) [O(t)[* >
Bol|0(t)]|?, encontramos

E'(t) + BollO(t)]|* + a(t)%!f%&(t) E + Ol (m(x) - V() 2w ()], <

A0 [lol +1rts'w, + s, (3.10)

Agora, podemos enunciar o seguinte resultado:

Teorema 3.1. Assumamos as hipoteses (2.2)1 2346 do Teorema 2.1. Assumamos ainda

as hipdteses adicionais (3.1) — (3.6). Entao,

E(t) < ?E(O)e’%t, vt >0, (3.11)
1

onde €, €1, €5 €T sao constantes positivas.
Demonstracao. Nesta demonstracao, adaptaremos algumas ideias introduzidas por Chen

em [5], mas, veja também Haraux & Zuazua [7] e Komornik & Zuazua [9]. Seja € > 0 tal

que

. Bo m }
€ =min , =, = , 3.12
{ Ko+ 1/(2A1) k3 £k, ( )

onde A; é o primeiro autovalor do operador de Laplace, Ko, K3 € K4 serao definidas mais a

frente. Agora, definamos

Ec(t) :=E(t) + en(t),
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onde

u(t) =2(u/'(t), (m- Viu(t)) + (n—1/2)(uw'(t),u(t)) + [2a(t) — 3o (18" (t), d(t))r, -

Usando (1); e (1)4, obtemos

W) = 2a(t)(Aut), (m- V)u(t) —2((a- V)8(t), (m - V)u(t))
—OA(u(H)Pu(t), (m - VIu(t) +2(w/(t), (m - V)u'(t)
+n— 1/2)a(t) (Au(t), u(t) — (n—1/2)((a - V)O(t), u(t))
A —1/2) (u(O)Pult), u(t) + (n— 1/2)h ()
—[20(t) — Bou] (W (1), 8(8))r, — [20(t) — 3ou](£28(£), (),
—[20(t) — 3o I3 8(L), + [2a(t) — o 78/ (1),
+20/ (1) (10 (1), 8(t))ry

= Il+...+113.

Nosso objetivo agora é majorar os termos do lado direito da igualdade (3.13).

Observacgao 3.1. Para todo v € VN H?(Q), vale

2(Av, (m - V)v) < (n—2)|]v||* + ﬁ12J L (a_v) dr,

rlm'v

onde M := max || m(x)||gn.
xeQ

De fato, pela identidade de Relich, vide [9], temos

2(Av, (m- VW) = (n—2)|v||* — Jr(m V)| VVAdT + QL ov (m - V)vdr.

v
Notemos que

ov

2
—J (m-v)|VvPdlr = —J (m-v) (—) dF—J (m - v)|Vv2dr
r To ov r

0 0
hd :vi—v em Ty e (m-v) >0 sobreI7.
0x; ov

Além disso, notemos que

Ppois

2
2J @(m-V)vdrzzj m-v) (& dF+2J N (- Vvdr
rov r ov r, 0V

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)
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e, também,

ov (m - v)2|Vv|dl
ov R

o 1 AW 9
m — ) dI'+ | (m-v)|Vv|=dr.
'

MV A\ 0V

N

Usando a desigualdade acima em (3.17), encontramos

2 2
2J (m-v) (ﬂ) dr + m? J L (Q) dr + J (m - v)|[Vv*drl. (3.18)
I ov M-V \0v r

Seque, de (3.15), (3.16) e (3.18) que
2(Av, (m- V) < (n—2)[[v]]* + J (m- v)( ) ar +

vl ()

e, como m-v < 0 sobre [y temos que (3.14) € vdlido.

o)|o)
2| <

Etapa 1. I; = 2(t)(Au(t), (m - V)u(t)).

Decorre, da Observacao 3.1, que

20 Au(t), [m - V)ut) < —aft) 2 =) [u(v)]* + Rea(t) | —— (a_u) ar.

De (1)5, (3.2) e (3.4), temos

ou\? , ,
(a) =15 —ﬂ(u)|2

N

(18' + ()
218" + m(u)P)

218" + 2l (m - v) P (w)

N

N

2167* + 2(m - v) iU/

~ 1 (ou)’ _ 1 SO
m2a(t) J (_u) dr < 2m?«(t) J —— /AT + 2m20c(t)nfj (m - v)[u/[*dr.
rp,m-v \0v M-V r

Agora, notemos que

125 (1) n Jr fil8’ ()[dl > f, L 8" ()T = f1l8/ (L), ou seja, [8"(t)[F, |f1 (I
1 1
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Logo,

1 1 1 1 1
6’t2dr<—J & (t)2dr = = |8/ (t) 2. < —|f28/(t)2,
J, Gy PN < ¢ | 1 wRar = 2R, < et w0,

donde concluimos que
20t m2 1 P PR 1
I < —a(t)(2—n)|ul)|*+ %;mlffé’(t) ,%1 +2mA 2 oct)|(m - v)2u/(t) er. (3.19)
1

Etapa 2. I, = —2((a-V)0(t), (m- V)u(t)).
Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

—2((a-V)O(t), (m - V)u(t)) < 2[(a- V)O(t)[[(m - V)u(t)]

= | du
<2ml(a- V)O(t . 3.20
lla o(t 3|7 (320)
Notemos que, para cadai=1,...,n, vale
. 0 4m|(a - Vo | 0
ofil(a- V)O(1) ul_, ml(a-V)0(t)] & | 0w <
aXi \/(X_o 4 axi
16m2 , & [ou\® 16| al>m2C , () fou)?
. =) 2 T =
(a0 + 50 (5] < LR S o+ 22 (54
onde ||a]| = max lailg € C é um ntmero real positivo. Aplicando a desigualdade acima
em (3.20), obtemos
16n||al/*m?C a(t)
1, < PP oy AUy e (3.21)

Etapa 3. I+ I; = —2A(Ju(t)[Pu(t), (m - V)u(t)) = A(n —1/2) [u(t) | {35 o)
Pondo m = (my,..., my,), onde my = xyx — Xq,, segue que
—2A(lu(®)[Pu(t), (m- V)u(t)) = —27\J lu(t)Pu(t)(m - V)u(t) dx
Q

= ou(t
— —QAZJ (0)Pa(t) mie 2 g
Q Xy
k=1
Pondo v = (vq,...,Vn), temos, pela Férmula de Green-Gauss, que

S = | o (Pt s xa) Jult) ax

—J w(O)Pu(t) m
Q
_ L e (8)1P1(t) (i — o, Ju () Ve dT

_ J (oha(0F - Rt ha(t) (s~ xa,)
o) Xk

(e 2
an

_ L ()P () (e — xo, Ju(t) vi dT,

(%1 = %o,) + (B Pu(t) Ju(t) dx
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para cada k € {1,...,n}. Assim,

n

_gxzj ol m 2 gy Zj (OF i ult)] dx

= ou(t)
+27\;L hw(t)]Pu(t) my T dx

+2nA J

lu(t)]P2dx — 27\J (m - v)u(t)[P2dr.
Q '

Logo,

3 ut) . & )
2y [ nruom = 203 [ e me2 ol ax

0
e} k

+An J;) u(t)]P2dx — A L (m - v)lu(t)|P+2dr.

Novamente, pela Formula de Green-Gauss, para cada k € {1, ..., n}, encontramos:
p+1 0 0 p+1
Ao | P s ROl dx = <Ap |5 [0 (e — xo,) [lult)lax
O an o) an

+Apj e (8)1P* (e — xo, () v dT
't

0
= —?\p(p+1)J ()P my o—fu(t)] dx
Q Oxx

—)\p‘[ lu(t)]PT2 dx + ApJ lu(t)]P 2 myvy dr.
I}

I

Entao,
0 Ap Ap
A w(t) [P my —u(t dx:——J P2 dx + —— J )P my vy dr.
p | (b g hu(t dx =25 | uft) 20| mitemen,
Resulta dai que
0 Anp Ap
A )P e —u(t dx:——J utp”dx—k—J m-v)u(t)PT2dr.
pzj O (v de = =20 | ul) 05 | mevu)
Portanto,
ou(t) np
_o |P _ 7\< __)J £)]P+2
ZJ t)[Pu(t) my . & n- o Qlu( )[P2dx
p 2
+?\(— _ 1)J (m - v)[u(t)]*+2dr
p+2 r
2An
< — t P+2d
| o ax
2An 042
= —H ||Lp+2

p+2
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. p
—-1<0.
pois 5

Como V «— LPT2(Q), entdo existe uma constante Cy > 0 tal que
Py < Collult)[|P*? = Collw(t)[[Pllu(t)|* < CoCllult)]?,
()17

pois u € L*(0,T; V).

CoC
Usando essa ultima desigualdade, lembrando que «(t) > oo > 0 e tomando k; = L,
Xo
podemos concluir que
2An
Ll < SO e ~A(n - —) IeOlIf q)
2n
= AT ) Ol ) + S el o
Anp +2 +2
< —mH t)l|EP+2(Q) + Afju(t ||Ep+2
7\np p+2 2
< —mﬂ O[T o2(q) + Akia(t) [ult) ]|,
ou seja,
Anp
Is + 1z < ——H 1752 o) + Akt [ult)]. (3.22)

Etapa 4. I, = 2(u/(t), (m - V)u/(t)).

Pela Férmula de Green-Gauss temos, para todo k € {1,...,n}, que
J u'(t)mkaLL © dx = —J 0 ( J uw/ (t)mu (t) vy drl
Ie) an an I
_ / ou (t) / 2
= —| u(t)my dx — | (W/(1)%dx + | muvi(u'(t))3dr,
Q Oxi Q I
donde,
2| wiom S Wan— - [ wiwrans | movwpar
o) Oxx Q r
Assim
I, = QZJ u’(t) kau (t)d = —nJ (u'(t))de—FJ (m-v)(u'(t))2dr
k—17Q Oxx Q I
= —nfu/ (1) +[(m-v)ru (L)
Portanto,

+—|(m - v) (L) (3.23)
0
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Etapa 5. I = (n — 1/2)a(t)(Au(t), u(t)).

Aplicando a férmula de Green e a condicao de fronteira (1)s5, encontramos

1

I, — (n—§>oc(t) Lu(tmu(t)dx

— —<n — —) o(t) J Vu(t) - Vu(t) dx
o}

+(n- 5) alt) L ag(vt)u(t) dr

= —(n- %) ) [ut)] + (n— %) (1) L 5 (t)u(t) dr

~(n—5)att) jr (m - v (W (0)u(t) dr.

1
Da continuidade da funcao traco, temos que existe uma constante C; > 0 tal que

I(m-v)%vlzrl < (C1/2)||v||?, para todo v € V. Dessa desigualdade, de (3.2) e (3.4), obtemos

1 /
(n — 5) o(t) Jﬁ d'(t)hu(t) dr

- oc(t)L 2\/C_1(n—%> L s ™Y yar

(m-v)2 2y/Cy
< w0 3fie (n-1) e B war
_ 9, —%)20((’() L (ml'v)(é’(t))QdF
2 J| tmevwyar
< 26, (n— %)2 o, + S v utwl
< 26, <n— %) ‘2” s, + S g
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e

~(n-3) 0] v @uar
I

< | (n-g) me vl ar

= )] 208 (n-3) w2 o laar

N
< att)] Sic (n-3) vk + T gar
= oc (n) w0 imevimoRars S [ movugar
< 26 (n ) at) [ mevi@ R+ S e
< 2C (n—%)Qﬁ?a(t)l(m-VPu( 12"1+ H (D)%,
Portanto,

bo< = (n=2) sl +2e (n-1) i,

1\* .
+2C, (n — 5) AZa(t)|(m - v)zu/(H) . (3.24)
Etapa 6. Is = (n—1/2)((a- V)O(t), u(t)).

Usando o lema de Gauss e o fato de 0(t) € H}(Q), encontramos

((a-V)B(t),u(t)) = —((a- V]u(t), 6(t)).

Assim,
(=) - D010, ut) == (n= 3 ) (a- Vel o00) <
(n—%)ua Vhu(t)lelt (n——) ||a|\Z’a—“ 'I ol (3.25)
Notemos que, para cadai=1,...,n, vale

(g reorao] = (:(n=2) &7 ) (2% 0] <
<

2ale (L 1\ e % () < 2lal? o, o) (ou
2 (- 2) o+ 2 (20) <29 (w1 oo+ 2 (240)

sendo que, na tultima desigualdade, usamos o fato de Ay ser o primeiro autovalor do
operador laplaciano e, portanto, A;[v[*> < ||v||?, para todo v € H}(Q). Aplicando essa

desigualdade em (3.25), obtemos
2n|alf?

2+ 5
0(0)\1

Is 3

(n—1/2)%[6(t) [u(t)]*. (3.26)

N
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Etapa 7. Ig + ...+ 113.

e Aplicando a desigualdade de Young, temos

—[2a(t) — 3oy (u'(t), 8(t))r,

— _[2a(t) - 3ai] jr msmwx—o(m v (t)dr
1 0 2
< —D2uft) - 3a] Jr ! [ﬁ(sm)? T o(m- v)(u'(t))ﬂ ar
—2 -3 1 2 -3
[ O;(Ct;m;B 1] s  [2a(t) : Ocl]cxo|( Wh (b,

B Ez;; 2?::01“3] |f3 (®)If, + {_“(t)o‘OﬂL 3“;“0} (m- V)2 (H),
S [Co;(otl_c)3 * 22?0;0 ' oco(cz)] £25(4)2, + {(X(t)(xo + 3“;“0 %} (m - v)2u/ (DR
= oult) |+ g | ISR, o) | im0,

onde o = —

eAplicando as desigualdades de Cauchy-Schwarz e Young, encontramos

—2[oc(t) — 3o ] (F28'(t), 8(1))ry
< —[2a(t) — 30a]l£78" (1) [F25 (1),

— —[2«(t) — 3] <\/_|f§6 |rl)(

%wnn)

1
V &o

—[2x(t) — 3 1 1 1
< (Y 1{“0”225’(’() 2 4 Lk %1}
Xo
f. f.
< —[2a(t) - 3ea] | S (D, 2—%6@)%]
i X9

(Xof2 A
< —2a(t) — 3 f2 + f"’
[20¢(t) 1] 21:1! "(B)IF 20Cofl (t) 1]

—ot(t) ot 300 0t f-
_ (_)0602+ 1%oT2 H:Q ()r1+
f1 2,

—oc(t)f2 I 3061f2
OC()?g 2060f3

]h” (DIF,

o)ty | Boucofy ot )] (08, + [o«(tm L Boufy aft)

N

?1 2?1 060?3 2 Xo f3 Xo

]If"’ (DIF,

f_g 4 3?2 X1
f3 2f30€0

1_2 + 31?_2“1
Gfl 2(7f1 Xp

] £28" (D, + oalt)
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e Prosseguindo de modo andlogo, resulta que

20/ (1) (£18'(1),0(t)), = 20c’(t)J f1.8'(t)d(t)dr

'

e L %P (t)V/of28(

(OIS (O, + o (0o e}

/\

N

'

/\

S (VI8 (L2 + eoa(t) L2 5(1) 2

N

e Notemos que
~2adt) 3ol < —2x(VIFSR, +3alt) LS,
< —2()IFZS(V)R, + 3oeaa()IFZS(L)I2,.
e Como «(t) < oy, entdo

2ed(t) — 3eallfF 8 (D, < Raclt) — 3a(0IFF8 (1), = —a(0)[FF 8 (D),

Portanto,
1 3o Lo f, 3F2cx1
< «l(t) |—+ m-v)zu'(t + ox(t) | —=— + —= f2 3.27
(024 o im0, ) | 24 2L ey, 2

1 304 %\2 3?20(1 €f1 1 9
f2 t)|[2—0|=—+= + =+ = + = +3x f3o(t
—a(t)If7 8" (H)If, — «(t) [ (f;»,C i TR T e T T 1)] [f58(t)Ir,

Aplicando (3.19), (3.21)-(3.24), (3.26) e (3.27) em (3.13), obtemos

19 1
W) < —alt) (E - m) RO + a0 — Lo
Anp N
——p+2|| )02 q) + x(t)ksl(m - v)2uw/ (1) (3.28)
x(t)kalf7 8" (1)IF, — a(t JI£28/(t )E, — oft) 2 — oxs] [F28(1) 17,
onde
2 N 2
Ky 1= la™n <16m2C+ —(n— 1/2)2> :
OCO }\1
g 1 N 1 3
Kg = 2m2nf+o(—+2Cmf(n—1/2) + — +2 !
0 oxy’
2m2  2C;(m—1/2)2 f,  3fhoq €
K4:=_+1(_/)+—_2+_21+—,
Cfy Cfy of; 20fiy O
1 3x . 3fy00 ef
Ky = . 2+ 2 1+ 1+3(X,1.

¥3_C 2f3Cotg E 2f300 ¥_3
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Multiplicando (3.28) por € e somando por (3.10), obtemos

Anp
p+2

—eMﬂ[Gi—Am>WMUW+%H%%U%

ELt) < —Shw/(B) —[Bo—exal [O()]* — e Il

Analisaremos agora os termos do lado direito de (3.29).

e De (3.5) temos que (11/16 — Aky) > 1/2. Entao,

~ealt) (15 - ) Futt)l? < =2 o)

De (3.12) obtemos o seguinte:
e ¢ < Bo/(ky+1/(2N1)) = Po — €Ky = €/2)\;. Portanto,

~ [Bo — exal [ 0(1)[* < —5-ll0(1)* < 5 l0(0),

sendo que, na tltima desigualdade, usamos o fato de A[v]* < |[v||?, Vv € H{(Q).

e ¢ <1,;/kg implica ; — ek3 > 0 e, portanto,

wh—t

—a(t) [ — exs) [(m - v)2u' (1), <0.

e <y /1?1 K4 implica (1_“2/ ﬂ) — eky > 0. Consequentemente,

—a(t) [i—Z

_ e.<4] 175" ()2, < 0.
T

e Pondo

1 f €f
——+—3+—i+3m,
f3C T3

. 30(1 3f2 X1

2f5C 2f5

Y

entdao K5 = a + b/xy. Suponha o escolhido de tal modo que ok = K5/0p <

(3.29)

(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)

1. Notemos

que tal escolha é possivel, pois k5/0g < 1 implica o2—aag—b > 0 e, por essa desigualdade,

concluimos que & satisfaz

a—+vaz+4b a++va?+4b

%<f ou o = 5
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e, como &y > 0, consideremos apenas a segunda desigualdade. Assim, sendo 0 = 1/xg

entao,

0< = 0Ks < 1.

2
O
a++va?+4b

Sendo ok < 1 entao 3/2 — oks > 1/2 e, portanto,

3 1 t), 1
—ealt) {5 - m<5] ol < - <Wiekscu, (3.34)
Aplicando (3.30) - (3.34) em (3.29), obtemos
EL(t) < —eTE(1), (3.35)

onde T = min{1, np}.
Nosso objetivo agora é majorar u(t). Notemos que, usando as desigualdades de Holder

e Young, obtemos

1 2 % 2
. 0 2 ) . )
2mJ Wt dx < 2 U (u’)2dx} m J (_u) dx <J (u')zdx%—mQJ' (_u) dx,
o Oxx Q o \ 0xi Q o \ 0xy

para cada k € {1,...,n}. Entao,

2(w'(1), (m- V)ult)) < 2ZJ ‘ (1) kagx(z) dx
k=1
< zak 1 |’ o (3.36)
< nhu(t )I2 m?{lu(t) ]
< o + 72 g .
Xo
Além disso,
(n — %) (W (t),u(t)) = Ll (n — %) uw/(t)u(t) dx
< L%K“_%) (w0 + ())]dx .37

< l(n—i) P + S e,
Xo

onde, na tltima desigualdade, usamos a imersao V <« 12(Q). Pelas desigualdades de

Cauchy-Schwarz e de Young, obtemos ainda

1 1
(f18(1),8(t))r, < 78/ ()| [F28(1)In
L odee 3 2
< S|SB + IR SR (3.38)

< %[w%s/() + 215 ()ﬁ].
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De (3.36), (3.37) e (3.38), temos

2 ~ 9
ol < fng (n-g) ] WOF +alt) (T4 25 fuo)f
+a(t) (1 + &> 175" (12, + ﬁ|f%5(t) 2
20(0 1 I ¥3 3 Y .

2

Agora, tomando M := max{l, %} e My := max {n—l— % (n— l)2 S €M, (1 + :&)},

2 [0, 2 [0,

resulta que |p(t)] < 2M,E(t), ou seja,
—2MLE(t) < p(t) < 2MaE(t) = E(t) — 2eME(t) < Ec(t) < E(t) +2eMLE(t),
e, tomando €; :=1—2eM; e €5 := 1+ 2e M, obtemos
e1E(t) < Ec(t) < eoE(1). (3.39)
Entao, de (3.35) e (3.39), temos
EL(t) < —eTE(t) < —E—ZEe(t),
o que implica em

Ec(t) < Ec(0)e =2, Vit >0.

Dai e de (3.39) obtemos (3.11) e o teorema estd demonstrado. O



Referéncias Bibliograficas

BEALE, J.T. Spectral properties of an acoustic boundary condition. Indiana Univ.
Math. J., v. 25, n. 9, p. 895 — 917, 1976.

BRAZ e SILVA, P.; FROTA. C.L.; CLARK, H.R. On a nonlinear coupled system of
thermoelastic type with acoustic boundary conditions. Comp. Appl. Math., 2015.

BREZIS, H. Functional analysis, Sobolev spaces and partial differential equations.
Springer, 2011.

CASTRO, N.N.O. Solugades fracas para um sistema hiperbolico envolvendo o operador
p-laplaciano (2 < p < 3). UFPB, 2005.

CHEN, G. Energy decay estimates and exact boundary-value controllability for the
wave-equation in a bounded domain. J. Math. Pures Appl., v. 58, p. 249 — 274, 1979.

EVANS, L.C. Partial differential equations. American Mathematical Society, 2010.

HARAUX A.; ZUAZUA E. Decay estimates for some semilinear damped hyperbolic
problems. Arch. Ration. Mech. Anal., v. 100, p. 191 — 206, 1988.

GOLDSTEIN, J.A.; FROTA, C.L. Some nonlinear wave equations with acoustic
boundary conditions. J. Diff. Eq., v. 164, p.92 — 109, 2000.

KOMORNIK V.; ZUAZUA E.A direct method for boundary stabilization of the wave
equation. J. Math. Pures Appl., v. 69, p. 33 — 54, 1990.

MATOS, M. P. Integral de Bochner e os espagos LP (0, T; X). Notas de Aula, UFPB,
Joao Pessoa, 1998.

MIRANDA, M.M.; MEDEIROS, L.A. Espacos de Sobolev: Iniciacao aos problemas
eliticos nao homogéneos. Rio de Janeiro: UFRJ, 2000.

73



Referéncias Bibliograficas 74

[12] MIRANDA, M.M.; MEDEIROS, L.A. Introducao aos espagos de Sobolev e das

equacoes diferenciais parciais. Rio de Janeiro: UFRJ, 2011.
[13] MORSE, P.M.; INGARD, K.U. Theoretical acoustics. New York: McGraw-Hill, 1968.

[14] RIVERA, P.H.; MEDEIROS, L.A. Espacos de Sobolev e equacdes diferenciais parci-
ais. Rio de Janeiro: UFRJ, 1975.

[15] ROSENCRANS, S.I.; BEALE, J.T. Acoustic boundary conditions. Bull. Am. Math.
Soc., v. 80, n. 6, p. 1276 — 1278, 1974.

[16] TEIXEIRA, E.; PELLEGRINO, D.; BOTELHO, G. Fundamentos de Andlise Fun-
cional. Rio de Janeiro: SBM, 2012.



