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Fronteira

Raul Kazan da Cunha Araújo
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Dissertação de Mestrado:

Sobre um Sistema Não Linear Acoplado do Tipo Termoelástico
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Agradecimentos

Primeiramente, sou grato aos meus pais, Ediron Alves e Maria Cilêda, por todo apoio,
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Resumo

Nessa dissertação provaremos a existência e unicidade de solução global para um sistema

não linear do tipo termoelástico com condições de acústica sobre a fronteira. Demonstra-

remos a existência aplicando o método de Faedo-Galerkin-Lions e a unicidade via Método

da Energia. Além disso, provaremos que, sob certas hipóteses, a energia total: E(t) =

1

2

{
|u ′(t)|2 + |θ(t)|2 +

(
2λ

ρ+ 2

)
‖u(t)‖ρ+2

Lρ+2(Ω) + α(t)
[
‖u(t)‖2 + |f

1
2
1 δ
′(t)|2Γ1 + |f

1
2
3 δ(t)|

2
Γ1

]}
associada ao problema decai assintoticamente quando t→∞.

Palavras-Chave: Existência e Unicidade de Solução Global; Sistema Não Linear do

Tipo Termoelástico; Condições de Acústica na Fronteira; Comportamento Assintótico.
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Abstract

In this dissertation we will prove the existence and uniqueness of the global solution for the

nonlinear coupled system of the thermoelastic type with acoustic boundary conditions. We

will prove the existence by Faedo-Galerkin-Lions method and the uniqueness via energy

method. In addition, we’ll see that under certain hypotheses the total energy: E(t) =

1

2

{
|u ′(t)|2 + |θ(t)|2 +

(
2λ

ρ+ 2

)
‖u(t)‖ρ+2

Lρ+2(Ω) + α(t)
[
‖u(t)‖2 + |f

1
2
1 δ
′(t)|2Γ1 + |f

1
2
3 δ(t)|

2
Γ1

]}
associated with the problem decays asymptotically when t→∞.

Keyworks: Existence and Uniqueness of the Global Solution; Nonlinear system; Acoustic

Boundary Conditions; Asymptotic behavior.
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1.5 Espaços Lp(0, T ;X) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

1.6 Distribuição Vetorial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

1.7 Existência e Prolongamento de Soluções de EDO’s . . . . . . . . . . . . . . 16

vi



Sumário vii
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Notações Importantes

A seguir, listamos as notações que foram relevantes ao nosso trabalho.

B Operador Gradiente: ∇ =
( ∂

∂x1
, . . . ,

∂

∂xn

)
.

B Operador Laplaciano: ∆ =

n∑
i=1

∂2

∂x2i
.

B Q = Ω× (0, T), sendo T um número real positivo.

B Espaço H∆(Ω): H∆(Ω) =
{
f; f ∈ H1(Ω) e ∆f ∈ L2(Ω)

}
.

B Norma de H∆(Ω): ‖f‖2H∆(Ω) = |f|2 + |∆f|2.

B V = {f; f ∈ H1(Ω) e γ0(f) = f
∣∣
Γ0

= 0}.

B Norma de X ∩ Y: ‖f‖X∩Y = ‖f‖X + ‖f‖Y , onde X e Y são espaços normados.

B Os śımbolos (., .), ((., .)), (., .)Γ1 , |.|, ‖.‖, |.|Γ1 denotam os produtos internos e respectivas

normas dos espaços L2(Ω), H1(Ω) e L2(Γ1).

B O produto interno e a norma de H1
0(Ω) também serão representados por ((., .)) e ‖.‖,

respectivamente.

B A norma de V , que é equivalente a de H1(Ω) e que é a mesma norma do H1
0(Ω), isto é,

‖f‖V =

(
n∑
i=1

∫
Ω

(
∂f

∂xi

)2

dx

) 1
2

= |∇f|L2(Ω),

também será representada por ‖.‖. O contexto deixará claro ao leitor sobre qual das

normas, se de H1(Ω) ou H1
0(Ω) ou V , estaremos usando.

B Quando o contexto deixar claro, denotaremos o valor absoluto por |.|, caso contrário,

usaremos |.|R.
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Introdução

Seja Ω ⊂ Rn um subconjunto limitado, aberto e conexo do Rn, situado localmente num

dos lados de sua fronteira Γ , à qual supomos ser uma variedade compacta sem bordo, de

classe C2 e (n − 1)-dimensional. Suponhamos ainda que Γ seja formada por duas partes

disjuntas Γ0 e Γ1 (Γ = Γ0 ∪ Γ1 e Γ0 ∩ Γ1 = ∅), ambas conexas e de medida positiva. Nesse

trabalho, faremos uma análise do sistema não-linear acoplado do tipo termoelástico e com

condições de acústica sobre a fronteira

u ′′ − α∆u+ λ|u|ρu+ (a · ∇)θ = 0 em Ω× (0,∞),

θ ′ − β

(∫
Ω

θdx

)
∆θ+ (a · ∇)u ′ = 0 em Ω× (0,∞),

u = 0 sobre Γ0 × (0,∞),

u ′ + f1δ
′′ + f2δ

′ + f3δ = 0 sobre Γ1 × (0,∞), (1)

∂u

∂ν
− δ ′ + η(u ′) = 0 sobre Γ1 × (0,∞),

θ = 0 sobre Γ × (0,∞),

onde α : [0,∞) −→ R, β : R −→ R, η : Γ1 × R −→ R e fi : Γ1 −→ R, para i = 1, 2, 3,

são funções dadas, λ e ρ são constantes positivas, a = (a1, . . . ,an) é um vetor fixado do

Rn, (a · ∇) é o operador
∑n
i=1 ai

∂
∂xi

, ∆ =
∑n
i=1

∂2

∂x2i
é o operador laplaciano, ν denota

o vetor normal unitário exterior sobre Γ1 e, por fim, ′ denota a derivada em relação à t

no sentido das distribuições. Suponhamos ainda que o sistema (1) esteja submetido às

condições iniciais e de fronteira

u(x, 0) = u0(x),u
′(x, 0) = u1(x) para x ∈ Ω,

θ(x, 0) = θ0(x) para x ∈ Ω, (2)

δ(x, 0) = δ0(x), δ
′(x, 0) =

∂u0

∂ν
(x) + η(x,u1(x)) para x ∈ Γ1,

onde u0,u1, θ0 : Ω −→ R e δ0 : Γ1 −→ R são funções dadas.

2



Sumário 3

As condições acústicas sobre a fronteira foram tratadas por Morse-Ingard (1968) e

o problema correspondente, dependente do tempo, foi formulado pela primeira vez por

Beale-Rosencrans (1974). Esse trabalho pioneiro foi seguido pelo artigo de Beale (1976),

onde vemos um análise detalhada das condições acústicas sobre a fronteira para a equação

linear da onda em domı́nios limitados. O primeiro trabalho envolvendo equações não

lineares foi realizado por C.L Frota e J.A. Goldstein num artigo publicado em 2000, vide

[8], onde eles trataram da Equação de Carrier. Essa dissertação baseia-se no trabalho de

C.L Frota, H.R. Clark e P. Braz e Silva, vide [2], sendo esse artigo, até onde sabemos, o

primeiro a englobar, num mesmo problema, condições de Dirichlet, Feedback e condições

acústicas sobre a fronteira para um sistema acoplado do tipo termoelástico.

Esse trabalho está esquematizado do seguinte modo:

No caṕıtulo 1, enunciamos resultados de Análise Funcional, Distribuição de Schwarz,

Espaços de Sobolev, entre outros, com o objetivo de fornecer a base matemática necessária

ao completo entendimento da sequência do texto.

No caṕıtulo 2, empregamos os métodos de Faedo-Galerkin-Lions e da Energia para

demonstrar, respectivamente, a existência e unicidade de solução global para o problema

(1)-(2).

No caṕıtulo 3 apresentamos um estudo do comportamento assintótico do energia total

associada ao sistema (1) e vemos que, para demonstrar o seu decaimento ao longo do

tempo, é necessário supor que os subconjuntos Γ0 e Γ1 têm uma geometria especial.



Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1 Tópicos de Análise Funcional

1.1.1 Convergência Fraca e Convergência Fraca Estrela

Definição 1.1. Seja E um espaço vetorial normado. O dual topológico de E, ou sim-

plesmente dual de E, o qual representamos por E ′, é o conjunto de todos os funcionais

lineares cont́ınuos f : E −→ R.

Definição 1.2 (Convergência Fraca). Sejam E um espaço de Banach e (xk)k∈N uma

sequência de E. Então, xk converge fraco para x em E , notação xk ⇀ x se, e somente

se, 〈f, xk〉 → 〈f, x〉, para todo f ∈ E ′.

Definição 1.3 (Convergência Fraca Estrela). Sejam E um espaço de Banach e (fk)k∈N

uma sequência de E ′. Então, fk converge fraco estrela para f em E ′, notação fk
∗
⇀ f se,

e somente se, 〈fk, x〉 → 〈f, x〉, para todo x ∈ E.

Observação 1.1. Lembremos que as topologias fraca e fraca estrela, num espaço normado

E, são representadas por σ(E,E ′) e σ(E ′,E), respectivamente.

1.1.2 Espaços Separáveis e Reflexivos

Seja E um espaço normado. Em E podemos definir a aplicação

J : E −→ E ′′, 〈J(x), f〉 = 〈f, x〉 para todos x ∈ E e f ∈ E ′.

à qual é chamada de mergulho canônico de E em E ′′.

4



Caṕıtulo 1. Preliminares 5

Definição 1.4 (Espaço Reflexivo). Um espaço normado E é dito reflexivo quando o mer-

gulho canônico for sobrejetivo, isto é, J(E) = E ′′.

Definição 1.5. Um espaço normado E que tem um subconjunto enumerável e denso em

E é dito separável.

Teorema 1.1 (Banach-Alaoglu-Bourbaki). Para todo espaço normado E, a bola

B ′E = {f ∈ E ′; ‖f‖ 6 1}

é compacta na topologia fraca estrela.

Demonstração. Vide [3], pag. 66.

Lembremos que um espaço topológico X é metrizável quando existir um métrica em

X que define a topologia de X. Agora, podemos enunciar o seguinte

Teorema 1.2. Seja E um espaço de Banach. Então, E é separável se, e somente se, a

bola unitária (B ′E,σ(E ′,E)) for metrizável.

Demonstração. Vide [3], pág.74.

Corolário 1.1. Sejam E um espaço de Banach separável e (fk)k∈N uma sequência limitada

do seu espaço dual E ′. Então existe uma subsequência (fkj)j∈N de (fk)k∈N que converge

fraco estrela.

Demonstração. Vide [3], pág.76.

Teorema 1.3. Em um espaço de Banach reflexivo, toda sequência limitada possui sub-

sequência fracamente convergente.

Demonstração. Vide [3], pág. 69.

1.2 Teoria das Distribuições Escalares

1.2.1 Notações

Chamamos de multi-́ındice a qualquer n-upla α = (α1, . . . ,αn), onde αi ∈ N, para cada

i = 1, . . . ,n. Escrevemos α ∈ Nn. A ordem de um multi-́ındice α, denotada por |α| é o

inteiro positivo

|α| = α1 + . . . + αn.
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O operador derivada parcial, de ordem α, α ∈ Nn, denotado por Dα, é definido por

Dαu =
∂|α|u

∂x1 . . .∂xn
.

1.2.2 O espaço C∞0 (Ω)

Sejam Ω ⊂ Rn um subconjunto aberto do Rn e φ : Ω −→ R uma função real cont́ınua.

O suporte de φ, denotado por suppφ, é o fecho do conjunto dos pontos x ∈ Ω, tal que,

φ(x) 6= 0. Representamos por

suppφ = {x ∈ Ω;φ(x) 6= 0}
Ω

.

Definição 1.6. Denotamos por C∞0 (Ω) a classe de todas as funções reais em Ω, infini-

tamente diferenciáveis e cujo suporte é compacto, isto é,

φ ∈ C∞0 (Ω) =⇒ φ ∈ C∞(Ω) e suppφ é compacto.

Definição 1.7. Sejam Ω ⊂ Rn aberto e (φk)k∈N uma sequência contida em C∞0 (Ω).

Dizemos que (φk)k∈N converge para φ em C∞0 (Ω) quando:

1. φ ∈ C∞0 (Ω) e existe um compacto K ⊂ Ω tal que suppφ ⊂ K e suppφk ⊂ K, para

todo k ∈ N;

2. Dαφk → Dαφ, uniformemente, para todo multi-́ındice α ∈ Nn.

O espaço C∞0 (Ω), munido com a noção de convergência acima é denotado por D(Ω).

1.2.3 A Derivada Distribucional

Definição 1.8. Seja Ω ⊂ Rn um aberto. Uma aplicação T : D(Ω) −→ R é uma distri-

buição, quando for linear e cont́ınua, ou seja,

1. T(αψ+ βφ) = αT(ψ) + βT(φ), para todos ψ,φ ∈ D(Ω).

2. Se φk → φ em D(Ω) então T(φk)→ T(φ) em R.

O valor da distribuição T em φ ∈ D(Ω) será representado por 〈T ,φ〉.

O espaço das distribuições em D(Ω) também pode ser munido com uma noção de con-

vergência, à qual, é dada a seguir através da seguinte definição.
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Definição 1.9. Considere o espaço das distribuições em D(Ω). Dizemos que a sequência

(Tk)k∈N converge para T , nesse espaço, quando a sucessão (〈Tk,φ〉)k∈N converge para

〈T ,φ〉, para todo φ ∈ D(Ω).

O espaço das distribuições em D(Ω), munido com a noção de convergência acima, é

denotado por D ′(Ω).

Agora, iremos tratar de um conceito muito utilizado na teoria das Equações Diferen-

ciais Parciais (EDP), que é a derivada no sentido das distribuições ou derivada segundo

Sobolev-Schwartz.

Definição 1.10. Sejam Ω ⊂ Rn um aberto, T ∈ D ′(Ω) e α ∈ Nn um multi-́ındice.

Definimos a derivada distribucional de ordem α de T como sendo a aplicação linear e

cont́ınua DαT : D(Ω) −→ R, dada por

〈DαT ,φ〉 = (−1)|α|〈T ,Dαφ〉, ∀φ ∈ D(Ω).

Segue, da definição acima, que cada distribuição T possui derivadas de todas as ordens.

Notemos que a aplicação

Dα : D ′(Ω) −→ D ′(Ω)

T 7−→ DαT ,

é linear e cont́ınua no sentido da convergência definida em D ′(Ω), ou seja, se Tk → T em

D ′(Ω) então DαTk → DαT em D ′(Ω).

1.3 Os espaços Lp(Ω)

Definição 1.11. Um σ-álgebra num conjunto Ω ⊂ Rn é uma famı́lia M de subconjuntos

de Ω que satisfaz as seguintes condições:

1. Ω, ∅ ∈M.

2. Se A ∈M então Ac := Ω−A ∈M.

3. Se (Ak)k∈N é uma sequência em M então
⋃∞
k=1Ak ∈M.

Neste caso, o par (Ω,M) é chamado espaço mensurável e cada elemento da σ-álgebra é

dito conjunto mensurável.
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Seja F uma coleção de subconjuntos de Ω, a interseção de todas as σ-álgebras que

contêm F é também uma σ-álgebra, denominada de σ-álgebra gerada por F e denotada

por M(F).

Quando (Ω, τ) é um espaço topológico, a σ-álgebra M(τ) é chamada de σ-álgebra de

Borel de Ω e denotada por B = B(Ω). Os elementos de B são chamados de conjuntos de

Borel ou borelianos.

Definição 1.12. Seja (Ω,M) um espaço mensurável. Uma função f : (Ω,M) −→ R é

dita mensurável quando f−1(A) ∈M, para todo boreliano A ∈ B(R).

Definição 1.13. Uma medida no espaço mensurável (Ω,M) é uma função

µ : M −→ [0,∞], satisfazendo:

1. µ(∅) = 0.

2. Se (Ak)k∈N é uma sequência de conjuntos disjuntos dois a dois de M, então

µ

( ∞⋃
k=1

Ak

)
=

∞∑
k=1

µ(Ak).

A medida µ é dita finita se µ(Ω) <∞ e é dita σ-finita se existir uma sequência (Ak)k∈N

de M, tal que Ω =
⋃∞
k=1Ak e µ(Ak) <∞, para todo k ∈ N.

Definição 1.14. Seja (Ω,M,µ) um espaço de medida e 1 6 p < ∞. Denotamos por

Lp(Ω) o espaço das funções mensuráveis f : Ω −→ R, tal que, |f|p é integrável, à Lebesgue,

em Ω. Em śımbolos:

Lp(Ω) = {f : Ω −→ R; f é mensurável e |f|p ∈ L1(Ω)}.

É posśıvel mostrar, vide [16], pág.10, que Lp(Ω) é um espaço de Banach com a norma

‖f‖Lp(Ω) =

(∫
Ω

|f(x)|pdx

) 1
p

.

Definição 1.15. Seja (Ω,M,µ) um espaço de medida. Dizemos que L∞(Ω) é o conjunto

das funções mensuráveis f : Ω −→ R que são limitadas quase sempre em Ω, isto é,

L∞(Ω) = {f : Ω −→ R; f é mensurável e ∃r > 0 tal que |f(x)| 6 r em q.t.p de x ∈ Ω}.
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Vemos também em [16], pág.13, que L∞(Ω) é um espaço de Banach com a norma

‖f‖∞ = inf{r > 0; |f| 6 r em q.t.p de Ω}.

A desigualdade a seguir, denominada Desigualdade de Hölder, desempenha um importante

papel em nosso trabalho.

Teorema 1.4. Seja (Ω,M,µ) um espaço de medida e p,q > 1 tais que 1/p + 1/q = 1.

Se f ∈ Lp(Ω) e g ∈ Lq(Ω) então fg ∈ L1(Ω) e, além disso,∫
Ω

|f(x)g(x)|dx 6

(∫
Ω

|f(x)|pdx

) 1
p
(∫
Ω

|g(x)|qdx

) 1
q

.

Demonstração. Vide [16], pág. 8.

Teorema 1.5. Sejam (fk)k∈N uma sequência de Lp(Ω) e f ∈ Lp(Ω) tal que

‖fk− f‖Lp(Ω) −→ 0. Então, existe uma subsequência (fkj)j∈N de (fk)k∈N e uma função h

de Lp(Ω) tais que

1. fkj(x)→ f(x) em q.t.p de Ω.

2. |fkj(x)| 6 h(x) para todo j ∈ N e em q.t.p de Ω.

Demonstração. Vide [3], pág. 94.

Representamos por L1loc(Ω) o conjunto das funções f : Ω −→ R integráveis, à Lebes-

gue, em cada subconjunto compacto K de Ω. Em śımbolos

L1loc(Ω) =

{
f : Ω −→ R;

∫
K

|f(x)|dx <∞, para todo compacto K ⊂ Ω
}

.

O espaço L1loc(Ω) é chamado espaço das funções localmente integráveis em Ω.

Observação 1.2. Um tipo particular, muito importante, de distribuição, é aquele definido

a partir de funções de L1loc(Ω).

Seja f ∈ L1loc(Ω) e definamos Tf : D(Ω) −→ R por

〈Tf,φ〉 =
∫
Ω

f(x)φ(x)dx.
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Então, Tf é uma distribuição em D(Ω).

De fato, a linearidade de Tf decorre da linearidade da integral. Agora, seja (φk)k∈N uma

sequência em D(Ω) tal que φk → 0 segundo a definição (1.7). Assim,

|〈Tf,φk〉 =
∣∣∣∣∫
Ω

f(x)φk(x)

∣∣∣∣ 6 max
x∈K

|φk(x)|

∫
K

|f(x)|dx

onde K é o compacto da Definição 1.7. Como o lado direito da desigualdade acima

converge para 0, então 〈Tf,φk〉 → 0 e, portanto, Tf é cont́ınua.

Lema 1.1 (Du Bois Raymond). Seja f ∈ L1loc(Ω). Então, Tf ≡ 0 se, e somente se, f = 0

quase sempre em Ω.

Demonstração. Vide [14], pág.8.

Segue, do Lema de Du Bois Raymond, que Tf é univocamente determinada no sentido

de que se Tf = Tg então f = g quase sempre em Ω.

1.4 Espaços de Sobolev

1.4.1 Wm,p(Ω)

Definição 1.16. Sejam Ω um aberto do Rn, p ∈ [1,∞) e m ∈ N. Denotamos por

Wm,p(Ω) o espaço vetorial cujos elementos são as funções f ∈ Lp(Ω) tais que Dαf ∈

Lp(Ω), para todo multi-́ındice α ∈ Nn, com |α| 6 m.

Temos que Wm,p(Ω) é um espaço de Banach com a norma

‖f‖Wm,p(Ω) =

∑
|α|6m

∫
Ω

|Dαf(x)|
p
dx

 1
p

.

Os espaços de Banach Wm,p(Ω) são chamados espaços de Sobolev, de ordem m, em Ω.

Quando p = 2, os espaços Wm,2(Ω) recebem uma notação especial, a saber

Wm,2(Ω) = Hm(Ω).

Na verdade Hm(Ω) é um espaço de Hilbert, com o produto interno

(f,g)Hm(Ω) =
∑

|α|6m

(Dαf,Dαg) ,

onde (., .) representa o produto interno em L2(Ω).

Um resultado muito usado em nosso trabalho é o seguinte
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Teorema 1.6 (Teorema do Traço). Seja Ω ⊂ Rn, aberto, limitado e cuja fronteira Γ é

de classe C1. Então existe um operador linear limitado

T :W1,p(Ω) −→ Lp(Γ)

tal que

1. Tf = f
∣∣
Γ

se f ∈W1,p(Ω) ∩ C(Ω),

2. Existe uma constante C > 0, que depende apenas de p e Ω, tal que

‖Tf‖Lp(Γ) 6 C‖f‖W1,p(Ω),∀f ∈W1,p(Ω).

Demonstração. Vide [6], pág. 258.

1.4.2 Wm,∞(Ω)

Seja m um inteiro não negativo. Denotamos por Wm,∞(Ω) o espaço vetorial

Wm,∞(Ω) = {f ∈ L∞(Ω);Dαf ∈ L∞(Ω),∀ |α| 6 m}.

A expressão

‖f‖Wm,∞(Ω) =
∑

|α|6m

‖Dαf‖L∞(Ω),

define um norma na qual Wm,∞(Ω) torna -se um espaço de Banach.

1.4.3 Wm,p
0 (Ω)

Definição 1.17. Seja Ω ⊂ Rn. Dizemos que Wm,p
0 (Ω) é o fecho, em Wm,p(Ω), do

espaço D(Ω), isto é,

Wm,p
0 (Ω) = D(Ω)

Wm,p(Ω)
.

Note que Wm,p
0 (Ω) é fechado em Wm,p(Ω) e, portanto, ele próprio é um espaço de

Banach. Como consequência da desigualdade de Poincaré, vide Seção 1.9, temos que

‖f‖0 =

 ∑
0<|α|6m

‖Dαf‖pLp(Ω)

 1
p

define um norma em Wm,p
0 (Ω) e, além disso, ela é equivalente à norma de Wm,p(Ω).

Observação 1.3. Vemos em [6], pág. 259, que W1,p
0 (Ω) é o núcleo do operador T , sendo

T o operador dado pelo Teorema do Traço.
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1.4.4 Teoremas de Imersão

Definição 1.18. Sejam X e Y espaços de Banach. Dizemos que X está continuamente

imerso em Y, notação X ↪→ Y, quando X ⊂ Y e existir uma constante C > 0, tal que,

‖x‖Y 6 C‖x‖X, ∀x ∈ X.

Se toda sequência limitada em X admitir uma subsequência convergente em Y, dizemos

que X é compactamente imerso em Y e escrevemos X
c
↪→ Y.

Agora temos condições de enunciar o seguinte teorema

Teorema 1.7. Seja Ω ⊂ Rn limitado. Se 1 6 q 6 p 6∞ então Lp(Ω) ↪→ Lq(Ω).

Demonstração. Vide [10], pág. 111.

Teorema 1.8. Sejam Ω um subconjunto limitado do Rn, n > 2, Ω de classe Cm e

1 6 p <∞. Então,

1. Wm,p(Ω) ↪→ Lq(Ω), 1 6 q 6
np

n−mp
se mp < n,

2. Wm,p(Ω) ↪→ Lq(Ω), 1 6 q <∞, se mp = n.

Demonstração. Vide [11], pág. 75.

Teorema 1.9. (Rellich-Kondrachov) Sejam 1 6 p 6 ∞ e Ω ⊂ Rn aberto limitado de

classe C1. Então as seguintes imersões são compactas:

1. W1,p(Ω) ↪→ Lq(Ω), 1 6 q <
np

n− p
, se p < n,

2. W1,p(Ω) ↪→ Lq(Ω), 1 6 q <∞, se p = n,

3. W1,p(Ω) ↪→ C(Ω), se p > n.

Demonstração. Vide [11], pág. 79.

1.4.5 Identidade de Gauss

Denotamos por D(Ω) ao espaço formado pelas restrições à Ω das funções f ∈ D(Rn).

Vemos em [12], pág. 126, que se Ω ⊂ Rn é um aberto, limitado, cuja fronteira Γ é bem

regular então D(Ω) é denso em H1(Ω). Além disso, se f,g ∈ D(Ω) vale a identidade∫
Ω

∂

∂xi
(fg)dx =

∫
Γ

fgνidΓ ,
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onde νi = cos(xi,ν), ν representando a normal unitária externa à Γ . Portanto,∫
Ω

∂f

∂xi
gdx = −

∫
Ω

f
∂g

∂xi
dx+

∫
Γ

fgνidΓ ,

para todo par f,g ∈ D(Ω). Por densidade, temos que a identidade acima, denominada

identidade de Gauss, vale para todo par f,g ∈ H1(Ω).

1.5 Espaços Lp(0, T ;X)

Nessa seção, estendemos as noções de mensurabilidade e integrabilidade às funções

f : [0, T ] −→ X, onde X é um espaço de Banach e cuja norma é representada por ‖.‖X.

Definição 1.19. 1. Uma função s : [0, T ] −→ X é chamada simples quando tem a

forma

s(t) =

n∑
i=1

χEi(t)ui,

onde, cada Ei é um conjunto Lebesgue mensurável de [0, T ], χEi é a função carac-

teŕıstica de Ei e ui ∈ X, para cada i = 1 . . . ,n.

2. Uma função f : [0, T ] −→ X é fortemente mensurável quando existe uma sequência

de funções simples sk : [0, T ] −→ X tal que

sk(t) −→ f(t) em q.t.p de [0, T ].

Definição 1.20. Seja X um espaço de Banach. Denotamos por Lp(0, T ;X), com

1 6 p 6 ∞, o espaço vetorial das (classes de equivalência de) funções f : (0, T) −→ X,

fortemente mensuráveis, tais que a aplicação t 7−→ ‖f(t)‖X ∈ Lp(0, T).

O espaço Lp(0, T ;X), com 1 6 p <∞ é um espaço de Banach com a norma

‖f‖Lp(0,T ;X) =
(∫T

0

‖f(t)‖pXdt
) 1
p

.

Caso p =∞, temos que L∞(0, T ;X) é completo com a norma

‖f‖L∞(0,T ;X) = sup
0<t<T

ess‖f(t)‖X.

Quando p = 2 e X é um espaço de Hilbert, o espaço L2(0, T ;X) é um espaço de Hilbert

cujo produto interno é dado por

〈f,g〉L2(0,T ;X) =
∫T
0

〈f(t),g(t)〉Xdt.
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Observação 1.4. Vemos em [10] que, quando X é reflexivo e separável e, 1 < p < ∞,

então Lp(0, T ;X) é reflexivo e separável e, além disso, seu dual topológico Lp(0, T ;X) ′

identifica-se com o espaço de Banach Lq(0, T ;X ′), sendo q o conjugado de p, isto é,

1/p+ 1/q = 1. A dualidade entre Lp(0, T ;X) e Lq(0, T ;X ′) é dada na forma integral

〈f,g〉Lq(0,T ;X ′),Lp(0,T ;X) =
∫T
0

〈f(t),g(t)〉X ′,Xdt,

onde 〈., .〉X ′,X representa a dualidade entre X e X ′.

O dual topológico de L1(0, T ;X) identifica-se com L∞(0, T ;X ′).

A seguir, enunciamos importantes resultados concernentes aos espaços Lp(0, T ;X) e

que foram essenciais para o desenvolvimento de nosso trabalho.

Proposição 1.1. Sejam X e Y espaços de Banach e suponha X ↪→ Y. Se 1 6 q 6 p 6∞
então

Lp(0, T ;X) ↪→ Lq(0, T ; Y).

Demonstração. Vide [10].

Teorema 1.10 (Aubin-Lions). Considere X
c
↪→ B ↪→ Y espaços de Banach tais que X

é reflexivo e imerso compactamente em B e B imerso continuamente em Y. Suponha

(fk)k∈N uma sequência uniformemente limitada em L2(0, T ;X) tal que (f ′k)k∈N é limitada

em Lp(0, T ; Y), para algum p > 1. Então, existe uma subsequência (fkj)j∈N de (fk)k∈N

que converge fortemente em L2(0, T ;B).

Demonstração. Vide [4], pág. 70.

Lema 1.2 (Lions). Sejam Ω um aberto do Rn, gj e g funções de Lp(Ω), com 1 < p <∞,

tais que

1. ‖gj‖ 6 C para todo j ∈ N, para algum C > 0,

2. gj → g em q.t.p de Ω.

Então, gj ⇀ g em Lp(Ω).

Demonstração. Vide [4], pág. 72.
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Definição 1.21. Seja X um espaço de Banach. Representamos por C0([0, T ];X) ao espaço

de Banach das funções cont́ınuas f : [0, T ] −→ X, munido da norma

‖f‖C0([0,T ];X) = max
06t6T

‖f(t)‖X.

Proposição 1.2. Sejam X e Y espaços de Banach tais que X é imerso, cont́ınua e den-

samente, em Y. Suponha que f ∈ L1(0, T ;X) e f ′ ∈ L1(0, T ; Y). Então f ∈ C0([0, T ]; Y).

Demonstração. Vide [4], pág. 35.

1.6 Distribuição Vetorial

Sejam f ∈ Lp(0, T ;X), fixada arbitrariamente, e τf : D(0, T) −→ X a aplicação dada por

〈τf,φ〉 =
∫T
0

f(t)φ(t)dt, ∀φ ∈ D(0, T).

Note, primeiramente, que a integral acima é um vetor de X. Observe também que τf

é linear e cont́ınua. Com efeito, a lineridade é imediata e, quanto a continuidade, seja

(φk)k∈N uma sequência em D(0, T) tal que φk → 0 quando k→∞. Então,

‖〈τf,φ〉‖X =

∥∥∥∥∫T
0

f(t)φk(t)dt

∥∥∥∥
X

6
∫T
0

‖f(t)‖X|φ(t)|Rdt

6

(∫T
0

‖f(t)‖pX
) 1
p
(∫T

0

|φk(t)|
q
Rdt

) 1
q

,

sendo 1/p+ 1/q = 1. Portanto,

‖〈τf,φ〉‖X 6 ‖f‖Lp(0,T ;X)‖φk‖Lq(0,T). (1.1)

Como φk → 0 uniformemente, temos, por (1.1), que 〈τf,φk〉 → 0, quando k → ∞.

Conclúımos dáı que τf é cont́ınua.

Dizemos que τf é uma distribuição sobre D(0, T), a valores no espaço vetorial X,

definida por uma função f ∈ Lp(0, T ;X), e escrevemos:

τf ∈ L(D(0, T);X).

O espaço L(D(0, T);X) é denominado espaço vetorial de todas as distribuições em D(0, T)

tomando valores em X.
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1.7 Existência e Prolongamento de Soluções de EDO’s

Seja D um subconjunto aberto de Rn+1 cujos elementos são denotados por (t, x), onde

t ∈ R e x ∈ Rn e seja f : D −→ Rn uma função não necessariamente cont́ınua. Associado

à função f e à um ponto (t0, x0) ∈ D temos o Problema de Valor Inicial (PVI), também

chamado Problema de Cauchy,  x ′ = f(t, x)

x(t0) = x0
(1.2)

Definição 1.22. Uma solução, no sentido estendido, do Problema de Cauchy (1.2) é uma

função φ(t) absolutamente cont́ınua, tal que, para algum número real β > 0, tenhamos

• (t,φ(t)) ∈ D para todo t ∈ [t0 − β, t0 + β],

• φ(t0) = x0,

• φ ′(t) = f(t,φ(t)) quase sempre em [t0 − β, t0 + β0].

Definição 1.23. Dizemos que uma função f : D ⊂ Rn+1 −→ Rn satisfaz as condições de

Caratheodory quando:

• f(t, x) é mensurável em t, para cada x fixado;

• f(t, x) é cont́ınua em x, para cada t fixo;

• para cada compacto K ⊂ D existe uma função mK(t), integrável, tal que,

‖f(t, x)‖Rn 6 mK(t), ∀ (t, x) ∈ D.

Considere o retângulo R = {(t, x) ∈ Rn+1; |t− t0| 6 a e |x− x0| 6 b} com a,b > 0.

Teorema 1.11 (Teorema de Caratheodory). Seja f : R −→ Rn satisfazendo as condições

de Carathéodory em R. Então, o problema (1.2) admite uma solução φ(t) sobre algum

intervalo |t− t0| 6 β.

Demonstração. Vide [14], pág. 156.

Uma consequência imediata do Teorema de Caratheodory é o seguinte resultado:

Corolário 1.2. Sejam D ⊂ Rn+1 aberto e f : D −→ Rn satisfazendo as condições de

Carathéodory. Então, o problema (1.2) tem solução, para todo (t0, x0) ∈ D.
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Sejam φ(t) uma solução de x ′ = f(t, x) sobre um intervalo I ⊂ R e J tal que I ⊂ J.

Dizemos que φ(t) tem prolongamento até J quando existir uma aplicação ϕ : J −→ Rn

tal que ϕ é solução de x ′ = f(t, x) e ϕ
∣∣∣
I
= φ. Um resultado muito importante para o

nosso trabalho e que é consequência do Teorema 2, enunciado na pág. 159 de [14] é a

seguinte proposição

Proposição 1.3. Sejam D = [0, T ] × B, sendo T um número real positivo, B = {x ∈

Rn; |x| 6 b com b > 0} e f : D −→ Rn satisfazendo as condições de Carathéodory. Além

disso, considere φ(t) uma solução de

x ′ = f(t, x)

x(0) = x0, |x0| 6 b.

Suponha que em qualquer intervalo I onde φ(t) estiver definida, se tenha φ(t) 6M, para

todo t ∈ I, M independente de I e M < b. Então φ tem um prolongamento até [0, T ].

Demonstração. Vide [14], pág. 164.

1.8 Funções Próprias e Decomposição Espectral

Teorema 1.12. Suponha Ω um subconjunto aberto e limitado do Rn. Então,

1. Existe uma sequência de números reais (λk)k∈N satisfazendo:

0 < λ1 6 λ2 6 λ3 6 . . .

e

λk →∞ quando k→∞.

2. Existe uma base ortonormal (ek)k∈N de L2(Ω) tais que ek ∈ H1
0(Ω) e, além disso −∆ek = λkek em Ω

ek = 0 em Γ ,

para todo k ∈ N.

Dizemos que os números (λk)k∈N são os autovalores de −∆, com a condição de Dirichlet,

e que as funções ek são as autofunções associadas aos autovalores. Se, além disso, Ω

possuir uma fronteira Γ de classe C2 então temos que ek ∈ H2(Ω), para cada k ∈ N.

Demonstração. Vide [6], pág. 335.
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1.9 Desigualdades

• Desigualdade de Gronwall. Sejam C > 0, f : (s, T) −→ R uma função integrável,

com f(t) > 0 quase sempre em (s, T) e g : [s, T ] −→ R uma função cont́ınua e não

negativa, tal que

g(t) 6 C+

∫ t
s

f(ξ)g(ξ)dξ, ∀t ∈ [s, T ].

Então

g(t) 6 Ce
∫t
s f(ξ)dξ, ∀t ∈ [s, T ].

Demonstração. Vide [4], pág. 55.

• Desigualdade de Gronwall - Forma Diferencial. Seja η(.) uma função não

negativa e absolutamente cont́ınua em [0, T ].

1. Se η satisfaz, para quase todo t ∈ [0, T ], a desigualdade diferencial

η ′(t) 6 ψ(t) +ϕ(t)η(t),

onde ψ(t) e η(t) são funções não negativas e integráveis em [0, T ], então

η(t) 6 e
∫t
0ϕ(s)ds

[
η(0) +

∫ t
0

ψ(s)ds

]
para todo 0 6 t 6 T .

2. Em particular, se η ′ 6 ϕη em [0, T ] e η(0) = 0, temos

η ≡ 0 em [0, T ].

Demonstração. Vide [6], pág. 624.

• Desigualdade de Young. Sejam 1 < p,q <∞ tais que 1/p+ 1/q = 1. Então,

ab 6
ap

p
+
bq

q
,

para todos a,b > 0.

Demonstração. Vide [6], pág. 622.
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• Desigualdade de Poincaré. Seja Ω ⊂ Rn um subconjunto aberto e limitado do

Rn. Então, existe uma constante C = C(Ω,p), tal que

‖f‖Lp(Ω) 6 C‖f‖0, ∀f ∈W1,p
0 (Ω),

onde, ‖f‖0 =
(∑n

i=1

∥∥∥ ∂f∂xi∥∥∥pLp(Ω)

) 1
p

.

Demonstração. Vide [4], pág. 57.



Caṕıtulo 2

Existência e Unicidade de Solução

Global

Neste caṕıtulo demonstraremos que, adicionando algumas hipóteses sobre a constante

ρ, bem como, sobre as funções α, β, fi, com i = 1, 2, 3 e η, o problema não linear de valor

inicial e de fronteira (1) - (2) tem uma única solução forte. Para tal, começamos com a

seguinte definição:

Definição 2.1. Uma solução global para o problema não linear com condições iniciais e

de fronteira (1) - (2) é uma tripla (u, θ, δ) na classe∣∣∣∣∣∣∣∣∣
u ∈ L∞loc(0,∞;V ∩H∆(Ω)),u ′ ∈ L∞loc(0,∞;V),u ′′ ∈ L∞loc(0,∞;L2(Ω)),

θ, θ ′ ∈ L∞loc(0,∞;L2(Ω)) ∩ L2loc(0,∞;H1
0(Ω)),

δ, δ ′, δ ′′ ∈ L∞loc(0,∞;L2(Γ1)),

tal que, para todo T > 0 fixado, temos as seguintes igualdades:

u ′′ − α∆u+ λ|u|ρu+ (a · ∇)θ = 0 em L∞(0, T ;L2(Ω)),

∂u

∂ν
− δ ′ + η(u ′, .) = 0 em L∞ (0, T ;H− 1

2 (Γ1)
)

, (2.1)

θ ′ − β

(∫
Ω

θdx

)
∆θ+ (a · ∇)u ′ = 0 em L∞(0, T ;L2(Ω)),

u ′ + f1δ
′′ + f2δ

′ + f3δ = 0 em L∞(0, T ;L2(Γ1)),

e as condições iniciais (2) são satisfeitas.

Observação 2.1. Recordemos que os espaços V e H∆(Ω) estão definidos em Notações

Importantes, vide página 1.

20
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O principal resultado deste caṕıtulo é o seguinte

Teorema 2.1. Suponhamos que

1. a = (a1, . . . ,an) ∈ Rn e λ > 0,

2. ρ ∈ R e ρ ∈ (0,∞) se n = 1, ρ ∈ [1/2,∞) se n = 2,

ou ρ ∈ [1/n, 2/(n− 2)] se n > 3,

3. α ∈ L∞loc(R+),α ′ ∈ L1(R+) e α(t) > α0 > 0, em q.t.p de R+,

4. β é diferenciável com β ′ ∈ L∞loc(R) e β(x) > β0 > 0,

5. fi ∈ C0(Γ1), i = 1, 2, 3 com fi(x) > 0, i = 1, 3 e (2.2)

f2(x) > 0 para todo x ∈ Γ1,

6. x 7→ η(x, s) é cont́ınua em Γ1, para todo s ∈ R fixado,

|η(x, s) − η(x, r)| 6 L|s− r|, para todo x ∈ Γ1, s, r ∈ R, com L > 0,

η(x, 0) = 0, para todo x ∈ Γ1,

[η(x, s) − η(x, r)] (s− r) > η0(s− r)
2 com η0 > 0.

Então, para cada conjunto de dados iniciais

(u0,u1, θ0, δ0) ∈ (V ∩H∆(Ω))× V ×H1
0(Ω)× L2(Γ1),

o problema de valor inicial e de fronteira (1) - (2) admite uma única solução no sentido

da definição (2.1).

Demonstração. Demonstraremos o teorema (2.1) usando o método de Faedo-Galerkin-

Lions, o qual é organizado do seguinte modo:

1. Soluções do problema aproximado;

2. Estimativas ”a priori”das soluções aproximadas;

3. Passagem ao limite das soluções aproximadas;

4. Verificação das condições iniciais;

5. Unicidade das soluções.
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2.1 Soluções do Problema Aproximado

Notemos que os espaços V∩H∆(Ω), H1
0(Ω) e L2(Γ1) são separáveis. Assim, podemos tomar

sequências (wi)i∈N, (vi)i∈N e (zi)i∈N em V ∩ H∆(Ω), H1
0(Ω) e L2(Γ1), respectivamente,

tais que:

• Para todo m ∈ N, os conjuntos {w1, . . . ,wm}, {v1, . . . , vm} e {z1, . . . , zm} são linear-

mente independentes,

• As combinações lineares finitas dos w
′

is, v
′

is e z
′

is são densas em V ∩H∆(Ω), H1
0(Ω)

e L2(Γ1), respectivamente.

• A sequência (vi)i∈N é formada por soluções do problema da autovalores ((vi, v)) =

λi(vi, v), para todo v ∈ H1
0(Ω).

Podemos supor, via processo de Gram-Schmidt, que (wi)i∈N e (vi)i∈N são bases ortonor-

mais de L2(Ω) e (zi)i∈N é uma base ortonormal de L2(Γ1). Para cada m ∈ N, façamos

Wm = [w1, . . . ,wm], Vm = [v1, . . . , vm] e Zm = [z1, . . . , zm] os subgrupos gerados pelos

primeiros m vetores das sequências (wi)i∈N, (vi)i∈N e (zi)i∈N, respectivamente. O pro-

blema aproximado consiste em encontrar funções um : [0, T) −→Wm, θm : [0, T) −→ Vm

e δm : [0, T) −→ Zm dadas por

um(t) =

m∑
i=1

pim(t)wi, θm(t) =

m∑
i=1

qim(t)vi e δm(t) =

m∑
i=1

rim(t)zi

tais que

(u ′′m(t),w) + α(t)
[
((um(t),w)) − (δ ′m(t),w)Γ1 + (η(u ′m(t)),w)Γ1

]
+λ

∫
Ω

|um(t)|
ρum(t)wdx+ ((a · ∇)θm(t),w) = 0, ∀w ∈Wm, (2.3)

(θ ′m(t), v) + β

(∫
Ω

θm(t)dx

)
((θm(t), v)) + ((a · ∇)u ′m(t), v) = 0, ∀v ∈ Vm, (2.4)

(u ′m(t) + f1δ
′′
m(t) + f2δ

′
m(t) + f3δm(t), z)Γ1 = 0, ∀z ∈ Zm (2.5)
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e, além disso,

um(0) = u0m → u0 em V ∩H∆(Ω), (2.6)

u ′m(0) = u1m → u1 em V , (2.7)

θm(0) = θ0m → θ0 em H1
0(Ω), (2.8)

δm(0) = δ0m → δ0 em L2(Γ1), (2.9)

δ ′m(0) =
∂u0m

∂ν
+ η(u1m)→

∂u0

∂ν
+ η(u1) em L2(Γ1). (2.10)

O sistemas (2.3), (2.4) e (2.5) são equivalentes aos sistemas

(u ′′m(t),wj) + α(t)
[
((um(t),wj)) − (δ ′m(t),wj)Γ1 + (η(u ′m(t),wj)Γ1

]
+

λ

∫
Ω

|um(t)|
ρum(t)wjdx+ ((a · ∇)θm(t),wj) = 0,

(θ ′m(t), vj) + β

(∫
Ω

θm(t)dx

)
((θm(t), vj)) + ((a · ∇)u ′m(t), vj) = 0,

(u ′m(t) + f1δ
′′
m(t) + f2δ

′
m(t) + f3δm(t), zj)Γ1 = 0

para todo j = 1, . . . ,m. Da definição de um(t), θm(t) e δm(t) e, da ortonormalidade de

(wi)i∈N, (vi)i∈N em L2(Ω) e de (zi)i∈N em L2(Γ1) temos, para cada j = 1, . . . ,m que

p ′′jm(t) + α(t)
[ m∑
i=1

pim(t)((wi,wj)) −

m∑
i=1

r ′im(t)(zi,wj)Γ1 + (η(u ′m),wj)Γ1

]
+λ

∫
Ω

|um|
ρumwjdx+

m∑
i=1

qim(t)((a · ∇)vi,wj) = 0, (2.11)

q ′jm(t) + β

(∫
Ω

θmdx

) m∑
i=1

qim(t)((vi, vj)) +

m∑
i=1

p ′im(t)((a · ∇)wi, vj) = 0, (2.12)

m∑
i=1

p ′im(t)(wi, zj)Γ1 +

m∑
i=1

r ′′im(t)(f1zi, zj)Γ1 +

m∑
i=1

r ′im(t)(f2zi, zj)Γ1

+

m∑
i=1

rim(t)(f3zi, zj)Γ1 = 0. (2.13)
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O sistema (2.11) pode ser escrito na forma matricial:
p ′′1m(t)

...

p ′′mm(t)

 + α(t)

{
((w1,w1)) · · · ((wm,w1))

...
. . .

...

((w1,wm)) · · · ((wm,wm))

 ·

p1m(t)

...

pmm(t)



−


(z1,w1)Γ1 · · · (zm,w1)Γ1

...
. . .

...

(z1,wm)Γ1 · · · (zm,wm)Γ1

 ·

r ′1m(t)

...

r ′mm(t)



+


(η(u ′m),w1)Γ1

...

(η(u ′m),wm)Γ1


}
+


λ

∫
Ω

|um|
ρumw1dx

...

λ

∫
Ω

|um|
ρumwmdx



+


((a · ∇)v1,w1) · · · ((a · ∇)vm,w1)

· · · . . . · · ·

((a · ∇)v1,wm) · · · ((a · ∇)vm,wm)

 ·

q1m(t)

...

qmm(t)

 = 0.

Analogamente, o sistema (2.12) pode ser escrito da seguinte maneira:
q ′im(t)

...

q ′mm(t)

 + β

(∫
Ω

θmdx

)
·


((v1, v1)) · · · ((vm, v1))

· · · . . . · · ·

((v1, vm)) · · · ((vm, vm))

 ·

q1m(t)

...

qmm(t)



+


((a · ∇)w1, v1) · · · ((a · ∇)wm, v1)

· · · . . . · · ·

((a · ∇)w1, vm) · · · ((a · ∇)wm, vm)

 ·

p ′1m(t)

...

p ′mm(t)

 = 0.
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O sistema (2.13) pode ser visto na forma:
(w1, z1)Γ1 · · · (wm, z1)Γ1

...
. . .

...

(w1, zm)Γ1 · · · (wm, zm)Γ1

 ·

p ′1m(t)

...

p ′mm(t)



+


(f1z1, z1)Γ1 · · · (f1zm, z1)Γ1

...
. . .

...

(f1z1, zm)Γ1 · · · (f1zm, zm)Γ1

 ·

r ′′1m(t)

...

r ′′mm(t)



+


(f2z1, z1)Γ1 · · · (f2zm, z1)Γ1

...
. . .

...

(f2z1, zm)Γ1 · · · (f2zm, zm)Γ1

 ·

r ′1m(t)

...

r ′mm(t)



+


(f3z1, z1)Γ1 · · · (f3zm, z1)Γ1

...
. . .

...

(f3z1, zm)Γ1 · · · (f3zm, zm)Γ1

 ·

r1m(t)

...

rmm(t)

 = 0.

Os sistemas acima podem ser reescritos na forma :∣∣∣∣∣∣∣∣∣
P ′′(t) + α(t)[A0P(t) −AR

′(t) +N] + C+D0Q(t) = 0,

Q ′(t) + EQ(t) +DP ′(t) = 0,

ATP ′(t) + F1R
′′(t) + F2R

′(t) + F3R(t) = 0,

(2.14)

onde

P(t) = [p1m(t) . . .pmm(t)]
T ,Q(t) = [q1m(t) . . .qmm(t)]

T ,R(t) = [r1m(t) . . . rmm(t)]
T ,

A0 = [((wi,wj))]m×m,A = [(zi,wj)Γ1 ]m×m,N = [(η(u ′m),wj)Γ1 ]m×1,

C = [λ
∫
Ω
ψ(um)wjdx]m×1,D0 = [((a · ∇)vi,wj)]m×m,D = [((a · ∇)wi, vj)]m×m,

E = β
(∫
Ω
θmdx

)
[((vi, vj))]m×m, F1 = [(f1zi, zj)Γ1 ]m×m, F2 = [(f2zi, zj)Γ1 ]m×m e

F3 = [(f3zi, zj)Γ1 ]m×m, onde ψ : R −→ R é dada por ψ(s) = |s|ρs.

Como F1 é invert́ıvel, o sistema (2.14) é equivalente a:∣∣∣∣∣∣∣∣∣
P ′′(t) = −α(t)[A0P(t) −AR

′(t) +N] − C−D0Q(t),

Q ′(t) = −EQ(t) −DP ′(t),

R ′′(t) = −F−1
1 A

TP ′(t) − F−1
1 F2R

′(t) − F−1
1 F3R(t).

(2.15)

Pondo B1 = [w1, . . . ,wm],B2 = [v1, . . . vm], as quais são matrizes linha e
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X =



X1

X2

X3

X4

X5


, ondeX1 = P(t),X2 = P

′(t),X3 = Q(t),X4 = R(t) eX5 = R
′(t)

e, considerando o sistema (2.15), obtemos

X ′ =



X ′1

X ′2

X ′3

X ′4

X ′5


=



X2

−α(t)[A0X1 −AX5 +N(B1X2)] − C(B1X1) −D0X3

−E(B2X3)X3 −DX2

X5

−F−1
1 A

TX2 − F
−1
1 F2X5 − F

−1
1 F3X4



=



0

−α(t)N(B1X2) − C(B1X1)

0

0

0


+



0 Im 0 0 0

−α(t)A0 0 −D0 0 α(t)A

0 −D −E(B2X3) 0 0

0 0 0 0 Im

0 −F−1
1 A

T 0 −F−1
1 F3 −F−1

1 F2


· X,

Considere a aplicação φ : [0, T ]× R5m −→ R5m dada por

φ(t,X) = φ1(t,X) + φ2(t,X),

onde

φ1(t,X) =



0

−α(t)N(BX2) − C(BX1)

0

0

0


e

φ2(t,X) =



0 Im 0 0 0

−α(t)A0 0 −D0 0 α(t)A

0 −D −E(BX3) 0 0

0 0 0 0 Im

0 −F−1
1 A

T 0 −F−1
1 F3 −F−1

1 F2


· X.
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A seguir, mostramos que φ(t,X) satisfaz as condições do teorema de Caratheodory.

De fato, seja U = [0, T ]× B, onde B = {X ∈ R5m; ||X− X0||R5m 6 R}. Então,

i) φ(t,X) é mensurável em t, para cada X fixo, pois α ∈ L∞loc(R+).

ii) As aplicaçõesN(B1X2), C(B1X1) e E(B2X3) são cont́ınuas em X. Com efeito, observemos

que

‖N(B1X̂2) −N(B1X2)‖Rm =

m∑
i=1

∣∣∣∣ ∫
Γ1

[η(x,B1X̂2) − η(x,B1X2)]widΓ

∣∣∣∣
6 L

( m∑
i=1

∫
Γ1

|wi|dΓ

)
|B1X̂2 − B1X2|.

Então, dado ε > 0 existe σ = ε
(
L
∑m
i=1 |wi|L1(Γ1)

)−1
> 0 tal que

|B1X̂2 − B1X2| < σ⇒ ‖N(B1X̂2) −N(B1X2)‖Rm < ε,

donde vemos que N(B1X2) é cont́ınua. Agora, da continuidade de ψ, temos que para cada

ε > 0, existe σ > 0 tal que

|B1X̂1 − B1X1| < σ⇒ |ψ(B1X̂1) −ψ(B1X1)| < ε.

Dáı,

‖C(B1X̂1) − C(B1X1)‖Rm =

m∑
i=1

∣∣∣∣ ∫
Ω

[ψ(B1X̂1) −ψ(B1X1)]widx

∣∣∣∣
6

( m∑
i=1

∫
Ω

|wi|dx

)
ε.

Assim, a função C(B1X1) é cont́ınua. Observemos ainda que

E(B2X3) = β

(∫
Ω

B2X3dx

)
v, onde v = [((vi, vj))]m×m

e que, sendo β cont́ınua, dado ε > 0, existe σ > 0 tal que∣∣∣∣∫
Ω

B2X̂3dx−

∫
Ω

B2X3dx

∣∣∣∣ < σ⇒ ∣∣∣∣β(∫
Ω

B2X̂3dx

)
− β

(∫
Ω

B2X3dx

)∣∣∣∣ < ε
‖v‖

Rm2
.

Então, tomando σ̂ = σ
volΩ

resulta que

|B2X̂3 − B2X3| < σ̂⇒
∣∣∣∣∫
Ω

B2X̂3dx−

∫
Ω

B2X3dx

∣∣∣∣ 6∫
Ω

|B2X̂3 − B2X3|dx < σ⇒ ‖E(B2X̂3) − E(B2X3)‖Rm2 < ε.

Decorre dáı a continuidade de E(B2X3) com relação à X. Portanto, para cada t fixado,

φ(t,X) é uma aplicação cont́ınua em X.
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iii) Consideremos um compacto K ⊂ [0, T ] × B. Então existe mK(t) ∈ L1([0, T ]) tal que

‖φ(t,X)‖R5m 6 mK(t), para todo (t,X) ∈ K. Com efeito, a continuidade de N(B1X2),

C(B1X1) e E(B2X3) nos garante a existência de constantes positivas M0,M1,M2 e M3

tais que

‖φ1(t,X)‖R5m 6 |α(t)|M0 +M1,

‖φ2(t,X)‖R5m 6 |α(t)|M2 +M3.

Então, tomando mK(t) = |α(t)|M+ M̂, onde M =M0 +M2 e M̂ =M1 +M3, obtemos

que

‖φ(t,X)‖R5m 6 ‖φ1(t,X)‖R5m + ‖φ2(t,X)‖R5m

6 mK(t),

para todo (t,X) ∈ K e, como α ∈ L∞loc(R+) vemos que mK(t) ∈ L1([0, T ]). Concluimos,

pelo teorema de Caratheodory, que o problema de Cauchy X ′ = Φ(t,X)

X(0) = X0

(2.16)

admite solução sobre um intervalo [0, tm), ou seja, as funções pim(t),qim(t) e rim(t)

existem, para i = 1 . . .m e satisfazem (2.3), (2.4) e (2.5).

2.2 Estimativas a priori das soluções aproximadas

Na seção anterior mostramos a existência de ternas de funções {um(t), θm(t), δm(t)}

soluções do poblema aproximado (2.3) − (2.10) em [0, tm). Este intervalo será esten-

dido ao intervalo [0, T ], onde T é arbitrário, graças à primeira estimativa estabelecida a

seguir.

Estimativa I. Tomando w = 2u ′m, v = 2θm e z = 2δ ′m em (2.3), (2.4) e (2.5), respecti-

vamente, obtemos

2(u ′′m(t),u
′
m(t)) + 2α(t)[((um(t),u

′
m(t))) − (δ ′m(t),u

′
m(t))Γ1 + (η(u ′m(t)),u

′
m(t))Γ1 ]

+2λ

∫
Ω

|um(t)|
ρum(t)u

′
m(t)dx+ 2((a · ∇)θm(t),u ′m(t)) = 0, (2.17)

2(θ ′m(t), θm(t)) + 2β

(∫
Ω

θm(t)dx

)
((θm(t), θm(t)))

+2((a · ∇)u ′m(t), θm(t)) = 0, (2.18)
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2(u ′m(t), δ
′
m(t))Γ1 + 2(f1δ

′′
m(t), δ

′
m(t))Γ1 + 2(f2δ

′
m(t), δ

′
m(t))Γ1

+2(f3δm(t), δ
′
m(t))Γ1 = 0. (2.19)

Usando as identidades

2(u ′′m(t),u
′
m(t)) =

d

dt
|u ′m(t)|

2,

2((u ′m(t),um(t))) =
d

dt
‖um(t)‖2,∫

Ω

|um(t)|
ρ
Rum(t)u

′
m(t)dx =

1

ρ+ 2

d

dt
‖um(t)‖ρ+2

Lρ+2(Ω),

2(θ ′m(t), θm(t)) =
d

dt
|θm(t)|

2,

2(f1δ
′′
m(t), δ

′
m(t))Γ1 =

d

dt
|f

1
2
1 δ
′
m(t)|

2
Γ1

,

2(f3δm(t), δ
′
m(t))Γ1 =

d

dt
|f

1
2
3 δm(t)|

2
Γ1

.

em (2.17), (2.18) e (2.19), obtemos

d

dt
|u ′m(t)|

2 + α(t)
d

dt
‖um(t)‖2 + 2α(t)(η(u ′m(t)),u

′
m(t))Γ1 +

2λ

ρ+ 2

d

dt
‖um(t)‖ρ+2

Lρ+2(Ω)

+2((a · ∇)θm(t),u ′m(t)) = 2α(t)(δ ′m(t),u
′
m(t))Γ1 , (2.20)

d

dt
|θm(t)|

2 + 2β

(∫
Ω

θm(t)dx

)
‖θm(t)‖2 + 2((a · ∇)u ′m(t), θm(t)) = 0, (2.21)

d

dt
|f

1
2
1 δ
′
m(t)|

2
Γ1
+
d

dt
|f

1
2
3 δm(t)|

2
Γ1
+ 2|f

1
2
2 δ
′
m(t)|

2
Γ1

= −2(u ′m(t), δ
′
m(t))Γ1 . (2.22)

Agora, notemos que

α(t)
d

dt
‖um(t)‖2 =

d

dt

(
α(t)‖um(t)‖2

)
− α ′(t)‖um(t)‖2,

α(t)
d

dt
|f

1
2
1 δ
′
m(t)|

2
Γ1

=
d

dt

(
α(t)|f

1
2
1 δ
′
m(t)|

2
Γ1

)
− α ′(t)|f

1
2
1 δ
′
m(t)|

2
Γ1

,

α(t)
d

dt
|f

1
2
3 δm(t)|

2
Γ1

=
d

dt

(
α(t)|f

1
2
3 δm(t)|

2
Γ1

)
− α ′(t)|f

1
2
3 δm(t)|

2
Γ1

.

Além disso, como vi ∈ H1
0(Ω), para todo i = 1, . . . ,m temos, pela identidade de Gauss,

que ∫
Ω

∂u ′m
∂xi

(t)θm(t)dx = −

∫
Ω

u ′m(t)
∂θm

∂xi
(t)dx,

para i = 1, . . . ,m. Logo,

2((a · ∇)u ′m(t), θm(t)) = 2

∫
Ω

(a · ∇)u ′m(t)θm(t)dx

= −2

m∑
i=1

∫
Ω

aiu
′
m(t)

∂θm

∂xi
(t)dx

= −2(u ′m(t), (a · ∇)θm(t)).
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Assim,

2((a · ∇)u ′m(t), θm(t)) + 2(u ′m(t), (a · ∇)θm(t)) = 0.

Somando as identidades (2.20), (2.21) e (2.22) e, considerando as observações acima,

obtemos

E ′m(t) + 2α(t)(η(u ′m(t)),u
′
m(t))Γ1 + 2β

(∫
Ω

θm(t)dx

)
‖θm(t)‖2 + 2α(t)|f

1
2
2 δ
′
m(t)|

2
Γ1

=

α ′(t)
[
‖um(t)‖2 + |f

1
2
1 δ
′
m(t)|

2
Γ1
+ |f

1
2
3 δm(t)|

2
Γ1

]
,

onde

Em(t) = |u ′m(t)|
2 +

2λ

ρ+ 2
‖um(t)‖ρ+2

Lρ+2(Ω) + |θm(t)|
2

+α(t)
[
‖um(t)‖2 + |f

1
2
1 δ
′
m(t)|

2
Γ1
+ |f

1
2
3 δm(t)|

2
Γ1

]
.

Das hipóteses sobre β e η temos as seguintes desigualdades:

2β0‖θm(t)‖2 6 2β

(∫
Ω

θm(t)dx

)
‖θm(t)‖2,

2α0η0|u
′
m(t)|

2
Γ1

6 2α(t)(η(u ′m(t)),u
′
m(t))Γ1 .

Assim,

E ′m(t) + 2α0η0|u
′
m(t)|

2
Γ1
+ 2β0‖θm(t)‖2 + 2α(t)|f

1
2
2 δ
′
m(t)|

2
Γ1

6

α ′(t)
[
‖um(t)‖2 + |f

1
2
1 δ
′
m(t)|

2
Γ1
+ |f

1
2
3 δm(t)|

2
Γ1

]
.

Notemos que

|α ′(t)|

α0

Em(t) > |α ′(t)|
[
‖um(t)‖2 + |f

1
2
1 δ
′
m(t)|

2
Γ1
+ |f

1
2
3 δm(t)|

2
Γ1

]
,

e, desse modo,

E ′m(t) + 2α0η0|u
′
m(t)|

2
Γ1
+ 2β0‖θm(t)‖2 + 2α(t)|f

1
2
2 δ
′
m(t)|

2
Γ1

6
|α ′(t)|

α0

Em(t).

Portanto, para todo t ∈ [0, tm), temos

Em(t) + 2α0η0

∫ t
0

|u ′m(s)|
2
Γ1
ds+ 2β0

∫ t
0

‖θm(s)‖2ds 6 Em(0) +
1

α0

∫ t
0

|α ′(s)|Em(s)ds.

Notemos que Em(0) é limitado. Com efeito,

Em(0) = |u ′m(0)|
2 +

2λ

ρ+ 2
‖um(0)‖ρ+2

Lρ+2(Ω) + |θm(0)|
2

+α(0)
[
‖um(0)‖2 + |f

1
2
1 δ
′
m(0)|

2
Γ1
+ |f

1
2
3 δm(0)|

2
Γ1

]
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e, pelas relações (2.6) - (2.10), temos que

(um(0))m∈N é limitada em V ∩H∆(Ω),

(u ′m(0))m∈N é limitada em V ,

(θm(0))m∈N é limitada em L2(Ω), (2.23)

(δm(0))m∈N é limitada em L2(Γ1),

(δ ′m(0))m∈N é limitada em L2(Γ1).

Pela cadeia de imersões

V ∩H∆(Ω) ↪→ V ↪→ H1(Ω) ↪→ Lρ+2(Ω) ↪→ L2(Ω),

temos que (um(0))m∈N é limitada em V e em Lρ+2(Ω) e (u ′m(0))m∈N é limitada em L2(Ω).

Segue dáı e, de (2.23), que (Em(0))m∈N é limitada, isto é, existe uma constante C tal que

Em(t) + 2α0η0

∫ t
0

|u ′m(s)|
2
Γ1
ds+ 2β0

∫ t
0

‖θm(s)‖2ds 6

C+
1

α0

∫ t
0

|α ′(s)|Em(s)ds,

donde,

Em(t) 6 C+
1

α0

∫ t
0

|α ′(s)|Em(s)ds,∀t ∈ [0, tm).

Pela desigualdade de Gronwall, para todo t ∈ [0, tm) temos

Em(t) 6 Ce
1
α0

∫t
0 |α

′(s)|ds 6 Ce
1
α0
‖α ′‖L1(0,∞) .

Logo, existe uma constante, ainda denotada por C, à qual independe de m, tal que

Em(t) + 2α0η0

∫ t
0

|u ′m(s)|
2
Γ1
ds+ 2β0

∫ t
0

‖θm(s)‖2ds 6 C. (2.24)

Agora, notemos que

|u ′m(t)|
2, |θm(t)|

2 6 C e ‖um(t)‖2 6 1
α0
C

e, além disso, como V ↪→ L2(Ω) e (wi)i∈N, (vi)i∈N são ortonormais em L2(Ω), temos que

‖X1(t)‖2Rm =

m∑
i=1

[pim(t)]
2 =

(
m∑
i=1

pim(t)wi,

m∑
i=1

pim(t)wi

)
= |um(t)|

2 6
1

α0

K,

onde K é uma constante. Além disso,

‖X2(t)‖2Rm =

m∑
i=1

[p ′im(t)]
2 =

(
m∑
i=1

p ′im(t)wi,

m∑
i=1

p ′im(t)wi

)
= |u ′m(t)|

2 6 C
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e

‖X3(t)‖2Rm =

m∑
i=1

[qim(t)]
2 =

(
m∑
i=1

qim(t)vi,

m∑
i=1

qim(t)vi

)
= |θm(t)|

2 6 C.

Por outro lado, sendo (zi)i∈N ortonormal em L2(Γ1) e pondo

0 < f1 = min
x∈Γ1

f1(x) e 0 < f3 = min
x∈Γ1

f3(x)

então,

|δ ′m(t)|
2
Γ1
+ |δm(t)|

2
Γ1

6
1

b
Em(t),

onde b = min{α0f1,α0f3} > 0. Portanto,

‖X4(t)‖2Rm =

m∑
i=1

[rim(t)]
2 =

( m∑
i=1

rim(t)zi,

m∑
i=1

rim(t)zi

)
Γ1

= |δm(t)|
2
Γ1

6
1

b
C

e

‖X5(t)‖2Rm =

m∑
i=1

[r ′im(t)]
2 =

( m∑
i=1

r ′im(t)zi,

m∑
i=1

r ′im(t)zi

)
Γ1

= |δ ′m(t)|
2
Γ1

6
1

b
C.

Assim, ‖X(t)‖R5m 6 M, onde M é uma constante que não depende de m. Portanto,

tomando um número b adequado, como na Proposição 1.3, podemos prolongar X(t) ao

intervalo [0, T ]. Como T foi tomado arbitrariamente, conclúımos que o problema aproxi-

mado possui uma terna de soluções {um(t), θm(t), δm(t)} definida em [0,∞).

Estimativa II. Derivando (2.3), (2.4) e (2.5) com relação à t, obtemos

(u ′′′m(t),w) + α
′(t)
[
((um(t),w)) − (δ ′m(t),w)Γ1 + (η(u ′m(t)),w)Γ1

]
+α(t) [((u ′m(t),w)) − (δ ′′m(t),w)Γ1 + (η ′(u ′m(t))u

′′
m(t),w)Γ1 ] (2.25)

+λ(ρ+ 1)

∫
Ω

|um(t)|
ρu ′m(t)wdx+ ((a · ∇)θ ′m(t),w) = 0,∀w ∈Wm,

(θ ′′m(t), v) + β
′
(∫
Ω

θm(t)dx

) ∫
Ω

θ ′m(t)dx((θm(t), v))

+β

(∫
Ω

θm(t)dx

)
((θ ′m(t), v)) + ((a · ∇)u ′′m(t), v) = 0,∀v ∈ Vm, (2.26)

(u ′′m(t) + f1δ
′′′
m(t) + f2δ

′′
m(t) + f3δ

′
m(t), z)Γ1 = 0,∀z ∈ Zm. (2.27)
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Usando w = 2u ′′m(t), v = 2θ ′m(t) e z = 2δ ′′m(t), respectivamente, em (2.25), (2.26) e

(2.27), obtemos

2(u ′′′m(t),u
′′
m(t)) + 2α ′(t)

[
((um(t),u

′′
m(t))) − (δ ′m(t),u

′′
m(t))Γ1

+(η(u ′m(t)),u
′′
m(t))Γ1

]
+ 2α(t)

[
((u ′m(t),u

′′
m(t))) − (δ ′′m(t),u

′′
m(t))Γ1 (2.28)

+(η ′(u ′m(t))u
′′
m(t),u

′′
m(t))Γ1

]
+ 2λ(ρ+ 1)

∫
Ω

|um(t)|
ρu ′m(t)u

′′
m(t)dx

+2((a · ∇)θ ′m(t),u ′′m(t)) = 0,

2(θ ′′m(t), θ
′
m(t)) + 2β ′

(∫
Ω

θm(t)dx

) ∫
Ω

θ ′m(t)dx((θm(t), θ
′
m(t)))

+2β

(∫
Ω

θm(t)dx

)
((θ ′m(t), θ

′
m(t))) + 2((a · ∇)u ′′m(t), θ ′m(t)) = 0, (2.29)

2(u ′′m(t), δ
′′
m(t))Γ1 + 2(f1δ

′′′
m(t), δ

′′
m(t))Γ1 + 2(f2δ

′′
m(t), δ

′′
m(t))Γ1

+2(f3δ
′
m(t), δ

′′
m(t))Γ1 = 0. (2.30)

De modo análogo à Estimativa I, temos as identidades:

2(u ′′′m(t),u
′′
m(t)) =

d

dt
|u ′′m(t)|

2,

2((u ′m(t),u
′′
m(t))) =

d

dt
||u ′m(t)||

2,

2(θ ′m(t), θ
′′
m(t)) =

d

dt
|θ ′m(t)|

2,

2(f1δ
′′′
m(t), δ

′′
m(t))Γ1 =

d

dt
|f

1
2
1 δ
′′
m(t)|

2
Γ1

,

2(f3δ
′
m(t), δ

′′
m(t))Γ1 =

d

dt
|f

1
2
3 δ
′
m(t)|

2
Γ1

.

Substituindo as identidades acima em (2.28), (2.29) e (2.30), obtemos:

d

dt
|u ′′m(t)|

2 + 2α ′(t)
[
((um(t),u

′′
m(t))) − (δ ′m(t),u

′′
m(t))Γ1 + (η(u ′m(t)),u

′′
m(t))Γ1

]
+α(t)

d

dt
‖u ′m(t)‖2 − 2α(t)(δ ′′m(t),u

′′
m(t))Γ1 + 2α(t)(η ′(u ′m(t)u

′′
m(t),u

′′
m(t))Γ1(2.31)

+2λ(ρ+ 1)

∫
Ω

|um(t)|
ρu ′m(t)u

′′
m(t)dx+ 2((a · ∇)θ ′m(t),u ′′m(t)) = 0,

d

dt
|θ ′m(t)|

2 + 2β ′
(∫
Ω

θm(t)dx

) ∫
Ω

θ ′m(t)dx((θ
′
m(t), θm(t)))

+2β

(∫
Ω

θm(t)dx

)
‖θ ′m(t)‖2 + 2((a · ∇)u ′′m(t), θ ′m(t)) = 0, (2.32)
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2(u ′′m(t), δ
′′
m(t))Γ1 +

d

dt
|f

1
2
1 δ
′′
m(t)|

2
Γ1
+
d

dt
|f

1
2
3 δ
′
m(t)|

2
Γ1
+ 2|f

1
2
2 δ
′′
m(t)|

2
Γ1

= 0. (2.33)

Agora, notemos que

α(t)
d

dt
‖u ′m(t)‖2 =

d

dt

(
α(t)‖u ′m(t)‖2

)
− α ′(t)‖u ′m(t)‖2,

α(t)
d

dt
|f

1
2
1 δ
′′
m(t)|

2
Γ1

=
d

dt

(
α(t)|f

1
2
1 δ
′′
m(t)|

2
Γ1

)
− α ′(t)|f

1
2
1 δ
′′
m(t)|

2
Γ1

,

α(t)
d

dt
|f

1
2
3 δ
′
m(t)|

2
Γ1

=
d

dt

(
α(t)|f

1
2
3 δ
′
m(t)|

2
Γ1

)
− α ′(t)|f

1
2
3 δ
′
m(t)|

2
Γ1

.

Além disso, usando o Lema de Gauss, temos∫
Ω

∂θ ′m
∂xi

(t)u ′′m(t)dx = −

∫
Ω

θ ′m(t)
∂u ′′m
∂xi

(t)dx,

para i = 1, . . . ,n. Como

2((a · ∇)θ ′m(t),u ′′m(t)) = 2

∫
Ω

(a · ∇)θ ′m(t)u ′′m(t)dx = 2

n∑
i=1

ai

∫
Ω

θ ′m(t)
∂u ′′m
∂xi

(t)dx,

então

2((a · ∇)θ ′m(t),u ′′m(t)) + 2((a · ∇)u ′′m(t), θ ′m(t)) = 0.

Somando as equações (2.31), (2.32) e (2.33) e, considerando as observações acima, resulta

que

F ′m(t) + 2α ′(t)
[
((um(t),u

′′
m(t))) − (δ ′m(t),u

′′
m(t))Γ1 + (η(u ′m(t)),u

′′
m(t))Γ1

]
+2α(t)(η ′(u ′m(t))u

′′
m(t),u

′′
m(t))Γ1 + 2λ(ρ+ 1)

∫
Ω

|um(t)|
ρu ′m(t)u

′′
m(t)dx (2.34)

+2β ′
(∫
Ω

θm(t)dx

) ∫
Ω

θ ′m(t)dx((θ
′
m(t), θm(t))) + 2β

(∫
Ω

θm(t)dx

)
||θ ′m(t)||

2

+2α(t)|f
1
2
2 δ
′′
m(t)|

2
Γ1

= α ′(t)
[
‖u ′m(t)‖2 + |f

1
2
1 δ
′′
m(t)|

2
Γ1
+ |f

1
2
3 δ
′
m(t)|

2
Γ1

]
,

onde,

Fm(t) = |u ′′m(t)|
2 + |θ ′m(t)|

2 + α(t)
[
‖u ′m(t)‖2 + |f

1
2
1 δ
′′(t)|2Γ1 + |f

1
2
3 δ
′
m(t)|

2
Γ1

]
.

Das hipóteses (2.2)3,4,6 do Teorema 2.1 obtemos as desigualdades

2α(t)(η ′(u ′m(t))u
′′
m(t),u

′′
m(t))Γ1 > 2α0η0|u

′′
m(t)|

2
Γ1

,

2β

(∫
Ω

θm(t)dx

)
‖θ ′m(t)‖2 > 2β0‖θ ′m(t)‖2.
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que aplicadas em (2.34) resultam que

F ′m(t) + 2α0η0|u
′′
m(t)|

2
Γ1
+ 2β0‖θ ′m(t)‖2 6 α ′(t)

[
‖u ′m(t)‖2 + |f

1
2
1 δ
′′
m(t)|

2
Γ1
+ |f

1
2
3 δ
′
m(t)|

2
Γ1

]
−2α ′(t)

[
((um(t),u

′′
m(t))) − (δ ′m(t),u

′′
m(t))Γ1 + (η(u ′m(t)),u

′′
m(t))Γ1

]
(2.35)

−2λ(ρ+ 1)

∫
Ω

|um(t)|
ρu ′m(t)u

′′
m(t)dx− 2β ′

(∫
Ω

θm(t)dx

) ∫
Ω

θ ′m(t)dx((θm(t), θ
′
m(t))).

Tomando w = 2u ′′m(t) em (2.3) e, multiplicando ambos os lados por −α
′(t)
α(t)

, temos

−2α ′(t)
[
((um(t),u

′′
m(t))) − (δ ′m(t),u

′′
m(t))Γ1 + (η(u ′m(t)),u

′′
m(t))Γ1

]
=

2
α ′(t)

α(t)
|u ′′m(t)|

2 + 2λ
α ′(t)

α(t)

∫
Ω

|um(t)|
ρum(t)u

′′
m(t)dx+ 2

α ′(t)

α(t)
((a · ∇)θm(t),u ′′m(t)).

Usando a identidade acima em (2.35), temos

F ′m(t) + 2α0η0|u
′′
m(t)|

2
Γ1
+ 2β0‖θ ′m(t)‖2 6 α ′(t)

[
‖u ′m(t)‖2 + |f

1
2
1 δ
′′
m(t)|

2
Γ1
+ |f

1
2
3 δ
′
m(t)|

2
Γ1

]
+2
α ′(t)

α(t)
|u ′′m(t)|

2 + 2λ
α ′(t)

α(t)

∫
Ω

|um(t)|
ρum(t)u

′′
m(t)dx+ 2

α ′(t)

α(t)
((a · ∇)θm(t),u ′′m(t))

−2λ(ρ+ 1)

∫
Ω

|um(t)|
ρu ′m(t)u

′′
m(t)dx− 2β ′

(∫
Ω

θ ′m(t)

) ∫
Ω

θ ′m(t)dx((θm(t), θ
′
m(t))).

A seguir, obteremos um majorante para os termos do lado direito da equação acima.

Inicialmente, usando o fato de α(t) > α0 e a definição de Fm(t), temos:

2
α ′(t)

α(t)
|u ′′m(t)|

2 + α ′(t)
[
‖u ′m(t)‖2 + |f

1
2
1 δ
′
m(t)|

2 + |f
1
2
3 δm(t)|

2
]
6

3|α ′(t)|

α0

Fm 6 CFm.(2.36)

Analisemos agora a integral

∫
Ω

|um(t)|
ρ|u ′m(t)||u

′′
m(t)|dx.

(i) Se n = 1 e 0 < ρ < ∞, então V ↪→ H1(Ω) ↪→ C(Ω) ↪→ L2(Ω). Assim, pela

Desigualdade de Hölder,∫
Ω

|um(t)|
ρ|u ′m(t)||u

′′
m(t)|dx 6

(
sup
x∈Ω

|um(t)|
)ρ ∫

Ω

|u ′m(t)||u
′′
m(t)|dx

6 C‖um(t)‖ρ|u ′m(t)||u ′′m(t)|

6 C‖um(t)‖ρ‖u ′m(t)‖|u ′′m(t)|.
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(ii) Se n = 2 e 1
2
6 ρ < ∞, então 2 6 4ρ < ∞. Assim, V ↪→ H1(Ω) ↪→ L4ρ(Ω) e

V ↪→ H1(Ω) ↪→ L4(Ω). Dáı, usando a Desigualdade de Hölder,∫
Ω

|um(t)|
ρ|u ′m(t)||u

′′
m(t)|dx 6

(∫
Ω

|um(t)|
2ρ|u ′m(t)|

2dx

) 1
2
(∫
Ω

|u ′′m(t)|
2dx

) 1
2

6

(∫
Ω

|um(t)|
4ρdx

) 1
4
(∫
Ω

|u ′m(t)|
4dx

) 1
4

|u ′′m(t)|

=

[(∫
Ω

|um(t)|
4ρdx

) 1
4ρ

]ρ
|u ′m(t)|L4(Ω)|u

′′
m(t)|

= |um(t)|L4ρ(Ω)|u
′
m(t)|L4(Ω)|u

′′
m(t)|

6 C‖um(t)‖ρ‖u ′m(t)‖|u ′′m(t)|.

(iii) Se n > 3 e 1
n

6 ρ 6 2
n−2

, então 1 6 nρ 6 2n
n−2

. Logo, V ↪→ H1(Ω) ↪→ L
2n
n−2 ↪→

Lnρ(Ω). Sendo 2
n
+ n−2

n
= 1 e usando a Desigualdade de Hölder, temos∫

Ω

|um(t)|
ρ|u ′m(t)||u

′′
m(t)|dx 6

(∫
Ω

|um(t)|
2ρ|u ′m(t)|

2dx

) 1
2
(∫
Ω

|u ′′m(t)|
2dx

) 1
2

6

[(∫
Ω

|um(t)|
nρdx

) 2
n
(∫
Ω

|u ′m(t)|
2n
n−2dx

)n−2
n

] 1
2

|u ′′m(t)|

=

[(∫
Ω

|um(t)|
nρdx

) 1
nρ

]ρ(∫
Ω

|u ′m(t)|
2n
n−2dx

)n−2
2n

|u ′′m(t)|

= |um(t)|
ρ
Lnρ(Ω)|u

′
m(t)|L

2n
n−2 (Ω)

|u ′′m(t)|

6 C‖um(t)‖ρ‖u ′m(t)‖|u ′′m(t)|.

Portanto, em todos os casos temos∫
Ω

|um(t)|
ρ|u ′m(t)||u

′′
m(t)|dx 6 C‖um(t)‖ρ‖u ′m(t)‖|u ′′m(t)|.

Dáı,

−C‖um(t)‖ρ‖u ′m(t)‖|u ′′m(t)| 6
∫
Ω

|um(t)|
ρu ′m(t)u

′′
m(t)dx. (2.37)

Multiplicando (2.37) por −2λ(ρ+ 1) e usando a desigualdade de Young, obtemos

−2λ(ρ+ 1)

∫
Ω

|um(t)|
ρu ′m(t)u

′′
m(t)dx 6 C‖um(t)‖ρ‖u ′m(t)‖|u ′′m(t)| (2.38)

6 C
[
‖u ′m(t)‖2 + |u ′′m(t)|

2
]
6 CFm(t).

De modo análogo, mostramos que

2λα ′(t)

α(t)

∫
Ω

|um(t)|
ρ|um(t)||u

′′
m(t)|dx 6 C+ CFm(t) (2.39)
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É importante frisar que nos cálculos acima e, nos que vem a seguir, C denota várias

constantes positivas. Agora, notemos que

2
α ′(t)

α(t)
((a · ∇)θm(t),u ′′m(t)) 6 2

|α ′(t)|

α0

∫
Ω

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

ai
∂θm(t)

∂xi

∣∣∣∣∣ |u ′′m(t)|dx 6
|α ′(t)|

α0

(
max
16i6n

|ai|

) n∑
i=1

(∣∣∣∣∂θm(t)∂xi

∣∣∣∣2 + |u ′′m(t)|
2

)
6 C‖θm(t)‖2 + CFm(t). (2.40)

Além disso, segue da desigualdade (2.24) e, do fato da terna {um, θm, δm} estar definida

em [0,∞), que existe uma constante C tal que

Em(t) + 2α0η0

∫∞
0

|u ′m(t)|
2
Γ1
dt+ 2β0

∫∞
0

‖θm(t)‖2dt 6 C (2.41)

para todo m ∈ N e, todo t > 0. Agora, observemos que, dados m ∈ N e t > 0, temos∣∣∣∣∫
Ω

θm(t)dx

∣∣∣∣ 6 ‖θm(t)‖L1(Ω) 6 C|θm(t)| 6 C (2.42)

sendo que a última desigualdade decorre de (2.41). Da relação acima e, tendo em conta

que β ′ ∈ L∞loc(R), temos que

β ′
(∫
Ω

θm(t)dx

)
6 sup

|ξ|6C
ess|β ′(ξ)| = β1.

Usando os fatos acima e as desigualdades de Schwarz e Young, temos que

−2β ′
(∫
Ω

θm(t)dx

) ∫
Ω

θ ′m(t)dx((θm(t), θ
′
m(t))) 6

2β1‖θ ′m(t)‖L1(Ω)‖θm(t)‖‖θ ′m(t)‖ 6 C‖θm(t)‖2|θ ′m(t)|2 + β0‖θ ′m(t)‖2 6

C‖θm(t)‖2Fm(t) + β0‖θ ′m(t)‖2 (2.43)

Portanto, das desigualdades (2.36), (2.38), (2.39), (2.40) e (2.43), obtemos

F ′m(t) + 2α0η0|u
′′
m(t)|

2
Γ1
+ β0‖θ ′m(t)‖2 6

C
(

1 + ‖θm(t)‖2 + Fm(t) + ‖θm(t)‖2Fm(t)
)

(2.44)

Agora, mostraremos que Fm(0) é limitada. De fato, sendo um(0) solução do problema

aproximado, então

|u ′′m(0)|
2 − α(0)(∆um(0),u

′′
m(0)) + λ(|um(0)|

ρum(0),u
′′
m(0)) + ((a · ∇)θm(0),u ′′m(0)) = 0.

Segue, da desigualdade de Cauchy-Schwarz, que

|u ′′m(0)|
2 6 α(0)|∆um(0)||u

′′
m(0)|+ λ

∣∣∣|um(0)|ρum(0)∣∣∣|u ′′m(0)|
+

(
max
16i6n

|ai|

) n∑
i=1

∣∣∣∣∂θm(0)∂xi

∣∣∣∣ |u ′′m(0)|,
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dividindo ambos os lados por |u ′′m(0)| e, aplicando a desigualdade de Young, obtemos

|u ′′m(0)| 6 α(0)|∆um(0)|+ λ||um(0)|
ρum(0)|+ C‖θm(0)‖2 +

Cn

2
. (2.45)

Evidentemente, se |u ′′m(0)| = 0 então (2.45) permanece válido. Como um(0) → u0 em

V ∩H∆(Ω) então, ‖um(0) − u0‖V∩H∆(Ω) → 0 quando m→∞ e, portanto,

‖um(0) − u0‖H∆(Ω) → 0 e, além disso, da sequência de imersões

V ∩H∆(Ω) ↪→ V ↪→ H1(Ω) ↪→ L2(Ω)

temos que |um(0) − u0|→ 0 quando m→∞. Por outro lado, temos

|∆um(0) − ∆u0|
2 = ‖um(0) − u0‖2H∆(Ω) − |um(0) − u0|

2,

o que implica que |∆um(0) − ∆u0| → 0. Isso nos mostra que (∆um(0)) é limitada em

L2(Ω). A limitação da sequência (||um(0)|
ρum(0)|)m∈N decorre da continuidade da função

ψ(s) = |s|ρs. Além disso, decorre de (2.8) que (θm(0))m∈N é limitada em H1(Ω) e,

portanto, existe uma constante C, que independe de m, tal que |u ′′m(0)| 6 C.

Agora, sendo θm solução do problema aproximado, então

|θ ′m(0)|
2 + β

(∫
Ω

θm(0)dx

)
((θm(0), θ

′
m(0))) + ((a · ∇)u ′m(0), θ ′m(0)) = 0

temos, de (2.42), que existe uma constante C tal que∫
Ω

θm(t)dx ∈ [−C,C], ∀t ∈ [0,∞),

pela continuidade da função β existe uma constante C > 0 tal que

β

(∫
Ω

θm(0)dx

)
6 C,∀m ∈ N.

Além disso, considerando o fato de (vi)i∈N ser uma base de soluções do problema de

autovalores ((vi, v)) = λi(vi, v), para todo v ∈ H1
0(Ω), temos

|θ ′m(0)|
2 6 C

(
max

16i6m
|λi|

) m∑
i=1

|(qim(0)vi, θ
′
m(0))|

+

(
max
16i6n

|ai|

) n∑
i=1

∣∣∣∣∂u ′m(0)∂xi

∣∣∣∣ |θ ′m(0)|,
e, da desigualdade de Cauchy-Schwarz, resulta que

|θ ′m(0)|
2 6 C|θ ′m(0)|+

(
max
16i6n

|ai|

) n∑
i=1

∣∣∣∣∂u ′m(0)∂xi

∣∣∣∣ |θ ′m(0)|.
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Usando a desigualdade de Young e, notando que (u ′m(0))m∈N é limitada em V , obtemos

uma constante C tal que |θ ′m(0)| 6 C, para todo m ∈ N.

Agora, tomando z = δ ′′m(0) em (2.5), obtemos

|(f1δ
′′
m(0), δ

′′
m(0))Γ1 | 6 |(u ′m(0), δ

′′
m(0))Γ1 |+ |(f2δ

′
m(0), δ

′′
m(0))Γ1 |+ |(f3δm(0), δ

′′
m(0))Γ1 |.

Lembrando que f1 = min
x∈Γ1

f1(x), fazendo f2 = max
x∈Γ1

f2(x), f3 = max
x∈Γ1

f3(x) e usando Cauchy-

Schwarz, temos

f1|δ
′′
m(0)|

2
Γ1

6 |u ′m(0)|Γ1 |δ
′′
m(0)|Γ1 + f2|δ

′
m(0)|Γ1 |δ

′′
m(0)|Γ1 + f3|δm(0)|Γ1 |δ

′′
m(0)|Γ1 .

Da Estimativa I, segue as limitações das sequências (u ′m(0))m∈N e (δ ′m(0))m∈N em L2(Γ1)

e, como δm(0) → δ0 em L2(Γ1), temos que (δm(0))m∈N é limitada nesse espaço. Assim,

existe uma constante C, que independe de m, tal que |δ ′′m(0)| 6
C
f1

. Portanto, (Fm(0))m∈N

é limitada.

Agora, seja T > 0 fixado arbitrariamente, então, integrando (2.44) de 0 à t, com

0 6 t 6 T e, observando (2.41), obtemos

Fm(t) + 2α0η0

∫ t
0

|u ′′m(s)|
2
Γ1
ds+ β0

∫ t
0

‖θ ′m(s)‖2ds 6 C+

∫ t
0

C(1 + ‖θm(s)‖2)Fm(s)ds. (2.46)

Segue de (2.46) e, da desigualdade de Gronwall, que

Fm(t) 6 Ce
∫t
0(‖θm(s)‖2+1)Cds 6 CeCT ,

onde na última desigualdade, usamos (2.41) e, conclúımos dáı, que existe uma constante

CT , independente de m, tal que, para todo 0 6 t 6 T ,

Fm(t) + 2α0η0

∫ t
0

|u ′′m(s)|
2
Γ1
ds+ β0

∫ t
0

‖θ ′m(s)‖2ds 6 CT . (2.47)
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2.3 Passagem ao Limite das Soluções Aproximadas

Nesta seção passamos o limite, quando m→∞, no problema aproximado. Notemos que,

pelas Estimativas I e II, temos

(um) é limitada em L∞(0, T ;V) ≡
(
L1(0, T ;V ′)

) ′
, (2.48)

(u ′m) é limitada em L∞(0, T ;V) ≡
(
L1(0, T ;V ′)

) ′
, (2.49)

(u ′′m) é limitada em L∞(0, T ;L2(Ω)) ≡
(
L1(0, T ;L2(Ω))

)
, (2.50)

(γ0(u
′
m)) é limitada em L2(0, T ;L2(Γ1)), (2.51)

(θm) é limitada em L∞(0, T ;L2(Ω)) ∩ L2(0, T ;H1
0(Ω)), (2.52)

(θ ′m) é limitada em L∞(0, T ;L2(Ω)) ∩ L2(0, T ;H1
0(Ω)), (2.53)

(δm), (δ
′
m), (δ

′′
m) são limitadas em L∞(0, T ;L2(Γ1)) ≡

(
L1(0, T ;L2(Γ1))

) ′
,(2.54)

Observação 2.2. Por questão de simplicidade faremos Q = Ω× (0, T).

De (2.48)-(2.54) e do Corolário 1.1 , existem subsequências de (um)m∈N, (θm)m∈N e

(δm)m∈N, que ainda denotaremos dessa forma, tais que

um
∗
⇀ u em L∞(0, T ;V), (2.55)

u ′m
∗
⇀ ũ em L∞(0, T ;V), (2.56)

u ′′m
∗
⇀ û em L∞(0, T ;L2(Ω)), (2.57)

γ0(u
′
m) ⇀ γ0(ṽ) em L2(0, T ;L2(Γ1)), (2.58)

θm⇀θ em L2(0, T ;H1
0(Ω)), (2.59)

θ ′m⇀θ̃ em L2(0, T ;H1
0(Ω)), (2.60)

δm
∗
⇀ δ em L∞(0, T ;L2(Γ1)), (2.61)

δ ′m
∗
⇀ δ̃ em L∞(0, T ;L2(Γ1)), (2.62)

δ ′′m
∗
⇀ δ̂ em L∞(0, T ;L2(Γ1)). (2.63)

Pela cadeia de imersões

L∞(0, T ;V) ↪→ L2(0, T ;L2(Ω)) ≡ L2(Q) ↪→ D ′(Q)

temos que um
∗
⇀ u e u ′m

∗
⇀ ũ em D ′(Q). Além disso,

〈u ′m,φ〉 = −〈um,φ ′〉 → −〈u,φ ′〉 = 〈u ′,φ〉,∀φ ∈ D(Q).
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Assim, u ′m
∗
⇀ u ′ em D ′(Q) e segue, da unicidade do limite fraco-estrela, que ũ = u ′. De

modo análogo, mostramos que û = u ′′, γ0(ṽ) = γ0(u
′), θ̃ = θ ′, δ̃ = δ ′ e δ̂ = δ ′′.

Seja m0 ∈ N fixado arbitrariamente e consideremos o problema aproximado com m > m0.

Então multiplicando (2.3), (2.4) e (2.5) por ζ(t) ∈ D(0, T) e, integrando de 0 à T , obtemos∫T
0

(u ′′m(t),w)ζ(t)dt+

∫T
0

α(t)((um(t),w))ζ(t)dt−

∫T
0

α(t)(δ ′m(t),w)Γ1ζ(t)dt

+

∫T
0

α(t)(η(u ′m(t)),w)Γ1ζ(t)dt+ λ

∫T
0

(|um(t)|
ρum(t),w)ζ(t)dt (2.64)

+

∫T
0

((a · ∇)θm(t),w)ζ(t)dt = 0,

∫T
0

(θ ′m(t), v)ζ(t)dt+

∫T
0

β

(∫
Ω

θm(t)dx

)
((θm(t), v))ζ(t)dt

+

∫T
0

((a · ∇)u ′m(t), v)ζ(t)dt = 0, (2.65)

∫T
0

(u ′m(t), z)Γ1ζ(t)dt+

∫T
0

(f1δ
′′
m(t), z)Γ1ζ(t)dt+

∫T
0

(f2δ
′
m(t), z)Γ1ζ(t)dt

+

∫T
0

(f3δm(t), z)Γ1ζ(t)dt = 0. (2.66)

Analisaremos agora a convergência das integrais em (2.64).

• Convergência da integral

∫T
0

(u ′′m(t),w)ζ(t)dt.

Vimos que u ′′m
∗
⇀ u ′′ em L∞(0, T ;L2(Ω)), isto é,

〈u ′′m, ξ〉L∞(0,T ;L2(Ω)),L1(0,T ;L2(Ω)) → 〈u ′′, ξ〉L∞(0,T ;L2(Ω)),L1(0,T ;L2(Ω))

para toda ξ ∈ L1(0, T ;L2(Ω)). Isso equivale a dizer que∫T
0

〈u ′′m(t), ξ(t)〉L2(Ω),L2(Ω)dt→
∫T
0

〈u ′′(t), ξ(t)〉L2(Ω),L2(Ω)dt.

Portanto, pelo Teorema da Representação de Riesz, temos que∫T
0

(u ′′m(t),w)ζ(t)dt→
∫T
0

(u ′′(t),w)ζ(t)dt

para toda w ∈Wm0
.

• Convergência da integral

∫T
0

α(t)((um(t),w))ζ(t)dt.
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Como V ↪→ H1(Ω) então L∞(0, T ;V) ↪→ L∞(0, T ;H1(Ω)) e, por (2.55), temos que um
∗
⇀ u

em L∞(0, T ;H1(Ω)), isto é,∫T
0

〈ξ(t),um(t)〉H1(Ω) ′,H1(Ω)dt→
∫T
0

〈ξ(t),u(t)〉H1(Ω) ′,H1(Ω)dt

para toda ξ ∈ L1(0, T ;H1(Ω) ′). Então, pelo Teorema da Representação de Riesz, temos∫T
0

((um(t), ξ(t)))dt→
∫T
0

((u(t), ξ(t)))dt.

Portanto, ∫T
0

α(t)((um(t),w))ζ(t)dt→
∫T
0

α(t)((u(t),w))ζ(t)dt,

para todo w ∈Wm0
.

• Convergência da integral −

∫T
0

α(t)(δ ′m(t),w)Γ1ζ(t)dt.

Vimos que δ ′m
∗
⇀ δ ′ em L∞(0, T ;L2(Γ1)), ou seja,

〈δ ′m, ξ〉L∞(0,T ;L2(Γ1)),L1(0,T ;L2(Γ1)) → 〈δ
′, ξ〉L∞(0,T ;L2(Γ1)),L1(0,T ;L2(Γ1)).

Dáı e, do Teorema da Representação de Riesz, segue que

−

∫T
0

α(t)(δ ′m(t),w)Γ1ζ(t)dt→ −

∫T
0

α(t)(δ ′(t),w)Γ1ζ(t)dt

para todo w ∈Wm0
.

• Convergência da integral λ

∫T
0

(|um(t)|
ρum(t),w)ζ(t)dt.

Como L∞(0, T ;V) ↪→ L2(0, T ;V) ↪→ L2(0, T ;L2(Ω)) temos, por (2.48) e (2.49) que (um)m∈N

e (u ′m)m∈N são limitadas em L2(0, T ;V) e L2(0, T ;L2(Ω)), respectivamente. Então, pelo

teorema de Aubin-Lions, existe uma subsequência de (um)m∈N, que denotaremos por

(um)m∈N, tal que

um → u em L2(0, T ;L2(Ω)) ≡ L2(Q).

Logo, pelo Teorema 1.5 , existe uma subsequência (umj
)j∈N de (um)m∈N, que ainda

denotaremos por (um)m∈N, tal que

um → u em q.t.p de Q,



Caṕıtulo 2. Existência e Unicidade de Solução Global 43

e, sendo ψ(s) = |s|ρs uma função cont́ınua, temos

|um|
ρum → |u|ρu em q.t.p de Q. (2.67)

Além disso, temos que V ↪→ Lr(Ω) com r = 2ρ + 2 e, desse modo, L∞(0, T ;V) ↪→

L∞(0, T ;Lr(Ω)). Agora, notemos que

‖um(t)‖rLr(Ω) =

∫
Ω

|um(t)|
2ρ+2dx =

∣∣∣|um(t)|ρum(t)∣∣∣2,
donde, por (2.48)

(|um|
ρum)m∈N é limitada em L2(0, T ;L2(Ω)). (2.68)

Então, decorre do Lema 1.2, de (2.67) e (2.68), que

|um|
ρum ⇀ |u|ρu em L2(Q),

isto é, ∫T
0

∫
Ω

|um(t)|
ρum(t)ξdxdt→

∫T
0

∫
Ω

|u(t)|ρu(t)ξdxdt

para toda ξ ∈ L2(Q). Portanto,

λ

∫T
0

(|um(t)|
ρum(t),w)ζ(t)dt→ λ

∫T
0

(|u(t)|ρu(t),w)ζ(t)dt

para todo w ∈Wm0
.

• Convergência da integral

∫T
0

α(t)(η(u ′m(t)),w)Γ1ζ(t)dt.

Primeiramente, notemos que (η(u ′m))m∈N é limitada em L2(0, T ;L2(Γ1)). Com efeito,

usando as hipóteses (2.2)6 do Teorema 2.1, encontramos

|η(u ′m)|
2
L2(0,T ;L2(Γ1))

=

∫T
0

∫
Γ1

|η(u ′m(t)|
2
RdΓdt 6

L2
∫T
0

∫
Γ1

|u ′m(t)|
2
RdΓdt = L

2|u ′m|
2
L2(0,T ;L2(Γ1))

,

e sendo (u ′m)m∈N limitada em L2(0, T ;L2(Γ1)), segue o resultado. Além disso, existe uma

subsequência (η(u ′m))m∈N de (η(u ′m))m∈N tal que

η(u ′m)→ η(u ′) em q.t.p de Γ1 × (0, T),
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e, portanto, pelo Lema 1.2 , temos que

η(u ′m) ⇀ η(u ′) em L2(0, T ;L2(Γ1)),

e, conclúımos dáı que,∫T
0

α(t)(η(u ′m(t)),w)Γ1ζ(t)dt→
∫T
0

α(t)(η(u ′(t)),w)Γ1ζ(t)dt.

• Convergência da integral

∫T
0

((a · ∇)θm(t),w)ζ(t)dt.

Decorre de (2.52) que ((a ·∇)θm)m∈N é limitada em L2(0, T ;L2(Ω)) donde, pelo Teorema

1.3, existe uma subsequência de ((a · ∇)θm)m∈N, que denotaremos por

((a · ∇)θm)m∈N e χ ∈ L2(0, T ;L2(Ω)) ≡ L2(Q) tais que

(a · ∇)θm ⇀ χ em L2(Q),

isto é, ∫T
0

∫
Ω

((a · ∇)θm(t, x))ξ(t, x)dxdt→
∫T
0

∫
Ω

χ(t, x)ξ(t, x)dxdt, (2.69)

para toda ξ ∈ L2(Q). Além disso, notemos que, por (2.52) e (2.53), (θm)m∈N e (θ ′m)m∈N

são limitadas em L2(0, T ;H1
0(Ω)) e L2(0, T ;L2(Ω)), respectivamente, donde, pelo Teorema

de Aubin-Lions, existe uma subsequência (θm)m∈N de (θm)m∈N tal que

θm → θ em L2(0, T ;L2(Ω)). (2.70)

Agora, observemos que, para cada m ∈ N a função θm define uma distribuição em

D(Q), denotada por Tθm , onde

〈Tθm ,φ〉 =
∫T
0

∫
Ω

θm(t, x)φ(t, x)dxdt,∀φ ∈ D(Q).

Assim, por (2.70),

〈Tθm ,φ〉 → 〈Tθ,φ〉,∀φ ∈ D(Q),

donde, Tθm → Tθ em D ′(Q) e, pela continuidade da derivação em D ′(Q), temos que

T(a·∇)θm → T(a·∇)θ em D ′(Q),

decorre dáı e de (2.69) que T(a·∇)θ = Tχ e, do Lema de Du Bois Raymond, (a · ∇)θ = χ

quase sempre em Q. Portanto,∫T
0

((a · ∇)θm(t),w)ζ(t)dt→
∫T
0

((a · ∇)θ(t),w)ζ(t)dt,
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para todo w ∈ Wm0 . Então, fazendo m → ∞ em (2.64), usando os resultados de

convergência acima obtidos e o fato de (wi)i∈N ser uma base de V ∩H∆(Ω), obtemos∫T
0

(u ′′(t),w)ζ(t)dt+

∫T
0

α(t)((u(t),w))ζ(t)dt−

∫T
0

α(t)(δ ′(t),w)Γ1ζ(t)dt

+

∫T
0

α(t)(η(u ′(t)),w)Γ1ζ(t)dt+ λ

∫T
0

(|u(t)|ρu(t),w)ζ(t)dt

+

∫T
0

((a · ∇)θ(t),w)ζ(t)dt = 0,

para todo w ∈ V ∩H∆(Ω), ou ainda,〈
d

dt
(u ′,w), ζ

〉
+
〈
α(t)

[
((u,w)) − (δ ′,w)Γ1 + (η(u ′),w)Γ1

]
, ζ
〉

(2.71)

+ 〈(λ|u|ρu,w), ζ〉+ 〈((a · ∇)θ,w), ζ〉 = 0,

para todo ζ ∈ D(0, T).

Agora, faremos uma análise da convergência das integrais em (2.65).

• Convergência da integral

∫T
0

(θ ′m(t), v)ζ(t)dt.

Segue, de (2.53), que existe uma subsequência de (θm)m∈N, que ainda denotaremos por

(θm)m∈N, tal que

θ ′m ⇀ θ ′ em L2(0, T ;L2(Ω)),

isto é, ∫T
0

(θ ′m(t), ξ(t))dt→
∫T
0

(θ ′(t), ξ(t))dt,

para todo ξ ∈ L2(0, T ;L2(Ω)). Portanto,∫T
0

(θ ′m(t), v)ζ(t)dt→
∫T
0

(θ ′(t), v)ζ(t)dt,

para toda v ∈ Vm0
.

• Convergência da integral

∫T
0

β

(∫
Ω

θm(t)dx

)
((θm(t), v))ζ(t)dt.

Sendo (vj)j∈N uma sequência de autofunções do operador laplaciano, podemos tomar

v = −∆θm(t) em (2.4) e obtermos

d

dt
|∇θm(t)|2 + 2β

(∫
Ω

θm(t)dx

)
|∆θm(t)|

2 = 2((a · ∇)u ′m(t),∆θm(t)).
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Lembrando que β
(∫
Ω
θm(t)dx

)
> β0 e, aplicando as desigualdades de Cauchy-Schwarz

e Young na igualdade acima, obtemos

d

dt
|∇θm(t)|2 + 2β0|∆θm(t)|

2 6 C|∇u ′m(t)|2 + β0|∆θm(t)|
2. (2.72)

Agora, integrando (2.72) de 0 à T e usando o fato de (u ′m)m∈N ser limitada em L∞(0, T ;V),

encontramos

|∇θm(t)|2 + β0

∫T
0

|∆θm(t)|
2dt 6 C, (2.73)

onde C é uma constante que não depende de m e 0 6 t 6 T .

Recordemos que (θm)m∈N é limitada em L2(0, T ;H1
0(Ω)) e (θ ′m)m∈N é limitada em L2(0, T ;L2(Ω))

e, portanto, pelo Teorema de Aubin-Lions, existe uma subsequência de (θm)m∈N, ainda

denotada por (θm)m∈N, tal qu(∫T
0

|θm(t) − θ(t)|
2dt

) 1
2

→ 0 quando m→ 0. (2.74)

Além disso, segue de (2.42) e de β ′ ∈ L∞loc(R), que β é Lipschitziana quase sempre em

[−C,C] com constante de LipschitzM. Agora, notemos que, dados v ∈ Vm0
e ζ ∈ D(0, T),

temos ∫T
0

(
β

(∫
Ω

θm(t)dx

)
∇θm(t) − β

(∫
Ω

θ(t)dx

)
∇θ(t),∇v

)
ζ(t)dt =∫T

0

[
β

(∫
Ω

θm(t)dx

)
− β

(∫
Ω

θ(t)dx

)]
(∇θm(t),∇v)ζ(t)dt+

+

∫T
0

(
β

(∫
Ω

θ(t)dx

)
[∇θm(t) −∇θ(t)] ,∇v

)
ζ(t)dt. (2.75)

Observando que L2(Ω) ↪→ L1(Ω), usando (2.73), a desigualdade de Cauchy-Schwarz e o

fato de β ser Lipschitz quase sempre, obtemos∫T
0

[
β

(∫
Ω

θm(t)dx

)
− β

(∫
Ω

θ(t)dx

)]
(∇θm(t),∇v)ζ(t)dt 6

C|ζ|L2(0,T)

(∫T
0

|θm(t) − θ(t)|
2dt

) 1
2

.

Então, por (2.74),

lim
m→∞

∫T
0

[
β

(∫
Ω

θm(t)dx

)
− β

(∫
Ω

θ(t)dx

)]
(∇θm(t),∇v)ζ(t)dt = 0. (2.76)
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Analisemos agora o último termo de (2.75). Inicialmente, notemos que, pela continuidade

de β e, por (2.42),
∣∣β (∫

Ω
θ(t)dx

)∣∣ 6 C. Além disso, resulta da desigualdade de Cauchy-

Schwarz, que

|(∇θm(t) −∇θ(t),∇v)ζ(t)|R 6 C|∇θm(t) −∇θ(t)|.

Assim, como θm ⇀ θ em L2(0, T ;H1
0(Ω)), obtemos

lim
m→∞

∫T
0

(
β

(∫
Ω

θ(t)dx

)
[∇θm(t) −∇θ(t)] ,∇v

)
ζ(t)dt = 0. (2.77)

Usando (2.76) e (2.77) em (2.75), encontramos∫T
0

(
β

(∫
Ω

θm(t)dx

)
∇θm(t),∇v

)
ζ(t)dt→

∫T
0

(
β

(∫
Ω

θ(t)dx

)
∇θ(t),∇v

)
ζ(t)dt,

para todo v ∈ Vm0
e todo ζ ∈ D(0, T).

• Convergência da integral

∫T
0

((a · ∇)u ′m(t), v)ζ(t)dt.

Segue, de (2.49), que ((a · ∇)u ′m) é limitada em L∞(0, T ;L2(Ω)). Então, pelo Corolário

1.1, existem uma subsequência ((a · ∇)u ′m) e χ ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)), tais que

(a · ∇)u ′m
∗
⇀ χ em L∞(0, T ;L2(Ω)),

isto é, ∫T
0

〈(a · ∇)u ′m(t), ξ(t)〉L2(Ω),L2(Ω)dt→
∫T
0

〈χ(t), ξ(t)〉L2(Ω),L2(Ω)dt.

Assim, pelo Teorema da Representação de Riesz,∫T
0

((a · ∇)u ′m(t), ξ(t))dt→
∫T
0

(χ(t), ξ(t))dt, (2.78)

para toda ξ ∈ L1(0, T ;L2(Ω)). A seguir, mostraremos que χ = (a · ∇)u ′. De fato, por

(2.49) e (2.50), temos que (u ′m) e (u ′′m) são limitadas em L2(0, T ;V) e L2(0, T ;L2(Ω)),

respectivamente. Logo, pelo teorema de Aubin-Lions, existe uma subsequência (u ′m)m∈N,

tal que

u ′m → u ′ em L2(0, T ;L2(Ω)) ≡ L2(Q). (2.79)

Agora, notemos que, para cada m ∈ N, u ′m define uma distribuição em D(Q), denotada

por Tu ′m e, tal que,

〈Tu ′m ,φ〉 =
∫T
0

∫
Ω

u ′m(t, x)φ(t, x)dxdt,
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para toda φ ∈ D(Q). Assim, por (2.79), temos que Tu ′m → Tu ′ em D ′(Q) e decorre, da

continuidade da derivação no espaço das funções teste, que

〈T(a·∇)u ′m ,φ〉 → 〈T(a·∇)u ′ ,φ〉,∀φ ∈ D(Q).

Logo, podemos concluir por (2.78) e, pela unicidade do limite em D ′(Q), que T(a·∇)u ′ = Tχ

e, pelo Lema de Du Bois Raymond, temos que (a·∇)u ′ = χ quase sempre emQ. Portanto,∫T
0

((a · ∇)u ′m(t), v)ζ(t)dt→
∫T
0

((a · ∇)u ′(t), v)ζ(t)dt,

para todo v ∈ Vm0
. Assim, fazendo m → ∞ em (2.65), usando os resultados de con-

vergência de integrais obtidos acima e, levando em conta o fato de (vi)i∈N ser uma base

de H1
0(Ω), temos∫T

0

(θ ′(t), v)ζ(t)dt+

∫T
0

β

(∫
Ω

θ(t)dx

)
((θ(t), v))ζ(t)dt

+

∫T
0

((a · ∇)u ′(t), v)ζ(t)dt = 0,

para todo v ∈ H1
0(Ω). Equivalentemente,

〈(θ ′, v), ζ〉+
〈
β

(∫
Ω

θdx

)
((θ, v)), ζ

〉
+ 〈((a · ∇)u ′, v), ζ〉 = 0,

para todo ζ ∈ D(0, T).

Analisaremos agora a convergência das integrais em (2.66).

• Convergência da integral

∫T
0

(u ′m(t), z)Γ1ζ(t)dt.

Temos, de (2.58), que u ′m ⇀ u ′ em L2(0, T ;L2(Γ1)), isto é,∫T
0

(u ′m(t), ξ(t))Γ1dt→
∫T
0

(u ′(t), ξ(t))Γ1dt,

para toda ξ ∈ L2(0, T ;L2(Γ1)). Em particular, tomando ξ = zζ(t), com z ∈ Zm0
, obtemos∫T

0

(u ′m(t), z)Γ1ζ(t)dt→
∫T
0

(u ′(t), z)Γ1ζ(t)dt.

• Convergência da integral

∫T
0

(f1δ
′′
m(t), z)Γ1ζ(t)dt.

Temos, por (2.63), que δ ′′m
∗
⇀ δ ′′ em L∞(0, T ;L2(Γ1)), o que significa dizer que

〈δ ′′m, ξ〉L∞(0,T ;L2(Γ1)),L1(0,T ;L2(Γ1)) → 〈δ ′′, ξ〉L∞(0,T ;L2(Γ1)),L1(0,T ;L2(Γ1)),



Caṕıtulo 2. Existência e Unicidade de Solução Global 49

e, então, pelo Teorema da Representação de Riesz, obtemos∫T
0

(δ ′′m(t), ξ(t))Γ1dt→
∫T
0

(δ ′′(t), ξ(t))Γ1dt,

para todo ξ ∈ L1(0, T ;L2(Γ1)). Tomando, em particular, ξ = zζ(t), temos∫T
0

(f1δ
′′
m(t), z)Γ1ζ(t)dt→

∫T
0

(f1δ
′′(t), z)Γ1ζ(t)dt.

Analogamente, mostramos que∫T
0

(f2δ
′
m(t), z)Γ1ζ(t)dt→

∫T
0

(f2δ
′(t), z)Γ1ζ(t)dt,∫T

0

(f3δm(t), z)Γ1ζ(t)dt→
∫T
0

(f3δ(t), z)Γ1ζ(t)dt,

para todo z ∈ Zm0 . Portanto, fazendo m → ∞ em (2.66), usando os resultados de

convergência acima obtidos e lembrando que (zi)i∈N forma uma base de L2(Γ1), temos∫T
0

(u ′(t), z)Γ1ζ(t)dt+

∫T
0

(f1δ
′′(t), z)Γ1ζ(t)dt+

∫T
0

(f2δ
′(t), z)Γ1ζ(t)dt

+

∫T
0

(f3δ(t), z)Γ1ζ(t)dt = 0,

para todo z ∈ L2(Γ1). Ou ainda,

〈(u ′, z)Γ1 , ζ〉+ 〈(f1δ ′′, z)Γ1 , ζ〉+ 〈(f2δ ′, z)Γ1 , ζ〉+ 〈(f3δ, z)Γ1 , ζ〉 = 0,

para todo ζ ∈ D(0, T).

Mostraremos agora que a terna {u, θ, δ} é solução forte do sistema de equações dife-

renciais (1). De fato, se w ∈ D(Ω) ⊂ V ∩H∆(Ω) então,∫T
0

[
(u ′′(t),w) + α(t)((u(t),w)) + (λ|u(t)|ρu(t),w) + ((a · ∇)θ(t),w)

]
ζ(t)dt = 0,

para todo ζ ∈ D(0, T). Assim, pela fórmula de Green, temos∫T
0

[
(u ′′(t),w) − α(t)(∆u(t),w) + (λ|u(t)|ρu(t),w) + ((a · ∇)θ(t),w)

]
ζ(t)dt = 0.

Assim, pelo Lema de Du Bois Raymond, temos que

(u ′′(t),w) − α(t)(∆u(t),w) + (λ|u(t)|ρu(t),w) + ((a · ∇)θ(t),w) = 0 em q.t.p de (0, T),

para todo w ∈ D(Ω). Novamente, pelo Lema de Du Bois Raymond, segue que

u ′′ − α(t)∆u+ λ|u|ρu+ (a · ∇)θ = 0 em q.t.p de Q. (2.80)



Caṕıtulo 2. Existência e Unicidade de Solução Global 50

Analogamente, aplicando duas vezes o Lema de Du Bois Raymond, obtemos

θ ′ − β

(∫
Ω

θ

)
∆θ+ (a · ∇)u ′ = 0 em q.t.p de Q,

u ′ + f1δ
′′ + f2δ

′ + f3δ = 0 em q.t.p de Γ1 × (0, T).

Agora, multiplicando (2.80) por w ∈ V ∩ H∆(Ω) e ζ ∈ D(0, T), e integrando em Q,

obtemos ∫T
0

(u ′′,w)ζ(t)dt−

∫T
0

α(t)(∆u,w)ζ(t)dt+

∫T
0

(λ|u|ρu,w)ζ(t)dt

+

∫T
0

((a · ∇)θ,w)ζ(t)dt = 0,

e, pela fórmula de Green,∫T
0

(u ′′,w)ζ(t)dt+

∫T
0

α(t)

[
((u,w)) −

(
∂u

∂ν
,w

)
Γ1

]
ζ(t)dt

+

∫T
0

(λ|u|ρu,w)ζ(t)dt+

∫T
0

((a · ∇)θ,w)ζ(t)dt = 0. (2.81)

Subtraindo (2.81) de (2.71), obtemos∫T
0

α(t)

(
∂u

∂ν
− δ ′ + η(u ′),w

)
Γ1

ζ(t)dt = 0,∀ζ ∈ D(0, T).

Resulta, do Lema de Du Bois Raymond, que(
∂u

∂ν
− δ ′ + η(u ′),w

)
Γ1

= 0 em q.t.p de (0, T),

para todo w ∈ V ∩H∆(Ω). Portanto,

∂u

∂ν
− δ ′ + η(u ′) = 0 em q.t.p de Γ1 × (0, T).

2.4 Verificação das Condições Iniciais

Nesta seção mostraremos que a terna de soluções {u, θ, δ} satisfaz as condições iniciais do

problema (1)-(2).

• u(0) = u0.
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Sendo u ∈ L∞(0, T ;V) e u ′ ∈ L∞(0, T ;V) então, pela Proposição 1.2, u ∈ C0([0, T ];V),

fazendo sentido calcular u(0). Além disso, como um
∗
⇀ u em L∞(0, T ;V), então,∫T

0

〈um(t),w〉V ,V ′ϕ(t)dt→
∫T
0

〈u(t),w〉V ,V ′ϕ(t)dt, ∀w ∈ V ′, ∀ϕ ∈ L1(0, T).

Tomando, em particular, w ∈ L2(Ω), a dualidade 〈um(t),w〉V ,V ′ é dada por (um(t),w)

e, desse modo,∫T
0

(um(t),w)φ
′(t)dt→

∫T
0

(u(t),w)φ ′(t)dt, ∀w ∈ L2(Ω), ∀φ ∈ C1([0, T ]), (2.82)

com φ(0) = 1 e φ(T) = 0. Analogamente, o fato de u ′m
∗
⇀ u ′ em L∞(0, T ;V) nos garante

que ∫T
0

(u ′m(t),w)φ(t)dt→
∫T
0

(u ′(t),w)φ(t)dt, ∀w ∈ L2(Ω), ∀φ ∈ C1([0, T ]), (2.83)

com φ(0) = 1 e φ(T) = 0. Somando (2.82) e (2.83), obtemos∫T
0

d

dt
(um(t),wφ(t))dt→

∫T
0

d

dt
(u(t),wφ(t))dt.

Portanto,

(um(0),w)→ (u(0),w), ∀w ∈ L2(Ω),

isto é,

um(0) ⇀ u(0) em L2(Ω).

Como, por hipótese, um(0)→ u0 em V ∩H∆(Ω) ↪→ L2(Ω) então um(0) ⇀ u0 em L2(Ω)

e, pela unicidade do limite fraco, u(x, 0) = u0(x) para todo x ∈ Ω.

• u ′(0) = u1.

Sendo u ′ ∈ L∞(0, T ;V) e u ′′ ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)) então, pela Proposição 1.2, u ′ ∈ C0([0, T ];L2(Ω))

e, portanto, existe u ′(0). Agora, observemos que

u ′m
∗
⇀ u ′ em L∞(0, T ;V),

u ′′m
∗
⇀ u ′′ em L∞(0, T ;L2(Ω)),

resulta que ∫T
0

(u ′m(t),w)φ
′(t)dt→

∫T
0

(u ′(t),w)φ ′(t)dt,∫T
0

(u ′′m(t),w)φ(t)dt→
∫T
0

(u ′′(t),w)φ(t)dt,
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para todo w ∈ L2(Ω) e todo φ ∈ C1([0, T ]), com φ(0) = 1 e φ(T) = 0. Assim,∫T
0

d

dt
(u ′m(t),wφ(t))dt→

∫T
0

d

dt
(u ′(t),wφ(t))dt,

e, portanto,

(u ′m(0),w)→ (u ′(0),w), ∀w ∈ L2(Ω),

isto é,

u ′m(0) ⇀ u ′(0) em L2(Ω).

Por hipótese, temos que u ′m(0)→ u1 em V ↪→ L2(Ω) e, consequentemente, u ′m(0) ⇀ u1

em L2(Ω). Portanto, pela unicidade do limite fraco, u ′(x, 0) = u1(x) para todo x ∈ Ω.

• θ(0) = θ0.

Sendo θ, θ ′ ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)) então θ ∈ C0([0, T ];L2(Ω)) e faz sentido calcular θ(0).

Observemos que

θm ⇀ θ em L2(0, T ;H1
0(Ω)),

θ ′m ⇀ θ ′ em L2(0, T ;H1
0(Ω)),

resulta em ∫T
0

((θm(t),w))φ
′(t)dt→

∫T
0

((θ(t),w))φ ′(t)dt,∫T
0

((θ ′m(t),w))φ(t)dt→
∫T
0

((θ ′(t),w))φ(t)dt,

para todo w ∈ H1
0(Ω) e todo φ ∈ C1([0, T ]) com φ(0) = 1 e φ(T) = 0. Assim, somando

as duas relações acima, obtemos∫T
0

d

dt
((θm(t),wφ(t)))dt→

∫T
0

d

dt
((θ(t),wφ(t)))dt.

Logo,

((θm(0),w))→ ((θ(0),w)), ∀w ∈ H1
0(Ω),

isto é,

θm(0) ⇀ θ(0) em H1
0(Ω).

Por hipótese temos que θm(0) → θ0 em H1
0(Ω) e, como convergência forte implica em

convergência fraca, temos que θm(0) ⇀ θ0. Então, pela unicidade do limite fraco,

θ(x, 0) = θ0(x) em Ω.
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• δ(0) = δ0.

Como δ, δ ′ ∈ L∞(0, T ;L2(Γ1)) então δ ∈ C0([0, T ];L2(Γ1)) e, portanto, faz sentido calcular

δ(0). Agora, notemos que

δm
∗
⇀ δ em L∞(0, T ;L2(Γ1)),

δ ′m
∗
⇀ δ ′ em L∞(0, T ;L2(Γ1)),

resulta em, ∫T
0

(δm(t), ξ(t))Γ1dt→
∫T
0

(δ(t), ξ(t))Γ1dt,∫T
0

(δ ′m(t), ξ(t))Γ1dt→
∫T
0

(δ ′(t), ξ(t))Γ1dt,

para todo ξ ∈ L1(0, T ;L2(Γ1)). Em particular, consideremos ξ(t, x) = z(x)φ(t), com

z ∈ L2(Γ1) e φ ∈ C1([0, T ]), onde φ(0) = 1 e φ(T) = 0. Então, pelas relações acima,

obtemos ∫T
0

(δm(t), z)Γ1φ
′(t)dt→

∫T
0

(δ(t), z)Γ1φ
′(t)dt,∫T

0

(δ ′m(t), z)Γ1φ(t)dt→
∫T
0

(δ ′(t), z))Γ1φ(t)dt.

Portanto, ∫T
0

d

dt
(δm(t), zφ(t))Γ1dt→

∫T
0

d

dt
(δ(t), zφ(t))dt.

Assim,

(δm(0), z)Γ1 → (δ(0), z)Γ1 , ∀z ∈ L2(Γ1).

Logo,

δm(0) ⇀ δ(0) em L2(Γ1).

Por hipótese, δm(0) ⇀ δ0 em L2(Γ1). Então, pela unicidade do limite fraco, δ(x, 0) =

δ0(x), para todo x ∈ Γ1.

De modo análogo, mostramos que

δ ′(x, 0) =
∂u0

∂ν
(x) + η(u1(x)), ∀x ∈ Γ1.
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2.5 Unicidade das Soluções

Nesta seção demonstraremos, via método da Energia, que nosso problema possui uma

única solução. Para tanto, suponhamos que {u, θ, δ} e {û, θ̂, δ̂} sejam soluções do problema

e sejam v = u− û, w = θ− θ̂ e ϕ = δ− δ̂. Então,

(v ′′(t), ξ) + α(t)
[
((v(t), ξ)) − (ϕ ′(t), ξ)Γ1 + (η(u ′(t)) − η(û ′(t)), ξ)Γ1

]
+λ

∫
Ω

(|u(t)|ρRu(t) − |û(t)|ρRû(t)) ξdx+ ((a · ∇)w(t), ξ) = 0,

(w ′(t),φ) + β

(∫
Ω

θ(t)dx

)
((w(t),φ))+

+

[
β

(∫
Ω

θ(t)dx

)
− β

(∫
Ω

θ̂(t)dx

)]
((θ̂(t),φ)) + ((a · ∇)v ′(t),φ) = 0, (2.84)

(v ′(t) + f1ϕ
′′(t) + f2ϕ

′(t) + f3ϕ(t), ζ)Γ1 = 0,

para todos ξ ∈ V ∩H∆(Ω), φ ∈ H1
0(Ω) e ζ ∈ L2(Γ1).

Além disso,

v(x, t) = 0 em Γ0 × (0,∞); w(x, t) = 0 em Γ × (0,∞),

v(x, 0) = v ′(x, 0) = w(x, 0) = 0 em Ω,

ϕ(x, 0) = 0 em Γ1,

ϕ ′(x, 0) = 0 em Γ1.

Tomando ξ = 2v ′(t), φ = 2w(t) e ζ = 2ϕ ′(t) em (2.84)1 − (2.84)3, obtemos

2(v ′′(t), v ′(t)) + 2α(t)
[
((v(t), v ′(t))) − (ϕ ′(t), v ′(t))Γ1 + (η(u ′(t)) − η(û ′(t)), v ′(t))Γ1

]
+2λ

∫
Ω

(
|u(t)|ρRu(t) − |û(t)|ρRû(t)

)
v ′(t)dx+ 2((a · ∇)w(t), v ′(t)) = 0,

2(w ′(t),w(t)) + 2β

(∫
Ω

θ(t)dx

)
‖w(t)‖2 +

+2

[
β

(∫
Ω

θ(t)dx

)
− β

(∫
Ω

θ̂(t)dx

)]
((θ̂(t),w(t))) + 2((a · ∇)v ′(t),w(t)) = 0, (2.85)

2(v ′(t) + f1ϕ
′′(t) + f2ϕ

′(t) + f3ϕ(t),ϕ
′(t))Γ1 = 0.
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Agora, observemos que

2(v ′(t), v ′′(t)) =
d

dt
|v ′(t)|2,

2((v(t), v ′(t))) =
d

dt
‖v(t)‖2,

2(w(t),w ′(t)) =
d

dt
|w(t)|2, (2.86)

2(f1ϕ
′′(t),ϕ ′(t))Γ1 =

d

dt
|f

1
2
1ϕ
′(t)|2Γ1

2(f3ϕ(t),ϕ
′(t))Γ1 =

d

dt
|f

1
2
3ϕ(t)|

2
Γ1

.

Além disso, de modo análogo a Estimativa I, encontramos

2((a · ∇)w(t), v ′(t)) + 2((a · ∇)v ′(t),w(t)) = 0. (2.87)

Assim, multiplicando (2.85)3 por α(t), somando o resultado por (2.85)1 e (2.85)2 e consi-

derando as identidades (2.86) e (2.87), obtemos

d

dt
|v ′(t)|2 + α(t)

d

dt
‖v(t)‖2 + 2α(t)(η(u ′(t)) − η(û ′(t)), v ′(t))Γ1

+2λ

∫
Ω

(
|u(t)|ρRu(t) − |û(t)|ρRû(t)

)
v ′(t)dx+

d

dt
|w(t)|2

+2β

(∫
Ω

θ(t)dx

)
‖w(t)‖2 + 2

[
β

(∫
Ω

θ(t)dx

)
− β

(∫
Ω

θ̂(t)dx

)]
((θ̂(t),w(t))) (2.88)

+α(t)
d

dt
|f

1
2
1ϕ
′(t)|2Γ1 + 2α(t)|f

1
2
2ϕ
′(t)|2Γ1 + α(t)

d

dt
|f

1
2
3ϕ(t)|

2
Γ1

= 0

Observemos ainda que

α(t)
d

dt
‖v(t)‖2 = d

dt

(
α(t)‖v(t)‖2

)
− α ′(t)‖v(t)‖2,

α(t)
d

dt
|f

1
2
1ϕ
′(t)|2Γ1 =

d

dt

(
α(t)|f

1
2
1ϕ
′(t)|2Γ1

)
− α ′(t)|f

1
2
1ϕ
′(t)|2Γ1 ,

α(t)
d

dt
|f

1
2
3ϕ(t)|

2
Γ1

=
d

dt

(
α(t)|f

1
2
3ϕ(t)|

2
Γ1

)
− α ′(t)|f

1
2
3ϕ(t)|

2
Γ1

.

Então, usando as identidades acima em (2.88), obtemos

H ′(t) + 2α(t)(η(u ′(t)) − η(û ′(t)), v ′(t))Γ1 + 2λ

∫
Ω

(
|u(t)|ρRu(t) − |û(t)|ρRû(t)

)
v ′(t)dx

+2β

(∫
Ω

θ(t)dx

)
‖w(t)‖2 + 2

[
β

(∫
Ω

θ(t)dx

)
− β

(∫
Ω

θ̂(t)dx

)]
((θ̂(t),w(t)))

+2α(t)|f
1
2
2ϕ
′(t)|2Γ1 = α

′(t)
[
‖v(t)‖2 + |f

1
2
1ϕ
′(t)|2Γ1 + |f

1
2
3ϕ(t)|

2
Γ1

]
,

onde

H(t) = |v ′(t)|2 + |w(t)|2 + α(t)
[
‖v(t)‖2 + |f

1
2
1ϕ
′(t)|2Γ1 + |f

1
2
3ϕ(t)|

2
Γ1

]
.
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Além disso, segue das hipóteses (2.2)4 e (2.2)6 do Teorema 2.1, que

2β

(∫
Ω

θ(t)dx

)
‖w(t)‖2 > 2β0‖w(t)‖2,

2α(t)(η(u ′(t)) − η(û ′(t)), v ′(t))Γ1 > 2η0α0|v
′(t)|2Γ1 .

Portanto,

H ′(t) + 2α0η0|v
′(t)|2Γ1 + 2β0‖w(t)‖2 6 α ′(t)

[
‖v(t)‖2

+|f
1
2
1ϕ
′(t)|2Γ1 + |f

1
2
3ϕ(t)|

2
Γ1

]
+ 2λ

∫
Ω

(
|û(t)|ρRû(t) − |u(t)|ρRu(t)

)
v ′(t)dx (2.89)

+2

[
β

(∫
Ω

θ̂(t)dx

)
− β

(∫
Ω

θ(t)dx

)]
((θ̂(t),w(t)))

Nosso objetivo agora é estimar o lado direito da desigualdade (2.89).

• Limitação de 2λ

∫
Ω

(
|û(t)|ρRû(t) − |u(t)|ρRu(t)

)
v ′(t)dx

O Teorema do Valor Médio, aplicado à função ψ(s) = |s|ρs, nos garante que, dados

a,b ∈ R, existe γ ∈ (0, 1) tal que

|ψ(b) −ψ(a)| = |ψ ′(b+ (a− b)γ) · (b− a)|.

Tomando, em particular, a = u(t) e b = û(t), temos

||û(t)|ρû(t) − |u(t)|ρu(t)| = (ρ+ 1)|û(t) + (u(t) − û(t))γ|ρ|û(t) − u(t)|

6 (ρ+ 1)2ρ
(
|û(t)|+ |u(t)|

)ρ
|û(t) − u(t)|

6 (ρ+ 1)22ρ
(
|û(t)|ρ + |u(t)|ρ

)
|û(t) − u(t)|.

Portanto,∫
Ω

||û(t)|ρRû(t) − |u(t)|ρRu(t)|R|v
′(t)|Rdx 6 C

∫
Ω

(
|û(t)|ρR + |u(t)|ρR

)
|v(t)|R|v

′(t)|Rdx,

onde C é uma constante que não depende de t. Usando um racioćınio análogo ao da seção

(2.2), encontramos∫
Ω

(
|û(t)|ρR + |u(t)|ρR

)
|v(t)|R|v

′(t)|Rdx 6 C
(
‖û(t)‖ρ + ‖u(t)‖ρ

)
‖v(t)‖|v ′(t)|,

sendo que C é uma constante que não depende de t. Logo, usando a desigualdade de

Young e lembrando que u, û ∈ L∞(0, T ;V), temos,

2λ

∫
Ω

(
|û(t)|ρRu(t) − |u(t)|ρRu(t)

)
v ′(t)dx 6 C

(
‖v(t)‖2 + |v ′(t)|2

)
. (2.90)
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• Limitação de 2
[
β
(∫
Ω
θ̂(t)dx

)
− β

(∫
Ω
θ(t)dx

)]
((θ̂(t),w(t))).

Temos, por hipótese, que β ′ ∈ L∞loc(R) e, desse modo, β é Lipschitz quase sempre em

cada intevalo limitado I ∈ R. Agora, notemos que, de (2.42),∫
Ω

θ(t)dx,

∫
Ω

θ̂(t)dx ∈ [−C,C].

Assim, existe M > 0, constante de Lipschitz de β em [−C,C], tal que∣∣∣∣β(∫
Ω

θ̂(t)dx

)
− β

(∫
Ω

θ(t)dx

)∣∣∣∣ 6 M

∣∣∣∣∫
Ω

θ̂(t)dx−

∫
Ω

θ(t)dx

∣∣∣∣
6 M‖w(t)‖L1(Ω)

6 C|w|, (2.91)

onde, na última desigualdade usamos a imersão L2(Ω) ↪→ L1(Ω). Assim, de (2.91), usando

as desigualdades de Cauchy-Schwarz, de Young e observando que θ̂ ∈ C0([0, T ];H1
0(Ω)),

obtemos

2

[
β

(∫
Ω

θ̂(t)dx

)
− β

(∫
Ω

θ(t)dx

)]
((θ̂(t),w(t))) 6 2C|w(t)|‖θ̂(t)‖‖w(t)‖

6 C2 |w(t)|
2‖θ̂(t)‖2

β0

+ β0‖w(t)‖2

6 C|w(t)|2 + β0‖w(t)‖2. (2.92)

Então, por (2.89), (2.91) e (2.92), temos

H ′(t) 6
|α ′(t)|

α0

H(t) + C
(
‖v(t)‖2 + |v ′(t)|2

)
+ C|w(t)|2

6
C

α0

H(t) +
C

α0

H(t) + CH(t) + CH(t)

6 KH(t),

sendo K := máx
(
C
α0

,C
)

. Sendo H(0) = 0, temos, pela desigualdade de Gronwall, na

forma diferencial, que H ≡ 0 e, portanto, u = û, θ = θ̂ e δ = δ̂.
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Comportamento Assintótico

Nosso objetivo neste caṕıtulo é demonstrar que quando os conjuntos Γ0 e Γ1 têm uma

geometria especial, a função f2 é estritamente positiva e a aplicação η assume uma forma

espećıfica, então a energia total: E(t) =

1

2

{
|u ′(t)|2 + |θ(t)|2 +

(
2λ

ρ+ 2

)
‖u(t)‖ρ+2

Lρ+2(Ω) + α(t)
[
‖u(t)‖2 + |f

1
2
1 δ
′(t)|2Γ1 + |f

1
2
3 δ(t)|

2
Γ1

]}
associada a solução global do sistema (1) - (2) é assintóticamente estável quando t→∞.

Para estudarmos o comportamento assintótico de E(t) iremos supor que

fi ∈ C0(Γ1), fi(x) > 0, ∀x ∈ Γ1 e i = 1, 2, 3. (3.1)

Suponhamos ainda que Γ0 e Γ1 são fechados, conexos, disjuntos e possuindo a seguinte

geometria especial

Γ0 = {x ∈ Γ ;m(x) · ν(x) 6 0},

Γ1 = {x ∈ Γ ;m(x) · ν(x) > 0},

onde m : Rn −→ Rn é dada por m(x) = x − x0, sendo x0 ∈ Rn fixado arbitrariamente e

ν(x) é o vetor normal unitário no ponto x. Segue da continuidade de m(x) · ν(x) em Γ1

que, por sua vez, é um conjunto compacto, que existe ζ ∈ R tal que

0 < ζ := min
x∈Γ1

{m(x) · ν(x)}.

Assumimos que η é dada da seguinte forma

η(x, s) = [m(x) · ν(x)]η1(s), ∀x ∈ Γ1, (3.2)

58
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onde η1 é uma função cont́ınua satisfazendo

(i) [η1(s) − η1(r)](s− r) > η1(s− r)
2, ∀ s, r ∈ R e η1 > 0, (3.3)

(ii) |η1(s)|R 6 η̂1|s|R, ∀ s ∈ R. (3.4)

Finalmente, suponhamos que existam constantes positivas σ,α1, κ1 e ε tais que

1

σ
:= α0 6 α(t) 6 α1 em q.t.p de R+ e λ 6

3

16κ1
(3.5)

e,

|α ′(t)|R 6 α0ε, ∀t > 0. (3.6)

Agora, munido com as hipóteses adicionais acima, iremos analisar o comportamento as-

sintótico de E(t) quando t→∞.

Sendo {u, θ, δ} solução do problema (1) − (2) então,

(u ′′(t),u ′(t)) + α(t)
[
((u(t),u ′(t))) − (δ ′(t),u ′(t))Γ1 + (η(u ′(t)),u ′(t))Γ1

]
+λ

∫
Ω

|u(t)|ρu(t)u ′(t)dx+ ((a · ∇)θ(t),u ′(t)) = 0,

(θ ′(t), θ(t)) + β

(∫
Ω

θ(t)dx

)
‖θ(t)‖2 + ((a · ∇)u ′(t), θ(t)) = 0,

(u ′(t) + f1δ
′′(t) + f2δ

′(t) + f3δ(t), δ
′(t))Γ1 = 0.

Procedendo de modo análogo a Estimativa I, do caṕıtulo anterior, encontramos

E ′(t) + β

(∫
Ω

θ(t)dx

)
‖θ(t)‖2 + α(t)(η(u ′(t)),u ′(t))Γ1 + α(t)|f

1
2
2 δ
′(t)|2Γ1 =

α ′(t)

2

[
‖u(t)‖2 + |f

1
2
1 δ
′(t)|2Γ1 + |f

1
2
3 δ(t)|

2
Γ1

]
, (3.7)

onde, E(t) =

1

2

{
|u ′(t)|2 + |θ(t)|2 +

(
2λ

ρ+ 2

)
‖u(t)‖ρ+2

Lρ+2(Ω) + α(t)
[
‖u(t)‖2 + |f

1
2
1 δ
′(t)|2Γ1 + |f

1
2
3 δ(t)|

2
Γ1

]}
.

Seja fi := min
x∈Γ1

fi(x) 6 max
x∈Γ1

fi(x) =: f̂i, para i = 1, 2, 3. Então,

0 < fi 6 fi(x) 6 f̂i ⇐⇒

∣∣∣∣∣∣ 1 6 fi(x)

fi
6 f̂i
fi

, para i = 1, 2, 3.

1 > fi(x)

f̂i
> fi
f̂i

para i = 1, 2, 3.

Dáı,

f1

f̂1
6 1 6

f2

f2
=⇒ f2

f̂1
f1 6 f2.
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Portanto,

f2

f̂1

∫
Γ1

f1δ
′(t)2dΓ 6

∫
Γ1

f2δ
′(t)2dΓ ,

isto é,

f2

f̂1
|f

1
2
1 δ
′(t)|2Γ1 6 |f

1
2
2 δ
′(t)|2Γ1 . (3.8)

De (3.3) e (3.4) resulta que

η1(u
′(t))u ′(t) > η1(u

′(t))2 =⇒ (m(x) · ν(x))η1(u ′(t))u ′(t) > (m(x) · ν(x))η1(u ′(t))2,

para todo x ∈ Γ1. Assim,

(η(u ′(t)),u ′(t))Γ1 > η1|(m(x) · ν(x)) 1
2u ′(t)|2Γ1 . (3.9)

De (3.7), (3.8), (3.9) e notando que α ′(t) 6 α0ε 6 α(t)ε e β
(∫
Ω
θ(t)dx

)
‖θ(t)‖2 >

β0‖θ(t)‖2, encontramos

E ′(t) + β0‖θ(t)‖2 + α(t)
f2

f̂1
|f

1
2
1 δ
′(t)|2Γ1 + α(t)η1|(m(x) · ν(x)) 1

2u ′(t)|2Γ1 6

α(t)

2
ε
[
‖u(t)‖2 + |f

1
2
1 δ
′(t)|2Γ1 + |f

1
2
3 δ(t)|

2
Γ1

]
. (3.10)

Agora, podemos enunciar o seguinte resultado:

Teorema 3.1. Assumamos as hipóteses (2.2)1,2,3,4,6 do Teorema 2.1. Assumamos ainda

as hipóteses adicionais (3.1) − (3.6). Então,

E(t) 6
ε2

ε1
E(0)e−

ετ
ε2
t, ∀t > 0, (3.11)

onde ε, ε1, ε2 e τ são constantes positivas.

Demonstração. Nesta demonstração, adaptaremos algumas ideias introduzidas por Chen

em [5], mas, veja também Haraux & Zuazua [7] e Komornik & Zuazua [9]. Seja ε > 0 tal

que

ε = min

{
β0

κ2 + 1/(2λ1)
,
η1
κ3

,
f2

f̂1κ4

}
, (3.12)

onde λ1 é o primeiro autovalor do operador de Laplace, κ2, κ3 e κ4 serão definidas mais à

frente. Agora, definamos

Eε(t) := E(t) + εµ(t),
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onde

µ(t) = 2(u ′(t), (m · ∇)u(t)) + (n− 1/2)(u ′(t),u(t)) + [2α(t) − 3α1](f1δ
′(t), δ(t))Γ1 .

Usando (1)1 e (1)4, obtemos

µ ′(t) = 2α(t)(∆u(t), (m · ∇)u(t)) − 2((a · ∇)θ(t), (m · ∇)u(t))

−2λ(|u(t)|ρu(t), (m · ∇)u(t)) + 2(u ′(t), (m · ∇)u ′(t))

+(n− 1/2)α(t)(∆u(t),u(t)) − (n− 1/2)((a · ∇)θ(t),u(t))

−λ(n− 1/2)(|u(t)|ρu(t),u(t)) + (n− 1/2)|u ′(t)|2 (3.13)

−[2α(t) − 3α1](u
′(t), δ(t))Γ1 − [2α(t) − 3α1](f2δ

′(t), δ(t))Γ1

−[2α(t) − 3α1]|f
1
2
3 δ(t)|

2
Γ1
+ [2α(t) − 3α1]|f

1
2
1 δ
′(t)|2Γ1

+2α ′(t)(f1δ
′(t), δ(t))Γ1

=: I1 + . . . + I13.

Nosso objetivo agora é majorar os termos do lado direito da igualdade (3.13).

Observação 3.1. Para todo v ∈ V ∩H2(Ω), vale

2(∆v, (m · ∇)v) 6 (n− 2)‖v‖2 + m̂2

∫
Γ1

1

m · v

(
∂v

∂ν

)2

dΓ , (3.14)

onde m̂ := max
x∈Ω
‖m(x)‖Rn.

De fato, pela identidade de Relich, vide [9], temos

2(∆v, (m · ∇)v) = (n− 2)‖v‖2 −
∫
Γ

(m · ν)|∇v|2dΓ + 2

∫
Γ

∂v

∂ν
(m · ∇)vdΓ . (3.15)

Notemos que

−

∫
Γ

(m · v)|∇v|2dΓ = −

∫
Γ0

(m · v)
(
∂v

∂ν

)2

dΓ −

∫
Γ1

(m · ν)|∇v|2dΓ (3.16)

pois
∂v

∂xi
= νi

∂v

∂ν
em Γ0 e (m · ν) > 0 sobre Γ1.

Além disso, notemos que

2

∫
Γ

∂v

∂ν
(m · ∇)vdΓ = 2

∫
Γ0

(m · ν)
(
∂v

∂ν

)2

dΓ + 2

∫
Γ1

∂v

∂ν
(m · ∇)vdΓ (3.17)
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e, também,

2

∫
Γ1

∂v

∂ν
(m · ∇)vdΓ 6 2

∫
Γ1

∣∣∣∣∂v∂ν
∣∣∣∣
R
m̂|∇v|dΓ

= 2

∫
Γ1

m̂

(m · ν) 1
2

∣∣∣∣∂v∂ν
∣∣∣∣
R
(m · ν) 1

2 |∇v|dΓ

6 m̂2

∫
Γ1

1

m · ν

(
∂v

∂ν

)2

dΓ +

∫
Γ1

(m · ν)|∇v|2dΓ .

Usando a desigualdade acima em (3.17), encontramos

2

∫
Γ

∂v

∂ν
(m · ∇)vdΓ 6

2

∫
Γ0

(m · ν)
(
∂v

∂ν

)2

dΓ + m̂2

∫
Γ1

1

m · ν

(
∂v

∂ν

)2

dΓ +

∫
Γ1

(m · ν)|∇v|2dΓ . (3.18)

Segue, de (3.15), (3.16) e (3.18) que

2(∆v, (m · ∇)v) 6 (n− 2)‖v‖2 +
∫
Γ0

(m · ν)
(
∂v

∂ν

)2

dΓ +

m̂2

∫
Γ1

1

m · ν

(
∂v

∂ν

)2

dΓ

e, como m · ν 6 0 sobre Γ0 temos que (3.14) é válido.

Etapa 1. I1 = 2α(t)(∆u(t), (m · ∇)u(t)).

Decorre, da Observação 3.1, que

2α(t)(∆u(t), (m · ∇)u(t)) 6 −α(t)(2 − n)‖u(t)‖2 + m̂2α(t)

∫
Γ1

1

m · ν

(
∂u

∂ν

)2

dΓ .

De (1)5, (3.2) e (3.4), temos(
∂u

∂ν

)2

= |δ ′ − η(u ′)|2 6 (|δ ′|+ |η(u ′)|)2

6 2(|δ ′|2 + |η(u ′)|2)

= 2|δ ′|2 + 2|(m · ν)|2|η1(u ′)|2

6 2|δ ′|2 + 2(m · ν)2η̂21|u ′|2.

Dáı,

m̂2α(t)

∫
Γ1

1

m · ν

(
∂u

∂ν

)2

dΓ 6 2m̂2α(t)

∫
Γ1

1

m · ν
|δ ′|2dΓ + 2m̂2α(t)η̂21

∫
Γ1

(m · ν)|u ′|2dΓ .

Agora, notemos que

|f
1
2
1 δ
′(t)|2Γ1 =

∫
Γ1

f1|δ
′(t)|2dΓ > f1

∫
Γ1

|δ ′(t)|2dΓ = f1|δ
′(t)|2Γ1 , ou seja, |δ ′(t)|2Γ1 6

1

f1
|f

1
2
1 δ
′(t)|2Γ1 .
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Logo, ∫
Γ1

1

(m · ν)
|δ ′(t)|2dΓ 6

1

ζ

∫
Γ1

|δ ′(t)|2dΓ =
1

ζ
|δ ′(t)|2Γ1 6

1

ζf1
|f

1
2
1 δ
′(t)|2Γ1 ,

donde conclúımos que

I1 6 −α(t)(2 − n)‖u(t)‖2 + 2α(t)m̂2

ζf1
|f

1
2
1 δ
′(t)|2Γ1 + 2m̂2η̂21α(t)|(m · ν)

1
2u ′(t)|2Γ1 . (3.19)

Etapa 2. I2 = −2((a · ∇)θ(t), (m · ∇)u(t)).

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

−2((a · ∇)θ(t), (m · ∇)u(t)) 6 2|(a · ∇)θ(t)||(m · ∇)u(t)|

6 2m̂|(a · ∇)θ(t)|
n∑
i=1

∣∣∣∣ ∂u∂xi
∣∣∣∣ . (3.20)

Notemos que, para cada i = 1, . . . ,n, vale

2m̂|(a · ∇)θ(t)|
∣∣∣∣ ∂u∂xi

∣∣∣∣ = 2

(
4m̂|(a · ∇)θ(t)|

√
α0

)(√
α0

4

∣∣∣∣ ∂u∂xi
∣∣∣∣) 6

16m̂2

α0

|(a · ∇)θ(t)|2 + α0

16

(
∂u

∂xi

)2

6
16‖a‖2m̂2C

α0

‖θ(t)‖2 + α(t)

16

(
∂u

∂xi

)2

,

onde ‖a‖ = max
16i6n

|ai|R e C é um número real positivo. Aplicando a desigualdade acima

em (3.20), obtemos

I2 6
16n‖a‖2m̂2C

α0

‖θ(t)‖2 + α(t)

16
‖u(t)‖2. (3.21)

Etapa 3. I3 + I7 = −2λ(|u(t)|ρu(t), (m · ∇)u(t)) − λ(n− 1/2)‖u(t)‖ρ+2
Lρ+2(Ω).

Pondo m = (m1, . . . ,mn), onde mk = xk − x0k , segue que

−2λ
(
|u(t)|ρu(t), (m · ∇)u(t)

)
= −2λ

∫
Ω

|u(t)|ρu(t)(m · ∇)u(t)dx

= −2λ

n∑
k=1

∫
Ω

|u(t)|ρu(t)mk
∂u(t)

∂xk
dx.

Pondo ν = (ν1, . . . ,νn), temos, pela Fórmula de Green-Gauss, que

−

∫
Ω

|u(t)|ρu(t)mk
∂u(t)

∂xk
dx =

∫
Ω

∂

∂xk

(
|u(t)|ρu(t)(xk − x0k)

)
u(t)dx

−

∫
Γ1

|u(t)|ρu(t)(xk − x0k)u(t)νk dΓ

=

∫
Ω

(
ρ|u(t)|ρ−1 ∂

∂xk
|u(t)|u(t)(xk − x0k)

+|u(t)|ρ
∂u(t)

∂xk
(xk − x0k) + |u(t)|ρu(t)

)
u(t)dx

−

∫
Γ1

|u(t)|ρu(t)(xk − x0k)u(t)νk dΓ ,
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para cada k ∈ {1, . . . ,n}. Assim,

−2λ

n∑
k=1

∫
Ω

|u(t)|ρu(t)mk
∂u(t)

∂xk
dx = 2λρ

n∑
k=1

∫
Ω

|u(t)|ρ+1mk
∂

∂xk
|u(t)|dx

+2λ

n∑
k=1

∫
Ω

|u(t)|ρu(t)mk
∂u(t)

∂xk
dx

+2nλ

∫
Ω

|u(t)|ρ+2dx− 2λ

∫
Γ1

(m · ν)|u(t)|ρ+2dΓ .

Logo,

−2λ

n∑
k=1

∫
Ω

|u(t)|ρu(t)mk
∂u(t)

∂xk
dx = λρ

n∑
k=1

∫
Ω

|u(t)|ρ+1mk
∂

∂xk
|u(t)|dx

+λn

∫
Ω

|u(t)|ρ+2dx− λ

∫
Γ1

(m · ν)|u(t)|ρ+2dΓ .

Novamente, pela Fórmula de Green-Gauss, para cada k ∈ {1, . . . ,n}, encontramos:

λρ

∫
Ω

|u(t)|ρ+1mk
∂

∂xk
|u(t)|dx = −λρ

∫
Ω

∂

∂xk

[
|u(t)|ρ+1(xk − x0k)

]
|u(t)|dx

+λρ

∫
Γ1

|u(t)|ρ+1(xk − x0k)|u(t)|νk dΓ

= −λρ(ρ+ 1)

∫
Ω

|u(t)|ρ+1mk
∂

∂xk
|u(t)|dx

−λρ

∫
Ω

|u(t)|ρ+2 dx+ λρ

∫
Γ1

|u(t)|ρ+2mkνk dΓ .

Então,

λρ

∫
Ω

|u(t)|ρ+1mk
∂

∂xk
|u(t)|dx = −

λρ

ρ+ 2

∫
Ω

|u(t)|ρ+2 dx+
λρ

ρ+ 2

∫
Γ1

|u(t)|ρ+2mkνk dΓ .

Resulta dáı que

λρ

n∑
k=1

∫
Ω

|u(t)|ρ+1mk
∂

∂xk
|u(t)|dx = −

λnρ

ρ+ 2

∫
Ω

|u(t)|ρ+2 dx+
λρ

ρ+ 2

∫
Γ1

(m · ν)|u(t)|ρ+2 dΓ .

Portanto,

−2λ

n∑
k=1

∫
Ω

|u(t)|ρu(t)mk
∂u(t)

∂xk
dx = λ

(
n−

nρ

ρ+ 2

) ∫
Ω

|u(t)|ρ+2dx

+λ
( ρ

ρ+ 2
− 1
) ∫
Γ1

(m · ν)|u(t)|ρ+2dΓ

6
2λn

ρ+ 2

∫
Ω

|u(t)|ρ+2dx

=
2λn

ρ+ 2
‖u(t)‖ρ+2

Lρ+2(Ω),
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pois
ρ

ρ+ 2
− 1 < 0.

Como V ↪→ Lρ+2(Ω), então existe uma constante C0 > 0 tal que

‖u(t)‖ρ+2
Lρ+2(Ω) 6 C0‖u(t)‖ρ+2 = C0‖u(t)‖ρ‖u(t)‖2 6 C0C‖u(t)‖2,

pois u ∈ L∞(0, T ;V).

Usando essa última desigualdade, lembrando que α(t) > α0 > 0 e tomando κ1 =
C0C

α0

,

podemos concluir que

I3 + I7 6
2λn

ρ+ 2
‖u(t)‖ρ+2

Lρ+2(Ω) − λ
(
n−

1

2

)
‖u(t)‖ρ+2

Lρ+2(Ω)

= λ
( 2n

ρ+ 2
− n

)
‖u(t)‖ρ+2

Lρ+2(Ω) +
λ

2
‖u(t)‖ρ+2

Lρ+2(Ω)

6 −
λnρ

ρ+ 2
‖u(t)‖ρ+2

Lρ+2(Ω) + λ‖u(t)‖
ρ+2
Lρ+2(Ω)

6 −
λnρ

ρ+ 2
‖u(t)‖ρ+2

Lρ+2(Ω) + λκ1α(t)‖u(t)‖
2,

ou seja,

I3 + I7 6 −
λnρ

ρ+ 2
‖u(t)‖ρ+2

Lρ+2(Ω) + λκ1α(t)‖u(t)‖
2. (3.22)

Etapa 4. I4 = 2(u ′(t), (m · ∇)u ′(t)).

Pela Fórmula de Green-Gauss temos, para todo k ∈ {1, . . . ,n}, que∫
Ω

u ′(t)mk
∂u ′(t)

∂xk
dx = −

∫
Ω

∂

∂xk

(
u ′(t)mk

)
u ′(t)dx+

∫
Γ1

u ′(t)mku
′(t)νkdΓ

= −

∫
Ω

u ′(t)mk
∂u ′(t)

∂xk
dx−

∫
Ω

(u ′(t))2dx+

∫
Γ1

mkνk(u
′(t))2dΓ ,

donde,

2

∫
Ω

u ′(t)mk
∂u ′(t)

∂xk
dx = −

∫
Ω

(u ′(t))2dx+

∫
Γ1

mkνk(u
′(t))2dΓ .

Assim,

I4 = 2

n∑
k=1

∫
Ω

u ′(t)mk
∂u ′(t)

∂xk
dx = −n

∫
Ω

(u ′(t))2dx+

∫
Γ1

(m · ν)(u ′(t))2dΓ

= −n|u ′(t)|2 + |(m · ν) 1
2u ′(t)|2Γ1 .

Portanto,

I4 6 −n|u ′(t)|2 +
α(t)

α0

|(m · ν) 1
2u ′(t)|2Γ1 . (3.23)
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Etapa 5. I5 = (n− 1/2)α(t)(∆u(t),u(t)).

Aplicando a fórmula de Green e a condição de fronteira (1)5, encontramos

I5 =
(
n−

1

2

)
α(t)

∫
Ω

u(t)∆u(t)dx

= −
(
n−

1

2

)
α(t)

∫
Ω

∇u(t) · ∇u(t)dx

+
(
n−

1

2

)
α(t)

∫
Γ1

∂u(t)

∂ν
u(t)dΓ

= −
(
n−

1

2

)
α(t)‖u(t)‖2 +

(
n−

1

2

)
α(t)

∫
Γ1

δ ′(t)u(t)dΓ

−
(
n−

1

2

)
α(t)

∫
Γ1

(m · ν)η1(u ′(t))u(t)dΓ .

Da continuidade da função traço, temos que existe uma constante C1 > 0 tal que

|(m·ν) 1
2v|2Γ1 6 (C1/2)‖v‖2, para todo v ∈ V . Dessa desigualdade, de (3.2) e (3.4), obtemos(

n−
1

2

)
α(t)

∫
Γ1

δ ′(t)u(t)dΓ

= α(t)

∫
Γ1

2
√
C1

(
n−

1

2

)
1

(m · ν) 1
2

δ ′(t)
(m · ν) 1

2

2
√
C1

u(t)dΓ

6 α(t)

∫
Γ1

1

2

[
4C1

(
n−

1

2

)2
1

(m · ν)
(δ ′(t))2 +

(m · ν)
4C1

(u(t))2
]
dΓ

= 2C1

(
n−

1

2

)2

α(t)

∫
Γ1

1

(m · ν)
(δ ′(t))2dΓ

+
α(t)

8C1

∫
Γ1

(m · ν)(u(t))2dΓ

6 2C1

(
n−

1

2

)2
α(t)

ζ
|δ ′(t)|2Γ1 +

α(t)

8C1

|(m · ν) 1
2u(t)|2Γ1

6 2C1

(
n−

1

2

)2
α(t)

ζf1
|f

1
2
1 δ
′(t)|2Γ1 +

α(t)

16
‖u(t)‖2
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e

−

(
n−

1

2

)
α(t)

∫
Γ1

(m · ν)η1(u ′(t))u(t)dΓ

6 α(t)

∫
Γ1

(
n−

1

2

)
(m · ν)|η1(u ′(t))|R|u(t)|R dΓ

= α(t)

∫
Γ1

2
√
C1

(
n−

1

2

)
(m · ν) 1

2 |η1(u
′(t))|R

(m · ν) 1
2

2
√
C1

|u(t)|RdΓ

6 α(t)

∫
Γ1

1

2

[
4C1

(
n−

1

2

)2

(m · ν)|η1(u ′(t))|2R +
(m · ν)

4C1

|u(t)|2R

]
dΓ

= 2C1

(
n−

1

2

)2

α(t)

∫
Γ1

(m · ν)|η1(u ′(t))|2RdΓ +
α(t)

8C1

∫
Γ1

(m · ν)|u(t)|2RdΓ

6 2C1

(
n−

1

2

)2

α(t)

∫
Γ1

(m · ν)(η̂1)2|u ′(t)|2RdΓ +
α(t)

8C1

|(m · ν) 1
2u(t)|2Γ1

6 2C1

(
n−

1

2

)2

η̂21α(t)|(m · ν)
1
2u ′(t)|2Γ1 +

α(t)

16
‖u(t)‖2.

Portanto,

I5 6 −

(
n−

5

8

)
α(t)‖u(t)‖2 + 2C1

(
n−

1

2

)2
α(t)

ζf1
|f

1
2
1 δ
′(t)|2Γ1

+2C1

(
n−

1

2

)2

η̂21α(t)|(m · ν)
1
2u ′(t)|2Γ1 . (3.24)

Etapa 6. I6 = (n− 1/2)((a · ∇)θ(t),u(t)).

Usando o lema de Gauss e o fato de θ(t) ∈ H1
0(Ω), encontramos

((a · ∇)θ(t),u(t)) = −((a · ∇)u(t), θ(t)).

Assim, (
n−

1

2

)
((a · ∇)θ(t),u(t)) = −

(
n−

1

2

)
((a · ∇)u(t), θ(t)) 6(

n−
1

2

)
|(a · ∇)u(t)||θ(t)| 6

(
n−

1

2

)
‖a‖

n∑
i=1

∣∣∣∣ ∂u∂xi (t)
∣∣∣∣ |θ(t)|. (3.25)

Notemos que, para cada i = 1, . . . ,n, vale(
n−

1

2

)
‖a‖|θ(t)|

∣∣∣∣ ∂u∂xi (t)
∣∣∣∣ = (2

(
n−

1

2

)
‖a‖|θ(t)|
√
α0

)(√
α0

2

∣∣∣∣ ∂u∂xi (t)
∣∣∣∣) 6

2‖a‖2

α0

(
n−

1

2

)2

|θ(t)|2 +
α0

8

(
∂u

∂xi
(t)

)2

6
2‖a‖2

α0λ1

(
n−

1

2

)2

‖θ(t)‖2 + α(t)

8

(
∂u

∂xi
(t)

)2

,

sendo que, na última desigualdade, usamos o fato de λ1 ser o primeiro autovalor do

operador laplaciano e, portanto, λ1|v|
2 6 ‖v‖2, para todo v ∈ H1

0(Ω). Aplicando essa

desigualdade em (3.25), obtemos

I6 6
2n‖a‖2

α0λ1
(n− 1/2)2‖θ(t)‖2 + α(t)

8
‖u(t)‖2. (3.26)
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Etapa 7. I9 + . . . + I13.

• Aplicando a desigualdade de Young, temos

−[2α(t) − 3α1](u
′(t), δ(t))Γ1

= −[2α(t) − 3α1]

∫
Γ1

1
√
α0(m · ν)

1
2

δ(t)
√
α0(m · ν)

1
2u ′(t)dΓ

6 −[2α(t) − 3α1]

∫
Γ1

1

2

[
1

α0(m · ν)
(δ(t))2 + α0(m · ν)(u ′(t))2

]
dΓ

6
−[2α(t) − 3α1]

2ζα0f3
|f

1
2
3 δ(t)|

2
Γ1
−

[2α(t) − 3α1]α0

2
|(m · ν) 1

2u ′(t)|2Γ1

=

[
−α(t)

ζα0f3
+

3α1

2ζα0f3

]
|f

1
2
3 δ(t)|

2
Γ1
+

[
−α(t)α0 +

3α1α0

2

]
|(m · ν) 1

2u ′(t)|2Γ1

6

[
α(t)

ζα0f3
+

3α1

2ζf3α0

· α(t)
α0

]
|f

1
2
3 δ(t)|

2
Γ1
+

[
α(t)α0 +

3α1α0

2
· α(t)
α0

]
|(m · ν) 1

2u ′(t)|2Γ1

= σα(t)

[
1

f3ζ
+

3α1

2f3ζα0

]
|f

1
2
3 δ(t)|

2
Γ1
+ α(t)

[
1

σ
+

3α1

2σα0

]
|(m · ν) 1

2u ′(t)|2Γ1 ,

onde σ =
1

α0

.

•Aplicando as desigualdades de Cauchy-Schwarz e Young, encontramos

−2[α(t) − 3α1](f2δ
′(t), δ(t))Γ1

6 −[2α(t) − 3α1]|f
1
2
2 δ
′(t)|Γ1 |f

1
2
2 δ(t)|Γ1

= −[2α(t) − 3α1]
(√
α0|f

1
2
2 δ
′(t)|Γ1

)( 1
√
α0

|f
1
2
2 δ(t)|Γ1

)
6

−[2α(t) − 3α1

2

[
α0|f

1
2
2 δ
′(t)|2Γ1 +

1

α0

|f
1
2
2 δ(t)|

2
Γ1

]
6 −[2α(t) − 3α1]

[
α0f̂2

2
|δ ′(t)|2Γ1 +

f̂2

2α0

|δ(t)|2Γ1

]

6 −[2α(t) − 3α1]

[
α0f̂2

2f1
|f

1
2
1 δ
′(t)|2Γ1 +

f̂2

2α0f3
|f

1
2
3 δ(t)|

2
Γ1

]

=

[
−α(t)α0f̂2

f1
+

3α1α0f̂2

2f1

]
|f

1
2
1 δ
′(t)|2Γ1 +

[
−α(t)f̂2

α0f3
+

3α1f̂2

2α0f3

]
|f

1
2
3 δ(t)|

2
Γ1

6

[
α(t)α0f̂2

f1
+

3α1α0f̂2

2f1
· α(t)
α0

]
|f

1
2
1 δ
′(t)|2Γ1 +

[
α(t)f̂2

α0f3
+

3α1f̂2

2α0f3
· α(t)
α0

]
|f

1
2
3 δ(t)|

2
Γ1

= α(t)

[
f̂2

σf1
+

3f̂2α1

2σf1α0

]
|f

1
2
1 δ
′(t)|2Γ1 + σα(t)

[
f̂2

f3
+

3f̂2α1

2f3α0

]
|f

1
2
3 δ(t)|

2
Γ1

.
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• Prosseguindo de modo análogo, resulta que

2α ′(t)(f1δ
′(t), δ(t))Γ1 = 2α ′(t)

∫
Γ1

f1δ
′(t)δ(t)dΓ

= α ′(t)

∫
Γ1

2√
σ
f

1
2
1 δ
′(t)
√
σf

1
2
1 δ(t)dΓ

6 |α ′(t)|
1

σ
|f

1
2
1 δ
′(t)|2Γ1 + |α ′(t)|σ

f̂1

f3
|f

1
2
3 δ(t)|

2
Γ1

6
ε

σ
α(t)|f

1
2
1 δ
′(t)|2Γ1 + εσα(t)

f̂1

f3
|f

1
2
3 δ(t)|

2
Γ1

.

• Notemos que

−[2α(t) − 3α1]|f
1
2
3 δ(t)|

2
Γ1

6 −2α(t)|f
1
2
3 δ(t)|

2
Γ1
+ 3α(t)

α1

α0

|f
1
2
3 δ(t)|

2
Γ1

6 −2α(t)|f
1
2
3 δ(t)|

2
Γ1
+ 3σα1α(t)|f

1
2
3 δ(t)|

2
Γ1

.

• Como α(t) 6 α1, então

[2α(t) − 3α1]|f
1
2
1 δ
′(t)|2Γ1 6 [2α(t) − 3α(t)]|f

1
2
1 δ
′(t)|2Γ1 = −α(t)|f

1
2
1 δ
′(t)|2Γ1 .

Portanto,

I9 + · · ·+ I13

6 α(t)

[
1

σ
+

3α1

2σα0

]
|(m · ν) 1

2u ′(t)|2Γ1 + α(t)

[
f̂2

σf1
+

3f̂2α1

2σf1α0

+
ε

σ

]
|f

1
2
1 δ
′(t)|2Γ1 (3.27)

−α(t)|f
1
2
1 δ
′(t)|2Γ1 − α(t)

[
2 − σ

(
1

f3ζ
+

3α1

2f3ζα0

+
f̂2

f3
+

3f̂2α1

2f3α0

+
εf̂1

f3
+ 3α1

)]
|f

1
2
3 δ(t)|

2
Γ1

.

Aplicando (3.19), (3.21)-(3.24), (3.26) e (3.27) em (3.13), obtemos

µ ′(t) 6 −α(t)

(
19

16
− λκ1

)
‖u(t)‖2 + κ2‖θ(t)‖2 −

1

2
|u ′(t)|2

−
λnρ

ρ+ 2
‖u(t)‖ρ+2

Lρ+2(Ω) + α(t)κ3|(m · ν)
1
2u ′(t)|2Γ1 (3.28)

α(t)κ4|f
1
2
1 δ
′(t)|2Γ1 − α(t)|f

1
2
1 δ
′(t)|2Γ1 − α(t) [2 − σκ5] |f

1
2
3 δ(t)|

2
Γ1

,

onde

κ2 :=
‖a‖2n
α0

(
16m̂2C+

2

λ1
(n− 1/2)2

)
,

κ3 := 2m̂2η̂21 +
1

α0

+ 2C1η̂
2
1(n− 1/2)2 +

1

σ
+

3α1

2σα0

,

κ4 :=
2m̂2

ζf1
+

2C1(n− 1/2)2

ζf1
+
f̂2

σf1
+

3f̂2α1

2σf1α0

+
ε

σ
,

κ5 :=
1

f3ζ
+

3α1

2f3ζα0

+
f̂2

f3
+

3f̂2α1

2f3α0

+
εf̂1

f3
+ 3α1.
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Multiplicando (3.28) por ε e somando por (3.10), obtemos

E ′ε(t) 6 −
ε

2
|u ′(t)|2 − [β0 − εκ2] ‖θ(t)‖2 − ε

λnρ

ρ+ 2
‖u(t)‖ρ+2

Lρ+2(Ω)

−εα(t)

[(
11

16
− λκ1

)
‖u(t)‖2 + 1

2
|f

1
2
1 δ
′(t)|2Γ1

]
(3.29)

−α(t)

(
f2

f̂1
− εκ4

)
|f

1
2
1 δ
′(t)|2Γ1 − α(t) [η1 − εκ3] |(m · ν)

1
2u ′(t)|2Γ1

−α(t)ε

(
3

2
− σκ5

)
|f

1
2
3 δ(t)|

2
Γ1

.

Analisaremos agora os termos do lado direito de (3.29).

• De (3.5) temos que (11/16 − λκ1) > 1/2. Então,

−εα(t)

(
11

16
− λκ1

)
‖u(t)‖2 6 −

εα(t)

2
‖u(t)‖2. (3.30)

De (3.12) obtemos o seguinte:

• ε 6 β0/(κ2 + 1/(2λ1)) =⇒ β0 − εκ2 > ε/2λ1. Portanto,

− [β0 − εκ2] ‖θ(t)‖2 6 −
ε

2λ1
‖θ(t)‖2 6 −

ε

2
|θ(t)|2, (3.31)

sendo que, na última desigualdade, usamos o fato de λ1|v|
2 6 ‖v‖2,∀v ∈ H1

0(Ω).

• ε 6 η1/κ3 implica η1 − εκ3 > 0 e, portanto,

−α(t) [η1 − εκ3] |(m · ν)
1
2u ′(t)|2Γ1 6 0. (3.32)

• ε 6 f2/f̂1κ4 implica
(
f2/f̂1

)
− εκ4 > 0. Consequentemente,

−α(t)

[
f2

f̂1
− εκ4

]
|f

1
2
1 δ
′(t)|2Γ1 6 0. (3.33)

• Pondo

a =
1

f3ζ
+
f̂2

f3
+
εf̂1

f3
+ 3α1,

b =
3α1

2f3ζ
+

3f̂2α1

2f3
,

então κ5 = a+ b/α0. Suponha α0 escolhido de tal modo que σκ5 = κ5/α0 6 1. Notemos

que tal escolha é posśıvel, pois κ5/α0 6 1 implica α2
0−aα0−b > 0 e, por essa desigualdade,

conclúımos que α0 satisfaz

α0 6
a−
√
a2 + 4b

2
ou α0 >

a+
√
a2 + 4b

2
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e, como α0 > 0, consideremos apenas a segunda desigualdade. Assim, sendo σ = 1/α0

então,

0 < σ 6
2

a+
√
a2 + 4b

=⇒ σκ5 6 1.

Sendo σκ5 6 1 então 3/2 − σκ5 > 1/2 e, portanto,

−εα(t)

[
3

2
− σκ5

]
|f

1
2
3 δ(t)|

2
Γ1

6 −
εα(t)

2
|f

1
2
3 δ(t)|

2
Γ1

. (3.34)

Aplicando (3.30) - (3.34) em (3.29), obtemos

E ′ε(t) 6 −ετE(t), (3.35)

onde τ = min{1,nρ}.

Nosso objetivo agora é majorar µ(t). Notemos que, usando as desigualdades de Hölder

e Young, obtemos

2m̂

∫
Ω

u ′
∂u

∂xk
dx 6 2

[∫
Ω

(u ′)2dx

] 1
2

m̂

[∫
Ω

(
∂u

∂xk

)2

dx

] 1
2

6
∫
Ω

(u ′)2dx+ m̂2

∫
Ω

(
∂u

∂xk

)2

dx,

para cada k ∈ {1, . . . ,n}. Então,

2
(
u ′(t), (m · ∇)u(t)

)
6 2

n∑
k=1

∫
Ω

∣∣∣∣u ′(t)mk∂u(t)∂xk

∣∣∣∣dx
6 2m̂

n∑
k=1

∫
Ω

|u ′(t)|

∣∣∣∣∂u(t)∂xk

∣∣∣∣dx (3.36)

6 n|u ′(t)|2 + m̂2‖u(t)‖2

6 n|u ′(t)|2 + m̂2α(t)

α0

‖u(t)‖2.

Além disso,(
n−

1

2

)
(u ′(t),u(t)) =

∫
Ω

(
n−

1

2

)
u ′(t)u(t)dx

6
∫
Ω

1

2

[(
n−

1

2

)2

(u ′(t))2 + (u(t))2

]
dx (3.37)

6
1

2

(
n−

1

2

)2

|u ′(t)|2 +
Cα(t)

2α0

‖u(t)‖2,

onde, na última desigualdade, usamos a imersão V ↪→ L2(Ω). Pelas desigualdades de

Cauchy-Schwarz e de Young, obtemos ainda

(f1δ
′(t), δ(t))Γ1 6 |f

1
2
1 δ
′(t)|Γ1 |f

1
2
1 δ(t)|Γ1

6
1

2

[
|f

1
2
1 δ
′(t)|2Γ1 + |f

1
2
1 δ(t)|

2
Γ1

]
(3.38)

6
1

2

[
|f

1
2
1 δ
′(t)|2Γ1 +

f̂1

f3
|f

1
2
3 δ(t)|

2
Γ1

]
.
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De (3.36), (3.37) e (3.38), temos

|µ(t)| 6

[
n+

1

2

(
n−

1

2

)2
]
|u ′(t)|2 + α(t)

(
m̂2

α0

+
C

2α0

)
‖u(t)‖2

+α(t)

(
1 +

3α1

2α0

)(
|f

1
2
1 δ
′(t)|2Γ1 +

f̂1

f3
|f

1
2
3 δ(t)|

2
Γ1

)
.

Agora, tomandoM1 := max
{

1, f̂1
f3

}
eM2 := max

{
n+ 1

2

(
n− 1

2

)2
, m̂

2

α0
+ C

2α0
,M1

(
1 + 3α1

2α0

)}
,

resulta que |µ(t)| 6 2M2E(t), ou seja,

−2M2E(t) 6 µ(t) 6 2M2E(t) =⇒ E(t) − 2εM2E(t) 6 Eε(t) 6 E(t) + 2εM2E(t),

e, tomando ε1 := 1 − 2εM2 e ε2 := 1 + 2εM2, obtemos

ε1E(t) 6 Eε(t) 6 ε2E(t). (3.39)

Então, de (3.35) e (3.39), temos

E ′ε(t) 6 −ετE(t) 6 −
ετ

ε2
Eε(t),

o que implica em

Eε(t) 6 Eε(0)e
− ετ
ε2
t, ∀t > 0.

Dáı e de (3.39) obtemos (3.11) e o teorema está demonstrado.
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