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Quando assistia aos jogos olimpicos, Leon, principe de Pilos, perguntou a Pitdgoras
como ele descrevia a si mesmo. Pitagoras respondeu: "Eu sou um filésofo", mas Leon

nunca tinha ouvido a palavra antes e pediu que explicasse.

"A wida, principe Leon, pode muito bem ser comparada
a estes jogos. Na itmensa multidao aqui reunida alguns
vieram a procura de lucros, outros foram trazidos pelas
esperancas e ambicoes da fama e da gloria. Mas entre
eles existem uns poucos que vieram para observar e en-
tender tudo o que se passa aqui.

Com a vida acontece a mesma coisa. Alguns sao in-
fluenciados pela busca de riqueza, enquanto outros sao
dominados pela febre do poder e da dominagao. Mas
os melhores entre os homens se dedicam a descoberta do
significado e do proposito da vida. FEles tentam descobrir
0s segredos da natureza. Este tipo de homem eu chamo
de filosofo, pois embora menhum homem seja comple-
tamente sdbio, em todos os assuntos, ele pode amar a

sabedoria como a chave para os segredos da natureza."

"Rodear-se entre os grandes nao o fard grande, mas reconhecer sua insignifican-

cia € um enorme passo para a sabedoria.”

Filosofo anénimo.
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O dia estd na minha frente, esperando para ser o que eu quiser.

E aqui estou eu, o escultor que pode dar forma.
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Resumo

Estudamos neste trabalho a controlabilidade aproximada para o sistema de equagao

de Navier-Stokes: 5
8—?—uAu+Vp:f em @

div(u)=0 em @,

u=0 em X

u(z,0) =up(x) em €,
onde u(x,t) = (uy(x,t),....., un(z,t)) & o vetor velocidade do fluido moderado avaliado
no ponto (z,t), © = (1, ...,x,) € R" p = p(x,t) é a pressao do fluido avaliado no ponto
(x,t), pu representa uma constante, ug(z) é a velocidade inicial. {2 é um aberto bem regular
doR™", Q =Qx1[0,7T], £ =0Q.

Palavras-chave: Sistemas de equagoes de Navier-Stokes, Teoria do Controle, contro-

labilidade aproximada.
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Abstract

In this work we study the aproximated controllability for the Navier-Stokes equations

where u(z,t) = (uy(z,1),

ou
[ — p—
5 pAu+ Vp = f

div(u)=0 in @,
u=0 in X,

in @

u(x,0) =ug(x) in Q

Y

,un(z,t)) is the moderate velocity vector fluid on the point

(x,t), x = (1, ..., 7,) € R" p = p(x,t) is the pressure of the fluid avaliado on the point

(x,t), p represents a constant, ug(z) is the initial velocity. €2 is a regular open set of R”,

Q=0x[0,T],S=0Q.

Keywords: System of Navier-Stokes equations, Control Theory, aproximated con-

trollability:.
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Capitulo 1

Introducao

Quando em 1990, durante as Jornadas Hispano-Francesas sobre Controle de Sistemas
Distribuidos, Jacques Louis Lions' introduziu, pela primeira vez, o conceito de contro-
labilidade aproximada para equagao do calor [29], criou-se assim uma imensa familia de
problemas aproximadamente controlaveis.

Neste encontro, J.L. Lions mostrou que a controlabilidade aproximada era uma conse-
quéncia do Teorema de Hahn Banach quando se trabalha com um funcional que representa
os custos para obter tal tipo de controlabilidade. Além disso, deu uma caracterizacao dos
controles que aproximam o estado ideal do sistema por meio das solu¢oes de um sistema
de otimalidade.

Neste mesmo encontro, disse que o método poderia ser aplicado ao Sistema de Navier-
Stokes linearizado e na bibliografia do trabalho [29] mencionou que a prova estava contida
em suas notas de aulas do College de France 1990/1991. Ele nao as publicou, sendo
demonstrado por L. A Medeiros por meio do Teorema de Mizohata [34] e C. Fabre [10]
no caso geral.

O fator essencial no estudo desta teoria é o que se denomina de Teoremas de Conti-

nuac¢ao Unica, pois é comum em problemas de controlabilidade aproximada saber:

"se a solucao da equagao de estado é nula em um cilindro w
contido no cilidro Q do R™"!, entdo o principio da continuacao

tnica afirma que ela é nula no cilindro Q."

1]J.L.Lions 1928-2001
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A Rn+‘l

Figure 1.1: Uma situagao para o teorema

Isto é essencial, porque permite concluir exatamente se o sistema é aproximadamente
controlavel. A questao é que, os teoremas de continuacao tnica dependem da natureza do
problema em questao. Para tal, muitos autores tem conseguido teoremas de continuac¢ao
Unica para diversos problemas, entre as quais pode-se citar, teorema da continuacao de
Mizohata [34], quando os coeficientes do operador que aparece no sistema sao analiticos.
Quando os coeficientes do operador sao fungoes limitadas e mensuraveis, a controlabilidade
aproximada foi investigada, entre outros autores, por C. Fabre [10], onde ela provou a
propriedade da continuacao tnica para esse caso geral relativo ao sistema de Navier-
Stokes. A mesma generalizacao da continuacao tnica de Mizohata pode ser encontradas
em Saut-Scheurer [47]. No presente trabalho utiliza-se o resultado de continuagao tunica
da C. Fabre [10].

Desde a publicagao do artigo [29], a controlabilidade aproximada tem sido motivo de
estudo de muitos autores, entre as quais pode-se citar entre outros: Lebeau [11] no caso
linear, Fabre [10], Fabre-Puel-Zuazua [12], Fernandez-Zuazua [13], Zuazua [59], caso nao
linear.

Para o caso de sistema distribuidos com as semilinearidades do tipo f(u) e f(u, Vu)
a situagao é mais complicada, veja por exemplo Zuazua [59], [13] respectivamente, onde
o autor exige que as semilinearidade tenham algumas restrigoes afim de lineariza-las e

em seguida aplicar o teorema do ponto fixo de Schauder. A partir dai, a controlabilidade
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aproximada é obtida como no caso linear. Isto representou um passo importante nesta
teoria, pois é possivel obter resultado de controle aproximado para sistema distribuidos
semilineares. Outros autores deram outras contribui¢oes, mostrando ser possivel obter
resultados semelhantes em dominios nao cilindricos e até mesmo nao limitados, como se

pode ver em; Medeiros-Limaco [32] e Silvano [48], Solimar [49] respectivamente.

1.1 O Modelo

Considere uma regiao do R? ocupada por um fluido em movimento. Suponha-se que
esta regiao seja um aberto limitado €2, cuja fronteira representa-se por I', a qual admite-se

ser bem regular contendo o fluido. A normal externa a I' representa-se por 7.

Figure 1.2: Q C R3 com fronteira I" e normal 7

Entende-se por fluxo do fluido através de I' a massa de fluido que atravessa I' na
diregdo da normal 7 na unidade de tempo. Considere um elemento dI' de I' e seja u
o vetor velocidade das particulas, isto é, u(x,t) = (ui(z,t), us(z,t), uz(z,t)) onde = =
(71,2, 73) € R3. Representando por p(z,t) a densidade do fluido, resulta que o fluxo de

fluido através de I' na direcao da normal é

/Fp(x, tu(x, t)ndl.

A massa de fluido no interior de ) é dada por

M (t) :/Qp(x,t) dzx.
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Figure 1.3: Fluxo através de dI'

A variagdo da massa M (t) é dada por

dM / ap
— = | —dx.
dt — J, ot

O fluxo de fluido que entra em (2 através de I' é

_ / pla, tyu(z, t)n T,

na unidade de tempo. Assim, do principio da conservacao da massa, obtém-se

9 dr + /p(x,t)u(x, t)ndl' =0
o Ot r

em cada instante. Do teorema da divergéncia, obtém-se

[ {2 it as o

para cada aberto limitado. Logo, tem-se a equagao de continuidade

% + div(pu) =0

quase sempre em §2.
Supondo que x(t) = (x1(t), z2(t), x3(t)) é derivavel, tem-se

dp  Op
% = ot + (Vp,u).

Sendo div(pu) = pdiv(u) + (Vp,u), tem-se da equagao da continuidade que

%—i—pdiv(u)zo em ().
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Sendo p uma constante, porque supoe-se o fluido imcompressivel, obtém-se
div(u) =0 em £
O momentum de €2, supondo-se p =1, é

m(t) = /ﬂu(m,t) dz.

A variacdo do momentum no tempo é

dm du
— = — dzx.
dt q dt

Esta variacao deve ser igual a resultantes das forcas aplicadas em €2, elas sao de duas

espécies
(i) Volumeétricas aplicadas em 2 de densidade f(z,t) = (fi(z,1), fo(x, 1), f3(x,1)).

(ii) Tensbes internas e viscosidades na fronteira I' de € cujas componentes supoem-se

da forma

3
E(l’,t) = Zgij(xat)lr]ja 1= 17 2737
j=1

onde 7; representa as componentes do vetor unitéri07 a normal externa a fronteira

I e &j(x,t) tensor de tensoes de Cauchy.

Do equilibrio entre as forgas e a variagdo do momentum (Lei de Newton), resulta que

/Qccli_?dx:/Qf(x,t)dx—i-/FF(x,t)dF. (1.1)

Observagao 1.1. Alteracoes nas propriedades de um fluido em movimento podem ser
medida de duas maneiras diferentes. Pode-se medir uma determinada propriedade, quer
pela realizacao da medi¢cao em um ponto fixo no espaco onde as particulas do fluido pas-
sam, ou sequindo uma por¢ao de fluido ao longo da sua trajetoria. A derivada de um
campo no que diz respeito a uma posi¢ao fixa no espaco € chamado de derivada FEule-
riana enquanto a derivada sequndo o movimento de uma por¢ao do fluido € chamada de
derivada convectiva.

A deriwada convectiva € definida como

du ou



Capitulo 1. Introdugao 6

O primeiro termo do lado direito da equac¢ao acima € a derivada Euleriana ordindria, isto
¢, a derwada sobre uma referéncia fixa, representando mudancas em um ponto em relagao
ao tempo. Enquanto que o sequndo termo representa uma quantidade de alteragcoes no que
diz respeito a posicao. Esta derivada "especial” €, na realidade, a derivada ordindria de
uma fungao de muitas varidveis ao longo de um percurso na sequéncia do movimento de
fluidos, que pode ser obtido facilmente através da aplicagao da regra da cadeia.

Por exemplo, a medicao das mudancas na velocidade do vento na atmosfera pode ser
obtida com a ajuda de um anemometro em uma estagao meteoroldgica ou montd-lo em
um balao meteorologico. O anemdmetro no primeiro caso € a medi¢cao da velocidade de
todas as particulas que se deslocam a passar por um ponto fixo no espaco, enquanto que
no sequndo caso, o instrumento estd medindo mudancas na velocidade em que se move

com o fluido.

0

Vejamos porque o uso da derivada Euleriana ordinédria nao é suficiente quando dese-
jamos saber a variagao de velocidade, aceleragao de uma particula supondo esta movimen-
tando-se juntamente com o fluido. Para evitar confusao, esclarecemos que é comum em
Fisica considerar uma particula de um fluido ndo uma molécula, (ou atomo) compositora
(compositor) do fluido em si, mas sim um pequeno aglomerado do fluido. Trata-se de
um estudo macroscépico em certo sentido. Consideremos uma particula no instante %
na posi¢ao (o, Yo, 20). Apos um instante At, ela estara (lembre-se que a particula esté
movendo-se juntamente com o fluido) na posigao (z¢ + Az, yo + Ay, 2o + Az). Tratemos,
resumidamente, entdo de movimento desde P = (zq, Yo, 20, to) até P’ = (xg + Ax,yo +
Ay, zo + Az, tg + At), como na figura a seguir.

Assim, se a fungao que descreve o movimento para tais particulas for u(z,y, z,t) (para
uma particula que estd em (z,y,z) no instante t), entdo supondo u diferenciavel temos

que, se o deslocamento de P até P’ for suficientemente pequeno (e At também),

U(SC(] + AJJ, Yo + Ay, 2o+ AZ, to + At) = ’U,(QJO + uxAt, Yo + uyAt, 2o+ UzAt, to + At) =

= u(xg, Yo, 20, to) + %uxAt + Z—ZuyAt + %uzAt + %At.
Aqui utilizamos o fato de que para deslocamentos pequenos, temos Ax; = wu, At.
Logo, se desejamos calcular ﬁ—;‘:
Au  Ou ou ou ou
AL = %ux 8_yuy+ %ufl— 5
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(x0+Ax,y0 + Ay, 20 + Az, 10 + )

(x0, y0, z0, t0)

Figure 1.4: Deslocamento de um ponto P = (xg, 4o, 20, to) até

P = (fL’o+AZL’,y0+Ay,Zo+AZ,t0+At)

Isto nos d& a derivada convectiva enunciada acima. Note que um fluido pode estar

. U - L. .
acelerado e mesmo assim ter En = 0. E este fato nao é incomum! Podemos ter um fluido

: : < ... Ou - ;
em movimento circular com aceleragao ordinaria — = 0 mas acelerado! E que ele esta

ot

com aceleracao centripeta nao-nula. A derivada convectiva explica isso. [

Substituindo (1.2) em (1.1) tem-se que

/Q{g—q; —I—u.Vu} dr — /Qf(x,t)dx—i-/FF(x,t)dF.

Passando as componentes obtém-se:

ou; > O, >
L 4 —u, dx:/fi x,t dx+/ &i(x, t)n;dl,
/Q{at > } [ wtdes |5 et

i=1,23.

Do Lema de Gauss, segue-se que

Substituindo (1.5) em (1.4) obtém-se

811,1‘ - 8
/Q{ BT —i—u.Vuz} dx_Afi(x’t)dx+jzl/g28_xj§ij<x’t)dx

(1.4)

(1.5)

(1.6)
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para i = 1,2,3 em cada instante t e para cada ). Dai, resulta que

ou;
ot

+u.Vu; = fi(x,t) —I—Za §Z]xt) (1.7)

para 1 =1,2,3.

A equagao (1.7) é chamada de equagdo do momentum de Cauchy. O principio
da tensao de Cauchy afirma que, quando sobre um meio continuo agem forgas, isto é,
forgas na superficie e no interior, existem reagoes internas (forgas), ao longo de todo o
meio, agindo entre os pontos do material. Com base neste principio, Cauchy demonstrou
que o estado de tensao em um ponto no meio esta completamente definido pelas nove
componentes de um tensor cartesiano de segunda ordem chamada de tensor de tensoes de

Cauchy, dado por
Exx Tey Tzz
51']' = Tyx Syy Tyz

Tz Tzy fzz

onde o £ é a tensao normal e 7 é a tensao de corte. Este tensor é dividido em dois

—p 0 0 é';r.r + D Tg:y Tez
§ij = 0O —-p O + Tye Sy TP Ty = —pdil + 0y
0 0 —p Tz Tzy fzz +p

onde I ¢ matriz identidade 3x 3, 8;; =0sei # jedyy =1sei=j,p=—3 (Sou + &y + )
¢ a pressao do fluido e o 0;; na equacao acima é chamado de tensor de tensoes de
desvio. Mais detalhes, podem ser vistos em Batchelor [2].

Logo,

0oi;
Z . 9, Z o,
Assim, a equacdo (1.7) pode ser escrita como

8 U;
ot

= fi(xvt)

8@ + div(o;)

para: = 1,2, 3.

Escrevendo de modo compacto a equagao acima obtém-se

0
8—7; +u.Vu = f(x,t) — Vp+ div(o)
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Portanto o movimento de fluidos incompressiveis é descrito pelo sistema de equagoes
ou

5 +u.Vu+ Vp =div(o) + f(z,t), z €, t>0,

(1.8)
div(u) =0, z € Q, t>0,
onde 0 = (o) é o tensor de tensoes de desvio, tro = 0, p é a pressao do fluido e f é
a forga externa. A equacao acima ainda esta incompleta. Para a conclusao, é necessario
formular hipoteses sobre a forma de o, ou seja, necessita-se de uma lei constitutiva para
o tensor tensoes, que pode ser obtido para uma familia de fluidos especificos.

A introdugao em (1.8) da variagao no tensor de tensdes ¢ tem o propodsito de consi-
derar reacoes que surgem no fluido durante seu movimento. Estabelecendo, por meio da
Lei de Hooke, a relacgao entre o e o tensor de deformagoes linearizado D = (Dy,) =
% (Uiz, + Urz,) € suas derivadas, tem-se assim o tipo de fluido. Uma tal relagao entre o e
D é o que chama-se de equagao reolégica ou uma equagao de estado veja por exemplo
Serrin [16] e Clifford [6]. O exemplo mais simples de uma equagao reologica correspon-

dendo a um fluido incompressivel ideal é a equacao o = 0, e neste caso, o movimento de

um fluido incompressivel ideal é descrito pela equacgao de Euler
ou

BT +uVu+Vp=f

(1.9)

div(u) = 0.
O axioma de Stokes, veja Serrin [16] e Ladyzhenskaya [23], constitui o sistema mais
popular entre todos os axiomas que descrevem o movimento de fluidos viscosos. Um fluido
o qual é definido pela equagao que satisfaz o axioma de Stokes sao ditos fluidos de Stokes.

Para tais fluidos incompressiveis a equagao definida tem a forma (veja [16]-[23])

onde a e B sao fungoes especificas.

Se em (1.10) a = constante =2v > 0 e § =0 tem-se a lei de Newton

o =2uD. (1.11)

Um fluido definido pela equagao (1.11) é dito um fluido Newtoniano. Substituindo
(1.11) em (1.8) obtém-se a equagdo de movimento de um fluido Newtoniano, o qual é

chamada de equacao de Navier-Stokes:

%%—U.Vu—uAujLVp:f

ot (1.12)

div(u) = 0.
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A constante v é chamada de coeficiente de viscosidade cinemética.
du  Ou
dt ot
que o fluido estd movimentando-se com velocidades moderadas, isto ¢, que em pequenas

Agora notemos que na férmula da derivada convectiva +u.Vu podemos supor
variagoes do tempo ha uma pequena variagao no espago. Isto significa, que as quantidades
Az, Ay, Az sao insignificantes para At pequeno, ja que Az; = u,;At. Podemos, entao,
omitir a parte u.Vu da derivada convectiva. Alguém poderia argumentar que se isto é
possivel, entao por que nao omitir aquilo logo no inicio dos calculos? A resposta é que
isto é apenas uma aproximacao, e a experiéncia nos diz que aproximagoes grotescas nao

devem ser feitas logo no inicio de dedugoes de equacoes diferenciais.

1.2 O Propoésito do Trabalho

O que propoe-se neste trabalho é obter a controlabilidade aproximada para o sistema:

0
a—?—uAu%—Vp:f em @
div(u)=0 em @, (1.13)
u=0 em X,
u(z,0) = ug(x) em
onde u(z,t) = (uy(z,t), ....., un(x,t)) € o vetor velocidade do fluido moderado avaliado no

ponto (z,t), x = (21, ...,2,) € R", p = p(z,t) é a pressdo do fluido avaliado no ponto
(x,t), u representa uma constante, ug(z) é a velocidade inicial.

A fungao f assumira a seguinte forma:
e No Capitulo 2, f serd apenas uma fungao dada em algum espaco adequado.
e No Capitulo 3, f = vxp, onde v serd a funcao controle distribuida em O.

Este trabalho divide-se em: No Capitulo 2 estuda-se a existéncia, unicidade e re-
gularidade de solugoes forte e fraca, necesséarias para o estudo da controlabilidade. No
Capitulo 3 assumindo a existéncia e unicidade de solugoes, caracterizar-se-a4 o estudo da
controlabilidade aproximada para o sistema (1.13).

Passemos agora a alguns resultados que serao usados livremente no restante deste

texto.
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1.3 Os espagos LP({))

Aqui todas as integrais tomadas sobre o conjunto {2 sdo integrais no sentido de
Lebesgue. Supomos conhecidas as definigoes "mais simples" da teoria de Medida, como

conjuntos mensuraveis, func¢oes mensuraveis a Lebesgue, etc.

Definigao 1.1. Sejam 1 < p < oo e  C R™ um conjunto mensurdvel. Definimos o

espago de fungoes LP(QQ) por

LP(Q) ={f : @ = R;[|f]l, < oo},

1= ( If(x)\pdx); .

Para o caso de p = 0o, definimos

onde

L) ={f : Q= R;[| flloo < 00},

onde

| flloo = sup ess |f(x)] = inf{C > 0;|f(x)| < C quase sempre }
z€eQ

Definicao 1.2. Seja Q C R™ um conjunto aberto e 1 < p < oo. Dizemos que uma

p
loc

funcao f: Q2 — R € localmente p-integrdvel em €2, e denotamos f € L

(f \fo<x>|pd:c>’l” < oo,

onde Xk € a fungao caracteristica de K.

(Q), se para todo

compacto K C () temos

Teorema 1.1 (Desigualdade de Holder). Suponhamos 1 < p < oo e %—i—% = 1. Se
feL?(Q) ege L), entdo o produto fg estd em L'(Q) e vale
1glle < W fllpllglly:
0

Teorema 1.2 (Desigualdade de Minkowski). Suponhamos 1 < p < oo e f,g € LY(Q).
Entao
1+ gllp < [£llp + llgllp-

Ef+geLP(Q).
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Teorema 1.3. Os espagos LP(2) sao de Banach, se 1 < p < oo.

O

Passemos agora para as convolugoes. Sejam f, g € L'(R"). Para cada z, consideremos
w(z) = [ flz—y)g(y)dy.
Rn
Quando tal integral existe, isto é, é finita, dizemos que u é a convolugao de f por g e
denotamos u(x) = (f * g)(x).

Propriedades da convolugao

Sejam f e g como acima. Suponhamos que (f * g)(z) exista, para todo x € R". Entao

temos as seguintes propriedades:
a) fxg=gxf (Comutatividade);
b) (f*xg)xh=fx(gxh) (Associatividade);

c) Se definirmos 7,f(z) = f(xr — y) (translacao de ordem y de f), entdo 7,(f * g) =
(Tzf) *g =[x (ng>‘

Sabendo disso, temos o seguinte teorema.
Teorema 1.4. Suponhamos 1 < p,q,r < oo tais que % —1—5 = % Se f € LP(R") e

g € LY(R"), entao f*xg € L"(R") e vale

1f * gl < (1 £[lpllgllq-
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1.4 Distribuicoes

Definicao 1.3. Dado um aberto 2 C R"™, definimos o suporte de u, onde u € uma funcgao

mensurdvel, por

supp v = {z € Q;u(x) # 0}.

Introduziremos agora uma notacao para derivadas mais gerais as que estamos acostu-
mados a trabalhar.

Assim, dizemos que uma k—upla de inteiros nao-negativos a = (v, g, ..., ) é um
multi-indice, com ordem |a| = 2% ;.

Sabendo disto, definimos o operador de derivacao de ordem « por

ol
D - ‘

¢: Cl{l ak'
Ox{" ... 0x}

Estamos aptos para a seguinte definicao:

Defini¢ao 1.4. Denominamos de C§°(2) o conjunto das fungées infinitamente diferen-

ciaveis e de suporte compacto contido em €). Tais funcdes sao chamadas de fungoes testes.

Tal espago, C§°(€2), constitui um espago vetorial. Precisamos definir nele uma nogao

de convergéncia. Tal nocao de convergéncia foi introduzida por Schwartz:

Defini¢ao 1.5 (Nogao de convergéncia em C§°(S2)). Dizemos que uma sucessao (¢¥n)nen

converge para ¢ em C§ () quando forem satisfeitas as sequintes condigoes:
e todas as @, possuem suportes contidos em um compacto fixo K C Q;

® a sucessio (p,)nen converge para ¢ uniformemente em K, juntamente com todas

as suas derivadas de todas as ordens.

Observagao 1.2. O espaco vetorial C§°(S2), munido da nogao de convergéncia acima

definida, é representado por D(S).

Definigao 1.6 (Distribuigoes sobre ). Denomina-se distribui¢ao sobre Q a toda aplica¢io

linear continua T : D(Q2) — R.

Observacgao 1.3. Costumamos denotar por < T, u > ao valor da distribuicao T aplicada

au€ D).
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Exemplo 1.4.1. Seja u € LY (Q). O funcional T, : D(2) — R dado por

loc

<Tu ¢ >:/u(m)go(x)dx
Q
define uma distribui¢ao sobre €.

Definicao 1.7. Consideremos o espaco vetorial de todas as distribuicoes sobre §2. Neste
espago, dizemos que a sucessao (T),)nen converge para T se a sucessao (< T, >)nen
converge para < T, > em R, para toda ¢ € D(Q2). Denotamos este espago com essa

no¢ao de convergéncia por D'(2).
Com estimulo no seguinte teorema, definiremos a derivada de distribuigoes.

Teorema 1.5 (Green-Gauss). Seja Q C R™ um conjunto aberto, limitado e com fronteira

suave. Suponha que u € C(Q). Entdo:

/uxidx—/uyids, ie{l,...,n}.
Q r

Corolario 1 (Férmula de integracio por partes de Gauss). Sejam u,v € CY(Q), com

Q C R™ um congunto aberto, limitado e com fronteira suave. Entdo:

/umivdx:/uvyidS—/uvwidx, ie{l,...,n}.
Q r Q

Definicao 1.8. Consideremos uma distribuicao T' € D'(§2). Denominamos por derivada

de T a distribuicao D*T, definida em D(S) através de
< DT, >= (-1)l*l < T, D >, Yy € D(Q).

Observagao 1.4. Analisando bem a defini¢cao acima e lembrando da definicao de uma
fungao teste, ganhamos que qualquer distribui¢io em D'()) possui derivada de todas as

ordens.

Afirmagao. A aplicagdo D : D'(2) — D'(Q2), T + D*T ¢ linear e continua no sen-

tido de convergéncia definida em D'(€2).

1.5 Os espacos de Banach L7(0,T; X)

Vejamos algumas propriedades basicas para os espagos LY (0,T; X ). Eles sao de grande
utilidade para o nosso estudo e sao usados com grande frequéncia em Equacgoes Diferenciais

Parciais, principalmente quando o espago de Banach X é um espago de Sobolev.
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Definicao 1.9. Sejam X um espago de Banach real, cujo dual topoldgico € denotado por
X', e o intervalo (0,T) C R equipado com a medida de Lebesque dt. O espago L¥(0,T; X)
¢ o espago vetorial das (classes de) fungoes vetoriais f : (0,T) — X, definidas quase
sempre em (0, T) com valores em X, fortemente mensurdveis e tais que a fun¢ao numérica

t||f(t)]x estd em LT(0,T).

Aqui dizemos que uma fungao vetorial f : (0,7) — X é fortemente mensurdvel quando
existir uma sequéncia de fungoes simples f,, tal que f,(t) — f(t), em X quase sempre

em (0,7). Dizer que a fungao numérica t — || f(t)||x estd em LT(0,T) significa dizer que
1

T P
(/ ||f(t)||§(dt) < 00. Isto nos permite definir a seguinte norma:
0

, .
Hpr,x—( / Hf(t)Hé?dt) se 1<p<oo

[ flloo,x = supess [lu(t)]|x
0<t<T

A verificagao de que tanto || f|[,x, 1 < p < oo como || f||ec,x s80 normas é analoga ao
caso das normas definidas da mesma forma para os espagos L7 (0,T), ou um caso mais
geral L7 (Q2), Q C R™ é um aberto.

Também temos analogamente ao caso L¥'(0,7), que L¥(0,T; X) é um espago de Ba-
nach. Devido a isso, j4 escrevemos desde o inicio com a notacdo de classes (L¥(0,T; X))
em vez de primeiramente falarmos em £7(0,7; X) para somente depois estudarmos a

relacao de equivaléncia g =~ f < g = f quase sempre e entao definirmos
[f] = {u € £7(0,T; X);u(t) = f(t) quase sempre}.

No caso interessante em que p = 2 e X é um espaco de Hilbert, podemos definir uma

estrutura hilbertiana no espaco LY (0,T; X) através do seguinte produto interno

((f.9)) = / (1), g(t)) xdt

onde (f(t),g(t))x denota o produto interno (em X) entre f e g. Ou seja, se X é um
espaco de Hilbert, entao L2(0,7T; X) é também um espago de Hilbert. Isto é de grande

importancia.
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O proximo resultado nos da uma relagao entre as normas dos espagos LP(0,7T; X)
e L10,T;Y) quando X — Y, isto é, quando temos X C Y e a aplicacdo de imersao
i: X — Y, i(xr) = x é continua. Neste caso temos ||i(z)|ly = ||z|y < C|z|x, para

alguma constante C' > 0.

Lemma 1.5.1. Sejam X e Y dois espacos de Banach e suponhamos X — Y. Se 1 <
q <p < oo, entao
LP(0,T; X) < L10,T;Y).

Demonstragao: Tomemos u € LP(0,T; X). Por defini¢ao, u é fortemente mensurdvel.
Recordamos isto para garantirmos que a aplica¢ao t — ||u(t)||x seja mensurdvel e portanto
integravel. Seja C' a constante de imersao de X em Y. Logo, ||u(t)||} < C|u(t)||% quase
sempre. De u € L¥(0,T; X) ganhamos que a aplicagao t — ||u(t)||% pertence ao espago
L§(O,T), Pois

()l = (lu@)lz)” = (u@l%)*

T T
e entdo / (Hu(t)Hg()gdt = / |lu(t)|[5dt < oco. Em particular, t — Clju(t)||% estd
0 0

em L%(O,T). Chamando de s o conjugado de g, i.e., ¥+ 2 =1, consequimos que t >

e, o+
CY|u(t)||% estd em L'(0,t), pois

[ remunsars () ([ ey dt)g _

=T (/OT (Cllu(®)]|x)? dt)g < 0.

Logo, uw € L4(0,T;Y). Falta mostrar que a imersao L¥(0,T; X) — L(0,T;Y) ¢ continua.

([ i) ’1’] |

ullpx, ou seja, existe C' > 0 satisfazendo

o =

Para isso, notemos que

T T
/ Ju(t)|%dt < / Clu(t) |4 dt < CPVT
0 0

o que implica que ||ul|qy < CiT

ulley < Cllull,x e aimersio é continua, como queriamos. u

Em Analise Funcional, dado um espaco de Banach X, geralmente estamos interes-
sados na caracterizacdo do seu dual, denotado por X', que é o espaco dos funcionais
lineares definidos em X. E um resultado conhecido de Analise Funcional que se X ¢é

um espago normado, entdo X’ é um espago de Banach. No nosso caso, X' = {f : X —
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R (ou C), f linear}. No caso dos espagos LP(0,T; X) ndo poderia deixar de ser diferente.
A seguir enunciamos um teorema que caracteriza L*(0,7; X)', cuja demonstragao foge aos

objetivos do humilde texto.

Teorema 1.6. Sejam X um espaco de Banach e X' o seu dual. Existe uma identificacao
entre os espagos LP(0,T; X) e L1(0,T; X’), onde p,q € R, com 1 < p < 0o sao tais que
1,1 _ s
5+E*1' Isto €,

[L7(0,T; X)]' ~ L0, T; X').

Observacao 1.5. Hd uma notagao bastante utilizada em Andlise que deve ser comentada
para evitar entendimentos erroneos. Trata-se de escrevermos < f,x > em vez de f(x),
onde f € X' ex € X. Mais especificamente, costuma-se escrever < f,x >x/ x para

descrever que temos uma dualidade X', X .

Descrevamos rapidamente o significado dos espagos do tipo L9(0,7; X’). Assumimos
tacitamente aqui
X = (X, || ||x)- Assim, analogamente ao caso LP(0,T; X), L9(0,T; X’) é o espago vetorial
das (classes de) fungoes vetoriais ¢ : (0,7) — X', definidas quase sempre em (0,7") com
valores em X', fortemente mensuréveis e tais que a fungdo numérica t — ||¢(t)||’y estd em
L4(0,T).

Sabendo disso, a dualidade entre os espagos LF(0,7; X) = L%(0,T; X") e L*(0,T; X)

vem dada na forma integral por
T
<u,v >Lq(0,T;X’),LP(O,T;X):: / < u(t)v U(t) >X'7X dt.
0

Uma motivagao desta definicao vem do teorema da representacao de Riesz para LP,

com 1 < p < 00, que nos diz:

Teorema 1.7 (Teorema da representacao de Riesz para LP(X)). Sejam 1 < p < oo e
Q C X um congunto mensurdvel. Se v € [LP(Q)], entao existe g € L1(S), % + % =1, tal

que o(f) = [, fgdx, dz a medida de Lebesque. Além disso, vale ||¢|| = ||gllq.

Chequemos agora se tal dualidade em forma de integral estd bem definida. Para isso,

vejamos o seguinte lema.

Lemma 1.5.2. Se p e q sao indices conjugados, uw € LP(0,T; X) ev € L4(0,T; X"), entdo

a funcao (real) t —< v(t),u(t) >x x estd em L'(0,T).
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Demonstragao: Ora, sabemos que |< v(t),u(t) >x x|< |[v(t)]|x||u(?)|x, ¥Vt € (0,T).
(Lembremos que para cada t em (0,T), v(t) € um elemento de X' e u(t) de X, logo faz

sentido o que acabamos de dizer.) Assim,

T T
/ < U(t),u(t) >X'X dt‘ < / |< v(t),u(t) >X’,X’ dt <
0 0

< /OT o) I llu(®) || xdt < (/OT !\v(t)|\§,dt); (/OT Hu(t)Hz;(dtf'

T
/ <v(t),u(t) >x x dt‘ < |v|lgxlullpx € a dualidade faz sentido. |
0

Portanto,

A titulo de informacao, vejamos uma aplicabilidade simples do resultado anterior.
Seja 2 um aberto limitado do R™ e denotemos por @ o cilindro © x (0,7"). Tomando
X = L3(9), obtemos o espaco de Hilbert L%(0,7;L*(2)). Afirmamos que hd uma
identificagao entre L?(0,T;L*(2)) e L*(Q). Com efeito, se u € L?(0,T; L*(f)), entdo
u(t) € L*(Q),Vt € (0,T). Ou seja, para cada t € (0,7, u(t) ¢ uma fungiao de Q — R.

Denotemos nesse sentido u(t)(z) = u(z) = u(x,t), x € Q. Portanto:

/OT [u(t)][72(dt = /OT (/Q | u(z,t) |? dx) .

Utilizando o teorema de Fubini, concluimos que

T
ul a0 = / ()2t = /Q e, 1) P dQ = [lulPag).

Observacgao 1.6. FEsta identificacao € importante para caracterizagoes de espagos mais

gerais, LP(0,T; L?(2)), que ficam identificados (num raciocinio andlogo) com LP(Q).
Para finalizar, falemos rapidamente de distribuigoes vetoriais.

Defini¢ao 1.10. Definimos o espago das distribui¢oes vetoriais sobre (0,T) com valores
em X, e denotamos por D'(0,T; X), como sendo o espago das aplicagdes lineares e con-

tinuas de D(0,T) em X.
Analogamente ao caso de distribuigdo em D’(2) (ver exemplo 1.4.1), temos o seguinte:

Exemplo 1.5.1. Dada u € LP(0,T;X), com 1 < p < 0o, tomemos T, : D(0,T) — R por

< Tuyp >= /OT u(t)p(t)dt.
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1.6 Espacos de Sobolev

Tratemos agora dos importantes espacos de Sobolev, que sao essenciais para a reso-
lugao de iniimeras equacgoes diferenciais parciais. Novamente, apenas listaremos alguns
resultados importantes, pois este texto nao tem a pretensao de ser um tratado sobre a

teoria dos espacgos de Sobolev.

Definigao 1.11. Seja 1 < p < oo. Definimos o espago de Sobolev HP(2) como sendo

o conjunto de todas as funcoes f € L*(Q) tais que para qualquer multi-indice o tal que

la| < p temos que D*f € L*(Q).
Aqui sempre tratamos das derivadas no sentido das distribuig¢oes. Assim,
HP(Q) = {f € L*(Q); D*f € L*(Q), Vatal que |a| < p}.

Definimos primeiramente os espagos de Sobolev para o caso simples L%(§2) por mo-
tivos didaticos e praticos. Além disso, sao os espacos deste tipo em particular que mais

utilizaremos neste texto.

De um modo mais geral, definimos os espacos de Sobolev da seguinte maneira:

Definigao 1.12. Sejam 1 < p < oo e m € N. O espago de Sobolev W™P(Q) é o espago
das funcoes f € LP(QY) tais que D*f € LP(Q2), para todo multi-indice || < m.

Ou seja,
Wme(Q) ={f e LP(Q); D*f € LP(Q), Vatal que |a] < m}.

Uma propriedade importante dos espagos WP é que eles se tornam espacos normados

com as seguintes normas:

3=

[wllm,p = Z ||Dau||g , sel <p<oo
laj<m

ou

lellmee = Y 1D%uloc-

laj<m

Mais do que isso, para estas normas, temos que
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Teorema 1.8. O espaco (W™P || - ||;mnp) € um espago de Banach, para 1 < p < cc.

Sabendo disso, voltemos ao caso mais simples H?({2) e ponhamos a seguinte estrutura

de produto interno:

(U, U) = Z (Dauv Dav)LZ(Q)a u,v € HP(Q)
la|<m
Com isto e com o teorema anterior, ganhamos que os espagos (H?(Q2), (+,-)) sao espagos

de Hilbert.
Definicao 1.13. Definimos o espago W' (Q) como sendo o fecho de C§°(2) em WP ().

Ou seja,

m. WP (Q)
W™ (Q) = C5o() :

Denotamos o dual topoldgico de Hy"*(2) por H=™(1).

A seguir temos algumas desigualdades importantes na teoria.

Teorema 1.9 (Desigualdade de Poincaré). Seja 2 C R™ limitado. Entdo, dada qualquer
u € Hy(Q), existe uma constante C' = C(Q) > 0 tal que

lully < ClIVul3.

OJ
O seguinte resultado nos d4 uma caracterizagao do dual do espago Hg(€):

Afirmagao. Se f ¢ uma aplicagao linear continua sobre H~!(Q), entdo existem

> ().

fungoes vy, ..., v,41 em L2(2) tais que

n+1 av‘
flz) = (m + ; oy

1.7 Lemas Técnicos

Citemos aqui importantes resultados de existéncia local e de prolongamento de solucoes

para alguns sistemas de equacoes diferenciais ordinarias.

Definigao 1.14 (Condigoes de Carathéodory). Sejam D um subconjunto do R™1, cujos
elementos sao denotados por (x,t), ondet € R e x € R" e f: D — R" uma aplicagao.

Dizemos que f satisfaz as condigoes de Carathéodory se:
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a) f(z,t) é mensurdvel em t para cada x fixo;
b) f(x,t) € continua em x para todo t fixo;

c) Para cada compacto U C D, existe uma funcao real integravel my (t) tal que

|f(z, )] <my(t), V(z,t)eU.

Teorema 1.10 (Carathéodory). Seja f : R — R™ wma aplicagao nas condigées de
Carathéodory sobre o retdngulo R = {(z,t) € R" |t — to] < a, |z — x| < b}, com

a,b € Ry. Entao existe uma solugao o(t) do problema

dx
% = f(l',t)
ZL’(t0> = X9

sobre algum intervalo do tipo (to — B,to + B3), para algum [ > 0.

Corolario 2 (Prolongamento de solugoes). Sejam D = [0,T] x B, com 0 < T < oo e
B ={x € R |z| <b, b>0}, e f satisfazendo as condi¢oes de Carathéodory. Seja ¢(t)
uma solucao de
X ),
x(to) = o, |x| < b.
Se em qualquer intervalo I onde ¢(t) estd definida tivermos |o(t)| < M, ¥Vt € I, onde M

¢ uma constante independente de I e M < b, entdo ¢ tem um prolongamento até [0,T].



Capitulo 2

O Modelo de Navier-Stokes

O objetivo deste Capitulo é encontrar existéncia e unicidade de solugoes fortes e fra-
cas para o sistema (1.13), pois este estudo é pré-requisito ao estudo da controlabilidade

aproximada.

2.1 Notacgoes

Denota-se por  um aberto, conexo, limitado do R” com fronteira I' de classe C?, Q é
o cilindro 2 x (0,7) com fronteira lateral ¥ =T" x (0,7), T" > 0.
Considera-se O um subconjunto aberto de €2 e yo» a funcao caracteristica de O. Para
v € (L2(O x (0,T)))" considera-se a fungao vxe. Note que v = (vy,....,v,) é um vetor
com v; € L*(O x (0,T)), parai = 1,2, ...,n.

No espago Euclidiano R" denota-se por e; = (1,0,---,0), e; = (0,1,---,0),.......

22
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..... sen = (0,---,0,1) a base canonica do R" e x = (z1,--- ,x,) pontos deste espago.

O operador diferencial

serd denotado por D; e se a = (aq, ...... , ) € um multi-indice, a; nameros inteiros nao

negativos, D sera o operador diferencial

Do _ D?l . Do — olal
" ox(t - - Qxfn

onde [a] = a;+- - - +a,, em particular, se [a] = 0 segue-se que D° ¢ o operador identidade.
Denota-se por LP(£2), 1 < p < oo o espago das fungoes reais definidas sobre 2 com
a p—ésima poténcia integravel segundo Lebesgue dx = dx; - - - dx,. Este, ¢ um espaco de

Banach com a norma

p
ol = ([ o) ou ey = supessluto)
Q

Para p = 2, L?(Q) é um espago de Hilbert com o produto escalar

(u, w) = /Q w(z)w(w)d.

O espago de Sobolev W™P(Q) é o espago das fungbes pertencentes a LP(€)) com
derivadas, no sentido das distribuigoes, de todas as ordens menor ou igual a m perten-
centes a LP(2)(m um inteiro nao negativo e 1 < p < o). Este, é um espago de Banach

COm a norma L
D
[ (Z HDauH’Zp(m) |

Jj=a

Quando p = 2, W™2(Q) = H™(2) é um espago de Hilbert com o produto escalar
(w ) gm@) = Y (D, D°v).
j=asm
Seja D(2) o espago das fungdes C*>° com suporte compacto contido em €. O fecho de
D(Q) em W™P(Q) sera denotado por Wy"* () ou HJ"(2) quando p = 2.
Relembra-se, quando necessario, algumas propriedades classicas desses espacos. Por
conveniéncia, devido ao uso frequente de fungoes com n componentes, deve-se usar as

seguintes notacoes no texto:
D(Q) = {D(Q)}", Hg' () = {Hg" ()"

H™(Q) = {H™(2)}", L*(Q) = {L*(Q)}".
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Todos esses espacos sao equipados com a norma natural do produto de espagos ou
uma equivalente, exceto em D(£2), o qual ndo é espago normado.

Relembra-se que, se € é limitado em alguma diregao, entao vale a desigualdade de
Poincaré:

ulrzi0) < c(Q)|Dulrzq), YueE H; (),

onde D ¢é a derivada em alguma dire¢ao e ¢(2) ¢ uma constante dependendo somente de
Q. Nesse caso a norma sobre Hy(Q) é equivalente & norma:
n :
2
Jull = [ 3 1Dl
i=1

com a norma associada ao produto escalar:

n

<<u7 U)) = Z(Dlu> Dﬂj),

i=1
para a qual o espacos Hj(Q) é um espaco de Hilbert. Assim, equipa-se o espaco Hy ()
com produto escalar ((,.,)) e norma ||.||. Também L*(Q) sera equipado com produto

interno e norma respectivamente

1
n n 2
(uvU)L2(Q) = Z (uivvi)L2(9)7 v = (Z |Ui|%2(9)> :

i=1 i=1

Seja V o espago(sem topologia)
VY ={u € D(Q), div(u) = 0}.

O fecho de V em L*(Q) e Hj(Q) serdo representados por H e V respectivamente. Em

Lions [28]| e Temam [52], caracteriza-se H e V' como
H={uecL*Q), div(u) =0, uv|r=0} e V ={uecHyQ), div(u) =0}.

O espago V' esta contido em H com imersdao continua e densa. Denota-se por H’' e
V' os duais fortes de H e V respectivamente. Seja 7 a imersao de V em H. O operador
adjunto 7* é linear, um a um e continuo de H' em V' pois 7(V) =V é denso em H e
7*(H') & denso em V’. Portanto H' pode ser identificado com um subespago denso de V.
Por outro lado, pelo Teorema da Representacao de Riesz, pode-se identificar H e H' e

chegar as seguintes inclusoes

Ve H=H <V, (2.1)

onde as inclusoes sao densas e continuas.
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2.2 Existéncia e Unicidade de Solugoes para (1.13)

Sejam V e H os dois espagos de Hilbert da se¢ao anterior, com produtos internos
(,), ((,)) enormas | .|, ||.|| respectivamente.

Investiga-se nesta secao, a existéncia, unicidade e regularidade das solugoes do pro-
blema (1.13) com f(x,t) = v(z,t)xo para (z,t) € Q.

Para tal, necessita-se obter uma base apropriada para o espago funcional V. De fato,
em Temam [52] é conhecido que, se €2 ¢ um aberto limitado de classe C?, as seguintes

assercoes sao equivalentes:

[i | Existe uma tnica u € V satisfazendo

v((u,v)) = (f,v), VYwveV, para cada f

i | BExistem u € H5(Q), p € L*(Q) satisfazendo
—vAu+ Vp=f em ()
div(u) =0 em Q
u = 0 sobre T,

no sentido das distribuigdes em €2, onde f é dada em L*(Q).

Esta caracterizagao do problema de Stokes motiva definir o operador
o:L*(Q) —V
f—2f =u,

onde u é uma fun¢ao satisfazendo [i] para cada f.

Faz-se notar que ® estd bem definida (devido & unicidade da u para cada f em [i],
é linear (devido as propriedades de produto interno), continua de L*(Q) em V, ji que
v((u,v)) = (f,v), Vo e V= v((@fv) = (fiv), Vv eV =v((@f,0f) = (f.f) E
temos a limitagao de ®. E portanto ® ¢ continua de L*(€2) em HJ ().

Tem-se que Hy(Q2) C L?*(Q) com imersdo densa, continua e compacta. Portanto ®
considerado como um operador de L2(Q) é compacto, além disso, ¢ é auto adjunto.

Portanto, esse operador ® possui uma sequéncia ortonormal de auto-fungdes {w;};>1,

Qdw; = A\jw;, A; >0, \; = oo quando j — oco. Além disso, tem-se
wj €V, ((wj,v)) = Xj(wj,v) YveV. (2.2)
Como usual, tem-se

(wj, wg) = 0k e ((wyj,wy)) = N\dj Vj, k.
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2.2.1 Solucoes Fracas

Nesta segao, procura-se uma fungao que resolva o problema (1.13) em algum sentido. No
entanto, precisa-se definir o conceito de solucao, uma vez que a funcao a ser procurada
vai ser uma solucao no sentido fraco, isto é, caracteriza-se o conceito de solucao a ser

procurada por:

Definicao 2.1. Diz-se que

u:@Q — R"

¢ solugao fraca de (1.13), quando

u€ L®0,T;V), v € L*0,T;V")

e satisfaz
%(u(t),v) + p((u(t),v)) = (f(t),v), Yv €V no sentido de D'(0,T) (2.3)

u(0) = up.

Observagao 2.1. A principio, € estranho nao aparecer nesta defini¢cao nada relacionado
a pressao p. No entanto, apds achar uma funcao u satisfazendo esta definicao € que

encontra-se a fungdo p satisfazendo o problema (1.13) em algum sentido.
A definigao acima permite enunciar um dos principais resultados desta secao.

Teorema 2.1. Se f € L*(0,T;H) e uy € H, o problema misto (1.13) tem uma tinica

solucao fraca u, além disso

u € C°[0,T]; H).

Demonstragao:

Emprega-se o método de Faedo-Galerkin com uma base para o espago V. De fato,
considere a sequéncia (w;);en construida em (2.2). Seja Vj, = [wy, - ,wy,] o subespago
de V' gerado pelos m—primeiros vetores de {w;};>1.

Primeiro, notemos que

= op . — ow; )
(Vp,w;) = Z/Q%wjidx = Z /Q(—pi) 8; dx = (—p, divw;) = 0,
i=1 i=1 !
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pois divw; = 0, em Q, Vj € {1,...,m}. Em x, utilizamos a derivada no sentido das
distribuigoes. Entao o problema aproximado de (1.13), consiste em

Encontrar u,,(t) = Z him(t)w; € V,,, tal que
i=1

(U (£),0) + e ((um(t),0)) = (f(t),0) VveVny

Um(0) = uom — ug em H, m — +oo.

(2.4)

Resolvamos agora o sistema linear de equacoes diferenciais ordinarias que obtivemos.
Para isso notemos que u,(t) = Y| hip (t)w; implica u), (t) = > ", kL, (t)w;. Utilizando

a ortonormalidade de {wy, ..., w,,}, ganhamos que

o (t) + phim () = (f(t),w;) Vi€ {1,...,m}
Para simplificar, utilizemos a seguinte nota¢ao: v = (him, hom, - - - Pam ),

vo = (R10m, hoom, - - - » Pnom ). Logo, temos o seguinte sistema:

V' (t) + po(t) = fult)
v(0) = vy

(f(t), wr)
(f(t), w2)

Aqui f,(t) é o vetor coluna

(f(£), wn)

Tomando F(z,t) = F(t,v(t)) = fu,(t) — p v(t), o sistema anterior se escreve como

V'(t) = F(z,t)
v(0) = vy

Vejamos agora se temos as condigoes de Carathéodory para o nosso sistema acima:

(2.5)

a) fixando z, F(z,t) é mensuravel em t, pois estd em L*(0, T, L*(Q)), ja4 que as apli-

cagoes t — (f(t),w;) estdo em L*(Q) para cada t € (0,T), j€{1,...,m};

b) fixando t, F(z,t) é continua, pois a fun¢ao v(t) = (him(t), ham(t), ..., hun(t)) €

continua.

¢) notemos que | F(z,t) |=| fu(t) —pv@®) [< K| f(t) | + | p || v(t) |, onde K >0 ¢é
uma constante. Portanto, existe uma fungao integravel my (t) tal que | F(z,t) |<

my(t), para todo compacto U contido no dominio de F(z,t).
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Logo, pelo teorema de existéncia de solugoes de Carathéodory, o sistema (2.5) tem
uma solugao sobre algum intervalo | t — 0 |< t,,, 0 < t,, < T. Para o nosso interesse,
consideremos apenas as solugoes em (0, t,,).

A dependéncia t,, esta ligada ao fato de que o sistema (2.5) esta relacionado ao pro-
blema aproximado (2.4). Nosso intuito é estender a solugao para [0,7]. Portanto, re-
tornando a este sistema, podemos considerar (u!,,v) + u((um,v)) = (f,v), Yo € V.

Logo, fazendo v = u,,(t), temos que (ul,, ) + t ((Um, Um)) = (f, uy). Percebendo que

L |t (£) P= (1), temos quee

Ot 0) 4 (0, 0 () = (F(2) 0 (2)
Logo,
;;¢1%4>|2+uuum<m2<|f<>num<>w

Integrando de 0 até t, (0 <t < t,, < T'), ganhamos:

| () +2u/0 [ (s)][*ds < 2/0 | £(8) [| um(s) | ds

g%(lﬂﬂ@ﬁw)EQﬁAWwA@W@>é

Lembrando que (a% — b%)2 >0=a+b> Qa%b%, ganhamos:

WM&FHMAWm@W%SiAU@W%+MAHw@W%

Donde concluimos que

lum (B)* < C,

onde C' > 0 é constante. Ou seja, ||ty (t)||L2@) < VC, Yt €[0,T]. (Note que introduzi-
mos a aderéncia a (0,7).)

Pelo corolario do teorema de Carathéodory, u,, pode ser estendida até [0,7], como
querfamos e o sistema linear de equagoes diferenciais ordinarias (2.4) tem uma solugao
definida em [0, T']. Busca-se, a seguir, estimativas sobre u,, que permitirdo tomar o limite

m — Q.



Capitulo 2. O Modelo de Navier-Stokes 29

2.2.2 Estimativas
De (2.4)4, (??7) e sendo f € L?(0,T; H) obtemos a limitagao:
‘ (tpm)men € limitada em L*°(0,T; H); (2.6)

e que
’ (U )men € limitada em L2(0,T;V). (2.7)

2.2.3 Passagem ao Limite

De (2.7) e (2.8), extrai-se uma subsequéncia de (uy, )men, ainda denotada por (w, )men,
tal que
Uy —u em L®(0,T; H); (2.8)

Uy, —u em L*(0,T;V). (2.9)
Da convergéncia (2.9) acima obtém-se

/OT(um(t),w)dt — /OT(u(t),w)dt, Y w e L*0,T; H), (2.10)

Da convergéncia (2.10) tem-se em particular

/0 ((um(t), w))dt —>/0 ((u(t),w))dt, ¥ we L*0,T;V). (2.11)

Tomando em (2.15),w = v com v € V e § € D(0,T), tem-se

/0 (- (), w)dt = — /0 (1t (£, )t —> — /0 (u(t), ). (2.12)

Utilizando-se as convergéncias (2.9) — (2.13), a densidade da uniao dos V;, em V, pode-se

passar o limite na equagao aproximada (2.4) quando m — oo e obter

—/ (u(t),v)é"(t)dt—l—,u/ ((u(t),v)0(t)dt =
i ’ (2.13)

T
/ (F(t),0)0(t)dt, Yo € V, 6 € D(0,T).
0
Dessa igualdade obtém-se

—(u(t),v) + p((u(t),v)) = (f(t),v) Yo €V, no sentido de D'(0,T).

‘d
dt
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Sendo u € L*(0,T;V), V. C H C V' e observando que

p((u(t), v)) = (=pAu(t), v)y ey,

obtém-se

d
7 {u(t), v) = (h(t),v) Vv eV, (2.14)

onde (.,.) representa a dualidade entre V' e V' e
h(t) = pdu(t) + 1)

Note que h € L*(0,T; V"), logo conforme Temam [52] pp. 261, segue-se que u/(t) = h(t)

quase sempre em [0, 7] e portanto

u' € L*(0,T; V). (2.15)

u' — pAu = f, no sentido de L*(0,T; V"), (2.16)

Sendo u € L*(0,T;V) e V< H < V' segue-se, conforme Temam [52], que
u € C°0,T]; H).

Dai faz sentido calcular u(0) e por calculos padroes (agora que sabemos ser u continua)
mostra-se que u(0) = wuy.

Consideremos uma funcdo escalar ¢ continuamente diferenciavel em [0,7] tal que
P(T) =0 e 1(0) # 0. Agora, multipliquemos a equagao

< ult). )+ w((ult), ) = (F(1).0)

por 1 e integremos com respeito a t de 0 até T'. Primeiro notemos que, por integracao

por partes,

Obtemos:

—A@WMW%W+MA<wmwwwﬁ=%wwwwmaluwwwww

Se fizermos o mesmo raciocinio para a equacao do problema aproximado e tomarmos

o limite m — +o00, ganhamos que
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—AOMMWWW+MA(mewwﬁ—%mmwmﬁAU@wW®ﬁ

Comparando as duas, temos que —(ug,v)¥(0) = —(u(0),v)(0), Yo € V. Logo,
u(0) = up. O

2.2.4 Unicidade

Sejam u, v duas solugdes do problema (1.13), logo w = u — v satisfaz
w' = pAw =0, w(0)=0. (2.17)
Tomando o produto escalar da primeira igualdade (2.17) com w(t), temos

(w'(t), w(t)) + ullw(®)]]* = 0.

1d

= §%|w(t)|2 e integrando de

Conforme Temam [52] pp. 261, tem-se que (w'(t), w(t))

0 a t obtemos
¢
W@ + 20 [ flus)|ds =0
0
Donde concluimos que w(t) = 0 para todo ¢ € [0, T7.

Observagao 2.2. Apesar do que jd foi feito, devemos precisar em que sentido a func¢ao
u definida pelo Teorema 2.1 € a solug¢io do problema de valor inicial (1.13). Note que
precisamos recuperar a pressao do fluido, pois os cdlculos que fizemos nao envolviam tal
pressao.

O

De fato, o resultado a seguir nao s6 vai dizer isto, como encontramos uma funcao p

satisfazendo o problema (1.13) em algum sentido.

Proposicao 2.1. Sobre as hipoteses do Teorema 2.1, existe uma distribuicdo p : QQ — R,
tal que a fun¢do w definida no Teorema 2.1 e p satisfazem o problema (1.13) no sentido

das distribuicoes em Q, além disso, p € L*(0,T; L*(QQ)).
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Demonstragao:
Asigualdades (1.13)3 e (1.13)4 do problema (1.13) sdo uma consequéncia de u € L*(0,T; V)
e do Teorema 2.1. A igualdade (1.13)3 é consequéncia de u € L*(0,T; H}()).

Para introduzir a pressao, como u/(t) = h(t) em V', h(t) definida anteriormente, tem-se
que

(u/(t) — pAu(t) — f(t),v) = 0 (2.18)

para todo v € V' quase sempre [0, 7.

Em particular, pois ¥V C V, tem-se

<u/(t) — pAu(t) — f(t),v) =0, (2.19)

para todo v € V quase sempre [0, T]. Logo, conforme Proposi¢ao 4.1 do Apéndice, existe

p(t) € D'(2) tal que

—p(t) = () — pult) — F(2). (2.20)

Dai conclui-se que
Vp(t) € H Q). (2.21)
Isto diz que cada aap—fct) € H'(Q) para cada i = 1,2, ....,n. Logo, da Proposicao 4.2 item

(17) do Apéndice, tem-se que
p(t) € L*(Q) e [p(t)|r2) < ClIVD®)|l-1(0)-
Sendo, por (2.20), Vp € L2(0,T; [H™'(2)]"), obtém-se
p € L*0,T; L*(Q)). (2.22)

Observagao 2.3. Nao se tem em geral alguma informagao sobre p além de (2.22) e (2.22).
No entanto, mostra-se-a que p terd mais reqularidade quando poe-se mais reqularidade nos

dados.

2.2.5 Solucoes Fortes

Nesta se¢ao mostra-se que, exigindo mais regularidade sobre ug, obtém-se mais regula-

ridade na solugao, o que é natural.
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Definicao 2.2. Diz-se que

u: @ — R"
¢ uma solugao forte de (1.13), quando
uw e L*(0,T;VNH*(Q)), v € L*(0,T; H), p € L*(0,T; H'(2))

e satisfaz

u — pAu=f—Vp em L*Q), (2.23)
u(0) = up.
O resultado abaixo garante a existéncia, unicidade e regularidade de solugoes.

Teorema 2.2. Se f € L*(0,T;H) e ug € V, o problema misto (1.13) tem uma tinica

solugao forte u. Além disso,

u € C[0,T]; V).
Demonstragao:
Seja v = Au,,(t) € V,, em (2.4), logo
(@), um () + 1(Aum(t), Aum(t)) = = (f (1), Aum(t))- (2.24)
Assim, tem-se que
ln @) + 20180 (O < FlAu,(OF + 2IFOP (2.25)
Integrando (2.25) tem-se que
il + 5 [ 1Bunods < & [ 0P+ ol 220
Sendo ug,, € V;, de modo que ug, — ug em V, f € L*(0,T; H), obtém-se
[t ()] * + / |Au,, ()2 ds < C, ¥m €N (2.27)

Dali,
||um(®)]]* < C. (2.28)

Portanto,

(Um)men € limitada em L*°(0,T;V), (2.29)
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(Atp)men € limitada em L*(0,T; L*(2)). (2.30)

Da densidade dos V,,, em V| pode-se tomar v € V no problema aproximado (2.4).

Portanto,
(11, (£),0) — 1 (Atm(t),0) = (f(1),0), Y v EV.
Logo, em particular, tem-se

(uy, () — pAu (t) — f(),0) =0, (2.31)

para todo v € V quase sempre em [0,7]. Assim, conforme Proposi¢ao 4.1 do Apéndice,

existe p,(t) € D'(Q) tal que
—Vpm(t) =y, (t) — plu (1) — (1) (2.32)

Considere o problema de Stokes

— AU (8) + VD(t) = pn(t) € L2(Q)
div(um(t)) =0 em 2 (2.33)
um(t) =0 sobre T,

onde o, (t) = —u,,(t) + f(1).

t
De (2.33) tem-se que 8%#() € L*(9), donde

pm(t) € H'(Q). (2.34)

De (2.31) tem-se
Au,,(t) = £ € L2(Q)
um(t) € Hy(9),

logo, da regularidade de problemas eliticos, segue-se que
um(t) € H(Q). (2.35)
De (2.34), (2.35), (2.36) e a Proposigao 4.3 do Apéndice obtém-se
||Um(t)||H2(Q) < Oo|90m(t)|2-
Como ¢, ¢ limitada em L?(0,T;L*(Q)), segue-se que

(Um )men € limitada em L?(0, T; H*(Q)). (2.36)
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De (2.30) e (2.37), extrai-se uma subsequéncia de (u,)men, ainda denotada pelo mesmo

nome, tal que

U, — 1w em L®(0,T;V);
Uy — u em L0, T; H*(Q)).
Por argumentos similares aos do Teorema 2.1, obtém-se:

d

E(u(t),v) — u(Au(t),v) = (f(t),v) Yv €V no sentido de D'(0,T).

Dai, como no Teorema 2.1, tem-se que
u' € L*(0,T;L*())
u' — pAu = f, no sentido de L?(0,T;L*()).
De (2.42) tem-se em particular que
(/(t) = pAu(t) = f(t),v) =0,

para todo v € V. Portanto, a Proposi¢ao 4.1 do Apéndice, garante a existéncia

de p(t) € D'(2) tal que
—Vp(t) = u'(t) — pAu(t) — f(t) € L*(Q), q.s. em [0,7].

Dai conclui-se que
Vp(t) € L*(Q), q.s. em [0, T].

Ip(t)
8@-

do Apéndice, obtém-se

Isto diz que

p(t) € L*(Q), q.s.

e portanto

p(t) € H'(Q), quase sempre em [0, T).
Tem-se, para quase todo t € [0,T], que

—plAu(t) + Vp(t) = B(t) € L*(Q);
div(u(t)) =0 em
u(t) = 0 sobre T,

onde B(t) = f(t) — u'(¢).

(2.37)

(2.38)

(2.39)

(2.40)

(2.41)

(2.42)

(2.43)

(2.44)

€ L*(Q) para cada i = 1,2, ....,n. Logo, da Proposicdo 4.2 item (4)
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Portanto, invocando a Proposicao 4.3 do Apéndice, com o =2, m =0,9 = 0,¢ = 0,
tem-se que a aplicacao

pt) = {u(®), p(t)}

é linear continua do L*(Q) em H?(Q) x H'(2). Além disso, tem-se que
[w()llmz@) + [[PE) | 1@ < collB#))]},
donde, por ser € L?*(0,T;L*(Q)), temos
p € L*(0,T; H(Q)).

Como
u € L*(0,T; Hy(Q) NH*(Q)) e v’ € L*(0,T;L*()),
tem-se que
uecﬂQaﬂ{Hamr&Pmyv@mé)

Mas, [Hy(€2) N H*(Q),L*(Q)], = H)(Q) e div(u) = 0. Assim,

u € C[0,T]; V).

Para mostrar que u(0) = ug e a unicidade, faz-se exatamente como no Teorema 2.1.

Portanto, a prova do Teorema 2.2 esta concluida.



Capitulo 3

Controlabilidade Aproximada

Este Capitulo é devotado a estudar a controlabilidade aproximada do problema

0
2T e 0
div(u)=0 em @, (3.1)
u=0 em X
u(z,0) =upg(x) em €,
onde u(z,t) = (u(z,t), ....., un(x,t)) € o vetor velocidade do fluido moderado avaliado no

ponto (x,t), x = (z1,...,2,) € R" p = p(x,t) é a pressao do fluido avaliado no ponto
(z,t), p representa uma constante, ug(x) é a velocidade inicial.

A funcdo v € (L*(O x (0,7)))" que aparece no lado direito de (3.1) é denominado
controle. Note que, quando v varia em (L2(O x (0,7)))" a solucdo u de (3.1) depende de

(z,t) € Q e v a qual representa-se por
u(z, t,v).

Observagao 3.1. Pode-se supor uy = 0, pois sendo (3.1) linear, considera-se z solugdo

de
0
a—j—qu—i—VpO:O em @

div(z) =0 em @,
z=0 sobre >,

2(z,0) =uy em €.

37
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Logo, pode-se decompor u = & + z, onde & resolve

0
(9_§_ AE+Vp=vxo em @Q

div() =0 em @,
E=0 sobre Y,

(x,00=0 em Q,

com p = po + p1.
0

Portanto se f(x,t) = v(z,t)xo tem-se f € L*(0,T; H). Sendo uy = 0, segue-se do
Teorema 2.2, que a solugao forte u(.,.,v) do problema (3.1); pertence a C°([0,7];V) ou

seja u(.,t,v) € V C H.

Assim, dado uma funcio u’ em H nao é possivel obter v € (L*(O x (0,T)))" tal que

a correspondente solugao u(.,t,v) € V satisfaga
u(z, T,v) = u” (z).

Por este motivo indaga-se:

Existe uma sequeéncia (v;);jen de objetos de (L*(O x (0,T)))"
tal que a correspondente solucao u(.,t,v;) € V é tal que
u(., Tyv;) — ul' ()
forte em H quando j — 00 ?
Na verdade é isso que tem-se de provar. Pois isto é o que caracteriza a controlabilidade
aproximada, conforme Lions [29].

Define-se

RT) u(z, T,v), v € (L2(O x (0,T)))" onde u(x,t,v) é
uma solugao forte de (3.1) com f =vxp e ug =0

Teorema 3.1. O conjunto R(T') é denso em H.

Demonstragao: Para provar tal resultado, utiliza-se o teorema de Hahn-Banach ou o

teorema da projecao em um espacgo de Hilbert. Deve-se provar que,

se fE€H e (u(,T,v),f)y; =0 Vove (L*(Ox(0,T)))" entao f=0.
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De fato, dado f € H existe ¢(z,t) = (1(x,t), ..., ,(z, 1)) € Q e p € L*(0,T; L*())

solugao fraca de

—%— AYp+Vp=0 em Q

div() =0 em @,
=0 sobre X,

Y(x, T) = f(x) em €.

Com efeito, para ver isto, basta que no lugar de t se considere T' — t, isto é, fazendo a

mudanga de variaveis 7 =T — ¢ com ¢(x,7) = ¥(z,t), tem-se
P, ) = =/ (x,1).

Logo, o sistema (3.2) é equivalente a

g—f— Ap+Vp=0 em @

div(p) =0 em @,
p=0 sobre X,

o(x,0) = f(x) em .

com ¢ sendo a incognita.

Como o lado direito de (3.3); é igual a fungao nula e f € H, segue-se do Teorema 2.1,

do Capitulo 2, que (3.3) tem uma tnica solugao fraca. Isto é, ¥ é tal que

oY ~
5 T uAY +Vp =0

no sentido de L?*(0,7T;V").

Se u(z,t,v) é solugao forte de (3.1) entdo do Teorema 2.2

u(.,.,v) € C°[0,T); V)N L*0,T;V N H*(Q)).

Portanto, faz sentido avaliar

0 .
£08) = -5 — urg + 9

em u(z,t,v) na dualidade L?(0,T; V"), L*(0,T;V).

Observacao 3.2. Daqui em diante, denota-se

(¥, 2)(r2(0x 0,y = / yzdrdt e |2|¢20x 0 = /

Q

22(z, t)dxdt
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Formalmente, pode-se operar como se segue. Multiplica-se ambos os lados de (3.2)

por u(z,t,v) solugao forte de (1.13), integra-se em ) e notando que
(i) u(x,0,v) =0,
tem-se:

- T £+

WY {@ — /JAU} dzxdt +
Q

ot

/O (VD(t), w(t)) py-1 gy dt =0

para todo v € (L*(O x (0,7)))".

De (4.1) tem-se uma solugao forte, isto é,

Logo,
—(u(.,T,v), g+ /Qwv)(oda:dt —/0 (Vp(t),¥(t)) dt +

T
| TR0yt =0
para todo v € (L*(O x (0,7T)))".

Observacao 3.3. Note que

<Vp(t), u(t»(H*l)"X(Hé)" = <(D1p<t), T 7an(t)7 ) ) (ul(t)v to ’u”(t)»(H*l)"X(HS)" -

Z (Dip(t), U1>H—1xH5 = Z (p(t), Diui) o = — (p(t), Z Di%’) =

i=1 i=1 i=1

pois u(t) € V' e portanto div(u(t)) = 0.
0J

Note que, Yu,v € L*(0,T; V), da Observagao 3.3 e a identidade em (3.4) temos
—(u(.,T\v), )y +/ Yuxodrdt =0
Q

para todo v € (L*(O x (0,7)))".
Por hipotese, f € H é tal que

(u(.,T,v), f)y = 0 para todo v € (L*(O x (0,1)))".
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Entao,

/ Yoxodrdt = 0 para todo v € (L2((’) X (O,T)))n.
Q

Isso implica que

P(x,t) =0 em O x (0,T) q.s.

Mas O x (0,T) é um cilindro contido em @ e , sendo O C Q. Logo, pelo teorema de

Caroline Fabre de continuagao unica apresentado em [9], segue-se que

Y(x,t) =0 qg.s. em Q.

Note que ¢ é uma solugao fraca de (3.2), entao da regularidade, conforme Teorema

2.1 de existéncia, tem-se

v e C°([0,T]; H).

Assim, ¢(x,T) = 0. Portanto, de (3.2); implica que f = 0 e o Teorema 3.1 esta
provado.

Observagao 3.4. Dado T > 0 seja u’ € H. Como R(T) € denso em H existe uma
sequéncia v; € (L*(O x (0,T)))" tal que as solugdes fortes u(.,T,v;) de (3.1) converge

para u! forte em H. Logo, quando j — oo, temos
u(., T,v;) — u” ()

forte em H.

Diz-se, portanto, que se tem uma controlabilidade aproximada.

O proximo passo é a construcao das (v;)en.

3.1 Construgao da sequéncia (v;);en em (L*(O x (0,7)))"

Constroi-se uma sequéncia (v;);en para cada u” € H seguindo as idéias de Lions [29].

De fato, dado u” € H, deseja-se aproximar u’ por solugoes de (3.1), isto é, quando

variar v € (L*(O x (0,7)))" quer-se obter aproximagoes de u”.
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Note que, cada v € (L*(O x (0,T)))" representa os gastos do problema. Sendo o custo

a soma de todos os gastos, tem-se que
Lo

Quer-se obter custo minimo de forma que o estado, u(x,T,v), do sistema (3.1) fique
o mais proximo possivel do estado ideal u”.
Isto motiva definir o funcional custo

1 k 2
Tu(©) = lolGzoxomyr + 5 [ul To) = at Oy (3-5)

onde u’ ¢ dado, v varia em (L*(O x (0,7)))" e u(z,T,v) é uma solugao forte de (3.1)
associada a v com ug = 0.

Considere-se o seguinte problema de minimizagao:

Min Ji(v) (3.6)
v e (L0 x (0,T)))".
O Ji(v) deve ter para cada k € N, as propriedades:
e Semicontinuo inferiormente;
e Coercivo;
e Estritamente convexo,
para que o problema (3.6) tenha uma tnica solugao vg.
Antes de mostrar que o funcional J, satisfaz estas propriedades, note-se que
Je(v + AE) = %(U+/\§7U+)‘£)(L2(OX(O,T)))"+ 57

o | T

(u(., T,o+ A8 —u (), u(, T,o+ X)) —u' (1)), -

Por outro lado, para v,9 € (L?(O x (0,T)))" no lado direito de (3.1) tem-se u(x,t,v) e

u(x,t,v) solugoes fortes de (3.1) com ug = 0, isto ¢é,

t
W — pAu(z,t,v) + +Vp=vxo, q.s. em @
e
ou(x,t,0)

5 — pAu(z,t,0) + Vp = 0xo, q.s. em Q
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Somando-se e representando-se por z = u(z,t,v) + u(x,t,v), tem-se que

0
a—j — pAz +2Vp = [v + 9]xo, q.8. em Q.

Assim L(v 4 0) = L(v) + L(0), e alias, tem-se que L(fv) = BL(v), § > 0. Portanto a
correspondéncia

L:(L*O % (0,7))" = L*0,T;V)

dada por Lv = u(.,.,v), onde u é a solugao forte de (3.1) associada a v com ug(x) = 0., é

linear.

Observagao 3.5. L ¢ continuo. Com efeito, seja v, — v em (L*(O x (0,T)))" quando
m — oo, deve-se mostrar que L(v,,) — L(v) em L*(0,T;V).

Considere-se as solugoes fortes de (3.1) associadas a v, e v respectivamente. Logo,
representando-se por zp, = u(x,t,v,) — u(x,t,v), obtém-se
0
prie pAz + 2Vp = vy, — v]xo, ¢.5. em Q.

Dat, por uma estimativa, obtém-se
t
st om) = st o)y 4 [ s, o) = ules, o) ds <
0

T t
[ o= ot [t — s s
0 0

donde, pela desigualdade de Gronwall, obtém-se
T
[u(., t,vp) —ul., t,0) |3 + ,u/o (., s, vm) —ul.,s,0)|3ds < |vp, — v|?L2((’))><(0,T))"€T'
Como por hipdtese v, — v em (L*(O x (0,T)))" quando m — oo, tem-se
L(vy,) — L(v), quando m — oo,

forte em L*(0,T;V).

Afirmacgao 01. J, é semicontinuo inferiormente.

Demonstragao: De fato, seja v, — v forte em (L*(O x (0,7)))". Entao

U — v fraco em (L*(O x (0,7)))". (3.8)
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Da Observacao 3.5 segue-se que

u(, Ty vm) = u(., T,v) forte em V.
Como V C H com imersao continua, tem-se

(., Tyvy) = u(., T,v) forte em H.

Em particular,

(e, Ty vy) — u(., T,v) fraco em H.

Logo,

u(., T,vy) —ul () = u(.,T,v) —u'(.) fraco em H.

De (3.8) e (3.9), tem-se que

.. .. 1 k
it (o) = it {21000+ § [0 Totm) = 7O | 2

2

m—0o0 m—0o0

m—0o0 mM— 00

1 k 2
§|U|?L2(O><(O,T)))” + 5 u(., T,v) - UT(-)‘H = Ji(v).

Entao

liminf Jg(vy,) > Ji(v),

m—00

o que caracteriza a semicontinuidade inferior de Jj.

Afirmagao 02. J, é coercivo.

Demonstracao: De fato, deve-se mostrar que

lim inf iV = 00,

onde Hp = (L*(O x (0,T)))".
De (3.5), tem-se

o 1 . k 2
lim inf {§|Um|?L2(0x(o,T)))"} + lim inf {E [u(, T, vm) —u" ()], }

Je(v) 1| Elu(.,T,v) —ul ()%
- U|Ho +3 y
|U|HO 2 2 |U|Ho
logo
J) 1 k Tow) — uT ()2
timinf 2 > L ping ol + 5 timing 2070 Z 0 Ol
olfg, o0 [Vl o 2 ol o0 2 ol o0 0] e

(3.10)
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Como L ¢é linear continuo e u? € H é dado, segue-se que
1L(v) = u" ()] = u(, T,v) —u"()|n

¢ limitado. Logo,
_ T2

2 [v|Hp —00 ”U|Ho

=0

para cada k € N.
Portanto, para cada k € N, segue-se, de (3.10), que

Observagao 3.6. Derivada de Gateaur sequndo o vetor £ € (L*(O x (0,7)))".

Por definicao, a derivada de Gateauz € dada por

1

(T(0), ) = J{(0)€ = lim < [elw+X6) — Je(o)] = (v -+ X6) o,

para A # 0.
De (3.7), tem-se

1
T+ A8 = 5 (0 4+ A& 0+ A (12001 +
(3.11)

k
B (Ll 28 — (. Lo +26) — () .
Tomando a derivada de Ji(v+ X§) com respeito a A, em (3.11), obtém-se para A =0 :

d
aJk(v + Af) |)\:0: (U, f)(LQ(@X(QT)))” + k’(LU — UT(.), Lf)H

Cdlculo

d d , ‘ .
Observe que ﬁL = La pela linearidade de L. Entao

% {g (L(v+28) —u" (), L{v+ ) - uT(-))H] L

[g (L& Lo+ A&) —u™ (), + g (L(v+Ag) —u" (), Lf)H] =

A=0

: { (L(v+A8) —ul (), LE) ,; + (L&, L(v + X&) — uT(.))Hl -

2 A=0

k(L(v) —u"(.),LE),, -
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Da Observacao 3.6, tem-se

Ji(v).£ = (v, &) 2 ox o))" + k(Lo —u"(.), LE)u, (3.12)

para todo & € (L?(O x (0,7)))".

]
Afirmacgao 03. Para cada k € N, J; é estritamente convexo.
Demonstragao: Deve-se mostrar, para cada 0 < A < 1, que
e+ (1= 0)8) < M) + (1= \)J(8),
para & # v.
e 1ato, como |v|z2 n € uma norma em X tem-se que
De fato, [vl(z20x 0" € (L*(O % (0,1)))", q
1 A (1—=2X)
A0+ (1= V&R 0xom < 510Gz oxomyr + =5 [Eliox0m)
1
Portanto, se 7 é o funcional dado por Tx(v) = §|U‘%2(0x(0,:r))7 segue-se que
Te(Av 4+ (1 = X)) < AXTi(v) + (1 = N)Tr(§). (3.13)

Por outro lado, considere o funcional Ji,(v) definido por Ji,(v) = &|u(., T, v) —ul(\)[%.

Logo, de (3.12) tem-se

I+ 06) L= b (Lo =T (), 16) . (3.14)

Como

, temos

Tu(0+6) = S (L) T (), Lot&) " () = & (Lo + L~ (). Lo+ LE —u"())

segue-se que

Jp(v+ &) — Jp(v) = g (Lv—u" + L& Lo —u" + LE) , — §<LU —ul (), Ly —ul () =

k d -
§|Lf|§1 +k(Lv—u" L&), >k (Lv—u",LE), = d—ka(U + 0€) |p=o -

Portanto,

Je(v+€) — Jp(v) > —Jp(v + p€) |p=0 - (3.15)

A
dp



Capitulo 3. Controlabilidade Aproximada 47

Observacao 3.7. A desigualdade (3.15) garante que Jy € convezo. De fato, para todo
v, € (L0 x (0,7)))" e A € [0,1] sejaw = Iv+ (1 —N)E. Portanto

d - N N
d—ka(’U + phi) [p=0< Ji(§) — Jk(w)

d - o ~
d—ka(v + pha) p=0< Je(v) = Jp(w),

onde hy = AN —v) ehy = (1= X)(v=2¢).

ASSim,
A\ k é k el dp k Pf p=0=_ 1 \ k k )
donde

O

Como, Ji(v) = Ti(v) + Ji(v), tem-se de (3.13) e da Observacio 3.7 que, para todo
v,§ € (L*(O % (0,7)))" e A € [0,1]

Je(A0 4 (1= A)€) < Mi(v) + (1= N)Ji ().

O que prova a afirmacao.
]
Assim, do que foi provado acima, segue-se, para cada k € N, que existe uma solugao
vy de (3.6).
Portanto, conclui-se que, se vy é a tnica solu¢ao do problema de minimizagao (3.6), ela
¢ uma solugdo da equacio de Euler-Lagrange Jj (v;).£ = 0 para todo € € (L*(O x (0,7)))".
Isto é,
(8, &) (2o 0.y + F (s Toop) —utu(, T,6)) ;=0 (3.16)
para todo & € (L?(O x (0,7)))", conforme (3.12).
O proximo passo agora é mostrar que a sequéncia (ug)ken, ur(z,T) = u(z, T, vy)

pertencente a V' C H é tal que
up — ul forte em H.
Como v é minimo, tem-se que

Ji(vg) < Ji(0) = §|UT()|H,
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pois (3.1) tem uma tnica solugdo para v, k € N, e v = 0 no lado direito de (3.1) com

up = 0 tem uma tnica solu¢ao u = 0. Como
J, _ 1 2 E T A 2
k(ox) = 2‘“’c|(L2(0x(o,T)))" + 2\u(., op) —uw ()],

tem-se que

1
E|Uk‘%L2(0x(o,T)))" +lu(, Toop) = u" (] < Ju" ()l (3.17)

Logo de (3.17) tem-se:

1 ) e > 0
—y é limitada em (L“(O x (0,7)) (3.18)
oM ( )
(u(-, T, vok) = u'(.)), o € limitada em H. (3.19)

Portanto, existe uma subsequéncia, ainda denotada por u(., T, vy), tal que
u(., T,v;) —ul()) = ¢ fraco em H. (3.20)

Da equacgao de Euler (3.16) obtém-se:

1

E(Umf)(ﬂ(m(oy)))n + (u(, T) =" (), u(., T,€)),, =0 (3.21)

para todo £ € (L?(O x (0,T)))" e k € N.
Note-se, de (3.18), que

1 1 /1
El(vk,é“)(mwx(om)))" < 7k (ﬁlvklwwx(om))”) €l z20x 0" <

(L )
\/E \/E (L?2(0x(0,T))) 3

converge para zero, quando k — oo, para todo £ € (L*(O x (0,T)))

n
Além disso, como

(u(.,T, vp) —u’ (), u(., T, 5))H — (o, u(., T,8)) g

quando k — oo, tem-se que
(¢7 U(., T) 5))H = 0
para todo & € (L?(O x (0,7)))".

Por outro lado, da densidade de R(T') em H, segue-se que
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para todo h € H. Logo,

donde, de (3.20), segue-se
u(., T,v) — u”(.) fraco em H.

Prova-se agora, que esta convergéncia é de fato, forte em H.
Com efeito, quando v varia em (L*(O x (0,7)))" a familia u(x, T, v) de solugoes fortes
de (3.1) com uy = 0 ¢é denso em H. Portanto, para todo € > 0, seja © € (L*(O x (0,T)))"

a correspondente solugao u(x, T, 0) que satisfaz
lu(., T,0) —ul()|g <e. (3.22)

Do problema (3.6), tem-se
Je(vx) < Ji(0),

donde segue-se que

2 k 2

1 k N ~
i\vkﬁy(m(o,ﬂ))” + Slu(, T, vg) — UT(‘)HH < |U’(L2((’)><(O,T)))" + §|U(-7T7U) - UT(‘) H

2

Dividindo por 5 segue-se

1
0 < fu(,Tyoe) = u" Ol < Zloeltzox oy + 1l Trow) =t ()l <

Lo

A

E‘Ul(LQ(OX(U,T)))” + [u(, T,8) —u” ()3,

logo, de (3.22) tem-se que
lim |u(.,T,v) —ul ()| =0,

k—oo

quando k — oo. Provando que

u(., T,v) — v’ () forte em H.



Capitulo 4
Apéndice

Neste apéndice apresentaremos alguns resultados béasicos que achamos pertinentes para
seguimento deste trabalho. Para alguns nao apresentaremos a demonstragao, apenas
citaremos a referéncia de onde se encontra.

Com efeito, temos

VY = {u € D(Q),div(u) = 0},
H = o fecho de V em L*(Q),
V = o fecho de V em Hy ().
Considera-se 2 um aberto do R™ e p uma distribuic¢ao sobre 2, p € D'(€2). Logo, para

algum v € V, temos
< grad(p),v >= Z < Dip,v; >= — Z < p,Div; >= — < p,div(v) >= 0, (4.1)
=1 =1

porque, v € V.

Nota-se também que a reciproca desse resultado é verdadeira, isto é,

Proposicao 4.1. Sejam Q um aberto do R" e f = {f1,---,fu}, fi € D'(Q), i =

1,2,--- ,n. Uma condi¢do necessdria e suficiente para

f=grad(p), p e D'(Q)

€ que

< f,vr>=0, VveV.

Este resultado foi provado por De Rham em [52]. Em situagoes praticas ele é muito

importante, pois, gracas a este, pode-se recuperar a pressao nas equacoes de Navier-Stokes.

20
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Apesar da Proposicao 4.1 ser uma boa forma de caracterizar a gradiente da pressao,

deve-se obter mais propriedades para fins praticos. De fato, seja

13@) = {pe 2@, [ plorte =0},
Q
as seguintes proposi¢ao dao caracteristicas melhores para a pressao.
Proposicao 4.2. Seja ) uma aberto limitado Lipschitziano do R™.

(i) Se a distribuicao p tem todas as derivadas de primeira ordem D;p, 1 < i <n, em

L*(Q), entao p € L*(Q2) e
1Pllzz0) < c(Q)lgrad(p)l| gz o)- (4.2)

(11) Se a distribuicao p tem todas as derivadas de primeira ordem D;p, 1 <i <mn, em

H7YQ), entao p € L*(Q) e
1Pl 22(0) < c(Q)||grad(p)|| g-1(0)- (4.3)

(iii) Em ambos os casos, se Q) € apenas um aberto do R™, p € L2, ().

Demonstragao: Veja Temam [52]. n

Observagao 4.1. Seja ) apenas um aberto do R", entdao, combinando as proposi¢oes

4.1 e 4.2, vemos que, se f € H'(Q) (ou f € L} () e (f,v) =0, Y v €V, entio

loc

f = grad(p) com p € L% (). Entretanto, se Q for um aberto limitado Lipschitziano,

loc

entao p € L*(Q) (oup € H'(Q)).

Observacao 4.2. A parte (it) da proposi¢ao 4.2 implica que o operador gradiente é um

isomorfismo de L3(Q) em H~(Q); portanto a imagem desse operador linear ¢ fechada.

Denotaremos o expoente de Sobolev por o para que nao haja confusao com a pressao

p.

Proposicao 4.3. Sejam Q) um aberto limitado de classe C", r = max(m + 2,2), m

inteiro positivo. Vamos supor que

ue W(Q), peW'(Q), 1<a< oo,
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sao solucoes do problema de Stokes:

—nA(u) + grad(p) = f em
div(u) =g em
You = ¢ isto € u=¢ sobre T.

Se f € W™(Q), g€ W™h(Q) e ¢ € W2 a(T), entiio
u€ WA(Q), p e W'he(Q)
e existe uma constante co(c, v, m, Q) tal que

[[ul] w20y + Pl wm+te@nr <
< cof I f1lwrme) + gl wmrae)+
+H¢HW’”+27é,a(l—\) + dOéHuHLQ(Q)}a

onde do = 0 para o > 2, dy = 1 para 1 < a < 2 ¢ W o) = 4 W22(Q) estd
equipado com a norma
||¢HW’U+2—%,Q(F) — 'yolil:fw ||u||Wm+2,a(Q).

Observagao 4.3. Faz-se notar que a Proposicao 4.3 nao é um teorema de existéncia para
uma solug¢ao reqular (u,p) do problema de Stokes, ela dar somente um resultado sobre a

reqularidade de uma eventual solugao.
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