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Resumo

Estudamos neste trabalho a controlabilidade aproximada para o sistema de equação

de Navier-Stokes: ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂u

∂t
− µ∆u+∇p = f em Q

div(u) = 0 em Q,

u = 0 em Σ,

u(x, 0) = u0(x) em Ω,

,

onde u(x, t) = (u1(x, t), ....., un(x, t)) é o vetor velocidade do fluido moderado avaliado

no ponto (x, t), x = (x1, ..., xn) ∈ Rn, p = p(x, t) é a pressão do fluido avaliado no ponto

(x, t), µ representa uma constante, u0(x) é a velocidade inicial. Ω é um aberto bem regular

do Rn, Q = Ω× [0, T ], Σ = ∂Q.

Palavras-chave: Sistemas de equações de Navier-Stokes, Teoria do Controle, contro-

labilidade aproximada.
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Abstract

In this work we study the aproximated controllability for the Navier-Stokes equations∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂u

∂t
− µ∆u+∇p = f in Q

div(u) = 0 in Q,

u = 0 in Σ,

u(x, 0) = u0(x) in Ω,

,

where u(x, t) = (u1(x, t), ....., un(x, t)) is the moderate velocity vector fluid on the point

(x, t), x = (x1, ..., xn) ∈ Rn, p = p(x, t) is the pressure of the fluid avaliado on the point

(x, t), µ represents a constant, u0(x) is the initial velocity. Ω is a regular open set of Rn,

Q = Ω× [0, T ], Σ = ∂Q.

Keywords: System of Navier-Stokes equations, Control Theory, aproximated con-

trollability.
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Capítulo 1

Introdução

Quando em 1990, durante as Jornadas Hispano-Francesas sobre Controle de Sistemas

Distribuídos, Jacques Louis Lions1 introduziu, pela primeira vez, o conceito de contro-

labilidade aproximada para equação do calor [29], criou-se assim uma imensa família de

problemas aproximadamente controláveis.

Neste encontro, J.L. Lions mostrou que a controlabilidade aproximada era uma conse-

quência do Teorema de Hahn Banach quando se trabalha com um funcional que representa

os custos para obter tal tipo de controlabilidade. Além disso, deu uma caracterização dos

controles que aproximam o estado ideal do sistema por meio das soluções de um sistema

de otimalidade.

Neste mesmo encontro, disse que o método poderia ser aplicado ao Sistema de Navier-

Stokes linearizado e na bibliografia do trabalho [29] mencionou que a prova estava contida

em suas notas de aulas do College de France 1990/1991. Ele não as publicou, sendo

demonstrado por L. A Medeiros por meio do Teorema de Mizohata [34] e C. Fabre [10]

no caso geral.

O fator essencial no estudo desta teoria é o que se denomina de Teoremas de Conti-

nuação Única, pois é comum em problemas de controlabilidade aproximada saber:

"se a solução da equação de estado é nula em um cilindro ω

contido no cilidro Q do Rn+1, então o princípio da continuação

única afirma que ela é nula no cilindro Q."

1J.L.Lions 1928-2001

1
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Figure 1.1: Uma situação para o teorema

Isto é essencial, porque permite concluir exatamente se o sistema é aproximadamente

controlável. A questão é que, os teoremas de continuação única dependem da natureza do

problema em questão. Para tal, muitos autores tem conseguido teoremas de continuação

única para diversos problemas, entre as quais pode-se citar, teorema da continuação de

Mizohata [34], quando os coeficientes do operador que aparece no sistema são analíticos.

Quando os coeficientes do operador são funções limitadas e mensuráveis, a controlabilidade

aproximada foi investigada, entre outros autores, por C. Fabre [10], onde ela provou a

propriedade da continuação única para esse caso geral relativo ao sistema de Navier-

Stokes. A mesma generalização da continuação única de Mizohata pode ser encontradas

em Saut-Scheurer [47]. No presente trabalho utiliza-se o resultado de continuação única

da C. Fabre [10].

Desde a publicação do artigo [29], a controlabilidade aproximada tem sido motivo de

estudo de muitos autores, entre as quais pode-se citar entre outros: Lebeau [11] no caso

linear, Fabre [10], Fabre-Puel-Zuazua [12], Fernandez-Zuazua [13], Zuazua [59], caso não

linear.

Para o caso de sistema distribuídos com as semilinearidades do tipo f(u) e f(u,∇u)

a situação é mais complicada, veja por exemplo Zuazua [59], [13] respectivamente, onde

o autor exige que as semilinearidade tenham algumas restrições afim de linearizá-las e

em seguida aplicar o teorema do ponto fixo de Schauder. A partir daí, a controlabilidade
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aproximada é obtida como no caso linear. Isto representou um passo importante nesta

teoria, pois é possível obter resultado de controle aproximado para sistema distribuídos

semilineares. Outros autores deram outras contribuições, mostrando ser possível obter

resultados semelhantes em domínios não cilíndricos e até mesmo não limitados, como se

pode ver em; Medeiros-Límaco [32] e Silvano [48], Solimar [49] respectivamente.

1.1 O Modelo

Considere uma região do R3 ocupada por um fluido em movimento. Suponha-se que

esta região seja um aberto limitado Ω, cuja fronteira representa-se por Γ, a qual admite-se

ser bem regular contendo o fluido. A normal externa à Γ representa-se por η.

Figure 1.2: Ω ⊂ R3 com fronteira Γ e normal η

Entende-se por fluxo do fluido através de Γ a massa de fluido que atravessa Γ na

direção da normal η na unidade de tempo. Considere um elemento dΓ de Γ e seja u

o vetor velocidade das partículas, isto é, u(x, t) = (u1(x, t), u2(x, t), u3(x, t)) onde x =

(x1, x2, x3) ∈ R3. Representando por ρ(x, t) a densidade do fluido, resulta que o fluxo de

fluido através de Γ na direção da normal é∫
Γ

ρ(x, t)u(x, t)η dΓ.

A massa de fluido no interior de Ω é dada por

M(t) =

∫
Ω

ρ(x, t) dx.
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Figure 1.3: Fluxo através de dΓ

A variação da massa M(t) é dada por

dM

dt
=

∫
Ω

∂ρ

∂t
dx.

O fluxo de fluido que entra em Ω através de Γ é

−
∫

Γ

ρ(x, t)u(x, t)η dΓ,

na unidade de tempo. Assim, do princípio da conservação da massa, obtém-se∫
Ω

∂ρ

∂t
dx+

∫
Γ

ρ(x, t)u(x, t)η dΓ = 0

em cada instante. Do teorema da divergência, obtém-se∫
Ω

{
∂ρ

∂t
+ div(ρu)

}
dx = 0

para cada aberto limitado. Logo, tem-se a equação de continuidade

∂ρ

∂t
+ div(ρu) = 0

quase sempre em Ω.

Supondo que x(t) = (x1(t), x2(t), x3(t)) é derivável, tem-se

dρ

dt
=
∂ρ

∂t
+ (∇ρ, u).

Sendo div(ρu) = ρ div(u) + (∇ρ, u), tem-se da equação da continuidade que

dρ

dt
+ ρ div(u) = 0 em Ω.
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Sendo ρ uma constante, porque supõe-se o fluido imcompressível, obtém-se

div(u) = 0 em Ω.

O momentum de Ω, supondo-se ρ = 1, é

m(t) =

∫
Ω

u(x, t) dx.

A variação do momentum no tempo é

dm

dt
=

∫
Ω

du

dt
dx.

Esta variação deve ser igual a resultantes das forças aplicadas em Ω, elas são de duas

espécies

(i) Volumétricas aplicadas em Ω de densidade f(x, t) = (f1(x, t), f2(x, t), f3(x, t)).

(ii) Tensões internas e viscosidades na fronteira Γ de Ω cujas componentes supõem-se

da forma

Fi(x, t) =
3∑
j=1

ξij(x, t)ηj, i = 1, 2, 3,

onde ηj representa as componentes do vetor unitário−→η a normal externa à fronteira

Γ e ξij(x, t) tensor de tensões de Cauchy.

Do equilíbrio entre as forças e a variação do momentum (Lei de Newton), resulta que∫
Ω

du

dt
dx =

∫
Ω

f(x, t)dx+

∫
Γ

F (x, t)dΓ. (1.1)

Observação 1.1. Alterações nas propriedades de um fluido em movimento podem ser

medida de duas maneiras diferentes. Pode-se medir uma determinada propriedade, quer

pela realização da medição em um ponto fixo no espaço onde as partículas do fluido pas-

sam, ou seguindo uma porção de fluido ao longo da sua trajetória. A derivada de um

campo no que diz respeito a uma posição fixa no espaço é chamado de derivada Eule-

riana enquanto a derivada segundo o movimento de uma porção do fluido é chamada de

derivada convectiva.

A derivada convectiva é definida como

du

dt
:=

∂u

∂t
+ u.∇u. (1.2)
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O primeiro termo do lado direito da equação acima é a derivada Euleriana ordinária, isto

é, a derivada sobre uma referência fixa, representando mudanças em um ponto em relação

ao tempo. Enquanto que o segundo termo representa uma quantidade de alterações no que

diz respeito à posição. Esta derivada "especial" é, na realidade, a derivada ordinária de

uma função de muitas variáveis ao longo de um percurso na sequência do movimento de

fluidos, que pode ser obtido facilmente através da aplicação da regra da cadeia.

Por exemplo, a medição das mudanças na velocidade do vento na atmosfera pode ser

obtida com a ajuda de um anemômetro em uma estação meteorológica ou montá-lo em

um balão meteorológico. O anemômetro no primeiro caso é a medição da velocidade de

todas as partículas que se deslocam a passar por um ponto fixo no espaço, enquanto que

no segundo caso, o instrumento está medindo mudanças na velocidade em que se move

com o fluido.

�

Vejamos porque o uso da derivada Euleriana ordinária não é suficiente quando dese-

jamos saber a variação de velocidade, aceleração de uma partícula supondo esta movimen-

tando-se juntamente com o fluido. Para evitar confusão, esclarecemos que é comum em

Física considerar uma partícula de um fluido não uma molécula, (ou átomo) compositora

(compositor) do fluido em si, mas sim um pequeno aglomerado do fluido. Trata-se de

um estudo macroscópico em certo sentido. Consideremos uma partícula no instante t0

na posição (x0, y0, z0). Após um instante ∆t, ela estará (lembre-se que a partícula está

movendo-se juntamente com o fluido) na posição (x0 + ∆x, y0 + ∆y, z0 + ∆z). Tratemos,

resumidamente, então de movimento desde P = (x0, y0, z0, t0) até P ′ = (x0 + ∆x, y0 +

∆y, z0 + ∆z, t0 + ∆t), como na figura a seguir.

Assim, se a função que descreve o movimento para tais partículas for u(x, y, z, t) (para

uma partícula que está em (x, y, z) no instante t), então supondo u diferenciável temos

que, se o deslocamento de P até P ′ for suficientemente pequeno (e ∆t também),

u(x0 + ∆x, y0 + ∆y, z0 + ∆z, t0 + ∆t) = u(x0 + ux∆t, y0 + uy∆t, z0 + uz∆t, t0 + ∆t) =

= u(x0, y0, z0, t0) +
∂u

∂x
ux∆t+

∂u

∂y
uy∆t+

∂u

∂z
uz∆t+

∂u

∂t
∆t.

Aqui utilizamos o fato de que para deslocamentos pequenos, temos ∆xj ∼= uxj∆t.

Logo, se desejamos calcular ∆u
∆t

:

∆u

∆t
=
∂u

∂x
ux +

∂u

∂y
uy +

∂u

∂z
uz +

∂u

∂t
.
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Figure 1.4: Deslocamento de um ponto P = (x0, y0, z0, t0) até

P ′ = (x0 + ∆x, y0 + ∆y, z0 + ∆z, t0 + ∆t)

Isto nos dá a derivada convectiva enunciada acima. Note que um fluido pode estar

acelerado e mesmo assim ter
∂u

∂t
= 0. E este fato não é incomum! Podemos ter um fluido

em movimento circular com aceleração ordinária
∂u

∂t
= 0 mas acelerado! É que ele está

com aceleração centrípeta não-nula. A derivada convectiva explica isso. �

Substituindo (1.2) em (1.1) tem-se que∫
Ω

{
∂u

∂t
+ u.∇u

}
dx =

∫
Ω

f(x, t)dx+

∫
Γ

F (x, t)dΓ. (1.3)

Passando às componentes obtém-se:∫
Ω

{
∂ui
∂t

+
3∑
j=1

∂ui
∂xj

uj

}
dx =

∫
Ω

fi(x, t)dx+

∫
Γ

3∑
j=1

ξij(x, t)ηjdΓ, (1.4)

i = 1, 2, 3.

Do Lema de Gauss, segue-se que

3∑
j=1

∫
Γ

ξij(x, t)ηjdΓ =
3∑
j=1

∫
Ω

∂

∂xj
ξij(x, t)dx. (1.5)

Substituindo (1.5) em (1.4) obtém-se∫
Ω

{
∂ui
∂t

+ u.∇ui
}
dx =

∫
Ω

fi(x, t)dx+
3∑
j=1

∫
Ω

∂

∂xj
ξij(x, t)dx (1.6)
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para i = 1, 2, 3 em cada instante t e para cada Ω. Daí, resulta que

∂ui
∂t

+ u.∇ui = fi(x, t) +
3∑
j=1

∂

∂xj
ξij(x, t) (1.7)

para i = 1, 2, 3.

A equação (1.7) é chamada de equação do momentum de Cauchy. O princípio

da tensão de Cauchy afirma que, quando sobre um meio contínuo agem forças, isto é,

forças na superfície e no interior, existem reações internas (forças), ao longo de todo o

meio, agindo entre os pontos do material. Com base neste princípio, Cauchy demonstrou

que o estado de tensão em um ponto no meio está completamente definido pelas nove

componentes de um tensor cartesiano de segunda ordem chamada de tensor de tensões de

Cauchy, dado por

ξij =


ξxx τxy τxz

τyx ξyy τyz

τzx τzy ξzz


onde o ξ é a tensão normal e τ é a tensão de corte. Este tensor é dividido em dois

ξij =


−p 0 0

0 −p 0

0 0 −p

+


ξxx + p τxy τxz

τyx ξyy + p τyz

τzx τzy ξzz + p

 = −pδijI + σij

onde I é matriz identidade 3×3, δij = 0 se i 6= j e δij = 1 se i = j, p = −1
3

(ξxx + ξyy + ξzz)

é a pressão do fluido e o σij na equação acima é chamado de tensor de tensões de

desvio. Mais detalhes, podem ser vistos em Batchelor [2].

Logo,
3∑
j=1

∂

∂xj
ξij = − ∂p

∂xi
+

3∑
j=1

∂σij
∂xj

Assim, a equação (1.7) pode ser escrita como

∂ui
∂t

+ u.∇ui = fi(x, t)−
∂p

∂xi
+ div(σi)

para i = 1, 2, 3.

Escrevendo de modo compacto a equação acima obtém-se

∂u

∂t
+ u.∇u = f(x, t)−∇p+ div(σ)



Capítulo 1. Introdução 9

Portanto o movimento de fluidos incompressíveis é descrito pelo sistema de equações
∂u

∂t
+ u.∇u+∇p = div(σ) + f(x, t), x ∈ Ω, t > 0,

div(u) = 0, x ∈ Ω, t > 0,

(1.8)

onde σ = (σik) é o tensor de tensões de desvio, trσ = 0, p é a pressão do fluido e f é

a força externa. A equação acima ainda está incompleta. Para a conclusão, é necessário

formular hipóteses sobre a forma de σ, ou seja, necessita-se de uma lei constitutiva para

o tensor tensões, que pode ser obtido para uma família de fluidos específicos.

A introdução em (1.8) da variação no tensor de tensões σ tem o propósito de consi-

derar reações que surgem no fluido durante seu movimento. Estabelecendo, por meio da

Lei de Hooke, a relação entre σ e o tensor de deformações linearizado D = (Dik) =
1

2
(uixk + ukxi) e suas derivadas, tem-se assim o tipo de fluido. Uma tal relação entre σ e

D é o que chama-se de equação reológica ou uma equação de estado veja por exemplo

Serrin [16] e Clifford [6]. O exemplo mais simples de uma equação reológica correspon-

dendo a um fluido incompressível ideal é a equação σ = 0, e neste caso, o movimento de

um fluido incompressível ideal é descrito pela equação de Euler∣∣∣∣∣∣∣
∂u

∂t
+ u.∇u+∇p = f

div(u) = 0.

(1.9)

O axioma de Stokes, veja Serrin [16] e Ladyzhenskaya [23], constitui o sistema mais

popular entre todos os axiomas que descrevem o movimento de fluidos viscosos. Um fluido

o qual é definido pela equação que satisfaz o axioma de Stokes são ditos fluidos de Stokes.

Para tais fluidos incompressíveis a equação definida tem a forma (veja [16]-[23])

σ = αD + βD2, (1.10)

onde α e β são funções específicas.

Se em (1.10) α ≡ constante ≡ 2ν > 0 e β ≡ 0 tem-se a lei de Newton

σ = 2νD. (1.11)

Um fluido definido pela equação (1.11) é dito um fluido Newtoniano. Substituindo

(1.11) em (1.8) obtém-se a equação de movimento de um fluido Newtoniano, o qual é

chamada de equação de Navier-Stokes:∣∣∣∣∣∣∣
∂u

∂t
+ u.∇u− ν∆u+∇p = f

div(u) = 0.

(1.12)
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A constante ν é chamada de coeficiente de viscosidade cinemática.

Agora notemos que na fórmula da derivada convectiva
du

dt
=
∂u

∂t
+u.∇u podemos supor

que o fluido está movimentando-se com velocidades moderadas, isto é, que em pequenas

variações do tempo há uma pequena variação no espaço. Isto significa, que as quantidades

∆x, ∆y, ∆z são insignificantes para ∆t pequeno, já que ∆xj = uxj∆t. Podemos, então,

omitir a parte u.∇u da derivada convectiva. Alguém poderia argumentar que se isto é

possível, então por que não omitir aquilo logo no início dos cálculos? A resposta é que

isto é apenas uma aproximação, e a experiência nos diz que aproximações grotescas não

devem ser feitas logo no início de deduções de equações diferenciais.

1.2 O Propósito do Trabalho

O que propõe-se neste trabalho é obter a controlabilidade aproximada para o sistema:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂u

∂t
− µ∆u+∇p = f em Q

div(u) = 0 em Q,

u = 0 em Σ,

u(x, 0) = u0(x) em Ω,

(1.13)

onde u(x, t) = (u1(x, t), ....., un(x, t)) é o vetor velocidade do fluido moderado avaliado no

ponto (x, t), x = (x1, ..., xn) ∈ Rn, p = p(x, t) é a pressão do fluido avaliado no ponto

(x, t), µ representa uma constante, u0(x) é a velocidade inicial.

A função f assumirá a seguinte forma:

• No Capítulo 2, f será apenas uma função dada em algum espaço adequado.

• No Capítulo 3, f = vχO, onde v será a função controle distribuída em O.

Este trabalho divide-se em: No Capítulo 2 estuda-se a existência, unicidade e re-

gularidade de soluções forte e fraca, necessárias para o estudo da controlabilidade. No

Capítulo 3 assumindo a existência e unicidade de soluções, caracterizar-se-á o estudo da

controlabilidade aproximada para o sistema (1.13).

Passemos agora a alguns resultados que serão usados livremente no restante deste

texto.
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1.3 Os espaços Lp(Ω)

Aqui todas as integrais tomadas sobre o conjunto Ω são integrais no sentido de

Lebesgue. Supomos conhecidas as definições "mais simples" da teoria de Medida, como

conjuntos mensuráveis, funções mensuráveis a Lebesgue, etc.

Definição 1.1. Sejam 1 ≤ p < ∞ e Ω ⊂ Rn um conjunto mensurável. Definimos o

espaço de funções Lp(Ω) por

Lp(Ω) = {f : Ω→ R; ‖f‖p <∞},

onde

‖f‖p =

(∫
Ω

|f(x)|pdx
) 1

p

.

Para o caso de p =∞, definimos

L∞(Ω) = {f : Ω→ R; ‖f‖∞ <∞},

onde

‖f‖∞ = sup ess
x∈Ω

|f(x)| = inf{C > 0; |f(x)| ≤ C quase sempre }

Definição 1.2. Seja Ω ⊂ Rn um conjunto aberto e 1 ≤ p < ∞. Dizemos que uma

função f : Ω→ R é localmente p-integrável em Ω, e denotamos f ∈ Lploc(Ω), se para todo

compacto K ⊂ Ω temos (∫
Ω

|fχK(x)|pdx
) 1

p

<∞,

onde χK é a função característica de K.

Teorema 1.1 (Desigualdade de Hölder). Suponhamos 1 < p < ∞ e 1
p

+ 1
q

= 1. Se

f ∈ LP (Ω) e g ∈ Lq(Ω), então o produto fg está em L1(Ω) e vale

‖fg‖1 ≤ ‖f‖p‖g‖q.

�

Teorema 1.2 (Desigualdade de Minkowski). Suponhamos 1 < p < ∞ e f, g ∈ LP (Ω).

Então

‖f + g‖p ≤ ‖f‖p + ‖g‖p.

E f + g ∈ LP (Ω).
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�

Teorema 1.3. Os espaços Lp(Ω) são de Banach, se 1 ≤ p ≤ ∞.

�

Passemos agora para as convoluções. Sejam f, g ∈ L1(Rn). Para cada x, consideremos

u(x) =

∫
Rn
f(x− y)g(y)dy.

Quando tal integral existe, isto é, é finita, dizemos que u é a convolução de f por g e

denotamos u(x) = (f ∗ g)(x).

Propriedades da convolução

Sejam f e g como acima. Suponhamos que (f ∗ g)(x) exista, para todo x ∈ Rn. Então

temos as seguintes propriedades:

a) f ∗ g = g ∗ f ( Comutatividade);

b) (f ∗ g) ∗ h = f ∗ (g ∗ h) (Associatividade);

c) Se definirmos τyf(x) = f(x − y) (translação de ordem y de f), então τz(f ∗ g) =

(τzf) ∗ g = f ∗ (τzg).

�

Sabendo disso, temos o seguinte teorema.

Teorema 1.4. Suponhamos 1 ≤ p, q, r < ∞ tais que 1
p

+ 1
q

= 1
r
. Se f ∈ Lp(Rn) e

g ∈ Lq(Rn), então f ∗ g ∈ Lr(Rn) e vale

‖f ∗ g‖r ≤ ‖f‖p‖g‖q.

�
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1.4 Distribuições

Definição 1.3. Dado um aberto Ω ⊂ Rn, definimos o suporte de u, onde u é uma função

mensurável, por

supp u = {x ∈ Ω;u(x) 6= 0}.

Introduziremos agora uma notação para derivadas mais gerais às que estamos acostu-

mados a trabalhar.

Assim, dizemos que uma k−upla de inteiros não-negativos α = (α1, α2, . . . , αk) é um

multi-índice, com ordem |α| =
∑k

i=1 αi.

Sabendo disto, definimos o operador de derivação de ordem α por

Dα :=
∂|α|

∂xα1
1 . . . ∂xαkk

.

Estamos aptos para a seguinte definição:

Definição 1.4. Denominamos de C∞0 (Ω) o conjunto das funções infinitamente diferen-

ciáveis e de suporte compacto contido em Ω. Tais funções são chamadas de funções testes.

Tal espaço, C∞0 (Ω), constitui um espaço vetorial. Precisamos definir nele uma noção

de convergência. Tal noção de convergência foi introduzida por Schwartz:

Definição 1.5 (Noção de convergência em C∞0 (Ω)). Dizemos que uma sucessão (ϕn)n∈N

converge para ϕ em C∞0 (Ω) quando forem satisfeitas as seguintes condições:

• todas as ϕn possuem suportes contidos em um compacto fixo K ⊂ Ω;

• a sucessão (ϕn)n∈N converge para ϕ uniformemente em K, juntamente com todas

as suas derivadas de todas as ordens.

Observação 1.2. O espaço vetorial C∞0 (Ω), munido da noção de convergência acima

definida, é representado por D(Ω).

Definição 1.6 (Distribuições sobre Ω). Denomina-se distribuição sobre Ω a toda aplicação

linear contínua T : D(Ω)→ R.

Observação 1.3. Costumamos denotar por < T, u > ao valor da distribuição T aplicada

a u ∈ D(Ω).
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Exemplo 1.4.1. Seja u ∈ Lploc(Ω). O funcional Tu : D(Ω)→ R dado por

< Tu, ϕ >=

∫
Ω

u(x)ϕ(x)dx

define uma distribuição sobre Ω.

Definição 1.7. Consideremos o espaço vetorial de todas as distribuições sobre Ω. Neste

espaço, dizemos que a sucessão (Tn)n∈N converge para T se a sucessão (< Tn, ϕ >)n∈N

converge para < T, ϕ > em R, para toda ϕ ∈ D(Ω). Denotamos este espaço com essa

noção de convergência por D′(Ω).

Com estímulo no seguinte teorema, definiremos a derivada de distribuições.

Teorema 1.5 (Green-Gauss). Seja Ω ⊂ Rn um conjunto aberto, limitado e com fronteira

suave. Suponha que u ∈ C1(Ω̄). Então:∫
Ω

uxidx =

∫
Γ

uνidS, i ∈ {1, . . . , n}.

Corolário 1 (Fórmula de integração por partes de Gauss). Sejam u, v ∈ C1(Ω̄), com

Ω ⊂ Rn um conjunto aberto, limitado e com fronteira suave. Então:∫
Ω

uxivdx =

∫
Γ

uvνidS −
∫

Ω

uvxidx, i ∈ {1, . . . , n}.

Definição 1.8. Consideremos uma distribuição T ∈ D′(Ω). Denominamos por derivada

de T a distribuição DαT , definida em D(Ω) através de

< DαT, ϕ >= (−1)|α| < T,Dαϕ >, ∀ϕ ∈ D(Ω).

Observação 1.4. Analisando bem a definição acima e lembrando da definição de uma

função teste, ganhamos que qualquer distribuição em D′(Ω) possui derivada de todas as

ordens.

Afirmação. A aplicação Dα : D′(Ω)→ D′(Ω), T 7→ DαT é linear e contínua no sen-

tido de convergência definida emD′(Ω). �

1.5 Os espaços de Banach LP (0, T ;X)

Vejamos algumas propriedades básicas para os espaços LP (0, T ;X). Eles são de grande

utilidade para o nosso estudo e são usados com grande frequência em Equações Diferenciais

Parciais, principalmente quando o espaço de Banach X é um espaço de Sobolev.
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Definição 1.9. Sejam X um espaço de Banach real, cujo dual topológico é denotado por

X ′, e o intervalo (0, T ) ⊂ R equipado com a medida de Lebesgue dt. O espaço LP (0, T ;X)

é o espaço vetorial das (classes de) funções vetoriais f : (0, T ) → X, definidas quase

sempre em (0, T ) com valores em X, fortemente mensuráveis e tais que a função numérica

t 7→ ‖f(t)‖X está em LP (0, T ).

Aqui dizemos que uma função vetorial f : (0, T )→ X é fortemente mensurável quando

existir uma sequência de funções simples fn tal que fn(t) → f(t), em X quase sempre

em (0, T ). Dizer que a função numérica t 7→ ‖f(t)‖X está em LP (0, T ) significa dizer que(∫ T

0

‖f(t)‖pXdt
) 1

p

<∞. Isto nos permite definir a seguinte norma:

‖f‖p,X =

(∫ T

0

‖f(t)‖pXdt
) 1

p

, se 1 ≤ p <∞

e

‖f‖∞,X = supess
0<t<T

‖u(t)‖X .

A verificação de que tanto ‖f‖p,X , 1 ≤ p < ∞ como ‖f‖∞,X são normas é análoga ao

caso das normas definidas da mesma forma para os espaços LP (0, T ), ou um caso mais

geral LP (Ω), Ω ⊂ Rn é um aberto.

Também temos analogamente ao caso LP (0, T ), que LP (0, T ;X) é um espaço de Ba-

nach. Devido a isso, já escrevemos desde o início com a notação de classes (LP (0, T ;X))

em vez de primeiramente falarmos em LP (0, T ;X) para somente depois estudarmos a

relação de equivalência g ≈ f ⇔ g = f quase sempre e então definirmos

[f ] = {u ∈ LP (0, T ;X);u(t) = f(t) quase sempre}.

No caso interessante em que p = 2 e X é um espaço de Hilbert, podemos definir uma

estrutura hilbertiana no espaço LP (0, T ;X) através do seguinte produto interno

((f, g)) =

∫ T

0

(f(t), g(t))Xdt,

onde (f(t), g(t))X denota o produto interno (em X) entre f e g. Ou seja, se X é um

espaço de Hilbert, então L2(0, T ;X) é também um espaço de Hilbert. Isto é de grande

importância.
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O próximo resultado nos dá uma relação entre as normas dos espaços Lp(0, T ;X)

e Lq(0, T ;Y ) quando X ↪→ Y , isto é, quando temos X ⊂ Y e a aplicação de imersão

i : X → Y, i(x) = x é contínua. Neste caso temos ‖i(x)‖Y = ‖x‖Y ≤ C‖x‖X , para

alguma constante C > 0.

Lemma 1.5.1. Sejam X e Y dois espaços de Banach e suponhamos X ↪→ Y . Se 1 ≤

q < p ≤ ∞, então

LP (0, T ;X) ↪→ Lq(0, T ;Y ).

Demonstração: Tomemos u ∈ Lp(0, T ;X). Por definição, u é fortemente mensurável.

Recordamos isto para garantirmos que a aplicação t 7→ ‖u(t)‖X seja mensurável e portanto

integrável. Seja C a constante de imersão de X em Y . Logo, ‖u(t)‖qY ≤ Cq‖u(t)‖qX quase

sempre. De u ∈ LP (0, T ;X) ganhamos que a aplicação t 7→ ‖u(t)‖qX pertence ao espaço

L
p
q (0, T ), pois

‖u(t)‖pX =
(
‖u(t)‖

p
q

X

)q
= (‖u(t)‖qX)

p
q ,

e então
∫ T

0

(‖u(t)‖qX)
p
q dt =

∫ T

0

‖u(t)‖pXdt < ∞. Em particular, t 7→ Cq‖u(t)‖qX está

em L
p
q (0, T ). Chamando de s o conjugado de p

q
, i.e., 1

s
+ q

p
= 1, conseguimos que t 7→

Cq‖u(t)‖qX está em L1(0, t), pois

∫ T

0

1.Cq‖u(t)‖qXdt ≤
(∫ T

0

dt

) 1
s
(∫ T

0

(Cq‖u(t)‖qX)
p
q dt

) q
p

=

=
s
√
T

(∫ T

0

(C‖u(t)‖X)p dt

) q
p

<∞.

Logo, u ∈ Lq(0, T ;Y ). Falta mostrar que a imersão LP (0, T ;X) ↪→ Lq(0, T ;Y ) é contínua.

Para isso, notemos que∫ T

0

‖u(t)‖qY dt ≤
∫ T

0

Cq‖u(t)‖qXdt ≤ Cp s
√
T

[(∫ T

0

‖u(t)‖pXdt
) 1

p

]q
,

o que implica que ‖u‖q,Y ≤ C
p
qT

1
sq ‖u‖p,X , ou seja, existe C̃ > 0 satisfazendo

‖u‖q,Y ≤ C̃‖u‖p,X e a imersão é contínua, como queríamos.

Em Análise Funcional, dado um espaço de Banach X, geralmente estamos interes-

sados na caracterização do seu dual, denotado por X ′, que é o espaço dos funcionais

lineares definidos em X. É um resultado conhecido de Análise Funcional que se X é

um espaço normado, então X ′ é um espaço de Banach. No nosso caso, X ′ = {f : X →
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R (ou C), f linear}. No caso dos espaços Lp(0, T ;X) não poderia deixar de ser diferente.

A seguir enunciamos um teorema que caracteriza Lp(0, T ;X)′, cuja demonstração foge aos

objetivos do humilde texto.

Teorema 1.6. Sejam X um espaço de Banach e X ′ o seu dual. Existe uma identificação

entre os espaços Lp(0, T ;X)′ e Lq(0, T ;X ′), onde p, q ∈ R, com 1 ≤ p < ∞ são tais que
1
p

+ 1
q

= 1. Isto é,

[Lp(0, T ;X)]′ ' Lq(0, T ;X ′).

Observação 1.5. Há uma notação bastante utilizada em Análise que deve ser comentada

para evitar entendimentos errôneos. Trata-se de escrevermos < f, x > em vez de f(x),

onde f ∈ X ′ e x ∈ X. Mais especificamente, costuma-se escrever < f, x >X′,X para

descrever que temos uma dualidade X ′, X.

Descrevamos rapidamente o significado dos espaços do tipo Lq(0, T ;X ′). Assumimos

tacitamente aqui

X ≡ (X, ‖·‖X). Assim, analogamente ao caso Lp(0, T ;X), Lq(0, T ;X ′) é o espaço vetorial

das (classes de) funções vetoriais ϕ : (0, T ) → X ′, definidas quase sempre em (0, T ) com

valores em X ′, fortemente mensuráveis e tais que a função numérica t 7→ ‖ϕ(t)‖′X está em

Lq(0, T ).

Sabendo disso, a dualidade entre os espaços Lp(0, T ;X)′ = Lq(0, T ;X ′) e Lp(0, T ;X)

vem dada na forma integral por

< u, v >Lq(0,T ;X′),Lp(0,T ;X):=

∫ T

0

< u(t), v(t) >X′,X dt.

Uma motivação desta definição vem do teorema da representação de Riesz para Lp,

com 1 < p <∞, que nos diz:

Teorema 1.7 (Teorema da representação de Riesz para Lp(X)). Sejam 1 < p < ∞ e

Ω ⊂ X um conjunto mensurável. Se ϕ ∈ [Lp(Ω)]′, então existe g ∈ Lq(Ω), 1
p

+ 1
q

= 1, tal

que ϕ(f) =
∫

Ω
fgdx, dx a medida de Lebesgue. Além disso, vale ‖ϕ‖ = ‖g‖q.

Chequemos agora se tal dualidade em forma de integral está bem definida. Para isso,

vejamos o seguinte lema.

Lemma 1.5.2. Se p e q são índices conjugados, u ∈ Lp(0, T ;X) e v ∈ Lq(0, T ;X ′), então

a função (real) t 7→< v(t), u(t) >X′,X está em L1(0, T ).
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Demonstração: Ora, sabemos que |< v(t), u(t) >X′,X |≤ ‖v(t)‖X′‖u(t)‖X , ∀t ∈ (0, T ).

(Lembremos que para cada t em (0, T ), v(t) é um elemento de X ′ e u(t) de X, logo faz

sentido o que acabamos de dizer.) Assim,∣∣∣∣∫ T

0

< v(t), u(t) >X′,X dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ T

0

|< v(t), u(t) >X′,X | dt ≤

≤
∫ T

0

‖v(t)‖′X‖u(t)‖Xdt ≤
(∫ T

0

‖v(t)‖qX′dt
) 1

q
(∫ T

0

‖u(t)‖pXdt
) 1

p

.

Portanto,
∣∣∣∣∫ T

0

< v(t), u(t) >X′,X dt

∣∣∣∣ ≤ ‖v‖q,X′‖u‖p,X e a dualidade faz sentido.

A título de informação, vejamos uma aplicabilidade simples do resultado anterior.

Seja Ω um aberto limitado do Rn e denotemos por Q o cilindro Ω × (0, T ). Tomando

X = L2(Ω), obtemos o espaço de Hilbert L2(0, T ;L2(Ω)). Afirmamos que há uma

identificação entre L2(0, T ;L2(Ω)) e L2(Q). Com efeito, se u ∈ L2(0, T ;L2(Ω)), então

u(t) ∈ L2(Ω),∀t ∈ (0, T ). Ou seja, para cada t ∈ (0, T ), u(t) é uma função de Ω → R.

Denotemos nesse sentido u(t)(x) = ut(x) = u(x, t), x ∈ Ω. Portanto:∫ T

0

‖u(t)‖2
L2(Ω)dt =

∫ T

0

(∫
Ω

| u(x, t) |2 dx
)
dt.

Utilizando o teorema de Fubini, concluímos que

‖u‖2
2,L2(Ω) =

∫ T

0

‖u(t)‖2
L2(Ω)dt =

∫
Q

| u(x, t) |2 dQ = ‖u‖2
L2(Q).

Observação 1.6. Esta identificação é importante para caracterizações de espaços mais

gerais, Lp(0, T ;Lp(Ω)), que ficam identificados (num raciocínio análogo) com Lp(Q).

Para finalizar, falemos rapidamente de distribuições vetoriais.

Definição 1.10. Definimos o espaço das distribuições vetoriais sobre (0, T ) com valores

em X, e denotamos por D′(0, T ;X), como sendo o espaço das aplicações lineares e con-

tínuas de D(0, T ) em X.

Analogamente ao caso de distribuição em D′(Ω) (ver exemplo 1.4.1), temos o seguinte:

Exemplo 1.5.1. Dada u ∈ Lp(0, T ;X), com 1 ≤ p <∞, tomemos Tu : D(0, T )→ R por

< Tu, ϕ >=

∫ T

0

u(t)ϕ(t)dt.
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1.6 Espaços de Sobolev

Tratemos agora dos importantes espaços de Sobolev, que são essenciais para a reso-

lução de inúmeras equações diferenciais parciais. Novamente, apenas listaremos alguns

resultados importantes, pois este texto não tem a pretensão de ser um tratado sobre a

teoria dos espaços de Sobolev.

Definição 1.11. Seja 1 ≤ p < ∞. Definimos o espaço de Sobolev Hp(Ω) como sendo

o conjunto de todas as funções f ∈ L2(Ω) tais que para qualquer multi-índice α tal que

|α| ≤ p temos que Dαf ∈ L2(Ω).

Aqui sempre tratamos das derivadas no sentido das distribuições. Assim,

Hp(Ω) = {f ∈ L2(Ω);Dαf ∈ L2(Ω), ∀α tal que |α| ≤ p}.

Definimos primeiramente os espaços de Sobolev para o caso simples L2(Ω) por mo-

tivos didáticos e práticos. Além disso, são os espaços deste tipo em particular que mais

utilizaremos neste texto.

De um modo mais geral, definimos os espaços de Sobolev da seguinte maneira:

Definição 1.12. Sejam 1 ≤ p < ∞ e m ∈ N. O espaço de Sobolev Wm,p(Ω) é o espaço

das funções f ∈ Lp(Ω) tais que Dαf ∈ Lp(Ω), para todo multi-índice |α| ≤ m.

Ou seja,

Wm,p(Ω) = {f ∈ Lp(Ω);Dαf ∈ Lp(Ω), ∀α tal que |α| ≤ m}.

Uma propriedade importante dos espaçosWm,p é que eles se tornam espaços normados

com as seguintes normas:

‖u‖m,p =

∑
|α|≤m

‖Dαu‖pp

 1
p

, se 1 ≤ p <∞

ou

‖u‖m,∞ =
∑
|α|≤m

‖Dαu‖∞.

Mais do que isso, para estas normas, temos que
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Teorema 1.8. O espaço (Wm,p, ‖ · ‖m,p) é um espaço de Banach, para 1 ≤ p ≤ ∞.

Sabendo disso, voltemos ao caso mais simples Hp(Ω) e ponhamos a seguinte estrutura

de produto interno:

(u, v) =
∑
|α|≤m

(Dαu,Dαv)L2(Ω), u, v ∈ Hp(Ω).

Com isto e com o teorema anterior, ganhamos que os espaços (Hp(Ω), (·, ·)) são espaços

de Hilbert.

Definição 1.13. Definimos o espaçoWm,p
0 (Ω) como sendo o fecho de C∞0 (Ω) emWm,p(Ω).

Ou seja,

Wm,p
0 (Ω) := C∞0 (Ω)

Wm,p(Ω)
.

Denotamos o dual topológico de Hm,p
0 (Ω) por H−m(Ω).

A seguir temos algumas desigualdades importantes na teoria.

Teorema 1.9 (Desigualdade de Poincaré). Seja Ω ⊂ Rn limitado. Então, dada qualquer

u ∈ H1
0 (Ω), existe uma constante C = C(Ω) > 0 tal que

‖u‖2
2 ≤ C‖∇u‖2

2.

�

O seguinte resultado nos dá uma caracterização do dual do espaço H1
0 (Ω):

Afirmação. Se f é uma aplicação linear contínua sobre H−1(Ω), então existem

funções v1, . . . , vn+1 em L2(Ω) tais que

f(x) =

(
v1 +

n+1∑
i=2

∂vi
∂xi

)
(x).

1.7 Lemas Técnicos

Citemos aqui importantes resultados de existência local e de prolongamento de soluções

para alguns sistemas de equações diferenciais ordinárias.

Definição 1.14 (Condições de Carathéodory). Sejam D um subconjunto do Rn+1, cujos

elementos são denotados por (x, t), onde t ∈ R e x ∈ Rn e f : D → Rn uma aplicação.

Dizemos que f satisfaz as condições de Carathéodory se:
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a) f(x, t) é mensurável em t para cada x fixo;

b) f(x, t) é contínua em x para todo t fixo;

c) Para cada compacto U ⊂ D, existe uma função real integrável mU(t) tal que

|f(x, t)| ≤ mU(t), ∀ (x, t) ∈ U.

Teorema 1.10 (Carathéodory). Seja f : R → Rn uma aplicação nas condições de

Carathéodory sobre o retângulo R = {(x, t) ∈ Rn+1; |t − t0| ≤ a, |x − x0| ≤ b}, com

a, b ∈ R+. Então existe uma solução ϕ(t) do problema


dx

dt
= f(x, t)

x(t0) = x0

,

sobre algum intervalo do tipo (t0 − β, t0 + β), para algum β > 0.

Corolário 2 (Prolongamento de soluções). Sejam D = [0, T ] × B, com 0 < T < ∞ e

B = {x ∈ Rn; |x| ≤ b, b > 0}, e f satisfazendo as condições de Carathéodory. Seja ϕ(t)

uma solução de 
dx

dt
= f(x, t),

x(t0) = x0, |x| ≤ b.

Se em qualquer intervalo I onde ϕ(t) está definida tivermos |ϕ(t)| ≤M, ∀t ∈ I, onde M

é uma constante independente de I e M < b, então ϕ tem um prolongamento até [0, T ].



Capítulo 2

O Modelo de Navier-Stokes

O objetivo deste Capítulo é encontrar existência e unicidade de soluções fortes e fra-

cas para o sistema (1.13), pois este estudo é pré-requisito ao estudo da controlabilidade

aproximada.

2.1 Notações

Denota-se por Ω um aberto, conexo, limitado do Rn com fronteira Γ de classe C2, Q é

o cilindro Ω× (0, T ) com fronteira lateral Σ = Γ× (0, T ), T > 0.

Considera-se O um subconjunto aberto de Ω e χO a função característica de O. Para

v ∈ (L2(O × (0, T )))
n considera-se a função vχO. Note que v = (v1, ...., vn) é um vetor

com vi ∈ L2(O × (0, T )), para i = 1, 2, ..., n.

No espaço Euclidiano Rn denota-se por e1 = (1, 0, · · · , 0), e2 = (0, 1, · · · , 0), .......

22



Capítulo 2. O Modelo de Navier-Stokes 23

....., en = (0, · · · , 0, 1) a base canônica do Rn e x = (x1, · · · , xn) pontos deste espaço.

O operador diferencial
∂

∂xi
(1 ≤ i ≤ n)

será denotado por Di e se α = (α1, ......, αn) é um multi-índice, αi números inteiros não

negativos, Dα será o operador diferencial

Dα = Dα1
1 · · ·Dαn

n =
∂[α]

∂xα1
1 · · · ∂xαnn

onde [α] = α1+· · ·+αn, em particular, se [α] = 0 segue-se que D0 é o operador identidade.

Denota-se por Lp(Ω), 1 ≤ p ≤ ∞ o espaço das funções reais definidas sobre Ω com

a p−ésima potência integrável segundo Lebesgue dx = dx1 · · · dxn. Este, é um espaço de

Banach com a norma

‖u‖Lp(Ω) =

(∫
Ω

|u(x)|pdx
) 1

p

ou ‖u‖L∞(Ω) = supess
Ω
|u(x)|.

Para p = 2, L2(Ω) é um espaço de Hilbert com o produto escalar

(u,w) =

∫
Ω

u(x)w(x)dx.

O espaço de Sobolev Wm,p(Ω) é o espaço das funções pertencentes a Lp(Ω) com

derivadas, no sentido das distribuições, de todas as ordens menor ou igual a m perten-

centes a Lp(Ω)(m um inteiro não negativo e 1 ≤ p ≤ ∞). Este, é um espaço de Banach

com a norma

||u||Wm,p(Ω) =

(∑
j=α

||Dαu||pLp(Ω)

) 1
p

.

Quando p = 2, Wm,2(Ω) = Hm(Ω) é um espaço de Hilbert com o produto escalar

((u, ν))Hm(Ω) =
∑

j=α≤m

(Dαu,Dαν).

Seja D(Ω) o espaço das funções C∞ com suporte compacto contido em Ω. O fecho de

D(Ω) em Wm,p(Ω) será denotado por Wm,p
0 (Ω) ou Hm

0 (Ω) quando p = 2.

Relembra-se, quando necessário, algumas propriedades clássicas desses espaços. Por

conveniência, devido ao uso frequente de funções com n componentes, deve-se usar as

seguintes notações no texto:

D(Ω) = {D(Ω)}n, Hm
0 (Ω) = {Hm

0 (Ω)}n

Hm(Ω) = {Hm(Ω)}n, L2(Ω) = {L2(Ω)}n.



Capítulo 2. O Modelo de Navier-Stokes 24

Todos esses espaços são equipados com a norma natural do produto de espaços ou

uma equivalente, exceto em D(Ω), o qual não é espaço normado.

Relembra-se que, se Ω é limitado em alguma direção, então vale a desigualdade de

Poincaré:

|u|L2(Ω) ≤ c(Ω)|Du|L2(Ω), ∀ u ∈ H1
0(Ω),

onde D é a derivada em alguma direção e c(Ω) é uma constante dependendo somente de

Ω. Nesse caso a norma sobre H1
0(Ω) é equivalente à norma:

||u|| =
[ n∑
i=1

|Diu|2L2(Ω)

] 1
2

.

com a norma associada ao produto escalar:

((u, v)) =
n∑
i=1

(Diu,Div),

para a qual o espaços H1
0(Ω) é um espaço de Hilbert. Assim, equipa-se o espaço H1

0(Ω)

com produto escalar ((, ., )) e norma ||.||. Também L2(Ω) será equipado com produto

interno e norma respectivamente

(u, v)L2(Ω) =
n∑
i=1

(ui, vi)L2(Ω) , |v| =

(
n∑
i=1

|vi|2L2(Ω)

) 1
2

.

Seja V o espaço(sem topologia)

V = {u ∈ D(Ω), div(u) = 0}.

O fecho de V em L2(Ω) e H1
0(Ω) serão representados por H e V respectivamente. Em

Lions [28] e Temam [52], caracteriza-se H e V como

H = {u ∈ L2(Ω), div(u) = 0, u.ν|Γ = 0} e V = {u ∈ H1
0(Ω), div(u) = 0}.

O espaço V está contido em H com imersão contínua e densa. Denota-se por H ′ e

V ′ os duais fortes de H e V respectivamente. Seja τ a imersão de V em H. O operador

adjunto τ ∗ é linear, um a um e contínuo de H ′ em V ′, pois τ(V ) = V é denso em H e

τ ∗(H ′) é denso em V ′. Portanto H ′ pode ser identificado com um subespaço denso de V ′.

Por outro lado, pelo Teorema da Representação de Riesz, pode-se identificar H e H ′ e

chegar às seguintes inclusões

V ↪→ H ≡ H ′ ↪→ V ′, (2.1)

onde as inclusões são densas e contínuas.
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2.2 Existência e Unicidade de Soluções para (1.13)

Sejam V e H os dois espaços de Hilbert da seção anterior, com produtos internos

( , ), (( , )) e normas | . |, || . || respectivamente.

Investiga-se nesta seção, a existência, unicidade e regularidade das soluções do pro-

blema (1.13) com f(x, t) = v(x, t)χO para (x, t) ∈ Q.

Para tal, necessita-se obter uma base apropriada para o espaço funcional V . De fato,

em Temam [52] é conhecido que, se Ω é um aberto limitado de classe C2, as seguintes

asserções são equivalentes:

[i ] Existe uma única u ∈ V satisfazendo

ν ((u, v)) = (f, v), ∀ v ∈ V, para cada f

[ii ] Existem u ∈ H1
0(Ω), p ∈ L2(Ω) satisfazendo∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−ν∆u+∇p = f em Ω

div(u) = 0 em Ω

u = 0 sobre Γ,

no sentido das distribuições em Ω, onde f é dada em L2(Ω).

Esta caracterização do problema de Stokes motiva definir o operador

Φ : L2(Ω) −→ V

f −→ Φf = u,

onde u é uma função satisfazendo [i] para cada f.

Faz-se notar que Φ está bem definida (devido à unicidade da u para cada f em [i],

é linear (devido às propriedades de produto interno), contínua de L2(Ω) em V , já que

ν ((u, v)) = (f, v), ∀ v ∈ V ⇒ ν ((Φf, v)) = (f, v), ∀ v ∈ V ⇒ ν ((Φf,Φf)) = (f, f). E

temos a limitação de Φ. E portanto Φ é contínua de L2(Ω) em H1
0(Ω).

Tem-se que H1
0(Ω) ⊂ L2(Ω) com imersão densa, contínua e compacta. Portanto Φ

considerado como um operador de L2(Ω) é compacto, além disso, Φ é auto adjunto.

Portanto, esse operador Φ possui uma sequência ortonormal de auto-funções {wj}j≥1,

Φwj = λjwj, λj > 0, λj →∞ quando j →∞. Além disso, tem-se

wj ∈ V, ((wj, v)) = λj(wj, v) ∀ v ∈ V. (2.2)

Como usual, tem-se

(wj, wk) = δjk e ((wj, wk)) = λjδjk ∀ j, k.
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2.2.1 Soluções Fracas

Nesta seção, procura-se uma função que resolva o problema (1.13) em algum sentido. No

entanto, precisa-se definir o conceito de solução, uma vez que a função a ser procurada

vai ser uma solução no sentido fraco, isto é, caracteriza-se o conceito de solução a ser

procurada por:

Definição 2.1. Diz-se que

u : Q −→ Rn

é solução fraca de (1.13), quando

u ∈ L∞(0, T ;V ), u′ ∈ L2(0, T ;V ′)

e satisfaz

d

dt
(u(t), v) + µ((u(t), v)) = (f(t), v), ∀ v ∈ V no sentido de D′(0, T ) (2.3)

com

u(0) = u0.

Observação 2.1. A princípio, é estranho não aparecer nesta definição nada relacionado

à pressão p. No entanto, após achar uma função u satisfazendo esta definição é que

encontra-se a função p satisfazendo o problema (1.13) em algum sentido.

A definição acima permite enunciar um dos principais resultados desta seção.

Teorema 2.1. Se f ∈ L2(0, T ;H) e u0 ∈ H, o problema misto (1.13) tem uma única

solução fraca u, além disso

u ∈ C0([0, T ];H).

Demonstração:

Emprega-se o método de Faedo-Galerkin com uma base para o espaço V . De fato,

considere a sequência (wj)j∈N construída em (2.2). Seja Vm = [w1, · · · , wm] o subespaço

de V gerado pelos m−primeiros vetores de {wj}j≥1.

Primeiro, notemos que

(∇p, wj) =
n∑
i=1

∫
Ω

∂p

∂xi
wjidx

∗
=

n∑
i=1

∫
Ω

(−pi)
∂wj
∂xi

dx = (−p, divwj) = 0,
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pois divwj = 0, em Ω, ∀j ∈ {1, . . . ,m}. Em ∗, utilizamos a derivada no sentido das

distribuições. Então o problema aproximado de (1.13), consiste em∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Encontrar um(t) =

m∑
i=1

him(t)wi ∈ Vm tal que

(u′m(t), v) + µ ((um(t), v)) = (f(t), v) ∀ v ∈ Vm
um(0) = u0m → u0 em H, m→ +∞.

(2.4)

Resolvamos agora o sistema linear de equações diferenciais ordinárias que obtivemos.

Para isso notemos que um(t) =
∑m

i=1 him(t)wi implica u′m(t) =
∑m

i=1 h
′
im(t)wi. Utilizando

a ortonormalidade de {w1, . . . , wm}, ganhamos que∣∣∣∣∣∣ h
′
im(t) + µhim(t) = (f(t), wi) ∀ i ∈ {1, . . . ,m}

him(0) = hi0m

Para simplificar, utilizemos a seguinte notação: v = (h1m, h2m, . . . , hnm),

v0 = (h10m, h20m, . . . , hn0m). Logo, temos o seguinte sistema:∣∣∣∣∣∣ v
′(t) + µv(t) = f̃w(t)

v(0) = v0

Aqui f̃w(t) é o vetor coluna


(f(t), w1)

(f(t), w2)
...

(f(t), wn)

.

Tomando F (z, t) = F (t, v(t)) = f̃w(t)− µ v(t), o sistema anterior se escreve como

∣∣∣∣∣∣ v
′(t) = F (z, t)

v(0) = v0

(2.5)

Vejamos agora se temos as condições de Carathéodory para o nosso sistema acima:

a) fixando z, F (z, t) é mensurável em t, pois está em L2(0, T, L2(Ω)), já que as apli-

cações t 7→ (f(t), wj) estão em L2(Ω) para cada t ∈ (0, T ), j ∈ {1, . . . ,m};

b) fixando t, F (z, t) é contínua, pois a função v(t) = (h1m(t), h2m(t), . . . , hnm(t)) é

contínua.

c) notemos que | F (z, t) |=| f̃w(t) − µ v(t) |≤ K | f(t) | + | µ || v(t) |, onde K > 0 é

uma constante. Portanto, existe uma função integrável mU(t) tal que | F (z, t) |≤

mU(t), para todo compacto U contido no domínio de F (z, t).
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Logo, pelo teorema de existência de soluções de Carathéodory, o sistema (2.5) tem

uma solução sobre algum intervalo | t − 0 |< tm, 0 < tm < T . Para o nosso interesse,

consideremos apenas as soluções em (0, tm).

A dependência tm está ligada ao fato de que o sistema (2.5) está relacionado ao pro-

blema aproximado (2.4). Nosso intuito é estender a solução para [0, T ]. Portanto, re-

tornando a este sistema, podemos considerar (u′m, v) + µ ((um, v)) = (f, v), ∀v ∈ Vm.

Logo, fazendo v = um(t), temos que (u′m, um) + µ ((um, um)) = (f, um). Percebendo que
1
2
d
dt
| um(t) |2= (u′m, um), temos que

1

2

d

dt
| um(t) |2 +µ ((um(t), um(t))) = (f(t), um(t)).

Logo,
1

2

d

dt
| um(t) |2 +µ ‖um(t)‖2 ≤| f(t) || um(t) | .

Integrando de 0 até t, (0 < t < tm < T ), ganhamos:

| um(t) |2 +2µ

∫ t

0

‖um(s)‖2ds ≤ 2

∫ t

0

| f(s) || um(s) | ds

≤ 2

µ

(∫ t

0

|f(s)|2ds
) 1

2
(
µ2

∫ t

0

‖um(s)‖2ds

) 1
2

.

Lembrando que (a
1
2 − b 1

2 )2 ≥ 0⇒ a+ b ≥ 2a
1
2 b

1
2 , ganhamos:

| um(t) |2 +2µ

∫ t

0

‖um(s)‖2ds ≤ 1

µ

∫ t

0

|f(s)|2ds+ µ

∫ t

0

‖um(s)‖2ds

Donde concluímos que

‖um(t)‖2 ≤ C,

onde C > 0 é constante. Ou seja, ‖um(t)‖L2(Ω) ≤
√
C, ∀t ∈ [0, T ]. (Note que introduzi-

mos a aderência a (0, T ).)

Pelo corolário do teorema de Carathéodory, um pode ser estendida até [0, T ], como

queríamos e o sistema linear de equações diferenciais ordinárias (2.4) tem uma solução

definida em [0, T ]. Busca-se, a seguir, estimativas sobre um que permitirão tomar o limite

m→∞.
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2.2.2 Estimativas

De (2.4)4, (??) e sendo f ∈ L2(0, T ;H) obtemos a limitação:∣∣∣ (um)m∈N é limitada em L∞(0, T ;H); (2.6)

e que

∣∣∣ (um)m∈N é limitada em L2(0, T ;V ). (2.7)

2.2.3 Passagem ao Limite

De (2.7) e (2.8), extrai-se uma subsequência de (um)m∈N, ainda denotada por (um)m∈N,

tal que

um
∗
⇀ u em L∞(0, T ;H); (2.8)

um ⇀ u em L2(0, T ;V ). (2.9)

Da convergência (2.9) acima obtém-se∫ T

0

(um(t), w)dt −→
∫ T

0

(u(t), w)dt, ∀ w ∈ L2(0, T ;H), (2.10)

Da convergência (2.10) tem-se em particular∫ T

0

((um(t), w))dt −→
∫ T

0

((u(t), w))dt, ∀ w ∈ L2(0, T ;V ). (2.11)

Tomando em (2.15), w = vθ com v ∈ V e θ ∈ D(0, T ), tem-se∫ T

0

(u′m(t), w)dt = −
∫ T

0

(um(t), w′)dt −→ −
∫ T

0

(u(t), w′)dt. (2.12)

Utilizando-se as convergências (2.9)− (2.13), a densidade da união dos Vm em V, pode-se

passar o limite na equação aproximada (2.4) quando m→∞ e obter

−
∫ T

0

(u(t), v)θ′(t)dt+ µ

∫ T

0

((u(t), v))θ(t)dt =∫ T

0

(f(t), v)θ(t)dt, ∀ v ∈ V, θ ∈ D(0, T ).

(2.13)

Dessa igualdade obtém-se∣∣∣∣ d

dt
(u(t), v) + µ((u(t), v)) = (f(t), v) ∀v ∈ V, no sentido de D′(0, T ).
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Sendo u ∈ L2(0, T ;V ), V ⊂ H ⊂ V ′ e observando que

µ ((u(t), v)) = 〈−µ∆u(t), v〉V ′×V ,

obtém-se
d

dt
〈u(t), v〉 = 〈h(t), v〉 ∀ v ∈ V, (2.14)

onde 〈., .〉 representa a dualidade entre V ′ e V e

h(t) = µ∆u(t) + f(t).

Note que h ∈ L2(0, T ;V ′), logo conforme Temam [52] pp. 261, segue-se que u′(t) = h(t)

quase sempre em [0, T ] e portanto

u′ ∈ L2(0, T ;V ′). (2.15)

e

u′ − µ∆u = f, no sentido de L2(0, T ;V ′), (2.16)

Sendo u ∈ L2(0, T ;V ) e V ↪→ H ↪→ V ′ segue-se, conforme Temam [52], que

u ∈ C0([0, T ];H).

Daí faz sentido calcular u(0) e por cálculos padrões (agora que sabemos ser u contínua)

mostra-se que u(0) = u0.

Consideremos uma função escalar ψ continuamente diferenciável em [0, T ] tal que

ψ(T ) = 0 e ψ(0) 6= 0. Agora, multipliquemos a equação

d

dt
(u(t), v) + µ((u(t), v)) = (f(t), v)

por ψ e integremos com respeito a t de 0 até T . Primeiro notemos que, por integração

por partes, ∫ T

0

d

dt
(u(t), v)ψ(t)dt = −

∫ T

0

(u(t), v)ψ′(t)dt+ (u(0), v)ψ(0).

Obtemos:

−
∫ T

0

(u(t), v)ψ′(t)dt+ µ

∫ T

0

((u(t), v))ψ(t)dt = −(u(0), v)ψ(0) +

∫ T

0

(f(t), v)ψ(t)dt.

Se fizermos o mesmo raciocínio para a equação do problema aproximado e tomarmos

o limite m→ +∞, ganhamos que
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−
∫ T

0

(u(t), v)ψ′(t)dt+ µ

∫ T

0

((u(t), v))ψ(t)dt = −(u0, v)ψ(0) +

∫ T

0

(f(t), v)ψ(t)dt.

Comparando as duas, temos que −(u0, v)ψ(0) = −(u(0), v)ψ(0), ∀v ∈ V . Logo,

u(0) = u0. �

2.2.4 Unicidade

Sejam u, v duas soluções do problema (1.13), logo w = u− v satisfaz

w′ − µ∆w = 0, w(0) = 0. (2.17)

Tomando o produto escalar da primeira igualdade (2.17) com w(t), temos

〈w′(t), w(t)〉+ µ||w(t)||2 = 0.

Conforme Temam [52] pp. 261, tem-se que 〈w′(t), w(t)〉 =
1

2

d

dt
|w(t)|2 e integrando de

0 a t obtemos

|w(t)|2 + 2µ

∫ t

0

||w(s)||2 ds = 0

Donde concluímos que w(t) = 0 para todo t ∈ [0, T ].

Observação 2.2. Apesar do que já foi feito, devemos precisar em que sentido a função

u definida pelo Teorema 2.1 é a solução do problema de valor inicial (1.13). Note que

precisamos recuperar a pressão do fluido, pois os cálculos que fizemos não envolviam tal

pressão.

�

De fato, o resultado a seguir não só vai dizer isto, como encontramos uma função p

satisfazendo o problema (1.13) em algum sentido.

Proposição 2.1. Sobre as hipóteses do Teorema 2.1, existe uma distribuição p : Q→ R,

tal que a função u definida no Teorema 2.1 e p satisfazem o problema (1.13) no sentido

das distribuições em Q, além disso, p ∈ L2(0, T ;L2(Ω)).
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Demonstração:

As igualdades (1.13)2 e (1.13)4 do problema (1.13) são uma consequência de u ∈ L2(0, T ;V )

e do Teorema 2.1. A igualdade (1.13)3 é consequência de u ∈ L2(0, T ;H1
0(Ω)).

Para introduzir a pressão, como u′(t) = h(t) em V ′, h(t) definida anteriormente, tem-se

que

〈u′(t)− µ∆u(t)− f(t), v〉 = 0 (2.18)

para todo v ∈ V quase sempre [0, T ].

Em particular, pois V ⊂ V , tem-se

〈u′(t)− µ∆u(t)− f(t), v〉 = 0, (2.19)

para todo v ∈ V quase sempre [0, T ]. Logo, conforme Proposição 4.1 do Apêndice, existe

p(t) ∈ D′(Ω) tal que

−∇p(t) = u′(t)− µ∆u(t)− f(t). (2.20)

Daí conclui-se que

∇p(t) ∈ H−1(Ω). (2.21)

Isto diz que cada
∂p(t)

∂xi
∈ H−1(Ω) para cada i = 1, 2, ...., n. Logo, da Proposição 4.2 item

(ii) do Apêndice, tem-se que

p(t) ∈ L2(Ω) e |p(t)|L2(Ω) ≤ C||∇p(t)||H−1(Ω).

Sendo, por (2.20), ∇p ∈ L2(0, T ;
[
H−1(Ω)

]n
), obtém-se

p ∈ L2(0, T ;L2(Ω)). (2.22)

Observação 2.3. Não se tem em geral alguma informação sobre p além de (2.22) e (2.22).

No entanto, mostra-se-á que p terá mais regularidade quando poe-se mais regularidade nos

dados.

�

2.2.5 Soluções Fortes

Nesta seção mostra-se que, exigindo mais regularidade sobre u0, obtém-se mais regula-

ridade na solução, o que é natural.
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Definição 2.2. Diz-se que

u : Q −→ Rn

é uma solução forte de (1.13), quando

u ∈ L2(0, T ;V ∩H2(Ω)), u′ ∈ L2(0, T ;H), p ∈ L2(0, T ;H1(Ω))

e satisfaz

u′ − µ∆u = f −∇p em L2(Q), (2.23)

u(0) = u0.

O resultado abaixo garante a existência, unicidade e regularidade de soluções.

Teorema 2.2. Se f ∈ L2(0, T ;H) e u0 ∈ V , o problema misto (1.13) tem uma única

solução forte u. Além disso,

u ∈ C0([0, T ];V ).

Demonstração:

Seja v = ∆um(t) ∈ Vm em (2.4), logo

((u′m(t), um(t))) + µ(∆um(t),∆um(t)) = −(f(t),∆um(t)). (2.24)

Assim, tem-se que

d

dt
||um(t)||2 + 2µ|∆um(t)|2 ≤ 3µ

2
|∆um(t)|2 +

1

µ
|f(t)|2, (2.25)

Integrando (2.25) tem-se que

||um(t)||2 +
µ

2

∫ t

0

|∆um(s)|2 ds ≤ 1

µ

∫ T

0

|f(t)|2 dt+ ‖u0m‖2, (2.26)

Sendo u0m ∈ Vm de modo que u0m → u0 em V , f ∈ L2(0, T ;H), obtém-se

||um(t)||2 +
µ

2

∫ t

0

|∆um(s)|2 ds ≤ C, ∀m ∈ N (2.27)

Daí,

||um(t)||2 ≤ C. (2.28)

Portanto,

(um)m∈N é limitada em L∞(0, T ;V ), (2.29)
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(∆um)m∈N é limitada em L2(0, T ;L2(Ω)). (2.30)

Da densidade dos Vm em V , pode-se tomar v ∈ V no problema aproximado (2.4).

Portanto,

(u′m(t), v)− µ (∆um(t), v) = (f(t), v), ∀ v ∈ V.

Logo, em particular, tem-se

〈u′m(t)− µ∆um(t)− f(t), v〉 = 0, (2.31)

para todo v ∈ V quase sempre em [0, T ]. Assim, conforme Proposição 4.1 do Apêndice,

existe pm(t) ∈ D′(Ω) tal que

−∇pm(t) = u′m(t)− µ∆um(t)− f(t). (2.32)

Considere o problema de Stokes∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−µ∆um(t) +∇pm(t) = ϕm(t) ∈ L2(Ω)

div(um(t)) = 0 em Ω

um(t) = 0 sobre Γ,

(2.33)

onde ϕm(t) = −u′m(t) + f(t).

De (2.33) tem-se que
∂pm(t)

∂xi
∈ L2(Ω), donde

pm(t) ∈ H1(Ω). (2.34)

De (2.31) tem-se ∣∣∣∣∣∣ ∆um(t) = ξ ∈ L2(Ω)

um(t) ∈ H1
0(Ω),

logo, da regularidade de problemas elíticos, segue-se que

um(t) ∈ H2(Ω). (2.35)

De (2.34), (2.35), (2.36) e a Proposição 4.3 do Apêndice obtém-se

‖um(t)‖H2(Ω) ≤ C0|ϕm(t)|2.

Como ϕm é limitada em L2(0, T ;L2(Ω)), segue-se que

(um)m∈N é limitada em L2(0, T ;H2(Ω)). (2.36)



Capítulo 2. O Modelo de Navier-Stokes 35

De (2.30) e (2.37), extrai-se uma subsequência de (um)m∈N, ainda denotada pelo mesmo

nome, tal que

um
∗
⇀ u em L∞(0, T ;V ); (2.37)

um ⇀ u em L2(0, T ;H2(Ω)). (2.38)

Por argumentos similares aos do Teorema 2.1, obtém-se:

d

dt
(u(t), v)− µ(∆u(t), v) = (f(t), v) ∀v ∈ V no sentido de D′(0, T ). (2.39)

Daí, como no Teorema 2.1, tem-se que

u′ ∈ L2(0, T ;L2(Ω)) (2.40)

u′ − µ∆u = f, no sentido de L2(0, T ;L2(Ω)). (2.41)

De (2.42) tem-se em particular que

〈u′(t)− µ∆u(t)− f(t), v〉 = 0, (2.42)

para todo v ∈ V . Portanto, a Proposição 4.1 do Apêndice, garante a existência

de p(t) ∈ D′(Ω) tal que

−∇p(t) = u′(t)− µ∆u(t)− f(t) ∈ L2(Ω), q.s. em [0, T ]. (2.43)

Daí conclui-se que

∇p(t) ∈ L2(Ω), q.s. em [0, T ]. (2.44)

Isto diz que
∂p(t)

∂xi
∈ L2(Ω) para cada i = 1, 2, ...., n. Logo, da Proposição 4.2 item (i)

do Apêndice, obtém-se

p(t) ∈ L2(Ω), q.s.

e portanto

p(t) ∈ H1(Ω), quase sempre em [0, T ].

Tem-se, para quase todo t ∈ [0, T ], que∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−µ∆u(t) +∇p(t) = β(t) ∈ L2(Ω);

div(u(t)) = 0 em Ω

u(t) = 0 sobre Γ,

onde β(t) = f(t)− u′(t).
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Portanto, invocando a Proposição 4.3 do Apêndice, com α = 2, m = 0, g = 0, φ = 0,

tem-se que a aplicação

β(t) 7→ {u(t), p(t)}

é linear contínua do L2(Ω) em H2(Ω)×H1(Ω). Além disso, tem-se que

‖u(t)‖H2(Ω) + ‖p(t)‖H1(Ω) ≤ c0{|β(t))|},

donde, por ser β ∈ L2(0, T ;L2(Ω)), temos

p ∈ L2(0, T ;H1(Ω)).

Como

u ∈ L2(0, T ;H1
0(Ω) ∩H2(Ω)) e u′ ∈ L2(0, T ;L2(Ω)),

tem-se que

u ∈ C0
(

[0, T ];
[
H1

0(Ω) ∩H2(Ω),L2(Ω)
]

1
2

)
.

Mas,
[
H1

0(Ω) ∩H2(Ω),L2(Ω)
]

1
2

= H1
0(Ω) e div(u) = 0. Assim,

u ∈ C0([0, T ];V ).

Para mostrar que u(0) = u0 e a unicidade, faz-se exatamente como no Teorema 2.1.

Portanto, a prova do Teorema 2.2 está concluída.



Capítulo 3

Controlabilidade Aproximada

Este Capítulo é devotado a estudar a controlabilidade aproximada do problema∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂u

∂t
− µ∆u+∇p = vχO em Q

div(u) = 0 em Q,

u = 0 em Σ,

u(x, 0) = u0(x) em Ω,

(3.1)

onde u(x, t) = (u1(x, t), ....., un(x, t)) é o vetor velocidade do fluido moderado avaliado no

ponto (x, t), x = (x1, ..., xn) ∈ Rn, p = p(x, t) é a pressão do fluido avaliado no ponto

(x, t), µ representa uma constante, u0(x) é a velocidade inicial.

A função v ∈ (L2(O × (0, T )))
n que aparece no lado direito de (3.1) é denominado

controle. Note que, quando v varia em (L2(O × (0, T )))
n a solução u de (3.1) depende de

(x, t) ∈ Q e v a qual representa-se por

u(x, t, v).

Observação 3.1. Pode-se supor u0 = 0, pois sendo (3.1) linear, considera-se z solução

de ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂z

∂t
− µ∆z +∇p0 = 0 em Q

div(z) = 0 em Q,

z = 0 sobre Σ,

z(x, 0) = u0 em Ω.

37
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Logo, pode-se decompor u = ξ + z, onde ξ resolve∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂ξ

∂t
− µ∆ξ +∇p1 = vχO em Q

div(ξ) = 0 em Q,

ξ = 0 sobre Σ,

ξ(x, 0) = 0 em Ω,

com p = p0 + p1.

�

Portanto se f(x, t) = v(x, t)χO tem-se f ∈ L2(0, T ;H). Sendo u0 = 0, segue-se do

Teorema 2.2, que a solução forte u(., ., v) do problema (3.1)1 pertence a C0([0, T ];V ) ou

seja u(., t, v) ∈ V ⊂ H.

Assim, dado uma função uT em H não é possível obter v ∈ (L2(O × (0, T )))
n tal que

a correspondente solução u(., t, v) ∈ V satisfaça

u(x, T, v) = uT (x).

Por este motivo indaga-se:

Existe uma sequência (vj)j∈N de objetos de (L2(O × (0, T )))
n

tal que a correspondente solução u(., t, vj) ∈ V é tal que

u(., T, vj)→ uT (.)

forte em H quando j →∞ ?

Na verdade é isso que tem-se de provar. Pois isto é o que caracteriza a controlabilidade

aproximada, conforme Lions [29].

Define-se

R(T ) =

 u(x, T, v), v ∈ (L2(O × (0, T )))
n onde u(x, t, v) é

uma solução forte de (3.1) com f = vχO e u0 = 0


Teorema 3.1. O conjunto R(T ) é denso em H.

Demonstração: Para provar tal resultado, utiliza-se o teorema de Hahn-Banach ou o

teorema da projeção em um espaço de Hilbert. Deve-se provar que,

se f ∈ H e (u(., T, v), f)H = 0 ∀ v ∈ (L2(O × (0, T )))
n então f ≡ 0.
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De fato, dado f ∈ H existe ψ(x, t) = (ψ1(x, t), ...., ψn(x, t)) ∈ Q e p̂ ∈ L2(0, T ;L2(Ω))

solução fraca de ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−∂ψ
∂t
− µ∆ψ +∇p̂ = 0 em Q

div(ψ) = 0 em Q,

ψ = 0 sobre Σ,

ψ(x, T ) = f(x) em Ω.

(3.2)

Com efeito, para ver isto, basta que no lugar de t se considere T − t, isto é, fazendo a

mudança de variáveis τ = T − t com ϕ(x, τ) = ψ(x, t), tem-se

ϕ′(x, τ) = −ψ′(x, t).

Logo, o sistema (3.2) é equivalente a∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂ϕ

∂t
− µ∆ϕ+∇p̂ = 0 em Q

div(ϕ) = 0 em Q,

ϕ = 0 sobre Σ,

ϕ(x, 0) = f(x) em Ω.

(3.3)

com ϕ sendo a incógnita.

Como o lado direito de (3.3)1 é igual a função nula e f ∈ H, segue-se do Teorema 2.1,

do Capítulo 2, que (3.3) tem uma única solução fraca. Isto é, ψ é tal que

−∂ψ
∂t
− µ∆ψ +∇p̂ = 0

no sentido de L2(0, T ;V ′).

Se u(x, t, v) é solução forte de (3.1) então do Teorema 2.2

u(., ., v) ∈ C0([0, T ];V ) ∩ L2(0, T ;V ∩H2(Ω)).

Portanto, faz sentido avaliar

L(ψ) = −∂ψ
∂t
− µ∆ψ +∇p̂

em u(x, t, v) na dualidade L2(0, T ;V ′), L2(0, T ;V ).

Observação 3.2. Daqui em diante, denota-se

(y, z)(L2(O×(0,T )))n =

∫
Q

yz dxdt e |z|2(L2(O×(0,T )))n =

∫
O×(0,T )

z2(x, t)dxdt

�
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Formalmente, pode-se operar como se segue. Multiplica-se ambos os lados de (3.2)

por u(x, t, v) solução forte de (1.13), integra-se em Q e notando que

(i) u(x, 0, v) = 0,

tem-se:
− (u(., T, v), f)H +

∫
Q

ψ

{
∂u

∂t
− µ∆u

}
dxdt +

∫ T

0

〈∇p̂(t), u(t)〉H−1×H1
0
dt = 0

para todo v ∈ (L2(O × (0, T )))
n.

De (4.1) tem-se uma solução forte, isto é,

∂u

∂t
− µ∆u−∇p, q.s. em Q.

Logo,

− (u(., T, v), f)H +

∫
Q

ψvχOdxdt−
∫ T

0

(∇p(t), ψ(t)) dt +

∫ T

0

〈∇p̂(t), u(t)〉(H−1)n×(H1
0 )n dt = 0

(3.4)

para todo v ∈ (L2(O × (0, T )))
n.

Observação 3.3. Note que

〈∇p(t), u(t)〉(H−1)n×(H1
0 )n = 〈(D1p(t), · · · , Dnp(t), ) , (u1(t), · · · , un(t))〉(H−1)n×(H1

0 )n =

n∑
i=1

〈Dip(t), ui〉H−1×H1
0

= −
n∑
i=1

(p(t), Diui)L2 = −

(
p(t),

n∑
i=1

Diui

)
L2

=

− (p(t), divu(t))L2 = 0,

pois u(t) ∈ V e portanto div(u(t)) = 0.

�

Note que, ∀u, ψ ∈ L2(0, T ;V ), da Observação 3.3 e a identidade em (3.4) temos

− (u(., T, v), f)H +

∫
Q

ψvχOdxdt = 0

para todo v ∈ (L2(O × (0, T )))
n.

Por hipótese, f ∈ H é tal que

(u(., T, v), f)H = 0 para todo v ∈
(
L2(O × (0, T ))

)n
.
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Então, ∫
Q

ψvχOdxdt = 0 para todo v ∈
(
L2(O × (0, T ))

)n
.

Isso implica que

ψ(x, t) = 0 em O × (0, T ) q.s.

Mas O × (0, T ) é um cilindro contido em Q e , sendo O ⊂ Ω. Logo, pelo teorema de

Caroline Fabre de continuação única apresentado em [9], segue-se que

ψ(x, t) = 0 q.s. em Q.

Note que ψ é uma solução fraca de (3.2), então da regularidade, conforme Teorema

2.1 de existência, tem-se

ψ ∈ C0([0, T ];H).

Assim, ψ(x, T ) = 0. Portanto, de (3.2)1 implica que f = 0 e o Teorema 3.1 está

provado.

Observação 3.4. Dado T > 0 seja uT ∈ H. Como R(T ) é denso em H existe uma

sequência vj ∈ (L2(O × (0, T )))
n tal que as soluções fortes u(., T, vj) de (3.1) converge

para uT forte em H. Logo, quando j →∞, temos

u(., T, vj)→ uT (.)

forte em H.

Diz-se, portanto, que se tem uma controlabilidade aproximada.

�

O próximo passo é a construção das (vj)j∈N.

3.1 Construção da sequência (vj)j∈N em
(
L2(O × (0, T ))

)n
Constrói-se uma sequência (vj)j∈N para cada uT ∈ H seguindo as idéias de Lions [29].

De fato, dado uT ∈ H, deseja-se aproximar uT por soluções de (3.1), isto é, quando

variar v ∈ (L2(O × (0, T )))
n quer-se obter aproximações de uT .



Capítulo 3. Controlabilidade Aproximada 42

Note que, cada v ∈ (L2(O × (0, T )))
n representa os gastos do problema. Sendo o custo

a soma de todos os gastos, tem-se que

Custo→ 1

2
|v|2(L2(O×(0,T )))n .

Quer-se obter custo mínimo de forma que o estado, u(x, T, v), do sistema (3.1) fique

o mais próximo possível do estado ideal uT .

Isto motiva definir o funcional custo

Jk(v) =
1

2
|v|2(L2(O×(0,T )))n +

k

2

∣∣u(., T, v)− uT (.)
∣∣2
H
, (3.5)

onde uT é dado, v varia em (L2(O × (0, T )))
n e u(x, T, v) é uma solução forte de (3.1)

associada a v com u0 = 0.

Considere-se o seguinte problema de minimização:∣∣∣∣∣∣ Min Jk(v)

v ∈ (L2(O × (0, T )))
n
.

(3.6)

O Jk(v) deve ter para cada k ∈ N, as propriedades:

• Semicontínuo inferiormente;

• Coercivo;

• Estritamente convexo,

para que o problema (3.6) tenha uma única solução vk.

Antes de mostrar que o funcional Jk satisfaz estas propriedades, note-se que

Jk(v + λξ) =
1

2
(v + λξ, v + λξ)(L2(O×(0,T )))n +

k

2

(
u(., T, v + λξ)− uT (.), u(., T, v + λξ)− uT (.)

)
H
.

(3.7)

Por outro lado, para v, v̂ ∈ (L2(O × (0, T )))
n no lado direito de (3.1) tem-se u(x, t, v) e

û(x, t, v̂) soluções fortes de (3.1) com u0 = 0, isto é,

∂u(x, t, v)

∂t
− µ∆u(x, t, v) + +∇p = vχO, q.s. em Q

e
∂û(x, t, v̂)

∂t
− µ∆û(x, t, v̂) +∇p = v̂χO, q.s. em Q
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Somando-se e representando-se por z = u(x, t, v) + û(x, t, v̂), tem-se que

∂z

∂t
− µ∆z + 2∇p = [v + v̂]χO, q.s. em Q.

Assim L(v + v̂) = L(v) + L(v̂), e aliás, tem-se que L(βv) = βL(v), β > 0. Portanto a

correspondência

L :
(
L2(O × (0, T ))

)n → L2(0, T ;V )

dada por Lv = u(., ., v), onde u é a solução forte de (3.1) associada a v com u0(x) = 0., é

linear.

Observação 3.5. L é contínuo. Com efeito, seja vm → v em (L2(O × (0, T )))
n quando

m→∞, deve-se mostrar que L(vm)→ L(v) em L2(0, T ;V ).

Considere-se as soluções fortes de (3.1) associadas a vm e v respectivamente. Logo,

representando-se por zm = u(x, t, vm)− u(x, t, v), obtém-se

∂

∂t
z − µ∆z + 2∇p = [vm − v]χO, q.s. em Q.

Daí, por uma estimativa, obtém-se

|u(., t, vm)− u(., t, v)|2H + µ

∫ t

0

‖u(., s, vm)− u(., s, v)‖2
V ds ≤∫ T

0

|vm − v|2L2(O)ds+

∫ t

0

|u(., s, vm)− u(., s, v)|2Hds,

donde, pela desigualdade de Gronwall, obtém-se

|u(., t, vm)− u(., t, v)|2H + µ

∫ T

0

‖u(., s, vm)− u(., s, v)‖2
V ds ≤ |vm − v|2(L2(O)×(0,T ))ne

T .

Como por hipótese vm → v em (L2(O × (0, T )))
n quando m→∞, tem-se

L(vm)→ L(v), quando m→∞,

forte em L2(0, T ;V ).

�

Afirmação 01. Jk é semicontínuo inferiormente.

Demonstração: De fato, seja vm → v forte em (L2(O × (0, T )))
n. Então

vm ⇀ v fraco em
(
L2(O × (0, T ))

)n
. (3.8)
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Da Observação 3.5 segue-se que

u(., T, vm)→ u(., T, v) forte em V.

Como V ⊂ H com imersão contínua, tem-se

u(., T, vm)→ u(., T, v) forte em H.

Em particular,

u(., T, vm) ⇀ u(., T, v) fraco em H.

Logo,

u(., T, vm)− uT (.) ⇀ u(., T, v)− uT (.) fraco em H. (3.9)

De (3.8) e (3.9), tem-se que

lim inf
m→∞

Jk(vm) = lim inf
m→∞

{
1

2
|vm|2(L2(O×(0,T )))n +

k

2

∣∣u(., T, vm)− uT (.)
∣∣2
H
,

}
≥

lim inf
m→∞

{
1

2
|vm|2(L2(O×(0,T )))n

}
+ lim inf

m→∞

{
k

2

∣∣u(., T, vm)− uT (.)
∣∣2
H
,

}
≥

1

2
|v|2(L2(O×(0,T )))n +

k

2

∣∣u(., T, v)− uT (.)
∣∣2
H

= Jk(v).

Então

lim inf
m→∞

Jk(vm) ≥ Jk(v),

o que caracteriza a semicontinuidade inferior de Jk.

Afirmação 02. Jk é coercivo.

Demonstração: De fato, deve-se mostrar que

lim inf
|v|2HO→∞

Jk(v)

|v|HO
=∞,

onde HO = (L2(O × (0, T )))
n
.

De (3.5), tem-se
Jk(v)

|v|HO
=

1

2
|v|HO +

k

2

|u(., T, v)− uT (.)|2H
|v|HO

,

logo

lim inf
|v|2HO→∞

Jk(v)

|v|HO
≥ 1

2
lim inf
|v|2HO→∞

|v|HO +
k

2
lim inf
|v|HO→∞

|u(., T, v)− uT (.)|2H
|v|HO

. (3.10)
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Como L é linear contínuo e uT ∈ H é dado, segue-se que

|L(v)− uT (.)|H = |u(., T, v)− uT (.)|H

é limitado. Logo,
k

2
lim inf
|v|HO→∞

|u(., T, v)− uT (.)|2H
|v|HO

= 0

para cada k ∈ N.

Portanto, para cada k ∈ N, segue-se, de (3.10), que

lim inf
|v|2HO→∞

Jk(v)

|v|HO
=∞.

Observação 3.6. Derivada de Gateaux segundo o vetor ξ ∈ (L2(O × (0, T )))
n.

Por definição, a derivada de Gateaux é dada por

〈J ′k(v), ξ〉 = J ′k(v).ξ = lim
λ→0

1

λ
[Jk(v + λξ)− Jk(v)] =

d

dλ
Jk(v + λξ) |λ=0,

para λ 6= 0.

De (3.7), tem-se

Jk(v + λξ) =
1

2
(v + λξ, v + λξ)(L2(O×(0,T )))n +

k

2

(
L(v + λξ)− uT (.), L(v + λξ)− uT (.)

)
H
.

(3.11)

Tomando a derivada de Jk(v + λξ) com respeito a λ, em (3.11), obtém-se para λ = 0 :

d

dλ
Jk(v + λξ) |λ=0= (v, ξ)(L2(O×(0,T )))n + k(Lv − uT (.), Lξ)H

Cálculo

Observe que
d

dλ
L = L

d

dλ
pela linearidade de L. Então

d

dλ

[
k

2

(
L(v + λξ)− uT (.), L(v + λξ)− uT (.)

)
H

]
λ=0

=[
k

2

(
Lξ, L(v + λξ)− uT (.)

)
H

+
k

2

(
L(v + λξ)− uT (.), Lξ

)
H

]
λ=0

=

k

2

[ (
L(v + λξ)− uT (.), Lξ

)
H

+
(
Lξ, L(v + λξ)− uT (.)

)
H

]
λ=0

=

k
(
L(v)− uT (.), Lξ

)
H
.

�
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Da Observação 3.6, tem-se

J ′k(v).ξ = (v, ξ)(L2(O×(0,T )))n + k(Lv − uT (.), Lξ)H , (3.12)

para todo ξ ∈ (L2(O × (0, T )))
n.

Afirmação 03. Para cada k ∈ N, Jk é estritamente convexo.

Demonstração: Deve-se mostrar, para cada 0 ≤ λ ≤ 1, que

Jk(λv + (1− λ)ξ) < λJ(v) + (1− λ)Jk(ξ),

para ξ 6= v.

De fato, como |v|(L2(O×(0,T )))n é uma norma em (L2(O × (0, T )))
n, tem-se que

1

2
|λv + (1− λ)ξ|2(L2(O×(0,T )))n <

λ

2
|v|2(L2(O×(0,T )))n +

(1− λ)

2
|ξ|2(L2(O×(0,T )))n .

Portanto, se Tk é o funcional dado por Tk(v) =
1

2
|v|2L2(O×(0,T )), segue-se que

Tk(λv + (1− λ)ξ) < λTk(v) + (1− λ)Tk(ξ). (3.13)

Por outro lado, considere o funcional J̃k(v) definido por J̃k(v) = k
2
|u(., T, v)− uT (.)|2H .

Logo, de (3.12) tem-se

d

dρ
J̃k(v + ρξ) |ρ=0= k

(
Lv − uT (.), Lξ

)
H
. (3.14)

Como

J̃k(v) =
k

2

(
Lv − uT (.), Lv − uT (.)

)
H

, temos

J̃k(v+ξ) =
k

2
(L(v+ξ)−uT (.), L(v+ξ)−uT (.))H =

k

2

(
Lv + Lξ − uT (.), Lv + Lξ − uT (.)

)
H
,

segue-se que

J̃k(v + ξ)− J̃k(v) =
k

2

(
Lv − uT + Lξ, Lv − uT + Lξ

)
H
− k

2
(Lv − uT (.), Lv − uT (.))H =

k

2
|Lξ|2H + k

(
Lv − uT , Lξ

)
H
≥ k

(
Lv − uT , Lξ

)
H

=
d

dρ
J̃k(v + ρξ) |ρ=0 .

Portanto,

J̃k(v + ξ)− J̃k(v) ≥ d

dρ
J̃k(v + ρξ) |ρ=0 . (3.15)
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Observação 3.7. A desigualdade (3.15) garante que J̃k é convexo. De fato, para todo

v, ξ ∈ (L2(O × (0, T )))
n e λ ∈ [0, 1] seja w = λv + (1− λ)ξ. Portanto

d

dρ
J̃k(v + ρh1) |ρ=0≤ J̃k(ξ)− J̃k(w)

e
d

dρ
J̃k(v + ρh2) |ρ=0≤ J̃k(v)− J̃k(w),

onde h1 = λ(ξ − v) e h2 = (1− λ)(v − ξ).

Assim,

1

λ

[
J̃k(ξ)− J̃k(w)

]
≥ d

dρ
J̃k(w + ρ(ξ − v)) |ρ=0≥

1

1− λ

[
J̃k(w)− J̃k(v)

]
,

donde

J̃k(w) ≤ λJ̃k(v) + (1− λ)J̃k(ξ).

�

Como, Jk(v) = Tk(v) + J̃k(v), tem-se de (3.13) e da Observação 3.7 que, para todo

v, ξ ∈ (L2(O × (0, T )))
n e λ ∈ [0, 1]

Jk(λv + (1− λ)ξ) < λJk(v) + (1− λ)Jk(ξ).

O que prova a afirmação.

Assim, do que foi provado acima, segue-se, para cada k ∈ N, que existe uma solução

vk de (3.6).

Portanto, conclui-se que, se vk é a única solução do problema de minimização (3.6), ela

é uma solução da equação de Euler-Lagrange J ′k(vk).ξ = 0 para todo ξ ∈ (L2(O × (0, T )))
n
.

Isto é,

(vk, ξ)(L2(O×(0,T )))n + k
(
u(., T, vk)− uT , u(., T, ξ)

)
H

= 0 (3.16)

para todo ξ ∈ (L2(O × (0, T )))
n
, conforme (3.12).

O próximo passo agora é mostrar que a sequência (uk)k∈N, uk(x, T ) = u(x, T, vk)

pertencente a V ⊂ H é tal que

uk −→ uT forte em H.

Como vk é mínimo, tem-se que

Jk(vk) ≤ Jk(0) =
k

2
|uT (.)|H ,
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pois (3.1) tem uma única solução para vk, k ∈ N, e v = 0 no lado direito de (3.1) com

u0 = 0 tem uma única solução u = 0. Como

Jk(vk) =
1

2
|vk|2(L2(O×(0,T )))n +

k

2
|u(., T, vk)− uT (.)|2H ,

tem-se que
1

k
|vk|2(L2(O×(0,T )))n + |u(., T, vk)− uT (.)|2H ≤ |uT (.)|2H . (3.17)

Logo de (3.17) tem-se:(
1√
k
vk

)
k∈N

é limitada em
(
L2(O × (0, T ))

)n (3.18)

(
u(., T, vk)− uT (.)

)
k∈N é limitada em H. (3.19)

Portanto, existe uma subsequência, ainda denotada por u(., T, vk), tal que

u(., T, vk)− uT (.) ⇀ φ fraco em H. (3.20)

Da equação de Euler (3.16) obtém-se:

1

k
(vk, ξ)(L2(O×(0,T )))n +

(
uk(., T )− uT (.), u(., T, ξ)

)
H

= 0 (3.21)

para todo ξ ∈ (L2(O × (0, T )))
n e k ∈ N.

Note-se, de (3.18), que

1

k
|(vk, ξ)(L2(O×(0,T )))n| ≤

1√
k

(
1√
k
|vk|(L2(O×(0,T )))n

)
|ξ|(L2(O×(0,T )))n ≤

C√
k

(
1√
k
|ξ|(L2(O×(0,T )))n

)
,

converge para zero, quando k →∞, para todo ξ ∈ (L2(O × (0, T )))
n.

Além disso, como

(
u(., T, vk)− uT (.), u(., T, ξ)

)
H
−→ (φ, u(., T, ξ))H

quando k →∞, tem-se que

(φ, u(., T, ξ))H = 0

para todo ξ ∈ (L2(O × (0, T )))
n.

Por outro lado, da densidade de R(T ) em H, segue-se que

(φ, h)H = 0
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para todo h ∈ H. Logo,

φ = 0,

donde, de (3.20), segue-se

u(., T, vk) ⇀ uT (.) fraco em H.

Prova-se agora, que esta convergência é de fato, forte em H.

Com efeito, quando v varia em (L2(O × (0, T )))
n a família u(x, T, v) de soluções fortes

de (3.1) com u0 = 0 é denso em H. Portanto, para todo ε > 0, seja v̂ ∈ (L2(O × (0, T )))
n

a correspondente solução u(x, T, v̂) que satisfaz

|u(., T, v̂)− uT (.)|H < ε. (3.22)

Do problema (3.6), tem-se

Jk(vk) ≤ Jk(v̂),

donde segue-se que

1

2
|vk|2(L2(O×(0,T )))n +

k

2
|u(., T, vk)− uT (.)|2H ≤

1

2
|v̂|2(L2(O×(0,T )))n +

k

2
|u(., T, v̂)− uT (.)|2H .

Dividindo por k
2
segue-se

0 < |u(., T, vk)− uT (.)|2H ≤
1

k
|vk|2(L2(O×(0,T )))n + |u(., T, vk)− uT (.)|2H ≤

1

k
|v̂|2(L2(O×(0,T )))n + |u(., T, v̂)− uT (.)|2H ,

logo, de (3.22) tem-se que

lim
k→∞
|u(., T, vk)− uT (.)|2H = 0,

quando k →∞. Provando que

u(., T, vk)→ uT (.) forte em H.

�



Capítulo 4

Apêndice

Neste apêndice apresentaremos alguns resultados básicos que achamos pertinentes para

seguimento deste trabalho. Para alguns não apresentaremos a demonstração, apenas

citaremos a referência de onde se encontra.

Com efeito, temos
V = {u ∈ D(Ω), div(u) = 0},

H = o fecho de V em L2(Ω),

V = o fecho de V em H1
0(Ω).

Considera-se Ω um aberto do Rn e p uma distribuição sobre Ω, p ∈ D′(Ω). Logo, para

algum ν ∈ V , temos

< grad(p), ν >=
n∑
i=1

< Dip, νi >= −
n∑
i=1

< p,Diνi >= − < p, div(ν) >= 0, (4.1)

porque, ν ∈ V .

Nota-se também que a recíproca desse resultado é verdadeira, isto é,

Proposição 4.1. Sejam Ω um aberto do Rn e f = {f1, · · · , fn}, fi ∈ D′(Ω), i =

1, 2, · · · , n. Uma condição necessária e suficiente para

f = grad(p), p ∈ D′(Ω)

é que

< f, ν >= 0, ∀ ν ∈ V .

Este resultado foi provado por De Rham em [52]. Em situações práticas ele é muito

importante, pois, graças a este, pode-se recuperar a pressão nas equações de Navier-Stokes.

50
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Apesar da Proposição 4.1 ser uma boa forma de caracterizar a gradiente da pressão,

deve-se obter mais propriedades para fins práticos. De fato, seja

L2
0(Ω) :=

{
p ∈ L2(Ω),

∫
Ω

p(x)dx = 0

}
,

as seguintes proposição dão características melhores para a pressão.

Proposição 4.2. Seja Ω uma aberto limitado Lipschitziano do Rn.

(i) Se a distribuição p tem todas as derivadas de primeira ordem Dip, 1 ≤ i ≤ n, em

L2(Ω), então p ∈ L2(Ω) e

||p||L2
0(Ω) ≤ c(Ω)||grad(p)||L2(Ω). (4.2)

(ii) Se a distribuição p tem todas as derivadas de primeira ordem Dip, 1 ≤ i ≤ n, em

H−1(Ω), então p ∈ L2(Ω) e

||p||L2
0(Ω) ≤ c(Ω)||grad(p)||H−1(Ω). (4.3)

(iii) Em ambos os casos, se Ω é apenas um aberto do Rn, p ∈ L2
loc(Ω).

Demonstração: Veja Temam [52].

Observação 4.1. Seja Ω apenas um aberto do Rn, então, combinando as proposições

4.1 e 4.2, vemos que, se f ∈ H−1(Ω) (ou f ∈ L2
loc(Ω)) e (f, ν) = 0, ∀ ν ∈ V, então

f = grad(p) com p ∈ L2
loc(Ω). Entretanto, se Ω for um aberto limitado Lipschitziano,

então p ∈ L2(Ω) (ou p ∈ H1(Ω)).

Observação 4.2. A parte (ii) da proposição 4.2 implica que o operador gradiente é um

isomorfismo de L2
0(Ω) em H−1(Ω); portanto a imagem desse operador linear é fechada.

Denotaremos o expoente de Sobolev por α para que não haja confusão com a pressão

p.

Proposição 4.3. Sejam Ω um aberto limitado de classe Cr, r = max(m + 2, 2), m

inteiro positivo. Vamos supor que

u ∈W2,α(Ω), p ∈ W 1,α(Ω), 1 < α <∞,
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são soluções do problema de Stokes:∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−η∆(u) + grad(p) = f em Ω

div(u) = g em Ω

γ0u = φ isto é u = φ sobre Γ.

Se f ∈Wm,α(Ω), g ∈Wm+1,α(Ω) e φ ∈Wm+2− 1
α
,α(Γ), então

u ∈Wm+2,α(Ω), p ∈Wm+1,α(Ω)

e existe uma constante c0(α, ν,m,Ω) tal que

||u||Wm+2,α(Ω) + ||p||Wm+1,α(Ω)\R ≤

≤ c0

{
||f ||Wm,α(Ω) + ||g||Wm+1,α(Ω)+

+||φ||
Wm+2− 1

α ,α(Γ)
+ dα||u||Lα(Ω)

}
,

onde dα = 0 para α ≥ 2, dα = 1 para 1 < α < 2 e Wm+2− 1
α
,α(Γ) = γ0Wm+2,α(Ω) está

equipado com a norma

||ψ||
Wm+2− 1

α ,α(Γ)
= inf

γ0u=ψ
||u||Wm+2,α(Ω).

Observação 4.3. Faz-se notar que a Proposição 4.3 não é um teorema de existência para

uma solução regular (u, p) do problema de Stokes, ela dar somente um resultado sobre a

regularidade de uma eventual solução.
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