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Resumo

Neste trabalho, consideramos o problema de minimizar uma fun¢do quase-convexa e Holder,
ndao necessariamente diferencidvel. Para tal, utilizamos as direcoes normalizadas do cone
normal do conjunto de nivel da funcdo e empregamos a escolha do passo baseado no conhe-
cimento a priori do valor 6timo da fun¢do custo. Mostramos que, tomado dessa forma, esse
método possui informacgdes adicinais sobre o problema considerado e que pode ser usado para
melhorar taxas de convergéncia, baseado nas propriedades do subgradiente usual. Também
apresentamos alguns resultados de convergéncia para versoes inexatas do método e exemplos

de implementacdes computacionais.



Abstract

In this work, we consider the problem of minimizing a quasiconvex and Holder function , not
necessarily differentiable. To this end, we use the normalized directions of the normal cone
of the set level of function and employ the stepsize rule based on a priori knowledge of the
optimal value of the cost function. We show that this method possess additional information
about the problem under consideration and can be used for improving convergence rates based
on the usual subgradient properties. We also present several convergence results for inexact

versions of the method and examples of computational implementations.

Vi
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Introducao

Seja uma funcdo real f : K — R, onde K C R™ é um subconjunto n3o vazio. Considere o
problema de minimizar a funcdo f, em K. Este problema de minimizacdo restrito pode ser
denotado da seguinte maneira:

min f(z).

Quando, no problema acima, temos K = R", dizemos que temos um problema irrestrito.
Quando o conjunto K é convexo e a funcdo f é convexa, dizemos que temos um problema de
minimizagao convexa. Existem, na literatura, muitos métodos que resolvem estes problemas.
Um método bastante utilizado é o método do subgradiente, no qual, dado um ponto inicial

2 € R", contruimos uma sequéncia {z*}, dada por

s R W

com {\} uma sequéncia de niimeros reais ndo negativos e {g*} uma sequéncia na qual
g* € 0f(2%), Vk € N, onde Of(z*) denota o subdiferencial de f no ponto z*, para cada
k € N. Com algumas hipéteses sob ), prova-se que a sequéncia {z*} converge para a soluc3o
do problema. Em [2], [3] e [5-9] podemos encontrar algumas escolhas para {\;} e observar
vérias propriededas de convergéncia deste e de outros métodos. Além da convergéncia, um
outro fator importante é a velocidade que a sequéncia converge para a solucdo do problema.
Para isso, veremos a definicdo e alguns tipos de taxa de convergéncia, que também podem
ser encontradas em [10] e [11].

O objetivo central deste trabalho é utilizar uma variagdo do método do subgradiente para
resolver problemas de minimizagdo, onde a fun¢do custo é quase-convexa (em [15] e [18]
obtemos vdrias propriedades de fungBes quase-convexas) e apresentar uma condi¢do em que
o método converge geometricamente para a solucao do problema de minimizacdo. Na
demonstracdo da convergéncia do método, apresentamos um prova diferente da encontrada

em [12]. A motivacg3o para se trabalhar com fungdes quase-convexas € que, além de serem uma
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classe mais ampla que as fungdes convexas, existem vdrias ciéncias e campos da engenharia
que utilizam a programacdo quase-convexa, tais como economia, teoria das aproximacoes,
teoria do controle, etc. (para maiores detalhes, veja [19]).

Para isso, abordaremos no capitulo 1 nocdes de analise no R™, conceitos e resultados
de otimizagdo, tais como, ponto estaciondrio, minimizadores locais e globais, e conceitos
e resultados de analise convexa, como funcdo convexa, quase-convexa, pseudo-convexa e
teorema de projecdo e de separagdo (para um aprofundamento maior deste conteddo veja
[4] e [9]). No capitulo 2, veremos a definicdo e algumas propriedades do subdiferencial de
Fénchel-Moreau, de Plastria (proposto em [13] e [14]) e definiremos sequéncia Féjer e quase-
Féjer convergente (como em [16] e [17]). No capitulo 3, provaremos convergéncias do método
do subgradiente para o caso convexo, como em [3]. Finalmente, no capitulo 4 estudaremos
alguns tipos de taxa de convergéncia, provaremos a convergéncia do método do subgradiente
para o caso quase-convexo, veremos algumas versOes inexatas do método, que podem ser

encontradas em [12] e exemplos de implementagdes computacionais.



Capitulo 1

Nocoes Preliminares

Neste capitulo, trataremos de conceitos bésicos que serdo utilizados posteriormente. Para isso,
o dividiremos em secdes que abordaremos conceitos e resultados de anadlise no R™, anélise

convexa e otimizacao.

1.1 Conceitos e resultados de Analise no R”

Inicialmente, veremos a definicao de produto interno no R™.

Definicao 1. Um produto interno no espaco euclidiano R™ é uma regra que faz corresponder
a cada par de vetores x,y € R" um nidmero real, denotado por (z,y), de modo que, para

quaisquer x,y,z € R™ e A € R, tenhamos:
P1 (z,y) = (y,2);

P2 (z+z,y) = (z,y) + (2,9);

P3 (Az,y) = Mz, y) = (, Ay),

P4 z # 0 implica (x,z) > 0.

Isto significa que um produto interno € uma fungdo real simétrica, bilinear, positiva definida,
R™ x R* — R. Um exemplo bastante importante é o produto interno canénico do espaco

euclidiano R", o qual é dado por

(T, y) = 2101 + ++ + TpYn,
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onde v = (x1,...,2,) ey = (y1,-..,Yn). Este serd o produto interno que utilizaremos neste

trabalho.

Dado = € R™, escrevemos ||x|| = \/2? + ...+ x2. O ndmero ||z|| chama-se a norma

euclidiana ou o comprimento do vetor x € R".

Teorema 1. (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) Para quaisquer z,y € R", tem-se
[{(xz,y)| < ||=|||ly|]|. Vale a igualdade se, e somente se, um dos vetores x, y é um miiltiplo

escalar do outro.
Demonstracdo. Veja pagina 5 de [1]. O

A norma euclidiana ||x|| = /{(x,x) goza das seguintes propriedades, onde x,y € R",

a € R e |a] significa o valor absoluto do niimero real o:
N1 [[z + gl < [l + lly[l;

N2 [laz|| = [afl|z

N3 z # 0 implica ||x|| > 0..

De um modo geral, uma norma num espago vetorial E € qualquer funco real || || : E — R
que cumpra as condicées N1, N2 e N3 acima.

Uma norma arbitraria || || num espago vetorial E pode ndo provir de um produto interno,
isto é, nem sempre existe um produto interno { , ) em E tal que ||z||* = (x,x) para todo

x € E. Se a norma provém de um produto interno, entdo vale a identidade do paralelogramo
[z +yl* + llo =yl = 2(||=]* + [|y]]*).

Uma norma em R" permite que sejam definidos alguns conceitos. Uma bola de centro

a € R™ e raior > 0 € o conjunto
B(a,r) ={x € R"; ||z —al| < r}.
Analogamente definimos a bola fechada Bla,r| e a esfera S[a,r| da seguinte maneira
Bla,r] ={x € R"; ||z —a|| <r} e Sla,r]| ={z € R"; ||z — a|| = r}.

A seguir definiremos sequéncias no espago euclidiano n-dimensional R™.
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Definicao 2. Uma sequéncia em R"™ é uma aplicacdo x : N — R" definida nos naturais N.
O valor que essa aplicacio assume no niimero k é indicado por x* e denominado k-ésimo
termo da sequéncia. Usaremos a notacdo {x*} para indicar a sequéncia cujo k-ésimo termo é
z* € R".

Uma subsequéncia de {x*} é a restricio da sequéncia a um subconjunto infinito N' =
{ky < kg <--- <kj <---}. Uma subsequéncia serd denotada por {x"i}.

Diz-se que uma sequéncia {x*} é limitada, quando existe ¢ > 0 tal que ||z*|| < ¢, para
todo k € N. Um ponto a € R" & limite de uma sequéncia {x*} quando, para todo ¢ > 0
dado, é possivel obter ky € N tal que k > ko implica que ||z* — a|| < e. Também dizemos

k

que {z*} converge para a e denotamos por lim x* = a. Caso contrdrio, diz-se que {x*} €

k—o0
divergente.
Diz-se que um ponto a € R € valor de aderéncia de uma sequéncia {z*} quando existe

uma subsequéncia de {x*} convergente para a.

Definicao 3. Uma aplicacdo f : K — R definida no conjunto K C R™ é uma fungdo continua

no ponto a € K quando,
Ve>0 30>0; z€K, ||[x—al| <d=|f(x)— fla)| <e

Diz-se que f : K — R satisfaz a condicdo de Holder com constante L > 0 e grau [3 no

ponto x € K C R" se existe um numero L € R tal que

1f(y) — f(z)] < L|ly —z||” Vy € K.

Em particular, quando 3 = 1 dizemos que f € Lipschitz. Obviamente, se f satisfaz a condicdo
de Holder, entdo f € continua.

As fungées continuas tem a seguinte propriedade:

Proposicao 1. Uma aplicagdo f : K — R, definida no subconjunto K C R", é continua no

ponto a € K se, e somente se, para toda sequéncia de pontos {z*} C K, com klim ¥ =a,
—00

tem-se I}Lm f(®) = f(a).

Demonstracdo. Veja pagina 27 de [1]

1.2 Conceitos e resultados de Otimizacao

Por se tratar de um assunto extenso, trataremos apenas dos conceitos e resultados que

serdo utilizados no decorrer deste trabalho. Definiremos alguns conceitos introdutérios de
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otimizagdo, como pontos estacionarios, minimizadores locais e globais e alguns resultados
basicos.

Consideremos um conjunto K C R"™ e uma funcdo f : K — R. Nosso objetivo sera
encontrar o minimizador de f em K. Este problema normalmente é exposto da seguinte

maneira:

min f(z), x € K, (1.1)
onde K é chamado conjunto vidvel e f fun¢do objetivo, ou fungdo custo, do problema (1.1).

Definicao 4. Seja a fungdo f : K — R. Dizemos que@ € K € minimizador local do problema

de (1.1), se existir § > 0, tal que
f(@) < f(x), Vxe B(z,0). (1.2)
E dizemos que T é minimizador global do problema de (1.1) se
f(@) < f(x), VzrekK. (1.3)
Se as desigualdades (1.2) e (1.3) forem estritas, entdo T serd chamado, respectivamente, de

minimizador estrito local e minimizador estrito global.

Definicdo 5. Dizemos que T € [—00, +00) definido por

i 2

€ o valor 6timo do problema (1.1). O valor 6timo também € denotado por f*.

Uma funcao pode admitir varios minimizadores globais, mas o valor 6timo do problema é
sempre 0 mesmo.

Existem alguns critérios que garantem a existéncia de solucdo global para o problema (1.1).

Um critério bastante conhecido é o seguinte teorema.

Teorema 2. (Teorema de Weierstrass) Sejam K C R" um conjunto compacto e ndo vazio

e f: K — R uma fungdo continua. Entdo, o problema (1.1) tem solugdo global.
Demonstracdo. Veja pagina 7 de [2]. ]

Quando, no problema (1.1), consideramos o conjunto K como sendo o préprio R", entdo

dizemos que temos um problema irrestrito e apresentamos este problema da seguinte forma:

min f(z), x € R" (1.4)
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Definicao 6. Dizemos que um ponto™ € R"™ é um ponto estacionario ou critico para problema
(1.4), quando

V() =0. (1.5)

A definicdo de ponto estaciondrio € importante, pois estes pontos sdo candidatos naturais

a minimizadores do problema (1.4).

Teorema 3. (Condicao necessaria de primeira ordem) Suponhamos que f : R — R

seja diferencidvel no ponto T € R". Se T é um minimizador local do problema (1.4), entdo
V(@) =0.

Demonstracdo. Veja péagina 15 de [2]. O

s

E importante ressaltar que o resultado anterior também € valido quando tratamos de
problemas restritos a um conjunto viavel K, desde que T esteja contido no interior do conjunto
K.

Portanto, se f é diferencidvel, as solugbes locais do problema (1.4) devem ser pontos

estaciondrios. A seguir, daremos algumas condicdes de segunda ordem.

Teorema 4. (Condicao necessaria de segunda ordem) Suponhamos que f : R — R
seja duas vezes diferencidvel no ponto T € R™. Se T é um minimizador local do problema

(1.4), entdo vale (1.5) e a matriz Hessiana de f no ponto T € semidefinida positiva, isto €,
(V2f(@)d,d) >0, VvdeR"
Demonstracdo. Veja pagina 16 de [2]. O

As condi¢cbes no teorema acima ndo sao suficientes para que um ponto T seja minimizador,

conforme exemplo abaixo.

Exemplo 1. Seja f : R — R, f(x) = x3. Essa funcdo satisfaz a desigualdade do teorema
acima no ponto T = 0, mas este ponto ndo é minimizador local do problema (1.4) (veja figura

11).

Teorema 5. (Condicao suficiente de segunda ordem) Suponhamos que f : R" — R
seja duas vezes diferencidvel no ponto T € R". Se T é um ponto estaciondrio e se a matriz

Hessiana de f em T € definida positiva, isto €, se
(V2f(x)d,d) >0, VdecR"—{0},

entdo T € minimizador local estrito do problema (1.4).
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Demonstracdo. Veja pagina 17 de [2]. O

frxi=x’

#|
I

[
-

/

Figura 1.1: O ponto = = 0 ndo é minimizador local de f.

No teorema acima, as condicbes ndo sdo necessarias para que um ponto T seja minimizador,

conforme exemplo que segue.

Exemplo 2. Seja f : R — R, f(x) = z*. Esta funcdo n3o satisfaz a segunda condicdo do

teorema em T = (0, mas este ponto é minimizador do problema (1.4).

f(x)=x"

Figura 1.2: O ponto T = 0 é minimizador global de f.
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1.3 Conceitos e resultados de Analise Convexa

Nesta secdo, veremos alguns conceitos e resultados sobre conjuntos convexos, fungdes con-
vexas (e algumas de suas caracterizagdes), fungbes quase-convexas e pseudo-convexas, (com
propriedades) projegdo de um ponto a um conjunto e os teoremas de separagdo, que utilizare-

mos no capitulo seguinte.

1.3.1 Funcoes Convexa e Conjuntos Convexos

Iniciaremos esta subsecdo com o conceito de conjunto convexo, que € caracterizado por conter

todos os segmento de retas cujos extremos pertecem ao conjunto.

Definicao 7. Um conjunto K C R™ € convexo se, para quaisquer x,y € K e A € [0,1],

tem-se que Az + (1 — Ny € K.

Figura 1.3: Conjunto convexo.

Exemplo 3. Um hiperplano do R"™ é um conjunto da forma H(a,c) = {z € R"; (a,z) = ¢},

onde a € R" e c € R. Dados x,y € H(a,c) e A € [0,1], temos

(a, ez + (1= Ny) = Na,z) + (1 = XN)(a,y) = dc+ (1= Nc=c

Ou seja, \x + (1 — N\)y € H(a,c). Logo,H(a,c) é um conjunto convexo.

k k
Definicdo 8. Dados 7 € R", \; > 0, j = 1,....k, com Z)\j = 1. O ponto Z)\jxj

— P
chama-se combinacao convexa dos pontos x7, com parametros A;.

Proposicao 2. Um conjunto K C R" é convexo se, e somente se, para qua/squerp e N,

e K e Aj € [0,1], 4 ., k, tais que Z/\ 1, a combinacdo convexa Z)\jmj

Jj=1 Jj=1
pertenca a K.
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Demonstracdo. Veja péagina 75 de [2]. O

s

Definicao 9. Se K C R™ € um conjunto convexo, dizemos que a fungdo f : K — R é

convexa em K quando, para quaisquer z,y € K e \ € [0,1], tem-se

FOz+ (1 =Ny) < M(z)+ 1=\ F(y).

Diz-se que f € estritamente convexa quando a desigualdade acima € estrita para todo x # y

eAe(0,1).

10 I D

ixy [~

[

- o — — - — - —

Ax+(l1-A)y

Figura 1.4: Funcao convexa

Definicao 10. O epigrafo de uma fungio f : K — R € o conjunto

Ery={(z,c) e SxR; f(z) <c}.

A proposicdo abaixo estabelece uma relacdo entre a convexidade de uma fung¢ido e seu

epigrafo.

Proposicao 3. Seja K C R™ um conjunto convexo. Uma fungdo f : K — R € convexa em

K se, e somente se, o epigrafo de f é um conjunto convexo em R" x R.
Demonstracdo. Veja péagina 67 de [2]. O

Em otimizagcdo é comum a utilizacdo de fungdes que assumem o "valor”oo, onde RU {00}

€ denominado reta estendida. A seguir veremos um exemplo de funcdo deste tipo.
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Figura 1.5: Fung¢ao convexa. Figura 1.6: A fun¢do ndo é convexa.

Exemplo 4. Seja K C R"™ um conjunto convexo. A fungdo indicadora de K, 6 : K —

R U {oo} definida por

0, se e K
Ox () =
oo, se v ¢ K
é convexa porque Es,. = K x [0, 00).
7 By
K

Figura 1.7: Epigrafo de dx

Definiremos agora, conjunto de nivel de uma fungdo e daremos uma condicdo necessaria

para que uma fungao real seja convexa em um conjunto convexo K C R™.

Definicao 11. O conjunto de nivel de uma funcdo f : K — R associado a um ponto ¢ € R
€ dado por
Lyk(c)={r € K; f(z) <c}.

s

Proposicao 4. Seja f uma fungdo real definida no convexo K C R"™. Entdo Lsk(c) €

convexo, para todo c € R.
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Demonstracdo. Veja péagina 133 de [2]. O

A convexidade de todos os conjuntos de niveis de uma uma fun¢cdo ndo garante a sua

convexidade, conforme exemplo abaixo.

Exemplo 5. Seja f : R — R, com f(x) = x3. A fungdo f tem todos os seus conjuntos de

niveis convexos, mas f ndo € convexa (basta tomarx = —1, y =0 e A = 1/2 e verificar que

fOz+ (1 =Ny >Af(x)+ (1 =XA)f(y)

Na subsegcdo seguinte, veremos uma classe de fungdes onde vale esta propriedade. Essas
funcbes serdo chamadas de quase-convexas.

Dizemos que (1.1) é um problema de minimizacdo convexa, quando K C R™ é um conjunto
convexo e f : K — R é uma fungdo convexa em K. A importancia da convexidade ja pode

ser vista no seguinte resultado.

Teorema 6. (Teorema de minimizagao convexa) Sejam K C R"™ um conjunto convexo e
f: K — R é uma funcdo convexa em K. Entdo, todo minimizador local do problema (1.1)
€ global. Além disso, o conjunto de minimizadores é convexo. Se f é estritamente convexa,

ndo pode haver mais de um minimizador.

Demonstragcdo. Suponhamos que T € S seja um minimizador local e n3o global. Ent3o, existe
0 >0, tal que f(Z) < f(x) para todo x € B(7,0), e & € S, tal que f(z) < f(T).
Defina 2, = AZ + (1 — A\)Z. Pela convexidade de S, x, € S para todo A € [0,1]. Agora, pela

convexidade da f, para todo \ € (0, 1], temos

f(@x) < Af(@) + (1 =N [f(@) = f(2) + A (@) = f(7) < f(T).

Dessa forma, podemos tomar A suficientemente pequeno, de modo que x, € B(Z,¢), e ainda
temos que f(x)) < f(T). Isto contradiz o fato de que T é minimizador local do problema
(1.1). Portanto, qualquer solugdo local deve ser global.

Seja S* C S o conjunto dos minimizadores (globais) e 7 € R o valor 6timo do problema.

Para quaisquer =,y € S* e A € [0, 1], pela convexidade da f, temos

[z + (1= Ny) <Af(z)+ (1= Nf(y),

isto é,
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Como T é minimizador global, temos
fz+ (1= MNy) =7.

Entdo, Az + (1 — \)y € S*. Logo S* é convexo.

Suponhamos agora que f seja estritamente convexa e que existam z,7 € S*, com = # 7.
Como = e T sdo minimizadores globais e Ax+ (1 —\)Z € S, para A € (0,1), pela convexidade
de S, segue que

fOz+ (1 =N7) > f(z) = f(7) =7.

Por outro lado, pela convexidade estrita da f,
fOAz+ (1 —=NZ) < Af(x)+ (1 =XNf(T) = v+ (1 —Nv =1,
que resulta numa contradicdo. Portanto, o minimizador é tnico. O

A seguir, daremos uma condicdo necessaria e suficiente para que um problema de mini-

mizagdo convexa tenha solugdo.

Teorema 7. (Condicao necessaria e suficiente para problema de minimizagao con-
vexa) Sejam K C R™ um conjunto convexo e f : J — R uma funcdo convexa e diferencidvel

no aberto J que contém K. Entdo T € um minimizador de f em K se, e somente se,
(Vf(@),r—7) >0, Ve e K.
Demonstragdo. Veja péagina 151 de [2]. O

Quando uma fungdo € diferecidvel, existem caracterizacbes que sdo lteis para determinar

se uma fungdo é convexa ou nao, conforme veremos a seguir.

Teorema 8. (Caracterizacdo de Fungées Convexas) Sejam K C R™ um conjunto convexo
e aberto e f : K — R uma funcdo diferencidavel em K. Entdo as afirmagbes abaixo sdo

equivalentes:
1) A funcio f é convexa em K.

2) Para todo z,y € K,

fy) = f(2) +(Vf(2),y — ).

3) Para todo x,y € K,
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(Vfly) =V f(x),y —z) > 0.
Quando f¢é duas vezes diferencidvel em K, as propriedades acima também sdo equivalentes a:

4) A matriz Hessiana de f é semidefinida positiva em todo ponto de K :

(V2f(z)d,d) >0 Vo € K, Vd € R™.

Demonstracdo. 1) = 2) Suponha que f seja convexa, entdo para z,y € K e A € (0, 1], tem-se
que
FOy+ (1 =Nz) <Af(y) + (1 =N f(a).
Considerando d = y —z, temos 2+ Ad = v+ A(y — ) = (1 — A\)x + Ay. Pela convexidade
da f, segue que f(z + Ad) < Af(y) + (1 — \)f(z). Entdo,

ALf(y) = f(o)] = fz + Ad) — f(z).

Isto implica que
[+ Ad) — f(z)
A Y

fly) = fz) =

pois A > 0.

Dai, passando o limite quando A — 0", obtemos

. fle+ M) — f(x)  Of
Fly) — fla) > Jim HEERO I 2

() = (Vf(2),d) = {V[(2),y - x).
Logo, para todo z,y € K

fly) = f@) +(Vf(z),y — ). (1.6)
2) = 3) Trocando x por y em (1.6), obtemos

f(@) > fly) +(Vf(y),z —y) (1.7)

Somando (1.6) e (1.7), tem-se

<
~
—
|
<
~ i ~~ ~—
<
< <
| |
(VAN VANRE VAN
(@) o [a)

v

0, Va,y € K.
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3) = 2) Sejam x,y € K. Pelo teorema do valor médio, existe A € (0,1) tal que

fy) = f(x) = (Vf(z + Ad), d) (1.8)

onded =y — .
Aplicando 3) para x + A\d e x, obtemos

0 < (Vf(x+ ) — Vf(z),z+ M —2z) = (Vf(zx+ ) — Vf(z),\d).
Entdo
(Vf(x + M), \d) > (Vf(x),\d), que implica em (Vf(z + \d),d) > (Vf(z),d). (1.9)
Combinando (1.8) e (1.9) e usando d = y — x, obtemos
fy) = f(@) = (Vf(x),d) = f(y) — flx) = (Vf(z),y — ).
Logo, para todo z,y € K
fly) = f@) +(Vf(z),y — ).
2) = 1) Aplicando 2) para = e = + Ad, com d = y — =, segue que
f(x) = fz4+ M)+ (Vf(z+ M),z — (x4 X)) = f(x + M) + (Vf(x + Ad), —\d).

Portanto,

F(@) > f(z+ M) — MV f(z + A\d), d).

Dai,
(I=XNf(z) > Q=N f(zx+Ad) — (1 =NV f(x+ \d),d)). (1.10)

Analogamente, aplicando 2) para y e x + Ad, obtemos
M (y) > A (@ + M) + M1 — NV F(z + \d), d)). (1.11)
Somando (1.10) e (1.11), tem-se
(1= N f(x) + M) > (1= N f(z+ M) + Az + Ad) = f(z + Ad). (1.12)
Subtituindo d = y — x em (1.12), temos

(I =Nf(@) +Af(y) > fx+ Ay —2)) = f(x+ Ay — Az) = f((1 = Nz + Ay).



Capitulo 1. Nocoes Preliminares 16

Logo f é convexa em K.
Suponhamos agora que f é duas vezes diferencidvel em K. E sufuciente mostrar que 2)
< 4). Fixemos z € K e d € R" quaisquer. Como K é aberto, z +td € K parat > 0

sufucientemente pequeno. De 2),
f(x+td) = f(z) 2 UV f(2),d).
Usando a diferenciabilidade da f,
0< fla+td) = fz) = UV [(z),d) = §<V2f(f€)d, d) + o(t?).

Dividindo por t* > 0 e tomando o limite quando ¢ — 0T, obtemos 4).

Agora, sejam z,y € K quaisquer. Pelo Teorema do Valor Médio, existe 6 € (0, 1) tal que

Fl) = ) = (Vf(x)oy — ) = 50V F( + 6y = 2))(y — ).y — 2) >0,
onde a desigualdade em 2) segue de 4). O

Uma outra importante propriedade das fungdes convexas serd provada no seguinte teorema.

Teorema 9. Sejam K C R"™ um conjunto convexo, aberto e f : K — R uma fungcio

convexa. Entio [ é localmente Lipschitz.

Demonstracdo. Seja T € K. Como K é aberto, existe 6 > 0 (que depende de T) tal que
UCK,ondeU ={ze€R";, - <z;—7; <94, i:=1,...,n}. Chamaremos de V' o conjunto
de vértices de U. Assim V' estd composto por 2" pontos e U = conuv (V).
Seja B = rglea‘icf(x). Pela convexidade de f, segue que L k() é convexo. Como V' C
Ly k(3), segue que
U = conv(V') C conv(Lyk(B)) = Lyk(B)

que implica que f(z) < 3, Vx € U.

Seja x € U, tal que 0 < ||z — || < §. Defina

g 5(95—_3:')::5—3:’ o ||z — ||
||z — || a )

€ (0,1).

Dai, |d;| <6, Vi=1,...,n, donde segue que —0 <T; +d; —T; <9, Vi=1,...,n.
Assim, T +de U ex —d e U. Além disso,

x:x—l—M:f+ad:af—kf%—ad—ozf:a(f—l—d)—i—(l—o@),

(0%
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logo
fla)=fla@+d)+(1-a)7) <af+d) +(1-a)f(T) <af+(1-a)f(z) (113)

Analogamente, obtemos

s < 10+ 08 (114)
De (1.13) segue que f(x) < af + (1 — ) f(T), entdo
f(@) = [(@) < a(B - f(7T)) (1.15)

De (1.14) segue que f(Z) + af(T) < f(x) + af, que implica que —af + af(T) <
f(x) — (). Logo

—a(f - (@) < f(z) - f(T) (1.16)
De (1.15) e (1.16) segue que
£@) ~ F@)1 < a8 - f@) = =Ty,
portanto
£(2) — £(2)] <673~ F(@)le — 7] = Mije - 3
que prova o teorema. O

Conforme vimos no primeiro capitulo, se f for Lipschitz, entdo f € continua. Em particular,
no teorema acima, f € continua.
No teorema acima, caso o dominio da funcdo ndo seja aberto, garantimos que f € continua

no interior de seu dominio.

Exemplo 6. Seam K ={r € R; 2 > -1} e f: K = R,

2, se x=-—1
fay=9
e, se x> —1.
E facil ver que f é convexa em K (seu epigrafo é convexo), mas f ndo € continua em x = —1

(na fronteira de seu dominio).

Definicao 12. Seja K C R™ um conjunto convexo. Dizemos que f : K — R ¢é fortemente

convexa, com médulo o« > 0 em K, quando para quaisquer x,y € K e X € [0, 1], tem-se
FOz+ (1= Ny) S Af(2) + (1= N f(y) — a1 = N)||z —y|*

Obviamente, uma funcdo fortemente convexa € estritamente convexa, e uma funcdo estrita-

mente convexa é convexa.
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Figura 1.8: f é convexa e descontinua em z = —1.

2

Exemplo 7. Seja f : R — R, com f(x) = x*, € fortemente convexa.

Exemplo 8. Seja f : R — R, com f(x) = e*, € estritamente (mas ndo fortemente) convexa.

Exemplo 9. Seja f : R — R, com f(x) = x, € convexa (mas ndo estritamente convexa).

O seguinte resultado tem grande importancia do ponto de vista computacional, porque,
com frequéncia, métodos numéricos sao baseados na resolucdo de uma sequéncia de subpro-
blemas cuja funcao objetivo é fortemente convexa. Como consequéncia do préximo teorema,
veremos que o problema de minimizacdo de uma funcdo fortemente convexa, num conjunto

fechado e ndo vazio, tem sempre solugdo unica.

Teorema 10. (Compacidade de conjunto de nivel de fun¢des fortemente convexas)
Suponhamos que a funcdo f : R™ — R seja fortemente convexa em R™. Entdo, o conjunto

de nivel

Lypn(c) ={z € R"; f(z) < c}
€ compacto para todo c € R.
Demonstragdo. Veja péagina 139 de [2]. O

Corolario 1. Seja f : R” — R uma fungdo fortemente convexa e K C R™ um subconjunto

ndo vazio qualquer. Entdo f tem um dnico minimizador em K.
Demonstracdo. Veja pagina 140 de [2]. O

Para fungdes diferencidveis fortemente convexas, temos critérios que sdo analogos aos de

funcbes convexas.
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Teorema 11. (Caracterizacdo de fungbes fortemente convexas) Sejam K C R" um
conjunto convexo, aberto e f : K — R uma funcdo diferenciavel em K. Entdo as afirmagoes

abaixo sdo equivalentes:
1) A fungio f € fortemente convexa em K com mddulo o > 0.

2) Para todo z,y € K,

F) = f@) + (Vf(2),y —2) +ally — |

3) Para todo x,y € K,

(Vfy) =V f(x),y—z) > 20y — |

Quando f € duas vezes diferencidavel em K, as propriedades acima também sdo equivalentes

a:
4) A matriz Hessiana de f é definida positiva uniformemente em todo ponto de K, isto €,

(V2f(z)d,d) > 2ally — z||?, Ve K, VdeR"

Demonstracdo. Veja pagina 156 de [2]. O

1.3.2 Funcoes Quase-convexas e Pseudo-convexas

Definicao 13. Seja f : K — R, onde K C R" € ndo vazio e convexo. A fungio f € dita

quase-convexa se, para todo x,y € K

fOz+ (1= Ay) <max{f(z), f(y)}, Ae(0,1).

Sabemos que fungdes convexas sdo caracterizadas pela convexidade dos seus epigrafos. Vere-
mos agora que as funcbes quase-convexas sdo caracterizadas pela convexidade dos seus con-

juntos de niveis.

Teorema 12. Seja f : K — R, onde K C R" € ndo vazio e convexo. A fungio f €

quase-convexa se, e somente se, Ly (c) = {x € S; f(x) < ¢} € convexo para todo ¢ € R.
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Demonstracdo. Suponha que f é quase-convexa e tome z,y € Ly (c). Assim, z,y € K
e max{f(z), f(y)} < c. Considere z = A\x + (1 — \)y, com X € (0,1). Pela convexidade
de K, z € K. Pela quase-convesidade de f temos f(z) < max{f(z), f(y)} < ¢. Logo,
z € Ly k(c), que implica em Ly i (c) convexo.

Agora, suponha que Ly x(c) é convexo para cada ¢ € R e tome z,y € K. Considere
z=MAx+(1—-X\)y, com A € (0,1). Note que =,y € Ly x(¢), para ¢ = max{f(x), f(y)}. Por
hipdtese, L i (¢) é convexo, entdo z € Ly i (¢). Dessa forma, f(z) < ¢ = max{f(x), f(y)}.

Portanto f é quase-convexa. O]

O seguinte teorema nos da uma condicdo necessaria e sufuciente para que fungdes

diferencidveis sejam quase-convexas.

Teorema 13. Sejam K um conjunto aberto, convexo e ndo vazioem R" e f : K — R
diferencidvel em K. Entdo, f € quase-convexa se, e somente se, x,y € K e f(x) < f(y),

implicar que (V f(y),x —y) < 0.

Demonstracdo. Sejam f quase-convexa e z,y € K tal que f(x) < f(y). Sendo K convexo,

A+ (1 =Ny € K, com X\ € (0,1). Pela diferenciabilidade da f, temos

fOr+(1=Ny)—fy) = fly+ M —y)) = f(y) = MV (), z—y) + M|z —yllp(A(z —y)),

onde p(A(z—y)) — 0 quando A — 0. Sendo f quase-convexa, temos f(Az+(1—N)y) < f(y),
isto é, f(Ax + (1 — N)y) — f(y) < 0. Entdo,

MV (), z —y) + Mz — yllp(A(z —y)) < 0.

Logo,
Vi), z —y) + [z — yllp(A(z —y)) <0.
Fazendo , A — 0 na desigualdade acima, obtemos o resultado.

Reciprocamente, suponhamos x,y € K tal que f(z) < f(y). Mostraremos que f(Az + (1 —

Ny) < f(y) para cada A € (0,1). Faremos isso mostrando que
L={zeK;z=Xx+(1-Ny, A€(0,1) e f(z) > f(y)}

é vazio. Por contradicdo, suponha que existe 2’ € L. Assim 2’ = Az + (1 — \)y para algum
A€ (0,1) e f(«') > f(y). Sendo f diferencidvel, f é continua, ou seja, existe 0 € (0,1) tal
que

f(pa"+ (L= p)y) > f(y) paratodo p €[4, 1] (1.17)
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e, sendo 6 > 0, f(2') > f(ox'+ (1 —=0)y), ou seja, f(z') — f(d2"+ (1 —d)y) > 0. Aplicando
o teorema do valor médio a fungdo ¢ : [0, 1] — R tal que ¢(u) = f(uz’ + (1 — p)y), temos

0 < f(') = f(0a"+ (1= 6)y) = (1 = 6)(Vf(2),2" —y), (1.18)

onde & = fix’ + (1 — 1)y para algum fi € (d,1). Por (1.17) temos que f(z) > f(y). Dividindo
(1.18) por 1 — 6 > 0, segue que (Vf(z),2" —y) > 0 que implica em

(Vf(@),z—y) >0 (1.19)

Por outro lado, f(z) > f(y) > f(z), e & é a combinagdo convexa de z e y, isto é, & =

Az + (1 — Ny, onde A € (0,1). Pela hipétese do teorema, (V f(&),z — &) < 0. Logo,
0> (Vf(2),z—2) = (1-A(Vf(2),x~y)
que contradiz a inequagdo (1.19). Portanto L é vazio, que prova o teorema. O

Exemplo 10. Seja f(z) = 2% e suponha f(a) < f(b), isto é a®* < b3. Isso é verdade
apenas quando a < b. Agora, considere (V f(b),a — b) = 3(a — b)b*>. Como a < b, temos
3(a — b)b* < 0. Isso mostra, pelo teorema anterior que f é quase-convexa.

Sabemos que toda fungcdo convexa € quase-convexa. As funcées convexas, definidas num
convexo, tem a propriedade de que todo minimizador local € minimizador global da funcao.
Esta propriedade ndo se verifica para fun¢ées quase-convexas (veja figura 1.1).

Afim de mantermos esta propriedade, definiremos as fungées estritamente quase-convexas.

Definicao 14. Seja f : K — R, onde K C R" € ndo vazio e convexo. A funcdo f € dita

estritamente quase-convexa se, para cada x,y € K, com f (x) # f (y) tivermos

Oz + (1= Ay) <max{f(z), f(y)} Ve (0,1).

Teorema 14. Seja f : R*" — R estritamente quase-convexa. Considere o problema de
minimizar f(z), com x € K, onde K é um subconjunto ndo vazio e convexo do R". Se ¥ é

solugdo local do problema, entdo T € solugdo global deste problema.

Demonstracdo. Suponha, por absurdo, que existe & € K tal que f(z) < f(T). Pela con-
vexidade de K, A% + (1 — A\)Z € K para cada A € (0,1). Como Z é minimo local, entdo
f(@) < AT+ (1 — \)T para todo A € (0,0), para algum § € (0,1). Sendo f estritamente
quase-convexa e f(z) < f(T), temos f(A& + (1 — \)T) < f(T) para todo A € (0,1). Isto

contradiz o fato de = ser minimo local. Portanto,  é minimo global. O
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Sabemos que as fungdes estritamente convexas sao convexas. Este resultado nio vale para

funcées quase-convexa, conforme exemplo abaixo.

Exemplo 11. Seja
1, se =0

0, se x#0

fx) =

Pela definicdo, f € estritamente quase-convexa. Porém, f ndo é quase-convexa. Tome
_ _ . _ _ 1 17y _ _
a=—1eb=1. Assim, f(a) = f(b) =0, mas f(5a+ 3b) = f(0) =1 > f(b).
Contudo, se f € semicontinua inferiormente e estritamente quase-convexa, garantimos que

f € quase-convexa.

Teorema 15. Se K é um subconjunto ndo vazio e convexo doR" e f : K — R € estritamente

quase-convexa e semicontinua inferiormente, entdo f € quase-convexa.

Demonstracdo. Sejam x,y € K. Se f(x) # f(y), entdo sendo f estritamente quase-convexa,
temos f(Az+ (1—\)y) < max{f(z), f(y)} paracada A € (0,1). Agora suponha que f(z) =
f(y). Para mostrar que f é quase-convexa, precisamos mostrar que f(Az+ (1 —M\)y) < f(x)
para cada A € (0,1). Por contradicdo, suponha que f(ux + (1 — p)y) > f(z) para algum
p € (0,1). Denote por z = pz + (1 — p)y. Como f é semicontinua inferiormente, existe
A€ (0,1) tal que

[(2) > [+ (1= 2)2) > f(x) = F(y) (1.20)

Sendo f estritamente quase-convexa, f(2) = f(pz+(1—p)y) < f(y) < fAz+(1—X)z2),

contradizendo (1.20). Portanto, f é quase-convexa. O

Se f é estritamente convexa, um minimizador local € inico minimizador global. Na direcdo

deste resultado, definiremos funcées fortemente quase-convexa.

Definicao 15. Seja f : K — R, onde K C R" € ndo vazio e convexo. A funcdo f € dita

fortemente quase-convexa se, para cada x,y € K com x # vy, temos

fOr+ (1= Ny) <max{f(z), f(y)}

para cada A € (0,1).

Conforme definicdo, toda fungdo estritamente convexa é fortemente quase-convexa e toda

funcao fortemente quase-convexa € estritamente quase-convexa.
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Teorema 16. Seja f : R" — R fortemente quase-convexa. Considere o problema de min-

imizar f(z), com x € K, onde K é um subconjunto ndo vazio e convexo do R". Se T €

~ — 7 s

Demonstragdo. Sendo T minimizador local, existe uma e—vizinhanga V,(Z) tal que f(Z) <
f(z) para todo x € SN V.(Z). Suponha, por contradigdo, que existe & # T e f(z) < f(T).

Sendo f fortemente quase-convexa, segue que

O+ (1= N7) <max{f(2), f(7)} = f(7)

para todo A\ € (0,1). Para X sufucientemente pequeno, Az + (1 —\)Z € SNV,(T) e contradiz

o fato de T ser minimo local. Portanto, T é Unica solu¢ao global. O

A seguir, daremos uma outra condicdo necessaria e suficiente para que uma fungcdo seja

quase-convexa.

Teorema 17. Sejam K um subconjunto ndo vazio, aberto e convexo do R" e f : K — R
uma funcdo duas vezes diferencidavel em K. Se f é quase-convexa, entdo, para todo xr € K e

y € R™ temos
(y, V(@) =0 = (y, V*f(2)y) > 0.

Demonstracdo. Considerando a fung¢do h : [0,1] — R dada por h(t) = f(z + (y — x)t) a

condicado
(y, Vf(x)) =0 = (y,V*f(x)y) > 0.
equivale a
R'(0)=0 = h"(0) > 0.
Além disso,
h(t) < max{h(0), h(1)}
equivale a

flty + (1 = t)z) < max{f(x), f(y)}

Ou seja, h é quase-convexa se, e somente se, f é quase-convexa. Logo é suficiente mostrar o
caso onde h é uma fungdo real.
Suponha que h é quase-convexa em (0,1) e h'(¢) = 0, com ¢ € (0,1). Devemos mostrar

que h’(c) > 0. Se W'(c) =0 e h"(c) <0, entdo para € > 0 suficientemente pequeno temos
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h(c—e¢) < h(c) e h(c+¢€) < h(c). Assim, o conjunto de nivel N = {z € R; h(x) < h(c) — €}

nao é convexo, que contradiz o fato de A ser quase-convexa.

1.3.3 Projecoes e Teoremas de Separacao

Seja K um conjunto ndo vazio, convexo e fechado em R". Para algum x € R" fixado,

considere o seguinte problema:
inf{|ly —=[|*; y € K}. (1.21)

Dado 2" € K, considere o conjunto S :={y € R" ; ||y — z|| < ||z" — z||}.

Entéo, (1.21) € equivalente a
inf{[|ly —z[| ; y € KNS},

o qual possui solugdo, pois a funcdo y — ||y — x|| € continua e K NS é compacto, pois S é
compacto. Portanto, deduzimos a existéncia de um ponto em K que minimiza a distancia de

x. Veremos a seguir, que existe um tnico ponto que minimiza a distancia de K ao ponto x.

Teorema 18. (Teorema da Projecao) Seja K C R™ um conjunto convexo e fechado.
Ent3o, para todo x € R", a projecio de x sobre K, denotada por Pk (z), existe e é dnico.

Além disso, T = Pk (x) se, e somente se,
TeK, (r—7,y—T)<0VyeK.
Demonstracdo. Veja pagina 94 de [2]. O]
Sejam K, e K, conjuntos ndo-vazios em R" e
H(a,c) ={zx € R";{(a,z) = c}

um hiperplano, onde a € R"/{0}, c € R.

Definigao 16. Dizemos que o hiperplano H(a.c) separa os conjuntos K, e K, se
(a,z) < c<{a,y) Yz € Ky, Yy € K.

Dizemos que H (a, c) separa estritamente K, e Ky quando as desigualdades acima sdo estritas.
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H(a,c)

Figura 1.9: Separacdo deconjuntos.

A nogao de separacao de conjuntos é muito importante. No sentido geométrico, separacdo
significa que um dos conjuntos fica de um lado do hiperplano H(a,c), enquanto o outro
conjunto fica do outro lado, veja figura abaixo.

Como pode ser visto geometricamente, a possibilidade de separar dois conjuntos esta ligado

ao fato da intersecdo deles ser vazia ou ndo, e a convexidade deles.

H(a,c) H(a,c)

Figura 1.10: Intersecao nao vazia. Figura 1.11: Conjunto n3o convexo.

Até o final desta secdo provaremos os teoremas de separacao que utilizaremos em algumas

demonstragdes de importantes teoremas deste trabalho.

Lema 1. (Lema de Minkowski) Seja K C R™ um conjunto convexo e ndo-vazio. Sex ¢ K,

entdo existem a € R" — {0} e ¢ € R tais que
(a,z) =¢, (a,y) >c Yy € K.

Demonstracdo. O conjunto K é fechado e convexo (porque K é convexo). Seja T a proje¢do

de x sobre K, cuja existéncia e unicidade sdo asseguradas pelo Teorema da Projecao.
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Definimos a =7 — x (a # 0 porque © ¢ K) e c = (T — x,x). Pela definicdo, (a,r) = c.
Seja y € K. Temos que

<a7y) = <f—$,y> > <f—l‘7f>,

onde a desigualdade vale para todo y € K (e portanto para todo y € K), pelo Teorema da
Projecdo. Obtemos que

(@ —2,7) =lz -7 + (T -z, 2)
= ||z —Z|P +c>c

onde usamos que ||z — Z|| > 0 (pela hipStese de que # ¢ K). Temos entdo o resultado

desejado. O]

Exemplo 12. Consideremos o conjunto
K = {(z,y) e R?/{(0,0)} ; >0 ey >0} U{(z,y) € Rz <0 < y}.

Conforme figura 1.12 abaixo, K € convexo, (0,0) ¢ K e (0,0) € K. Observe que (0,0) ndo
pode ser separado estritamente, mas pode ser separado (no estrito).

Fat
",

Figura 1.12: Separacdo deconjuntos.

Agora mostraremos que um ponto na fronteira de um conjunto convexo pode ser separado

dele.

Lema 2. Seja K C R™ um conjunto convexo ndo vazio. Se x € JK, entdo existem a €

R" — {0} e c € R tais que

(a,2) =c (a,y) >c Yy € K.
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Demonstracdo. Como = € K, podemos escolher uma sequéncia {7¥} — z tal que 2* ¢ K
Vk € N.
Pelo Lema de Minkowski, todo ponto x* pode ser separado de K estritamente, isto &, para

todo k € N existem a* € R" — {0} e ¢, € R tais que

<ak7xk> = Ck, <ak7y> > Ck Vy € K.

k

Podemos admitir (tomando uma subsequéncia, caso necessario) que {HZ‘“II} — a # 0.

Obtemos que

1 C, T <aka xk>

A T = A T T e

Definindo ¢ = (a, z), dividindo por ||a*|| > 0 na desigualdade (a*,y) > c; e passando o

limite, obtemos que para todo y € K tem-se
(a,y) = c,
o que conclui a prova. O

Teorema 19. (Teorema da Separacdo) Sejam K, K C R"™ conjuntos convexos e ndo

vazios tais que K1 N Ky = (). Entdo existem a € R" — {0} e c € R tais que
(a,2) < c<{a,y) Vo e K, Vye K.

Demonstracdo. O conjunto D = K; — K, é convexo e 0 ¢ D porque K; N Ky = (). Nesta
situacdo ha duas possibilidades: ou 0 ¢ D, ou 0 € 9D. Em ambos os casos , podemos separar

0 do conjunto D. Concluimos que existe a € R" — {0} tal que
(a,z) >0 Vz€ D,
isto é, (a,y —x) > 0 para todo y € K, e x € K;. Ou ainda,
(a,y) > (a,x) Yy € Ky, Yz € K;.

Em particular, a fungdo (a,.) é limitada inferiormente em K, e superiormente em K.

Dessa forma, obtemos que
Y2 = inf (a,y) > sup (a,z) = .
yeKo zeK;
Definindo ¢ = (71 + 72)/2, temos que 71 > ¢ > 7 €
Ve € Ky, {(a,z) < supa,z) = <c,
€K1

Vy € Ky, (a,y) > sup(a,y) =7 > ¢,
yeEK2

o que completa a prova do resultado. O
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Para garantir a separagcdo estrita, sdo necessarias hipdteses adicionais.

Teorema 20. (Teorema da Separacao Estrita) Sejam K, Ko C R"™ conjuntos convexos,
fechados e ndo vazios. Suponhamos que um deles seja também limitado (logo, compacto).

Entdo K, N Ky = ) se, e somente se, existem a € R™ — {0} e ¢ € R tais que
(a,) < ¢ < {a,y) Vo e K, Vy € K.

Demonstracdo. Se temos separagdo estrita mas existe algum = € K; N K5, logo chegamos a
contradi¢do: (a,z) < ¢ < (a,x).

Suponhamos agora que K seja limitado e K1 N K, = (). Como o conjunto K; é convexo
e fechado, o operador de projecdo Pk, : R" — K; é bem definido e continuo.

Logo a funcao
U:R" — Ry, V(x)=dist(z, K1) = ||z — Pk, (2)||
é continua. Portanto, como K, é compacto, o problema

min ¢ (x)

€K

tem solugdo global (Teorema de Weierstrass), que denotamos por a®. Denotamos a' =

Pr, (a?). Pelo Teorema da Projecio,
(a®* —a',x) < (a* —a',a') =c; V2 € K. (1.22)
Para todo = € K,, tem-se que
v — a'|| > dist(x, K;) > g}g{dist(m, K))} = ¥(a?)

= dist(a®, K1) = [|a” — Px-1(a®)|| = [la® — ],

o que significa que a* = Py, (a'). Usando novamente o Teorema da Projec3o, obtemos que
(a®* —a',x) > (a* — a',a®) = ¢y V2 € Ky, (1.23)

Definimos a = a* — a' # 0 (K1 N Ky = 0 implica que a® # a') e ¢ = (1 + ¢2)/2.

Observamos que ¢ > ¢ > ¢; porque
cy —c1 = ||la' —a®|| > 0.

Agora, o resultado segue de (1.22) e (1.23). O
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Exemplo 13. Consideremos os conjuntos
Ky ={(z,y) eR*; y <0}, Ky={(v,y) eR*; y>1/x, > 0}.

Os dois conjuntos sdo fechados mas nenhum € limitado. O eixo Ox = {(x,y) € R%*;y =0} é

o dnico hiperplano que separa os conjuntos, mas n3do separa estritamente.

y

EKl

Figura 1.13: Separacdo de conjuntos.
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Subdiferencial

Neste capitulo, consideramos dois dos principais subdiferenciais utilizados em otimizagao.
Na primeira secdo, definiremos o subdiferencial de Fénchel-Moreau, o subdiferencial usual,
e provaremos algumas de suas principais propriedades. Na segunda secdo, abordaremos a
definicdo e propriedades do subdiferencial de Plastria, um subdiferencial que contém o de
Fénchel-Moreau. Na secdo seguinte, definiremos sequéncia Fejér e quase-Fejér convergente e

algumas consequéncias dessas defini¢oes.

2.1 Subdiferencial de Fénchel-Moreau

Antes de definirmor subdiferencial de Fénchel-Moreau, vejamos o seguinte teorema.

Teorema 21. Sejam K C R™ um conjunto ndo vazio e convexo e f : K — R uma funcdo

convexa. Ento, para todo x € int K, existe s = s(z) € R" tal que

(s,y —x) + f(2) < fy), Yy e K.

Demonstragcdo. Pela Proposicdo 3, £y é convexo em R" x R. Dados x € R" temos que
(x, f(x)) € OE¢, donde podemos tomar, pelo Teorema da Separacdo, um hiperplano suporte

a Ef em (z, f(x)), ou seja, existe sp € R™ e aw € R, ndo nulos, tal que
(s0,y —x) +a(r— f(z)) <0, V(y,r) € Ey. (2.1)

Observe que em (2.1) o niimero e ndo pode ser positivo, pois, caso fosse, tomando em (2.1)

y=1x+ 59 er>max{f(x), f(y)} teriamos:

30
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f(z) <max{f(z), f(y)} <r, ouseja, (z,y) € Ey e
(80,2 + 890 —x) + ar — f(x)) <0,
que implicaria em
[Is0l* < a(f(z) =) <0

que é um absurdo. Dessa forma, temos o < 0. Novamente em (2.1), se a = 0, temos
(so,y —x) <0, Vy € K. (2.2)

Como z € int K, existe A\ > 0, suficientemente pequeno, tal que = + A\sy € K. Como vale

(2.2), para todo y € K, em particular, para y = = + Asy temos
(so,x+ Asp —x) <0,

ou seja, Al[sg||* < 0, que implica em sy = 0, que é um absurdo. Logo, em (2.1) temos a < 0.

Dividindo a desigualdade (2.1) por |a| > 0 temos,

(s,y—x)+ f(x) <r V(y,r) € Ey,

S0

|

onde s = —. Em particular,

(s,y—x) + f(z) < fly) Vy € K.

Na verdade, no teorema acima, prova-se que o < —1.

Definicao 17. Seja f : K — R uma fungdo. Dizemos que s € R"™ é um subgradiente de f

no ponto x € K se

O conjunto de todos os subgradientes de f em x chama-se subdiferencial de f em x (ou
subdiferencial de Fénchel-Moreau) e € denotado por 0f(z). Veja figura 2.1.

A seguir veremos alguns exemplos de subdiferencial.

Exemplo 14. Considere a fungdo f : R — R, dada por f(z) = |x|. Dado x > 0, da definicdo
de subdiferencial, temos

sly—x)+x <y VyeR. (2.3)
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Figura 2.1: Subgradientes.

Sex <y, entdo s(y —x) < y—wx, implica que s < 1. Casox >y, temoss > 1. Esex =y,
a desigualdade (2.3) vale para todo s € R. Tomando a intersecdo dos casos, temos s = 1.

Analogamente, se tomarmos x < 0 temos s = —1. Agora, se x = (0, temos

sy < y.

Caso y = 0, temos que vale (2.3) para todo s € R. Sey > 0, entdos < 1. Esey <0,
temos s > —1. Novamente tomando a intersecdo dos casos, temos que qualquer s € [—1,1],

satisfaz (2.3). Portanto,
1, se x>0

of(x) =19 [-1,1], se 2 =0 .
—1, se <0
Vemos que nos pontos onde f é diferencidvel (em x # 0) o subdiferencial de f é sé um ponto.
No caso x = 0, o subdiferencial de f é um subconjunto de R.
A seguir, veremos um teorema que garante boas propriedades ao subdiferencial de Fénchel-

Moreau.

Teorema 22. Seja f : K — R uma fungdo convexa. Entdo o conjunto Of(x) € ndo vazio,

convexo e compacto.

Demonstracdo. Dado = € K, pelo Teorema 21, df(x) # (). Provemos agora, que Of(x) é
convexo.

Sejam s,w € df(z) e t € [0,1]. Entdo

fl@)+(s,y—x) < fly) e f(x) +{w,y—x) < fly), Yy eR"
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Entao,

fl@)+ {tw+ (1 —=t)s,y —z) = f(x) + (1 —=t)(s,y — x) + t{w,y — x) =

= flx) +if(x) —tf(x) + (1 =1){s,y — 2) + t{w,y — 1) =
= (1 =0)f(@) + (1 =t){s,y — ) + t(f(2) + (w,y — 2)) =
=1 =0)(f(@)+ s,y —2) + 1(f(x) + (w,y — x)) <
<A =0)fy) +tfly) = fly), VyeR",

ou seja, (1 —t)s+tw € df(x). Logo, df(x) é convexo.

Vamos mostrar agora que 0f(x) é fechado e limitado.

Seja s € Of(x), logo existe {s*} C df(z) tal que Jim. s¥ = 5. Como s* € Of(x), entdo
(s y— )+ f(z) < fly), Vk € N e Vy € K. Dessa forma,

’}Lrgo<sk,y — )+ f(z) < fy),

ou seja,
(s,y =) + f(x) < f(y)-
Donde s € df(x). Logo, Of(z) é fechado.

Agora, mostremos que Jf(z) é limitado. Supoha, por absurdo, que df(x) ndo seja limi-

tado, isto é, existe {s"} C Of(x) tal que

lim ||s*|| = oo.
k—oo
Sendo {Hj—’;H} limitada, existe
s
Jim TR = % com Is[| =1,

a menos de subsequéncia.

Como s* € df(z), temos que

(s",y —z) + f(z) < f(y), VyeR"

Em particular, para y = x + s, temos

( s* fly) — f(z)

— <
TP PR
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que fazendo k — oo, segue que

(s,s) <0,

pois ||s¥|| — co. Logo, 1 = ||s|| <0, que é um absurdo.

Portanto, df(x) é limitado, o que demonstra o teorema. O

Conforme veremos nos exemplos a seguir, a hipétese de f ser convexa ndo pode ser retirada

para que o teorema seja valido.

Exemplo 15. Seja
z+1, se x>0

fz) =

r, se x<0

Observe que f ndo € convexa. Um calculo simples nos da que 0f(0) = [1,400).

Exemplo 16. Seja f(x) = x3, donde Of(0) = 0. Neste caso a funcdo f também nio é
convexa.

Como consequéncia do teorema, temos o seguinte corolario.

Corolario 2. Seja f : K — R € uma fungio diferencidvel e convexa no ponto x € int K,

K C R™ ndo vazio e convexo. Entdo o conjunto Of(x) contém um sé elemento. Neste caso

Of(x) = {Vf(x)}.

Demonstracdo. Pelo teorema 22, 0f(z) é ndo vazio, ou seja, existe s € 0f(x). Entdo,
(s,y—x) + f(x) < fly) VyeR™

Em particular, a desigualdade acima vale para y = z+Ad, para A > 0 suficientemente pequeno

e para todo d € R", pois x € int K. Logo,
As,d) + f(z) < f(z+ \d). (2.4)

Pela diferenciabilidade da f no ponto x, temos

flz+ M) = f(z) + MV f(x),d) + N|d||a(z, \d). (2.5)
Subtraindo (2.5) de (2.4), temos

Ms = Vf(z),d) — N|d||a(z, Ad) < 0.
Dividindo por A > 0 e fazendo A — 0T, segue que
(s = Vf(x),d) <0.

Tomando d = s — Vf(x), pela desigualdade anterior, temos s = V f(x). O
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Para mostrar que a convexidade da fungdo f no teorema anterior é necessaria, temos o

seguinte exemplo.

Exemplo 17. Seja f : R — R dada por f(z) = |z|'/2. Usando a definicio de subdiferencial
obtemos que 0f(0) = {0}, mas f ndo € diferencidvel em x = 0.

A seguir, definiremos cone normal.

Definicao 18. Sejam K C R"™ um conjunto convexo e T € K. O cone normal no ponto T

em relacdo ao conjunto K € dado por
Nk(@)={yeR"; (y,x—7) <0, Vx e K}.
No proximo teorema, temos uma caracterizacdo do subdiferencial utilizando a definicdo de
cone normal.
Teorema 23. Seja f : R" — R uma fungdo convexa. Um vetor w € Of(x) se, e somente se,

o vetor (w, —1) € Ng,(, f(x)), onde Ey é o epigrafo de f.

Demonstracdo. Seja w € 0f(x), isto é, (w,y —x) + f(x) < f(y), para todo y € R™. Dessa
forma

(w,y —x) + f(z) —r <0,

para todo y € R” tal que f(y) < r. Ent3o,

(w,y —2) + (=1)(r = f(x)) <0,
para todo (y,r) € Ey. Logo,
(w, =1) € Ng,(, f(z)).

Reciprocamente, dado (w, —1) € Ng,(z, f(z)), temos

((w,=1),(z —2,r = f(2))) <0,

para todo (z,7) € Ey, ou seja, (w,z—x)+ f(z) < r, para todo z € R" tal que f(z) <r. Em

particular, tomando z = y e r = f(y), temos, (w,y—x)+f(z) < f(y). Logo, w € df(x). O

No exemplo 23, em x = 0 (nos demais pontos a funcdo é diferencidvel) podemos verificar
este resultado através do cone normal, conforme figura 2.2.

Tendo em vista o Teorema da Separagdo, podemos garantir que o conjunto N, (z, f(7))
€ ndo vazio, convexo e fechado. Dessa forma, usando o teorema 23, temos uma outra maneira

de demonstrar o teorema 22.
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f(x)=Ixl

Figura 2.2: Cone normal em relagdo ao epigrafo de f.

Observacdo 1. Sabemos que f(x) = x3 é quase-convexa e pelo exemplo 16 temos que

df(0) = 0. Logo, o teorema 22 n3o vale para funcbes quase-convexas.

2.2 Subdiferencial de Plastria

Com o objetivo de obtermos um resultado semelhante ao do teorema 22 para fungbes quase-
convexas, iremos definir nesta subse¢do o subdiferencial de Plastria e abordar algumas de suas

principais propriedades.

Definicao 19. Seja f : K — R definida em K C R". Dizemos que s € R" é um subgradiente

de Plastria da fungao f no ponto x € K se

(s,y —x) + f(z) < fy), (2.6)

para todo y € K, tal que f(y) < f(x). O conjunto de todos os subgradientes de Plastria é
chamado de subdiferencial de Plastria e serd denotado por 9% f(x).

Se s € Of(x), entdo vale (2.6), Yy € K. Em particular, vale (2.6) para todo y € K tal
que f(y) < f(z). Logo df(x) C O f(x). A reciproca deste fato nio é verdadeira. Com

efeito, dado s € OF f(x), temos que

(s,y —x)+ f(z) < f(y),
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para todo y € K tal que f(y) < f(x). Dessa forma, para A > 1, temos

(As,y —x) < A[f(y) — f(x)] < fy) — f(x).

Logo, {\s; A\ > 1} C 97 f(x). Isto mostra que OF f(x) ndo é limitado.

De um modo geral, Of (x) e OF f(x) sdo diferentes para f convexa. Na verdade Of(z) =
OF f(x), somente quando Of (z) = 0% f(x) = {0}.

Para o caso de fungbes convexas, temos que V f(x) € Of(x). No caso do subdiferencial

de Plastria, isto geralmente ndo ocorre, conforme exemplo abaixo.
Exemplo 18. Seja f : R — R dada por

—27, se v < -3
f(x) = 23, se —3<x<3 .

27, se ©>3

E fécil ver que V f(—2) = 12 ¢ OF f(—2) = [19, 00).

A seguir, veremos uma importante propriedade do subdiferencial de Plastria.

Teorema 24. Se f : R" — R € quase-convexa e Lipschitz, com constante L, ent3o:
1) 9Ff(x) # 0 para todo x € R". Mais precisamente, existe s € OF f(x), com ||s|| < L;
2) 9% f(x) é um conjunto convexo e fechado, para todo x € R".

Demonstracdo. Para provar 1, considere a € R™ e o conjunto de nivel estrito L7 (f(a)) =
{z € R"; f(z) < f(a)}, que é convexo, pela quase-convexidade da f. Sendo f Lipschitz, f é
continua e L7 (f(a)) é um conjunto aberto que ndo contém f(a). Entdo existe um hiperplano
separando estritamente o ponto a e Lf(f(a)), isto é, existe sg € R" (que pode ser tomado

|[sol| = 1) tal que, para todo = € L7 (f(a)),
(x —a,so) <0. (2.7)

Tomando s = Lsy, temos que ||s|| = L, restando provar que s € 9" f(a). Para todo

z € L5(f(a)), denote por 2’ a projecdo ortogonal de = ao hiperplano
(z—a,s) =0 (2.8)
Por (2.7) e (2.8), 2’ ¢ L7 (f(a)), ou seja, f(z') > f(a). Além disso,

(@ —x,5) = |lz —2'|| [|s]| = Lllz — 2'||.
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Logo,
fla) = f(z) < f(a) = f(z) < Llle — 2| = {a =z, 9),
para todo x € L7(f(a)). Portanto, s € 9" f(a).

A demonstracio de 2) é inteiramente andloga ao teorema 22. ]

As funcées Lipschitz possuem boas propriedades e o teorema abaixo nos da condicoes para

que uma fungdo seja Lipschitz.

Teorema 25. Seja f : K — R definida no subconjunto K C R™. Suponha que, existe L > (0

tal que , para cada v € K, exite 2° € 97 f(x), com ||2°|| < L. Entdo f é Lipschitz em K.

Demonstracdo. E sufuciente considerar z,y € K tal que f(z) # f(y). Suponha, sem perda
de generalidade, que f(x) < f(y). Aplicando a hipStese do teorema ao ponto y € K, exite
y° € OF f(y), com ||3°|| < L, tal que

0< fly)— f(z) < (y’,y—z) <Ly — ||,
que prova o teorema. O

A seguir, apresentaremos uma outra importante propriedade do subdiferencial de Plastria.
Teorema 26. Seja f : R" — R uma fungdo quase-convexa e Lipschitz, com constante de
Lipschitz L e suponha que z € R"™. Entdo, para todo v € S(0,1) N NL?(f(Z))(z), o vetor

v=Lv

pertence a OF f(z). Adicionalmente, para todo u € 9" f(2)/{0}, o vetor

=L
|ul|

pertence a 9* f(z).

Demonstracdo. Seja z € R™. Como f é Lipschitz, segue que f é continua e Ljf(f(z)) é aberto
e convexo, que ndo contém z € R". Considere v € S(0,1) N NL?(f(Z))(z) e tome v = Lw.

Para todo y € L?(f(z)) denotaremos por P(y) a projecdo ortogonal de y ao hiperplano
{zr e R"; (x — 2,U) = 0}.
Entdo, P(y) & L7(f(2)), donde f(P(y)) > f(z). Além disso, temos

(z—y,0) = [1Py) = ylll[ol] = LI[P(y) -yl
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Sendo f Lipschitz, temos

f(2) = fly) < f(P(y) — f(y) < LIIP(y) — yl| = (2 —y,7),

mostrando que T € 9 f(2).
Agora, seja u € OF f(x)/{0}. Dessa forma,

u 1 fly) — f(z)
(my =) = o,y — 1) < == e <0
[Jul] [Jul] |||
Logo,
u
Portanto, pela primeira parte do teorema, u € 97 f(z). ]

2.3 Sequéncia Féjer e quase-Féjer convergente
Uma importante propriedade em otimizagcdo € a de uma sequéncia Fejér convergente, que
definiremos a seguir.

Definicdo 20. Uma sequéncia {z*} em R™ & Fejér convergente a um conjunto U C R™ se
||2F T — z|| < ||2* —z||, VkEN, Vo e U. (2.9)

Como consequéncia temos a seguinte proposicao.

Proposicdo 5. Se {2*} é Fejér convergente ao conjunto nio vazio U C R, entjo {z*} €

limitada. Se x € U € ponto de acumulacdo de {x*}, entdo klim ot = .
— 0

Demonstracdo. Segue de (2.9) que ||z* — z|| < ||2° — z]||, para todo € U. Entdo, {z*}

estd contida na bola de centro z € U e raio ||z° — ||, donde {z*} é limitada. Agora,

considere {2%} uma subsequéncia de {z*}, tal que Jim 2% = 2. Como x € U, de (2.9),
j—00

temos que a sequéncia de ndmeros reais ndo negativos, {||z¥ — ||} é decrescente e possui

uma subsequéncia, {||z* — z||}, que converge a zero. Logo, klim |[z* — x|| = 0. Portanto,
—00

lim 2 = z. ]

k—oo

A seguir definiremos a propriedade de quase-Fejér convergente.

Definicdo 21. Uma sequéncia {z*} é quase-Fejér convergente para o subconjunto U C R"
[e.e]

se, para todo u € U, existe uma sequéncia {e.} C R, tal que ¢, > 0, Zek < o0 e
k=0
||[2*TY — u||? < ||2* — u||® + e, para todo k € N.
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Proposicdo 6. Se {z"} é quase-Fejér convergente ao conjunto nio vazio U C R", ento

{2*} é limitada. Além disso, se x € U é ponto de acumulacdo de {x*}, entdo lim 2* = x.

k—o0

Demonstragcdo. Dado u € U aplicando a definicdo de quase-Fejér convergente, temos

k—1 00
% =l < |2 —ulP+> g <[l —ulP+ ) e
7=0 7=0

Como Zek < o0, temos que {z"*} é limitada.
k=0
Agora, sejam x € U ponto de acumulacdo de {2*} e § > 0. Pela hipétese de quase-Fejér

convergente, garantimos que existe ky € N tal que

o0

ZEJ' <5/2

Jj=ko

Denotando por {z*} a subsequéncia que converge para z, existe k; € N tal que
ki 2

Logo, para todo k > max{ko, k1}, temos
k—1 00
la* —z|* < [Ja¥ —2|P+ ) e < [lah — 2P+ g <8/2+5/2=04.
j=ki j=ki

Portanto, lim z* = z. O

k—o0
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Método de Subgradiente: Caso convexo

A seguir introduziremos o método de subgradiente para fun¢bes convexas, onde utilizaremos
subgradientes aproximados. Lembre-se que para ¢ > 0, o e-subdiferencial de f no ponto

x € R™ é o conjunto dos e-subgradientes, dado por
Of(x) ={y e R"; (y,z —x) + f(x) —e < f(2), VzeR"}. (3.1)

O subdiferencial Of(x) € obtido tomando ¢ = 0.
Algoritmo 1. (O método de subgradiente) Dado z° € R" definiremos a sequéncia
{x*} como segue

" = 2F — N\ gt (3.2)

onde {ex} e {\.} sdo sequéncias de nimeros reais ndo negativos e g* € O, f(z").

Estudaremos algumas propriedades de convergéncia do Algoritmo 1.

Teorema 27. (Convergéncia do método de subgradiente 1) Seja f : R" — R uma
funcdo convexa no R™. Suponhamos que no Algoritmo 1 as sequéncias {e;.}, {\.} e {¢*}

satisfacam as condicoes

D> A= o0, (3.3)
k=0

klim e, =0, (3.4)
lim el lg"[)? = 0. (3.5)

Ento, para a sequéncia {x"*} gerada pelo Algoritmo 1, tem-se que

h}gninff(:vk) = f",

onde f* =inf cgn f(x).
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Demonstracdo. Dado x € R™ qualquer, de (3.1) e (3.2), temos que
||5L’k+1 _ :L,HQ _ ka—i-l _ Ik||2 + ||l‘k i SL’||2 +2<Ik+1 _ CL‘k,Ik . I>

= |l — 2|* + 22 (g", & — =) + NP9
< la® = @] + 20(f (@) = f(2") + en) + M lg" 2. (3.6)

Suponha que a afirmagdo n3o seja verdade, isto €, que liminf, .., f(z*) > f*. Entdo,

existem x € R", § > 0 e k; € N, tal que
flx) < f(a¥) =68, Yk > k. (3.7)

De (3.4) e (3.5), segue que podemos tomar ks € N sufucientemente pequeno, de modo

que

el [65| 12 + 26 <6, Yk > ky.

Combinando esta tltima relagdo com (3.6) e (3.7), obtemos que
[l — 2] |* = []a* — a||* + Ae(2e + Aellg*[|* — 26)

< ||z* = z||* — 6 e, Vk > ko,

onde ko = max{ky, k2}.

Portanto,
k k
603 A< D (e —all’ = |l —z|?)
Jj=ko Jj=ko
= [|a* —af]* =[] — 2|
< [Ja™ — =P,
que fazendo k — oo, obtemos uma contradi¢do com (3.3). ]

Se fizermos normalizacdo das direc6es empregadas no Algoritmo 1, as afirmacdes sobre
convergéncia do método podem ser fortalecidas, para escolha de comprimentos de passo mais
especificos. Para simplificar, consideraremos o caso de subgradientes exatos. Obtemos entdo
o seguinte esquema

k

xk“:xk—ﬁk—szH, g eof(@®), k=0,1,..., (38)

onde (3, > 0 é o parametro de comprimento de passo.
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Teorema 28. (Convergéncia do método de subgradiente Il) Seja f : R" — R uma
funcdo convexa em R". Suponhamos que o problema (1.4) tenha solucdo. Suponha ainda
que no Algoritmo 1,

qu,Ak:J%—VkeN, (3.9)

[1g*]]

o que corresponde a (3.8), e que a sequéncia {3} satisfaca as condicées
Zﬂk = 00, Zﬂ]ﬁ < 0. (310)
k=0 k=0

Ent3o a sequéncia {z*} gerada pelo Algoritmo 1 converge para uma solucdo do problema

(1.4).

Demonstracdo. Seja z* € R™ uma solugdo do problema (1.4). Obviamente, f(z*) < f(a*),

para todo k& € N. Tomando em (3.6) x = z*, e usando (3.9), obtemos
" — 2| < [ — 27| + B

Seja kg arbitrario, porém fixo. Utilizando a dltima desigualdade, para qualquer & > ko +1,
obtemos
k—1
[ — 2P < [jafo — 2" | + ) 5 (3.11)

i=ko

o
< ||l’k0—ZL’*||2—|—Zﬁi2<OO.
=0

Dessa forma, obtemos que a sequéncia {z*} é limitada. Por isso, de (3.9) e (3.10) obtemos
as relagdes (3.3)-(3.5). Logo pelo Teorema 27, temos que liminf, .., f(z%) = f* = f(z*).
Usando a continuidade da fungdo f em R" e o fato que {z*} é limitada, concluimos que {z*}
tem ponto de acumulagdo & € R™ tal que f(z) = f(z*), isto é, & é solugdo do problema
(1.4).

Podemos entdo tomar x* = & na andlise acima, para concluir, de (3.11) que para todo

k> ki +1

e = 3l2 < |2 — 32+ 3 B2 (3.12)
i=k;
onde, de (3.10),

i=k;
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Em particular, dado 6 > 0 arbitrariamente pequeno, existe k;, € N, tal que

i B2 < 6%/8
i=kj,
||2% — 2|)? < 62/8,
para todo k; > k;,. De (3.12), concluimos que
|2 — 3| < 8, Vk>k;+1.
Isto significa que {x*} converge para #, que é a solu¢o do problema. O

Observacédo 2. Na demonstracio do teorema acima mostramos que a sequéncia {z"*} é quase-
Fejér convergente a solucdo do problema em questdo. Logo, {x*} converge para a solucio do
problema, pela proposicao 6.

A propriedade que faz o método do subgradiente funcionar é a seguinte. Se x* € mini-

mizador de f, de (3.6) temos que
[|M = (]2 < |a® — 2] = 22 (f (=) = F(2) + Mellg®] P,
onde g* € Of(x*). Donde obtemos que
|25 —a*|? < [fa® — 2| ?
se

2(f(a*) — f(="))
lg*ll>

Ou seja, para passos suficientemente curtos, a distancia ao conjunto solugdo diminui. No

0< M <

entanto, a escolha do passo esta condicionada ao conhecimento do valor étimo do problema.
E por isso que temos que empregar regras do tipo (3.10), para que valores dos comprimentos
de passos sejam suficientemente curtos. Porém, métodos com comprimento de passos dados

por uma regra do tipo (3.10) converge, de uma certa forma, lentamente.
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Método de Subgradiente: Caso

quase-convexo

Neste capitulo, abordaremos o conceito e alguns tipos de taxas de convergéncia. Além disso,
apresentaremos algumas propriedades de convergéncia do método de subgradiente normalizado
para funcbes quase-convexas, que como vimos € uma classe de funcées mais ampla que as
convexas. Com uma hipdtese adicional, melhoraremos a taxa de convergéncia do método.

Também apresentaremos versoes inexatas deste modelo.

4.1 Taxas de convergéncia

Taxa de convergéncia nada mais é que a velocidade com que a sequéncia converge para a
solugdo. Utilizaremos o conceito de convergéncia relativo a

k+1 _ %
limsup“x il = [ < o0.

koo 2P —x*[P
Se p = (8 =1, a convergéncia € dita sub-linear, o pior resultado.

Sep=1e[ <1, entdo dizemos que a sequéncia tem taxa de convergéncia linear. Neste

caso, quando assintoticamente tivermos ||z**! — x*|| < B||z* — 2*||, a convergéncia linear é
chamada de convergéncia geométrica.
Sep>1e (=0, dizemos que a sequéncia tem taxa de convegéncia super-linear.

Sep=2ef < o0, dizemos que a sequéncia tem taxa de convergéncia quadratica.

45
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4.2 Método exato

Seja f : R" — R uma fungdo continua, mas ndo necessariamente diferencidvel definida no
espaco Euclidiano n-dimencional R™. Assim, podemos considerar problema de minimizacdo
sobre o R"™ como em (1.4).

Denotaremos por D* e f* o conjunto solugdo do problema (1.4) e o valor étimo em (1.4),
respectivamente. Se a fungdo custo f é convexa, obtemos a boa definicdo do problema de
minimizagdo convexa, que pode ser resolvida com a ajuda de varios métodos de otimizacdo
ndo-suave, onde um deles, o método do subgradiente, que foi visto no capitulo anterior, tinha
a seguinte forma:

o=k — )\kgk, gk S af(ifk), Ak >0, (4.1)

tal que
Z A = o0, Z )\kQ < 0. (42)
k=0 k=0

Contudo, a convergéncia de tal método é muito devagar por causa da primeira condicdo em
(4.2). Na verdade, esta condicdo evita o método de alcangcar uma taxa linear de convergéncia.
Por essa razdo, outras regras podem ser sugeridas, mas elas também ndo permitirdo obter re-
sultados de alta convergéncia para classes amplas de problemas. Como resultado, muitos tra-
balhos em otimizacdo convexa ndo suave foram desenvolvidos para outras classes de métodos
de solugdes. No entanto, o método do subgradiente usual pode ser usado na solucdo de
problemas de dimensées altas e estaremos interessados em investigar e revelar versées efetivas
desse método. Em alguns trabalhos € sugerido a escolha do passo em (4.1) como segue:

(f(z*) = f7)
gkl

Essa versdo claramente requer o conhecimento do valor étimo em (1.4), mas possui me-

A = (4.3)

lhores propriedades de convergéncia em comparacdo com a variante inicial (4.1) e (4.2). Na
verdade, se o problema (1.4) é soluvel, (4.1) e (4.3) geram a sequéncia {x} que é Fejér
convergente para a solucdo. Além disso, ela pode alcancar uma taxa de convergéncia linear.
Vidrios algoritimos, que podem ser vistos como intermedidrios entre (4.1), (4.2) e (4.1), (4.3),
foram considerados em [20,21]. Contudo, todos esses algoritimos possuem a mesma taxa de
convergéncia. O principal objetivo deste capitulo é apresentar uma modificacdo do algoritimo
(4.1), (4.3) que alcanga uma taxa de convergéncia linear para classes amplas de problemas

de otimizagdo. A idéia desta modificagdo decorre do fato de que o subgradiente usual repre-
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senta apenas uma aproximagdo afim da fungcdo custo em cada ponto, enquanto que o sub-
gradiente normalizado utiliza a informagdo sobre algum majorante superior da fungdo custo
comegando de um ponto étimo. Essa aproximagdo pode ser estendida para o caso quase-
convexo. Neste capitulo, consideraremos propriedades de convergéncia do método modificado
com computacoes inexatas.

Dado um conjunto X C R"™, denotaremos por
N(X,z) ={q e R"(qy—x) <0 Vy € X}
e G(x) o correspondente conjunto de nivel estrito da fungdo f, isto €,

Ge(x) ={z € R"; f(2) < f(z) — €}.

Por simplicidade, o conjunto G(x) = Gy(x).

Neste capitulo consideraremos o problema de otimizacdo (1.4) onde iremos supor que a
funcdo custo f € quase-convexa e que o problema (1.4) € solivel. Entdo D* € claramente
ndo vazio, convexo e fechado. Neste caso, podemos escrever em analogia com o método do

subgradiente (4.1) como segue:
M= aF — Neg®, ¢ e Q(aF), N >0, (4.4)

onde o conjunto
Q(x) = S(0,1) (| N(G(x), ).

No que segue, supomos que todos os pontos iterados sdo nao 6timos, isto é, o método gera
uma sequéncia infinita. Ento os conjuntos Q(x*) sdo ndo vazios, para cada k € N, devido ao
teorema da separagdo. No caso convexo, o cone N(G(x),x) concide com o subdiferencial de
Fénchel-Moreau, conforme vimos no capitulo 2, entdo (4.4) torna-se uma versdo normalizada
do método do subgradiente. A fim de escolher a regra do passo em (4.4) e obter a taxa
de convergéncia necessitamos de propriedades dos vetores normais que sdo sililares aos do

subgradiente. Essas propriedades sdo dadas aos elementos do conjunto

Qc(x) = S(0,1) [\ N(Ge(2), z)

com e > 0.
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Proposicao 7. Suponha que a fungdo f satisfaz a condicao de Holder com grau 3 > 0 no

ponto x* € D*, no conjunto G(z) para todo ponto x € R™\ D*. Entdo, para todo € > 0 tal

que f(x) — f* > €, temos
flx) = f* < Lig,x — 2% +¢, Vg€ Q). (4.5)

Demonstracdo. Sendo f continua e quase-convexa, G.(x) é convexo e aberto. Com efeito,

dados a,b € G.(x), tomemos ¢ = Aa + (1 — \)b, com X\ € [0,1]. Entéo,
fle) = f(ha+ (1= N)b) <maz{f(a), f(D)} < f(z) — ¢

que implica em ¢ € G.(z). Logo G(z) é convexo.

Provaremos que o complementar de G () é fechado. Tome 2* € G.()¢, tal que z* — Z.
Como f é continua f(z*) — f(2z). Como f(z*) > f(x) — ¢, temos f(Z) > f(z) — €. Logo
Z € G ()¢, e isto implica que G.(x)¢ é fechado, donde G(x) é aberto.

Agora, tome r = inf{||z—z*||; z € 0G(z)}, onde OG.(x) denota a fronteira do conjunto
G.(z). Pela definicdo de infimo existe {z*} C 0G.(z) e {6y} C R, &, > 0, com & — 0, tal
que ||2% — 2*|| < r + 0k, Vk € N,

Entao,
flz) —e— f* = f(F) = f* < L||2" — 2|’ < L(r 4+ 6,)° < LrP.

Logo,
flz) = f* < Lrf e (4.6)

Como z* +rz € G (x), para todo z € S(0,1), temos (q,z* +rz —x) <0, Vg € Q(x).

Tomando 2z = ¢, temos:
ra,q) +{g 2" —x) = (g 2" +rg —x) <0
Com isso,
r<({gx—1"), VqeQcx).
Aplicando este fato em (4.6), obtemos f(z) — f* < L{q,x — 2*)’ +¢, Vg€ Q.(x) O
Considere o seguinte algoritmo:

Algoritmo 2. Dado um ponto inicial z° € R™\ D*, construiremos a sequéncia {z*} da

seguinte maneira

=2k — Nk, gF e Q(xk), A >0,
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onde
Mo =A(f(=") = £)/0Y°, v €(0,2) (4.7)
e L (respectivamente, [3) é a constante (respectivamente, grau) na condi¢do de Holder para

a fungdo f no ponto z* € D*.

Teorema 29. Suponha que f satisfaz a condicdo de Holder com constante L e grau (3 no

ponto x* € D*. Entdo
[l =2 |2 < 2 = a*|P = (2 = DI ") = ) /L7 (4.8)
Demonstracdo. Pela definicao do algoritmo, temos
b = 2| = = Aag?) = 27| < ¥ = a2 = 2l 2 o)+

Usando (4.7) e (4.5) temos

que prova o teorema. Il

Podemos substituir o espago R™ na condicdo de Holder por um conjunto contendo a unido
> ,G(z%). Se f tem conjunto de nivel limitado, esse conjunto serd limitado também.

Agora estamos prontos para estabelecer um resultado de convergéncia.

Corolario 3. Se todas as hipdteses do teorema 28 s3o satisfeitas, entdo
i) limy_oo f(2%) = f*;

ii) A sequéncia {x*} tem ponto de acumulacio e esses pontos de acumulacio pertencem a

D,
Demonstracio. Segue do teorma 28, na desigualdade (4.8), que a sequéncia {z*} é limitada,
isto é, tem ponto de acumulacdo. Além disso, temos

D (flah) = )7 < o0,

k=0
donde

lim f(2*) = f*.

k—o0

Assim, se z é ponto de acumulagio de {z*}, entdo f(z) = f* pela continuidade de f. O
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Observe que, sendo f quase-convexa, a continuidade segue do fato de f satisfazer a
condicdo de Holder. Note ainda que, a condigdo do teorema 28 afirma sobre a existéncia de
uma majorante superior da funcdo f(x)— f*. Esta condicdo implica na convergéncia. Afim de
obter estimativas de convergéncia, precisamos de funcées majorante e minorante. Para este
fim, introduziremos a seguinte condigao.

Condigdo (G) Dado um ponto z* € D*, existem nimeros o >0, 3 >0,1>0e L >0
tais que

|z —2*||*® < f(z) — f* < L|jx — 2*||® Vo € R"/D*. (4.9)
Teorema 30. Suponha que a condicdo (G) se verifica. Entdo
i)
1\ 2/P
o =l < et P a2 =) (1) et - el (420

ii) lim 2% = 2",
k—o0

Demonstracdo. Sob as hipSteses deste teorema, temos que vale (4.8). Aplicando agora o lado

esquerdo da inequagdo (4.9) temos

* ) 1\%% ‘o
okt =P <l =l =@ =) (1) (Ol - |

L
isto é, (4.10) se verifica. A afirmagdo (ii) segue obviamente de (4.10). O

2/8
< k. *12 2 _ i / kE %2
<|lz" —2*||* = (2 =) 2% — ™[>,

Observacao 3. Na demonstracdo do teorema 30, que pode ser encontrada em [12], utlizamos

k

a condicdo (G) para provarmos que z* — x*. Contudo, observamos que essa condi¢do pode

ser retirada, pois por (4.8), temos
|+ = 2|2 < 2 = 2| = 72 = D) = [)/LPP, comy € (0,2).
Como f* < f(a%), para todo k € N, temos que
(2= N[(f(*) = f)/L]7 = 0.

Logo,

||l‘k+1 —l‘*||2 S ||$k _:E*HQ
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donde {x*} é Féjer convergente a D*. Pelo coroldrio 3, {x*} tem ponto de acumulacdo em
D*. Portanto, pela proposicio 5,
k

lim z% = z*.

k—o0
O teorema também nos permite tirar varias taxas de convergéncia para o Algoritimo 2.
Por exemplo, se o majorante e minorante da funcdo f(x) — f* coincidem, ent3o o algoritmo
converge para a solucdo geometricamente, entretanto, o grau (3 de ambas as fungbes pode ser

arbitrario.

Corolario 4. Suponha que a condicdo (G) se verifica com o« = 1. Entdo existe um nidmero
0 € (0,1), tal que,

[la*h — 2] < 0|2* — 7],

Demonstracdo. De (4.10), com o = 1, segue que

k+1 *|12 ! 2/
=l < 1=z =) (5

0 = [1 —v(2-7) (%) m] " :

verifica-se o corolario. O

[la* — "],

assim tomando

Portanto, se f satisfaz a condicdo (G), com a = 1, temos que o Algoritmo 2 converge
geometricamente para a solugdo do problema (1.4). OQutros casos, para o # 1, podem ser

verificados em [12].

4.3 Versoes Inexatas

Nesta secdo, consideraremos resultados de convergéncia para a versido inexata do método do
subgradiente no Algoritmo 2, que admite computacdo inexata dos elementos de Q(x) ou uma
avaliacdo inexata de f*.

Primeiramente, considere o seguinte algoritimo e-subgradiente:

Algoritmo 3
o=k — \*, ¢ e Qek(xk), f(xk) —f"—€ >0 (4.11)

>0, M =7[(fa®) = f*—e)/L]YP, ~€(0,2). (4.12)
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Por simplicidade, considere A}, = f(z*) — f*. Podemos estabelecer um resultado analogo

ao coroldrio 3 para o Algoritimo 3.

Teorema 31. Seja a sequéncia {x*} construida pelo Algoritimo 3. Suponha que f satisfaz a

condicdo de Holder com constante L e grau 3 no ponto x* € D* e que

lim e, = 0. (4.13)

k—o0

Entao:
i) lim f(2%) = f*;
k—o0
ii) A sequéncia {x*} tem ponto de acumulagio e todos estes pontos pertencem a D*.

Demonstracdo. Usando (4.11) e (4.12), temos
Hl,k+1 _:L,*H2 — ka o )\qu o x*HQ — ka . x*HQ o 2)\k<qk,xk o l‘*> + )\k2'

Aplicando a proposicdo 6, temos

_ 2/B B 2/8
okt =P <l - | -2 () (B2

. R
<llok -l =22 ) (%)

Donde segue que a sequéncia {z*} é limitada e que

k—o0

Por conta de (4.13), obtemos

k—o0
isto é, a firmagdo (i) é verdadeira. Além disso, a afirmagdo (ii) também é verdade pela

continuidade da f. O]

Portanto, o algoritimo e-subgradiente converge para a solucdo sob as hipdteses como na
secao 4.1.

Agora, consideraremos outro algoritimo que admite uma avaliagdo inexata de f*. Por
simplicidade, ficaremos restrito ao caso Lipschitz, isto €, f é uma fun¢do Lipschitz continua
em R". A sequéncia sera construida como segue:

Algoritmo 4

o= aF — Agt, F e Q. (2F), e >0; (4.14)
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/\k:O'k/L, ||0’k—Ak+€kH:5k, o > 0. (415)

Logo, o algoritimo admite estimativa superior e inferior de A, — €. Dessa forma, o

algotitmo converge sob hipdteses adicionais bastantes suaves.

Teorema 32. Seja a sequéncia {x*} construida pelo Algoritmo 4. Suponha que f €é Lipschitz

continua com constante L e que

klgilo ex =0, Z > < o0. (4.16)
Entéo:
i) lim f(2*) = f*;

ii) A sequéncia {x*} tem ponto de acumulacdo e todos estes pontos pertencem a D*.

Demonstracdo. Fixado um ponto z* € D*, de (4.14) e (4.15) temos
|’$k+1 . x*HQ S ka o )\qu . I*||2 — ||l’k o {Ij*||2 . 2>\k<qk,$k . l‘*> +>\k2-
Aplicando a proposicao 6 temos
20k 2

[l = 27|[* < [o* — 27| = 3 (A — ) + f

= ||£L‘k — 22— = (A — ) + — 5,2

De (4.16) vemos que a sequéncia {z*} deve ser limitada, logo tem ponto limite. Além disso,

temos
o0
E Ak — ék < 00,
k=0
entao
k—o0

por conta de (4.16). Portanto, a afirmagdo (i) é verdadeira. Novamente, a afirmagdo (ii)

segue da continuidade da f. m
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4.4 Implementacoes computacionais

Conforme vimos na secdo 4.2, o algoritmo

2P = gk N\ g

onde Ny = y[(f(z*) — f*)/L]*?, com v € (0,2) e g* € Q(z*), converve para a solugdo
do problema (1.4), onde f é uma funcdo quase-convexa e Hdolder, mas ndo necessariamente
diferenciavel. Nesta secdo, utilizaremos o software livre Scilab 4.1.2 em sua versdo Linux, para
ilustarmos alguns exemplos de implementagdo deste algoritmo.

Considere a funcdo

—9r+54, se r< -3
f(z) = 3, se —3<w<3 .

9r, se >3

A fungdo f, assim definida é quase-convexa, pois possui todos os conjuntos de niveis
convexos, € Holder, com constante L. = 27 e grau (3 = 1. Conforme podemos observar na
figura abaixo, f ndo € diferencidvel em x = —3 e x = 3, e x = 0 € ponto estaciondrio, mas

ndo € ponto de minimo.

f(x)

Figura 4.1: Grafico da fung¢ao f.
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Dessa forma, iniciaremos a implementacdo do algoritmo com o ponto 2° = 4, para observar
que o ponto onde f ndo é diferenciavel e o ponto estacionario ndo interferem na convergéncia.
Neste exemplo, temos que Q(z*) = {1}, para todo k € N, ou seja, ¢" = 1, Vk € N. Sendo

f*= =27 e tomando v = 0, 2, aplicando estes dados no software mencionado, com o critério

de parada |z* + 3| < 1072, obtemos o seguinte resultado:

k zk f(a®)
0 4 36
1 | 3,5333333 | 31,7999997
10 | 0,8907814 | 0,7068274
20 | -1,1081916 | -1,3609574
30 | -2,5568934 | -16,716212
40 | -2,9436257 | -25,506316
50 | -2,9938181 | -26,833433
60 | -2,9993347 | -26,982041
70 | -2,9999285 | -26,998071
80 | -2,9999923 | -26,999793
90 | -2,9999992 | -26,999978
100 | -2,9999999 | -26,999998

A dificuldade de implementacdo do método esta em encontrar a constante, o grau de
Holder e o cone normal do conjunto de nivel da funcdo. Em alguns casos, a computagao
desses elementos pode ser complicada.

Como os mesmos dados, mudando somente v = 0,7, obtemos agora o seguinte resultado:
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0 4 36
1 | 2,3666667 | 13,255963
2 | 1,3229936 | 2,3156514
3 | 0,5629581 | 0,17841384
4 | -0,1416674 | -0,0028432
6 | -1,5261397 | -3,5545353
7 | -2,133985 | -9,7179377
8 | -2,5820385 | -17,214251
10 | -2,9445424 | -25,530155
18| -2,9999961 | -26,999896
19| -2,9999988 | -26,999969
22 -3 -27

Fazendo algumas implementagdes, para diferentes valores de ~y, observamos que a con-

vergéncia com o menor numero de iteracées ocorre quando v = 1, conforme quadro abaixo:

$k

fa*)

4

36

1,6666667

4,6296296

0,4951989

0,1214336

-0,5092986

-0,1321045

-1,5044059

-3,4048271

-2,3783012

-13,452424

-2,8800632

-23,889446

-2,995269

-26,872463

-2,9999925

-26,999799

© | ([ NS N | QW [N~ [OQ|-™

-3

-27
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