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“0 senhor € meu pastor: nada me faltard.
Deitar-me faz me em verdes pastos, quia-

me mansamente a dguas tranquilas. ".

Salmo 23.



Resumo

Nesta dissertacao, inicialmente apresentamos o Algoritmo do Ponto Proximal sem
restrigoes para encontrar zeros de Operadores Monotonos Maximais (com a norma eucli-

deana) T : R™ = R™, que gera uma sequéncia {x*} C R™, da seguinte forma: seja x’ € R™,

1
xk e (I+—T)(x*),
Ak

ou seja,

1
X e (IT+ —T)1(x),
Ax

onde {Ax} é uma sequéncia de nimeros positivos satisfazendo
0 <A <A,

para algum A > 0.

Mostraremos que a sequéncia {x*} gerada por este algoritmo converge para um zero de T.
Em seguida, substituindo a norma euclideana pela distancia de Bregman apresentamos o
Algoritmo do Ponto Proximal com Distancia de Bregman (Generalizado) para resolver o
Problema de Desigualdade Variacional VIP(T,C) (Variational Inequality Problem), que
é definido da seguinte forma: dado T : R™ = R™ mono6tono maximal e C C R™ um
conjunto fechado e convexo, o VIP(T,C) consiste de encontrar z € C tal que existe
u € T(z) satisfazendo

(u,x—z) >0, VxeC.

O algoritmo gera uma sequéncia {x¥} da seguinte forma: seja x° € C% e x* € C° defina
T : R™ = R™ por

Ti(-) :=T(-) + A0 D (-, x¥)
e encontre x**1 € C° tal que

0e Tk(Xk+1).

v



Equivalentemente,

1
e [0xDn (- X") + =TI (),
k

ou ainda

A[Vh(x¥) — Vh(x*™)] e T(x**),

onde CP é o interior de C.

Além disso, mostramos que a sequéncia {x*} gerada pelo algoritmo acima converge para

uma solucao do VIP(T, C).



Abstract

In this dissertation, we initially present the Proximal Point Algorithm without restrictions
to find zeros of Maximal Monotone Operators (with the Euclidean norm) T : R™ = R™,

that generates a sequence {x*} C R™, in the following way: given x" € R™,

1
xk e (I+ —T)(x*),
Ak

1.e.

1
X e (IT+ —T)1(x),
Ax

where {Ay} is a sequence of positive numbers satisfying
O<7\k<5\, for some A > 0.

We show that the sequence {x*} generated by this algorithm converges to a zero of T.

Next, by substituting the Euclidean norm by the Bregman is distance, we present the
Proximal Point Algorithm with Bregman is distance (Generalized) to solve the Variational
Inequality Problem VIP(T, C), which is defined in the following way: given T : R™ = R™
maximal monotone and C C R™ a closed and convex set, the VIP(T, C) consists of finding

z € C such that there is u € T(z) satisfying
(u,x—2z) 20, VxeC.

The algorithm generates a sequence {x¥} in the following way: given x° € C°% e x* € C°
define
T, : R™ = R™ by

Te(+) == T(-) + M0 D (-, x)

and find x**1 € C° such that
0 € T (x*t1).

vi



vil

Equivalently,

1
e [0xDn (- X") + =TI (),
k

or

A[Vh(x¥) — Vh(x*™)] e T(x**),

where C° is the interior of C.

Moreover we show that the sequence {x*} generated by the above algorithm converges to

a solution of VIP(T, C).



Sumario

Resumo iv
Abstract vi
Introducao 1
1 Nocgoes Preliminares 4
1.1 Existéncia de Solugoes . . . . . . . .. 4
1.2 Conjuntos Convexos . . . . . . v v v v vt e 6
1.3 Fungoes Convexas . . . . . . . . . . . .. 7
1.4 Subgradiente de uma Funcao . . . . . . . .. ... ... 13
1.5 Funcgoes Convexas com valores em RU{4+o0} . . . . . . ... .. ... ... 15
1.6 Funcao Conjugada de uma Funcao Convexa . . . . . .. .. .. ... ... 18
1.7 Fungoes e Distancias de Bregman . . . . . . .. .. ... ... 22
2 Operadores Moné6tonos 25
2.1 Operadores Mondtonos e Monétonos Maximais . . . . . . . . . . .. .. .. 25
2.2  Operadores Paramonétonos . . . . . . . . ... ... 29
2.3 Operadores Pseudomondtonos . . . . . . . . .. ... L 31
3 O Algoritmo do Ponto Proximal 34

3.1 O Algoritmo do Ponto Proximal para Operadores
Monotonos Maximais(APPOMM) . . . . .. ... ... . L. 34

Algoritmo do Ponto Proximal com Distancias de Bregman para o Pro-
blema de Desigualdade Variacional 40

4.1 Problema de Desigualdade Variacional . . . . . .. .. ... ... ... .. 40

viil



Sumaério ix

4.2 Algoritmo do Ponto Proximal Generalizado para o VIP(T,C) . . . . . .. 41

A O Algoritmo do Ponto Proximal 48

A.1 O Algoritmo do Ponto Proximal em R™ . . . . . . ... ... ... ... .. 48
A.2 O Algoritmo do Ponto Proximal com Distancias de

Bregman(APPDB) . . . . . ... 50

Referéncias Bibliograficas 54



Introducao

Dada uma func¢ao f : R™ — R convexa e limitada inferiormente, o problema de otimizacao

convexa é definido por

){2&1}1 f(x). (1)

Quando x esta restrito a um conjunto convexo e fechado C C R™, obtemos o problema de

otimizagao convexa restrito

min f(x). (2)

xeC
Utilizando o subdiferencial of de f (ver Defini¢ao 1.9 ), podemos escrever o problema

(1) e (2) respectivamente, da seguinte forma

Encontrar x* € R™, tal que 0 € of(x"); (3)

Encontrar x* € C, tal que existe u € of(x") satisfazendo
(w,y —x*) =0, (4)

para todo y € C.

Quando f é uma funcao convexa e semicontinua inferiormente, temos que of : R™ = R™ é
um operador mon6tono maximal (ver Teorema 2.2). Assim, obtemos extensoes naturais
dos problemas (3) e (4), substituindo o operador 0f por qualquer outro operador mon6tono

maximal T : R™ = R™ da seguinte maneira

Encontrar x* € R™, tal que 0 € T(x); (5)

Encontrar x* € C tal que existe u € T(x*) satisfazendo

(u,y—x7) 20, (6)
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para todo y € C, respectivamente.

Desta forma, o problema (5) associado a um operador monétono maximal, é o problema de
encontrar zeros de T. O problema (6), ¢ chamado o Problema de Desigualdade Variacional
para o operador T no conjunto C, o qual denotamos por VIP(T, C).

Faremos agora uma descrigao do contetido dos capitulos desta dissertagao.

No capitulo 1, apresentamos as defini¢oes e resultados de Anélise Convexa, fung¢oes de
Bregman e Distancia de Bregman que sao utilizados no decorrer da dissertagao.

O capitulo 2 contém definicoes e resultados da teoria de Operadores Monotonos. Além
disso, mostramos que o subdiferencial 0f de uma fungao convexa é um operador Monétono
Maximal, Paramond6tono e Pseudomonotono.

No capitulo 3, apresentamos o Algoritmo do Ponto Proximal para Operadores Mono6tonos
Maximais para resolver o problema (5). O qual gera uma sequéncia {x*}, para x° € R™,

da seguinte maneira

0€ T(x*) + A (xMH — x5, (7)
equivalentemente
ﬁeu+iﬂw“h ®)
ou seja
X e (I+ ;—kT)l(xk), (9)

onde {Ax} é uma sequéncia de nimeros positivos satisfazendo
0<Ax <A, (10)

para algum A > 0 e & utilizado a norma Euclideana.

Mostraremos que a sequéncia gerada por (7) — (10) converge a uma solucao do problema
(5), ou seja, a um zero de T sempre que o problema possuir solucoes.

Finalmente, no capitulo 4 apresentamos o Algorimo do Ponto Proximal com distancia de

Bregman para o VIP(T, C), o qual gera uma sequéncia {x*} definida por
x? e C. (11)

Dado x* € C° defina T : R™ == R™ por Ti(-) := T(:) + AxdxDn(:,x¥) e encontre
x*Tt € C° tal que

0 € T (x*™). (12)
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Equivalentemente,

K€ DD x) T Y), (13)
k

e ainda pela Proposigao 1.6 (ii)

AVh(xF) — Vh(x*™)] € T(x**). (14)

Mostraremos que a sequéncia gerada por (11) — (14) converge para a solucao do problema,

(6), isto é, para a solugao do VIP(T, C).



Capitulo 1

Nocoes Preliminares

1.1 Existéncia de Solucoes

Sejam dados um conjunto D C R™ e uma funcao f : D — R. O problema de achar um

minimizador de f no conjunto D ¢ escrito como
minf(x) sujeito a x € D. (1.1)

O conjunto D ¢é chamado de conjunto viavel, os pontos de D sao chamados de pontos

vidveis e f serd chamada funcao objetivo.

Definicao 1.1. Dizemos que um ponto x* € D €

(1) minimizador global de (1.1), se
f(x*) < f(x) VxeD. (1.2)
(11) minimizador local de (1.1) se existe uma vizihanga V de x* tal que
f(x*) <f(x) VxeDnNV. (1.3)

Se para todo x # x* a desigualdade (1.2) ou (1.3) € estrita, dizemos que x* serd chamado

minimizador estrito (global ou local respectivamente).

Para D = R™ o problema (1.1) toma a seguinte forma:
minf(x) sujeito a x € R"™, (1.4)

dizemos que o problema(1.4) é irrestrito.
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Teorema 1.1. (Teorema de Weierstrass) Sejam D um conjunto compacto nao vazio e
f:D — R uma func¢ao continua.

Entao, o problema de minimizar f em D tem uma solucao global.
Demonstracao. Ver [10]. O

Definicao 1.2. Dizemos que uma fung¢ao f : D — R € coerciva no conjunto D quando
para toda sequéncia (x*} C D e |[[x¥]| = oo ou x* — x € D, quando k — oo, tem-se
lim supy_, ., f(x*) = oo.
Exemplo 1.1. Seja xg € R™, suponha que o problema (1.4) tem solugdo e defina a func¢ao
F:R™ — R por

F(x) := f(x) + %Hx — %ol|?.

Entao F € coerciva em R™.

De fato, considere h(x) = %Hx —xol|?, V x € R™, entao F(x) = f(x) + h(x),V x € R™.
Como f é limitada inferiormente existe B € R tal que f(x) > B,V x € R™. Seja {x*}en

uma sequéncia em R™ tal que lim [x*| = +o0.
k—+oc0

1
Assim, lim h(x*) = lim =

Kk 2 _
k—+00 k—+o00 2 ”X XOH +oo.
Dali,

400 = lim [Bp+h(xM)] < lim [f(x*)+h(x)] = lim F(x5).
k—+o0 k— 400 k—+o0

Portanto, lim supF(x*) = 400, logo F & coerciva em R™,
k— 400

Proposicao 1.1. Sejam D C R™ e f : D — R uma fung¢ao continua coerciva em D.

Entao, o problema de minimizar f em D possui uma solugao global.
Demonstracao. Ver [10]. O

Definicao 1.3. Dizemos que a fungao f: D — R € semicontinua inferiormente no ponto
x € D C R™, quando para qualquer seqéncia{x*} C R™ tal que {x*} — x quando (k — o),

tem-se
lim infy o f(x*) > f(x).

Dizemos que f € semicontinua supertormente quando, nas mesmas condigoes,
lim supy_, o, f(x*) < f(x).

A funcao f é semicontinua inferiormente (superiormente) no conjunto D, quando ela

semicontinua inferiormente (superiormente) em todos os pontos de D.
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1.2 Conjuntos Convexos

Um conjunto convexo é caracterizado por conter todos os segmento de retas cujos extremos

pertencem ao conjunto. Precisamente:

Definicao 1.4. Um conjunto D C R™ € convexo se para quaisquer x,y € D e « € [0, 1],
tem-se

ax + (1 —a)y € D. (1.5)

O ponto ax + (1 — )y, onde « € [0, 1], se chama a combinagao convexa de x e y (

com parametro «).

Exemplo 1.2. O conjunto vazio, o conjunto unitdrio e o proprio R™ sao exemplos triviais

de conjuntos convexos.

Exemplo 1.3. Um hiperplano do R™ é um conjunto da forma H = {x € R™|{a,x) = c},

onde a € R™ e c € R. Seque da Definigao 1.4 que H é um conjunto convezo.

Exemplo 1.4. Um semi-plano em R™ é um conjunto da forma {x € R™|{a,x) < c}, onde
a € R™ ec € R. Seque da Definicao 1.4 que todo semi-plano é um conjunto convezo.
. P
Definigao 1.5. Dado x* € R™, oy € [0,1], 1 = 1,...,p, tais que ZouL =1, o ponto
i=1

oix' chama-se a combinagdo convexa de pontos x' € R™ com pardmetros xi,i =

I\/]v

1

e P-

—_

Teorema 1.2. Um conjunto D C R™ € convezo se, e somente se, para quaisquer p € N,

P P
xteDeoy €[0,1],1=1,..,p, tais que Zoci =1, a combinac¢dao convexa Zomci
i=1 i=1
pertence a D.

Demonstra¢ao. (=) Suponha que D C R™ seja convexo. A prova é feita por inducao

sobre p € N.
. p p .
Dados p € N, x* € D e o4 € [0, 1] tais que Z i = 1. Defina x = Z o xt.

i=1 i=1

i)Sep=1tem-seque ¢; =1 ex=1x!€D.

ii) Suponha agora que vale para p = n. Mostraremos que vale para p =n + 1.
n+1 n

De fato, temos Z oy =1, entao 1 — Z Xi = G-
i=1 i=1
Se a1 =1, temos que o; =0,Vi=1,...,n.
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P
Logo, x = Z 0.x' 4+ 1x"! =x"" € D.

i=1
Se otnyq € [0,1), temos, (1 — xny1) > 0. Logo,

n+1 n
n+1
X = Z oxt = Z Xt + g x™ (1 —otnyt) lzl —— x + ot x™ L (1.6)
Tome y = X' onde pi=———, i=1,...,n.
y g B e
n+1 n
Como Z o; =1, tem-se 1 — xn 1 = Z i, entao
i=1 i—
n n
1 1
I PRI S (1 o) =1
1— Kn+1 1-— K41

i=1 i=1

Portanto, por hipotese de inducao y € D.
Dai, substituindo y em (1.6), obtemos

= (1 - o‘n+1)y + o‘n+1xn+1

n+1
Segue da convexidade de D que x = Z aix' € D. Logo, x = Z oaxt €D,

i=1 i=1

Vp €N, com x' € D «; € [0,1] tais que Z o = 1.
i=1

P P
(<) Suponha que Z oax' € D,Vp € Ncom xt € D e «; € [0,1] tais que Z o = 1.

i=1 i=1
2

Entao, parap = 2, temos que Z oaixt = ouxt4oux? € D, comx', x2 € De oy, &y € [0, 1],
i=1
tal que op + oty = 1. Assim, o; = 1 — &, logo (1 — aa)x! + oex? = oix! + apx? € D.

Portanto, pela Definicao 1.4, D é um conjunto convexo. O

1.3 Funcoes Convexas

Nesta secao estudaremos a definicao e algumas caracterizagoes de func¢oes convexas, que

serao de grande importancia para estudarmos as se¢oes seguintes e os proximos capitulos.

Definicao 1.6. Se D C R™ é um conjunto convezo, diz-se que f: D — R € convexra em

D quando para quaisquer x,y € D e « € [0, 1], tem-se

floax + (1 — a)y) < af(x) + (1 — «)f(y). (1.7)
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Diz-se que f estritamente conveza quando a desigualdade acima € estrita para todo x #y

exe (0,1).

Exemplo 1.5. A fungio f : R™ — R dada por f(x) = |x — xo|* para xo € R™ ¢

estritamente convexa.

Proposicao 1.2. Seja D C R™ um conjunto convexo. Se f : D — R € uma funcao

convera e h: D — R € estritamente conveza, entao f + g € estritamente conveza.

Demonstracao. Sejam x,y € D, entao

flax + (1 — a)y) < af(x) + (1 — «)f(y), para « € [0, 1] (1.8)

h(ax + (1 — a)y) < ah(x) + (1 — «)h(y), para « € (0,1) (1.9)
e x # Y. Portanto, por (1.8) e (1.9), tem-se
(f+h)(ox+ (1 —a)y) = floax+ (1 —oa)y)+hlax+ (1 —a)y)
< aof(x) + (1 — o) f(y) + h(ox + (1 — x)y)

< af(x) + (1 — &)f(y) + oh(x) + (1 — a)h(y)

= a(f+h)(x)+ (1 —a)(f+h)(y).
Logo, f + h ¢ estritamente convexa. O]
Definicao 1.7. O epigrafo da fung¢ao f: D — R € o conjunto
Er={(x,c)eD xR | f(x)<c}l
A relacao entre convexidade de conjuntos e de funcoes é dada pelo seguinte teorema.

Teorema 1.3. Seja D C R™ um conjunto convexo. Uma func¢ao f: D — R € conveza

em D se, e somente se, o epigrafo de f € um conjunto convexo em R™ x R.

Demonstra¢ao. (=) Suponha que f : D — R é convexa em D. Sejam (x,c;) € Ef e
(y,c2) € E¢. Entao,

f(x) <c1efly) <co

Pela convexidade de f, para o € [0, 1], segue que

flax + (1 — a)y) < af(x) + (1 — ) f(y) < aey + (1 — o)co.
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Dai, pela Definicao 1.7 , (ox + (1 — &)y, acy + (1 — «)co) € Ey.

Portanto, a«(x,c1) + (1 — &)(y, c2) € E¢. Logo, Ef € um conjunto convexo.

(«=) Suponha agora que E¢ é um conjunto convexo em R™ x R. Sejam x,y € D. Tem-se
que (x,f(x)) € E¢, pois f(x) < f(x). De forma analoga, (y,f(y)) € Es.

Pela convexidade de Ef em R™ x R, a(x, f(x)) + (1 — «)(y, f(y)) € E¢, & € [0,1]. Dai
(ax + (1 — o)y, af(x) + (1 — &)f(y)) € E¢. Pela Definic¢ao 1.7,

floox + (1 — a)y) < af(x) + (1 — )f(y).
Portanto, f € uma funcao convexa em D. O

Dizemos que

minf(x) sujeito a x € D (1.10)

¢ um problema de minimizagao convexa quando D C R™ é um conjunto convexo e
f: D — R é uma funcdo convexa no conjunto D. A importancia da convexidade ja pode

ser vista no resultado seguinte.

Teorema 1.4. Sejam D C R™ um conjunto convexo e f : D — R uma func¢do conveza
em D. Entao todo minimizador local do problema (1.10) é global.
Além disso, o conjunto de minimizadores € convexo. Se f € estritamente convexa, nao

pode haver mais de um minimizador.
Demonstracao. Ver [10]. O

Definicao 1.8. Seja D C R™. O conjunto de nivel da funcao f : D — R associado a

c € R, € o conjunto dado por
Lep(e) = {x € DIf(x) < c}.

Quando uma funcao é diferenciavel, a convexidade admite caracterizacoes que sao

muito tteis para determinar se uma fungao é convexa ou nao.

Teorema 1.5. (Caracterizacoes de fungoes converas diferencidveis)
Sejam D C R™ um conjunto convezo e aberto e f: D — R uma funcao diferencidvel em

D. Entao as propriedades sequintes sao equivalentes:
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1) A fungao f € convexa em D.

2) Para todo x € D e todoy € D,

fly) = f(x) + (VI{x),y —x).
3)Para todo x € D e todoy € D,

(Vi(y) = VI(x),y —x) > 0.

Demonstra¢ao. 1) = 2) Suponha que f seja convexa, entdo para x,y € D e « € (0,1],
tem-se que

flay + (1 — a)x) < af(y) + (1 — &) f(x).

Considere d =y —x. Assim, x + ad =x+ a(y —x) = (1 — a)x + aoy. Com isso temos

que f(x + ad) < af(y) + (1 — «)f(x). Entao,
«[f(y) — f(x)] > f(x + od) — f(x).

Isto implica que

pois & > 0.

Dali, passando ao limite quando o« — 0, obtemos

. f(x+ad)—f(x) of
_ > —
fly) =flx) > lim, x od

(x) = (Vf(x),d) = (Vf(x),y —x).
Portanto, para todo x,y € D

fly) = f(x) + (Vf(x),y — x). (1.11)
2) = 3) Trocando x por y em (1.11), obtemos

f(x) > f(y) + (Vily), x —y) (1.12)
Somando (1.11) e (1.12), tem-se

(VE(x),y —x) +(Vf(y),x —y

)
(VI(x),y —x) — (VF(y),y —x)
)
)

N
o

N
o

(V(x) = Vf(y),y —x

N
o

WV

0, vx,y € D.
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3) = 2) Suponha que 3) seja verdadeiro. Sejam x,y € D. Pelo teorema do valor médio
(ver [11]), existe o € (0,1) tal que

fly) —f(x) = g—:;(x + ad) = (Vf(x + «d), d) (1.13)

onde d =x — .

Aplicando 3) para x + «d e x, obtemos
0 < (Vf(x+ ad) — VFf(x),x + ad — x) = (Vf(x + ad) — VF(x), ad).

Entao

(VF(x + ad), ad) > (VE(x), ad) = (V(x + d), d) > (VF(x)d).  (1.14)
Combinando (1.13) e (1.14) e usando d =y — x, obtemos
fly) — f(x) = (Vf(x), d) = fly) — f(x) = (VF(x),y —x).
Portanto, para todo x,y € D
fly) = f(x) + (VFf(x),y —x).

2) = 1) Suponha agora que 2) seja verdadeiro. Aplicando 2) para x e x + ad, com

d =y — x, segue que
f(x) > f(x+ ad) + (Vf(x + ad),x — (x + ad)) = f(x + ad) + (VFf(x + ad), —xd).

Portanto,

f(x) > f(x + ad) — (VFf(x + «d), d).
Dai,
(1—a)f(x) = (1 —a)f(x + ad) — (1 — )(VF(x + ad), d). (1.15)

Analogamente, aplicando 2) para y e x + «d, obtemos
af(y) = af(x + ad) + «(1 — @) (VF(x + ad), d). (1.16)
Somando (1.15) e (1.16), tem-se
(1 —o)f(x) + af(y) = (1 — o)f(x + ad) + f(x + ad) = f(x + ad). (1.17)
Subtituindo d =y — x em (1.17), temos
(1—o)f(x) + af(y) = f(x+ x(y —x)) =f(x + oy — ax) = f((1 — o)x + ay).

Portanto, f é convexa em D. O



Capitulo 1. Nocgoes Preliminares 12

Corolario 1.3.1. Sejam D C R™ um conjunto convexo e aberto e f: D — R uma func¢ao

diferencidvel em D. Entao as propriedades sequintes sao equivalentes:

1) A fungao f € estritamente conveza em D.

2) Para todo x € D e todoy € D tal que x # vy,
fly) > f(x) + (VFf(x),y —x).
3) Para todo x € D e todoy € D tal que x # vy,
(Vf(y) — Vf(x),y —x) > 0.
Demonstragao. Segue da Defini¢ao 1.6 e do Teorema 1.5 [

Teorema 1.6. Sejam f: R™ — R uma funcao diferencidvel e x minimizador local de f.

Entao VT(x) = 0.

Demonstracao. Seja d € R™ arbitrario, porém fixo. Como x é minimo de f, existe ¢ > 0

tal que
f(x) < f(x+td), Vt € [0, €] (1.18)
Da diferenciabilidade de f, tem-se
f(x +td) — f(x) = (Vf(x),td) + r(t), comtli>r(r)1+ @ =0. (1.19)
Dai, usando (1.18) em (1.19), obtemos
t(Vf(x),d) +r(t) > 0. (1.20)
Dividindo (1.20) por t > 0, tem-se
(Vf(x), d) @ >0, (1.21)
e tomando o limite em (1.21) quando t — 0", obtemos
(Vf(x),d) > 0. (1.22)
Como d € R™ é arbitrario, podemos escolher d = —Vf(x) e substituindo em (1.22),
tem-se
(Vf(x),—VIf(x)) > 0.
Portanto,

(V£(x), Vf(x)) < 0.

Logo, Vf(x) = 0. [
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1.4 Subgradiente de uma Funcao

A seguinte noc¢ao é fundamental em Anélise Convexa.

Defini¢ao 1.9. Seja f : R — R wma fun¢ao convexa. Dizemos que y € R™ é um

subgradiente de f no ponto x € R™ se
f(z) > f(x) + (y,z—x) VzeR™.
O conjunto de todos os subgradientes de f em x, é chamado o Subdiferencial de f em
x; e denotado por 0f(x). Isto é,
of(x) :={y € R"™ [ f(z) = f(x) + (y,z—x)}.

Observagao 1.1. Considerando z € R™ como z =x+ ad, onde d € R™ e & > 0.
Seja s € 0f(x), pela Definicao 1.9, tem-se

seof(x) & f(z)—f(x)=(s,z—x), VzeR"

& f(x+ad) —f(x) > (s,x + ad — x)

& f(x+ ad) —f(x) = (s, ad)
f(x + ad) — f(x)

2 (s, d).
~ (5,d)
Entao,
f —f
lim (x + ad) — f(x) > (s, d)
ax—0+ X
Portanto,
E(x)>(s d), vdeR"
od T VT '

Assim, temos que a Definicao 1.9 € equivalente a sequinte defini¢ao

of(x) :={y e R™ | g—;(x) > (y,d), VdeR"}.

. of ,
Notacao: ﬁ(x) =f'(x,d).

Teorema 1.7. Seja f: R™ — R uma fungao conveza. Entao para todox € R™, o conjunto

of(x) € convexo, compacto e nao vazio.
Demonstragao. Ver [10]. [

Proposicao 1.3. Seja f : R™ — R uma func¢ao convexa. Entdao, para todo d € R™, temos

of
aa™) = .y 9
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Demonstracao. Ver [10]. O

Proposicao 1.4. Uma funcao convera f : R™ — R € diferencidvel se, e somente se, o

conjunto 0f(x) contém um so elemento. Neste caso, 0f(x) = {Vf(x)}.

Demonstracao. (=) Suponha que f seja diferenciavel em x € R™. Entao, sendo f convexa,
tem-se pelo Teorema 1.5 que f(z) > f(x) + (Vf(x),z —x), z € R™. Assim, pela
Defini¢ao 1.9 Vf(x) € 0f(x). Seja s € 9f(x). Logo, f(z) = f(x) + (s,z—x), z € R™

Considere Ad =z —x, com A > 0. Entao,
f(x +Ad) > f(x) + (s,Ad). (1.23)
Como f é diferenciavel em x,
f(x +Ad) = f(x) + (Vf(x),Ad) + [|[Ad||r(Ad), com )l\iir%)r(kd) =0. (1.24)
Entao, juntando (1.23) e (1.24), obtemos
(s,Ad) < (Vf(x),Ad) + ||Ad]|r(Ad)
(s,d) < (Vf(x),d) + ||d[[r(Ad) (1.25)
Passando ao limite em (1.25) quando A — 0, obtemos
(5,d) < (VF(x), ) +]|d] lm r(Md) = (VF(x), d).

Entao,

(s — Vf(x),d) <0, ¥d € R™. (1.26)

Assim, tomando d = s — Vf(x) em (1.26), obtemos
(s — Vf(x),s — Vf(x)) < 0.Logo,s = Vf(x).

Portanto, of(x) = {Vf(x)}.

of
ﬁ(x) - <Sa d>

Vd € R". Escolhendo d como os elementos da base candnica de R™, tem-se que

(<) Reciprocamente suponha que 0f(x) = {s}. Pela Proposicao 1.3,

of . . of n
S = o (x),1=1,...,n. Assim, a—d(x) = (Vf(x),d), VdeR".
Portanto, f é diferenciavel em x. O

Teorema 1.8. Seja f: R™ — R um funcao convexa. O ponto x € R™ € minimo de f se,

e somente se, 0 € 0f(x).



Capitulo 1. Nocgoes Preliminares 15

Demonstra¢ao. (=) Suponha que x € R™ seja minimo de f. Entao

f(x) < f(x), Vx € R™.

Dali,
f(x) = f(x) 4+ (0,x —x), Vx € R™

Portanto, pela Definicao 1.9, 0 € 9f(x).

(<) Reciprocamente, se 0 € 0f(x), pela Definicao 1.9,
f(x) = f(x) + (0,x —x) =f(x), VxeR™
Logo, f(x) > f(x) V x € R™. Portanto, x ¢ minimo de f. H

Exemplo 1.6. Seja f(x) = |x| para todo x € R. Note que f € uma fung¢do conveza.
Encontremos o seu subdiferencial que € dado pela defini¢ao por:
of(x) ={s e R;s(y—x) < [yl — x|, Vy € R} . Entao,
i) Se x > 0, tem-se que f € diferencidvel, portanto 9f(x) = {1}, que € o gradiente de f.
ii) Se x <0, f € diferencidvel, assim 0f(x) = {1}, que é o gradiente de f.
iii) Se x = 0, tem-se f(x) = 0, dai para todo y € R, obtemos [y| > sy entdo, sey > 0,
s<1esey <0, implica s > —1.
Portanto, of(x) = [—1,1].
Logo, por i),ii) e 1ii),

{1}, se x>0

of(x) =< [=1,1], se x=0 .
{—1}, se x<0

1.5 Funcoes Convexas com valores em R U {+o00}

Nesta secao trataremos de estender as fungoes convexas definidas na secao 1.3.

Defini¢ao 1.10. Uma funcao f: R™ — RU{+o0}, nao identicamente +o0o € dita convexa

quando, para todo (x,y) € R™ x R™ e todo « € (0,1), tem-se
flox + (1 — a)y) < aef(x) + (1 — o) f(y),

como uma desigualdade em R U {+oo}.
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Podemos observar que de acordo com a Definicao 1.6, para D C R™ um conjunto
convexo, nao vazio e f : D — R uma func¢ao convexa, podemos estender a funcao f a uma

funcdo convexa como na Definicdo 1.10 da seguinte forma f: R™ — R U {400},

_ f(x), se x€D
f(x) =
+o00, se x¢D
Entao, obtemos uma funcao 1;, a qual chamamos de fungao convexa propria.

Definigao 1.11. O dominio efetivo de uma fungao convexa f : R™ — R U {400} € o
conjunto denotado por dom(f) = {x € R™; f(x) < +o0}.
Definigao 1.12. Uma fungao f: R™ — RU{+o0} € chamada fechada quando seu epigrafo

€ fechado em R™ x R ou equivalentemente se seus conjuntos de nivel sao fechados.

Definicao 1.13. Seja f: R™ — RU{+o0} uma fungao convexa. O subdiferencial de f em
x € R™ € o conjunto 0f(x) definido por
{s e R™ f(y) = f(x) + (s,y—x), Yy € R*}, se x & dom(f)
0, se x & dom(f)

of(x) =

Exemplo 1.7. Seja C C R™ fechado e convexo. A func¢ao dc : R™ — R U{+o0} definida

por:

0, se xeC
dc(x) =
+o00, se x¢C

€ chamada a funcao indicadora de C.

A qual é convexa se, e somente se, C é um conjunto convexo.
De fato, se x & C tem-se dc = +o0o. Assim, para todo d € R, d < 400 = d¢(x). Logo,
(x,d) & Es.
Se x € C, tem-se dc(x) = 0. Entao, dc(x) < d, V d € [0, +o0).
Portanto, (x,d) € Es.. Logo, Es. = C x [0, +00).
Dai, se d¢ € convexa temos que Es. é convexo, portanto C x [0,4o00) é convexo. Logo, C
¢ convexo.
Reciprocamente, se C é convexo, temos que Es. é convexo. Logo, 8¢ é convexa.
Agora vamos calcular o subdiferencial da funcao indicadora.
Seja s € 08¢ (x), entdo.
i)Se x € C, tem-se d¢c(x) = o0, dai

dc(y) = +oo, Vy € R™,
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Que ¢ um absurdo. Logo, 0dc(x) = 0.

ii) Se x € C, tem-se dc(x) = 0, entao
6C(y) = <Suy _X>7 Vy e R™

Dali, considere os dois casos.
1) Se y ¢ C, obtemos

(s,y —x) < +o0.

2) Sey € C, tem-se d¢c(y) =0, assim
(s,y—x) <0.
Portanto, por 1) e 2), obtemos
00¢c(x) ={s e R™;(s,y—x) <0, Vy e ChL

Logo,
{seR™(s,y—x)<0,VyeC}, se xeC
0, se x¢C

08¢c(x) =

Teorema 1.9. Sejam f, g: R™ — R U{400} fungdes convexas.
i)Tem-se O(f 4+ g)(x) D 0f(x) + 0g(x), para x € R™.

i1) Seja x € ri(dom(f)) Nri(dom(g)) tal que 0f(x) e 0g(x) sejam nao vazios. Entao,
o(f + g)(x) = of(x) + 0g(x).
Demonstragao. i) Se s € 9f(x), z € 9g(x), entdo s + z € 0f(x) + 9g(x).
Dai, para todoy € R™
fly) = f(x) + (s,y —=x) e gly) > g(x) + (z,y —x).

Portanto,
(f+9)ly) > (f+9)(x) + (s +z,y—x).
Segue que, s +z € 9(f + g)(x). Logo, 9(f+ g)(x) D of(x) + 0g(x).
ii) Suponha que 9(f + g)(x) ¢ (0f(x) + 9g(x)), isto é, existe w € (f + g)(x), tal que
w ¢ (0f(x) + 0g(x)). Pela compacidade de 0f(x) + 9g(x) e pelo Teorema da Separagao

Estrita existem a € R™ e ¢ € R tal que

(a,s+2z) <c<(a,w) < (f+g)(x,a) =1"(x,a)+g'(x,a), Vs e df(x), Vzedg(x),
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que é um absurdo pois, pela Proposigao 1.3, existe um so + zo € (0f(x) + 9g(x)) tal que
<(1, SO> = f/(X7 Cl) € <Cl, ZO> = g/(x7 (l).

Portanto, 0(f 4+ g)(x) = 9f(x) + 0g(x). O

1.6 Funcao Conjugada de uma Funcao Convexa

Para demonstrar que o subdiferencial de uma funcao convexa é um operador mondétono
maximal precisaremos da definicao de funcao conjugada de uma funcao convexa e de

alguns resultados.

Definigao 1.14. Seja f : R™ — R U {400} uma fung¢io convexa propria. A fungao
f*:R™ — RU {400} definida por
f*(s) = sup{(x,s) — f(x)},
x€eRM

para todo s € R™, é chamada a fun¢ao conjugada da fungao f.

Exemplo 1.8. Considere a funcao convexa f(x) = |x| para todo x € R, encontremos sua

fungao conjugada.

Pela definicao de conjugada, para todo s € R™, f*(s) = sup{(x,s) — f(x)}. Portanto,
x€ERM

f*(s) = sup{(s — 1)x}, se x > 0 e *(s) = sup{(s + 1)x}, se x < 0. Logo,
x€eRM x€eRM

+oo, se |s]|>1
f*(s) =
0, se |s]| <1

Observagao 1.2. Seja f : R™ — R U {4o0}. Segue da Defini¢io 1.14 que para cada
x € R™ e cada s € R™, tem-se f*(s) > (x,s) — f(x), isto €,

*(s) + f(x) = (x,s) (1.27)

sempre que o lado esquerdo da desigualdade (1.27) estiver definido. A relag¢ao (1.27) é
chamada a desigualdade de Fenchel.

Teorema 1.10. Seja f : R™ — R U {+00} uma func¢ao convera préopria semicontinua

inferiormente , onde f € finita em x € R™. Entao, s € 0f(x) se, e somente se, f*(s) =

(x,s) — f(x).
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Demonstracao. (=) Seja s € 0f(x). Entao
(s;,z—x) < flz) — f(x)

isto é,
(s,z) — f(z) < (s,x) — f(x),

para todo z € R™.

Portanto,

f*(s) = SEL%{(S; z) — f(z)} < (s, x) — f(x).

Logo, f*(s) = (s,x) — f(x).

(<) Se f*(s) = sup{(s, z) — f(z)} = (s, x) — f(x), tem-se f*(s) < +o0. Assim,
z€R™

(s,z) —f(z) < (s,x) —f(x).

Portanto,

(s,z—x) < f(z) — f(x),Vz € R™.
Logo, s € 0f(x). ]

Este teorema garante que se f : R™ — R é uma funcao convexa e s € 0f(x) para algum

x € R™, entao f*(x) < +oo0.

Teorema 1.11. Seja f : R™ — R U {400} uma fungiao convexa propria semicontinua
inferiormente e x € R™. Entdao, a funcao conjugada f* : R™ — RU{+o0} € uma funcao

convexa.

Demonstracao. Dados s1,ss € R™. Faremos a prova em dois casos:

i) Se s1,82 € R™, tais que f*(s1) < +00 e f*(s3) < +00. Entao para t € [0, 1], tem-se,

(1 —1t)sy + tso) = sup{(x, (1 —t)s1 + tso) — f(x)}. (1.28)

x€eRM

Dai, somando e subtraindo tf(x) a (1.28) obtemos

(1 —1t)sy + tso) = sup {(x, (1 —t)sy + tsg) — f(x) + tf(x) — tf(x)}.
x€eR"

Assim,

f5((1 —1t)s; + tsg) = sup {(1 —t)[(x, s1) — f(x)] + tl(x, s2) — f(x)]}.

xeRM
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Segue que,

(1 —1t)sy +tsy) < (1—1) Sélﬂgﬂx, s1) —f(x)}+t Sélﬂgl{w sp) — f(x)}.

Poratnto, pela Definicaol.14
(1 —1t)sy +tso) < (1 —t)F"(s1) + tf*(s2).

Logo, f* é uma fungao convexa.

ii) Se para s, s3 € R™, f*(s1) = 400 ou f*(s3) = 400, entdo temos trivialmente que
(1 —t)s1 + tsg) < (1 —t)f*(s1) + tf7(s2).
Portanto, f* é uma funcao convexa. ]

Definigao 1.15. Seja f : R™ — R U {400} uma funcao convexa. Dizemos que a func¢ao

f**:R™ - RU{+o0} € a func¢dio conjugada (f*)* da conjugada de f.

Lema 1.6.1. Seja f: R™ — RU{+o0} uma funcao convexa. Entdo f** € o supremo do

conjunto de todas as fungoes afins que minoram f.

Demonstracao. Seja A o conjunto de todas as fungoes afins que minoram f. Considere
u = sup{g; g € A}, provaremos que p = f**.
De fato, para cada s € R™, a funcdo g(x) = (x,s) — f*(s) é uma fungdo afim. Pela
desigualdade de Fenchel,

f(x) +f(s) > (x,s) x € R™.

Segue que,

g(x) = (x,s) — f(s) < f(x) + " (s) — " (s) = f(x).

Assim, g é uma minorante de f. Entao, g € A.

Portanto,
f**(x) = sup{(x,s) —f*(s)} < sup g(x) = pu(x).
seR™ xERM
Logo,
*(x) < u(x), VxeR™ (1.29)

Agora, se h € A, entdao h é da forma h(x) = (x,s) —«, onde s € R" e € R, que implica
que, para todo x € R™, tem-se (x,s) — a < f(x).
Isto é,

(x,s) —f(x) < «.
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Entao,
f*(s) = sup{(x,s) — f(x)} < .
XERM
Assim,
—x < —f*(s).
Segue que,

h(x) = (x,s) — a < (x,s) — f*(s).

Portanto, para cada x € R™

1(x) = sup h(x) < sup{{x,s) — £*(s)} = F*(x).
xER™ seR"

Logo,
wix) < " (x), Vx e R"™. (1.30)

De (1.29) e (1.30), obtemos p = f**. O

Proposigao 1.5. Seja f : R™ — R U {400} uma fun¢ao convexa propria semicontinua

inferiormente. Entao f = f**.

Demonstragao. i)Mostraremos que f** < f. De fato, por definigao

" (w) := sup {{w,y) — *(y)}. (1.31)
yeR"

Por outro lado,

f(y) = sup {(y, w) — f(w)} > (y, w) — f(w),

weRM

para todo w € R™. Segue que,
(y,w) = (y)} < flw), Vw €R™ (1.32)

Portanto, de (1.31) e (1.32), tem-se f**(w) < f(w), Vw € R".
ii) Mostraremos que f < f**. Suponha que nao ocorra f < f**, isto ¢, existe wy € R™ tal

que f**(wp) < f(wq). Assim, existe & € R tal que
*(wp) < o < f(wy). (1.33)

Da convexidade de f, existe uma fun¢ao afim h minorando f dada por

h(x) = o — (s,x — wy), onde h{wy) = «.



Capitulo 1. Nocgoes Preliminares 22

Como h < f, temos pelo Lema 1.6.1 que h(x) < f**(x), em particular para x = wy, tem-se
h{wp) < **(wyp) que implica o < f**(wy), contrariando (1.33).
Portanto, f < f**.

Logo, de i) e ii), obtemos f = f**. O

1.7 Funcoes e Distancias de Bregman

Seja S C R™ um conjunto aberto e convexo, e S o fecho de S. Considere a funcioh: S — R

convexa e diferenciavel em S. Defina D, : S x S — R por

induzida por h.

Definicao 1.16. Dizemos que h € uma funcao de Bregman e Dy, a distdncia de Bregman
mduzida por h se as sequintes condicoes sao satisfeitas:

Bi) h € continuamente diferencidvel em S.

By) h € estritamente conveza e continua em S.

Bs) Para todo & > 0 os conjuntos Ty (y,8) ={x € S;Dn(x,y) < 8} e

N(x,8) ={y € S;Dn(x,y) < &} sdo limitados para todoy € S, e x € S, respectivamente.
B4) Se a sequéncia {y*} C S, converge para y*, entdo klglgo Dn(y*,y*) =0.

B;) Se {x¥} € S e {y*} C S sdio sequéncias tais que {x*} € limitada, kli_r}roloyk =y*e
1}520 Dn(x*,y*) =0, entao ]}gr;oxk =y”.

Dizemos que uma funcao de Bregman h € coerciva na fronteira se satisfaz a sequinte

condicao:

Bs) Se {y*} C S ¢ tal que klim Yy~ =1y € 9S, entdo
—00

lim (Vh(y*),y —y*) = —c0, Vy €8S. (1.35)

k—o00
Dizemos que h € zona coerciva se satisfaz a sequinte condi¢ao:

B7) Para todoy € R™ existe x € S tal que Vh(x) =vy.

S é chamado de zona de h.

Vejamos agora alguns exemplos.

Observagao 1.3. A definicao de fungoes e distancia de Bregman acima pode ser definida
de outra maneira (ver[19]), sendo suficiente considerar apenas (B1) — (By), onde em (Bj)

¢ utilizado apenas um dos conjuntos de niveis e (Bs) seque de (By) e (Bs).
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Exemplo 1.9. Seja h: R™ — R, tal que h(x) = |[x||*. Neste caso Dy(x,y) = [[x —y|[*.

Exemplo 1.10. S = R}, h(x) = > | xilogx; estendido com a continuidade até a

fronteira de RT, com a convengao de que 0log0 = 0. Neste caso,

n

Xi
Dh(xuy) = Z(Xi logy_ +yl _Xi)a

que € Kulblback-Leibeler divergente, bastante usada em FEstatistica.

Observagao 1.4. Podemos verificar facilmente que Dy(x,y) = 0 para todox €S,y € S
e Dg(x,y) =0 se, e somente se, x = 1.

Proposicao 1.6. Se h é uma func¢ao de Bregman com zona S entao:

i) Di(x,y) = Dn(x,2) — Du(2,y) = (Vh{y) — Vh(z),z—x), ¥x € 5, vy,z € .

ii) 9xDn(x,y) = Vh(x) — Vh(y), ¥x,y € S.

iii) Dn(-,y) € estritamente conveza para todo y € S.
Demonstragdo. i) De (1.34), parax € S, y,z € S, temos
Din(x,y) = Dn(x,z) = Dn(z,y) = h(x) —h({y) — (Vh(y),x —y)
—h(x) + h(z) + (Vh(z),x — z)
—h(z) + h{y) + (Vh(y),z—y)
= (Vh(y),z—y+y—x)+ (Vh(z),x —z)
= (Vh(y),z—x) — (Vh(z),z—x)
= (Vh(y) — Vh(z),z—x).

ii) Sejam x,z € S. Como Dy (x,y) = h(x) —h(y) — (Vh(y),x —y) entdo
0Dr(x,Y) = Vhix)—0— 2(Vhiy)x—y)
= Vh(x) — Vh(y).
iii) Para y € S, defina
G:S — R
x +— :=Dn(x,y).
Sejam x1,X2 € S, com X; # Xy. Pelo item (ii), VG(x1) = Vh(x;) — Vh(y) e
VG(x2) = Vh(xs) — Vh(y). Logo,
(VG(x1) —VG(x2),x1 —x2) = (Vh(x;) —Vh(y) — Vh(x2) + Vh(y),x; — x2)

= (Vh(x1) — Vh(x2),x1 —%2) >0,
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pois h ¢ estritamente convexa em S. Portanto, G = Dy(-,y) ¢ estritamente covexa em S,

para cada y € S. O

A importancia de distancia de Begman pode ser vista em [18].



Capitulo 2

Operadores Mono6tonos

2.1 Operadores Monétonos e Monétonos Maximais

Nesta secao apresentaremos os principais resultados e defini¢coes de operadores mondétonos.
Seja A : R™ — R™ uma transformacao linear, diz-se que A é semidefinida positiva se
(x,Ax) > 0, para todo x € R™.

Entao para quaisquer x,y € R™, tem-se
0< (x—y,Alx—y)) = (x —y,Ax — Ay).

Um operador monétono é uma generalizacao de uma transformacao linear semidefinida

positiva (ndo necessariamente linear).

Defini¢ao 2.1. Um operador T : R™ — R™ (ndo necessariamente linear) diz-se mondtono
se para todo x,y € R™
(T(x) = T(y),x —y) = 0. (2.1)

Observagao 2.1. T € chamado estritamente mondtono quando a desigualdade (2.1) é

estrita para X # Y.

Exemplo 2.1. Seja f : R™ — R wma fun¢io convexa (resp. estritamente convexa)
e diferencidvel. Entao Vf : R™ — R™ é um operador mondtono (resp. estritamente

mondtono). Seque do Teorema 1.5.

Como Of associa a cada vetor x € R™, nao exatamente a cada vetor de R™, mas a
um subconjunto do R™. Estenderemos a noc¢ao de operador monétono ponto a ponto a

operador ponto-conjunto. Notacdo: T:R™ — P(R™) ou T: R™ = R".

25
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Definigcao 2.2. Seja T : R™ = R™ um operador.
i) O dominio de T € o conjunto dom(T) ={x € R™; T(x) # 0}.
it) A imagem de T € o conjunto
RM= |J TH.
xedom(T)
Definicao 2.3. Dado T : R™ = R™, o0 operador T~! : R™ = R™ ¢ definido pela sequinte
rela¢ao

xcT 'y eyeT(x).
Definicao 2.4. Um ponto x € R™ € chamado zero de T : R™ = R™ quando 0 € T(x).

Definicao 2.5. Seja T : R™ = R™. Dizemos que T é mondtono quando para quaisquer

x,y € RV ueT(x)eveT(y) tem-se
(x—y,u—v) > 0. (2.2)
Observagao 2.2. T ¢ estritamente mondtono se a desigualdade (2.2) € estrita parax #y.

Proposicao 2.1. Sejam T, : R™ = R™ e Ty : R™ = R™ operadores monadtonos, tais que
dom(Ty) Ndom(T,) # 0. Entdo T, + Ty € um operador mondtono.

Demonstra¢ao. Sejam x,y € R™, uw € (T; + T)(x) e v € (T; + To)(y). Entao, para
ue (T +To)(x) = Ti(x) + Ta(x), existem u; € Ti(x) e uy € To(x) tais que U = u; + u,.
Analogamente, existem v; € Ti(y) e vy € To(y) tais que v =v; +vy. Como Ty e T, sao

operadores mondtonos, tem-se (U — vy, x —y) = 0e (uy —vy,x —y) > 0.

Portanto,
(u—v,x—y) = (W+uUuy—v; —vy,x—VY)
= (U —vi,x—Y)+ (us — vy, x —y) > 0.
Logo,T; + Ty é um operador mondtono. O

Exemplo 2.2. Seja of : R™ = R™, onde f € uma funcao convexra propria semicontinua

inferiormente. Entao 0f é um operador mondtono.

De fato, sejam x,y € R™, & € 0f(x) e n € 0f(y). Pela defini¢ao de 9f, obtemos

(&,y—x) < fly) —f(x) (2.3)
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—(n,y—x) = M, x—y) < f(x) —f(y). (2.4)

Entao, somando (2.3) e (2.4) obtemos

(&y—x)—(M,y—x) <0

Logo,
(E—my—x) <0= ({—m,x—y) = 0.

Portanto, 0f é um operador mondtono.

Definicao 2.6. Um operador T : R™ = R™ ¢ chamado mondtono maximal quando
i) T € mondtono
ii) Para todo T' operador mondtono tal que T(x) C T'(x) para todo x € R™, tem-se

T=T.

Teorema 2.1. Sejam T; : R®™ = R™ e T, : R™ = R™ operadores mondtonos maximais
tais que (domT;) N (domT,)? # 0 .

i) Entao Ty + Ty € um operador mondtono mazximal.

Em adigao, temos.

ii) Se Ty € o subdiferencial de uma fungdo convexa pripria fechada e Ty € sobrejetivo,

entao Ty + Ty € sobrejetivo.
Demonstracao. Ver [3]. O

A seguir provaremos que T = 0f : R™ = R™ é um operador monétono maximal.

Sejam f: R™ — R e xy € R™, defina a fungao F: R™ — R por
1 2
F(x) := f(x) + §||x — xo||*. (2.5)

Mostraremos agora que F possui um tnico minimizador.

De fato, considere h(x) = %Hx —%o||?, ¥V x € R™, entao F(x) = f(x) + h(x),V x € R™.
Como f convexa e h é estritamente convexa, temos pela Proposicao 1.1 que F=f+h é
estritamente convexa.

Temos que F é coerciva em R™ pelo exemplo 1.1. Com isso, temos que F possui um

minimizador global. Sendo F estritamente convexa, esse minimizador é tnico.

Assim, podemos definir prox; : R* — R™, dado por

) 1
prox¢(xo) := argmin{f(x) + §||x —xol*} (2.6)
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Lema 2.1.1. Sejam f : R™ — R uma fun¢ao convexa semicontinua inferiormente e
x,Y,z € R". As sequintes condigdoes sio equivalentes:
i)z=x+y eflx)+(y) = (x,y);

i) x = prox¢(z) ey = proxs(z).

Demonstracao. Faremos algumas consideragoes preliminares antes de provarmos as equi-
valéncias. Sendo h(x) = %Hx —xgl|?, temos que F = f + h. Fazendo x = prox¢(z), temos
que x é um minimizador da funcao F se, e somente se, 0 € 0F(x), o que é equivalente a

0 € (of(x) + 0h(x)). Mas, Vh(x) = x — z, isto implica
x = prox¢(z) < 0(€ of(x) + {x — z}), (2.7)
ou seja, existe y € 0f(x) tal que z =x +y. Analogamente, podemos mostrar que
Yy = prox;(z). (2.8)
Isto &, existe x € 0f*(y) tal que z =x +y. O Teorema 1.10 e a Proposigao 1.5 implicam
y € of(x) & f(x) + f*(y) = (x,y) & x € 9f*(y). (2.9)
(1) = (ii) Por hipotese z = x+y e f(x)+f*(y) = (x,y). Entao, da equacao (2.9) obtemos
y € of(x) e x € of*(y).
Combinando estes resultados com (i),(2.7) e (2.8) obtemos
X = prox¢(z) e y = proxi(z).

(1) < (i1) Seja x = prox¢(z). De (2.7) obtemos a existéncia de um yo € 0f(x) tal que

z =X + Yo. Observemos a equagao (2.9) implica
x € 0f(yo) e f(x) + " (yo) = (x,Yo)-
Dai, combinando esse resultado com (2.8) obtemos yo = proxj(z) =y. Segue que
z=x+y e f(x)+f(y) = (x,y).
O

Teorema 2.2. Se f: R™ — R € um funcao convera semicontinua inferiormente, entao

of : R™ = R™ € um operador mondtono mazximal.
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Demonstragao. Pelo exemplo 2.2, 9f é um operador monoétono. Seja T : R™ == R"
um operador monotono tal que of(x) C T(x), para todo x € R™. Provemos agora que
T(x) C of(x), para todo x € R™.

Dados xg,yo € R™, com yg € T(xg) ey € T(x). Como T é mono6tono, obtemos

(x —%0,y —Yo) = 0, (2.10)

para todo x,y € R™.

Considere x; = prox¢(xo+1Yo) € Y1 = proxs«(xo+yo). Pelo Lema 2.1.1, xo+yo = X1 + Y1
e f(x1) +*(y1) = (x1, Y1)

Entao, pelo Teorema 1.10, y; € 9f(x;) C T(x1). Dai, tomando x = x4 ey =y; em (2.10),

obtemos

(x1 —x0,Y1 —Yo) = 0. (2.11)

Assim,

0 < (X1 — X0, %0 — X1) = —(X1 — X0, X1 — X0) = —[|x1 _X0||2-

Segue que, x; = Xq. Portanto, yo =y; € 0f(xy) = 0f(xo).
Como xq e Yo sao arbitrarios, tem-se que T(x) C 0f(x), V x € R™.
Entao, of(x) = T(x), V x € R™. Logo, of : R® — P(R™) é um operador mono6tono

maximal. O

Exemplo 2.3. Seja C um subconjunto convexo e fechado do R™. A aplica¢ao
Pc(x) : R™ — C que associa cada x € R™ o ponto de C mais proximo de x € chamada de
projecao de x sobre C. Essa aplicagao é um exemplo de operador mondtono mazrimal que

nao € o subdiferencial de uma funcao convexa semicontinua inferiormente.

2.2 Operadores Paramonoétonos

Definicao 2.7. Seja T : R™ — R™ um operador. Diz-se que T é paramondtono quando é

mondtono e (T(x) —T(y),x —y) =0 implica T(x) = T(y).
Para operadores ponto-conjunto temos a seguinte defini¢ao.

Definicao 2.8. Seja T : R™ = R™ um operador. Dizemos que T é paramondtono quando

¢ mondtono e (u—v,x—y) =0, comu € T(x), v e T(y), implicauw e T(y) ev e T(x).
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Teorema 2.3. Seja T = 0f(x), com f : R™ — R uma fun¢io convexa semicontinua

inferiormente. Entao T € um operador paramondtono.

Demonstragao. Pelo Exemplo 2.2 9f ¢ um operador monétono. Dados x,y € R™, con-
sidere (u —v,x —y) = 0, onde u € 0f(x) e v € 9f(y). Defina a funcado f:R" 5 R
por

f(z) := f(z) + (u,x —z).

Note que, fé convexa, pois é soma de fungoes convexas.

Além disso, 0f(z) = 0f(z) —{u} = {w —u; w € df(z)}. Para z = x, tem-se f(x) = f(x), e
tomando w = u € df(x) implica 0 € df(x). Assim, x é minimizador de f em R™ pelo
Teorema 1.8.

Como (u—v,x —y) =0, temos

(u,x—y) = (v,x —y). (2.12)
Sendo u € 0f(x) temos (u,y —x) < f(y) — f(x), ou seja,

f(x) = fly) < (u,x—y). (2.13)
De maneira anéloga, como v € 9f(y), temos

(v, x —y) < f(x) —f(y). (2.14)

Segue de (2.12), (2.13) e (2.14), que f(x) — f(y) = (u,x —y).

Logo, f(x) = f(y) + (u,x —y) = f(y). Mas, f(x) = f(x). Entéo f(x) = f(y). Assim, y é
também um minimizador de f. Pelo Teorema 1.8, temos que 0 € a?(y).

Portanto, 0 = w — u para algum w € 0f(y), isto é, u € 9f(y).

Agora definamos, g : R™ — R por

g(z) == f(z) + (v,y — z).

Analogamente a f, mostra-se que g é convexa e 0¢(z) = 0f(z) —{v} ={w—v;w € 0f(z)}.
Para z =y, tem-se g(y) = f(y). Tomando w =v € 9f(y) implica 0 € dg(y). Portanto,
pelo Teorema 1.8, temos que y ¢ um minimizador de g em R™.

De (2.12), (2.13) e (2.14), segue que f(y) = f(x) + (v,y — x) = g(x). Mas, g(y) = f(y).
Logo, g(y) = g(x). Assim, x é também um minimizador de g em R™. Entao, pelo

Teorema 1.8, temos que 0 € 9g(x).
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Portanto, 0 = w — v para algum w € 9f(x). Logo, v € 0f(x). Com isso concluimos que,
sendo Of um operador mono6tono e (u—v,x —y) =0, com u € 9f(x), v € 9f(y) implica

u € 0f(y) e v € of(x). Portanto, T = 9f é um operador paramondtono. O

Proposicao 2.2. Se T, : R* =2 R™ e Ty : R™ = R™ sao operadores paramondtonos, tais

que dom(Ty) Ndom(Ty) # (0. Entao Ty + Ty € um operador paramondtono.

Demonstrag¢ao. Sejam x,y € R™, u € (T} + Th)(x) e v € (T; + Ty)(y). Entao, para
ue (T +T)x) =Ti(x) + Ta(x), existem w; € Ti(x) e uy € To(x) tais que u = wy + Uo.
Analogamente, existem vy € Ti(y) e vo € To(y) tais que v = v; +vy. Pela Proposigao 2.1,
T, + Ty é um operador mondtono.

Ainda mais, se (u—v,x —y) =0, entdo (u; —uy —v; — vy, x —y) = 0, ou seja,

(U — vy, x —y) + (us — vy, x —y) = 0. Sendo T; e T, mono6tonos, obtemos que

(up —vi,x—y) =0e (uy —vy,x —y) = 0. Mas, Ty e T, sdo paramonétonos, entao
up, € Ti(y), w2 € To(y), vi € Ti(x) e va € Ty(x).

Portanto, u =uw; +uy € Ti(y) + To(y) = (1 + T)(y) ev=vi + vy € T1(x) + Ta(x) =
(Th + T2) (x).

Logo, T; + T5 é um operador paramonétono. O

2.3 Operadores Pseudomondétonos

Definigao 2.9. Seja T : R™ = R™ um operador tal que dom(T) € convexo e fechado.
Dizemos que T € pseudomondtono se satisfaz a sequinte condi¢ao:

Se para toda sequéncia {x*} C dom(T) convergindo para o ponto x € dom(T) e todo
uk € T(x*) para todo k € N tem-se

lim sup(u®, x* —x) <0,
k—o0

entao, existe w € T(x) tal que

<‘LL7X o y> < hlzglolgf<uka Xk o y)

para todo y € dom(T).

Proposigcao 2.3. Seja f : R™ — R uma fun¢do convexa semicontinua inferiormente.

Entao T =0f : R™ = R™ € um operador pseudomondtono.
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Demonstracao. Seja {x*} uma sequéncia em dom(9f) tal que
klim x* =x € dom(df) e limsup(u®, x* —x) < 0, onde u* € df(x*).
—o0 k—00
Pela definicao de subdiferencial, temos (u*,y—x*) < f(y) —f(x*) para todoy € dom(9f)
e todo k € N. Entao,
liminf(u®, x* —y) > liminf[f(x*) — f(y)] = f(x) — f(y). (2.15)

k—o0 k—o00

Da convexidade de f, existe u € 9f(x) tal que f(y) < f(x) + (u,y — x). Assim,

(u,x —y) < f(x) —f(y). (2.16)

Portanto de (2.15) e (2.3), existe u € 0f(x) tal que

<‘LL,X o y> < h]?i)lol.}f(ukv Xk - y>

Logo, T = 0f é pseudomonotono. O

Exemplo 2.4. Seja T : R™ — R™ um operador mondtono continuo. FEntao T é um
exemplo de operador pseudomondtono que nao € o subdiferencial de uma func¢ao conveza

semicontinua inferiormente.

Proposicao 2.4. Sejam T,S : R™ = R™ operadores pseudomondtonos tais que

dom(T)Ndom(S) # 0. Entao T+ S € pseudomondtono.

Demonstracio. Seja {x¥} uma sequéncia em dom(T + S) tal que

lim x* =x € dom(T+S) e

k—o00

lim sup(u®, x* —x) <0, (2.17)

k—o0
onde uk € (T + S)(x*).
Sejay € dom(T+S)(x*). Entdo, existem uk € T(x*) e uf € S(x*) tal que u* = uk +uk.
De (2.17), lim sup(u* +u§, x* —x) < 0. Entdo
k—o0
K

lim sup(u¥, x* — x) < limsup(uk +uk, x* —x) <0,
k—+o00 k—o0

lim sup(u§, x* — x) < lim sup(u¥ + u§, x* —x) < 0.
k—o0 k—o0

Como T e S sdo pseudomonotonos, existem ur € T(x) e us € S(x) tais que

(ur,x —y) < liminf(uk, x* —y), (us,x —y) < liminf(u§, x* —y),
k—o0 k—o0

para todo y € dom(T + S).
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Logo, (ur +ug,x —y) < lilzninf(u-‘F +uk x* —y).
—00

Seja = Ut + Us € T(xX) + S(x) = (T + S)(X). Entio,

(W, x —y) <liminf(ug +ug, x* —y),

para todo y € dom(T + S). Portanto, T+ S é pseudomonotono.
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O Algoritmo do Ponto Proximal

3.1 O Algoritmo do Ponto Proximal para Operadores

Monoétonos Maximais(APPOMM)

Seja f: R™ — R uma funcao convexa semicontinua inferiormente. O Algoritmo do Ponto
Proximal (ver Apéndice) gera, para um ponto de inicial x° € R™, a sequéncia {x*} C R™
pela iteracao

x* = arg min{f(x) + A ||x — x*||*},
x€R™

onde {Ax} ¢ uma sequéncia de nimeros positivos satifazendo,

0 <A <A,
para algum A > 0 e || - || é a norma euclideana. A sequéncia das iteradas converge para
solugao do problema
in f(x). 3.1
min f(x) (3.1)

Equivalentemente, temos pelo Teoremal.8

0 € df(x 1) 4+ 2 (xF T —xF),

ou seja
A (X —xFT) e of (x* ),
assim
1
x* e (I+ —0of)(x*). (3.2)
2A\1

34
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Motivados por essa observacao e lembrando que o subdiferencial 0f de uma funcao convexa
semicontinua inferiormente , € um operador monoétono maximal, podemos extender o
Algoritmo do Ponto Proximal para encontrar zeros de Operadores Monotonos Maximais
T:R"™ = R™

O Algoritmo do Ponto Proximal para Operadores Mono6tonos Maximais (APPOMM) gera

uma sequéncia {x*} C R™, da seguinte forma
x’ € R™,
K 1 K+1
x“ e (I+—T)(x"),
Ax
ou seja

1
Xt e (I+ —T)71(x),
Ax

onde Ay é uma sequéncia de niimeros positivos satisfazendo
0 <Ak <A,

para algum A > 0.

Observacao 3.1. Para mostrarmos a bem definicio e a convergéncia desse algoritmo

utilizaremos a norma euclideana.

Agora, veremos algumas defini¢oes e resultados que serao tuteis na anéalise de con-

vergéncia do (APPOMM).

Definigao 3.1. Uma sequéncia {y*} C R™ € dita Fejér convergente a um conjunto

U C R™, com respeito a norma euclidiana, se
y*™ —u| < ly*—ull, Vk=0evVuecll (3.3)

Proposicao 3.1. Se {y*} ¢ uma sequéncia Fejér convergente a um conjunto U # ), entao
{y*} € limitada. Além disso se um ponto de acumulagdo y de {y*} pertence a U, entdo

lim y* =y.

k—o0

Demonstragdo. Seja u € U, um ponto fixado. Como {y*} é Fejér convergente a U, temos

que

Iy —ull < ly* —ull < < ly” —ull.
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Portanto, {y*} estd contida na bola B = B(u, [[y® —ul|). Logo, {y*} é limitada.

Para a segunda parte considere uma subsequéncia {y*} de {y*}, tal que kll_I)Iolo yd =v.
Como y € U e {y*} é Fejér convergente, pela Definicio 3.1 a sequéncia {||y* — yl|} ¢
nao-crescente e nao-negativa, portanto convergente.

Como, a subsequéncia {|[y® —y||} converge a zero, segue que {||y* —yl|} converge a zero.
Y y y —y

Isto &, lim [[y* —y|| = 0. Logo, lim y* =y. O
k—o0 k—o00

Definigao 3.2. Seja T : R™ = R™ um operador ponto-conjunto, dizemos que
i) T € sobrejetivo quando, para todoy € R™, existe x € R™, tal que y € T(x).

i) T € injetivo se, para x #y tiwermos T(x) N T(y) = 0.

Teorema 3.1. (Teorema de Minty)
Se T:R™ = R™ ¢ um operador mondtono mazximal e A > 0, entao o operador I + AT €

injetivo e sobrejetivo.
Demonstracao. Ver [13]. O

O Teorema 3.1 garante que (APPOMM) esta bem definido, como veremos na Proposicao

seguinte.
Proposigao 3.2. A sequéncia {x*} gerada pelo (APPOMM) estd bem definida.

Demonstracio. De fato, seja x° € R™, e seja x¥ € R™, sendo I 4+ AT sobrejetivo, temos

que existe x**1 € R™ para todo k > 0 tal que

1

x* e (I+ —T)(x*),
Ak
portanto
1
X e (IT+ —=T)71(x").
Ak
A injetividade de (I 4+ AT) garante a unicidade de x**+1. ]

Lema 3.1.1. Se lim y* =y, lim z* =z, T ¢ um operador monétono mazimal e
k—o0 k—o0

yk € T(z5), entdoy € T(z).
Demonstracao. Defina,

T(z), se z#z
T(z)U{y), se z=2z
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Afirmacao: T’ é monotono. Entao, precisamos verificar que:
y—y'z—2Y>0,Vzz VyeT(z)eVy € T'(z). (3.5)

Da defini¢ao de T’ e T sendo mondtono, basta verificarmos (3.5) paray’ =y ez’ = z.

Por hipotese temos, {y*} € T(z*), portanto
y—y*z—2>0,Vz VyeT(z) (3.6)
Tomando o limite em (3.6) quando k — oo, obtemos
(Yy—vy,z—2z) >0, Vz VyeT(z).

Logo, T’ é um operador monotono.

Como T(x) C T'(x), V x € R™ e por hipotese T é mon6tono maximal, concluimos que

T=T".

Em particular, T(z) = T'(z) = T(z) U{y}. Logo, y € T(z). ]
O lema acima mostra que os Operadores Monoétonos Maximais sao fechados.

Veremos agora resultados que garantem a convergéncia do (APPOMM).

Lema 3.1.2. Sejam T :R™ = R™ mondtono maximal e o conjunto
U ={x € RY; 0 € T(x)} ndo-vazio. Entdo, a sequéncia {x*} gerada pelo (APPOMM)

satisfaz a sequinte desigualdade
M —x||2 < IxF = x| — X< =XM1’ Yk > 0eV x tal que 0 € T(x).
Demonstracao. De fato, seja x € U, entao

= X2 = (o —x ) + (= )2

_ ||Xk _Xk+1H2 + HXkJrl _;(HQ + 2<Xk —Xk+1,Xk+1 _;(>

Assim,
_ _ 1 _
ka o XH2 o ka . Xk+1H2 o HXK—H . XH2 — 2}\_k<7\k(xk . ka),ka o X>.

Como,

1

XM e (I4+ —T)1(x"),

Ax

temos

)\k(xk o Xk+1) c T(Xk+1).
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Entao, como 0 € T(x), temos pela monotonicidade de T
(M (x¥ =M XM —x) = (A (x* = %) — 0,x* ! —x) > 0.

Portanto,

I = || — [l = x* | =[x —x]* > 0.

Logo,

It = < [l = =[x X2, ¥k > 0 ¥ X tal que 0 € T(X)

Lema 3.1.3. Sejam T : R™ = R™ mondtono mazimal e o conjunto

U ={xeR™ 0eT(x)} nio-vazio. Entio, lim (x*™ —x*) =0, onde {x*} ¢ a sequéncia

k—o00
gerada pela (APPOMM).
Demonstracao. Do Lema 3.1.2, temos
0 < XM = xM|2 <[ =X = X = x]J%, ¥V k> 0. (3.7)

Mas, 0 < [[x*" —x]|? < ||x* —x||?, implicando que a sequéncia {||x* —x||} é ndo-crescente
e nao-negativa. Portanto, convergente.
Assim,

lim (|]x* —x||? — [[x*" —x]||*) = 0.
k—o0

Logo, passando o limite em (3.7) quando k — 0o, obtemos

lim (x*' —x*) = 0.
k—o0

Lema 3.1.4. Sejam T : R™ = R™ mondtono mazimal e o conjunto
U = {x € RY; 0 € T(x)} nao-vazio. Entdo, a sequéncia {x*} gerada por (APPOMM)

possut pontos de acumulacao e todos pertencem a U.

Demonstracio. Pelo Lema 3.1.2, {x¥} é Fejér convergente a U, portanto é limitada pela

Proposicao 3.1, entao {x*} possui pontos de acumulacao. Sejam % um ponto de acumulacao

de {x¥} e {x¥} uma subsequéncia de {x*} tal que klirn XM =%,
— 00

Por hipétese, temos que

1
X e (I+ —T)1(xM),
Ak
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entao

)\kj (ij o ij+1) c T(Xk]'+1).

Pelo Lema 3.1.3 klim (xM —xMT)=0e Ak, < A, obtemos
—00

lim Ay (x —x971) =0.

k—o0
Dai, aplicando o Lema 3.1.1, para y = 0, y* = A, (x% —xMT), 28 = xMt! e z = %,
temos que 0 € T(x). Logo, x € U. H

Teorema 3.2. Sejam T : R™ = R™ mondtono mazimal e o conjunto
U = {x € RY; 0 € T(x)} nao-vazio. Entao, a sequéncia {x*}, gerada por (APPOMM),

converge a um elemento de U.

Demonstracao. Pelo Lema 3.1.2, {x¥} é Fejér convergente a U. Assim, pela
Proposicao 3.1 {x¥} ¢ limitada. Seja % ponto de acumulacao de {x*}. Pelo Lema 3.1.4,
% € U. Portanto lim x* =% pela Proposicao 3.1. Logo, {x*} converge a um elemento de

k—o0

LL. ]



Capitulo 4

Algoritmo do Ponto Proximal com
Distancias de Bregman para o

Problema de Desigualdade Variacional

4.1 Problema de Desigualdade Variacional
A extensao natural do problema
min f(x) sujeito a x € C, (4.1)

(onde C C R™ é fechado e convexo) a operadores mono6tonos ¢ chamado o problema de

desigualdade variacional, definido segundo a defini¢ao abaixo.

Definicao 4.1. Dados T : R™ =% R™ um operador mondtono mazximal e C C R™ um
conjunto convexo e fechado o Problema de Desigualdade Variacional VIP(T, C) consiste

em encontrar z € C tal que existe w € T(z) satisfazendo
(u,x—z) >0 (4.2)
para todo x € C.

Observagao 4.1. Se T = 0f, para f: R™ — R conveza, temos que u € T(z) = 0f(z) se,
e somente se, 0 < (u,x —z) < f(x) — f(z) para todo x € C, e portanto z minimiza f em
C. Assim, o problema VIP(T,C) generaliza o problema de minimizar fungoes converas

em conjuntos convexos.

40
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4.2  Algoritmo do Ponto Proximal Generalizado para

o VIP(T,C)

Seja f : R™ — R uma funcao convexa. O Algoritmo do Ponto Proximal com Distancia de
Bregman gera( Ver apéndice), para um ponto inicial X" € S, a sequéncia {x*} C S pela
iteracao

XM = arg min{f(x) + AxDn (x,x*)},
XES

onde h é uma funcao de Bregman com zona S e {Ay} é uma sequéncia de nimeros positivos
satisfazendo,

0 < Ak <A,

para algum A>0. A sequéncia das iteradas converge para solugao do problema
min f(x) sujeito a x € S, (4.3)

com S C R™ aberto e convexo, S o fecho de S, e f continua em S.

Equivalentemente, temos pelo Teorema 1.8
0 S a[f() + Ath(WXk)] (XkJrl)?

ou seja

0 € [0f(-) + ArdxDp (-, X1 (x ).

Com essa observagao e lembrando que o subdiferencial de uma func¢ao convexa semi-
continua inferiormente 0f é um operador monétono maximal, podemos estender o Al-
goritmo do Ponto Proximal com Distancia de Bregman para resolver o VIP(T, C), onde
T:R™ = R™ é um operador monétono maximal.

O algoritmo do ponto proximal generalizado para o VIP(T,C) é definido da seguinte
forma.

Considere uma funcao de Bregman h com zona C° e uma sequéncia de niimeros positivos
{A} limitada acima por A > 0. Seja {x*} a sequéncia definida por

Inicializagao:

x? e C". (4.4)

Iteracao: Dado x* € C° defina Ty : R™ = R™ por Ti(-) = T(-) + A0xDn(-,x5) e
encontre x**! € C° tal que

0 € T (x*1). (4.5)
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Equivalentemente a (4.5) temos

Xt € [0,Dp (-, x*) + %T]l(xk) (4.6)
Kk
e também equivalente a (4.5) temos
M IVh(xF) — Vh(x*™)] € T(x*h) (4.7)

pela Proposigao 1.6 (ii).
Apresentaremos agora alguns resultados que utilizaremos na analise de convergéncia do
algoritmo do ponto proximal generalizado para o VIP(T, C), para isso suponhamos que o

VIP(T, C) possua solucoes.

Teorema 4.1. Seja {x*} a sequéncia gerada por (4.4) e (4.5). Suponha que
dom(T)NC® # 0 e a fungdo de Bregman h € zona coerciva com zona C°. Entdo {x*} estd

bem definida e contida em CP.

Demonstracao. Faremos a prova por inducao sobre k. De (4.4) x° € C° Suponha que
x* € C% Seja By(+) := A0 Dn(+, x*), temos dom(By) = C° (ver Apéndice Lema A.2.1
segao A.2).

Assim, Ty = T+ By e dom(T) N dom(By) = dom(T) N C° # (). Entao, T, é mondtono
ma-

ximal pela Teorema 2.1 (i). Sendo h estritamente convexa por (By), temos que By é
estritamente mono6tono, entao Ty é estritamente mondtono.

Como h é zona coerciva, By é sobrejetivo. Entao, pelo Teorema 2.1 (ii) Ty é sobrejetivo.
Logo, Ty possui um zero em dom(Ty), que é tnico pela monotonicidade estrita de Ty .
Denotemos este zero por x**1.

Como dom(Ty) = dom(T) N dom(By) = dom(T) N C° e x**! pertence a dom(Ty),

obtemos que x**! € C° para todo k.

Portanto, {x*} estd bem definida e contida em C°. O
Em posse das hipéteses do Teorema 4.1, temos os seguintes lemas.
Lema 4.2.1. A sequéncia {x*} gerada por (4.4) e (4.5) satisfaz a sequinte desiqualdade
D (X, x*™) < Dn(x,x) — Dp(x*1,x¥)

para todo k e cada solucdo X do VIP(T,C). Consequentemente a sequéncia {Dp(x,x*)} €

nao crescente.
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Demonstragao. De (4.7), temos A [Vh(x¥) — Vh(x*T1)] € T(x**!). Entao, existe

uk € T(x**1) tal que
uf = A [Vh(x¥) — VR(x*"1)] € T(x*). (4.8)

Pelo item (i) da Proposi¢ao 1.6, Dy (x,y) —Dn(x,z) —Dn(z,y) = (Vh(y) — Vh(z),z—x),

para cada x € C e todo y,z € C°. Tomando y = x*, z =x**! e x =y, obtemos
(Vh(x*) — VR(x*T1) X" —y) = Dy (y, %) — Di(y, x*™) — Dp(x*1,x5). (4.9)
De (4.8) e (4.9), tem-se
(uk, Xk —y) = Ak[Dh(Uﬂ(k) — Dnl(y, X = Dr(x* ! x9)]. (4.10)
Seja x solugao do VIP(T, C) e tome v € T(x) tal que
(v,x —x) > 0, para todo x € C. (4.11)
Como T é monoétono, (u* —v, x*1 —x) > 0. Assim de (4.11), temos
Uk X —x) > (v, x* T —x) > 0. (4.12)
Tomando y = x em (4.10) e usando (4.12), obtemos
Dy (x,x*) — Dp(x, x5 — D (x*1, x%) > 0.
Dai, sendo Dy, nao negativa, temos
D (x,x*") < Dp(x,x¥).
0

Lema 4.2.2. A sequéncia {x*} gerada por (4.4) e (4.5) é limitada e possui pontos de

acumulacao.

Demonstracao. Pelo Lema 4.2.1 temos que a sequéncia {Dp (X, x¥)} é nao crescente e nao
negativa. Entdo, Dp (X, x*"1) < Dn(x,x*) < ... < Dp(x, x%) para todo k e todo x solucao
do VIP(T, C). Portanto, {x*} est4 contida no conjunto {x € C; Dn(x,x) < Dn(x,x°)} que

¢ limitado por (Bs). Logo, {x¥} é limitada e possui pontos de acumulacao. H

Lema 4.2.3. lim Dy (x*™ x*) = 0.
k—o0



Capitulo 4. Algoritmo do Ponto Proximal com Distancias de Bregman
para o Problema de Desigualdade Variacional 44

Demonstracao. Pelo Lema 4.2.1
70 g Dh(xk_'_lvxk) < Dhb_(a Xk) - Dh(i7xk+1)7 (413)

para todo X solucao do VIP(T,C). Como {Dn(%,x*)} é nao crescente pelo Lema 4.2.1 e
limitada por baixo (Dy, > 0), temos que {Dy(x,x*)} é convergente. Entao,

lim [Dn(x, x*) — Dp(x,x*™)] = 0. (4.14)

k—o0

Assim, de (4.13) e (4.14), segue que klim Dy (x*1, x*)=0.
—00
O

Lema 4.2.4. Seja T : R™ = R™ pseudomondtono. Se x € um ponto de acumulagao de

{x*}, entdo existe i € T(X) tal que (1, x* —x) = 0, para todo x* solugio do VIP(T,C).

Demonstracao. Seja X um ponto de acumulacao de {x*} e {x*'} uma subsequéncia de {x*}
tal que lim x¥ =% € C, pois C ¢é fechado.
k—o00

Tomando y =X e k = k; em (4.10), obtemos
(U, X9 — %) = A DR (X, x9) — Dp (%, X971 — D (x99 x99)]. (4.15)

Observe que
1) {x*™1} ¢ limitada pelo Lema 4.2.2.

2) lim xM =x .
k—o00
3) lim Dy (x¥™ x%) = 0 pelo Lema 4.2.3.

k—o00
Entéao, aplicando (Bs) para as sequéncias {x**1} e {x}}, temos

lim xt =x. (4.16)

k—o00

Em posse de (4.16) e (2), podemos aplicar (B4) as sequéncias {x**1} e {x¥}, entao

lim Dp(X,x™) =0e lim Dn(x,x¥) =0.
k—o00 k—o00
Assim,
lim [Dp (X, x5 — Dy (x,x%)] = 0. (4.17)

k—o0

Como {Ay} é limitada. Segue de (3) e (4.17) e fazendo k tender a co em (4.15) que

lim sup(u® XMt — %) = lim (U X8 —x) = 0. (4.18)
k—o0 k—o00
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onde u® € T(x¥*1), para todo j € N.

Sendo T pseudomonodtono, entdo para todo z solucao do VIP(T, C) existe i € T(x) tal

que
,x—z) < 1i£i£f<uki XMz, (4.19)

Tomando y = z em (4.10)
Uk, x — z) = Ak [Dp(z,x*) — Dz, x*™) — Dy (x*, x5 (4.20)

Pelo Lema 4.2.1, temos que a sequéncia {Dy(z,x*)} é nao crescente. Sendo {Ay} limitada,
entao em (4.20), temos

klij)rolo<u'k7 XkJrl - Z> = klglolo }\k[Dh(Z7 Xk) - Dh(z’a XkJrl) - Dh(XkJrlJ Xk)] =0.

Assim, lilzn inf(u® x*™ —z) = 0. Entdo, de (4.19), temos
—00

(i, % —z) <0, (4.21)

com 1t € T(x).
Por outro lado, como z é solugao do VIP(T, C), existe v € T(z) tal que (v,y—z) > 0 para

todoy € C. Além disso, sendo T mondtono , (it —v,x — z) > 0. Portanto,

(,x—z) > (v,x—2z) > 0. (4.22)
Logo, de (4.21) e (4.22) segue que (i, x — z) = 0, para todo z solu¢ao do VIP(T,C). O

Os teorema que veremos a seguir garantem que a sequéncia gerada por (4.4) e (4.5)

converge para uma solugao do VIP(T,C).

Teorema 4.2. Seja T : R™ = R™ um operador mondtono mazimal. Considere o problema
VIP(T,C), onde C C R™ € convexo e fechado. Seja h uma func¢ao de Bregman com zona
CO. Suponha que as sequintes condigoes sao vdlidas:

i) dom(T) N C° # 0.

ii) VIP(T, C) possui solugoes.

iii) T € pseudomondtono.

w) 0 < A <A, para algum A > 0.

v) Ou, h € zona coerciva, ou h € coerciva na fronteira.

Entao a sequéncia {x*}, gerada por (4.4) e (4.5), satisfaz:
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a) A sequéncia {Dy(x,x)} € ndo crescente, para toda solugdo x de VIP(T,C).
b) {x¥} € limitada e possui pontos de acumulagdo.
¢) lim Dy (x*™ x*) =0.
k—o0
d) Se x € um ponto de acumulagdo de {x*}, entio existe i € T(X) tal que {1, x* — %) =0,

para toda solucao x* do VIP(T,C).

Demonstragao. a) Lema 4.2.1

b) Lema 4.2.2

c) Lema 4.2.3

d) Lema 4.2.4. O

Teorema 4.3. Seja T : R™ = R™ um operador mondtono maximal. Considere o problema
VIP(T,C), onde C C R™ € convexo e fechado. Seja h uma funcao de Bregman com zona
CO. Suponha que as sequintes condigoes sao vdlidas:

i) dom(T) N C° # 0.

ii) VIP(T, C) possui solugoes.

iti) T € pseudomondtono.

w) 0 < A < \, para algum A > 0.

v) Ou, h € zona coerciva, ou h € coerciva na fronteira.

vi) T é paramondtono em C.

Entdo a sequéncia{x*}, gerada por (4.4) e (4.5), converge para uma solugao x do VIP(T, C).

Demonstracio. Pelo Lema 4.2.2, {x*} possui pontos de acumulacdo. Seja X um ponto de

acumulacao de {x*}. Pelo Lema 4.2.4 existe u € T(x) tal que
(W, x* —x) =0, (4.23)

para todo x* solugao do VIP(T, C).
Como x* é solucao do VIP(T, C) existe u € T(x*) tal que

(u,x —x*) >0 (4.24)

para todo x € C.
Dai, pela monotonicidade de T, (uw—u,x* —x) > 0, ou seja, por (4.23) e (4.24)

0= (u,x* —x) < (u,x* —x) <0, segue que

(u,x* —x) = (u,x* —x) =0. (4.25)
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De (4.25), (u—u,x* —x) =0 com u € T(x*), u € T(x), entdo pela paramonotonicidade
de T, obtemos

we T, (4.26)

Portanto, usando (4.25) e em seguida (4.24), temos
(u,x —x) = (U, x —x*) + (u,x* —x) > 0. (4.27)

Logo, por (4.26) e (4.27) concluimos que x é solucao do VIP(T, C).

Seja {x*} uma subsequéncia de {x*} tal que kh_r};o x® = x. Entéo, por (By) kh_r};0 Dp(x,x) =
0.

Pelo Lema 4.2.1 a sequéncia {Dy, (x, x¥)} é ndo crescente e nao negativa. Assim {Dp(x, x*)}
é convergente e com subsequéncia convergindo a zero. Logo {Dn (X, x¥)} converge a zero.
Entao segue de (B4) que klim x* =x.

— 00

Portanto, a sequéncia {x*} gerada por (4.4) e (4.5), converge para uma solucao x do

VIP(T, C). O

Observagao 4.2. A convergéncia do nosso algoritmo pode ser estabelecida retirando a

hipdtese de o operador T ser pseudomondtono (ver[19]).



Apéndice A

O Algoritmo do Ponto Proximal

A.1 O Algoritmo do Ponto Proximal em R"

Neste apéndice , é apresentado o algoritmo do ponto proximal para resolver o problema de
otimizagao convexa sem restrigdes (se¢ao A.1) e com restrigdes (se¢do A.2). Apresentare-
mos nesta se¢ao o algoritmo do ponto proximal em R™ que foi proposto por Martinet
(1970) e desenvolvido por Rockafellar, para resolver o problema de otimiza¢ao convexa
em R™ como definido em (1).

Com as hipoteses do problema (1) sobre f o Algoritmo do Ponto Proximal gera, para um

ponto de inicial x’ € R™, a sequéncia {x*} C R", pela iteracao

x*T = arg min {f(x) + A [[x — x¥||?1, (A1)
xeR™
onde {Ax} ¢ uma sequéncia de nimeros positivos satifazendo,

0 < Ax <§i, (A“Q)

para algum A > 0 e || - || é a norma euclideana.
O resultado que veremos agora garante que a sequéncia gerada por (A.1) e (A.2) estéa

bem definida.
Proposicao A.1. A sequéncia {x*} gerada por (A.1) e (A.2) estd bem definida.

Demonstragdo. Defina fi(x) = f(x) + Ay|[x — x¥||?, entdo | lﬁm fr(x) = oo, pois f é
X||—00
limitada inferiormente. Portanto, fi é coerciva. Assim fi possui um minimo, denotemos

este minimo por x**1.

48
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Mas, f convexa e Ag|[x — x¥||? é estritamente convexa, entdo fy ¢ estritamente convexa.

Logo, x**! ¢ tnico. O

Mostraremos que a sequéncia gerada pelo Algoritmo do Ponto Proximal converge a

uma solucao do problema (1)

Lema A.1.1. Suponhamos que f: R™ — R é uma funcao convexa e continuamente dife-
rencidvel e o conjunto de minimizadores de f, U C R™, € nao vazio. Entao a sequéncia

{x*} gerada por (A.1) e (A.2) satisfaz a sequinte desigualdade
[xFH —x|)? < |x* = x> = [[x*T —=xF|2, Vk=0eVxel

Demonstracao. Seja x € U, entao

k

= X2 = [l = x ) + (= )2

— ||Xk o Xk+1”2 + ||Xk+1 _ ;(||2 + 2<Xk _ Xk+1, Xk+1 o ;(>
Como x**! satisfaz (A.1), temos

0 = Vi (x*™) = V(x ) 4+ 2A(x* T — x¥).

Assim,
IR — X2 — [[(F = xF) — (xR R = 2(xk — XL XL R)
= i(Vf(xk“), X —x)
> 7\_1k<f(xk+1),xk+l X) >0,

onde a primeira desigualdade segue da convexidade de f e a segunda do fato de x ser

minimizador do problema (1). O

Lema A.1.2. Seja f: R™ — R wma fun¢ao convera e continuamente diferencidvel e o
conjunto de minimizadores de f, U C R™, ¢ nao vazio e a sequéncia {x*} gerada por (A.1)

e (A.2). Entdo, lim (x*™ —x*) =0.
k—o0

Demonstracao. Pelo Lema A.1.1, temos

A e A N (e e

Como {x*} é uma sequéncia ndo crescente e nao negativa, ¢ convergente. Logo o lado

direito da desigualdade acima converge a zero, e segue o resultado. O]
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Lema A.1.3. Sejam f: R™ — R uma funcao convera e continuamente diferencidvel e o
conjunto de minimizadores de f, U C R™, ndo vazio. Entdo a sequéncia {x*} gerada por

(A.1) e (A.2) possui pontos de acumulacao e todos pertencem a U.

Demonstracao. Pelo Lema A.1.1, temos que {x*} ¢ uma sequéncia Fejér convergente a U,

assim pela Proposicao 3.1, ela é limitada.

Seja x um ponto de acumulacio de {x*} e {x*} uma subsequéncia de {x*}, tal que klim XM =
—00

x. Por (A.1), temos que
0 = Vi (x*™) = VF(x*) + 20 (x 1 — x¥),

Assim,

Vi(xMT) = oaa(xd —xlt). (A.3)

Pelo Lema A.1.2, segue que

lim x¥* = lim xd = x.
k—o00 k—o00

Usando o fato que Ay < Ae que f é continuamente diferenciavel e aplicando ao limite em

(A.3), obtemos que Vf(x) = 0. Portanto pela convexidade de f, x € U. H

Teorema A.1. Seja f: R™ — R wma funcdao convexa e continuamente diferencidvel e o
conjunto de minimizadores de f, U C R™, € ndo vazio. Entdao a sequéncia {x¥} gerada por

(A.1) e (A.2), converge para um ponto x* € U.

Demonstracdo. O Lema A.1.2 garante que a sequéncia {x*} gerada por (A.1) e (A.2) é
Fejér convergente a U e o Lema A.1.3 garante que todos os seus pontos de acumula¢ao

pertencem a U. Portanto, pela Proposicao 3.1, a sequéncia {x*} converge a x* €¢ U. [

A.2 O Algoritmo do Ponto Proximal com Distancias de

Bregman(APPDB)

Nesta secao apresentaremos o Algoritmo do Ponto Proximal com Distancias de Bregman
que é uma generalizacao do algoritmo apresentado na se¢ao anterior, onde é substituida
a norma Euclideana pela distancia de Bregman.

O problema de interesse ¢é

min f(x) sujeito a x € S, (A.4)
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onde S C R™ é aberto e convexo, com S o fecho de S, e f continua em S. O Algoritmo do
Ponto Proximal com Distancia de Bregman (APPD) é definido como xq € S,

x* = arg min{f(x) + A Dn(x, x*)} (A.5)
XES

onde h é uma funcao de Bregman com zona S e {A;} uma sequéncia de nimeros positivos
satisfazendo

0 < Ax <A, para algum A > 0. (A.6)

Prosseguimos com a anélise de convergéncia. Assumimos a partir de agora que (A.4)

tenha solucoes de modo que f seja limitada inferiormente em S.
Lema A.2.1. A sequéncia {x*} gerada pelo (APPD) estd bem definida e contida em S.

Demonstracdo. Seja B um limite inferior para f em S e fi(x) = f(x)+ADn(x, x*). Entéo,
fi(x) = B + ADp(x,x*) e decorre de (B3) que os conjuntos de nivel de f, sao limitados
de modo que a minimizacdo em (A.5) se reduz a um compacto e o minimo é atingido.
Note que fy é estritamente convexa pela convexidade de h e

1

pela Proposicio 1.6 (iii), de modo que o minimo é tinico e assim x**! & unicamente

determinado. Em seguida provaremos que x**! € S.

k+1

E facil verificar a partir de (A.5) que x**! é tinico x € S tal que

A Vh(x¥) € 9(f 4+ Ah)(x). (A7)

Mostraremos que de acordo com (Bg), 0(f + Ah)(x) = () para todo x € 0S, assim, tendo
em conta (A.7) temos x**! € S.

De fato, tome x € 0S e suponha que exista & € 0(f + Ach)(x). Tome z € S e defina
yr=(1—e)x+ez (A.8)

com lim ¢, = 0. Entdao y* € S pela convexidade de S e lim y* = x.
t—o0 t—o0

Assim, de (A.8), da definicao de 0(f + A¢h), By e da convexidade de h e f, tem-se

efEz—x) = (Eyt—x)
< (F+AN) (YY) = (F+Ach) (x)
= fy") —f(x) + Ac(h(y") — h(x))
< fy") = f(x) + A(Vh(y"). y" —x).
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Dai, usando (A.8) e da convexidade de f, obtemos

et 2= %) < enlf(z) — F00) + M= 5 (Vhiy') 2 —y). (A.9)

Entao, de (A.9)

1—¢y
Ak

[f(x) — f(z) + (§,z—x)] < (Vh(y"),z—y"). (A.10)

Como lim y' = x € S, temos por (Bg) que o lado direito de (A.10) tende a —co quando t

t—o0

tende a 0o, enquanto o lado esquerdo tem limite finito. Que é uma contradi¢ao, implicando

que O(f +Ach) = () para todo x € 3S e que x**! € S. O
Lema A.2.2. A sequéncia {x*} gerada pelo (APPD)satisfaz a sequinte
Dh(iv Xk+1) g Dh()?w Xk) - Dh(xk+17 Xk)

para todo k e cada solugao x de (A.4).

k+

Demonstragdao. Usando a Proposicao 1.6 (i) com x = x, y = x¥, z = x*1, obtemos

Di(x,x*) — Dp(x, x*™) — Dy (x*™, x¥) = (Vh(x*) — Vh(x*) x*™ — %), (A.11)

De (A.5)
0 € O[f + AkDp (-, x*)](x ). (A.12)

De (A.12) e da Proposigao 1.6 (ii), temos
A[Vh(x¥) — Vh(x*™H)] € of(x ). (A.13)
Seja y* = A [Vh(x¥) — Vh(x*"1)]. De (A.11) e da definicdo de subgradiente, temos

D (x, x5)=Dn(x, x* ) =Dy (x*1, x*) = %(yk,karl—x) > )\i(f(xkﬂ)—f(x)). (A.14)
k k

Como x minimiza f em S, temos f(x) < f(x**1), ou seja, 0 < f(x**1) — f(x). Logo,
Dh()_(axk) - Dh(;C?XkJrl) - Dh(xk+1axk) 2 0.
]

Lema A.2.3. Se a sequéncia {x*} gerada pelo (APPD) ¢ limitada e klim xM =X, entdo
— 00

lim xM ! =%,

k—o0
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Demonstracdo. Do Lema A.2.2 a sequéncia {Dy(x,x")} é decrescente e nao-negativa e

Dy (x**1, x*) < Dp(x, x*) — Dn(x, x¥*1) de modo que

lim Dy (x*™, x*) =0. (A.15)

k—o00
Sendo {Dy (%, x*)} decrescente, temos Dy (x,x*) < Dn(x,x%). Portanto, por (Bs) a se-

quéncia {x*} ¢ limitada.

Seja {x4} uma subsequéncia de {x*} tal que klim x¥ = %. Entdo, por (A.15) temos
—00

lim Dy (x% ™ x%) =0. Logo, por (Bs) lim x* =x%. O

k—o00 k—o0

Lema A.2.4. A sequéncia {x*} gerada pelo (APPD) possui pontos de acumulacdo, os

quais sao solucoes de (A.4).

Demonstra¢ao. Tome uma solugao x de (A.4). Pelo Lema A.2.3 existe X um ponto de

acumulacao de {x*} e {x¥} uma subsequéncia de {x*} tal que klim x¥ = %. E ainda
—00

lim x¥ ™ =%. De (A.14) e de

k—o0

temos
1
A

Usando a convergéncia de {Dy(x,x*)} e Bs, segue que

0 < =[f(x¥) —f(x)] < Dn(x,x") —Dn(x,x™) — D (x99, xM). (A.16)

Jim [Dn(x,x%) — Dn(x, x5 ) — D (x5, x4)] = 0. (A.17)
— 00

Dai, usando a continuidade de f e (A.17) e fazendo k tender a co em (A.16), obtemos
f(x) = f(x).

Portanto, sendo que S é fechado e {x*} C S, temos que X € S e X é solucao de (A.4). O

Teorema A.2. Se o problema (A.4) tem solug¢ao e h € froneira coecirva com respeito

a S, entao a sequéncia gerada por (A.5) converge para a solugcdo x* do problema (A.4).

Demonstracio. Seja X um ponto de acumulacao de {x*} e tome a subsequéncia {x*} de
{x*} tal que lim xM =%,
k—o0
Entao por (By) klim Dn(%,x%) = 0. Pelo Lema A.2.4 % é solucdo de (A.4) e pelo
— 00
Lema A.2.2 {Dn(%,x*)} ¢ uma sequéncia nao negativa e decrescente com subsequéncia
convergindo a 0.

Assim a sequéncia {Dy (%, x¥)} converge a zero, logo por (B4) temos lim x* = %. H
k—o0
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