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Resumo

Consideramos o Algoritmo o Ponto Proximal Generalizado APPG para resolver Proble-

mas de Desigualdade Variacional PDV(T,C) relativo ao operador monótono maximal T

no conjunto C. Ele difere do Algoritmo do Ponto Proximal APP no uso de distâncias

de Bregman generalizadas onde a distância euclidiana é substituída por esta "distân-

cia". Esta "distância"faz com que a sequência gerada pelo APPG esteja bem de�nida,

isto é, cada iterada existe e é única e permaneçe no interior do conjunto viável. Sob

hipóteses adequadas aplicadas à distância de Bregman e nos operadores monótonos max-

imais, provaremos que a sequência converge fracamente se, e somente se, o PDV(T,C)

tem soluções, neste caso o limite fraco é uma solução. Se o problema não tem soluções a

sequência é não limitada.
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Abstract

We consider the Generalized Proximal Point Algorithm (GPPA) for solving Variational

Inequality Problems VIP(T,C) for a maximal monotone operator T an a set C. It di�ers

from the Proximal Point Algorithm (PPA) in the use of generalized Bregman distances

in dead of Euclidean distance. This "distance" allows us to prove that the sequence

generated by the GPPA is well de�ned, i.e. each iterate exists, is unique and remains

inside the feasible set. Under appropriate assumptions a the Bregman distance ad as

the monotone operator T we prove that the sequence converges weakly if and only if,

the VIP(T,C) has solutions. In this case, the weak aculation point is a solution. If the

problem has no solution the sequence is unbounded.
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Introdução

Nosso principal objetivo neste trabalho é estudar Algoritmos de Pontos Proximais em

espaços de Hilbert para resolver o Problema de Desigualdade Variacional, o qual consiste

em determinar 	x ∈ C tal que existe 	u ∈ T(	x) satisfazendo

〈	u, x− 	x〉 > 0, ∀ x ∈ C, (1)

onde C è um subconjunto convexo e fechado de um espaço de Hilbert H e T : H⇒ H é um

operador monótono maximal. Denotamos por S∗ o conjunto das soluções do Problema

de Desigualdade Variacional relativo ao operador T no conjunto C e por simplicidade, a

partir de agora, dizemos que S∗ é o conjunto solução do PDV(T,C).

O Algoritmo do Ponto Proximal APP, é basicamente o método das aproximações suces-

sivas para determinar zeros de operadores monótonos maximais em espaços de Hilbert,

o qual gera uma sequência {xk} ⊂ H da seguinte forma: começamos com qualquer ele-

mento x0 ∈ H e, dado xk, o elemento xk+1 é tomado de tal forma que 0 ∈ Tk(xk+1) onde

Tk(x) = T(x) + λk(x− x
k) e λk ∈ (0, 	λ) para algum 	λ > 0.

Mostra-se que a sequência {xk} converge fracamente para um zero de T , desde que o con-

junto dos zeros seja não vazio.

Como podemos observar o APP é usado para resolver o problema de determinar zeros

de operadores monótonos maximais, o qual chamamos de problema "irrestrito"associado

a operadores monótonos maximais. Neste trabalho vamos mostrar um algoritmo semel-

hante ao APP com todas as suas vantagens, mas adequado ao problema restrito, ou seja,

o PDV(T,C). No método do Ponto Proximal cada subproblema envolve uma distância

quadrática. Mas no algoritmo que vamos considerar, esta distãncia quadrática é substi-

tuída por uma distância adaptada ao conjunto C, chamada distância de Bregman Dg.

Esta distância será de�nida apenas na restrição ao conjunto C, de tal forma que a distân-

cia entre as iteradas consecutivas vai para "zero"e a sequência gerada pelo APPG converge

fracamente para a solução do problema. Quando S∗ = ∅ a sequência gerada pelo APPG

1



Sumário 2

é não limitada.

Mas antes de mostrarmos o APPG faremos uma breve revisão sobre alguns resultados

básicos que serão de grande importância para alcançarmos nosso objetivo.

Como vamos trabalhar em espaços de Hilbert começamos, no primeiro capítulo, com algu-

mas noções sobre convergência fraca e forte e enunciamos, sem demonstração, o Teorema

de Bourbaki-Alaouglu, o qual será importante para mostrarmos que a sequência gerada

pelo APPG tem pontos de acumulação. Mostraremos também alguns resultados sobre

otimização convexa onde de�nimos conjuntos convexos, funções convexas e o subdiferen-

cial de funções convexas, conceitos bastante utilizados no decorrer de nosso trabalho. Já

no segundo capítulo introduzimos as noções de função e distância de Bregman, como já

comentamos acima. Neste capítulo vamos mostrar que a distância de Bregman é estri-

tamente convexa e que o seu subdiferencial é vazio para um elemento x 6∈ S e é igual a

∇g(x) −∇g(y) para x ∈ S, onde S é um subconjunto aberto convexo de H e é chamado

de zona da função de Bregman g a qual está associada com a distância de Bregman.

No capítulo seguinte trataremos dos operadores monótonos, monótonos maximais, para-

monótonos e pseudomonótonos. Demonstraremos alguns resultados e outros apenas enun-

ciaremos sem demonstração para não perdermos o foco do nosso objetivo, que é de tra-

balhar o APPG. No quarto capítulo de�niremos o APPG e apresentaremos os principais

resultados de existência e de convergência do APPG. Deixamos como apêndice o úl-

timo capítulo do nosso trabalho onde de�nimos a função indicadora e a função gap que

relacionadas com alguns resultados de existência e de convergência tratado sno capítulo

anterior.



Capítulo 1

Noções Preliminares

Neste capítulo, apresentaremos algumas ferramentas e notações que serão utilizadas nos

demais capítulos desta dissertação.

Serão introduzidos conceitos matemáticos básicos, como noções de conjuntos convexos

e de funções convexas, sendo muito importantes em otimização, pois estão relacionados

com o conceito de mínimo global. Introduzimos também o conceito de convergência

fraca, que será de fundamental importância nesse trabalho, principalmente para garantir

a convergência da sequência gerada pelo Algoritmo do Ponto Proximal para espaços de

Hilbert.

1.1 Elementos de Análise Funcional

sejam X, Y dois espaços lineares normados. Suponha que exista uma aplicação bijetiva de

X em Y. Então dizemos que que X e Y são linearmente isomór�cos e T é um isomor�smo

linear.

Considere agora o conjugado de X∗, que será denotado por X∗∗. Para cada x ∈ X cor-

responde um elemento �x ∈ X∗∗ tal que �x(x∗) = x∗(x) ∀ x∗ ∈ X∗. Escrevemos �x = kx e

chamamos k a imersão natural de X em X∗∗. Escrevemos também �X = k(X).

De�nição 1.1. Um espaço de Bannach é re�exivo quando k(X) = X∗∗.

Nosso trabalho vai ser realizado em espaços de Hilbert H, que são, em particular

espaços de Bannach com a norma usual || · ||. Abaixo mostraremos alguns resultados em

espaços de Hilbert. Começaremos com as noções de convergência forte e fraca.
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Capítulo 1. Noções Preliminares 4

De�nição 1.2. Uma sequência {xk} ⊂ H é fortemente convergente para x ∈ H (xk → x)

se, e somente se,

0 = lim
k→∞ ||xk − x||2 = lim

k→∞〈xk − x, xk − x〉.
A topologia forte é também conhecida como topologia da norma.

De�nição 1.3. Uma sequência {xk} ⊂ H é fracamente convergente para x ∈ H (xk ⇀ x)

se, e somente se,

0 = lim
k→∞〈xk − x,y〉 ∀ y ∈ H.

A convergência forte xk → x implica trivialmente a convergência fraca xk ⇀ x. De

fato, dado ε > 0, seja n0 ∈ N tal que ||xk−x|| < ε
||y||

. Então, por (cauchy-Schwarz) temos

que |〈xk − x,y〉| 6 ||xk − x||||y|| 6 ε ∀ k > n0.

Mas a recíproca da a�rmação acima não é verdadeira, pois seja

H = l2 = {x = {xk};
∞∑
k=1

(xk)2 <∞} com 〈x,y〉 =
∞∑
k=1

xkyk

Tome {ek} ⊂ H com ekn = δkn (delta de Kronecker). Então ek ⇀ 0 pois limk→∞〈ek −
0,y〉 = limk→∞〈ek,y〉 = limk→∞ yk = 0, onde usamos o fato de que

∑∞
k=1(y

k)2 < ∞.

Note que ||ek|| = 1 ∀ k e para todo k 6= j temos que 〈ek, ej〉 = 0 e ||ek − ej|| =
√
2.

Daí, temos que a sequência {ek} é fracamente convergente para zero mas não é fortemente

convergente.

Com base nas de�nições acima, dizemos que um conjunto C ⊂ H é chamado fracamente

sequencialmente compacto se toda sequência {xk} ⊂ C contém uma susequ encia que

converge fracamente para um ponto de C. E que o conjunto C ⊂ H é fracamente fechado

se o limite fraco de toda sequência {xk} ⊂ C fracamente convergente também está em C.

Corolário 1.1.1. Todo espaço de Hilbert H é re�exivo. Em particular, um conjunto em

H é fracamente compacto se, e somente se, ele é fracamente fechado.

Demonstração. Ver [10].

Temos ainda que a bola unitária, em um espaço de Hilbert, é fracamente compacta.

Com base nesse resultado temos o seguinte teorema:

Teorema 1.1. (Bourbaki-Alaoglu). Se {xk} ⊂ H é limitada então {xk} tem uma subse-

quência fracamente convergente.

Demonstração. Ver [10].
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1.2 Existência de Soluções

Sejam dados um conjunto C ⊂ H, ondeH é um espaço de Hilbert, e uma função f : C→ R.

O problema de achar um minimizador de f no conjunto C será escrito como

minf(x) sujeito a x ∈ Ck (1.1)

O conjunto C será chamado de conjunto viável do problema e f será chamada função

objetivo.

De�nição 1.4. Dizemos que um ponto 	x ∈ C é

(i) minimizador global de (1.1), se

f(	x) 6 f(x) ∀ x ∈ C (1.2)

(ii) minimizador local de (1.1) se existe uma vizihança V de 	x tal que

f(	x) 6 f(x) ∀ x ∈ C ∩ V . (1.3)

Se para todo x 6= 	x a desigualdade (1.2) ou (1.3) é estrita, dizemos que 	x será chamado

minimizador estrito (global ou local respectivamente).

Antes de mostrarmos alguns resultados sobre a exitência de pontos de mínimo de uma

função, apresentaremos algumas de�nições que serão importantes na demonstração dos

resultados.

De�nição 1.5. Dizemos que uma função f : C → R é coerciva no conjunto C quando

para toda sequência {xk} ⊂ C e ||xk|| → ∞ ou xk → x ∈ 	C, quando k → ∞, tem-se

lim supk→∞ f(xk) = ∞.

Outra de�nição bastante utilizada em nosso trabalho é o de semicontinuidade inferior.

Vejamos a de�nição:

De�nição 1.6. Dizemos que a função f : C→ R é fracamente semicontínua inferiormente

no ponto x ∈ C ⊂ H, quando para qualquer sequência {xk} ⊂ H tal que xk ⇀ x quando

(k→∞), tem-se

lim infk→∞ f(xk) > f(x).
Dizemos que f é fracamente semicontínua superiormente quando, nas mesmas condições,
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lim supk→∞ f(xk) 6 f(x).
A função f é fracamente semicontínua inferiormente (superiormente) no conjunto C,

quando ela é fracamente semicontínua inferiormente (superiormente) em todos os pontos

de C.

Teorema 1.2. . Sejam H um espaço de Hilbert, C ⊂ H um conjunto fracamente compacto

e não vazio e f : C→ R uma função fracamente semicontínua inferiormente.

Então, o problema de minimizar f em C tem uma solução global, ou seja f é limitada

inferiormente e existe x0 ∈ C tal que

f(x0) = inf
x∈C

f(x).

Demonstração. Podemos escrever C = ∪∞
n=1f

−1(−n,∞). Como cada f−1(−n,∞) é aberto

e C é fracamente compacto, então

C = ∪n0

n=1f
−1(−n,∞)

para algum n0 ∈ N, logo f(x) > −n0 para todo x ∈ C, de onde concluimos que f é

limitada inferiormente.

Seja c = infx∈C f(x) > −∞, ou seja, c 6 f(x) ∀ x ∈ C. Pela de�nição de ín�mo, existe

uma sequência {xk} ⊂ C tal que c = limk→∞ f(xk). Como C é fracamente compacto,

segue-se que a sequência {xk} é limitada. Logo ela possui uma subsequência xkj fracamente

convergente para um ponto x0 ∈ C tal que c = limkj→∞ f(xkj) > f(x0). Portanto f(x0) =
c.

Teorema 1.3. Sejam H um espaço de Hilbert e f : H → R uma função fracamente

semicontínua inferiormente e coerciva em H. Então, o problema de minimizar f em H

possui uma solução global.

Demonstração. Pela coercividade de f, escolhemos R > 0 tal que f(x) > f(0) para todo

x ∈ H com ||x|| > R. Uma vez que a bola fechada BR(0) é fracamente compacta e,

pela hipótese de f ser fracamente semicontínua inferiormente, a restrição f : BR(0) → R

também é semicontínua inferiormente, segue do Teorema 1.2 acima que existe um ponto

x0 ∈ BR(0) tal que f(x0) = infx∈H f(x), pela escolha de R.

Uma consequência do Teorema 1.3 é mostrada abaixo.
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Teorema 1.4. Sejam C um subconjunto convexo e fracamente fechado de um espaço de

Hilbert H e f : H → R uma função fracamente semicontínua inferiormente e coerciva.

Então existe 	x ∈ C tal que f(	x) = infx∈C f(x).

De�nição 1.7. O conjunto de nível da função f : C→ R associado a c ∈ R, é o conjunto

dado por

Lf,C(c) = {x ∈ C ; f(x) 6 c}.

Corolário 1.2.1. Sejam C ⊂ H e f : C → R contínua no conjunto C. Suponhamos que

existe c ∈ R tal que o conjunto de nível Lf,C(c) seja não vazio e compacto.

Então o problema (1.1) admite uma solução global.

1.3 Conjuntos Convexos

Um conjunto convexo se caracteriza por conter todos os segmentos cujos extremos são

pontos do conjunto.

De�nição 1.8. Um conjunto C ⊂ H é convexo se o segmento de reta que liga quaisquer

dois pontos de C também pertencer a C. Equivalentemente, o conjunto C ⊂ H é convexo

se, e somente se, para todo x,y ∈ C e α ∈ R com 0 6 α 6 1 tem-se

αx+ (1− α)y ∈ C.

Um ponto da forma α1x1 + ... + αkxk, αi > 0, i = 1, ...,k, com
∑k
i=1 = 1 é chamado de

combinação convexa dos pontos x1, ..., xk.

Em particular, αx+ (1− α)y é uma combinação convexa de C.

Alguns exemplos importantes de conjuntos convexos são os subespaços de H, os semi-

espaços de H, isto é , os conjuntos da forma {x ∈ H; 〈a, x〉 6 c} onde a ∈ H e c ∈ R e os

hiperplanos em H, ou seja os conjuntos {x ∈ H; 〈a, x〉 = c} com a ∈ H c ∈ R.

Teorema 1.5. Um conjunto C ⊂ H é convexo se, e somente se, para quaisquer p ∈ N,

xi ∈ C e α ∈ [0, 1], i = 1, ...,p, tais que
∑p
i=1 αi = 1, a combinação convexa

∑p
i=1 αix

i ∈

C.

Demonstração. (⇒) Suponha que C ⊂ H seja convexo. A prova é feita por indução sobre

p ∈ N.
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Dados p ∈ N, xi ∈ C e αi ∈ [0, 1] tais que
p∑
i=1

αi = 1. De�na x =
p∑
i=1

αix
i.

i) Se p = 1 tem-se que α1 = 1 e x = 1x1 ∈ C.

ii) Suponha agora que vale para p = n. Mostraremos que vale para p = n+ 1.

De fato, temos
n+1∑
i=1

αi = 1, então 1−
n∑
i=1

αi = αn+1.

Se αn+1 = 1, temos que αi = 0, ∀ i = 1, ...,n.

Logo, x =
p∑
i=1

0.xi + 1.xn+1 = xn+1 ∈ C.

Se αn+1 ∈ [0, 1). Temos, (1− αn+1) > 0. Logo,

x =

n+1∑
i=1

αix
i =

n∑
i=1

αix
i + αn+1x

n+1 = (1− αn+1)

n∑
i=1

αi

(1− αn+1)
xi + αn+1x

n+1. (1.4)

Tome y =

n∑
i=1

βix
i, onde βi =

αi
1− αn+1

, i = 1, ...,n.

Como
n+1∑
i=1

αi = 1, tem-se 1− αn+1 =

n∑
i=1

αi, então

n∑
i=1

βi =
1

1− αn+1

n∑
i=1

αi =
1

1− αn+1

(1− αn+1) = 1

Portanto, por hipótese de indução y ∈ C.

Daí, substituindo y em (1.4), obtemos

x = (1− αn+1)y+ αn+1x
n+1.

Segue da convexidade de C que x =

n+1∑
i=1

αix
i ∈ C Logo, x =

p∑
i=1

αix
i ∈ C, ∀ p ∈

N, com xi ∈ C e αi ∈ [0, 1] tais que
p∑
i=1

αi = 1.

(⇐) Suponha que
p∑
i=1

αix
i ∈ C,∀ p ∈ N com xi ∈ C e αi ∈ [0, 1] tais que

p∑
i=1

αi = 1.

Então, para p = 2, temos que

2∑
i=1

αix
i = α1x

1 + α2x
2 ∈ C, comx1, x2 ∈ C e α1,α2 ∈ [0, 1], tal que α1 + α2 = 1.

Assim, α1 = 1− α2, logo (1− α2)x
1 + α2x

2 = α1x
1 + α2x

2 ∈ C.

Portanto, pela de�nição 1.8, C é um conjunto convexo.

Proposição 1.1. Sejam Cj ⊂ H, j ∈ I, conjuntos convexos, onde I é um conjunto de

índices. Então C = ∩j∈ICj é um conjunto convexo.
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Demonstração. Sejam x,y ∈ C. Como C é a interseção dos conjuntos Cj e x,y ∈ C,

temos que x,y ∈ Cj para todo j ∈ I. Como Cj é convexo para todo j ∈ I, então para

α ∈ [0, 1], tem-se αx+ (1−α)y ∈ Cj, para todo j ∈ I, portanto, αx+ (1−α)y ∈ C, logo

C é convexo.

Proposição 1.2. Seja C um conjunto convexo. Então C e C0 são conjuntos convexos.

Demonstração. Sejam x,y ∈ C e α ∈ [0, 1]. Então existem sequências {xk}k∈N e {yk}k∈N

tais que limk→∞ xk = x e limk→∞ yk = y. Pela convexidade de C temos que αxk +

(1 − α)yk ∈ C, para todo k ∈ R. Logo, αx + (1 − α)y ∈ C, pois αx + (1 − α)y =

limk→∞[αxk + (1− α)yk]. Assim, αx+ (1− α)y ∈ C. Portanto, C é convexo.

Sejam agora x,y ∈ C0. Então existem ε1 > 0 e ε2 > 0 tais que B(x, ε1) ⊂ C e B(y, ε2) ⊂ C.

Considerando ε = min{ε1, ε2}, tem-se que B(x, ε) ⊂ C e B(y, ε) ⊂ C. Para monstrar que

αx+ (1− αy) ∈ C0, basta veri�car que B(αx+ (1− α)y, ε) ⊂ C.

De fato,

seja z ∈ B(αx+ (1− α)y, ε). Então ||z− αx− (1− α)y|| < ε. Se q = z− αx− (1− α)y,

temos que z = αx+ (1− α)y+ q e ||q|| < ε. Logo, z = αx + αq + (1− α)y+ q − αq =

α(x+ q) + (1− α)(y+ q). Como ||x+ q− x|| = ||q|| < ε, temos que x+ q ∈ B(x, ε) ⊂ C,

da mesma forma, ||y+q−y|| = ||q|| < ε, então y+q ∈ B(y, ε) ⊂ C. Pela convexidade de

C, z = α(x + q) + (1 − α)(y + q) ∈ C. Assim, z ∈ C e tem-se B(αx + (1 − α)y, ε) ⊂ C.

Logo, αx+ (1− α)y ∈ C0. Portanto, C0 é convexo.

De�nição 1.9. Seja C ⊂ H um conjunto qualquer. O fecho convexo de C, denotado

por conv (C), é o menor conjunto convexo em H que contém C (ou, equivalentemente, a

interseção de todos os conjuntos convexos de H que contém C).

Como se trata de uma interseção de conjuntos convexos, temos, pela Proposição 1.1,

que conv (C) é um conjunto convexo para qualquer C ∈ H. Além disso, se C é um

conjunto convexo, então conv (C)=C.

De�nição 1.10. Um conjunto K ⊂ H chama-se cone quando

d ∈ K⇒ td ∈ K,∀ t > 0.

Em adição, se K é convexo então K é um cone convexo.

Intuitivamente um cone é um conjunto de direções.
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De�nição 1.11. Sejam C ⊂ H um conjunto convexo e 	x ∈ C. O cone normal (cone de

direções normais) no ponto 	x em relação ao conjunto C é dado por

NC =

 {d ∈ H; 〈d, x− 	x〉 6 0 ∀ x ∈ C}, se 	x ∈ C

∅, se 	x 6∈ C

Outra de�nição importante em Otimização é a de cone dual, que daremos a seguir.

De�nição 1.12. O cone dual de um cone K ⊂ H é de�nido por

K∗ = {y ∈ H; 〈y,d〉 6 0 ∀ d ∈ K}

De�nição 1.13. (Direção Tangente) Dizemos que d ∈ H é uma direção tangente em

relação ao conjunto C no ponto 	x ∈ C quando

dist(	x+ td,C) = o(t), t > 0.

Denotamos por TC(	x) o cone de todas as direções tangentes ao conjunto C no ponto 	x ou

simplesmente cone tangente.

Proposição 1.3. Seja ∅ 6= K ⊂ H um cone qualquer. Tem-se que

(K∗)∗ = conv (K).

Em particular, se K é convexo e fechado, então K = (K∗)∗.

Portanto, se ∅ 6= C ⊂ H é um conjunto convexo, tem-se que

(NC(	x))
∗ = ((TC(	x))

∗)∗ = TC(	x).

1.4 Funções Convexas

De�nição 1.14. Se C ⊂ H é um conjunto convexo não vazio, diz-se que a função f :

C→ R ∪ {∞} é convexa em C quando para quaisquer x,y ∈ C e α ∈ [0, 1] tem-se

f(αx+ (1− α)y) 6 αf(x) + (1− α)f(y)

A função f diz-se estritamente convexa quando a desigualdade acima é estrita para todo

x 6= y e α ∈ (0, 1).

A função f diz-se fortemente convexa commódulo γ > 0 quando para qualquer x,y ∈ C

e α ∈ [0, 1] tem-se
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f(αx+ (1− α)f(y)) 6 αf(x) + (1− α)f(y) − γα(1− α)||x− y||2

É óbvio que uma função fortemente convexa é estritamente convexa, e uma função estri-

tamente convexa é convexa. A função f : R→ R tal que f(x) = x2, é um exemplo de uma

função fortemente convexa. A função f : R → R, de�nida por f(x) = ex é estritamente

(mas não fortemente) convexa. Já a função f : R → R, tal que f(x) = x é convexa (mas

não é estritamente convexa).

De�nição 1.15. O conjunto D(f) = {x ∈ H; f(x) <∞} é chamado de domínio efetivo de

f . Já o conjunto

Ef = {(x, c) ∈ C× R; f(x) 6 c}

é chamado de epígrado da função f.

A função f é chamada de própria quando D(f) 6= ∅.

De�nição 1.16. Uma função f : H→ R∪ {∞} é chamada fechada quando seu epígrafo é

fechado em H× R ou equivalentemente se seus conjuntos de níveis são fechados.

Podemos relacionar a convexidade de conjuntos e funções através do teorema que se

segue.

Teorema 1.6. Seja C ⊂ H um conjunto convexo. Uma função f : C→ R∪ {∞} é convexa

em C se, e somente se, o epígrafo de f é um subconjunto convexo de H× R

Demonstração. Primeiramente suponhamos que o epígrafo de f (Ef) seja convexo. Agora,

sejam x,y ∈ C quaiquer. Claramente, (x, f(x)) ∈ Ef e (y, f(y)) ∈ Ef. Pela convexidade

do epígrafo de f (Ef), para todo α ∈ [0.1], temos que

(αx+ (1− α)y,αf(x) + (1− α)f(y) = α(x, f(x)) + (1− α)(y, f(y)) ∈ EF.

Pela de�nição do epígrafo, isto é equivalente a dizer que

f(αx+ (1− α)y) 6 αf(x) + (1− α)f(y),

ou seja, f é convexa.

(⇐) Suponhamos agora que f seja convexa. Sejam (x, c1) ∈ Ef e (y, c2) ∈ Ef. Como

f(x) 6 c1 e f(y) 6 c2, pela convexidade de f, para todo α ∈ [0, 1] tem-se

f(αx+ (1− α)y) 6 αf(x) + (1− α)f(y)

6 αc1 + (1− α)c2,
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o que signi�ca que

α(x, c1) + (1− α)(y, c2) = (αx+ (1− α)y,αc1 + (1− α)c2) ∈ Ef,

ou seja, o epígrado de f (Ef) è convexo.

Pelo teorema 1.6 podemos de�nir a classe de funções convexas como as funções cujos

epígrafos são convexos.

Dizemos que

min f(x) sujeito a x ∈ C (1.5)

é um problema de minimização convexo quando C ∈ H é convexo e f : C → R ∪ {∞} é

uma função convexa em C. A convexidade é extremamente importante pois ela garante

que o minimizador local do problema (1.5) é na verdade um minimizador global, como

pode ser visto no teorema seguinte.

Teorema 1.7. Sejam C ⊂ H um conjunto convexo e f : C→ R uma função convexa em

C.

Então todo minimizador local do problema (1.5), caso exista, é global. Além disso o

conjunto dos minimizadores é convexo.

Se f é estritamente convexa, o minimizador, caso exista, é único.

Demonstração. Suponhamos que x∗ ∈ C seja um minimizador local que não é global.

Então existe y ∈ C tal que f(y) < f(x∗).

De�namos x(α) = αy+ (1− α)x∗. Pela convexidade de f, para todo α ∈ (0, 1], tem-se

f(x(α)) 6 αf(y) + (1− α)f(x∗)

= f(x∗) + α(f(y) − f(x∗))

< f(x∗).

Tomando α > 0 su�cientemente pequeno, podemos garantir que o ponto x(α) é arbitrari-

amente próximo ao ponto x∗, e ainda tem-se que f(x(α)) < f(x∗) e x ∈ C. Isto contradiz

o fato de que x∗ é minimizador local do problema (1.5). Portanto qualquer solução local

deve ser global.

Sejam S ⊂ C o conjunto dos minimizadores (globais) e v∗ ∈ R o valor ótimo do problema

( f(x∗) = v∗ ∀ x∗ ∈ S). Para quaisquer x, x∗ ∈ S e α ∈ [0, 1], pela convexidade de f
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obtemos

f(αx+ (1− α)x∗) 6 αf(x) + (1− α)f(x∗)

= αv∗ + (1− α)v∗

= v∗,

o que implica que de fato f(αx + (1 − α)x∗) = v∗ e, portanto, αx + (1 − α)x∗ ∈ S.

Acabamos de mostrar que que S é convexo.

Suponhamos agora que f seja estritamente convexa e que existam x, x∗ ∈ S, x 6= x∗. Seja

α ∈ (0, 1). Como x e x∗ são minimizadores globais e αx+(1−α)x∗ ∈ C, pela convexidade

de C segue-se

f(αx+ (1− α)x∗) > f(x) = f(x∗) = v∗.

No entanto, pela convexidade estrita,

f(αx+ (1− α)x∗) < αf(x) + (1− α)f(x∗)

= αv∗ + (1− α)v∗,

= v∗ (1.6)

o que resulta em contradição. Concluimos que neste caso o minimizador é único.

De�nição 1.17. Uma aplicação f é Gateaux diferenciável em x se existe um elemento

em H, que chamaremos de ∇f(x), tal que para todo d ∈ H

lim
α→0

f(x+ αd) − f(x)

α
= 〈d,∇f(x)〉. (1.7)

∇f(x) é unicamente determinado por (1.7). Ele é chamado de derivada de Gateaux de f

em x. A expressão do lado esquerdo de (1.7) é chamado de derivada direcional de f em x

na direção de d e é denotada por f ′(x,d).

Se ∇f(x) existe, então, por (1.7) f ′(x,d) existe para cada d ∈ H, e

f ′(x,d) = 〈d,∇f(x)〉.

Mas a existência da derivada direcional de f em x não implica na diferenciabilidade de

Gateux de f em x. Com esta última igualdade podemos observar que f ′(x, ·) : H → R,

quando existe, é linear e contínua.
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Teorema 1.8. (Caracterização de Funções Convexas Diferenciáveis). Sejam C ⊂ H

um conjunto convexo e aberto e f : C → R uma função diferenciável em C. Então, as

propriedades seguintes são equivalentes:

a) A função f é convexa em C;

b) para todo x ∈ C e todo y ∈ C,

f(y) > f(x) + 〈∇f(x),y− x〉

c) Para todo x ∈ C e todo y ∈ C,

〈∇f(y) −∇f(x),y− x〉 > 0.

Demonstração. Inicialmente mostraremos que (a)⇒ (b)⇒ (c).

Seja f convexa. Para x,y ∈ C e α ∈ (0, 1] quaisquer, de�nindo d = y− x, temos que

f(x+ αd) = f(αy+ (1− α)x) 6 αf(y) + (1− α)f(x),

donde

α(f(y) − f(x)) > f(x+ αd) − f(x).

Dividindo os dois membros da desigualdade acima por α > 0, e passando ao limite quando

α→ 0+, obtemos

f(y) − f(x) > lim
α→0+

f(x+ αd) − f(x)

α
= 〈∇f(x),d〉 = 〈∇f(x),y− x〉

ou seja, f(y)− f(x) > 〈∇f(x),y−x〉, portanto f(y) > f(x)+ 〈∇f(x),y−x〉, e desta forma

obtemos (b).

Trocando agora o papel de x e y no item (b), temos

f(x) > f(y) + 〈∇f(y), x− y〉.

Somando esta desigualdade com a de (b), imediatamente obtemos (c).

Mostraremos agora que (c)⇒ (b)⇒ (a).

Sejam x,y ∈ C. Pelo Teorema do Valor Médio, existe α ∈ (0, 1) tal que

f(y) − f(x) = 〈∇f(x+ α(y− x)),y− x〉. (1.8)
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Usando (c) para os pontos (x+ α(y− x)) e x, obtemos

〈∇f(x+ α(y− x),y− x〉 = α−1〈∇f(x+ α(y− x)),α(y− x)〉

> α−1〈f(x),α(y− x)〉

= 〈∇f(x),y− x〉.

Combinando esta desigualdade com (1.8), obtemos (b). De�nindo novamente d = y− x,

temos

f(x) > f(x+ αd) − α〈∇f(x+ αd),d〉,

f(y) > f(x+ αd) + (1− α)〈∇f(x+ αd),d〉,

onde usamos (b) para os pontos x e x+ αd; y e x+ αd, respectivamente. Multiplicando

a primeira desigualdade por 1− α > 0 e a segunda por α > 0, e somando, obtemos

(1− α)f(x) + αf(y) > (1− α)(f(x+ αd) − α〈∇f(x+ αd),d〉)

+α(f(x+ αd) + (1− α)〈f(x+ αd),d〉)

= f(x+ αd)

= f((1− α)x+ αy),

o que mostra que f é convexa.

Lema 1.4.1. Seja f : H→ R uma função diferenciável no ponto 	x ∈ H. Então:

(a) Para todo d ∈ D(f(	x)), tem-se 〈∇f(	x),d〉 6 0.

(b) Se d ∈ H satisfaz 〈∇f(	x),d〉 < 0, tem-se que d ∈ D(f(	x)).

Onde D(f(x)) = {x ∈ H; f(x) <∞} denota o domínio efetivo da função f no ponto 	x.

Demonstração. Seja d ∈ D(f(	x)). Para todo t > 0 su�cientemente pequeno,

0 > f(	x+ td) − f(	x) = t(〈∇f(	x),d〉+ o(t)/t).

Dividindo os dois lados da desigualdade acima por t > 0 e passando ao limite quando

t→ 0+, obtemos 〈∇f(	x),d〉 6 0, o que prova o item (a).

Suponhamos agora que 〈∇f(	x),d〉 < 0. Temos que

f(	x+ td) − f(	x) = t(〈∇f(	x),d〉+ o(t)/t).
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Em particular, para todo t > 0 su�cientemente pequeno pequeno, temos

〈∇f(	x),d〉+ o(t)/t 6 〈∇f(	x),d〉/2 < 0,

o que implica que f(	x+ td) − f(	x) < 0, isto é d ∈ D(f(	x)).

Proposição 1.4. Uma função, f : H → R, convexa e semicontínua inferiormente é

fracamente semicontínua inferiormente, ou seja,

lim inf
xk⇀x

f(xk) > f(x) ∀ x ∈ H. (1.9)

Demonstração. Como f é convexa e semicontínua inferiormente, o Ef é convexo e fechado.

Daí, Ef é fracamente fechado em H×R. A topologia em H×R é a topologia do produto

H × R determinada pela topologia fraca em H e pela topologia usual em R. Assim f é

fracamente semicontínua inferiormente.

A proposição 1.4 nos leva ao seguinte resultado:

Proposição 1.5. Sejam H um espaço de Hilbert e f : H→ R ∪ {∞} uma função convexa

e semicontínua inferiormente. Se C ⊂ H é fechado, convexo e limitado com D(f)∩C 6= ∅,

então f atinge um ín�mo em C.

Demonstração. Como todo espaço de Hilbert é re�exivo, então todo subconjunto limi-

tado e fracamente fechado é sequencialmente fracamente relativamente compacto e pelo

Teorema de Weierstrass, toda função fracamente semicontínua inferiormente atinge um

ín�mo. E assim, provamos a proposição.

Corolário 1.4.1. Sejam H um espaço de Hilbert e f : H→ R∪ {∞} uma função convexa

semicontínua inferiormente tal que

lim
||x||→∞ f(x) = ∞. (1.10)

Então f atinge um mínimo em H.

Demonstração. Pela condição (1.10) vemos que inf{f(x); x ∈ H} > −∞ e que para algum

R > 0 temos

inf{f(x); x ∈ H} = inf{f(x); ||x|| 6 R}.

Então aplicamos a proposição 1.5 para concluirmos que f atinge seu ín�mo em {x; ||x|| 6 R}

e portanto em H.
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1.5 Subdiferencial de funções convexas

Nesta seção trbalharemos uma ferramenta fudamental em Problemas de Análise Convexa,

que é o conceito de subdiferencial de uma função convexa.

De�nição 1.18. Seja f : H→ R∪ {∞} uma função convexa e semicontínua inferiormente

e x0 ∈ D(f)

a) y ∈ H é o subgradiente de f em x0 se

f(x) > f(x0) + 〈y, x− x0〉 ∀ x ∈ H.

b) O conjunto de todos os subgradientes de f em x0 é chamado de subdiferencial de f em

x0. Este conjunto é denotado por ∂f(x0). Se x 6∈ D(f), de�nimos ∂f(x) = ∅.

c) O domínio de ∂f é o conjunto

D(∂f) = {x ∈ H;∂f(x) 6= ∅}.

O subgradiente de�ne uma aproximação linear de f cujo grá�co �ca abaixo do grá�co

de f e cujo valor coincide com f no ponto x.

Teorema 1.9. (O subdiferencial de uma função convexa) Seja f : H → R ∪ {∞} uma

função convexa e contínua. Então para todo x ∈ H, o conjunto ∂f(x) é convexo, compacto

e não vazio. Além disso, para todo d ∈ H, tem-se

f ′(x,d) = sup{〈y,d〉;y ∈ ∂f(x)}. (1.11)

Demonstração. Ver [13]

Proposição 1.6. Uma função f : H→ R convexa é Gateaux diferenciável no ponto x ∈ H

se, e somente se, o conjunto ∂f(x) contém um único elemento. Neste caso, ∂f(x) =

{∇f(x)}.

Demonstração. Seja f diferenciável no ponto x ∈ H. Pelo Teorema 1.8,

f(z) > f(x) + 〈∇f(x), z− x〉 ∀ z ∈ H,

isto é, ∇f(x) ∈ ∂f(x). No Teorema 1.8 aparece a hipótese de que f é diferenciável em todos

os pontos, mas para a desigualdade usada aqui é su�ciente considerarmos a desigualdade
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somente no ponto x.

Seja agora y ∈ ∂f(x). para todo d ∈ H,

f(x) + 〈y,d〉 6 f(x+ d) = f(x) + 〈∇f(x),d〉+ o(||d||).

Logo,

〈y−∇f(x),d〉 6 o(||d||).

Daí,

〈y−∇f(x),d〉 6 o(||d||)
||d||

||d||.

Tomando limite quando d→ 0, temos

〈y−∇f(x),d〉 6 0 ∀ d ∈ H

em particular para d = y−∇f(x), logo

〈y−∇f(x),y−∇f(x)〉 6 0

o que é possível somente quando y − ∇f(x) = 0. Desta forma concluimos que ∂f(x) =

{∇f(x)}.

Agora seja ∂f(x) = {y}. Pelo Teorema 1.8 temos que

∂f(x)

∂d
= 〈y,d〉 ∀ d ∈ H.

Escolhendo d como sendo os elementos da base canônica de H, podemos observar que

yi = ∂f(x)/∂xi, ∀ i ∈ N. Temos que ∂f(x)
∂d

é uma função linear em d, o que implica que f

é diferenciável em x.

Teorema 1.10. Sejam f e g funções convexas, semicontínuas inferiormente e próprias

em H tais que (D(f))0 ∩D(g) 6= ∅. Então

∂(f+ g) = ∂f+ ∂g.

Demonstração. A inclusão ∂f + ∂g ⊂ ∂(f + g) é imediata, então basta provarmos que

∂(f+g) ⊂ ∂f+∂g. Seja x0 ∈ D(∂f)∩D(∂g) ew ∈ ∂(f+g)(x0) um ponto arbitrário, porém

�xo. Vamos mostrar que w = w1 +w2 onde w1 ∈ ∂f(x0) e w2 ∈ ∂g(x0). Sem perda de

generalidade podemos assumir que x0 = 0,w = 0 e f(0) = g(0) = 0. Podemos conseguir
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isto substituindo f e g por x→ f(x+x0)−f(x0)− 〈z1, x〉 e x→ g(x+x0)−g(x0)− 〈z2, x〉,

respectivamente. Para provarmos que 0 ∈ ∂f(0) + ∂g(0) consideremos os conjuntos

E1 = {(x, λ) ∈ H× R; f(x) 6 λ}

E2 = {(x, λ) ∈ H× R;g(x) 6 −λ}

Como 0 ∈ ∂(f+ g)(0) segue que

0 = (f+ g)(0) = inf{f(x) + g(x); x ∈ H}

e assim E1∩E02 = ∅. Pelo Teorema de Hahn-Banach, ver [4], existe um hiperplano fechado

em H× R que separam E1 e E2. Em outras palavras existe 〈w,α〉 ∈ H× R tal que

〈x,w〉+ αλ 6 0 ∀ (x, λ) ∈ E1

〈x,w〉+ αλ > 0 ∀ (x, λ) ∈ E2.

O hiperplano é não vertical, isto é, α 6= 0 pois, segue das últimas desigualdades que

o hiperplano {x ∈ H; 〈x,w〉 = 0} separa D(f) e D(g). Para sermos mais especí�cos

suponhamos que α = 1. Então temos que

〈x,w〉 6 −λ 6 −f(x) ∀ x ∈ D(f)

e,

〈x,w〉 > −λ 6 g(x) ∀ x ∈ D(g).

Assim −w ∈ ∂f(0),w ∈ ∂g(0) como queríamos.

Teorema 1.11. (Condição de otimalidade para minimização de uma função convexa em

um conjunto convexo). Sejam f : H → R uma função convexa e C ⊂ H um conjunto

convexo. Então 	x ∈ H é um minimizador de f em C se, e somente se,

∃ y ∈ ∂f(	x) tal que 〈y, x− 	x〉 > 0 ∀ x ∈ C. (1.12)

ou, de forma equivalente,

0 ∈ ∂f(	x) +NC(	x). (1.13)

Em particular, 	x é um minimizador de f em H se, e somente se,

0 ∈ ∂f(	x). (1.14)
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Demonstração. Como 〈y, x − 	x〉 > 0 para todo x ∈ C signi�ca que −y ∈ NC(	x) (ver

de�nição de cone normal), daí concluimos que (1.12) e (1.13 são equivalentes. Suponhamos

que a hipótese (1.12) seja verdadeira. Pela de�nição de subgradinte, segue-se que

∀ x ∈ H, f(x) > f(	x) + 〈y, x− 	x〉 > f(	x),

isto é, 	x é um minimizador de f em C.

Suponhamos agora que 	x seja um minimizador de f em C. Escolhemos qualquer d ∈ TC(	x),

d 6= 0. Logo, existem sequências {tk} de números reais positivos e {dk} ⊂ H tais que

{dk}→ d, {tk}→ 0+, quando k→∞, 	x+ tkdk ∈ C para todo k. Para todo k, temos que

0 6 f(	x+ tkd
k) − f(	x) = tk

∂f(	x)
∂dk

+ o(tk).

Dividindo os dois lados por tk > 0, passando ao limite quando k → ∞, e utilizando o

Teorema 1.8, concluimos que

∂f

∂d
(	x) > 0 ∀ d ∈ TC(	x). (1.15)

Suponhamos que (1.13) não seja válida, ou seja, que não exista y ∈ H tal que −y ∈ ∂f(	x)

e y ∈ NC(	x). Ou seja,

(−∂f(	x)) ∩NC(	x) = ∅.

Como ∂f(	x) é convexo, compacto e não vazio e NC(	x) também é convexo, fechado e não

vazio, pelo teorema da Separação Estrita, exitem a ∈ H− {0} e c ∈ R tais que

−〈a,y〉 > c > 〈a,d〉 ∀ y ∈ ∂f(	x), ∀ d ∈ NC(	x). (1.16)

Como 0 ∈ NC(	x), tem-se c > 0. Portanto, 〈a,y〉 < −c < 0 para todo y ∈ ∂f(	x). Usando

o Teorema 1.8, obtemos então que

∂f

∂a
(	x) = max

y∈∂f(	x)
〈a,y〉 < 0. (1.17)

Suponhamos que 〈a,d〉 > 0 para algum d ∈ NC(	x). Tomando td ∈ NC(	x), t > 0, e

passando ao limite quando t→∞, resulta numa contradição com (1.15), porque c ∈ R é

�xo. Portanto,〈a,d〉 6 0 para todo d ∈ NC(	x). Concluimos então que

a ∈ (NC(	x))
∗ = ((TC(	x))

∗)∗ = TC(	x), (1.18)

onde as igualdades acima seguem da proposição 1.3. As relações (1.16) e (1.17) con-

tradizem (1.15). Isto prova (1.12).

Além disso, é claro que quando C = H, as condições 1.12 e 1.13 são equivalentes a

0 ∈ ∂f(	x).
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Distãncias de Bregman

2.1 Funções e Distâncias de Bregman

Sejam S ⊂ H um conjunto aberto e convexo e g : H → R Gateaux diferenciável, de�na

Dg : S× S→ R+ como

Dg(x,y) = g(x) − g(y) − 〈∇g(y), x− y〉 (2.1)

onde ∇g(y) é a derivada de Gateaux de g em y.

De�nição 2.1. A função g é chamada função de Bregman e Dg a distância de Bregman

induzida por g se satisfaz as seguintes condições:

B1) g é fracamente semicontínua inferiormente em S

B2) g é estritamente convexa e continuamente diferenciável em S com respeito à topologia

forte.

B3) Os conjuntos Γ1(y, δ) = {x ∈ S;Dg(x,y) 6 δ} e Γ2(x, δ) = {y ∈ S;Dg(x,y) 6 δ} são

limitados para todo δ > 0, y ∈ S, e x ∈ S, respectivamente.

B4) Se {x
k}, {yk} ⊂ S, xk ⇀ x, yk ⇀ x, e limk→∞Dg(xk,yk) = 0, então limk→∞[Dg(x, xk)−

Dg(x,yk)] = 0.

B5) Se {xk} ⊂ S é limitada, {yk} ⊂ S é tal que yk ⇀ y e limk→∞Dg(xk,yk) = 0, então

xk ⇀ y.

Uma função de Bregman g é dita compatível com a norma se, em adição com B1 − B5

satisfaz:

B6) Se {xk} ⊂ S e {yk} ⊂ S são tais que xk ⇀ x e yk ⇀ y, com x 6= y, então

lim infk→∞ |〈∇g(xk) −∇g(yk), x− y〉| > 0.

21
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A função de Bregman g é chamada de zona coerciva se, em adição a B1 − B5 satisfaz a

seguinte condição:

B7) Para cada y ∈ H, existe um x ∈ S tal que ∇g(x) = y.

Uma função de Bregman g é dita ser fronteira coerciva se, em adição a B1 − B5 satisfaz:

B8) Se {yk} ⊂ S é fracamente convergente para algum ponto da fronteira de S e x pertence

S, então limk→∞Dg(x,yk) = ∞ ∀ x ∈ S. O conjunto S é chamado de zona da função g.

Podemos veri�car facilmente que Dg(x,y) > 0 para todo x ∈ S, y ∈ S e Dg(x,y) = 0

se, e somente se, x = y.

Agora vamos ver alguns exemplos de funções de Bregman:

Exemplo 2.1. Seja g : H→ R, tal que g(x) = ||x||2. Neste caso Dg(x,y) = ||x− y||2.

Exemplo 2.2. S = Rn++, g(x) =
∑n
i=1 xi log xi estendido com a continuidade até a

fronteira de Rn++ com a convenção de que 0 log 0 = 0. Neste caso,

Dg(x,y) =
n∑
i

(xi log
xi

yi
+ yi − xi).

Proposição 2.1. Se g é uma função de Bregman com zona S então:

i) Dg(x,y) −Dg(x, z) −Dg(z,y) = 〈∇g(y) −∇g(z), x− y〉, ∀x ∈ S, ∀y, z ∈ S.

ii) ∇xDg(x,y) = ∇g(x) −∇g(y), ∀ x,y ∈ S.

iii) Dg(x,y) é estritamente convexa para todo y ∈ S.

Demonstração. i) Usando a igualdade (2.1), para x ∈ S, y, z ∈ S, temos

Dg(x,y) −Dg(x, z) −Dg(z,y) = g(x) − g(y) − 〈∇g(y), x− y〉

−g(x) + g(z) + 〈∇g(z), x− z〉

−g(z) + g(y) + 〈∇g(y), z− y〉

= 〈∇g(y), z− y+ y− x〉+ 〈∇g(z), x− z〉

= 〈∇g(y), z− x〉− 〈∇g(z), z− x〉

= 〈∇g(y) −∇g(z), z− x〉.

ii) Sejam x, z ∈ S. Como Dg(x,y) = g(x) − g(y) − 〈∇g(y), x− y〉 então

∇xDg(x,y) = ∇g(x) − 0− 〈 ∂
∂x
∇g(y), x− y〉− 〈∇g(y), ∂

∂x
(x− y)〉

= ∇g(x) − 〈0, x− y〉− 〈∇g(y), 1〉

= ∇g(x) −∇g(y).
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iii) Para y ∈ S, de�na

G : S −→ R

x 7−→ G(x) = Dg(x,y).

Sejam x1, x2 ∈ S, com x1 6= x2. Pelo item (ii), ∇G(x1) = ∇g(x1) − ∇g(y) e ∇G(x2) =

∇g(x2) −∇g(y). Logo,

〈∇G(x1) −∇G(x2), x1 − x2〉 = 〈∇g(x1) −∇g(y) −∇g(x2) +∇g(y), x1 − x2〉

= 〈∇g(x1) −∇g(x2), x1 − x2〉 > 0,

pois g é estritamente convexa em S. Portanto, G = Dg(·,y) é estritamente covexa em S,

para cada y ∈ S.

Para estudarmos as propriedades do subdiferencial de Dg(.,y) vamos assumir a partir

de agora que as funções g e Dg(.,y) foram estendidas de forma usual, isto é, de�nimos

g(x) = Dg(x,y) = ∞,∀ x 6∈ S. (2.2)

Lema 2.1.1. Se g é uma função fronteira coerciva ou zona coerciva com zona S então,

para cada y ∈ S �xado,

∂xDg(x,y) =

 {∇g(x) −∇g(y)}, se x ∈ S

∅, se x 6∈ S

Demonstração. O valor de ∂xDg(x,y) para x ∈ S segue diretamente da proposição 2.1(ii).

Quando x 6∈ S temos que ∂xDg(x,y) = ∅ por (2.2). Portanto, com estas considerações,

podemos estudar somente o caso em que x pertence à fronteira de S. Para simpli�car a

notação, usamos fy(·) = Dg(·,y). Tome x ∈ ∂S e assuma que exista ξ ∈ ∂fy(·). Note

que fy difere de g apenas em um termo linear e que fy é contínua por B1 e estritamente

convexa em S, pela proposição 2.1(iii).

Se g é uma função zona coerciva, então, por B7 existe z ∈ S tal que ∇fy(z) = ∇g(z) −

∇g(y) = ξ, implicando

0 = 〈ξ− ξ, z− x〉 = 〈∇fy(z) − ξ, z− x〉, com ξ ∈ ∂fy(x).

Pela convexidade de fy, obtemos x = z, que é uma contradição, porque z ∈ S, x ∈ S e S

é aberto. Segue que ∂fy(x) = ∅.
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Agora consideremos o caso de g ser fronteira coerciva. Vamos tomar uma sequência

{εk} ⊂ (0, 1) tal que limk→∞ εk = 0 e seja xk = (1 − εk)x + εky. Pela convexidade de S,

xk ∈ S ∀ k e usando a de�nição de subgradiente, temos

εk〈ξ,y− x〉 = 〈ξ, xk − x〉

6 fy(x
k) − fy(x)

= g(xk) − g(y) − 〈∇g(y), xk − y〉− [g(x) − g(y) − 〈∇g(y), x− y〉]

= g(xk) − g(x) + 〈∇g(y), x− xk〉

6 〈−∇g(xk), x− xk〉+ 〈∇g(y), x− xk〉

= 〈∇g(y) −∇g(xk), x− xk〉

= 〈∇g(xk) −∇g(y), xk − x〉. (2.3)

Como

xk = (1− εk)x+ εky,

temos que

xk − εkx
k = (1− εk)x+ εky− εkx

k

daí,

xk − x =
εk

1− εk
(y− xk). (2.4)

Segue de (2.1) que

〈∇g(u) −∇g(v),u− v〉 = Dg(u, v) +Dg(v,u) (2.5)

∀ u, v ∈ S. Então usando estes dois fatos em (2.3),

εk〈ξ,y− x〉 6 〈∇g(xk) −∇g(y), εk

1− εk
(y− xk)〉

=
εk

1− εk
〈∇g(xk) −∇g(y),y− xk〉

= −
εk

1− εk
〈∇g(xk) −∇g(y), xk − y〉

= −
εk

1− εk
(Dg(x

k,y) +Dg(y, x
k))

εk〈ξ,y− x〉 6 −
εk

1− εk
(Dg(x

k,y) + (Dg(y, x
k)) (2.6)

Dividindo (2.6) por εk
1−εk

> 0 ∀ k, temos

(1− εk)〈ξ,y− x〉 6 −(Dg(x
k,y) +Dg(y, x

K))
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(1− εk)〈ξ,y− x〉+Dg(xk,y) 6 −Dg(y, x
k),

ou ainda,

(1− εk)〈ξ,y− x〉+ fy(xk) 6 −Dg(y, x
k). (2.7)

Visto que xk ⇀ x ∈ ∂S ⊂ S e fy é fracamente semicontínua em S, então, tomando

limites em 2.7, quando k → ∞, temos que o lado esquerdo de (2.7) é maior ou igual a

〈ξ,y − x〉 +Dg(x,y). Por B8, o limite do lado direito de (2.7) é −∞, contradição. Esta

contradição mostra que ∂fy(x) = ∅.



Capítulo 3

Operadores Monótonos, Monótonos

Maximais, Paramonótonos e

Pseudomonótonos

Neste capítulo iremos trabalhar algumas noções de Operadores Monótonos Maximais

que serão bastante utilizados no decorrer de nosso trabalho. Vejamos abaixo algumas

de�nições.

3.1 Operadores Monótonos

De�nição 3.1. Um operador T : H→ H é monótono se, e somente se,

〈x− y, T(x) − T(y)〉 > 0 ∀ x,y ∈ H.

O conjunto D(T) = {x ∈ H; T(x) 6= ∅} é o domínio de T . Já o conjunto {(x,u); x ∈

H, u ∈ T(x)} é o grá�co de T ,

Exemplo 3.1. T = ∇f com f convexa e diferenciável é um operador monótono.

De fato, aplicando o Teorema 1.8, temos que T = ∇f é um operador monótono.

O operador T : H → H, da de�nição 3.1, é chamado de operador ponto-a-ponto, pois

o mesmo associa um ponto ou vetor do conjunto H a um outro ponto (ou vetor) de H.

Esta de�nição de operadores monótonos pode ser estendida para operadores que associa

26
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cada x ∈ H não apenas a um ponto (ou vetor), mas a um suconjunto de H. Assim, temos

a noção de operadores ponto-conjunto. Seja T : H⇒ H um operador ponto-conjunto.

De�nição 3.2. O operador T : H⇒ H é monótono se, e somente se,

〈x− y,u− v〉 > 0 ∀ x,y ∈ H, u ∈ T(x), v ∈ T(y).

Exemplo 3.2. T = ∂f com f convexa é um operador monótono.

. Ver Teorema 1.8.

Proposição 3.1. Se T1, T2 : H→ H são operadores monótonos tais que D(T1)∩D(T2) 6= ∅,

então T1 + T2 é um operdor monótono.

Demonstração. Segue direto da de�nição 3.2.

3.2 Operadores Monótonos Maximais

De�nição 3.3. T é monótono maximal se, e somente se,

i) T é monótono.

ii) Para todo 	T monótono tal que T(x) ⊂ 	T(x) para todo x, então T = 	T .

Neste caso, o grá�co de T não é subconjunto próprio de nenhum outro grá�co de outro

operador monótono.

Exemplo 3.3. Quando f : H→ R∪ {∞} é convexa, própria e semicontínua inferiormente

então T = ∂f é um operador monótono maximal.

Exemplo 3.4. Seja C um subconjunto convexo e fechado de um espaço de Hilbert e de�na

a aplicação ProjC : H→ C como sendo aquela que a cada ponto x ∈ H associa o ponto de

C mais próximo de x. Esta aplicação é conhecida como projeção de H sobre o conjunto

C. A projeção é um exemplo de operdor monótono maximal que não é o subdiferencial de

uma função convexa e semicontínua inferiormente.

Proposição 3.2. Sejam T1, T2 : H ⇒ H operadores monótonos maximais. Suponha que

D(T1) ∩ (D(T2))
0 6= ∅. Então T1 + T2 é monótono maximal.

Demonstração. ver [9]
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Agora vamos usar a noção de regularidade, que é uma propriedade de operadores

monótonos maximais. Sejam G(T) = {(y, v);y ∈ H, v ∈ T(y)} e R(T) = ∪x∈HT(x),

respectivamente o grá�co e a imagem do operador monótono maximal T .

De�nição 3.4. Um operador monótono maximal T : H ⇒ H é regular se, e somente se,

∀ u ∈ R(T) e ∀ x ∈ D(T), temos que sup(y,v)∈G(T)〈v− u, x− y〉 <∞.

Proposição 3.3. Se T = ∂f, com f convexa e semicontínua inferiormente, então T é

regular.

Demonstração. ver [3]

Agora, vamos analizar a imagem da soma de dois operadores monótonos maximais,

T1, T2 : H⇒ H, ou seja, vamos estudar os conjuntos

R(T1 + T2) = ∪u∈D(T1)∩D(T2)(T1u+ T2u).

R(T1) + R(T2) = ∪u∈D(T1),v∈D(T2)(T1u+ T2v).

Para cada conjunto X, conv(X), denota-se o convexo de X.

Lema 3.2.1. Seja T0 : H ⇒ H um operador monótono maximal e seja F ⊂ H. Se para

cada u ∈ F existe x ∈ H tal que

sup
(v,y)∈G(T0)

〈v− u, x− y〉 <∞ (3.1)

então,

i) conv(F) ⊆ R(T0).

ii) (conv(F))0 ⊆ R(T0).

Demonstração. Podemos veri�car que (3.1) é válida para todo u ∈ conv(F). De fato, seja

u =
∑
λiui, ui ∈ F, λi > 0. Então, existem xi ∈ H e ci ∈ R, tais que

〈v− ui, xi − y〉 6 ci, ∀ (y, v) ∈ G(T0).

Então

〈v, xi〉− 〈v,y〉+ 〈ui,y〉 6 ci + 〈ui, xi〉

e pondo x =
∑
λixi concluimos que (3.1) se veri�ca para u ∈ conv(F). Então para provar

(i) e (ii) basta mostrar, respectivamente, que

F ⊂ R(T0) e F0 ⊂ R(T0).
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Assim, dado u ∈ F, tome soluções yε de

εyε + T0yε = u. (3.2)

Usando (3.1) com y = yε e v = u− εyε, temos

〈u− εyε − u, x− yε〉 6 d

daí,
√
ε||yε|| 6 k, onde d e k são constantes. Logo, por (3.2), u ∈ R(T0). Portanto,

F ⊂ R(T0).

Agora seja u ∈ Fo e B(u, r) ⊂ F. Então, para ||w|| < r existe x(w) ∈ H e c(w) ∈ R (x e

c dependem de w) tais que

〈v− u−w, x(w) − y〉 < c(w), ∀ (v,y) ∈ G(T0). (3.3)

Usando (3.3) para (u− εyε,yε) ∈ G(T0), obtido de (3.2), temos

〈−εyε −w, x(w) − yε〉 < c(w)

o que implica

〈w,yε〉 6 c1(w).

Logo, pelo princípio da limitação uniforme |〈w,yε〉| 6 T0, e daí ||yε|| 6 T0. Passando a

uma subsequência, se necessário, temos yε ⇀ y e u− εyε → u e como u− εyε ∈ T0(yε),

concluimos que u ∈ T0(y). Portanto, (conv(F))0 ⊂ R(T0).

Proposição 3.4. Sejam T1, T2 operadores monótonos maximais. Suponha que

a) T1 é regular,

b) D(T1) ∩D(T2) 6= ∅ e R(T1) = H,

c) T1 + T2 é monótono maximal.

Então R(T1 + T2) = H.

Demonstração. Vamos aplicar o lema 3.2.1 para F = R(T1) + R(T2) e T0 = T1 + T2. O

resultado segue do lema 3.2.1(ii) e da a�rmação (b), isto prova que F satisfaz (3.1).

Para provar (3.1) vamos partir de F = R(T1) + R(T2). Seja u ∈ R(T1) + R(T2), e tome

x ∈ D(T1) ∩D(T2) e w ∈ T2(x). Então

u = w+ (u−w)
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para w ∈ T2(x).

Como R(T1) = H, podemos encontrar y ∈ H tal que u − w ∈ T1(y). Então, como T1 é

regular, dados u−w ∈ R(T1) e x ∈ D(T1), existe γ ∈ R tal que

sup
(z,s)∈G(T1)

〈s− (u−w), x− z〉 6 γ.

Então , para cada (z, s) ∈ G(T1), temos

〈s− (u−w), x− z〉 6 γ. (3.4)

Seja v ∈ T2(z). Para cada z ∈ D(T2) ∩D(T1) e pela monotonicidade de T2, temos que

〈v−w, z− x〉 > 0 (3.5)

pois w ∈ T2(x). Adicionando (3.4) e (3.5), obtemos

〈(s+ v) − u, x− z〉 6 γ,

para cada s ∈ T1(z), v ∈ T2(z), isto é, para cada s+ v ∈ (T1 + T2)(z). Além disso,

sup
(z,t)∈G(T1+T2)

〈t− u, x− z〉 6 +∞
e, desta forma, (3.1) é estabelecida para F = R(T1) + R(T2) e T0 = T1 + T2. Então

R(T1 + T2) = H.

Agora estamos em condições de provar o lema seguinte, onde para cada y ∈ C0 �xo,

∂xDg(·,y) denota o subdiferencial de Dg(·,y) e T : H ⇒ H é um operador monótono

maximal.

Lema 3.2.2. Sejam C um conjunto convexo e fechado e g uma função de Bregman zona

coerciva com zona C0. Para cada y ∈ C0 e λ > 0 de�na 	T(·) = T(·) + λ∂xDg(·,y) e

suponha que D(T) ∩ C0 6= ∅. Então

i) 	T é monótono maximal,

ii) R(	T) = H

Demonstração. i) O operador 	T é trivialmente monótono maximal, pois T é monótono

maximal e T2 = λ∂xDg(·,y) também é monótono maximal. De fato, seja T1 = T e

T2 = λ∂xDg(·,y). Pelo lema 2.1.1, D(T1)∩D(T2) 6= ∅. Pela proposição 3.2, 	T = T1 + T2 é

monótono maximal.
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ii) É uma consequêcia da proposição 3.4 onde são aplicadas as condições (a),(b) e (c) para

T2 = T e T1 = λ∂xDg(·,y). Mais precisamente,

a) λ∂xDg(·,y) é regular, pela proposição 3.3,

b) D(T) ∩ C0 6= ∅ e R(∂xDg(·,y)) = H por B6, e

c) 	T é monótono maximal por (i).

Então R(	T) = H pela proposição 3.4.

Proposição 3.5. Seja T : H⇒ H um operador monótono maximal. Se D(T) é limitado

então T é sobrejetivo.

Demonstração. ver [9]

3.3 Operadores Paramonótonos

De�nição 3.5. Seja T : H⇒ H um operador. Dizemos que T é paramonótono quando é

monótono e 〈u− v, x− y〉 = 0, com u ∈ T(x), v ∈ T(y) implica u ∈ T(y) e v ∈ T(x).

Teorema 3.1. Seja T = ∂f(x), com f : H → R uma função convexa. Então T é um

operador paramonótono.

Demonstração. Pelo exemplo (4.1) ∂f é um operador monótono. Dados x,y ∈ H, con-

sidere 〈u − v, x − y〉 = 0, onde u ∈ ∂f(x) e v ∈ ∂f(y). De�na a função 	f : H → R

por

	f(z) := f(z) + 〈u, x− z〉.

Note que, 	f é convexa, pois se z,w ∈ H e α ∈ [0, 1], tem-se

	f(αz+ (1− α)w) = f(αz+ (1− α)w) + 〈u, x− αz− (1− α)w〉

6 αf(z) + (1− α)f(w) + 〈u, x+ αx− αx− αz− (1− α)w〉

= αf(z) + (1− α)f(w) + α〈u, x− z〉+ (1− α)〈u, x−w〉

= α[f(z) + 〈u, x− z〉] + (1− α)[f(w) + 〈u, x−w〉]

= α	f(z) + (1− α)	f(w).

Portanto, 	f é uma função convexa.

Além disso, ∂	f(z) = ∂f(z) − {u} = {w − u; w ∈ ∂f(z)}. Para z = x, tem-se 	f(x) = f(x),

e tomando w = u ∈ ∂f(x) implica 0 ∈ ∂	f(x). Assim, x é minimizador de 	f em H pelo
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Teorema 1.8.

Como

〈u− v, x− y〉 = 0,

tem-se

〈u, x− y〉 = 〈v, x− y〉.

Sendo u ∈ ∂f(x) temos

〈u,y− x〉 6 f(y) − f(x),

ou seja,

f(x) − f(y) 6 〈u, x− y〉.

De maneira análoga, como v ∈ ∂f(y), tem-se

〈v, x− y〉 6 f(x) − f(y).

Portanto,

f(x) − f(y) 6 〈u, x− y〉 = 〈v, x− y〉 6 f(x) − f(y.) (3.6)

Segue de ((3.6) que

f(x) − f(y) = 〈u, x− y〉.

Logo,

f(x) = f(y) + 〈u, x− y〉 = 	f(y).

Mas, 	f(x) = f(x). Então 	f(x) = 	f(y). Assim, y é também um minimizador de 	f. Pelo

Teorema 1.8, tem-se 0 ∈ ∂	f(y).

Portanto, 0 = w− u para algum w ∈ ∂f(y), isto é, u ∈ ∂f(y).

Agora de�namos, 	g : H→ R por

	g(z) := f(z) + 〈v,y− z〉.

Analogamente a 	f, mostra-se que 	g é convexa e ∂	g(z) = ∂f(z) − {v} = {w− v;w ∈ ∂f(z)}.

Para z = y, tem-se 	g(y) = f(y). Tomando w = v ∈ ∂f(y) implica 0 ∈ ∂	g(y). Potanto,

pelo Teorema 1.8, tem-se que y é um minimizador de 	g em H.

De (3.6 segue que f(y) = f(x) + 〈v,y− x〉 = 	g(x). Mas, 	g(y) = f(y). Logo, 	g(y) = 	g(x).

Assim, x é também um minimizador de 	g em H. Então, pelo Teorema 1.8 tem-se que

0 ∈ ∂	g(x).
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Portanto, 0 = w − v para algum w ∈ ∂f(x). Logo, v ∈ ∂f(x). Com isso concluímos que,

sendo ∂f um operador monótono e 〈u − v, x − y〉 = 0, com u ∈ ∂f(x),v ∈ ∂f(y) implica

u ∈ ∂f(y) e v ∈ ∂f(x). Portanto, T = ∂f é um operador paramonótono.

Proposição 3.6. Se T1 : H ⇒ H e T2 : H ⇒ H são operadores paramonótonos, com

D(T1) ∩D(T2) 6= ∅. Então T1 + T2 é um operador paramonótono.

Demonstração. Sejam x,y ∈ H, u ∈ (T1 + T2)(x) e v ∈ (T1 + T2)(y). Então, para

u ∈ (T1 + T2)(x) = T1(x) + T2(x), existem u1 ∈ T1(x) e u2 ∈ T2(x) tais que u = u1 + u2.

Analogamente, existem v1 ∈ T1(y) e v2 ∈ T2(y) tais que v = v1 + v2. Pela Proposição 3.1

T1+ T2 é um operador monótono. Ainda mais, se 〈u−v, x−y〉 = 0, então 〈u1−u2−v1−

v2, x− y〉 = 0, ou seja, 〈u1 − v1, x− y〉+ 〈u2 − v2, x− y〉 = 0. Sendo T1 e T2 monótonos,

obtemos que 〈u1 − v1, x− y〉 = 0 e 〈u2 − v2, x− y〉 = 0. Mas, T1 e T2 são paramonótonos,

então u1,∈ T1(y), u2 ∈ T2(y), v1 ∈ T1(x) e v2 ∈ T2(x).

Portanto, u = u1 + u2 ∈ T1(y) + T2(y) = (T1 + T2)(y) e v = v1 + v2 ∈ T1(x) + T2(x) =

(T1 + T2)(x).

Logo, T1 + T2 é um operador paramonótono.

3.4 Operadores Pseudomonótonos

De�nição 3.6. Sejam H um espaço de Hilbert e G um subconjunto convexo e fechado de

D(T) ⊂ H. O operador T : H ⇒ H é pseudomonótono em G se, e somente se, satisfaz a

seguinte condição:

Dada qualquer sequência {xk} ⊂ G, convergindo fracamente para um elemento x0 ∈ G, e

cada sequência {wk} ⊂ H, com wk ∈ T(xk) ∀ k, tal que

lim sup
k→∞ 〈wk, xk − x0〉 6 0.

Então, para cada y ∈ G existe um elemento w0 ∈ T(x0), tal que

〈w0, x0 − y〉 6 lim inf
k→∞ 〈wk, xk − y〉.

A próxima proposição enumera várias condições que garantem a pseudomonotonici-

dade, mas antes vamos relembrar a de�nição clássica de semicontinuidade superior.

De�nição 3.7. Sejam S e S1 dois espaços topológicos e a aplicação T : S⇒ S1. Dizemos

que T é semicontínua superiormente no conjunto dos valores de S se para cada ponto s0
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em S e cada vizinhança aberta V de T(s0) em S1, existe uma vizinhança U de s0 em S

(com U dependendo de V), tal que T(U) ⊂ V.

Proposição 3.7. Seja f : H → R ∪∞ uma aplicação convexa e semicontínua inferior-

mente. Considere o operador T : H ⇒ H tal que T = ∂f então T é pseudomonótono de

D(T) para H.

Demonstração. Seja {xk} uma sequência em D(∂f) tal que,

lim
k→∞ xk = 	x e lim sup

k→∞ 〈uk, xk − 	x〉 6 0,

onde uk ∈ ∂f(xk).

Pela de�nição de subdiferencial, temos 〈uk,y − xk〉 6 f(y) − f(xk) para todo y ∈ D(∂f)

e todo k ∈ H. Assim, sendo f convexa e contínua. Então,

lim inf
k→∞ 〈uk, xk − y〉 > lim inf

k→∞ f(xk) − f(y) = f(	x) − f(y). (3.7)

Da convexidade de f, existe 	u ∈ ∂f(	x) tal que f(y) 6 f(	x) + 〈	u,y− 	x〉. Assim,

〈	u, 	x− y〉 6 f(	x) − f(y). (3.8)

Portanto de (3.7) e (3.4), existe 	u ∈ ∂f(	x) tal que

〈	u, 	x− y〉 6 lim inf
k→∞ 〈uk, xk − y〉.

Logo, T = ∂f é pseudomonótono.

Obs: Todo operador T : H→ H contínuo é paramonótono.

Proposição 3.8. Sejam T ,S : H⇒ H operadores pseudomonótonos tais que

D(T) ∩D(S) 6= ∅. Então T + S é pseudomonótono.

Demonstração. Seja {xk} uma sequência em D(T + S) tal que

lim
k→∞ xk = 	x ∈ D(T + S) e

lim sup
k→∞ 〈uk, xk − 	x〉 6 0, (3.9)

onde uk ∈ (T + S)(xk).

Seja y ∈ D(T + S)(xk). Então, existem ukT ∈ T(xk) e ukS ∈ S(xk) tais que

uk = ukT + u
k
S.
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De (3.9), temos que

lim sup
k→∞ 〈ukT + ukS, xk − 	x〉 6 0.

Então,

lim sup
k→∞ 〈ukT , xk − 	x〉 6 lim sup

k→∞ 〈ukT + ukS, xk − 	x〉 6 0,

e

lim sup
k→∞ 〈ukS, xk − 	x〉 6 lim sup

k→∞ 〈ukT + ukS, xk − 	x〉 6 0.

Como T e S são pseudomonótonos, existem 	uT ∈ T(	x) e 	uS ∈ S(	x) tais que

〈 	uT , 	x− y〉 6 lim inf
k→∞ 〈ukT , xk − 	x〉

e

〈 	uS, 	x− y〉 6 lim inf
k→∞ 〈ukS, xk − 	x〉,

para todo t ∈ D(T + S). Logo,

〈 	uT + 	uS, 	x− y〉 6 lim inf
k→∞ 〈ukT + ukS, xk − 	x〉.

Seja

	u = 	uT + 	uS ∈ T(	x) + S(	x) = (T + S)(	x).

Então,

〈	u, 	x− y〉 6 lim inf
k→∞ 〈ukT + ukS, xk − 	x〉,

para todo y ∈ D(T + S). Portanto, T + S é pseudomonótono.



Capítulo 4

Algoritmo do Ponto Proximal

4.1 De�nição do Algoritmo

Sejam C um conjunto fechado e convexo de um espaço de Hilbert H, g uma função

de Bregman com zona C0 6= ∅, {λk} uma sequência de números reais positivos limitada

superiormente por algum 	λk > 0 e T um operador monótono maximal. De�nimos o

Algoritmo do Ponto Proximal Generalizado como segue:

i) Inicialização:

x0 ∈ C0 (4.1)

ii)Etapa iterativa: Dado xk, de�na Tk : H ⇒ H com Tk(·) = T(·) + λkDg(·, xk) e seja

xk+1 ∈ H tal que

0 ∈ Tk(xk+1) (4.2)

Note que a exitência de xk+1 satisfazendo (4.2) não é totalmente imediata, e será assegu-

rada somente com algumas hipóteses sobre T e g.

4.2 Resultados de Existência

Teorema 4.1. Seja {xk} uma sequência dada por (4.1) e (4.2). Suponha que D(T)∩C0 6= ∅

e que g é uma aplicação zona coerciva com zona C0, então {xk} está bem de�nida e contida

em S.

Demonstração. A prova será feita por indução em k.

i) Por (4.1), temos que x0 ∈ C0.

36
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ii) Suponhamos que xk ∈ C0 e devemos mostrar que xk+1 ∈ C0.

De fato, sejam Bk(·) = λk∂Dg(·, xk) e Tk = T +Bk. O operador Tk = TBk é estritamente

monótono, pois T é monótono maximal e Bk é estritamente monótono, pela convexidade

estrita de g. Daí, pelo lema 3.2.2(ii) R(Tk) = H, portanto, Tk tem um zero em D(Tk), o

qual é único pela monotonicidade estrita. Chamamos este zero de xk+1. Devemos mostrar

que este zero pertence ao interior de C. Pelo lema 2.1.1, D(Tk) = D(T) ∩ C0, e como

xk+1 ∈ D(Tk), obtemos que xk+1 ∈ C0. Daí, concluimos que {xk} ⊂ C0.

Teorema 4.2. Seja {xk} uma sequência dada por (4.1) e (4.2). Suponha que D(T)∩C0 6=

∅. Além disso, suponha que hT ,C(x) < ∞ (ver de�nição A.2) para todo x ∈ C ∩D(T) e

que g seja fronteira coerciva. Então {xk} está bem de�nida e contida em C0.

Demonstração. Agora não temos a propriedade R(Tk) = H, que é essencial no teorema

4.1 e é implicada pela zona coercividade de g. Esta hipótese é substituída pela fronteira

coercividade de g e a �nitude de hT ,C(x) em C ∩D(T). A prova também será feita por

indução.

i) Para k = 0, temos que x0 ∈ C0 por (4.1).

ii) Agora, suponhamos que xk ∈ C0,então, existe xk ∈ D(T) ∩ C0 com 0 ∈ Tk−1(x
k).

Temos também que, em particular, xk ∈ D(T) ∩ C, e pela de�nição de hT ,C segue-se que

0 6 hT ,C(xk) < ∞. Para simpli�car, usamos a notação h := hT ,C. Se h(xk) = 0, então

por (4.2) temos

〈v, xk − y〉 6 0 ∀ y ∈ C e ∀ v ∈ T(y).

Tome agora cada u em T(xk) e cada y C. Pela monotonicidade de T , temos que

〈u− v, xk − y〉 > 0

logo,

〈u,y− xk〉 > 〈v,y− xk〉 > 0

e então por (1) xk ∈ S∗. A�rmamos que ao tomarmos xk+1 := xk obtemos 0 ∈ Tk(xk+1).

De fato, usando o lema 2.1.1,

Tk(x
k+1) = T(xk) + λk∂Dg(x

k, xk)

= T(xk) + λk(∇g(xk) −∇g(xk))

= T(xk)
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daí, veri�camos que se x ∈ D(T) ∩ C0 ∩ S∗ então x é um zero de T . Então neste caso

xk+1 = xk também pertence a C0 pela nossa hipótese de indução.

Então, podemos supor que h(xk) > 0. Neste caso, de�nimos o conjunto

Sk := {x ∈ C;Dg(x, xk) 6
h(xk)

λk
}.

Temos que Sk é fechado, convexo e limitado. Além disso, cada elemento x está no interior

de Sk se, e somente se,

x ∈ C0 e Dg(x, x
k) <

h(xk)

λk
. (4.3)

Observe que xk ∈ S0k porque Dg(xk, xk) = 0 < h(xk)
λk

e xk ∈ C0 pela hipótese de indução.

SejaNk := NSk , o perador normal de Sk. Ele está bem de�nido, de tal forma queD(Nk) =

Sk, o qual, por B3, é um conjunto limitado. Agora de�na Bk(·) := Nk(·)+λk∂xDg(·, xk).

Precisamos provar que Bk é monótono maximal. Para isto basta veri�carmos queD(Nk)∩

[D(∇xDg(·, xk))]0 6= ∅. De fato, isto é verdade, pois pela nossa hipótese de indução e

pelo lema 2.1.1, temos que xk ∈ D(Nk) ∩ C0 = Sk ∩ D(∂Dg(·, xk)). Então D(Nk) ∩

[D(∇Dg(·, xk))]0 6= ∅. Desta forma, concluimos que Bk é monótono maximal. Além

disso, como D(Bk) é limitado pois é, em particular, um subconjunto de Sk, pois D(Nk) =

Sk, daí, usamos a proposição 3.5 para concluirmos que R(Bk) = H. Vamos considerar

agora o operador Ak := T + Bk. Este operador também é monótono maximal. Para

provarmos que Ak é monótono maximal, pela proposição 3.2, è su�cinte mostrarmos que

D(T) ∩ (D(Bk))
0 6= ∅. De fato, D(T) ∩ (D(Bk))

0 6= ∅, pois

xk ∈ D(T) ∩ C0 ∩ S0K = D(T) ∩D(Bk)
0.

Logo Ak é monótono maximal, pela proposição 3.2. Agora usando a proposição (3.5)

obtemos que Ak é sobrejetivo, porque o seu domínio é um subconjunto de D(Bk), o qual

é limitado. Então existe y ∈ D(Ak) = D(T) ∩D(Bk) ⊂ D(T) ∩ C0, tal que

0 ∈ T(y) +Nk(y) + λkDg(y, xk). (4.4)

Sejam uk,wk e vk elelmentos em H tais que

uk ∈ T(y), wk ∈ Nk(y), vk ∈ λk∂Dg(y, xk)

e,

0 = uk +wk + vk. (4.5)
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A�rmamos que y ∈ S0k. Além disso y ∈ D(Ak) ⊂ D(Bk) ⊂ (∂xDg(·, xk)) = C0 pelo lema

2.1.1. Como x ∈ C0 ⇔ Dg(x, xk) <
h(xk)
λk

é su�ciente mostrarmos que

Dg(y, x
k) <

h(xk)

λk
, (4.6)

Vamos provar (4.6). Aplicando a de�nição de subdiferencial para a aplicação Dg(·, xk), a

qual é estritamente convexa por (2.1)(iii), obtemos

0 = Dg(x
k, xk) > Dg(y, x

k) + 〈v
k

λk
, xk − v〉. (4.7)

Usando (4.5) em (4.6) e reorganizando os termos, encontramos

1
λk

(〈uk, xk − y〉+ 〈wk, xk − y〉) > Dg(y, xk). (4.8)

Como wk ∈ Nk(y), e xk ∈ Sk, temos que

〈wk, xk − y〉 6 0 (4.9)

Usando (4.9) em (4.8) obtemos

0 6 λkDg(y, x
k) < 〈uk, xk − y〉. (4.10)

Como 〈uk, xk − y〉 6 supz∈C∩D(T),v∈Tz〈v, xk − z〉 = h(xk), obtemos de (4.10) que

Dg(y, xk) <
h(xk)
λk

, isto é, a desigualdade (4.6) está provada. Desta forma, provamos

que y ∈ S0k e além disso, Nk(y) = 0. Então wk = 0 e 0 = uk + vk por (4.5). De (4.4),

0 ∈ Tk(y). Pela monotonicidade estrita de Tk, y é o único zero de Tk. Por (4.2), y = xk+1.

Desta forma, provamos que y ∈ C0. Assim xk+1 ∈ C0 e a etapa de indução está completa.

4.3 Resultados de Convergência

Nesta seção estabeleceremos propriedades de convergência da sequência gerada por (4.1) e (4.2).

Teorema 4.3. Seja T : H⇒ H um operador monótono maximal. Considere o PDV(T,C),

onde C é um subconjunto convexo e fechado de H. Seja g uma função de Bregman com

zona C0 e suponha que sejam válidas as seguintes condições

i) D(T) ∩ C0 6= ∅

ii) S∗ 6= ∅
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iii) T é pseudomonótono

iv) λk ∈ (0, 	λ) para algum 	λ > 0

v) g é zona coerciva, ou g é fronteira coerciva e hT ,C <∞ ∀ x ∈ C ∩D(T).

Então a sequência gerada por (4.1) e (4.2) satisfaz:

a) A sequência {Dg(z, xk)} é não crescente ∀ z ∈ S∗.

b) {xk} é limitada e tem pontos fracos de acumulação.

c) limk→∞Dg(xk+1, xk) = 0.

d) Se 	x é um ponto fraco de acumulação de {xk}, então existe 	u ∈ T(	x) tal que 〈	u, x∗−	u〉 =

0.

Demonstração. a) Devemos mostrar que

Dg(z, x
k+1) 6 Dg(z, x

k) −Dg(x
k+1, xk) ∀ z ∈ S∗. (4.11)

Dado z ∈ S∗ ∃v∗ ∈ T(z) tal que

〈v∗, x− z〉 > 0 para todo x ∈ C. (4.12)

Pelos teoremas 4.1 e 4.2, usando o lema 2.1.1 e (4.2), existe xk+1 ∈ C0 e uk ∈ T(xk+1)

tal que

uk = λk(∇g(xk) −∇g(xk+1)). (4.13)

Segue diretamente de (2.1)(i) que a igualdade abaixo vale para todo y ∈ C

〈∇g(xk) −∇g(xk+1), xk+1 − y〉 = Dg(y, xk) −Dg(y, xk+1) −Dg(x
k+1, xk). (4.14)

Por (4.13) e (4.14), temos

〈uk, xk+1 − y〉 = λk
(
Dg(y, x

k) −Dg(y, x
k+1) −Dg(x

k+1, xk)
)
. (4.15)

Agora tome z ∈ S∗. Por (4.12) e pela monotonicidade de T , encontramos

〈uk, xk+1 − z〉 > 〈v∗, xk+1 − z〉 > 0. (4.16)

Assim (4.11) segue de (4.15) com y = z e de (4.16). Por (4.12) e a não negatividade de

Dg,

Dg(z, x
k+1) 6 Dg(z, x

k) −Dg(x
k+1, xk). (4.17)

e assim, provamos o item (a).

b) Iterando (4.17) obtemos Dg(z, xk) 6 D(z, x0) ∀ k e ∀ z ∈ S∗. Agore �xe algum z ∈ S∗.
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Logo, {xk} está contida no conjunto {x ∈ C;Dg(z, x) 6 Dg(z, x0)}, o qual, por B3, é

limitado. Como {xk} é limitada, a existência de pontos fracos de acumulação segue do

Teorema de Bourbaki-Alouglu.

c) Precisamos provar que

lim
k→∞Dg(xk+1, xk) = 0 (4.18)

Pela desigualdade (4.11) temos que

0 6 Dg(x
k+1, xk) 6 Dg(z, x

k) −Dg(z, x
k+1), (4.19)

para cada z ∈ S∗. Pelo item (a), {Dg(z, xk)} é uma sequência não crescente, limitada inferi-

ormente e por isso convergente. Este fato e (4.19) implicam que limk→∞Dg(xk+1, xk) = 0.

Portanto o item (c) está provado.

d) Agora suponha que {xk} tenha um ponto fraco de acumulação. Primeiro, devemos

observar que cada ponto fraco de acumulação de {xk} está em C. De fato, para cada

conjunto convexo A ⊂ H, temos

A = A
w

(4.20)

onde A
w

denota o fecho fraco de A (para mais detalhes ver[9]). Aplicando (4.20) em

C e observando que C é fechado, temos que C = C
w
. Então, desta forma, cada ponto

fraco de acumulação pertence ao fecho fraco de C. Assim, concluimos que este ponto

fraco de acumulação também pertence a C. Agora seja 	x um ponto fraco de acumulação

e {xkj} ⊂ {xk} tal que

xkj ⇀ 	x.

Da mesma forma que em (a), obtemos de (4.14), para y = 	x e k = kj, que

〈ukj , xkj+1 − 	x〉 = λkj
(
Dg(	x, x

kj) −Dg(	x, x
kj+1) −Dg(x

kj+1, xkj)
)
. (4.21)

Agora vamos usar as condições B4 e B5 para provar que o lado direito de (4.21) tende a

zero quando j→∞. Temos que

d1) {x
kj} é limitada, pelo item (a),

d2) x
kj ⇀ 	x por (4.7),

d3) limk→∞Dg(xkj+1, xkj) = 0 pelo item (b). Então, aplicando B5 para as sequências

{xkj+1} e {xkj}, obtemos

xkj+1 ⇀ 	x. (4.22)
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Vemos que de (4.22), (d2) e (d3) podemos aplicar B4 para as sequências {xkj+1} e {xkj}

para obtermos

lim
j→∞

(
Dg(	x, x

kj+1) −Dg(	x, x
kj)

)
= 0. (4.23)

Como, por (iv), {λk} é limitada superiormente, então, se usarmos (d3) e (4.23) em (4.21),

obtemos

lim
j→∞〈ukj , xkj+1 − 	x〉 = 0. (4.24)

Agora podemos usar a hipótese da pseudomonotonicidade. De fato,

xkj+1 ⇀ 	x e ukj ∈ T(xkj+1) ∀ j (4.25)

A hipótese da pseudomonotonicidade, (4.24) e (4.25) implicam que para cada z ∈ S∗

existe 	u ∈ T(	x) tal que

〈	u, 	x− z〉 6 lim inf
j→∞ 〈ukj , xkj+1 − z〉. (4.26)

Por (4.14) com y = z ∈ S∗, obtemos

〈uk, xk+1 − z〉 = λk
(
Dg(z, x

k) −Dg(z, x
k+1) −Dg(x

k+1, xk)
)
. (4.27)

Por (a) a sequência Dg(z, xk) é decrescente e então o lado direito de (4.27) tende a zero

porque {λk} é limitada superiormente, por (iv). Assim, o limite do lado direito de (4.26)

é zero. Tomando limites em (4.26) com j→∞, temos

〈	u, 	x− z〉 6 0, (4.28)

com 	u ∈ T(	x). Como z ∈ S∗, existe v∗ ∈ T(z) tal que 〈v∗,y − z〉 > 0 para todo y ∈ C.

Além disso, pela monotonicidade de T ,

〈	u, 	x− z〉 > 〈v∗, 	x− z〉 > 0. (4.29)

As desigualdades (4.28) e (4.29) implicam que 〈	u, 	x − z〉 = 0 e assim, provamos o item

(d).

Observamos que a hipótese da pseudomonotonicidade no Teorema (4.3) implica, con-

siderando a de�nição 3.6, que D(T) deve ser fechado e convexo.

Agora, assumimos que a norma em C é compatível e que T é paramonótono em C. Provare-

mos que a sequência gerada pelo APPG é fracamente convergente para a solução do

PDV(T,C).
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Teorema 4.4. Seja T : H ⇒ H monótono maximal. Considere o PDV(T,C), onde C é

um subconjunto convexo e fechado de H. Seja g uma função de Bregman com zona C0,

isto é, satisfaz B1 − B5 e suponha que valem as seguintes condições:

i) D(T) ∩ C0 6= ∅.

ii) S∗ 6= ∅.

iii) T é pseudomonótono de D(T) para H.

iv) λk ∈ (0, 	λ] para algum 	λ > 0.

v) g é zona coerciva, ou g é fronteira coerciva e hT ,C(x) <∞ ∀ x ∈ C ∩D(T).

vi) T é paramonótono em C.

Então a sequência {xk} de�nida por (4.1) e (4.2) é fracamente convergente para uma

solução 	x do PDV(T,C).

Se além disso g é norma compatível então a sequência {xk} tem um único ponto fraco de

acumulação.

Demonstração. Pelo Terema 4.3(b) a sequência {xk} tem pontos fracos de acumulação.

Seja 	x um ponto fraco de acumulação da sequência {xk}. Pelo Teorema 4.3(d), existe

	u ∈ T(	x) tal que

〈	u, x∗ − 	x〉 = 0 ∀ x∗ ∈ S∗. (4.30)

Sendo x∗ uma solução do PDV(T,C), existe u∗ ∈ T(x∗) tal que

〈u∗, x− x∗〉 > 0 ∀ x ∈ C. (4.31)

Em particular para 	x tem-se

〈u∗, 	x− x∗〉 > 0. (4.32)

Pela monotonicidade de T , temos para 	u ∈ T(	x) e u∗ ∈ T(x∗) que

〈	u− u∗, 	x− x∗〉 > 0.

Logo,

0 = 〈	u, 	x− x∗〉 > 〈u∗, 	x− x∗〉 > 0, (4.33)

daí,

〈	u, 	x− x∗〉 > 〈u∗, 	x− x∗〉 = 0, (4.34)

portanto,

〈	u− u∗, 	x− x∗〉 = 0 (4.35)
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com 	u ∈ T(	x) e u∗ ∈ T(x∗).

Pela paramonotonicidade de T , obtemos

	u ∈ T(x∗) e u∗ ∈ T(	x).

Portanto, usando 4.31 e 4.32 temos

〈u∗, x− 	x〉 = 〈u∗, x− x∗〉+ 〈u∗, x∗ − 	x〉 > 0.

Logo 	x é uma solução do PDV(T,C). Como 	x é um ponto fraco de acumulação da sequência

{xk}, concluimos que todos os pontos de {xk} são soluções do PDV(T,C).

Provaremos que se g é norma compatível, então existe somente um ponto de acumulação

fraco. Pelo Teorema 4.3(a), para cada z ∈ S∗ �xo, temos que a sequência βk(z) :=

〈∇g(xk), xk − z〉 − g(z) é decrescente e βk(z) > −g(z) porque Dg(z, xk) > 0. Então a

sequência {βk(z)} é convergente. Suponha que existam dois pontos mínimos diferentes, que

são pontos fracos de acumulação, digamos z1, z2 ∈ S∗. Tome subsequências {xjk} e {xik} de

{xk} tais que xjk ⇀ z1 e x
ik ⇀ z2. Pela convergência das sequências {βk(z1)} e {βk(z2)},

existem l1, l2 ∈ R tais que

lim
k→∞βk(z1) = l1 e lim

k→∞βk(z2) = l2.
Então

lim
k→∞(βk(z1) − βk(z2)) = lim

k→∞〈∇g(xk), z2 − z1〉 = l1 − l2.
Consideremos esta última igualdade para k = jk e depois para k = ik. Subtraindo os

resultados destas expressões após as substituições, obtemos

lim
k→∞〈g(xjk) −∇g(xik), z2 − z1〉 = 0.

Visto que z1 6= z2, esta última igualdade contradiz o fato da norma compatibilidade de

g. Também existe um único ponto de acumulação da sequência {xk} na topologia fraca e

desta forma a sequência inteira converge para ele. Portanto, este limite fraco e a sequência

inteira resolvem o PDV(T,C).

Vamos fechar esta seção mostrando que se o conjunto solução S∗ do PDV(T,C) é vazio

então a sequência {xk} gerada pelo APPG é não limitada inferiormente. Isto signi�ca

que a existência de soluções do PDV(T,C) é condição necessária para a convergência da

sequência {xk}. Mas antes, precizaremos de um resultado preliminar.
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Proposição 4.1. Se V é um conjunto convexo e fechado então o operador normal NV é

pseudomonótno em D(NV).

Demonstração. Tome {xk}, {wk},x0 e y como na de�nição 3.6. Como xk,y ∈ D(NV) = V ,

segue da de�nição de NV que 〈wk, xk − y〉 > 0. Por outro lado, visto que NV(x0) é um

cone positivo, segue que 0 ∈ NV(x0). Tome w0 = 0 para concluir que 〈w0, x0 − y〉 = 0 6

lim infk→∞〈wk, xk − y〉.
Lema 4.3.1. Sob as hipóteses do Teorema 4.3 e assumindo que T é paramonótono em C,

seja {xk} a sequência gerada pelo APPG. Se S∗ = ∅, então {xk} é não limitada.

Demonstração. Suponha que {xk} seja limitada. Assim, existe um conjunto limitado e

convexo B ⊂ H tal que {xk} ⊂ B0. Considere o operador 	T = T + NB, onde NB é o

operador normal associado com B. Relembrando que NB(x) = {0} ∀ x ∈ B0. Seja {	xk} a

sequência gerada pelo APPG para o operador 	T com 	x0 = x0. Provaremos por indução

que xk = 	xk ∀ k.

i) Para k = 0 a a�rmação segue.

ii) Agora, suponha, por hipótese que 	xk = xk

Por (4.2) temos que

0 ∈ T(xk+1) + λk∂xDg(x
k+1, xk) = 	T(xk+1) + λk∂xDg(x

k+1, 	xk)

usando o fato de que T = 	T em B0 e a hipótese de indução. Então xk+1 é uma solução da

equação em y,

0 ∈ 	T(y) + λk∂xDg(y, x
k) (4.36)

Pela monotonicidade estrita do operador 	T(y) + λk∂xDg(·, xk), a solução y de (4.36)

é única. Por (4.1) 	xk+1 é a solução de 0 ∈ 	T(y) + λkDg(y, xk), daí, concluímos que

	xk+1 = xk+1. Desta forma, a etapa de indução está completa.

Vamos veri�car agora as hipóteses do nosso lema para o PDV(	T ,C). Podemos veri�car,

usando o Teorema 3.2 que 	T é monótono maximal. Pelo Teorema 3.1 e pela proposição 3.6

o operador 	T = T + ∂(δB) (ver de�nição é paramonótono e pela proposição 4.1 temos que

NB (ver de�nição 1.11) é pseudomonótono. Deste modo, 	T é a soma de dois operadores

pseudomonótonos, e portanto ele é pseudomonótono, pela proposição 3.8. Finalmente,

veri�caremos que PDV(	T ,C) tem soluções. O conjunto das soluções do PDV(	T ,C) é o

conjunto dos zeros de 	T +NC = T +NB+NC. Note que D(	T +NC) = D(T)∩C∩B ⊂ B.
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Como B é limitado, temos que 	T + NC é sobrejetivo pela proposição 3.5 e portanto

tem zeros. logo, podemos concluir que {	xk}, e portanto {xk} possuem pontos fracos de

acumulação e todos eles são soluções do PDV(	T ,C). Seja x∗ um ponto de acumulação de

{xk}. Segue da de�nição de {xk} que x∗ ∈ B0. Visto que T(x) = 	T(x) ∀ x ∈ B0, obtemos

T(x∗) = 	T(x∗) e então segue de (1) que x∗ também é uma soluçaõ do PDV(T,C) em

contradição com a nossa hipótese. Concluimos, desta forma, que {xk} é não limitada.

Os nossos resultados podem ser resumidos no seguinte teorema:

Teorema 4.5. Assumindo que sejam válidas as hipóteses do Teorema 4.4. Seja {xk} a

sequência gerada pelo APPG. Então

i) {xk} é fracamente convergente se, e somente se, S∗ 6= ∅.

ii) Se S∗ 6= ∅ então o limite fraco x∗ de {xk} pertence a S∗.

iii) Se S∗ = ∅ então {xk} é não limitada.

Demonstração. i) S∗ 6= ∅, então o resultado segue do Teorema 4.4

Se a sequência converge então ela é limitada e segue do lema 4.3 que S∗ 6= ∅.

ii) Segue diretamente do Teorema 4.4.

iii) Segue do lema 4.3.



Apêndice A

Função Indicadora e Função Gap

A.1 Função Indicadora

De�nição A.1. Seja C ⊂ H um conjunto convexo e fechado. A aplicação δC : C →

R ∪ {∞} tal que

δC(x) =

 0, se x ∈ C∞, se x 6∈ C.

é chamada de função indicadora

Proposição A.1. A função indicadora de�nida acima é convexa se, e somente se, C é

um conjunto convexo.

Demonstração. De fato, se x 6∈ V , tem-se δC = ∞. Assim, para todo d ∈ R, tem-se que

d <∞ = δC(x). Logo, (x,d) 6∈ EδC .

Se x ∈ C, tem-se δC(x) = 0. Então, δC(x) 6 d, ∀ d ∈ [0, ,+∞). Portanto, (x,d) ∈ EδC .

Logo, EδC = C× [0,+∞).

Daí, se δC é convexa temos que EδC é convexo. portanto C× [0,+∞) é convexo. Logo, C

é convexo.

Reciprocamente, se C é convexo, temos que EδC é convexo. Logo, δC é convexa.

Se x ∈ C, tem-se δC(x) = 0. Então, δC(x) 6 d, ∀ d ∈ [0,+∞).

Agora vamos calcular o subidiferencial da função Indicadora.

Seja s ∈ ∂f(x), então.

i)Se x 6∈ C, tem-se δC(x) = ∞, daí

δC(y) >∞, ∀ y ∈ H.

47
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O que é um absurdo. Logo, ∂δC(x) = ∅.

ii) Se x ∈ C, tem-se δC(x) = 0, então

δC(y) > 〈s,y− x〉, ∀ y ∈ H.

Daí, considere os dois casos.

1) Se y 6∈ C, obtemos

〈s,y− x〉 6 +∞.

2) Se y ∈ C, tem-se δC(y) = 0, assim

〈s,y− x〉 6 0.

Portanto, por 1) e 2), obtemos

∂δC(x) = {s ∈ H; 〈s,y− x〉 6 0, ∀ y ∈ C}.

Logo,

∂δC(x) =

 {s ∈ H; 〈s,y− x〉 6 0, ∀ y ∈ C}, se x ∈ C

∅, se x 6∈ C

Pela de�nição 1.11 e pelo cálculo do subdiferencial de δC vemos que

NC = ∂δC, (A.1)

ou seja, o operador normal de C, NC : H→ H, é igual ao conjunto dos subgradientes de

δC em x, de forma mais precisa, temos NC = ∅ se x 6∈ C, NC = 0 se x ∈ C0 e que NC(x)

é um cone não vazio.

Como o conjunto

D(T) = {x ∈ H; Tx 6= ∅}

é o domínio do operador monótono maximal T : H ⇒ H. Combinando estes resultados,

temos que

D(NC) = C.

e que NC é um operador monótono maximal.
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A.2 Função Gap

Agora vamos introduzir uma função que será utilizada a seguir.

De�nição A.2. Seja T : H⇒ H um operador monótono maximal e C 6= ∅ um subconjunto

convexo e fechado de H tal que D(T) ∩ C 6= ∅. De�nimos a função

hT ,C : D(T) ∩ C −→ R ∪ {∞}

com

hT ,C := sup
(x,y)∈GC(T)

〈v, x− y〉, (A.2)

onde GC(T) = {(v,y); v ∈ T(y),y ∈ C}, denota o grá�co de T .

A função hT ,C de�nida acima é chamada de função gap

Esta função tem uma propriedade interessante, para a qual descrevemos o seguinte lema:

Lema A.2.1. Sejam T ,C e hT ,C dados pela de�nição acima. Então:

i) hT ,C é convexa em D(T) ∩ C.

ii) hT ,C > 0 em D(T) ∩H.

Demonstração. i) hT ,C é o supremo de uma família de transformações a�ns, que são, em

particular, funções convexas, e o supremo de uma família de funções convexas é sempre

uma função convexa.

ii) Basta tomarmos x = y em (A.2).

Lema A.2.2. Considere hT ,c como em (A.2). Suponha que H seja um espaço de Hilbert

arbitrário e que D(T)∩C0 6= ∅. Então hT ,C tem zeros se, e somente se, S∗ é não vazio e

em tal caso S∗ é precisamente o conjunto dos zeros de hT ,C.

Demonstração. Primeiro iremos veri�car que um zero de hT ,C é uma solução do PDV(T,C).

Por simplicidade denotaremos h = hT ,C. Seja A := T +NC, tal que D(A) = D(T) ∩ C.

Se h(x) = 0, então por (A.2), temos que para cada y ∈ D(T) ∩ C, v ∈ Ty,

〈v, x− y〉 6 0 (A.3)

Por outro lado, se tomarmos w ∈ NC(x), então, para cada y ∈ C ∩D(T),

〈w, x− y〉 6 0, (A.4)
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onde usamos a de�niçao de NC e assumimos que x ∈ C. Adicionando (A.3) e (A.4),

obtemos

〈0− (v+w), x− y〉 > 0, (A.5)

para cada y ∈ D(T)∩C = D(A) e cada v+w ∈ A(y) = T(y) +N+C. Pelo teorema 3.2

segue que A é monótono maximal. De (A.5) segue que

0 ∈ A(x) = T(x) +NC(x), (A.6)

e (A.7) mostra que x ∈ S∗.

Reciprocamente suponha que x ∈ C ∩ S∗. Então, para cada y ∈ C, existe v ∈ Tx com

〈v,y− x〉 > 0. (A.7)

Usando esta última desigualdade e a monotonicidade, temos que para cada w ∈ Ty

〈w,y− x〉 > 0. (A.8)

Segue de (A.8) que

h(x) = sup
(y,w)∈GC(T)

〈w, x− y〉 6 0. (A.9)

A equação (A.9) e o item (ii) do lema A.2.2 implicam que h(x) = 0, como queríamos

mostrar.

Exemplo A.1. Seja C um conjunto convexo fechado e com interior não vazio. Vemos

que a função gap para T = NC é exatamente δC. Realmente, seja x ∈ C = D(T). Então

0 6 hNC,C(x) = sup
(y,v)∈GC(NC)

〈v, x− y〉 6 0,

onde usamos a de�nição de NC na última desigualdade. Assim, hNC(x) = 0 para todo

x ∈ C. Agora seja x 6∈ C. Então, como C0 6= ∅, existe um hiperplano suporte não trivial

dado para cada α 6= 0 tal que

A) 〈a,y− y0〉 6 0 para todo y ∈ C e

B) 〈a, x− y0〉 > 0. De (A) concluimos que λa ∈ NC(y0) para todo λ > 0. Então

hNC,C(x) = sup
(y,v)∈GC(NC)

〈v, x− y〉 > λ〈a, x− y0〉.

Usando (B) e fazendo λ → ∞ concluimos que hNC,C(x) = ∞ para x 6∈ C. Portanto,

temos h = δC.
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