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Resumo

Consideramos o Algoritmo o Ponto Proximal Generalizado APPG para resolver Proble-
mas de Desigualdade Variacional PDV(T,C) relativo ao operador mono6tono maximal T
no conjunto C. Ele difere do Algoritmo do Ponto Proximal APP no uso de distancias
de Bregman generalizadas onde a distancia euclidiana ¢ substituida por esta "distan-
cia". Esta "distancia'faz com que a sequéncia gerada pelo APPG esteja bem definida,
isto é, cada iterada existe e é tinica e permanece no interior do conjunto vidvel. Sob
hipoteses adequadas aplicadas & distancia de Bregman e nos operadores monétonos max-
imais, provaremos que a sequéncia converge fracamente se, e somente se, o PDV(T,C)

tem solugoes, neste caso o limite fraco ¢ uma solug¢ao. Se o problema nao tem solucoes a

sequéncia é nao limitada.



Abstract

We consider the Generalized Proximal Point Algorithm (GPPA) for solving Variational
Inequality Problems VIP(T,C) for a maximal monotone operator T an a set C. Tt differs
from the Proximal Point Algorithm (PPA) in the use of generalized Bregman distances
in dead of Euclidean distance. This "distance" allows us to prove that the sequence
generated by the GPPA is well defined, i.e. each iterate exists, is unique and remains
inside the feasible set. Under appropriate assumptions a the Bregman distance ad as
the monotone operator T we prove that the sequence converges weakly if and only if,
the VIP(T,C) has solutions. In this case, the weak aculation point is a solution. If the

problem has no solution the sequence is unbounded.
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Introducao

Nosso principal objetivo neste trabalho é estudar Algoritmos de Pontos Proximais em
espacos de Hilbert para resolver o Problema de Desigualdade Variacional, o qual consiste

em determinar x € C tal que existe u € T(x) satisfazendo
(u,x—x) >0, VxeC, (1)

onde C é um subconjunto convexo e fechado de um espaco de Hilbert He T: H = H é um
operador monétono maximal. Denotamos por $* o conjunto das solugoes do Problema
de Desigualdade Variacional relativo ao operador T no conjunto C e por simplicidade, a
partir de agora, dizemos que S* é o conjunto solu¢ao do PDV(T,C).

O Algoritmo do Ponto Proximal APP, é basicamente o método das aproximagoes suces-
sivas para determinar zeros de operadores monétonos maximais em espacos de Hilbert,
o qual gera uma sequéncia {x¥} C H da seguinte forma: comecamos com qualquer ele-

k+1) onde

mento x° € H e, dado x¥, o elemento x**! é tomado de tal forma que 0 € T (x
Te(x) = T(x) 4+ A(x — x¥) e A € (0,A) para algum A > 0.

Mostra-se que a sequéncia {x*} converge fracamente para um zero de T, desde que o con-
junto dos zeros seja nao vazio.

Como podemos observar o APP é usado para resolver o problema de determinar zeros
de operadores mono6tonos maximais, o qual chamamos de problema "irrestrito'"associado
a operadores monotonos maximais. Neste trabalho vamos mostrar um algoritmo semel-
hante ao APP com todas as suas vantagens, mas adequado ao problema restrito, ou seja,
o PDV(T,C). No método do Ponto Proximal cada subproblema envolve uma distancia
quadratica. Mas no algoritmo que vamos considerar, esta distancia quadratica é substi-
tuida por uma distancia adaptada ao conjunto C, chamada distancia de Bregman D.
Esta distancia sera definida apenas na restrigao ao conjunto C, de tal forma que a distan-

cia entre as iteradas consecutivas vai para "zero"e a sequéncia gerada pelo APPG converge

fracamente para a solucao do problema. Quando S* = () a sequéncia gerada pelo APPG
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Sumario 2

é nao limitada.

Mas antes de mostrarmos o APPG faremos uma breve revisao sobre alguns resultados
basicos que serao de grande importancia para alcangarmos nosso objetivo.

Como vamos trabalhar em espagos de Hilbert comecamos, no primeiro capitulo, com algu-
mas nocgoes sobre convergéncia fraca e forte e enunciamos, sem demonstracao, o Teorema
de Bourbaki-Alaouglu, o qual serd importante para mostrarmos que a sequéncia gerada
pelo APPG tem pontos de acumulagao. Mostraremos também alguns resultados sobre
otimizacao convexa onde definimos conjuntos convexos, fun¢oes convexas e o subdiferen-
cial de funcoes convexas, conceitos bastante utilizados no decorrer de nosso trabalho. J&
no segundo capitulo introduzimos as nocoes de funcao e distancia de Bregman, como ja
comentamos acima. Neste capitulo vamos mostrar que a distancia de Bregman é estri-
tamente convexa e que o seu subdiferencial é vazio para um elemento x ¢ S e é igual a
Vg(x) — Vg(y) para x € S, onde S é um subconjunto aberto convexo de H e é chamado
de zona da funcao de Bregman g a qual esta associada com a distancia de Bregman.

No capitulo seguinte trataremos dos operadores monétonos, mondétonos maximais, para-
monoétonos e pseudomondtonos. Demonstraremos alguns resultados e outros apenas enun-
ciaremos sem demonstracao para nao perdermos o foco do nosso objetivo, que é de tra-
balhar o APPG. No quarto capitulo definiremos o APPG e apresentaremos os principais
resultados de existéncia e de convergéncia do APPG. Deixamos como apéndice o 1l-
timo capitulo do nosso trabalho onde definimos a funcao indicadora e a funcao gap que
relacionadas com alguns resultados de existéncia e de convergéncia tratado sno capitulo

anterior.



Capitulo 1

Nocoes Preliminares

Neste capitulo, apresentaremos algumas ferramentas e notagoes que serao utilizadas nos
demais capitulos desta dissertacao.

Serao introduzidos conceitos matematicos basicos, como noc¢oes de conjuntos convexos
e de funcoes convexas, sendo muito importantes em otimizacao, pois estao relacionados
com o conceito de minimo global. Introduzimos também o conceito de convergéncia
fraca, que sera de fundamental importancia nesse trabalho, principalmente para garantir
a convergéncia da sequéncia gerada pelo Algoritmo do Ponto Proximal para espacos de

Hilbert.

1.1 Elementos de Analise Funcional

sejam X, Y dois espacos lineares normados. Suponha que exista uma aplicacao bijetiva de
X em Y. Entao dizemos que que X e Y sao linearmente isomorficos e T é um isomorfismo
linear.

Considere agora o conjugado de X*, que serd denotado por X**. Para cada x € X cor-
responde um elemento X € X** tal que X(x*) = x*(x) V x* € X*. Escrevemos ¥ = kx e

chamamos k a imersdo natural de X em X**. Escrevemos também X = k(X).
Definicao 1.1. Um espaco de Bannach € reflexivo quando k(X) = X**,

Nosso trabalho vai ser realizado em espacos de Hilbert H, que sao, em particular
espacos de Bannach com a norma usual || - ||. Abaixo mostraremos alguns resultados em

espacos de Hilbert. Comecaremos com as nogoes de convergéncia forte e fraca.
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Definigao 1.2. Uma sequéncia {x*} C H € fortemente convergente para x € H (x* — x)
se, e somente se,

0= lim |[x* —x|* = lim (x* —x,x* —x).
k—o0 k—o00
A topologia forte é também conhecida como topologia da norma.

Definigao 1.3. Uma sequéncia {x*} C H € fracamente convergente para x € H (x* — x)
se, e somente se,

0= lim (x* —x,y) Vy € H.

k=00
A convergéncia forte x¥ — x implica trivialmente a convergéncia fraca x* — x. De

fato, dado € > 0, seja ng € N tal que [[x* —x|| < WSH Entao, por (cauchy-Schwarz) temos
que [(x* —x,y)| < [Ix* = x[l[lyll < e ¥V k > n,.
Mas a reciproca da afirmagao acima nao é verdadeira, pois seja

0 00

H=1={x={"; ) (x)?<oo}com (x,y) =) x*y*

k=1 k=1
Tome {e*} C H com ek = &y, (delta de Kronecker). Entao e* — 0 pois limy_,,(e* —
0,y) = limy_00(e*,y) = limx 0 y* = 0, onde usamos o fato de que > ;- (y*)? < oo.
Note que ||e¥]| = 1 V k e para todo k # j temos que (e*,el) = 0 e [le* — &I|| = V2.
Dai, temos que a sequéncia {e¥} é fracamente convergente para zero mas nao é fortemente
convergente.
Com base nas defini¢oes acima, dizemos que um conjunto C C H é chamado fracamente
sequencialmente compacto se toda sequéncia {x*} C C contém uma susequ encia que

converge fracamente para um ponto de C. E que o conjunto C C H é fracamente fechado

se o limite fraco de toda sequéncia {x*} C C fracamente convergente também estd em C.

Corolario 1.1.1. Todo espaco de Hilbert H ¢é reflexivo. Em particular, um conjunto em

H ¢ fracamente compacto se, e somente se, ele ¢ fracamente fechado.
Demonstracao. Ver [10]. O

Temos ainda que a bola unitaria, em um espaco de Hilbert, é fracamente compacta.

Com base nesse resultado temos o seguinte teorema:

Teorema 1.1. (Bourbaki-Alaoglu). Se {x*} C H ¢ limitada entdo {x*} tem uma subse-

quéncia fracamente convergente.

Demonstracao. Ver [10]. O
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1.2 Existéncia de Solucoes

Sejam dados um conjunto C C H, onde H é um espaco de Hilbert, e uma funcao f : C — R.

O problema de achar um minimizador de f no conjunto C seré escrito como
minf(x) sujeito a x € Ck (1.1)

O conjunto C serd chamado de conjunto vidvel do problema e f sera chamada funcao

objetivo.

Definicao 1.4. Dizemos que um ponto x € C é

(i) minimizador global de (1.1), se

flx) <f(x) VxeC (1.2)

(11) minimizador local de (1.1) se existe uma vizihanga V de x tal que

flx) <f(x) VxeCnV. (1.3)

Se para todo x # x a desigualdade (1.2) ou (1.3) € estrita, dizemos que X serd chamado

minimizador estrito (global ou local respectivamente).

Antes de mostrarmos alguns resultados sobre a exiténcia de pontos de minimo de uma
funcao, apresentaremos algumas defini¢coes que serdao importantes na demonstragao dos

resultados.

Definicao 1.5. Dizemos que uma funcao f : C — R € coerciva no conjunto C quando

k

para toda sequéncia {x*} C C e |[x¥]| = oo ou x* — x € C, quando k — oo, tem-se

lim supy_, ., f(x*) = 0.

Outra definicao bastante utilizada em nosso trabalho é o de semicontinuidade inferior.

Vejamos a defini¢ao:

Definicao 1.6. Dizemos que a funcao f: C — R € fracamente semicontinua inferiormente
no ponto x € C C H, quando para qualquer sequéncia {x*} C H tal que x* — x quando

(k — o0), tem-se
lim infy_,o f(x*) = f(x).

Dizemos que T € fracamente semicontinua superiormente quando, nas mesmas condigoes,
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lim supy_, o, f(x*) < f(x).

A funcao f € fracamente semicontinua inferiormente (superiormente) no conjunto C,

quando ela € fracamente semicontinua inferiormente (superiormente) em todos os pontos

de C.

Teorema 1.2. . Sejam H um espaco de Hilbert, C C H um conjunto fracamente compacto
e nao vazio e f: C — R uma fun¢ao fracamente semicontinua inferiormente.

Entao, o problema de minimizar f em C tem uma solucao global, ou seja f € limitada
inferiormente e existe x° € C tal que

f(x°) = inf f(x).

xeC

Demonstragdao. Podemos escrever C = U_, f~1(—n, 00). Como cada f~!(—n, co) é aberto

e C é fracamente compacto, entao

para algum ny € N, logo f(x) > —ny para todo x € C, de onde concluimos que f é
limitada inferiormente.

Seja ¢ = infyec f(x) > —o0, ou seja, ¢ < f(x) V x € C. Pela definicao de infimo, existe
uma sequéncia {x*} C C tal que ¢ = limx_,o f(x*). Como C & fracamente compacto,
segue-se que a sequéncia {x*} é limitada. Logo ela possui uma subsequéncia x* fracamente
convergente para um ponto x’ € C tal que ¢ = limy_,o f(x*) > f(x"). Portanto f(x’) =

C. OJ

Teorema 1.3. Sejam H um espaco de Hilbert e f : H — R wma funcao fracamente
semicontinua inferiormente e coerciva em H. FEntao, o problema de minimizar f em H

possui uma solucao global.

Demonstracao. Pela coercividade de f, escolhemos R > 0 tal que f(x) > f(0) para todo
x € H com ||x|| > R. Uma vez que a bola fechada Br(0) é fracamente compacta e,

pela hipotese de f ser fracamente semicontinua inferiormente, a restricao f : Bg(0) — R
também é semicontinua inferiormente, segue do Teorema 1.2 acima que existe um ponto

x" € Bgr(0) tal que f(x°) = infycn f(x), pela escolha de R. O

Uma consequéncia do Teorema 1.3 é mostrada abaixo.
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Teorema 1.4. Sejam C um subconjunto convexo e fracamente fechado de um espaco de
Hilbert H e f : H — R uma funcao fracamente semicontinua inferiormente e coerciva.

Entao existe x € C tal que f(x) = inf,cc f(x).

Definicao 1.7. O conjunto de nivel da funcdo f: C — R associado a ¢ € R, é o conjunto

dado por
Lic(c) ={x € C; f(x) <c}

Corolario 1.2.1. Sejam C C H e f: C — R continua no conjunto C. Suponhamos que
eriste ¢ € R tal que o conjunto de nivel Lic(c) seja ndo vazio e compacto.

Entao o problema (1.1) admite uma solucao global.

1.3 Conjuntos Convexos

Um conjunto convexo se caracteriza por conter todos os segmentos cujos extremos sao

pontos do conjunto.

Definicao 1.8. Um conjunto C C H € convezro se o segmento de reta que liga quaisquer
dois pontos de C também pertencer a C. Equivalentemente, o conjunto C C H € convezo

se, e somente se, para todo x,y € Ceax € R com 0 < & < 1 tem-se
ax+ (1 —a)y € C.

. Kk ;
Um ponto da forma x1x1 + ...+ Xy, o =0, 1=1,...,k, com ) ., =1 € chamado de
combinacao convera dos pontos Xi, ..., Xk.

Em particular, ox + (1 — &)y € uma combinacao convera de C.

Alguns exemplos importantes de conjuntos convexos sao os subespacos de H, os semi-
espacos de H, isto é , os conjuntos da forma {x € H; (a,x) < clondea e Hec R e os

hiperplanos em H, ou seja os conjuntos {x € H;(a,x) =c}com a € Hc € R.

Teorema 1.5. Um conjunto C C H € convezo se, e somente se, para quaisquer p € N,
xteCeael0,1],i=1,..,p, tais que Y |, o =1, a combinagio convera y_|_| oux" €

C.

Demonstracao. (=) Suponha que C C H seja convexo. A prova é feita por indugao sobre

peN
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p p
Dados p € N, x' € C e o € [0,1] tais que Z «; = 1. Defina x = Z o xt

i=1 i=1
i)Sep=1tem-=seque ; =1 ex=1x' € C.

ii) Suponha agora que vale para p = n. Mostraremos que vale para p =n + 1.

n+1
De fato, temos Z x; =1, entao 1 — Z o = Kpiil-
i=1 i=1

Se 1 =1, temos que o =0,Vi=1,...,n
P

Logo, x = Z 0.x" 4+ 1.x™" =x""t e C.
i1
Se ot y1 € [0,1). Temos, (1 — o y1) > 0. Logo,

n+1

n
X = Z ouxt = Z oixt + O x™T (1 — &nit) Z Aol x + ot XML (1.4)
i=1

Tome y = Zﬁlx onde B; = —3— 1=1,...,n.

1— any1
i=1

Como Z oy =1, tem-se 1 — 1 = Z oy, entao

1 . 1
D Bi= iy i (l an) =1

i=1 i=1 %n+1
Portanto, por hipotese de indugao y € C.
Dai, substituindo y em (1.4), obtemos

x=(1— oni1)y + xnax™"

n+1 P
Segue da convexidade de C que x = Z xx' € C Logo, x = Zocixi e CVrpe

i=1 i=1
. P
N, com x' € C e «; € [0, 1] tais que Zoq =1.

i=1

p p
(<) Suponha que Z ax' € C,VpeNcomx'eCea€l0,1] tais que Z o = 1.
i=1 i=1
Entao, para p = 2, temos que

2
Z oxt = oux! 4+ apx? € C, comx!,x* € C e ay, &y € [0,1], tal que oy + g = 1.
i1

Assim, &) =1 — ap, logo (1 — ag)x! + oox? = o x! + aex? € C.
Portanto, pela definicao 1.8, C é um conjunto convexo.

O

Proposigao 1.1. Sejam C; C H, j € I, conjuntos convexos, onde 1 é um conjunto de

indices. Entao C = Nje1Cj € um conjunto convezxo.
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Demonstragao. Sejam x,y € C. Como C ¢é a intersecao dos conjuntos Cj e x,y € C,
temos que x,y € Cj para todo j € I. Como Cj é convexo para todo j € I, entao para
o € [0,1], tem-se ax + (1 — &)y € Cj, para todo j € I, portanto, ax + (1 — )y € C, logo

C é convexo. n
Proposicao 1.2. Seja C um conjunto convezo. Entio C e C° sdo conjuntos convezos.

Demonstracio. Sejam x,y € C e « € [0,1]. Entdo existem sequéncias {x*}hcen € {y*hen
tais que limg_,ox* = x e limg_0y* = y. Pela convexidade de C temos que ax* +
(1 — a)y* € C, para todo k € R. Logo, ax + (1 — a)y € C, pois ox + (1 — x)y =
limy o0 lox® 4 (1 — &)y*]. Assim, ax + (1 — «)y € C. Portanto, C é convexo.

Sejam agorax,y € C°. Entao existem ¢; > 0 e g, > 0 tais que B(x, &;) C CeB(y, &) C C.
Considerando ¢ = min{eq, €5}, tem-se que B(x,e) C C e By, e) C C. Para monstrar que
ox + (1 — ay) € CY, basta verificar que B(ox + (1 — «)y, ¢) C C.

De fato,

seja z € Bloax+ (1 — )y, ¢e). Entao [[z—ax — (1 — )yl <e. Se q=z—ax— (1 — o)y,
temos que z=ox+ (1 —aJy+qellqll<e Logo,z=ox+aq+(1—x)y+q—aq =
a(x+q)+ (1—a)(y+q). Como [x+q—x|=]lqll < ¢, temos que x+ q € B(x,¢) C C,
da mesma forma, [[y+q—yll = |ql| < ¢, entdo y + q € B(y, ¢) C C. Pela convexidade de
Cz=alx+qg)+(1—a)(y+q) € C. Assim, z € C e tem-se B(ax + (1 — x)y,e) C C.

Logo, ax + (1 — «)y € C°. Portanto, CY é convexo. O

Definicao 1.9. Seja C C H um conjunto qualquer. O fecho convexo de C, denotado
por conv (C), é o menor conjunto convero em H que contém C (ou, equivalentemente, a

intersecao de todos os conjuntos convexos de H que contém C).

Como se trata de uma intersecao de conjuntos convexos, temos, pela Proposicao 1.1,
que conv (C) & um conjunto convexo para qualquer C € H. Além disso, se C é um

conjunto convexo, entao conv (C)=C.

Definicao 1.10. Um conjunto K C H chama-se cone quando
deK=tdeK,Vt>0.

Em adicao, se K € convero entao K € um cone convezo.

Intuitivamente um cone é um conjunto de direcoes.
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Defini¢ao 1.11. Sejam C C H um conjunto convexo e x € C. O cone normal (cone de

diregoes normais) no ponto x em relagao ao conjunto C € dado por

{deH;(d,x—x) <0VxeC}, se xeC
0, se x¢&C

N¢ =

Outra definicao importante em Otimizagao é a de cone dual, que daremos a seguir.

Definicao 1.12. O cone dual de um cone K C H € definido por
K'={yeH; (yd)<0vd €k}

Defini¢ao 1.13. (Direcao Tangente) Dizemos que d € H é uma direcio tangente em

relagao ao conjunto C no ponto x € C quando
dist(x +td,C) =o(t), t > 0.

Denotamos por Tc(x) o cone de todas as diregoes tangentes ao conjunto C no ponto X ou

sitmplesmente cone tangente.
Proposicao 1.3. Seja ) # K C H um cone qualquer. Tem-se que
(K*)* = conv (K).

Em particular, se K é convezxo e fechado, entao K = (K*)*.

Portanto, se ) # C C H é um conjunto convero, tem-se que

(Ne(x))" = ((Te(x))*)* = Te(x).

1.4 Funcoes Convexas

Definicao 1.14. Se C C H ¢ um conjunto convexo nao vazio, diz-se que a funcdo f :

C = RU{oo} € convexa em C quando para quaisquer x,y € C e « € [0,1] tem-se
flax + (1 —a)y) < «f(x) + (1 — o) f(y)

A funcao f diz-se estritamente convexa quando a desigualdade acima € estrita para todo

x#yeaxe(0,1).

A funcao f diz-se fortemente convexa com modulo y > 0 quando para qualquer x,y € C

e « € [0,1] tem-se



Capitulo 1. Nocgoes Preliminares 11

flox + (1 — o) f(y)) < af(x) + (1 — o) f(y) — yex(l — o) llx — ylP?

E 6bvio que uma funcao fortemente convexa é estritamente convexa, e uma funcio estri-
tamente convexa ¢ convexa. A funcdo f: R — R tal que f(x) = x2, é um exemplo de uma
funcao fortemente convexa. A funcao f: R — R, definida por f(x) = e~ é estritamente
(mas nao fortemente) convexa. Ja a funcdo f: R — R, tal que f(x) = x é convexa (mas

ndo ¢ estritamente convexa).

Definicao 1.15. O conjunto D(f) ={x € H;f(x) < oo} € chamado de dominio efetivo de

f . Jd o conjunto

Er ={(x,c) € CxR;f(x) < c}
¢ chamado de epigrado da funcao f.
A funcao f é chamada de prépria quando D(f) # ().

Definicao 1.16. Uma funcdo f: H — RU{oo} € chamada fechada quando seu epigrafo é

fechado em H X R ou equivalentemente se seus conjuntos de niveis sao fechados.

Podemos relacionar a convexidade de conjuntos e fungoes através do teorema que se

segue.

Teorema 1.6. Seja C C H um conjunto convexo. Uma funcao f: C — RU{oo} € convexa

em C se, e somente se, o epigrafo de f é um subconjunto convero de H x R

Demonstra¢ao. Primeiramente suponhamos que o epigrafo de f (E¢) seja convexo. Agora,
sejam x,y € C quaiquer. Claramente, (x,f(x)) € Ef e (y,f(y)) € E¢. Pela convexidade

do epigrafo de f (E¢), para todo o € [0.1], temos que
(x4 (1 — o)y, af(x) + (1 — o) f(y) = x(x, f(x)) + (1 — «)(y, f(y)) € E.
Pela definicao do epigrafo, isto é equivalente a dizer que
flox + (1 — «)y) < «f(x) 4 (1 — Jf(y),

ou seja, f é convexa.
(<) Suponhamos agora que f seja convexa. Sejam (x,ci) € Ef e (y,ca) € Ef. Como

f(x) < c1 e f(y) < cq, pela convexidade de f, para todo « € [0, 1] tem-se

flax+ (1 —a)y) < of(x) + (1 — a)f(y)

< acp + (1 —oey,
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0 que significa que
o(x,c1) + (1 — )y, c2) = (ox + (1 — )y, ey + (1 — aJea) € Ey,

ou seja, o epigrado de f (E¢) é convexo. O

Pelo teorema 1.6 podemos definir a classe de fungoes convexas como as fungoes cujos
epigrafos sao convexos.
Dizemos que

min f(x) sujeito ax € C (1.5)

¢ um problema de minimizacao convexo quando C € H é convexo e f: C — RU{oo} é
uma funcao convexa em C. A convexidade é extremamente importante pois ela garante
que o minimizador local do problema (1.5) é na verdade um minimizador global, como

pode ser visto no teorema seguinte.

Teorema 1.7. Sejam C C H um conjunto convero e f: C — R uma funcdo convexa em
C.

Entao todo minimizador local do problema (1.5), caso exista, é global. Além disso o
conjunto dos minimizadores € convexo.

Se f € estritamente convexa, o minimizador, caso erista, € unico.

Demonstracao. Suponhamos que x* € C seja um minimizador local que nao é global.
Entao existe y € C tal que f(y) < f(x*).

Definamos x(a) = oy + (1 — a)x*. Pela convexidade de f, para todo « € (0, 1], tem-se

fix(«)) < of(y) + (1 —)f(x7)
= f(x") + «(fly) —f(x"))

< f(x*).

Tomando « > 0 suficientemente pequeno, podemos garantir que o ponto x(«) é arbitrari-
amente proximo ao ponto x*, e ainda tem-se que f(x(a)) < f(x*) e x € C. Isto contradiz
o fato de que x* é minimizador local do problema (1.5). Portanto qualquer solugao local
deve ser global.

Sejam S C C o conjunto dos minimizadores (globais) e v* € R o valor 6timo do problema

( f(x*) = v* V¥V x* € S). Para quaisquer x,x* € S e a € [0,1], pela convexidade de f
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obtemos

floox + (1 —a)x™) < of(x) + (1 — o) f(x™)

= av'+ (1 —a)v*

o que implica que de fato f(ox + (1 — )x*) = v* e, portanto, ax + (1 — «)x* € S.

Acabamos de mostrar que que S é convexo.

Suponhamos agora que f seja estritamente convexa e que existam x,x* € S, x # x*. Seja
€ (0,1). Como x e x* s20 minimizadores globais e ax+ (1 —a)x* € C, pela convexidade

de C segue-se

flox + (1 — a)x™) > f(x) = f(x*) =v*.

No entanto, pela convexidade estrita,

flax + (1 —a)x*) < of(x) + (1 — a)f(x¥)
= av' 4 (1 —x)v",

= Vv (1.6)
o que resulta em contradi¢ao. Concluimos que neste caso o minimizador ¢ tinico. O

Definicao 1.17. Uma aplicacao f é Gateaux diferencidvel em x se existe um elemento

em H, que chamaremos de V{(x), tal que para todo d € H

. fx+od) — f(x)
lim

x—0 X

= (d, Vf(x)). (1.7)

Vf(x) € unicamente determinado por (1.7). Ele é chamado de derivada de Gateauz de f
em x. A expressao do lado esquerdo de (1.7) é chamado de derivada direcional de f em x

na direcao de d e é denotada por f'(x, d).
Se Vf(x) existe, entdo, por (1.7) f'(x, d) existe para cada d € H, e
'(x,d) = (d, VF(x)).

Mas a existéncia da derivada direcional de f em x nao implica na diferenciabilidade de
Gateux de f em x. Com esta tltima igualdade podemos observar que f'(x, ) : H — R,

quando existe, é linear e continua.



Capitulo 1. Nocgoes Preliminares 14

Teorema 1.8. (Caracterizacio de Fungoes Convezas Diferencidveis). Sejam C C H
um conjunto convero e aberto e f: C — R uma funcao diferencidvel em C. Entao, as
propriedades sequintes sao equivalentes:

a) A fungao f € convexa em C;

b) para todo x € C e todoy € C,

fly) = f(x) + (VI(x),y —x)

¢) Para todo x € C e todoy € C,
(Vf(y) — Vf(x),y —x) > 0.

Demonstracao. Inicialmente mostraremos que (a) = (b) = (c).

Seja f convexa. Para x,y € Ce « € (0, 1] quaisquer, definindo d =y — x, temos que
fix + ad) = flay + (1 — a)x) < af(y) + (1 — o) f(x),

donde
x(f(y) —f(x)) > f(x + ad) — f(x).

Dividindo os dois membros da desigualdade acima por o > 0, e passando ao limite quando

« — 0., obtemos

fy) — 00 > lim VT ) a) = (V)Y — )

ax—04 0.4

ou seja, f(y)—f(x) > (VFf(x),y—x), portanto f(y) > f(x) + (Vf(x),y —x), e desta forma
obtemos (b).

Trocando agora o papel de x e y no item (b), temos
fx) = fly) + (VIly),x —y).

Somando esta desigualdade com a de (b), imediatamente obtemos (c).
Mostraremos agora que (¢) = (b) = (a).

Sejam x,y € C. Pelo Teorema do Valor Médio, existe & € (0, 1) tal que

fly) — f(x) = (VFlx + aly —x)),y —x). (1.8)



Capitulo 1. Nocoes Preliminares 15

Usando (c) para os pontos (x + a(y —x)) e x, obtemos

(Vix+ oy —x),y—x) = o« (VFfx+ a(y—x)), «(y —x))
> o H{f(x), aly — x))
= <Vf(x)79_x>

Combinando esta desigualdade com (1.8), obtemos (b). Definindo novamente d =y — x,

temos

fix) > f(x+ ad) — (Vf(x+ «d),d),

fly) > f(x+ad) + (1 — a)(VF(x + «d), d),

onde usamos (b) para os pontos x e x + ad; y e x + «d, respectivamente. Multiplicando

a primeira desigualdade por 1 — & > 0 e a segunda por « > 0, e somando, obtemos

(1 —a)f(x) +afly) = (1—oa)(f(x+ ad) — (VF(x+ ad),d))
+a(f(x + ad) + (1 — o) (f(x + ad), d))
= f(x+ «ad)

= f((1—a)x+ ay),

o que mostra que f é convexa.

Lema 1.4.1. Seja f: H — R uma funcao diferencidvel no ponto x € H. Entdo:
(a) Para todo d € D(f(x)), tem-se (Vf(x),d) < 0.
(b) Se d € H satisfaz (VFf(x),d) <0, tem-se que d € D(f(x)).

Onde D(f(x)) = {x € H; f(x) < oo} denota o dominio efetivo da funcao f no ponto x.
Demonstracao. Seja d € D(f(x)). Para todo t > 0 suficientemente pequeno,
0 > f(x +td) — f(x) = t((Vf(x),d) + o(t)/t).

Dividindo os dois lados da desigualdade acima por t > 0 e passando ao limite quando
t — 0., obtemos (Vf(x),d) < 0, o que prova o item (a).

Suponhamos agora que (Vf(x), d) < 0. Temos que

f(x + td) — f(x) = t((VF(x), d) + o(t)/t).
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Em particular, para todo t > 0 suficientemente pequeno pequeno, temos
(VF(X), d) + o(t)/t < (VF(X),d)/2 <0,
o que implica que f(x +td) — f(x) < 0, isto ¢ d € D(f(x)). ]

Proposicao 1.4. Uma funcao, f : H — R, convera e semicontinua inferiormente é

fracamente semicontinua inferiormente, ou seja,

liminf f(x*) > f(x) V x € H. (1.9)

xk—x
Demonstracao. Como f é convexa e semicontinua inferiormente, o E¢ é convexo e fechado.
Dai, E; é fracamente fechado em H x R. A topologia em H x R é a topologia do produto
H x R determinada pela topologia fraca em H e pela topologia usual em R. Assim f é

fracamente semicontinua inferiormente. ]
A proposicao 1.4 nos leva ao seguinte resultado:

Proposicao 1.5. Sejam H um espaco de Hilbert e f : H — R U {oo} uma func¢ao convera
e semicontinua inferiormente. Se C C H € fechado, convezo e limitado com D(f)NC # (),

entao f atinge um infimo em C.

Demonstracao. Como todo espago de Hilbert é reflexivo, entao todo subconjunto limi-
tado e fracamente fechado é sequencialmente fracamente relativamente compacto e pelo
Teorema de Weierstrass, toda funcao fracamente semicontinua inferiormente atinge um

infimo. E assim, provamos a proposicao. ]

Corolario 1.4.1. Sejam H um espaco de Hilbert e f: H — R U{oo} uma fun¢io conveza

semicontinua inferiormente tal que

lim f(x) = oo. (1.10)

[Ix]|—o00

Entao f atinge um minimo em H.

Demonstragao. Pela condigao (1.10) vemos que inf{f(x);x € H} > —oo e que para algum
R > 0 temos
inf{f(x);x € H} = inf{f(x); [|x|| < R}

Entao aplicamos a proposi¢ao 1.5 para concluirmos que f atinge seu infimo em {x; ||x|| < R}

e portanto em H. O
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1.5 Subdiferencial de funcoes convexas

Nesta secao trbalharemos uma ferramenta fudamental em Problemas de Analise Convexa,

que é o conceito de subdiferencial de uma funcao convexa.

Definigao 1.18. Seja f : H — RU{oo} uma funcao convexa e semicontinua inferiormente
e Xg € D(f)

a)y € H € o subgradiente de f em xg se

f(x) > f(xo) + (y,x —x¢) ¥V x € H.

b) O conjunto de todos os subgradientes de f em xo € chamado de subdiferencial de f em
Xo. Este conjunto é denotado por 0f(xg). Se x € D(f), definimos 0f(x) = ().

¢) O dominio de Of é o conjunto
D(0f) ={x € H;0f(x) # 0}.

O subgradiente define uma aproximacao linear de f cujo grafico fica abaixo do grafico

de f e cujo valor coincide com f no ponto x.

Teorema 1.9. (O subdiferencial de uma fun¢do convexra) Seja f: H — R U {co} uma
fungao convexa e continua. Entdo para todo x € H, o conjunto 0f(x) € convexo, compacto

e nao vazio. Além disso, para todo d € H, tem-se

f'(x,d) = sup{(y, d);y € of(x)}. (1.11)
Demonstracao. Ver [13] O

Proposicao 1.6. Uma funcao f: H — R convezxa é Gateaux diferencidvel no pontox € H

se, e somente se, o conjunto 0f(x) contém um unico elemento. Neste caso, 0f(x) =

{VE(x)})

Demonstracao. Seja f diferenciavel no ponto x € H. Pelo Teorema 1.8,
f(z) > f(x) + (Vf(x),z—x) VzeH,

isto é, Vf(x) € 0f(x). No Teorema 1.8 aparece a hipotese de que f é diferenciavel em todos

os pontos, mas para a desigualdade usada aqui é suficiente considerarmos a desigualdade
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somente no ponto x.

Seja agora y € 0f(x). para todo d € H,

f(x) +(y, d) < f(x + d) = f(x) + (VF(x), d) + o(l[d]]).

Logo,
(y - Vi(x), d) < oldl).
Dai,
(9= Vi), 0) < 2l

Tomando limite quando d — 0, temos
(y—Vf(x),d)<0VdeH
em particular para d =y — Vf(x), logo
(y— Vf(x),y — Vf(x)) <0

0 que é possivel somente quando y — Vf(x) = 0. Desta forma concluimos que 0f(x) =

{Vf(x)}
Agora seja 0f(x) = {y}. Pelo Teorema 1.8 temos que

of(x)
od

= (y,d)VdeH,

Escolhendo d como sendo os elementos da base candnica de H, podemos observar que

y; = 0f(x)/0xq, V1 € N. Temos que ag_(;c) é uma funcao linear em d, o que implica que f

é diferenciavel em x. O

Teorema 1.10. Sejam f e g funcoes convexas, semicontinuas inferiormente e proprias

em H tais que (D(f))° N D(g) # 0. Entdo
o(f+ g) = of +9g.

Demonstra¢ao. A inclusdao of + 9g C 9(f 4+ g) é imediata, entdo basta provarmos que
0(f+g) C 9f+0g. Sejax’ € D(0f)ND(dg) ew € d(f+g)(x°) um ponto arbitrario, porém
fixo. Vamos mostrar que w = w; + wy onde w; € 0f(x%) e wy € 9g(x°). Sem perda de

generalidade podemos assumir que x° = 0,w =0 e f(0) = g(0) = 0. Podemos conseguir
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isto substituindo f e g por x — f(x+x%) —f(x?) — (z;,x) e x = g(x+x°) —g(x®) — (2o, x),

respectivamente. Para provarmos que 0 € 0f(0) + 0g(0) consideremos os conjuntos
Ei ={(x,A) € Hx R;f(x) <A}
By ={(x,A) e Hx R; g(x) < —A}
Como 0 € 9(f + g)(0) segue que
0= (f+ g)(0) = inf{f(x) + g(x);x € H}

e assim E; NEY = ). Pelo Teorema de Hahn-Banach, ver [4], existe um hiperplano fechado

em H X R que separam E; e E;. Em outras palavras existe (w, &) € H x R tal que
(x,w) + oA <0V (x,A) € E;

(x,Ww) + A = 0V (x,A) € Es.

O hiperplano é nao vertical, isto é, &« # 0 pois, segue das ultimas desigualdades que
o hiperplano {x € H;(x,w) = 0} separa D(f) e D(g). Para sermos mais especificos

suponhamos que « = 1. Entao temos que

(x,w) < —A < —f(x) V x € D(f)

(x,w) = =A< g(x) ¥V x € D(g).
Assim —w € 0f(0),w € 9g(0) como querfamos. O

Teorema 1.11. (Condi¢ao de otimalidade para minimizac¢io de uma fun¢ao convera em
um conjunto convero). Sejam f: H — R uma funcao convera e C C H um conjunto

convexo. Entao x € H é um minimizador de f em C se, e somente se,
Jy € of(x) tal que (y,x—x) >0V xe C. (1.12)

ou, de forma equivalente,

0 € 3f(X) + Ne(X). (1.13)

Em particular, x ¢ um minimizador de f em H se, e somente se,

0 € of(x). (1.14)
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Demonstragao. Como (y,x —x) > 0 para todo x € C significa que —y € N¢(x) (ver
defini¢ao de cone normal), dai concluimos que (1.12) e (1.13 sdo equivalentes. Suponhamos

que a hipotese (1.12) seja verdadeira. Pela defini¢do de subgradinte, segue-se que
VxeH, flx) = f(x)+ (y,x —x) > f(x),

isto é, x é um minimizador de f em C.
Suponhamos agora que x seja um minimizador de f em C. Escolhemos qualquer d € Tc(x),
d # 0. Logo, existem sequéncias {t,} de nimeros reais positivos e {d¥} C H tais que
{d*} — 4, {tx} — 04, quando k — oo, X+t d* € C para todo k. Para todo k, temos que
of(x)
odx

Dividindo os dois lados por t, > 0, passando ao limite quando k — oo, e utilizando o

0 < f(x +td") — f(X) =ty + o(ty).

Teorema 1.8, concluimos que

:—g(x) >0V deTe(x) (1.15)

Suponhamos que (1.13) nao seja valida, ou seja, que nao exista y € H tal que —y € 90f(x)
ey € Nc(x). Ou seja,

(—0f(x)) N Nc(x) = 0.
Como 0f(x) é convexo, compacto e nao vazio ¢ Nc(x) também é convexo, fechado e nao

vazio, pelo teorema da Separacdo Estrita, exitem a € H—{0} e ¢ € R tais que
—(a,y) >c > (a,d) Vy e of(x), Vde Nc(x). (1.16)

Como 0 € N¢(x), tem-se ¢ > 0. Portanto, (a,y) < —c < 0 para todo y € 0f(x). Usando

o Teorema 1.8, obtemos entao que

of _
—(x) = . 1.1
5q ™ yéna%m,w <0 (1.17)

Suponhamos que (a,d) > 0 para algum d € Nc(x). Tomando td € N¢(x), t > 0, e
passando ao limite quando t — oo, resulta numa contradi¢ao com (1.15), porque ¢ € R é

fixo. Portanto,(a, d) < 0 para todo d € N¢(x). Concluimos entdo que
a€ (Nc(x))* = ((Te(x)))" = Te(x), (1.18)

onde as igualdades acima seguem da proposi¢do 1.3. As relacoes (1.16) e (1.17) con-
tradizem (1.15). Isto prova (1.12).
Além disso, é claro que quando C = H, as condigoes 1.12 e 1.13 sao equivalentes a

0 € of(x). ]
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Distancias de Bregman

2.1 Funcoes e Distancias de Bregman

Sejam S C H um conjunto aberto e convexo e g : H — R Gateaux diferenciavel, defina

Dg:ng%R+como

Dg(x,y) =g(x) —g(y) = (Vg(y),x —y) (2.1)
onde Vg(y) é a derivada de Gateaux de g em y.

Definicao 2.1. A func¢do g € chamada funcao de Bregman e Dg a distdncia de Bregman
induzida por g se salisfaz as sequintes condigoes:

Bi) g € fracamente semicontinua inferiormente em S

By) g € estritamente conveza e continuamente diferencidvel em S com respeito a topologia
forte.

B3) Os conjuntos T1(y,8) ={x € S;Dy(x,y) < 8} e No(x,8) ={y € S;Dy(x,y) < 8} sio
limitados para todo & >0,y € S, e x € S, respectivamente.

B,) Se{x*},{y*} C S, x* — x, y* — x, elimx_o Dg(x*,y*) =0, entdo limy_,[Dg(x, x*)—
Dg(xayk)] = 0.

B;) Se {x*} C S ¢ limitada, {y*} C S € tal que y* =y e limy o Dg(x*,y*) = 0, entao
xk — .

Uma funcao de Bregman g € dita compativel com a norma se, em adi¢ao com By — By
satisfaz:

Bs) Se {x*} € S e {y*} C S sdo tais que x* — x e y* — y, com x # y, entdio

lim infy_, [(Vg(x*) — Vg(y¥),x —y)| > 0.

21
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A fungao de Bregman g é chamada de zona coerciva se, em adi¢ao a By — Bs satisfaz a
sequinte condigao:

B;) Para caday € H, existe um x € S tal que Vg(x) =y.

Uma fungao de Bregman g € dita ser fronteira coerciva se, em adicao a By — Bs satisfaz:
Bs) Se {y*} C S ¢ fracamente convergente para algum ponto da fronteira de S e x pertence

S, entao limy_ o Dg(x,yk) =00V x €S. O conjunto S é chamado de zona da fun¢ao g.

Podemos verificar facilmente que Dg4(x,y) > 0 para todo x € S,yeSe Dy(x,y) =0
se, e somente se, X =Y.

Agora vamos ver alguns exemplos de funcoes de Bregman:
Exemplo 2.1. Seja g: H — R, tal que g(x) = [[x||*. Neste caso Dy(x,y) =[x —y|*.

Exemplo 2.2. S = R}, g(x) = > I, xilogxi estendido com a continuidade até a

fronteira de RT . com a convencao de que Olog0 = 0. Neste caso,

n

Xq
Dy(x,y) = Z(Xi 108;; +Yi —xi).

Proposicao 2.1. Se g é uma funcao de Bregman com zona S entao:
i) Dg(x,y) = Dg(x,2) = Dgl(z,y) = (Vg(y) — Vg(z),x —y), ¥x € S, Vy,z € S.
i) VxDg(x,y) = Vg(x) = Vg(y), Vx,y € S.

i) Dg(x,y) € estritamente conveza para todo y € S.

Demonstragdo. i) Usando a igualdade (2.1), para x € S, y,z € S, temos

Dg(x,y) —Dg(x,2) = Dg(z,y) = g(x) —g(y) —(Vg(y),x —y)
—g(x) +g(z) +(Vg(z),x — z)
—9g(z) +g(y) + (Vg(y).z—y)
= (Vgly),z—y+y—x) +(Vg(z),x — z)
= (Vgly),z—x) —(Vg(z),z—x)
= (Vgly) —Vg(z),z—x).

ii) Sejam x,z € S. Como Dy(x,y) = g(x) — g(y) — (Vg(y),x —y) entao

0 (x —y))

ViDy(xy) = Vo) 0~ (S-Vgly)x—y) — (Voly), o

0x
= Vg(x) —(0,x —y) —(Vg(y), 1)

= Vg(x) —Vgl(y).
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iii) Para y € S, defina

G:S — R

x — G(x) =Dgy(x,y).

Sejam xp,Xy € S, com x; # xo. Pelo item (ii), VG(x;) = Vg(x1) — Vg(y) e VG(x2) =
Vg(x2) = Vg(y). Logo,

(VG(x1) = VG(x2),x1 —x2) = (Vg(x1) —Vgy) — Vg(x2) + Vg(y),x; —xz)

= (Vg(x1) — Vg(x2),x; —x2) > 0,

pois g é estritamente convexa em S. Portanto, G = Dy(-,y) ¢é estritamente covexa em S,

para caday € S. O

Para estudarmos as propriedades do subdiferencial de Dg(.,y) vamos assumir a partir

de agora que as fun¢des g e Dg(.,y) foram estendidas de forma usual, isto é, definimos
g(x) = Dg(x,y) =00,V x ¢&8S. (2.2)

Lema 2.1.1. Se g é uma funcao fronteira coerciva ou zona coerciva com zona S entao,

para caday € S firado,

{Vg(x) = Vglyl}, se xeS§

ang(X;U): Q) gs
, se X

Demonstra¢ao. O valor de 0,Dg(x,y) para x € S segue diretamente da proposigao 2.1(ii).
Quando x ¢ S temos que 0xDg(x,y) = 0 por (2.2). Portanto, com estas consideragoes,
podemos estudar somente o caso em que x pertence a fronteira de S. Para simplificar a
notacao, usamos fy(-) = Dg(-,y). Tome x € 0S e assuma que exista & € 0fy(-). Note
que fy difere de g apenas em um termo linear e que fy é continua por B; e estritamente
convexa em S, pela proposicao 2.1(iii).

Se g é uma funcao zona coerciva, entdo, por By existe z € S tal que Vf,(z) = Vg(z) —

Vg(y) = &, implicando
0=(E—&z—x) = (Vfy(z) —&z—x), com & € ofy(x).

Pela convexidade de fy, obtemos x = z, que é uma contradicao, porque z € S, x € SeS

é aberto. Segue que 9fy(x) = 0.
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Agora consideremos o caso de g ser fronteira coerciva. Vamos tomar uma sequéncia
{ex} € (0,1) tal que limy_o £ = 0 e seja x* = (1 — &, )x + &y. Pela convexidade de S,

x* € SV k e usando a definicao de subgradiente, temos

ex(&y—x) = (X" —x)
< fy(xXF) = fy (%)
= g(x") = g(y) — (Vg(y),x* —y) — [g(x) — g(y) — (Vg(y),x —y)]
= g(x*) —g(x) + (Vg(y),x —x¥)
< (=Vg(x ), x —x¥) +(Vg(y),x —x¥)
= (Vg(y) — Vg(x¥),x —x*)

= <vg(xk) - Vg(y)7xk - X>' (2'3)
Como
x* = (1 — e )x + ery,
temos que
x* — g x® = (1 — e )x + ey — X~
dai,
kK _,_ _tk Lk
X< —x 1_£k(y xX<). (2.4)
Segue de (2.1) que
(Vg(u) = Vg(v),u—v) = Dg(u,v) + Dg(v, u) (2.5)

YV u,v € S. Entao usando estes dois fatos em (2.3),

ety —x) < (Vgl¥) —Voly) =y —x)
= (V") — Vgly).y —x)
k
= (V") — Vgly), X —y)
k
= 7 Dy, y) + Dgly, )
by —x) < 7Dyl ) + (Dyly,xY)) (26)

Dividindo (2.6) por %~ > 0 V k, temos

€k

(1 - €k)<£,y _X> g _(Dg(Xk>U) + Dg(UaxK))
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(1 - Ek)<£>y _X> + Dg(xk7y) g _Dg(yaxk)7

ou ainda,

(1= e)(&y —x) + fy(x") < —Dgly, x"). (2.7)

Visto que x* — x € 3S C S e fy é fracamente semicontinua em S, entdo, tomando
limites em 2.7, quando k — oo, temos que o lado esquerdo de (2.7) é maior ou igual a
(&,y —x) + Dg(x,y). Por Bg, o limite do lado direito de (2.7) é —oo, contradicdo. Esta

contradicdo mostra que 9fy (x) = 0. ]



Capitulo 3

Operadores Mono6tonos, Mono6tonos
Maximais, Paramond6tonos e

Pseudomondotonos

Neste capitulo iremos trabalhar algumas noc¢oes de Operadores Mono6tonos Maximais
que serao bastante utilizados no decorrer de nosso trabalho. Vejamos abaixo algumas

definicoes.

3.1 Operadores Mond6tonos
Definicao 3.1. Um operador T : H — H é mondtono se, e somente se,

(x—y,T(x)=T(y) >0Vx,yec H

O conjunto D(T) = {x € H; T(x) # 0} ¢ o dominio de T. Jd o conjunto {(x,u); x €
H, uweT(x)}é o grificodeT,

Exemplo 3.1. T = Vf com f convexa e diferencidvel é um operador mondtono.

De fato, aplicando o Teorema 1.8, temos que T = VT é um operador mondtono.

O operador T : H — H, da defini¢ao 3.1, é chamado de operador ponto-a-ponto, pois
0 mesmo associa um ponto ou vetor do conjunto H a um outro ponto (ou vetor) de H.

Esta definicao de operadores monotonos pode ser estendida para operadores que associa

26
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cada x € H nao apenas a um ponto (ou vetor), mas a um suconjunto de H. Assim, temos

a nocao de operadores ponto-conjunto. Seja T : H = H um operador ponto-conjunto.

Definicao 3.2. O operador T: H = H € mondtono se, e somente se,
(x—y,u—v)>20Vx,yeH ueT(x), veTly).

Exemplo 3.2. T = 0f com f convexra € um operador mondtono.

. Ver Teorema 1.8.

Proposicao 3.1. Se Ty, T, : H — H sdo operadores mondtonos tais que D(T;)ND(Ty) # 0,

entao Ty + Ty € um operdor mondtono.

Demonstracao. Segue direto da definicao 3.2. O]

3.2 Operadores Mon6tonos Maximais

Definicao 3.3. T é mondtono maximal se, e somente se,
i) T é mondtono.

ii) Para todo T mondtono tal que T(x) C T(x) para todo x, entdo T =T.

Neste caso, o grafico de T nao é subconjunto proprio de nenhum outro gréafico de outro

operador mono6tono.

Exemplo 3.3. Quando f: H — RU{oo} € conveza, propria e semicontinua inferiormente

entao T = of € um operador mondtono mazximal.

Exemplo 3.4. Seja C um subconjunto convexo e fechado de um espago de Hilbert e defina
a aplicacao Projc : H — C como sendo aquela que a cada ponto x € H associa o ponto de
C mais proximo de x. Esta aplicagao é conhecida como projecao de H sobre o conjunto
C. A projecao € um exemplo de operdor mondtono mazximal que nao € o subdiferencial de

uma fungao convera e semicontinua inferiormente.

Proposicao 3.2. Sejam Ty, T, : H = H operadores mondtonos maximais. Suponha que

D(T,) N (D(T,))* # 0. Entao T, + Ty, é mondtono mazimal.

Demonstracao. ver |9] O
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Agora vamos usar a nocao de regularidade, que é uma propriedade de operadores
mondtonos maximais. Sejam G(T) = {(y,v);y € H,v € T(y)} e R(T) = UyxenT(x),

respectivamente o grafico e a imagem do operador monétono maximal T.

Definicao 3.4. Um operador mondtono mazrimal T : H = H € reqular se, e somente se,

VueR(T) eV xeD(T), temos que supy y)eg(m) (Vv — W, x —y) < 0.

Proposicao 3.3. Se T = 0of, com f convera e semicontinua inferiormente, entao T é

reqular.
Demonstracao. ver [3] O

Agora, vamos analizar a imagem da soma de dois operadores mondtonos maximais,

T, To : H= H, ou seja, vamos estudar os conjuntos
R(Ty +Ty) = Unep(m)np (1) (i + Tou).

R(Ty) + R(TQ) = UuED(Tl),veD(Tg)(Tlu + Tov).

Para cada conjunto X, conv(X), denota-se o convexo de X.

Lema 3.2.1. Seja To : H = H um operador mondtono mazimal e seja F C H. Se para
cada w € F existe x € H tal que
sup (v—u,x—y) < oo (3.1)
(v,y)eG(To)
entao,
i) conv(F) C R(Tp).
ii) (conv(F))? C R(Ty).

Demonstragao. Podemos verificar que (3.1) é valida para todo u € conv(F). De fato, seja
u=)>) Aui, u; €F, A; > 0. Entao, existem x; € H e ¢; € R, tais que

(v—u,xi —y) <ci, V(y,v) € G(Tp).
Entao

<V7Xi> - <V7y> + <ui7y> S i F <uiaxi>

e pondo x = )_A;x; concluimos que (3.1) se verifica para u € conv(F). Entao para provar

(i) e (ii) basta mostrar, respectivamente, que

FC R(Ty) e F* C R(Ty).
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Assim, dado u € F, tome solugoes y, de
eYe + Toye =1 (3.2)
Usando (3.1) com y =y, e v=1u— €y, temos

(Uu—eye —u,x—y) <d
dai, v/¢|lyell < k, onde d e k sdo constantes. Logo, por (3.2), u € R(Ty). Portanto,
F C R(Ty).
Agora seja u € F° e B(u,r) C F. Entao, para |[w|| < r existe x(w) e He c(w) e R (x e

¢ dependem de w) tais que
v—u—w,x(w)—y) <cw), V(v,y) € G(Tp). (3.3)
Usando (3.3) para (uw— ey, y.) € G(Ty), obtido de (3.2), temos
(—eye —w,x(Ww) —y,) < c(w)

o que implica

(W, ye) < ci(w).

Logo, pelo principio da limitagao uniforme [(w,y.)| < To, e dai [[y.]| < Tp. Passando a
uma subsequéncia, se necessario, temos y. — y e w— ey, — U € como U — ey € To(ye),

concluimos que u € Ty(y). Portanto, (conv(F))? C R(Ty).

Proposicao 3.4. Sejam Ty, Ty operadores mondtonos maximais. Suponha que
a) Ty € regular,

b) D(Ti) ND(Tz) # 0 e R(Ty) = H,

c) Ty + Ty € mondtono mazimal.

Entao R(Tl + TQ) =H.

Demonstracao. Vamos aplicar o lema 3.2.1 para F = R(T;) +R(Ty) e Ty = T, + To. O
resultado segue do lema 3.2.1(ii) e da afirmacao (b), isto prova que F satisfaz (3.1).
Para provar (3.1) vamos partir de F = R(T;) + R(Ty). Seja u € R(T;) + R(Tz), e tome
x € D(T;) N D(Ty) e w € To(x). Entao

u=w+ (u—w)
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para w € Ty(x).
Como R(T;) = H, podemos encontrar y € H tal que u—w € Ti(y). Entao, como T; é

regular, dados u—w € R(T;) e x € D(T;), existe y € R tal que

sup (s — (w—w),x—2) <.
(z,8)€G(T1)

Entao , para cada (z,s) € G(T;), temos
(s—(u—w),x—2z) <v. (3.4)
Seja v € To(z). Para cada z € D(T;) N D(T;) e pela monotonicidade de Ty, temos que
v—w,z—x) >0 (3.5)
pois w € Ty(x). Adicionando (3.4) e (3.5), obtemos
((s+v)—u,x—z) <,
para cada s € T;(z),v € To(z), isto é, para cada s +v € (T, + T5)(z). Além disso,

sup (t—u,x—z) < 400
(z,t)€G(T1+T2)

e, desta forma, (3.1) é estabelecida para F = R(T;) + R(Ty) e Ty = T, + T,. Entdo
R(T, +T,) = H. O

Agora estamos em condigoes de provar o lema seguinte, onde para cada y € C° fixo,
0xDyg(-,y) denota o subdiferencial de Dg(-,y) e T : H = H ¢é um operador monétono

maximal.

Lema 3.2.2. Sejam C um conjunto convexo e fechado e g uma func¢do de Bregman zona
coerciva com zona C°. Para caday € C° e A > 0 defina T() =T() + A0xDy(-,y) e
suponha que D(T) N C® #£ (. Entdo

i) T é mondtono mazimal,

i) R(T)=H

Demonstragao. i) O operador T é trivialmente monotono maximal, pois T é mono6tono
maximal e Ty = AdxDy(:,y) também é monétono maximal. De fato, seja T, = T e
T, = A0xDy(+,y). Pelo lema 2.1.1, D(T;) N D(Ty) # 0. Pela proposicao 3.2, T=Ti+Té

mondtono maximal.
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ii) E uma consequécia da proposicio 3.4 onde sio aplicadas as condicdes (a),(b) e (c) para
T, =Te T, =A0«Dy(-,y). Mais precisamente,

a) A0xDygy(+,y) é regular, pela proposicao 3.3,

b) D(T)NC?#£ 0 e R(0xDgy(+,y)) = H por Bg, e

¢) T & monotono maximal por (i).

Entao R(T) = H pela proposicao 3.4. H

Proposigao 3.5. Seja T: H = H um operador mondtono mazrimal. Se D(T) € limitado

entao T € sobrejetivo.

Demonstracao. ver [9] ]

3.3 Operadores Paramono6tonos

Definicao 3.5. Seja T : H = H um operador. Dizemos que T € paramondtono quando é

mondtono e (W—v,x —y) =0, comu € T(x), v e T(y) implicau e T(y) ev e T(x).

Teorema 3.1. Seja T = 0f(x), com f : H — R wma funcdo convera. Entdo T é um

operador paramondtono.

Demonstrag¢ao. Pelo exemplo (4.1) 9f é um operador mondtono. Dados x,y € H, con-
sidere (u —v,x —y) = 0, onde u € 9f(x) e v € 9f(y). Defina a funcao f:H—>R
por

f(z) := f(z) + (u,x —z).

Note que, f é convexa, pois se z,w € H e a € [0, 1], tem-se

flaz+ (1 —o)w) = flaz+ (1 —a)w) + (u,x — oz — (1 — aw)
< of(z) + (1 — a)f(w) + (u,x + ox — ax — oz — (1 — &)w)
= of(z) + (1 — a)f(w) + (i, x — 2) + (1 — &) (1, x — W)
= off(z) + (1, x — 2)] + (1 — ) [f(W) + (u, x — w)]

= af(z) + (1 — a)f(w).

Portanto, f é uma funcao convexa.
Além disso, 0f(z) = 0f(z) — {u} = {w —u; w € 3f(z)}. Para z = x, tem-se f(x) = f(x),

e tomando w = u € 9f(x) implica 0 € df(x). Assim, x é minimizador de f em H pelo
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Teorema 1.8.
Como
(u—v,x —y) =0,

tem-se

(Wx—y) = {v,x—y).
Sendo u € 0f(x) temos

(w,y —x) < fly) —f(x),
ou seja,

f(x) —fly) < (u,x —y).

De maneira analoga, como v € 0f(y), tem-se

(v, x —y) < f(x) —f(y).

Portanto,
f(x) = fly) < (u,x—y) = (v,x —y) < f(x) —f(y.) (3.6)
Segue de ((3.6) que
f(x) — fly) = (u,x —y).

Logo,
f(x) = f(y) + (u,x —y) = fly).

Mas, f(x) = f(x). Entdo f(x) = f(y). Assim, y é também um minimizador de f. Pelo
Teorema 1.8, tem-se 0 € af(y).
Portanto, 0 = w — u para algum w € 0f(y), isto é, u € of(y).

Agora definamos, g: H — R por

g(z) = f(z) + (v,y — 2).

Analogamente a f, mostra-se que g é convexa e 0g(z) = of(z) —{v} ={w—v;w € 0f(2)}.
Para z =y, tem-se g(y) = f(y). Tomando w =v € 0f(y) implica 0 € 0g(y). Potanto,
pelo Teorema 1.8, tem-se que Yy é um minimizador de g em H.

De (3.6 segue que f(y) = f(x) + (v.y —x) = g(x). Mas, g(y) = f(y). Logo, g(y) = g(x).
Assim, x é também um minimizador de g em H. Entao, pelo Teorema 1.8 tem-se que

0 € 0g(x).
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Portanto, 0 = w — v para algum w € 90f(x). Logo, v € 0f(x). Com isso concluimos que,
sendo Of um operador monétono e (u—v,x —y) = 0, com u € 9f(x),v € 9f(y) implica

u € 0f(y) e v € 0f(x). Portanto, T = 0f é um operador paramonétono. H

Proposicao 3.6. Se T, : H = H e T, : H = H sao operadores paramondtonos, com
D(T,) N D(T,) # 0. Entio T, + Ty € um operador paramondtono.

Demonstracao. Sejam x,y € H, w € (Ty + To)(x) e v € (T; + Ty)(y). Entdo, para
ue (T +T)x) =Ti(x) + Te(x), existem u; € Ti(x) e uy € Ty(x) tais que u = w; + u,.
Analogamente, existem v; € T;(y) e vo € Ty(y) tais que v =v; +v,. Pela Proposicao 3.1
T, + Ty é um operador monotono. Ainda mais, se (u—v, x—y) = 0, entao (u; —uy —v; —
vo,x —Yy) =0, ou seja, (W — v, x —Y) + (Uy — Vo, x —y) = 0. Sendo T; e T, mono6tonos,
obtemos que (u; —vi,x —Y) =0 e (Uy — vy, x —y) = 0. Mas, Ty e T, sdo paramonotonos,
entao ug, € Ti(y), us € To(y), vi € Ti(x) e vo € To(x).

Portanto, u =u; +us € Ti(y) + TL(y) = (1 + T)y) ev=vi + v, € Ti(x) + To(x) =
(Ty + T2)(x).

Logo, T; + T, é um operador paramondtono. O

3.4 Operadores Pseudomonoétonos

Definicao 3.6. Sejam H um espaco de Hilbert e G um subconjunto convezo e fechado de
D(T) € H. O operador T: H = H € pseudomondtono em G se, e somente se, satisfaz a
sequinte condicao:
Dada qualquer sequéncia {x*} C G, convergindo fracamente para um elemento x° € G, e
cada sequéncia (W~} C H, com w* € T(x*) V X, tal que
lim sup(w*, x* —x°) < 0.
k—00

Entao, para caday € G existe um elemento w® € T(x°), tal que

W° x" —y) < liminf(w¥, x*

k—o0

—y).

A préxima proposicdo enumera varias condigoes que garantem a pseudomonotonici-

dade, mas antes vamos relembrar a definicao classica de semicontinuidade superior.

Definicao 3.7. Sejam S e Sy dois espagos topoldogicos e a aplicacao T :S = Sy. Dizemos

que T € semicontinua superiormente no conjunto dos valores de S se para cada ponto s
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em S e cada vizinhanca aberta V de T(sg) em Sy, existe uma vizinhanca U de sy em S

(com U dependendo de V), tal que T(U) C V.

Proposicao 3.7. Seja f: H — R U oo uma aplicagcao convexa e semicontinua inferior-
mente. Considere o operador T : H = H tal que T = of entao T € pseudomondtono de

D(T) para H.
Demonstracao. Seja {x*} uma sequéncia em D(9f) tal que,

lim x* = x e limsup(u®,x* —x) <0,
k—o0 k—o00

onde uk € of(x").
Pela definicao de subdiferencial, temos (u*, y —x*) < f(y) — f(x*) para todo y € D(0f)

e todo k € H. Assim, sendo f convexa e continua. Entao,

liminf(u*, x* —y) > liminf f(x*) — f(y) = f(x) — f(y). (3.7)

k—o00 k—o00

Da convexidade de f, existe u € 9f(x) tal que f(y) < f(x) + (u,y — x). Assim,
(u,x —y) < f(x) —f(y). (3.8)

Portanto de (3.7) e (3.4), existe u € 0f(x) tal que

(W% —y) < Timinf (u®,x* —y).

Logo, T = of é pseudomonotono.

Obs: Todo operador T : H — H continuo é paramondétono.

Proposicao 3.8. Sejam T,S : H = H operadores pseudomondtonos tais que

D(T)ND(S) #0. Entao T+ S € pseudomondtono.

Demonstracao. Seja {x*} uma sequéncia em D(T + S) tal que

lim xX*=xe D(T+S)e

k—o0
lim sup(u®, x* — %) <0, (3.9)

k—o0

onde u* € (T + S)(x*).

Seja y € D(T + S)(x*). Entao, existem uX € T(x*) e u§ € S(x¥) tais que

k_ .k k
U =uy+ Uug.
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De (3.9), temos que

lim sup(uX +u§, x* —x) < 0.
k—o00
Entao,
lim sup(u¥, x* — x) < limsup(u¥ +u§, x* —x) <0,
k—o00 k—o00

lim sup(ug§, x* —X) < limsup(uf + u§, x* —x) <0.
k—o00 k—o0

Como T e S sdo pseudomonotonos, existem ur € T(x) e us € S(x) tais que

(ur,x —y) < liminf(uyp, x* —x)

(s, x —y) < liminf(uk, x* —x),
k—o0
para todo t € D(T + S). Logo,
(Ut +us,x —y) < li{ninﬂu‘f +uf, x* —x).
— 00
Seja
u=ur+us € T(x)+S(x) = (T + S)(x).

Entao,

k

(W% —y) <Timinf(up + ug, x* %),

para todo y € D(T + S). Portanto, T+ S é pseudomondtono. n



Capitulo 4

Algoritmo do Ponto Proximal

4.1 Definicao do Algoritmo

Sejam C um conjunto fechado e convexo de um espaco de Hilbert H, g uma funcao
de Bregman com zona C° # (), {\,} uma sequéncia de ntimeros reais positivos limitada
superiormente por algum M > 0e T um operador mondétono maximal. Definimos o
Algoritmo do Ponto Proximal Generalizado como segue:

i) Inicializagao:

xl e (4.1)

ii)Etapa iterativa: Dado x¥*, defina Ty : H =2 H com Ti(-) = T(-) + ADg(-, x*) e seja
x*t1 € H tal que
0 € T (x*™) (4.2)

Note que a exiténcia de x**1 satisfazendo (4.2) nao & totalmente imediata, e serd assegu-

rada somente com algumas hipoteses sobre T e g.

4.2 Resultados de Existéncia

Teorema 4.1. Seja {x*} uma sequéncia dada por (4.1) e (4.2). Suponha que D(T)NC® # ()
e que g € uma aplicacdo zona coerciva com zona C°, entdo {x*} estd bem definida e contida

em S.

Demonstracao. A prova sera feita por inducao em k.

i) Por (4.1), temos que x° € C°.

36
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ii) Suponhamos que x* € C° e devemos mostrar que x*** € C°.

De fato, sejam By (-) = AkdDg(+,x*) e Ty = T+ By. O operador Ty, = TBy ¢ estritamente
monoétono, pois T ¢ mondtono maximal e By é estritamente monotono, pela convexidade
estrita de g. Dai, pelo lema 3.2.2(ii) R(Ty) = H, portanto, Ty tem um zero em D(Ty), o

k+1  Devemos mostrar

qual é inico pela monotonicidade estrita. Chamamos este zero de x
que este zero pertence ao interior de C. Pelo lema 2.1.1, D(T,) = D(T) N C% e como

x*t1 € D(Ty), obtemos que x**! € C% Dai, concluimos que {x*} c C°. O

Teorema 4.2. Seja {x*} uma sequéncia dada por (4.1) e (4.2). Suponha que D(T)NC? #
0. Além disso, suponha que hr c(x) < oo (ver definigao A.2) para todo x € CND(T) e

que g seja fronteira coerciva. Entio {x*} estd bem definida e contida em C°.

Demonstracao. Agora nao temos a propriedade R(Ty) = H, que é essencial no teorema
4.1 e é implicada pela zona coercividade de g. Esta hipotese é substituida pela fronteira
coercividade de g e a finitude de hy c(x) em CND(T). A prova também sera feita por
inducao.
i) Para k = 0, temos que x° € C° por (4.1).
ii) Agora, suponhamos que x* € CPentdo, existe x* € D(T) N C° com 0 € T ;(x¥).
Temos também que, em particular, x* € D(T) N C, e pela defini¢ao de ht ¢ segue-se que
0 < hyc(x*) < co. Para simplificar, usamos a notagao h := hy c. Se h(x*) = 0, entao
por (4.2) temos

v, xk—y)<0vyecCeVveT(y).

Tome agora cada u em T(x¥) e cada y C. Pela monotonicidade de T, temos que
<LL—\),Xk—y> =0
logo,
Wy —x5) > v,y —x) >0

e entao por (1) x* € S*. Afirmamos que ao tomarmos x*™' := x* obtemos 0 € Ty (x**1).

De fato, usando o lema 2.1.1,

T (x5 = T(xk)+7\kaDg(xk,xk)
= T(x*) +A(Vg(x*) — Vg(x¥))
= T(x¥)
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dai, verificamos que se x € D(T) N C° N S* entdo x é um zero de T. Entdo neste caso

k+

x*!1 = x* também pertence a C° pela nossa hipétese de inducao.

Entdo, podemos supor que h(x*) > 0. Neste caso, definimos o conjunto

Sy :={x € C;Dgy(x,x*) <

Temos que Sy é fechado, convexo e limitado. Além disso, cada elemento x esta no interior

de Sy se, e somente se,

h(x*)

x € C” e Dy(x,x*) < X
K

(4.3)

Observe que x* € S% porque Dy (x*,x*) =0 < %’f) e x* € CO pela hipotese de inducao.

Seja Ny := Ng, , o perador normal de Sy.. Ele estd bem definido, de tal forma que D(Ny) =
S, 0 qual, por B3, é um conjunto limitado. Agora defina By () := Ny (-) +AcdxDgl(-, x*).
Precisamos provar que By é monotono maximal. Para isto basta verificarmos que D (N )N
[D(V«Dy(-,x*))]° # 0. De fato, isto ¢ verdade, pois pela nossa hipétese de indugao e
pelo lema 2.1.1, temos que x* € D(Ny) N C® = S, N D(0Dg4(+,x*)). Entdao D(Ny) N
[D(VDg(-,x*))]® # 0. Desta forma, concluimos que By é mondtono maximal. Além
disso, como D(By) é limitado pois é, em particular, um subconjunto de Sy, pois D(Ny) =
Sy, dai, usamos a proposicao 3.5 para concluirmos que R(By) = H. Vamos considerar
agora o operador Ay := T + By. Este operador também é mono6tono maximal. Para

provarmos que Ay é monotono maximal, pela proposicao 3.2, é suficinte mostrarmos que

D(T) N (D(By))® # 0. De fato, D(T) N (D(By))? # 0, pois
x* € D(T)NC’NSY =D(T)ND(By)°.

Logo Ay é mono6tono maximal, pela proposi¢io 3.2. Agora usando a proposigao (3.5)
obtemos que Ay é sobrejetivo, porque o seu dominio é um subconjunto de D(By), o qual

¢ limitado. Entao existe y € D(Ayx) = D(T)ND(Bx) € D(T) N C° tal que
0 € T(y) + Ny (y) + ADyg(y, x5). (4.4)
Sejam u*, w¥ e vk elelmentos em H tais que

uk € T(U); Wk € Nk(y)a Vk € AkaDg(U;Xk)

0 =u* +wk + vk (4.5)
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Afirmamos que y € S}. Além disso y € D(Ay) C D(By) C (0xDgy(+,x¥)) = C° pelo lema

h(x¥)

2.1.1. Como x € C¥ & Dy(x,x*) < A

é suficiente mostrarmos que

h(x*)
A

Dg(y,x*) < (4.6)

Vamos provar (4.6). Aplicando a defini¢do de subdiferencial para a aplicacao Dgl(-, x*), a
qual é estritamente convexa por (2.1)(iii), obtemos
k

O:Dg(xk,xk) >Dg(y,xk)+<;\)—,xk—v>. (4.7)
k

Usando (4.5) em (4.6) e reorganizando os termos, encontramos

i«u‘:xk—w + (W X —y)) > Dyly,x5). (18)

Como w* € Ni(y), e x* € Sy, temos que

wk x* —y) <0 (4.9)

Usando (4.9) em (4.8) obtemos
0 < ADy(y, x5) < (uk, x* —y). (4.10)
Como (u*,x* —vy) < sup,ccrpr)ver-(V;X* —z) = h(x¥), obtemos de (4.10) que
Dy(y,x*) < %, isto é, a desigualdade (4.6) esta provada. Desta forma, provamos

que y € SY e além disso, Ny (y) = 0. Entdao w* =0 e 0 = u* +v* por (4.5). De (4.4),
0 € Ti(y). Pela monotonicidade estrita de Ty, y é o tinico zero de Ty.. Por (4.2), y = x**1.

Desta forma, provamos que y € C% Assim x*™! € C% e a etapa de inducao esta completa.

]

4.3 Resultados de Convergéncia

Nesta se¢ao estabeleceremos propriedades de convergéncia da sequéncia gerada por (4.1) e (4.2).

Teorema 4.3. Seja T : H = H um operador mondtono mazimal. Considere o PDV(T,C),
onde C é um subconjunto convezo e fechado de H. Seja g uma funcao de Bregman com
zona C° e suponha que sejam vdlidas as sequintes condicoes

i) D(T)NC® £ ()

ii) S* £
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iii) T é pseudomondtono

i) Ax € (0,A) para algum A > 0

v) g € zona coerciva, ou g € fronteira coerciva e ht c < oo Vx € CND(T).

Entao a sequéncia gerada por (4.1) e (4.2) satisfaz:

a) A sequéncia {Dg4(z,x*)} é ndo crescente V z € S*.

b) {x*} é limitada e tem pontos fracos de acumulagado.

¢) limg 0o Dg(x**1, x*) = 0.

d) Sex é um ponto fraco de acumulagdo de {x*}, entio existew € T(x) tal que (1, x*—u) =

0.
Demonstragao. a) Devemos mostrar que
Dy(z,x*"!) < Dy(z,x*) — Dg(x*"!,x*) V z € S§*. (4.11)
Dado z € S* Iv* € T(z) tal que
(v*,x —z) > 0 para todo x € C. (4.12)

Pelos teoremas 4.1 e 4.2, usando o lema 2.1.1 e (4.2), existe x*™! € C° e uk € T(x*!)
tal que
uk = A (Vg(x*) — Vg(x*™)). (4.13)

Segue diretamente de (2.1)(i) que a igualdade abaixo vale para todo y € C
(Vg(x5) — Tg(x*+1), X1 —y) = Dy(y, x¥) — Dyly, x1) — Dg(x*,x5).  (4.14)
Por (4.13) e (4.14), temos
(U, x* —y) = A (Dg(y, x*) — Dg(y, x*™) — Dy (x**',x¥)) . (4.15)
Agora tome z € S*. Por (4.12) e pela monotonicidade de T, encontramos
Uk X —z) > (v xRt —z) > 0. (4.16)

Assim (4.11) segue de (4.15) com y = z e de (4.16). Por (4.12) e a nao negatividade de
Dy,
Dy(z,x*"!) < Dy(z,x*) — Dg(x*, x¥). (4.17)

e assim, provamos o item (a).

b) Iterando (4.17) obtemos Dy(z,x*) < D(z,x") Vk e V z € S*. Agore fixe algum z € S*.
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Logo, {x*} esta contida no conjunto {x € C;Dg4(z,x) < Dy(z,x")}, 0 qual, por Bs, é
limitado. Como {x*} & limitada, a existéncia de pontos fracos de acumulagio segue do
Teorema de Bourbaki-Alouglu.

¢) Precisamos provar que

lim Dgy(x*"" x*) =0 (4.18)

k—o00

Pela desigualdade (4.11) temos que
0 < Dg(x*™,x¥) < Dgy(z,x*) — Dgy(z,x*™), (4.19)

para cadaz € S*. Pelo item (a), {D4(z, x*)} é uma sequéncia nao crescente, limitada inferi-
ormente e por isso convergente. Este fato e (4.19) implicam que limy_,o D g(x* ™, x*) = 0.
Portanto o item (c¢) esta provado.

d) Agora suponha que {x*} tenha um ponto fraco de acumulagio. Primeiro, devemos
observar que cada ponto fraco de acumulacao de {x*} estd em C. De fato, para cada
conjunto convexo A C H, temos

W

A=A (4.20)

onde A" denota o fecho fraco de A (para mais detalhes ver[9]). Aplicando (4.20) em
C e observando que C é fechado, temos que C = c”. Entao, desta forma, cada ponto
fraco de acumulacao pertence ao fecho fraco de C. Assim, concluimos que este ponto
fraco de acumulacao também pertence a C. Agora seja x um ponto fraco de acumulagao
e {x*} C {x*} tal que

xM = x.
Da mesma forma que em (a), obtemos de (4.14), paray =x e k = k;, que
Ul XMt —x) = Ak, (Dg(x,xM) = Dy (X, xT) = Dg(x¥*!,x")). (4.21)

Agora vamos usar as condi¢oes By e By para provar que o lado direito de (4.21) tende a
zero quando j — oco. Temos que

d;) {x*} é limitada, pelo item (a),

dy) X — X por (4.7),

ds) limk_yeo Dg(xMT, x%) = 0 pelo item (b). Entdo, aplicando Bs para as sequéncias
{xk+1} e {xM1, obtemos

XML~ X (4.22)
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Vemos que de (4.22), (dy) e (d3) podemos aplicar B, para as sequéncias {x* ™'} e {x*i}
para obtermos

lim (Dg(x,x9™") — Dgy(x,x9)) = 0. (4.23)

j—00
Como, por (iv), {Ax} é limitada superiormente, entdo, se usarmos (ds) e (4.23) em (4.21),
obtemos

lim (1, x5+ —x) = 0. (4.24)

j—00

Agora podemos usar a hipotese da pseudomonotonicidade. De fato,
XM s xeud € T(XMT) V5 (4.25)

A hipétese da pseudomonotonicidade, (4.24) e (4.25) implicam que para cada z € S*

existe u € T(x) tal que

(U, x — z) < liminf(u® x** —2). (4.26)
j—r00

Por (4.14) com y = z € S*, obtemos
(U, x** —z) = A (Dg(z,x*) — Dg(z, x**') — Dg(x*,x¥)). (4.27)

Por (a) a sequéncia Dg4(z,x*) é decrescente e entdo o lado direito de (4.27) tende a zero
porque {Ay} é limitada superiormente, por (iv). Assim, o limite do lado direito de (4.26)

é zero. Tomando limites em (4.26) com j — oo, temos
(I, % — z) <0, (4.28)

com u € T(x). Como z € S*, existe v* € T(z) tal que (v*,y —z) > 0 para todoy € C.

Além disso, pela monotonicidade de T,
(u,x—z) > (vi,x—z) > 0. (4.29)

As desigualdades (4.28) e (4.29) implicam que (u,x —z) = 0 e assim, provamos o item

(d). O

Observamos que a hipotese da pseudomonotonicidade no Teorema (4.3) implica, con-
siderando a defini¢ao 3.6, que D(T) deve ser fechado e convexo.
Agora, assumimos que a norma em C é compativel e que T é paramon6tono em C. Provare-

mos que a sequéncia gerada pelo APPG é fracamente convergente para a solucao do

PDV(T,C).
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Teorema 4.4. Seja T : H = H mondtono mazimal. Considere o PDV(T,C), onde C é
um subconjunto convezo e fechado de H. Seja g uma funcdo de Bregman com zona C°,
1sto €, satisfaz By — By e suponha que valem as sequintes condicoes:

i) D(T) N CY £ 0.

ii) S* #£ 0.

iii) T é pseudomondtono de D(T) para H.

w) A € (0,A] para algum A > 0.

v) g € zona coerciva, ou g € fronteira coerciva e hr c(x) < oo ¥V x € CND(T).

vi) T € paramondtono em C.

Entao a sequéncia {x*} definida por (4.1) e (4.2) é fracamente convergente para uma
solugao x do PDV(T,C).

Se além disso g € norma compativel entio a sequéncia {x*} tem um tnico ponto fraco de

acumulacao.

Demonstracao. Pelo Terema 4.3(b) a sequéncia {x*} tem pontos fracos de acumulacao.
Seja X um ponto fraco de acumulagdo da sequéncia {x*}. Pelo Teorema 4.3(d), existe
u € T(x) tal que

(u,x* —x) =0V x*eS". (4.30)

Sendo x* uma solugdo do PDV(T,C), existe u* € T(x*) tal que
(U, x—x*) >0V xeC. (4.31)

Em particular para x tem-se

(u,x —x*) > 0. (4.32)

Logo,
0= (u,x—x") > (u",x—x") >0, (4.33)
dai,
(u,x —x") > (U, x —x") =0, (4.34)
portanto,

u—u",x—x") =0 (4.35)
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comu € T(x) eu* € T(x*).

Pela paramonotonicidade de T, obtemos

ueT(x")eu" eT(x).
Portanto, usando 4.31 e 4.32 temos
(U, x —x) = (U, x —x") + (U, x" —x) > 0.

Logo x é uma solugao do PDV(T,C). Como x é um ponto fraco de acumulagao da sequéncia
{x*}, concluimos que todos os pontos de {x*} sao solugdes do PDV(T,C).

Provaremos que se g ¢ norma compativel, entao existe somente um ponto de acumulacao
fraco. Pelo Teorema 4.3(a), para cada z € S* fixo, temos que a sequéncia Py (z) =
(Vg(x¥),x* — z) — g(z) é decrescente e By(z) > —g(z) porque Dy(z,x*) > 0. Entdo a
sequéncia {Bk(z)} é convergente. Suponha que existam dois pontos minimos diferentes, que
sdo pontos fracos de acumulacdo, digamos z,,z, € S*. Tome subsequéncias {x*} e {x**} de
{x*} tais que x)* — z; e x'* — z,. Pela convergéncia das sequéncias {Bi(z1)} e {Bw(z2)},

existem 1y, l; € R tais que
lim By(z1) =L e lim By(zz) = Lo.
k—o00 k—o0

Entao

]}E{.lo(f’k(zﬂ — Br(z2)) = g%(Vg(xk),zg —z1) =L — L.
Consideremos esta tltima igualdade para k = jx e depois para k = ix. Subtraindo os
resultados destas expressoes apos as substituicoes, obtemos

lim (g(x'*) — Vg(x'*),zy — z;) = 0.

k—o0

Visto que z; # z,, esta ultima igualdade contradiz o fato da norma compatibilidade de
g. Também existe um tinico ponto de acumulacdo da sequéncia {x*} na topologia fraca e
desta forma a sequéncia inteira converge para ele. Portanto, este limite fraco e a sequéncia

inteira resolvem o PDV(T,C). O

Vamos fechar esta se¢ao mostrando que se o conjunto solu¢ao S* do PDV(T,C) é vazio
entao a sequéncia {x¥} gerada pelo APPG ¢ nao limitada inferiormente. Isto significa
que a existéncia de solugdes do PDV(T,C) é condigao necessaria para a convergéncia da

sequéncia {x*}. Mas antes, precizaremos de um resultado preliminar.
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Proposicao 4.1. Se V € um conjunto convexo e fechado entao o operador normal Ny é

pseudomondtno em D(Ny ).

Demonstragdao. Tome {x*},{w*},x° e y como na definicao 3.6. Como x*,y € D(Ny) =V,
segue da definicdo de Ny que (W*,x* —y) > 0. Por outro lado, visto que Ny/(x°) ¢ um
cone positivo, segue que 0 € Ny /(x°). Tome w® = 0 para concluir que (W% x° —y) =0 <

lim infy o (W, x5 —y). ]

Lema 4.3.1. Sob as hipdteses do Teorema 4.3 e assumindo que T € paramondtono em C,

seja {x*} a sequéncia gerada pelo APPG. Se S* =0, entdo {x*} é nao limitada.

Demonstracdo. Suponha que {x¥} seja limitada. Assim, existe um conjunto limitado e
convexo B C H tal que {x¥} c B Considere o operador T=T+ Ng, onde Ng é o
operador normal associado com B. Relembrando que Ng(x) = {0} V x € BY. Seja {x*} a
sequéncia gerada pelo APPG para o operador T com x° = x°. Provaremos por inducao
que x* =x* V k.

i) Para k = 0 a afirmagdo segue.

ii) Agora, suponha, por hipotese que x* = x*

Por (4.2) temos que

0 € T(x*™) + Ad Dy (x* T, x*) = T(x*) + Ad Dy (xF, xF)

usando o fato de que T = TemB%ea hipétese de inducdo. Entdo x*! é uma solucao da
equagao em vy,

0 € T(y) + M0y Dy (y, x¥) (4.36)

Pela monotonicidade estrita do operador T(y) + AM0xDg(+,x*), a solu¢do y de (4.36)
¢ tnica. Por (4.1) x**! ¢ a solugdo de 0 € T(y) + MDg(y, x¥), dai, concluimos que

ik+1

= x**1. Desta forma, a etapa de inducdo estd completa.

Vamos verificar agora as hipoteses do nosso lema para o PDV(T,C). Podemos verificar,
usando o Teorema 3.2 que T é monotono maximal. Pelo Teorema 3.1 e pela proposicao 3.6
o operador T=T+0(5g) (ver defini¢ao é paramondtono e pela proposi¢ao 4.1 temos que
Npg (ver defini¢cao 1.11) é pseudomonétono. Deste modo, T ¢ a soma de dois operadores
pseudomonoétonos, e portanto ele é pseudomonotono, pela proposicao 3.8. Finalmente,

verificaremos que PDV(T,C) tem solucoes. O conjunto das solugoes do PDV(T,C) é o
conjunto dos zeros de T+N¢ = T+ Ng + N¢. Note que D(T+N¢)=D(T)NnCNB C B.
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Como B ¢ limitado, temos que T+ Nc é sobrejetivo pela proposicao 3.5 e portanto
tem zeros. logo, podemos concluir que {X*}, e portanto {x*} possuem pontos fracos de
acumulacao e todos eles sao solucoes do PDV(:F,C). Seja x* um ponto de acumulacao de
{x*}. Segue da definicao de {x*} que x* € B’. Visto que T(x) = T(x) V x € B, obtemos
T(x*) = T(x*) e entdo segue de (1) que x* também é uma solucad do PDV(T,C) em

contradicdo com a nossa hipotese. Concluimos, desta forma, que {x*} é ndo limitada. [
Os nossos resultados podem ser resumidos no seguinte teorema:

Teorema 4.5. Assumindo que sejam vdlidas as hipdteses do Teorema 4.4. Seja {x*} a
sequéncia gerada pelo APPG. Entao

i) {x*} € fracamente convergente se, e somente se, S* # (.

ii) Se S* # 0 entdo o limite fraco x* de {x*} pertence a S*.

iii) Se S* = 0 entdo {x*} € nao limitada.

Demonstragao. 1) S* # (), entao o resultado segue do Teorema 4.4
Se a sequéncia converge entao ela ¢ limitada e segue do lema 4.3 que S* # ().
ii) Segue diretamente do Teorema 4.4.

iii) Segue do lema 4.3. O



Apéndice A

Funcao Indicadora e Funcao Gap

A.1 Funcao Indicadora

Definicao A.1. Seja C C H um conjunto convezo e fechado. A aplica¢ao d¢c : C —
R U{oo} tal que
0, se xeC
Sc(x) =
oo, se x¢ C.

€ chamada de func¢ao indicadora

Proposicao A.1. A funcao indicadora definida acima € convera se, e somente se, C é

um conjunto convero.

Demonstracao. De fato, se x € V, tem-se dc = 0o. Assim, para todo d € R, tem-se que
d < 0o =8¢ (x). Logo, (x,d) & Es..

Se x € C, tem-se d¢c(x) = 0. Entdo, d¢c(x) < d, V d € [0,,+00). Portanto, (x,d) € Es..
Logo, Es. = C x [0, +00).

Dai, se d¢ é convexa temos que Es. é convexo. portanto C x [0, +00) é convexo. Logo, C
é convexo.

Reciprocamente, se C é convexo, temos que Es. é convexo. Logo, dc é convexa.

Se x € C, tem-se d¢c(x) = 0. Entao, dc(x) < d, V d € [0, +o0). O

Agora vamos calcular o subidiferencial da fun¢ao Indicadora.
Seja s € 0f(x), entdo.
i)Se x € C, tem-se dc(x) = oo, dai
dc(y) =200, Vy e H.

47
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O que é um absurdo. Logo, 06¢(x) = 0.

ii) Se x € C, tem-se dc(x) = 0, entdo
dcly) = (s,y—x), Vye H.

Dai, considere os dois casos.
1) Sey ¢ C, obtemos

(s,y —x) < +o0.

2) Sey € C, tem-se dc(y) = 0, assim
(s,y—x) <0.
Portanto, por 1) e 2), obtemos
06¢c(x)={s€ H;(s,y—x) <0, VyeC}L

Logo,
{se Hy(s,y—x) <0, YyeC}, se xeC
0, se x¢C

08¢ (x) =
Pela definicao 1.11 e pelo calculo do subdiferencial de d¢ vemos que
Nc = 0dc, (A.1)

ou seja, o operador normal de C, N¢ : H — H, é igual ao conjunto dos subgradientes de
8¢ em x, de forma mais precisa, temos N¢ =0 se x € C, N¢c =0 se x € C% e que N¢(x)
é um cone nao vazio.

Como o conjunto

D(T) ={x € H; Tx # 0}

é o dominio do operador mondétono maximal T : H = H. Combinando estes resultados,

temos que

D(N¢) =C.

e que N¢ é um operador monétono maximal.
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A.2 Funcao Gap

Agora vamos introduzir uma funcao que sera utilizada a seguir.

Definicao A.2. Seja T : H = H um operador mondtono mazimal e C # () um subconjunto

convexo e fechado de H tal que D(T) N C # 0. Definimos a fungao
hT,C : D(T) NC— RU{OO}

com

hrc= sup (v,x—Yy), (A.2)
(x,y)eGc(T)

onde G¢(T) ={(v,y);v € T(y),y € C}, denota o grafico de T.
A funcao hy ¢ definida acima é chamada de funcao gap

Esta funcao tem uma propriedade interessante, para a qual descrevemos o seguinte lema:

Lema A.2.1. Sejam T,C e hr ¢ dados pela defini¢cao acima. Entao:
i) hr ¢ € convexa em D(T) N C.
ii) hr.c =20 em D(T)NH.

emonstracdo. 1) ht.c é o suprem uma famili ransformaco ns, que sao, em
D t ht.c é o supremo de uma familia de transformagoes afins, que sao, e
particular, funcoes convexas, e o supremo de uma familia de funcdes convexas é sempre
uma fung¢ao convexa.

ii) Basta tomarmos x =y em (A.2). O

Lema A.2.2. Considere hy . como em (A.2). Suponha que H seja um espago de Hilbert
arbitrdrio e que D(T) N C® # 0. Entdo hr ¢ tem zeros se, e somente se, S* € nao vazio e

em tal caso S* € precisamente o conjunto dos zeros de hr c.

Demonstragao. Primeiro iremos verificar que um zero de hy ¢ é uma solugao do PDV(T,C).
Por simplicidade denotaremos h = hy . Seja A :=T + N, tal que D(A) = D(T) N C.
Se h(x) = 0, entao por (A.2), temos que para caday € D(T)NC, v € Ty,

(v,x—y) <0 (A.3)
Por outro lado, se tomarmos w € N¢(x), entao, para caday € CND(T),

(w,x—y) <0, (A.4)
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onde usamos a definigao de N¢ e assumimos que x € C. Adicionando (A.3) e (A.4),
obtemos

(0—(v+w),x—y) >0, (A.5)

paracaday € D(T)NC=D(A) ecadav+w € A(y) = T(y) + N+ C. Pelo teorema 3.2

segue que A é mondtono maximal. De (A.5) segue que
0€ Ax) = T(x) + Ne(x), (A.6)

e (A.7) mostra que x € S*.

Reciprocamente suponha que x € CN S*. Entao, para cada y € C, existe v € Tx com
(v,y—x) > 0. (A7)

Usando esta ultima desigualdade e a monotonicidade, temos que para cada w € Ty

(w,y —x) > 0. (A.8)
Segue de (A.8) que
h(x)=  sup (w,x—y) <0. (A.9)
(y;w)eGc(T)

A equacgao (A.9) e o item (ii) do lema A.2.2 implicam que h(x) = 0, como querfamos

mostrar. O

Exemplo A.1. Seja C um conjunto convezo fechado e com interior nao vazio. Vemos
que a funcao gap para T = N¢ € exatamente dc. Realmente, seja x € C = D(T). Entao
0 < hneelx) = sup (v,x —y) <0,

(y,v)€Gc(N¢)
onde usamos a defini¢cio de N¢ na iltima desigualdade. Assim, hno(x) = 0 para todo
x € C. Agora seja x € C. Entao, como C° # 0, existe um hiperplano suporte nao trivial
dado para cada « # 0 tal que
A) (a,y —yo) <0 para todoy € C e
B) (a,x —yo) > 0. De (A) concluimos que Aa € N¢(yo) para todo A > 0. Entao
hne,c(x) = sup (v,ix —y) > Aa,x —yg)-
(y,v)€Gc(N¢)
Usando (B) e fazendo N — oo concluimos que hne.c(x) = oo para x ¢ C. Portanto,

temos h = d¢.
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