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Resumo

Neste trabalho estuda-se a existência e unicidade local de solução do problema misto

associado ao sistema não-linear abstrato

∣∣∣∣∣∣ u
′′
+Au+M(·, ‖ A1/2u ‖2)Au+ θ = f,

θ
′
+Aθ+ u

′
= g,

(1)

onde A é um operador auto-adjunto e positivo num espaço de Hilbert separável H e M

uma função real.

Palavras-Chave: Solução Fraca Local, Integral Hilbertiana, Sistema Não

Linear.
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Abstract

In this work study the local existence and uniqueness of solution for the

mixed problem associaded to the nonlinear abstract system

∣∣∣∣∣∣ u
′′
+Au+M(·, ‖ A1/2u ‖2)Au+ θ = f,

θ
′
+Aθ+ u

′
= g,

where A is a positive self-adjoint operator in a separable Hilbert space H and

M is a real function.

Keywords: Local Weak Solution, Integral Hilbertiana, Non Linear System.
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Introdução

Nesta dissertação estudamos o sistema (1) supondo A um operador positivo,

auto-adjunto de�nido num espaço de Hilbert separável H e, �xado um número

real T > 0,M ∈ C1([0, T ]×[0,+∞)) uma função satisfazendo hipóteses adequadas.

A primeira equação do sistema (1) no caso concreto quando A = −∆, M =

M
( ∫
Ω
‖ ∇u(x, ·) ‖2 dx

)
e θ = 0, é o modelo não-linear das vibrações transversais

da corda elástica presa nos extremos, isto é, a equação

∂2u

∂t2
− ∆u−M

( ∫
Ω

‖ ∇u(x, ·) ‖2 dx
)
∆u = f, (2)

onde denotamos por ∆ o operador de Laplace, ∇ é o operador gradiente e M

é uma função real de�nida em [0,+∞).

A equação (2) no caso ondeM ∈ C1([0,+∞);R) comM(ξ) > 0 foi estudada por

Matos [31] em um domínio aberto Ω ⊂ Rn limitado ou não. Em tal trabalho

o autor fez uso do Teorema de Diagonalização, cf. Capítulo 2. Em Clark and

Lima [8], o qual é o artigo base desta dissertação, os autores generalizam o

trabalho de Matos [31] ultilizando as mesmas tecnicas.

Problemas relacionados com a equação (2), mais precisamente a equação

∂2u

∂t2
−

(
P0 + P

∫
||∇u(x, ·)||2dx

)
∆u = 0, (3)

foram estudados por diversos autores os quais, entre outros, citamos: Arosio

and Spagnolo [1], Dickey [10], Lions [21], Medeiros and Milla Miranda [29],

Matos [30], Menzala [33], Nishihara [37]. Todos os autores citados acima

trabalharam no caso em que Ω ⊂ Rn é um domínio limitado ou no modelo

abstrato

u
′′
+M0

(
|A1/2u|2

)
Au = f, (4)

1



Sumário 2

supondo que o operador A tem espectro discreto e usando métodos de com-

pacidade, exceto em Matos [30] e Dickey [10] . Segundo Matos [30], a �m de

tratar do caso abstrato quando não temos compacidade o Professor J. L. Lions

propôs estudar o modelo (4) fazendo uso do Teorema de Diagonalização para

operadores auto-adjuntos e coercivos.

Neste trabalho estudamos o sistema (1) independente de compacidade,

seguindo as idéias do Professor J. L. Lions.

O plano de apresentação desta dissertação é o seguinte:

No Capítulo 1 listamos alguns resultados clássicos, os quais serão enunciados

sem demonstração e com indicações das referências para possíveis consultas,

e �xamos notações que serão utilizados no decorrer deste trabalho.

No Capítulo 2 apresentamos de maneira clara os conceitos e resultados uti-

lizados em todo os capítulos seguintes. De�nimos os campos de espaços de

Hilbert e a Integral Hilbertiana relativa a tais campos. Estudamos ainda os

espaços Hα, α ∈ R, bem como algumas de suas propriedades. Enunciamos e

demonstramos o Teorema de Diagonalização, o qual desempenha um papel

fundamental em toda esta dissertação.

No Capítulo 3 provamos o principal resultado desta dissertação: o Teorema

de Existência de Solução para o sistema (1). A idéia da prova pode ser resum-

ida como segue. Em primeiro lugar consideramos para cada ε > 0 o sistema

perturbado ∣∣∣∣∣∣ u
′′
ε +Aεuε +M(·, ‖ A1/2

ε uε ‖2)Aεuε + θε = f,

θ
′
ε +Aεθε + u

′
ε = g,

(5)

onde Aε = A+εI é um operador auto-adjunto e coercivo, isto é Aε > εI. Assim

Aε está nas condições do Teorema de Diagonalização e formalmente aplicamos

o operador de diagonalização Uε ao sistema (5) obtendo

∣∣∣∣∣∣ v
′′
ε + λvε +M(·, ‖ vε(·) ‖21/2)λvε + φε = fε = Uε(f),

φ
′
ε + λφε + v

′
ε = gε = Uε(g),

(6)



Sumário 3

onde vε = U(uε) e φε = U(θε). Notemos que a solução de (5) será dada por(
uε, θε

)
=
(
U−1
ε (vε),U−1

ε (φε)
)
, sendo o par

(
vε,φε

)
uma solução de (6). Na Seção

3.1 estudamos o Problema Truncado associado a (6), ou seja, para cada k ∈ N

buscamos uma solução
(
vεk(t, λ),φεk(t, λ)

)
de (6) tal que vεk(t, λ) = φεk(t, λ) = 0

para quase todo λ ∈ [k,+∞). Na Seção 3.2 obtemos estimativas, válidas para

t ∈ [0, T0], independentes de k e ε e, obtemos uma solução local de (6) como

limite das soluções truncadas
(
vεk(t, λ),φεk(t, λ)

)
quando k→ +∞. Na Seção 3.3

obtemos via Teorema de Áscoli-Arzelá uma solução local de (1) como limite de

(5), numa topologia apropriada, quando ε→ 0+. Na Seção 3.4 demonstramos

um resultado de unicidade.

No Capítulo 4 aplicamos os resultados obtidos no Capítulo 3 considerando

A = −∆.

Encerramos com um Apêndice, apresentando alguns elementos da Teoria

Espectral que achamos necessários para um melhor entendimento desta dis-

sertação.



Capítulo 1

Notação e Resultados Preliminares

Neste capítulo �xaremos as notações e apresentaremos alguns resultados

importantes para o cerne deste trabalho. Alguns resultados não serão demon-

strados, no entanto daremos referências onde as mesmas poderão ser encon-

tradas.

1.1 Resultados Auxiliares

Teorema 1.1. (Beppo Levi) Seja (fn) uma sequência crescente e não-negativa de funções

mensuráveis tais que f = lim fn. Então∫
f = lim

∫
fn.

Demonstração. Ver [40].

Corolário 1. Sejam (fn) uma sequência não-negativa de funções mensuráveis e f =
+∞∑
n=1

fn. Então ∫
f =

+∞∑
n=1

∫
fn.

Demonstração. Ver [40].

Teorema 1.2. (Convergência Dominada) Seja g : E→ R uma função integrável sobre um

um espaço mensurável E da reta e seja {fn} uma sequência de funções reais integráveis

de�nidas em E tais que

| fn(x) |6 g(x), q.s. em E, ∀ n.

4
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Se {fn} converge quase sempre em E para uma função mensurável f : E → R, então f é

integrável sobre E e

lim
n→∞

∫
E

fn =

∫
E

f.

Demonstração. Ver [40].

Teorema 1.3. (Radon - Nikodym) Sejam µ e ν duas medidas positivas, σ-�nitas de�nidas

numa σ-Álgebra M e suponhamos que ν é absolutamente contínua com relação a µ, isto

é, se E ∈ M e µ(E) = 0, tem-se ν(E) = 0. Nestas condições existe uma função não

negativa g ∈ L1(µ) tal que

ν(E) =

∫
E

gdµ, ∀ E ∈M. (1.1)

Demonstração. Ver [40].

Teorema 1.4. (Limitação Uniforme) Sejam E um espaço de Banach e F um espaço

normado. Seja {Tα}α∈A uma família de transformações lineares contínuas de E em F tal

que para cada x ∈ E,

sup
α∈A
‖ Tαx ‖F<∞.

Então,

sup
α∈A
‖ Tα ‖L(E,F)<∞.

Demonstração. Ver [2], [15] ou [39].

Teorema 1.5. (Banach-Alaoglu-Bourbaki) Seja E um espaço normado. O conjunto

B61(0,X) = {x ∈ E; ‖ x ‖E6 1} é compacto na topologia fraca-*.

Demonstração. Ver [2], [15] ou [39].

Corolário 2. Sejam E um espaço normado separável e (fn) uma sequência fortemente

limitada em E
′
. Então (fn) possui uma subsequência que converge fraca-*.

Demonstração. Ver [15].

Teorema 1.6. (Representação de Riesz-Fréchet) Sejam (H; (, )H) um espaço de Hilbert e

H′ seu dual topológico. Dada ϕ ∈ H′, existe um único elemento f ∈ H tal que

< ϕ, v >= (f, v)H, ∀ v ∈ H.

Além disso

‖ f ‖H=‖ ϕ ‖H′ .
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Demonstração. Ver [2], [15] ou [39].

Teorema 1.7. (Lema de Riesz - Lorch) Sejam (H, (·, ·)) um espaço de Hilbert e (Hn)n∈N

uma sequência de subespaços de H, dois a dois ortogonais gerando H, isto é,
∑

Hn = H.

Se u ∈ H representaremos por un sua projeção sobre Hn. Seja (An)n∈N uma sequência

de operadores lineares com domínio e imagem em H tais que, para cada n ∈ N, An reduz-

se em Hn a um operador limitado e auto-adjunto de Hn em Hn. Então, existe um e

somente um operador linear auto-adjunto A com domínio e imagem em H, em geral não

limitado, cuja restrição a Hn é igual a An. Seu domínio D(A) é constituído pela coleção

de vetores u ∈ H tais que a série
+∞∑
n=1

‖ Anun ‖2 é convergente. Para todo u ∈ D(A)

tem-se Au =

+∞∑
n=1

Anun.

Demonstração. Ver [25].

Teorema 1.8. (Ponto Fixo de Banach) Se M é um espaço mético completo, toda con-

tração f :M→M possui um único ponto �xo em M. Mais precisamente, se escolhermos

um ponto x0 ∈ M e pusermos x1 = f(x0), x2 = f(x1), ..., xn+1 = f(xn), ... a sequência

(xn) converge em M e a = lim
n→∞ xn é o único ponto �xo de f.

Demonstração. Ver [24].

Teorema 1.9. (Áscoli-Arzelá) Seja E ⊂ C(K,N) = {f : K→ N; f é contínua} , onde K e

N são espaços métricos sendo, K compacto. A �m de que E seja relativamente compacto

em C(K,N), é necessário e su�ciente que:

1◦)E seja equicontínuo;

2◦)Para cada x ∈ K, o conjunto E(x) = {f(x); f ∈ E} seja relativamente compacto em

N, isto é, toda sequência de E limitada admite uma subsequência que converge forte em

C(K,N).

Demonstração. Ver [24].

Seja D um subconjunto aberto de Rn+1 cujos os elementos serão denotados

com (t, x) onde t ∈ R e x ∈ Rn e seja f : D −→ Rn uma função não necessaria-

mente contínua.
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De�nição 1.1. Diz-se que f satisfaz as condições de Carathéodory sobre D se:

1)f(t, x) é mensurável em t para cada x �xo,

2)f(t, x) é contínua em x para cada t �xo,

3)para cada compacto U ⊂ D existe uma função real integrável mU(t) tal que

|f(t, x)| 6 mU(t), ∀ (t, x) ∈ U.

Consideremos o retângulo R = {(t, x) ∈ Rn+1; |t−t0| 6 a, ||x−x0|| 6 b}, a,b > 0.

Teorema 1.10. Seja f : R −→ Rn satisfazendo as condições de Carathéodory sobre R.

Então existe uma solução do PVI:

 x
′
= f(t, x)

x(t0) = x0,

sobre algum intervalo |t− t0| 6 β, β > 0.

Demonstração. Ver [9].

Corolário 3. Seja D = [0, T ] × B, onde T > 0 é �nito e B = {x ∈ Rn; ||x|| 6 b}, e f

satisfazendo as duas primeiras condições de Carathéodory sobre D e existe uma função

integrável m(t) tal que |f(t, x)| 6 m(t), ∀ (t, x) ∈ D. Seja φ(t) uma solução de

 x
′
= f(t, x)

x(0) = x0, ||x0|| 6 b.

Suponha que em qualquer intervalo I onde φ está de�nida se tenha ||φ(t)|| 6 M,

∀ t ∈ I, M independente de I e M < b. Então φ pode ser prolongada até [0, T ].

Demonstração. Ver [9].

1.1.1 Desigualdades

A seguir listamos duas importantes desigualdades que serão usadas neste tra-

balho.

• Desigualdade de Gronwall
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Seja C uma constante não-negativa e sejam u > 0 q.s. em (s, T) uma função

integrável em (s, T) e ϕ : (s, T) → R uma função contínua e não-negativa, tal

que

ϕ(t) 6 C+

∫ t
s

u(ξ)ϕ(ξ)dξ, ∀ t ∈ [s, T ].

Então

ϕ(t) 6 Ce
∫t
su(ξ)dξ, ∀ t ∈ [s, T ].

Demonstração. Ver [6].

• Desigualdade de Gronwall Generalizada

Sejam v, f : [0, T ] −→ R funções integráveis, não-negativas, e a : [0, T ] −→ R uma

função contínua, não-negativa, tais que

v(t) 6 v0 +
∫ t
0

f(s)ds+

∫ t
0

a(s)v(s)ds,

onde v0 é uma constante não-negativa. Então,

v(t) 6

(
v0 +

∫ t
0

f(s)ds

)
e
∫t
0
a(s)ds.

Demonstração. Ver [6].

• Desigualdade de Young

Sejam p e q índices conjugados, isto é, 1 6 p,q 6∞ com
1
p
+

1
q
= 1. Então

ab 6
1
p
ap +

1
q
bq, ∀ a,b > 0.

Demonstração. Ver [5].

• Desigualdade de H�older

Sejam p e q índices conjugados p, q ∈ [1,∞]. Se u ∈ Lp(a,b) e v ∈ Lq(a,b),

então uv ∈ L1(a,b) e ∫b
a

| uv |6‖ u ‖p‖ v ‖q . (1.2)

Demonstração. Ver [40].
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1.2 Distribuições

Seja u uma função real mensurável de�nida em um aberto Ω ⊂ Rn e seja

(Oi)i∈I a família constituída por todos os subconjuntos abertos Oi ⊂ Ω tais que

u|Oi ≡ 0 q.s.. Considera-se o subconjunto (aberto) O = ∪i∈IOi. Então, u = 0

q.s. em O, donde de�ne-se o suporte de u, supp(u), como sendo o subconjunto

supp(u) = Ω \ O.

Note que supp(u) é sempre um subconjunto fechado de Ω. Quando u é contínua

tem-se

supp(u) = {x ∈ Ω;u(x) 6= 0},

fecho este tomado em Ω.

Sejam u e v funções numéricas, mensuráveis em Ω e β ∈ K, onde K = R ou

C. Mostra-se que

supp(u+ v) ⊂ supp(u) ∪ supp(v)

supp(uv) ⊂ supp(u) ∩ supp(v)

supp(βu) = β supp(u), se β 6= 0.

Sejam X um espaço de Banach e �xemos sobre (0, T) à medida de Lebesgue.

Uma função u de�nida em (0, T) com valores em X é mensurável quando existir

uma sequência de funções simples (ϕn) tal que

ϕn(t) −→ u(t), em X, quase sempre em (0, T).

De�nição 1.2. Uma função u : (0, T) −→ X é integrável no sentido de Bochner ou

Bochner integrável, quando for mensurável e a função t ∈ (0, T) 7−→‖ u(t) ‖X é integrável

à Lebesgue.

Neste caso, a integral de Bochner de u é o vetor de X denotado por
∫T
0

u(t)dt

e caracterizado por〈
f,
∫T
0

u(t)dt

〉
X
′
,X

=

∫T
0

〈f,u(t)〉X ′ ,Xdt, ∀ f ∈ X
′

e∣∣∣∣∣∣∣∣ ∫T
0

u(t)dt

∣∣∣∣∣∣∣∣
X

6
∫T
0

‖ u(t) ‖X dt,
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sendo X
′
o dual de X. Em [32] prova-se que a integral de Bochner satisfaz as

mesmas propriedades da integral de Lebesgue no que diz respeito a linearidade

bem como alguns teoremas importantes como o da convergência dominada e

o lema de Fatou.

Dados um espaço de Banach X e um número real T > 0, denotamos por

Lp(0, T ;X), 1 6 p 6 ∞, o espaço das (classes de) funções a valores vetoriais u :

(0, T)→ X que são mensuráveis a Lebesgue e tais que a aplicação t 7→‖ u(t) ‖X,

de�nida quase sempre em (0, T), está em Lp(0, T).

Em Lp(0, T ;X), 1 6 p <∞, a função

| · |p,X: Lp(0, T ;X)→ R

dada por

| u |p,X=
( ∫T

0

‖ u(t) ‖pX dt
) 1
p ,

é uma norma em Lp(0, T ;X), o qual é Banach com a mesma.

No caso p =∞, a norma em L∞(0, T ;X) é dada por

| u |∞,X= sup
t∈(0,T)

ess ‖ u(t) ‖X,

e L∞(0, T ;X) com esta norma é um espaço de Banach.

Observação 1.1. No caso p = 2 e X é um espaço de Hilbert, então L2(0, T ;X) possui

uma estrutura hilbertiana de�nida pelo produto interno

(u, v) =
∫T
0

(u(t), v(t))Xdt, ∀ u, v ∈ L2(0, T ;X).

Temos que o espaço de Banach Lp(0, T ;X), 1 < p <∞, é re�exivo se X o for.

Se X é separável então o dual topológico de Lp(0, T ;X), 1 6 p < ∞, é separável

e identi�ca-se com o espaço de Banach Lq(0, T ;X
′
), onde

1
p
+

1
q

= 1. Neste

caso temos também que Lp(0, T ;X), 1 6 p <∞, também é separável. Para um

estudo detalhado deste assunto ver [12], [14] ou [38].

Um outro espaço funcional que será considerado nesta dissertação é o espaço

C0([0, T ];X) das funções vetoriais u : [0, T ] −→ X que são contínuas. Este espaço

vetorial equipado com a norma

|u|C0([0,T ];X) = max
t∈[0,T ]

{‖ u(t) ‖X}
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é um espaço de Banach.

Por D′(0, T ;X) estamos representando o espaço das distribuições vetoriais

sobre (0, T) com valores em X, isto é, o espaço vetorial das aplicações lineares e

contínuas de D(0, T) em X, onde D(0, T) representa o espaço vetorial C∞0 (0, T) das

funções in�nitamente diferenciáveis com suporte compacto em (0, T), munido

da seguinte noção de convergência: Uma sequência (uj)j∈N de C∞0 (0, T) converge

para zero em D(0, T) quando existir um suconjunto compacto K de (0, T) tal

que supp(uj) ⊂ K, j = 1, 2, ...., e, para cada j ∈ N a sequência (
dnuj

dtn
) converge

uniformemente em K. Quando X = R o espaço D′(0, T ;X) será denotado por

D′(0, T) e denominado espaço das distribuições escalares sobre (0, T).

Exemplo 1.2.1. Fixado u ∈ Lp(0, T ;X),1 6 p 6∞, de�na a aplicação

Tu : D(0, T)→ X

pondo

Tu(φ) =

∫T
0

u(s)φ(s)ds, ∀ φ ∈ D(0, T).

Prova-se a seguir que Tu é uma distribuição vetorial sobre (0, T). Com efeito, em primeiro

lugar note que o cálculo de
∫T
0

u(s)φ(s)ds, representa um vetor em X, em outras palavras

temos que a integral na expressão de Tu é uma integral de Bochner. Daí segue a linearidade

de Tu. Quanto a continuidade, seja (φn) uma sequência em D(0, T), convergindo a zero

em D(0, T).Provemos que

Tu(φn)→ 0 em X.

Ora, pela desigualdade de H�older temos

‖ Tu(φn) ‖X = ‖
∫T
0

u(s)φn(s)ds ‖X6
∫T
0

‖ u(s) ‖X| φn(s) | ds

6

( ∫T
0

‖ u(s) ‖pX ds

) 1
p
( ∫T

0

| φn(s) |
q ds

) 1
q

,
1
p
+

1
q
= 1,

ou seja

‖ Tu(φn) ‖X6| u |p,X‖ φn ‖Lq(0,T) .

Como φn → 0 uniformemente em D(0, T), segue que ‖ φn ‖Lq(0,T)→ 0 quando n → ∞,

provando a continuidadede Tu em X.
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Demonstra-se usando o lema de De Bois Raymond (Ver [5] ou [26]) que

a distribuição Tu é univocamente determinada por u, de modo que podemos

identi�car u com Tu e neste sentido temos Lp(0, T ;X) ⊂ D′(0, T ;X).

De�nição 1.3. Dada uma distribuição vetorial u ∈ D′(0, T ;X) de�nimos a derivada de

ordem n de u no sentido das distribuições vetoriais como sendo a distribuição vetorial

sobre (0, T),
dnu

dtn
, dada por

〈d
nu

dtn
,φ〉 = (−1)n〈u, d

nφ

dtn
(s)〉, ∀ φ ∈ D(0, T),

Segue da de�nição acima que toda distribuição vetorial é derivável e sua

derivada é ainda uma distribuição vetorial. Note que para u ∈ Lp(0, T ;X) tem-

se, em vista da identi�cação de u com Tu, que

〈d
nu

dtn
,φ〉 = (−1)n

∫T
0

u(s)
dnφ

dtn
(s)ds, ∀ φ ∈ D(0, T).

Os próximos conceitos e notações são muito frequentes e ultilizados: sejam

X, Y dois espaços de Banach e suponha X ⊂ Y. Diz-se que X está imerso

continuamente em Y se a aplicação inclusão

i : X→ Y, i(x) = x, ∀ x ∈ X,

é contínua.

Observe que isto equivale a dizer que existe C > 0 tal que:

‖ x ‖Y6 C ‖ x ‖X, ∀ x ∈ X,

onde C é a constante de imersão. Este fato é simbolizado por X ↪→ Y. Se X ↪→ Y

e X é denso em Y, diz-se que X está imerso, contínua e densamente em Y com

a topologia de Y. Se ocorrer da aplicação inclusão ser contínua e compacta

(isto é, toda sequência limitada em X admite subsequência convergente em Y),

diz-se que X é imerso compactamente em Y e denota-se X
c
↪→ Y.

A seguir temos alguns importantes teoremas de imersão.

Teorema 1.11. Sejam X e Y espaços de Banach e suponha X ↪→ Y. Se 1 6 s 6 r 6∞,

então

Lr(0, T ;X) ↪→ Ls(0, T ; Y).
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Demonstração. Seja C a constante de imersão de X em Y. Dada u ∈ Lr(0, T ;X) temos

que u é mensurável e, como s > 1,

‖ u(t) ‖sY6 Cs ‖ u(t) ‖sX, ∀ t ∈ (0, T). (1.3)

Ora, a função numérica t 7→‖ u(t) ‖sX está em L
r
s (0, T) e a função v(t) ≡ 1 per-

tence a Lq(0, T), onde q é o conjugado de r/s. Da desigualdade de H�older, temos que

t 7→‖ u(t) ‖sX está em L1(0, T), logo por (1.3) a função t 7→‖ u(t) ‖Y pertence a Ls(0, T),

donde u ∈ Ls(0, T ; Y). Portanto, Lr(0, T ;X) ⊂ Ls(0, T ; Y). Quanto a continuidade da

imersão, temos de (1.3) que :

‖ u ‖ss,Y =

∫T
0

‖ u(t) ‖sY dt 6
∫T
0

Cs ‖ u(t) ‖sX dt

6

( ∫T
0

Cr ‖ u(t) ‖rX dt

) s
r
( ∫T

0

dt

) 1
q

= CsT
1
q

[( ∫T
0

‖ u(t) ‖rX dt
) 1
r

]s
= CsT

1
q ‖ u ‖sr,X .

Portanto,

‖ u ‖s,Y6 CT
1
sq ‖ u ‖r,X .

Assim, provamos que Lr(0, T ;X) ↪→ Ls(0, T ; Y).

Proposição 1.1. Se p e q são índices conjugados, u ∈ Lp(0, T ;X) e v ∈ Lq(0, T ;X ′),

então a função numérica t 7−→ 〈v(t),u(t)〉X ′ ,X está em L1(0, T).

Demonstração. A mensurabilidade da função númérica t 7−→ 〈v(t),u(t)〉X ′ ,X é conse-

quência da mensurabilidade de u e de v. Agora sendo v(t) um funcional linear contínuo

temos

|〈v(t),u(t)〉X ′ ,X| 6‖ v(t) ‖X ′‖ u(t) ‖X,

e o resultado segue da desigualdade de H�older.

Teorema 1.12. Sejam X e Y espaços de Banach e suponha X ↪→ Y. Então Y
′
↪→ X

′
.

Demonstração. Note inicialmente que Y
′ ⊂ X ′ , pois toda forma linear e contínua em Y é,

em particular, linear e contínua em X já que X ⊂ Y. Seja C a constante da imersão de X

em Y e considere a aplicaçao inclusão i : Y
′ −→ X

′
. Então i é linear e contínua. De fato,

a linearidade segue da linearidade de y
′
. Quanto a continuidade, temos

| i(y
′
)(x) |=| y

′
(x) |6‖ x ‖Y‖ y

′ ‖Y ′6 C ‖ x ‖X‖ y
′ ‖Y ′ ,
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donde

‖ y ′ ‖X ′=‖ i(y
′
) ‖X ′= sup

‖x‖X=1

| i(y
′
)(x) |6 C ‖ y ′ ‖Y ′ .

Segue que Y
′
↪→ X

′
.

Segue do Teorema da Representação de Riesz-Fréchet que se Y é um espaço

de Hilbert, vale

X ↪→ Y ≡ Y ′ ↪→ X
′
. (1.4)

Teorema 1.13. Sejam X e Y espaços de Hilbert tais que X ↪→ Y. Se u ∈ Lp(0, T ;X) e
du

dt
∈ Lp(0, T ; Y), então u ∈ C0([0, T ];X).

Demonstração. Ver [26].

1.3 Cálculo Espectral

Nesta seção apresentaremos alguns resultados da Teoria Espectral. Para

mais detalhes ver Apêndice A.

Seja H um espaço de Hilbert separável com produto interno (·, ·) e norma

correspondente ‖ · ‖. Em H �xemos um operador auto-adjunto não limitado

A. De acordo com o Teorema Espectral, existe uma única família {Eλ; λ ∈ R}

de projeções tal que

D(A) =

{
u ∈ H;

∫
R
λ2d(Eλu,u) <∞},

‖ Au ‖2=
∫
R
λ2d(Eλu,u); ∀ u ∈ D(A),

(Au, v) =
∫
R
λd(Eλu, v), ∀ u ∈ D(A), v ∈ H,

onde as integrais acima são integrais de Riemann-Stieltjes.

Com o objetivo de de�nir as potências do operador A, revisaremos um

pouco do cálculo funcional para operadores auto-adjuntos. Inicialmente con-

sideraremos as funções reais limitadas.

Seja f : R −→ R uma função limitada e integrável em R no sentido de

Lebesgue - Stieltjes, em relação a função de variação limitada ρ(λ) = (Eλu, v)

para u, v ∈ H.
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Observação 1.2. Pela fórmula de polarização:

(Eλu, v) =
1
4
{‖ Eλ(u+ v) ‖2 + ‖ Eλ(u− v) ‖2 +i[‖ Eλ(u+ iv) ‖2 − ‖ Eλ(u− iv) ‖2]}

resulta que é su�ciente supormos f integrável relativamente à função real não-decrescente

σ(λ) = (Eλu,u) =‖ Eλu ‖2, u ∈ H.

Fixado u ∈ H considere a função gu : H −→ R dada por

gu(v) =

∫+∞
−∞ f(λ)d(Eλu, v), (1.5)

a qual é conjugada de um funcional linear a ser de�nido. Segue das pro-

priedades da integral de Lebesgue - Stieltjes que gu é linear.

Vejamos que gu é limitada. Com efeito, sendo f limitada sejaM = sup
λ∈R

| f(λ) |.

Então,

| gu(v) |=

∫+∞
−∞ f(λ)d(Eλu, v) 6MV

+∞
−∞ (Eλu, v),

onde V+∞
−∞ (Eλu, v) é a variação total de (Eλu, v). Ora, considerando uma partição

qualquer de R em um número �nito de intervalos de extremos

−∞ = λ0 < λ1 < ..... < λn = +∞,

e pondo Pk = Eλk −Eλk−1
, para k = 1, 2, ...,n, temos que {Pk}

n
k=1 é uma família de

projeções duas a duas ortogonais, tal que
∑
k

Pk = I e

n∑
k=1

| (Eλku, v) − (Eλk−1
u, v) | =

n∑
k=1

| (Pku, v) |=
n∑
k=1

| (Pku,Pkv) |

6
n∑
k=1

‖ Pku ‖‖ Pkv ‖

6

( n∑
k=1

‖ Pku ‖2
) 1

2
( n∑
k=1

‖ Pkv ‖2
) 1

2

=

( n∑
k=1

(Pku,u)

) 1
2
( n∑
k=1

(Pkv, v)

) 1
2

= (u,u)
1
2 (v, v)

1
2 =‖ u ‖‖ v ‖,

donde

V+∞
−∞ (Eλu, v) = sup

P

n∑
k=1

| (Eλku, v) − (Eλk−1
u, v) |6‖ u ‖‖ v ‖,
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isto é, | gu(v) |6M ‖ u ‖‖ v ‖, ∀ v ∈ H. Logo, para cada u ∈ H �xo temos que gu

é um funcional linear limitado de H, sendo ‖ gu ‖6M ‖ u ‖. Segue do Teorema

da Representação de Riesz - Fréchet que existe u∗ ∈ H tal que

gu(v) = (u∗, v) = (v,u∗), (1.6)

‖ gu ‖=‖ u∗ ‖H . (1.7)

Assim, de�ne-se o operador f(A) em H pondo f(A)u = u∗. Resulta de (1.6) que

(f(A)u, v) = (u∗, v) = gu(v) =
∫+∞
−∞ f(λ)d(Eλu, v),

isto é,

(f(A)u, v) =
∫+∞
−∞ f(λ)d(Eλu, v). (1.8)

Da unicidade de u∗ temos que f(A) é linear e, além disso, por (1.7) temos:

‖ f(A)u ‖=‖ u∗ ‖=‖ gu ‖6M ‖ u ‖,

isto é,

‖ f(A)u ‖6M ‖ u ‖ .

Logo, f(A) é limitado com ‖ f(A) ‖6M.

Em [25] e [35] prova-se que:

(i) f(A) é simétrico, ou seja, auto-adjunto;

(ii) f(A) > 0 se f(λ) > 0;

(iii) Todas as funções limitadas de A são permutáveis;

(iv) Se g : R −→ R satisfaz as mesmas propriedades da função f, então

(f(A)g(A)u, v) =
∫+∞
−∞ f(λ)g(λ)d(Eλu, v),∀ u, v ∈ H.

Em particular temos

‖ f(A)u ‖2= (f(A)u, f(A)u) = (f(A)2u,u) =
∫+∞
−∞ [f(λ)]2d(Eλu,u),

portanto,

‖ f(A)u ‖2=
∫+∞
−∞ [f(λ)]2d(Eλu,u), ∀ u ∈ H. (1.9)
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Estenderemos a seguir a correspondência acima ao caso de funções não-

limitadas. Consideremos as funções mensuráveis, �nitas, de�nidas quase sem-

pre em relação à σ(λ) = (Eλu,u). Seja f = f(λ) uma função desta classe, a qual

suporemos real. Tomemos os conjuntos

Mk = {λ ∈ R;k− 1 < f(λ) < k},

para k ∈ Z, e seja ek(λ) a função característica de Mk. Segue-se que para

cada k as funções ek(λ) e fk(λ) = f(λ)ek(λ) são limitadas e mensuráveis, logo

integráveis em relação à σ(λ) = (Eλu,u). Portanto , estão bem de�nidas os

operadores lineares (limitados e auto-adjuntos) ek(A) e fk(A), pelo caso ante-

rior. Sendo [ek(λ)]
2 = ek(λ), ek(λ)el(λ) = 0 para k 6= l e

+∞∑
k=1

ek(λ) = 1, resulta que

{ek(A)} é uma família de projeções duas a duas ortogonais tais que
+∞∑
k=1

ek(A) = I.

Seja Nk = ek(A)(H), o qual é um subespaço de H. Como fk(A) permuta com

ek(A), segue-se que fk(A)|Nk é linear, limitada e simétrica. Assim, {Nk} e {fk(A)}

estão nas condições do lema de Riesz - Lorch, cf. Teorema 1.7. Portanto, ex-

iste um único operador linear f(A), em geral não limitado, com domínio e

imagem em H, tal que f(A)|Nk = fk(A), ∀ k ∈ Z. Além disso, D(f(A)) = {u ∈ H;
+∞∑
−∞ ‖ fk(A)uk ‖

2< ∞}. Ora, uk ∈ Nk, donde uk = ek(A)u com u ∈ H. Daí e do

caso limitado, mais precisamente de (1.9) temos ‖ fk(A)u ‖2=
∫+∞
−∞[fk(λ)]2d(Eλu, v).

Portanto,

u ∈ D(f(A))⇐⇒
+∞∑
−∞ ‖ fk(A)uk ‖

2<∞⇐⇒ +∞∑
−∞
∫+∞
−∞ [fk(λ)]

2d(Eλu, v) <∞
⇐⇒

∫+∞
−∞

+∞∑
−∞ [fk(λ)]

2d(Eλu, v) <∞,

onde na última equivalência usamos o Teorema de Beppo Levi. Da de�nição

de fk temos

+∞∑
−∞ [fk(λ)]

2 =

+∞∑
−∞ [f(λ)]

2[ek(λ)]
2 = [f(λ)]2

+∞∑
−∞ [ek(λ)]

2

= [f(λ)]2
+∞∑
−∞ [ek(λ)] = [f(λ)]2 · 1 = [f(λ)]2.
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Assim,

u ∈ D(f(A))⇐⇒
∫+∞
−∞ [f(λ)]2d(Eλu, v) <∞.

Portanto,

D(f(A)) = {u ∈ H;
∫+∞
−∞ [f(λ)]2d(Eλu, v) <∞}.

Além disso, para cada u ∈ D(f(A)) temos

f(A)u =

+∞∑
−∞ fk(A)uk =

+∞∑
−∞ fk(A)ek(A)u =

+∞∑
−∞ f(A)ek(A)

2u =

+∞∑
−∞ fk(A)u,

ou seja,

f(A)u =

+∞∑
−∞ fk(A)u.

Donde,

(f(A)u, v) =
+∞∑
−∞(fk(A)u, v) =

+∞∑
−∞
∫+∞
−∞ fk(λ)d(Eλu, v) =

∫+∞
−∞ f(λ)d(Eλu, v),

ou seja,

(f(A)u, v) =
∫+∞
−∞ f(λ)d(Eλu, v), ∀ u ∈ D(f(A)) e ∀ v ∈ H. (1.10)

Em [11] prova-se que

f(A)∗ = 	f(A),

onde 	f é a função conjugada de f. Como estamos considerando f uma função

real segue que f(A) é um operador auto-adjunto, em geral não limitado de H

e de (1.10) obtemos

‖ f(A)u ‖2=
∫+∞
−∞ [f(λ)]2d(Eλu,u), ∀u ∈ D(f(A)).

Agora podemos de�nir as potências do operador auto-adjunto A. Notemos

que se A é coercivo, isto é, existe β > 0 tal que (Au,u) > β ‖ u ‖2, para todo

u ∈ D(A), então Eλ = 0 para λ < β, e as potências Aα, α > 0, do operador A

podem ser de�nidas por meio das funções contínuas fα : R −→ R, em geral não

limitadas:

fα(λ) =

 λα, se λ > β,

0, se λ < β.

Neste caso, teremos

D(Aα) = {u ∈ H;
∫+∞
β

λ2αd(Eλu,u)},
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(Aαu, v) =
∫+∞
β

λαd(Eλu, v), ∀ u ∈ D(Aα) e v ∈ H.

‖ Aαu ‖2=
∫+∞
β

λ2αd(Eλu,u), ∀u ∈ D(Aα).

Observação 1.3. Com as hipóteses acima sobre o operador A obtemos da demonstração

do Teorema Espectral (Ver [35]), cujo enunciado consta no apêndice deste trabalho, que

Eλ é a �soma� de�nida pelo Lema de Riesz-Lorch, segundo n, de operadores limitados Eλ,n

tais que Eλ,n = 0 para λ < β, ∀ n ∈ N. Daí segue que Eλ = 0 para λ < β.

Observação 1.4. Prova-se em [30], que para todo u ∈ D(Aα) e todo v ∈ D(Aγ), com

γ ∈ R, vale:

(Aαu,Aγv) =
∫+∞
β

λα+γd(Eλu, v),

onde A0 é o operador identidade de H.

Para mais detalhes sobre Calculo Funcional ver [25] ou [35].

A seguir tem-se algumas aplicações do que foi visto acima, aplicações estas

que serão utilizadas em todo o capítulo 3.

Dado ε > 0, consideremos as funções contínuas:

gαε(λ) =

 (λ+ ε)α, se λ > ε,

0, se λ 6 ε.

Então o operador Aαε = (A+εI)α, onde I é o operador identidade de H, coincide

com gαε(A) e teremos

D(Aαε ) = D(Aα), ∀ α > 0, ∀ ε > 0;

Aαε > εαI,ou seja, (Aαεu,u) > ε
α ‖ u ‖, ∀ u ∈ D(Aα);

(Aαεu,A
ξ
εv) =

∫+∞
−ε

(λ+ ε)α+ξd(Eλu, v), ∀ u ∈ D(Aα) e v ∈ D(Aξ), ξ > 0. (1.11)

Usando o fato que
∫ 0
−ε

(λ+ε)α+ξd(Eλu, v) 6 ε
α+ξ

∫ 0
−ε

d(Eλu, v), obtemos de (1.11)

que

(Aαεu,A
ξ
εv) 6 ε

α+ξ

∫ 0
−ε

d(Eλu, v) +
∫+∞
0

(λ+ ε)α+ξd(Eλu, v), (1.12)

∀ u ∈ D(Aα) ∩D(Aξ), ∀ α, ξ > 0.



Capítulo 2

Integral Hilbertiana & Teorema de

Diagonalização

Nesta seção enunciaremos e demonstraremos o Teorema de Diagonalização

e estudaremos os espaços Hα, α ∈ R, que serão fundamentais para o desenrolar

de todo o capítulo seguinte o qual é o objetivo maior dessa dissertação.

Um campo de espaços de Hilbert é uma aplicação que associa a cada λ ∈ R

um espaço de Hilbert real H(λ). Dado um campo de espaços Hilbertianos

R 3 λ 7→ H(λ), temos que um campo de vetores sobre R é uma aplicação

λ 7→ u(λ), de�nida em R tal que u(λ) ∈ H(λ).

Denotamos por F a coleção dos campos de vetores sobre R, o qual é um

espaço vetorial real com as operações de�nidas a seguir: Dados u, w ∈ F e

β ∈ R de�nimos os campos de vetores sobre R, u+w e βu, pondo

(u+w)(λ) = u(λ) +w(λ)

(β · u)(λ) = β · u(λ), λ ∈ R,

onde as operações no segundo membro são as operações de H(λ). Como

H(λ) é um espaço vetorial tem-se que as operações de�nidas acima estão bem

de�nidas.

Fixemos uma medida positiva ν sobre R.

De�nição 2.1. Um campo de espaços Hilbertianos λ 7→ H(λ) é dito ν-mensurável quando

existir um subespaço N de F satisfazendo as seguintes condições:

20
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(i) A aplicação λ 7→‖ u(λ) ‖H(λ) é ν-mensurável, ∀ u ∈ N;

(ii) se u ∈ F e a aplicação λ 7→ (u(λ), v(λ))H(λ) é ν-mensurável para todo v ∈ N, então

u ∈ N;

(iii) existe uma sequência (un)n∈N em N tal que para cada λ ∈ R a sequência (un(λ)) é

total (ou completa) em H(λ).

Os elementos de N são denominados campos de vetores ν-mensuráveis.

Observação 2.1. Um exemplo de campo de espaços Hilbertianos ν-mensurável será dado

posteriormente na demonstração do Teorema de Diagonalização.

Observação 2.2. Uma família (uα)α∈A, onde A é um conjunto de índices, em um espaço

de Hilbert H é dita total ou completa quando dado u ∈ H tal que (u,uα)H = 0, ∀α ∈ A,

tem-se u = 0. Para mais detalhes ver [17].

No que segue a aplicação λ 7→ H(λ) denota um campo de espaços Hilber-

tianos ν-mensurável e todos os campos de vetores sobre R aqui considerados

serão ν-mensuráveis.

De�nição 2.2. Um campo de vetores sobre R, u, é dito de quadrado integrável, com

relação a medida ν, quando

∫
R
‖ u(λ) ‖2H(λ) dν(λ) <∞.

Seja H0 ⊂ F a coleção dos campos de vetores de quadrado integrável com

relação a medida ν. Dados u, v ∈ H0 e β ∈ R, temos (u+ βv)(λ) = u(λ) +βv(λ),

donde

‖ (u+ βv)(λ) ‖2H(λ) 6
(
‖ u(λ) ‖H(λ) + | β |‖ v(λ) ‖H(λ)

)2
=‖ u(λ) ‖2H(λ) +2 | β |‖ u(λ) ‖H(λ)‖ v(λ) ‖H(λ)

+ β2 ‖ v(λ) ‖2H(λ),

daí, ∫
R
‖ (u+ βv)(λ) ‖2H(λ) dν(λ) 6

∫
R
‖ u(λ) ‖2H(λ) dν(λ)

+ 2 | β |

∫
R
‖ u(λ) ‖H(λ)‖ v(λ) ‖H(λ) dν(λ) + β

2

∫
R
‖ v(λ) ‖2H(λ) dν(λ).
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Como u, v ∈ H0 temos que
∫
R
‖ u(λ) ‖2H(λ) dν(λ) e

∫
R
‖ v(λ) ‖2H(λ) dν(λ) são

�nitas. Além disso, pela desigualdade de H�older,
∫
R
‖ u(λ) ‖H(λ)‖ v(λ) ‖H(λ)

dν(λ) é �nita. Logo u+βv ∈ H0. Assim, identi�cando-se dois campos de vetores

que s ão iguais quase sempre, em H0, relativamente a medida ν, H0 ⊂ F denota

o subespaço vetorial das classes de campos de vetores de quadrado integrável

com relação a medida ν.

Em H0 de�nimos a seguinte produto interno :

(u, v)0 =
∫
R
(u(λ), v(λ))H(λ)dν(λ), u, v ∈ H(λ),

o qual induz a norma:

‖ u ‖0=

( ∫
R
‖ u(λ) ‖2H(λ) dν(λ)

) 1
2

.

Proposição 2.1. O espaço
(
H0, (·, ·)0

)
é um espaço de Hilbert.

Demonstração. Seja (un) uma sequência de Cauchy em H0. Então, dado ε > 0 existe

n0 ∈ N tal que para n,m > n0 tem-se ‖ un − um ‖0< ε. Ou seja, n,m > n0 implica em∫
R
‖ un(λ)−um(λ) ‖2H(λ) dν(λ) < ε

2, donde segue que ‖ un(λ)−um(λ) ‖H(λ)< ε ν−q.s.,

isso com n,m > n0. Assim, a sequência (un(λ)) é de Cauchy, ν− q.s., em H(λ). Como

H(λ) é Hilbert, existe u(λ) ∈ H(λ) tal que ‖ un(λ) − u(λ) ‖H(λ)→ 0 quando n→∞.

A�rmação: O campo λ 7→ u(λ) ∈ H(λ) pertence a H0!

De fato, sendo (un(λ)) de Cauchy, existe n1 ∈ N tal que n,m > n1 implica em

‖ un(λ) − um(λ) ‖H(λ)< ε ‖ um0
(λ) ‖H(λ), com m0 ∈ N �xo. Então,

‖ un(λ) ‖H(λ) − ‖ um(λ) ‖H(λ)6‖ un(λ) − um(λ) ‖H(λ)< ε ‖ um0
(λ) ‖H(λ)

⇒‖ un(λ) ‖2H(λ) <

(
ε ‖ um0

(λ) ‖H(λ) + ‖ um(λ) ‖H(λ)

)2

= ε2 ‖ um0
(λ) ‖2H(λ) +2ε ‖ um0

(λ) ‖H(λ)‖ um(λ) ‖H(λ)

+ ‖ um(λ) ‖2H(λ) .

Em particular, �xando-se m1 > n1 e fazendo n→∞, temos

‖u(λ)‖2H(λ) <ε
2 ‖um0

(λ)‖2H(λ)+2ε ‖umo
(λ)‖H(λ)‖um1

(λ)‖H(λ) + ‖um1
(λ)‖2H(λ)

=⇒
∫
R
‖ u(λ) ‖2H(λ) dν(λ) < ε

2

∫
R
‖ um0

(λ) ‖2H(λ) dν(λ)

+2ε
∫
R
‖ umo

(λ) ‖H(λ)‖ um1
(λ) ‖H(λ) dν(λ) +

∫
R
‖ um1

(λ) ‖2H(λ) dν(λ).
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Como um0
, um1

∈ H0 temos que a primeira e a terceira integral acima são �nitas. Ora,

as funções f0(λ) =‖ um0
(λ) ‖H(λ) e f1(λ) =‖ um1

(λ) ‖H(λ) estão em L2(R). Logo, pela

desigualdade de Hölder, a segunda integral é �nita, donde u ∈ H0. Além disso, ainda

pelo fato da sequência (un(λ)) ser de Cauchy tem-se ‖ un(λ) − u(λ) ‖2< ε2 ‖ um0
(λ) ‖2,

com a aplicação λ 7→ ε2 ‖ um0
(λ) ‖2 integrável. Logo, pelo Teorema da Convergência

Dominada temos que

‖ un − u ‖20=
∫
R
‖ un(λ) − u(λ) ‖2 dν(λ) −→ 0, quando n→∞.

Daí, un −→ u em H0. Portanto, H0 é um espaço de Hilbert.

O espaço de Hilbert H0 é denominado Integral Hilbertiana do campo λ 7→

H(λ) e denotado por
∫⊕

H(λ)dν(λ).

Suponha que a medida ν tem suporte em (λ0,+∞), para algum λ0 > 0. Neste

caso podemos considerar os campos de vetores de�nidos apenas em (λ0,+∞).

Daí, para cada α ∈ R de�nimos o espaço vetorial Hα do seguinte modo:

u ∈ Hα ⇐⇒ λ 7−→ λαu ∈ H0.

De�ne-se em Hα o seguinte produto interno :

(u, v)α =

∫+∞
λ0

λ2α(u(λ), v(λ))H(λ)dν(λ), u, v ∈ H(λ),

o qual induz a norma:

‖ u ‖α=

( ∫+∞
λ0

λ2α ‖ u(λ) ‖2H(λ) dν(λ)

) 1
2

=‖ λαu ‖0 .

Proposição 2.2. O espaço
(
Hα, (·, ·)α

)
é um espaço de Hilbert e (Hα)

′ ≡ H−α,∀α ∈ R.

Demonstração. Seja (un) uma sequência de Cauchy em Hα. Então, a sequência (λαun)

é de Cauchy em H0. Sendo este um espaço de Hilbert tem-se que existe u ∈ H0 tal que

‖ λαun − u ‖0−→ 0 quando n→∞. Ora, u = λα(λ−αu) ∈ H0, donde λ−αu ∈ Hα.

A�rmação:‖ un − λ−αu ‖α−→ 0 quando n→∞.

De fato, ‖ un − λ−αu ‖α=‖ λαun − u ‖0−→ 0 quando n → ∞. Logo, un −→ λ−αu

quando n→∞ em Hα. Segue que Hα é Hilbert.
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Para provar que (Hα)
′ ≡ H−α, considere o seguinte operador σ : (Hα)

′ −→ H−α

de�nido por σ(f) = λ2αuf, onde uf é o único campo de Hα tal que

〈f,u〉 = (uf,u)α

‖ f ‖H ′α=‖ uf ‖α,

onde 〈, 〉 denota a dualidade entre Hα e H
′
α. Note que sendo Hα um espaço de Hilbert, a

existência e a unicidade de um tal uf segue do teorema da Representação de Riesz-Fréchet.

Prova-se a seguir que σ é um isomor�smo isométrico. Com efeito, dados f,g ∈ H
′
α e β ∈ R

temos

(uf+βg,u)α = 〈f+ βg,u〉 = 〈f,u〉+ β〈g,u〉

= (uf,u)α + β(ug,u)α

= (uf + βug,u)α,

donde

(uf+βg,u)α = (uf + βug,u)α, ∀u ∈ Hα.

Logo, uf+βg = uf+βug. Assim, σ(f+βg) = λ2αuf+βg = λ2α(uf+βug) = σ(f)+βσ(g).

Portanto, σ é linear.

Além disso, dada f ∈ H
′
α temos,

‖ σ(f) ‖2−α=‖ λ2αuf ‖2−α=‖ λαuf ‖20=‖ uf ‖2α=‖ f ‖2H ′α .

Portanto,

‖ σ(f) ‖−α=‖ f ‖H ′α .

Em particular σ é injetiva. Vejamos a sobrejetividade: dado w ∈ H−α note que u =

λ−2αw ∈ Hα, pois λαu = λ−αu ∈ H0, visto que w ∈ H−α. Além disso, o funcional

f : Hα −→ R dado por 〈f, v〉 = (u, v)α está em H
′
α. De fato, a linearidade é obvia, e além

do mais, pela desigualdade de H�ollder com p = 2, tem-se

| 〈f, v〉 |=| (u, v)α |6‖ u ‖α‖ v ‖α .

Como ‖ u ‖α< +∞, segue que f ∈ H
′
α. Mais ainda, pelo teorema de Riesz-Fréchet, mais

precisamente a unicidade de uf, temos uf = u. Logo,

σ(f) = λ2αuf = λ
2αu = λ2αλ−2αw,
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donde

σ(f) = w.

Portanto, σ é sobrejetiva, donde um isomor�smo isométrico.

No que segue estaremos sempre supondo que a medida ν tem suporte em

(λ0,+∞), com λ0 > 0.

Para cada k > λ0, k ∈ N, representaremos por H0,k o subespaço vetorial de

H0 constituído pelos campos u ∈ H0 tais que u(λ) = 0,ν − q.s. em [k,+∞). Ou

seja,

H0,k = {u ∈ H0 ;u(λ) = 0, ν− q.s. em [k,+∞)}.

Proposição 2.3. Para todo k ∈ N e α,β ∈ R, temos:

i) H0,k é um subespaço fechado de H0 e, portanto, um espaço de Hilbert com a norma

induzida por H0.

ii) Se vk ∈ H0,k, então λαvk ∈ H0,k. Em particular, H0,k ⊂ Hα.

iii) Em H0,k as normas Hα e Hβ são equivalentes e para vk ∈ H0,k temos

‖ vk ‖2α6 k2(α−β) ‖ vk ‖2β, α > β,

‖ vk ‖2β6 λ
2(α−β)
0 ‖ vk ‖2α, α > β.

Demonstração. i) Seja (un) uma sequência em H0,k tal que un −→ u em H0. Para cada

k ∈ N temos ∫+∞
k

‖ u(λ) ‖2H(λ) dν(λ) =

∫+∞
k

‖ u(λ) − un(λ) ‖2H(λ) dν(λ),

pois un ∈ H0,k, ∀ n ∈ N. Daí,

0 6
∫+∞
k

‖ u(λ) ‖2H(λ) dν(λ) 6
∫+∞
λ0

‖ u(λ) − un(λ) ‖2H(λ) dν(λ)

=‖ u− un ‖20−→ 0, quando n→ +∞.

Logo, ∫+∞
k

‖ u(λ) ‖2H(λ) dν(λ) = 0,
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donde u(λ) = 0 ν − q.s em [k,+∞). Assim, u ∈ H0,k e, portanto H0,k é um subespaço

fechado de H0.

(ii) Considere inicialmente α > 0. Então, como vk ∈ H0,k para cada k ∈ N, temos∫+∞
λ0

λ2α ‖ vk(λ) ‖2H(λ) dν(λ) =

∫k
λ0

λ2α ‖ vk(λ) ‖2H(λ) dν(λ)

6
∫k
λ0

k2α ‖ vk(λ) ‖2H(λ) dν(λ),

pois λ ∈ [λ0,k]. Logo,∫+∞
λ0

λ2α ‖ vk(λ) ‖2H(λ) dν(λ) 6 k
2α

∫k
λ0

‖ vk(λ) ‖2H(λ) dν(λ)

= k2α ‖ vk ‖20< +∞.

Assim, temos

∫+∞
λ0

λ2α ‖ vk(λ) ‖2H(λ) dν(λ) 6 k
2α ‖ vk ‖20 .

Segue que λαvk ∈ H0 e, como λαvk(λ) = 0 ν− q.s. em [k,+∞), temos λαvk ∈ H0,k.

Para o caso α 6 0, note que β = −α > 0, donde pelo que foi provado acima, λβvk ∈ H0,k.

Como, H0,k é um subespaço de H0 e λ ∈ (λ0,+∞), com λ0 > 0, temos

λαvk = λ−2βλβvk ∈ H0,k, isto é, λαvk ∈ H0,k. Em particular, dado vk ∈ H0,k temos

λαvk ∈ H0,k ⊂ H0, isto é, λαvk ∈ H0. Daí, vk ∈ Hα, donde tem-se H0,k ⊂ Hα.

iii) No item (ii) provamos que para α > 0 e vk ∈ H0,k vale

‖ vk ‖2α6 k2α ‖ vk ‖20 . (2.1)

Para α 6 0, como λ0 6 k, temos k2α =
1

k−2α
6

1
λ−2α
0

= λ2α0 , donde

‖ vk ‖2α6 λ2α0 ‖ vk ‖20 . (2.2)

Assim, dados α,β ∈ R tais que α > β temos

‖ vk ‖2β=‖ λβvk ‖20= λ2β ‖ vk ‖20> λ2βk2(β−α) ‖ vk ‖2α−β,

pois sendo α− β > 0 temos de (2.1) que ‖ vk ‖2α−β6 k2(α−β) ‖ vk ‖20. Portanto, temos

‖ vk ‖2α−β6 λ−2βk2(α−β) ‖ vk ‖20 .
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Ora,

‖ vk ‖2α−β =

∫+∞
λ0

λ2α−2β ‖ vk(λ) ‖2H(λ) dν(λ)

=

∫+∞
λ0

λ2α ‖ λ−βvk(λ) ‖2H(λ) dν(λ)

=‖ λ−βvk ‖α

= λ−2β ‖ vk ‖2α .

Nota: Pelo item (ii) temos vk ∈ H0,k implicando em λ−βvk ∈ H0,k ⊂ Hα, donde

λ−βvk ∈ Hα. Assim faz sentido considerar a norma em Hα do campo λ−βvk.

Segue que

λ−2β ‖ vk ‖2α=‖ vk ‖2α−β6 k2(α−β)λ−2β ‖ vk ‖2β,

donde

‖ vk ‖2α6 k2(α−β) ‖ vk ‖2β .

De modo análogo, agora usando (2.2), obtemos

‖ vk ‖2β6 λ
2(α−β)
0 ‖ vk ‖2α .

Daí, temos a equivalência das normas de Hα e Hβ em H0,k.

O espaço de Hilbert H0,k é denominado espaço dos campos truncados. Note

que H0,k é um subespaço fechado de Hα, ∀ α ∈ R. De fato, dada uma sequência

(un) em H0,k tal que un −→ u em Hα quando n→ +∞, temos∫+∞
k

λ2α ‖ u(λ) ‖2H(λ) dν(λ) =

∫+∞
k

λ2α ‖ u(λ) − un(λ) ‖2H(λ) dν(λ)

6
∫+∞
λ0

λ2α ‖ u(λ) − un(λ) ‖2H(λ) dν(λ)

=‖ u− un ‖2α .

Como ‖ u− un ‖α−→ 0 quando n→ +∞, temos∫+∞
k

λ2α ‖ u(λ) ‖2H(λ) dν(λ) = 0,

donde λ2α ‖ u(λ) ‖2= 0 ν− q.s. em [k,+∞). Ora, λ ∈ [k,+∞)⇒ 0 < k 6 λ, isto é,

λ2α > 0. Logo, u(λ) = 0 ν − q.s. em [k,+∞). Portanto u ∈ H0,k. Assim H0,k é

fechado em Hα.
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De�nição 2.3. Dado um campo de vetores v ∈ Hα, α ∈ R, denominamos de k-ésimo

campo truncado associado à v ao campo vk ∈ H0,k de�nido por

vk(λ) =

 v(λ) ν− q.s. em (λ0,k),

0 ν− q.s. em [k,+∞).

Proposição 2.4. Seja v ∈ Hα, α ∈ R. Então a sequência (vk) de campos truncados

converge para v em Hα forte.

Demonstração. Notemos inicialmente que:

i) (λ0,+∞) =

∞⋃
k=1

Λk, onde Λk = (λ0,k) e Λk ⊂ Λk+1.

ii) vk = vχΛk ν− q.s. em (λ0,+∞).

Assim, temos | vk(λ) − v(λ) |=| v(λ) || χΛk(λ) − 1 |, ν − q.s. em (λ0,+∞). Ora, λ ∈

(λ0,+∞), donde por (i) existe k0 ∈ N tal que λ ∈ Λk0 . Como Λk ⊂ Λk+1 temos que

para k > k0 vale λ ∈ Λk, isto é, k > k0 implica em χΛk(λ) = 1. Assim, dado ε > 0

tomando k > k0 tem-se | χΛk(λ) − 1 |= 0 < ε, ou seja, χΛk(λ) −→ 1 quando k → ∞ em

(λ0,+∞). Daí, para cada λ ∈ (λ0,+∞) temos | vk(λ) − v(λ) |=| v(λ) || χΛk(λ) − 1 |−→ 0

quando k → ∞. Portanto, vk −→ v pontualmente em (λ0,+∞). Da de�nição de vk

temos que λ2α ‖ vk(λ) − v(λ) ‖26 λ2α ‖ v(λ) ‖2 ν − q.s. em (λ0,+∞). Como v ∈ Hα,

temos que a aplicação λ 7→ λ2α ‖ v(λ) ‖2 é ν-integrável em (λ0,+∞). Logo, pelo Teorema

da Convergência Dominada de Lebesgue temos

lim
k→∞ ‖ vk − v ‖2α = lim

k→∞
∫+∞
λ0

λ2α ‖ vk(λ) − v(λ) ‖2H(λ) dν(λ)

=

∫+∞
λ0

λ2α lim
k→∞ ‖ vk(λ) − v(λ) ‖2H(λ) dν(λ)

=

∫+∞
λ0

0dν(λ) = 0.

Portanto, vk −→ v em Hα forte.

Observação 2.3. Dado um campo g ∈ Lp(0, T ;Hα), com 1 6 p 6 +∞ e α ∈ R, de

modo análogo de�nimos o campo truncado gk pondo para quase todo t ∈ (0, T) por

gk(t)(λ) =

 g(t)(λ) ν− q.s. em (λ0,k),

0 ν− q.s. em [k,+∞).

Neste caso, gk ∈ Lp(0, T ;H0,k) e gk −→ g em Lp(0, T ;Hα) forte.
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Proposição 2.5. Se α,β ∈ R, com α > β, então

Hα ↪→ Hβ e ‖ v ‖β6 λβ−α0 ‖ v ‖α, v ∈ Hα,

sendo a imersão acima densa.

Demonstração. Seja v ∈ Hα. Então,∫+∞
λ0

λ2β ‖ v(λ) ‖2H(λ) dν(λ) =

∫+∞
λ0

λ2β−2α ‖ λαv(λ) ‖2H(λ) dν(λ)

6 λ2(β−α)0

∫+∞
λ0

λ2α ‖ v(λ) ‖2H(λ) dν(λ)

= λ
2(β−α)
0 ‖ v ‖2α<∞.

Logo, λβv ∈ H0, donde v ∈ Hβ. Daí, Hα ⊂ Hβ se α > β. Além disso,

‖ v ‖β6 λβ−α0 ‖ v ‖α,

donde Hα ↪→ Hβ. Quanto a densidade, basta notar que para v ∈ Hβ a sequência de

campos truncados (vk) está em Hα ∩ Hβ e pela proposição (2.4), vk −→ v em Hβ

forte.

A seguir enunciaremos o Teorema de Diagonalização o qual, intuitivamente,

estabelece que todo operador auto-adjunto e coercivo é unitariamente equiv-

alente a um operador de multiplicação.

Seja H um espaço de Hilbert separável com produto interno (·, ·) e norma

correspondente ‖ · ‖. Em H consideremos um operador A auto-adjunto e

coercivo, isto é, existe uma constante c > 0 tal que

(Au,u) > c ‖ u ‖2, ∀ u ∈ D(A).

Nestas condições temos o seguinte resultado:

Teorema 2.1. (Teorema de Diagonalização) Existe uma medida positiva limitada ν sobre

R, com suporte em (λ0,+∞), 0 < λ0 < c, uma Integral Hilbertiana H0 =
∫⊕

H(λ)dν(λ)

e um operador unitário U de H sobre H0 satisfazendo as seguintes condições:

(i) U(Aαu) = λαU(u), ∀ u ∈ D(Aα), 0 6 α 6 1;

(ii) U é um isomor�smo de D(Aα) sobre Hα, 0 6 α 6 1.
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Demonstração. Faremos a demonstração em etapas : Na primeira construiremos um es-

paço de Hilbert L e um operador unitário U de H em L de modo que a imagem de

Aα, 0 6 α 6 1, por U é o operador de multiplicação por λα sobre L, isto é, UAαU−1 = Sα,

onde Sα é o operador de L de�nido por

D(Sα) = {v ∈ L; λαv ∈ L} e Sα(v) = λ
αv.

Além disso, U é um isomor�smo de D(Aα) sobre D(Sα).

Observação 2.4. Note que UAαU−1 = Sα equivale à UAα = SαU, donde dado u ∈

D(Aα) temos

(UAα)(u) = (SαU)(u)⇐⇒ U(Aαu) = Sα(U(u)) = λ
α
U(u),

isto é, U(Aαu) = λαU(u).

Na segunda construiremos via Teorema de Radon-Nikodyn um espaço de Hilbert K e

um operador unitário V de L sobre K, com propriedades análogas àquelas do operador U.

Finalmente na terceira construiremos uma Integral Hilbertiana H0 =
∫⊕

H(λ)dν(λ) e um

operador unitário W de K em H0, o qual também possui propriedades análogas àquelas

do operador U. O operador U que desejamos construir será de�nido por U = W ◦ V ◦ U.

Esquematicamente temos o seguinte diagrama

H
U // L

V // K
W // H0

D(Aα)
U //

OO

D(Sα)
V //

OO

D(Qα)
W//

OO

D(Mα) = Hα

OO

onde cada sub-diagrama é comutativo, isto é,


UAαU−1 = Sα,

VSαV
−1 = Qα,

WQαW
−1 = Mα.

1a Etapa : Construção do Operador U.

Seja {Eλ; λ ∈ R} a família espectral de A, cuja existência é garantida pelo Teorema

Espectral (ver Apêndice). Sendo A coercivo, o operador Aα, 0 6 α 6 1, está bem de�nido

e
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D(Aα) =

{
u ∈ H;

∫
R
λ2αd(Eλu,u) <∞}, (2.3)

‖ Aαu ‖2=
∫
R
λ2αd(Eλu,u); ∀ u ∈ D(Aα), (2.4)

(Aαu, v) =
∫
R
λαd(Eλu, v), ∀ u ∈ D(Aα), v ∈ H, (2.5)

(Aαu,u) > cα ‖ u ‖2, ∀ u ∈ D(Aα). (2.6)

Considere a seguinte de�nição:

De�nição 2.4. Dado v ∈ H, o subespaço cíclico de H gerado por v, denotado por Hv, é

o fecho em H do subespaço gerado pelo conjunto {Eλv; λ ∈ R}, isto é,

Hv = Span{Eλv; λ ∈ R}.

Observação 2.5. (i) v ∈ Hv, pois Hv é fechado e, pelo Teorema Espectral, v = Iv

= lim
λ→+∞Eλv.

(ii) Se w é ortogonal a Hv, então Hw é ortogonal a Hv. De fato, dados λ,µ ∈ R, temos

pela proposição (A.9) que (Eλv,Eµw) = (EµEλv,w) = (Eγv,w) = 0, onde γ = min{λ,µ}.

Resulta daí que (Eλv,u) = 0, ∀ u ∈ Span{Eµw;µ ∈ R}. Agora, dado u ∈ Hw, existe

uma sequência (uk) em Span{Eµw;µ ∈ R} tal que uk −→ u em H. Logo, (Eλv,u)

= lim
k→+∞(Eλv,uk) = 0. Portanto, (Eλv,u) = 0, ∀ u ∈ Hw. Daí, dado z ∈ Hv temos

(z,u) = lim
k→+∞(zk,u) = lim

k→+∞(
∑

α
(k)
i Eλiv,u) = 0, isto é, (z,u) = 0, ∀ u ∈ Hw e

∀ z ∈ Hv.

Proposição 2.6. Existe uma sequência (Hn) de subespaços cíclicos de H, dois a dois

ortogonais e tal que H =
⊕
n

Hn.

Demonstração. Seja (uk) uma sequência densa em H (recorde que estamos supondo

H separável !). Façamos v1 = u1 e tomemos H1 = Hv1 . Suponhamos construídos

H1, H2, ..., Hk subespaços cíclicos de H dois a dois ortogonais. Seja unk+1
o primeiro

elemento da sequência (uk) que não pertence à H1 ⊕ H2 ⊕ ... ⊕ Hk (Se não existir tal

vetor, então H = H1 ⊕ H2 ⊕ ... ⊕ Hk e tomamos Hn = {0}, n > k, e a demonstração

acabou!). Se Ek+1 denota o subespaço de H gerado por H1⊕H2⊕ ...⊕Hk e {unk+1
}, então
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existe em Ek+1 um vetor vk+1 ortogonal à H1 ⊕H2 ⊕ ...⊕Hk. Tomemos Hk+1 = Hvk+1
.

Obtemos assim uma sequência (Hn) de subespaços cíclicos, dois a dois ortogonais com

{un} ⊂
⋃
n

Hn. Portanto, H =
⊕
n

Hn =
⊕
n

Hvn .

Denotemos por Pn a projeção ortogonal de H =
⊕
n

Hn sobre Hn, então dado u ∈ H

temos

u =
∑
n

Pnu e ‖ u ‖2=
∑
n

‖ Pnu ‖2 .

Além disso, se u =
∑

un, então un = Pnu. Por esta razão usaremos indistintamente

as formas u = (un) e u =
∑

un, un = Pnu, para representar o vetor u ∈ H =
⊕
Hn.

Com a notação acima temos a seguir algumas propriedades dos espaços Hn:

Proposição 2.7. (i) Para cada λ ∈ R, Hn é invariante por Eλ, e Pn comuta com Eλ.

(ii) Pn comuta com Aα, isto é, se u ∈ D(Aα) então un = Pnu ∈ D(Aα) e PnAαu

= AαPnu. Em particular, se u ∈ Hn ∩D(Aα), então Aαu ∈ Hn.

Demonstração. (i) Seja u ∈ Hn da forma u = Eµvn. Então, Eλu = EλEµvn = Eγvn ∈

Hn, onde γ = min{λ,µ}. Por linearidade obtemos Eλu ∈ Hn, ∀ u ∈ Hn. Agora,

dado u =
∑

Pnu ∈ H, então PkEλu = Pk
∑

EλPnu = PkEλPku = EλPku, pois

EλPku ∈ Hk, ∀ k.

(ii) Sejam u ∈ D(Aα), un = Pnu e 0 < λ0 < c tal que Eλ = 0, ∀ λ < λ0. Para cada

b > λ0, temos∫b
λ0

λ2αd(Eλun,un) =
∫b
λ0

λ2αd(Eλun,Pnu) =
∫b
λ0

λ2αd(PnEλun,u) =
∫b
λ0

λ2αd(Eλun,u).

Mas,
∫b
λ0

λdEλ de�ne um operador T de H, limitado e auto-adjunto de�nido em todo H e

∫b
λ0

λ2αd(Eλun,u) = (T 2αun,u) = (Tαun, T
αu)

6‖ Tαun ‖‖ Tαu ‖

=

[ ∫b
λ0

λ2αd(Eλun,un)

] 1
2
[ ∫b
λ0

λ2αd(Eλu,u)

] 1
2

.

Daí, ∫b
λ0

λ2αd(Eλun,un) 6

[ ∫b
λ0

λ2αd(Eλun,un)

] 1
2
[ ∫b
λ0

λ2αd(Eλu,u)

] 1
2
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=⇒
[ ∫b
λ0

λ2αd(Eλun,un)

]2
6
∫b
λ0

λ2αd(Eλun,un)
∫b
λ0

λ2αd(Eλu,u).

Logo, ∫b
λ0

λ2αd(Eλun,un) 6
∫b
λ0

λ2αd(Eλu,u).

Como u ∈ D(Aα) e Eλ = 0, ∀ λ < λ0, temos∫+∞
λ0

λ2αd(Eλu,u) =
∫+∞
−∞ λ

2αd(Eλu,u) <∞
e, portanto, fazendo b→ +∞ temos∫+∞

−∞ λ
2αd(Eλun,un) =

∫+∞
λ0

λ2αd(Eλun,un) 6
∫+∞
λ0

λ2αd(Eλu,u) <∞.

Resulta daí que un ∈ D(Aα). Finalmente, dado u ∈ D(Aα) e v ∈ H, temos

(AαPnu, v) =
∫+∞
λ0

λ2αd(EλPnu, v)

=

∫+∞
λ0

λ2αd(Eλu,Pnv)

= (Aαu,Pnv) = (PnA
αu, v), ∀ v ∈ H.

Logo, AαPnu = PnA
αu, ∀ u ∈ D(Aα).

Para cada n ∈ N, seja L2n o espaço de Hilbert constituído das (classes) funções

f : R −→ R mensuráveis com relação a medida pn(λ) = (Eλvn, vn) e tais que

‖ f ‖2L2n=
∫+∞
−∞ | f(λ) |2 d(Eλvn, vn) <∞.

Seja L =
⊕
L2n = {u = (un); un ∈ L2n e

∑
‖ un ‖2L2n<∞}, equipado com o produto

interno

(u, v)L =
∑

(un, vn)L2n . (2.7)

O espaço L com o produto interno (2.7) é um espaço de Hilbert.

Proposição 2.8. Para cada λ ∈ R, seja Φλ a função característica de (−∞, λ). Então:

(i) ∀ λ ∈ R, tem-se Φλ ∈ L2n, n = 1, 2, ....

(ii) O conjunto Xn = {Eλvn ; λ ∈ R} (resp. Yn = {Φλ ; λ ∈ R}) é total em Hvn (em

resp. L2n).

(iii) Existe um único operador unitário Un de Hvn sobre L2n tal que Un(Eλvn) = Φλ.

(iv) ∀ u ∈ Hvn, tem-se Un(Eλu) = ΦλUn(u).
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Demonstração. (i) Φλ é mensurável com relação a pn(λ) e

‖ Φλ ‖2L2n =

∫+∞
−∞ | Φλ(µ) |

2 d(Eµvn, vn)

= lim
λ0→−∞

∫λ
λ0

d(Eµvn, vn)

= lim
λ0→−∞

{
(Eλvn, vn) − (Eλ0vn, vn)

}
= (Eλvn, vn) =|Eλvn |

2<∞,

pois pelo teorema espectral temos lim
λ0→−∞Eλ0 = 0.

(ii) Claramente Xn é total em Hvn . Provaremos que Yn é total em L2n. De fato, se u ∈ L2n
existe uma sequência de funções simples (ϕk) tal que ϕk −→ u em L2n. Como (−∞, λ0)

tem medida nula com relação à pn, podemos supor que existem λ1 < λ2 < ... < λn(k) com

λj > λ0, ∀ j = 1, 2, ...,n(k) e ϕk =

n(k)∑
j=1

CjΦ[λ0,λj]. Seja Ψk =

n(k)∑
j=1

CjΦλj ∈ Span{Yn}.

Então

‖ Ψk − u ‖2L2n =

∫+∞
−∞ | Ψk(λ) − u(λ) |

2 d(Eλvn, vn)

=

∫+∞
λ0

| ϕk(λ) − u(λ) |
2 d(Eλvn, vn)

=‖ ϕk − u ‖2L2n−→ 0.

Assim Ψk −→ u em L2n. Portanto, L
2
n = Span{Yn}.

(iii) Seja Un : Xn −→ Yn, Un(Eλvn) = Φλ. Resulta que Un preserva produto interno.

De fato, se λ 6 µ, temos Eλ 6 Eµ donde

(Φλ,Φµ)L2n =

∫+∞
−∞ Φλ(η)Φµ(η)d(Eηvn, vn)

=

∫λ
−∞ d(Eηvn, vn)

= (Eλvn, vn) = (EµEλvn, vn) = (Eλvn,Eµvn).

Extendendo Un linearmente a um operador Un : Span{Xn} −→ Span{Yn}, pomos

Un(

k∑
j=1

CjEλjvn) =

k∑
j=1

CjΦλj . Temos que Un é unitário e por densidade podemos

extendê-lo a um operador unitário Un de Hvn = Span{Xn} sobre L2n = Span{Yn}.

(iv) Suponhamos u = Eµvn e seja ν = min{λ,µ}. Então,

Un(Eλu) = Un(EλEµvn) = Un(Eνvn) = Φν

= ΦλΦµ = ΦλUn(Eµvn) = ΦλUn(u).
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Usando linearidade e continuidade concluimos que Un(Eλu) = ΦλUn((u), ∀ u ∈ Hvn .

Proposição 2.9. Seja v ∈ Hvn. Então v ∈ D(Aα) se, e somente se, λαUn(v) ∈ L2n.

Neste caso Un(Aαv) = λαUn(v).

Demonstração. Como v ∈ Hvn , segue da proposição 2.7 item (a) que Eλv ∈ Hvn e sendo

Un : Hvn −→ L2n unitário segue que (Eλv, v) = (UnEλv,Unv)L2n . Logo,∫+∞
−∞ λ

2αd(Eλv, v) =
∫+∞
λ0

λ2αd(UnEλv,Unv)

=

∫+∞
λ0

λ2αd

∫+∞
−∞ | Un(v)(µ) |

2 d(Eµvn, vn)

=

∫+∞
λ0

λ2αd

∫λ
λ0

| Un(v)(µ) |
2 d(Eµvn, vn)

=

∫+∞
λ0

λ2α | Un(v)(µ) |
2 d(Eµvn, vn).

Portanto, ∫+∞
−∞ λ

2αd(Eλv, v) <∞⇐⇒ ∫+∞
−∞ | λαUn(v)(λ) |

2 d(Eλvn, vn) <∞,

isto é,

v ∈ D(Aα)⇐⇒ λαUn(v) ∈ L2n.

Mostremos agora que Un(Aαv) = λαUn(v). De fato, para cada w ∈ Hvn temos

(Aαv,w) = (Un(A
αv),Un(w))L2n (2.8)

e

(Eλv,w) = (UnEλv,Unw)L2n = (ΦλUnv,Unw)L2n

=

∫+∞
−∞ Φλ(µ)Un(v)(µ)Un(w)(µ)d(Eµvn, vn)

=

∫λ
λ0

Un(v)(µ)Un(w)(µ)d(Eµvn, vn),

ou seja,

(Eλv,w) =
∫λ
λ0

Un(v)(µ)Un(w)(µ)d(Eµvn, vn).

Logo,

(Aαv,w) =
∫+∞
−∞ λ

αd(Eλv,w)

=

∫+∞
−∞ λ

αd

∫λ
λ0

Un(v)(µ)Un(w)(µ)d(Eµvn, vn)

=

∫+∞
−∞ λ

α
Un(v)(λ)Un(w)(λ)d(Eλvn, vn) = (λαUn(v),Un(w))L2n .
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Usando (2.8), obtemos

(Un(A
αv),U(w))L2n = (λαUn(v),Un(w))L2n , ∀ w ∈ H. (2.9)

De (2.9) e do fato de Un ser sobrejetiva concluímos que Un(Aαv) = λαUn(v), ∀ v ∈

D(Aα) ∩Hvn .

Lemma 2.0.1. Seja u =
∑
n

un ∈ H. Então u ∈ D(Aα) se, e somente se, un ∈ D(Aα)

e
∑
n

Aα(un) converge. Neste caso,

Aαu =
∑
n

Aα(un). (2.10)

Demonstração. Suponhamos que un ∈ D(Aα) e
∑
n

Aα(un) é convergente e seja vk =

k∑
n=1

un. Então vk ∈ D(Aα), vk −→ u em H e Aαvk =

k∑
n=1

Aαun −→ w. Sendo Aα

fechado, concluímos que u ∈ D(Aα) e Aαu = w. Reciprocamente, se u ∈ D(Aα) vimos

na Proposição 2.7(ii) que un = Pnu ∈ D(Aα). Além disso,
k∑
n=1

Aαun

=

k∑
n=1

AαPnu =

k∑
n=1

PnA
αu −→ Aαu.

Lemma 2.0.2. Seja {Ln : En −→ Fn;n ∈ N} uma família de operadores unitários entre

espaços de Hilbert. Então L : E =
⊕
En −→ F =

⊕
Fn dado por L(wn) = Lnwn é um

operador unitário.

Demonstração. A linearidade de L é obvia. Dado w = (wn) ∈ E, segue da hipotese que

‖ Lw ‖2F=
∞∑
n=1

| Lnwn |2Fn=

∞∑
n=1

| wn |2En=‖ u ‖
2
E .

Usaremos a seguinte notação para os operadores "tipo" L: L = (Ln).

De�nição 2.5. O operador de multiplicação por λα em L é o operador Sα de�nido por

D(Sα) = {f = (fn) ∈ L; λαfn ∈ L2n e
∞∑
n=1

λαfn converge em L}, (2.11)

Sα(f) =

∞∑
n=1

λαfn. (2.12)
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Teorema 2.2. Dado 0 6 α 6 1 existe um operador unitário U de H =
⊕
Hvn sobre

L =
⊕
L2n tal que a imagem de Aα por U é o operador Sα da de�nição acima, isto

é U(D(Aα)) = D(Sα) e UAαU−1(f) = Sα(f), ∀ f ∈ D(Sα). Além disso, U é um

isomor�smo de (D(Aα), ‖ · ‖D(Aα)) sobre (D(Sα), ‖ · ‖D(Sα)), onde

‖ u ‖2D(Aα)=‖ Aαu ‖2=
∫+∞
−∞ λ

2αd(Eλu,u), (2.13)

‖ f ‖2D(Sα)
=‖ Sαf ‖2L=

∑
n

∫+∞
λ0

λ2α | fn(λ) |
2 d(Eλvn, vn), f ∈ D(Sα). (2.14)

Demonstração. Seja U = (Un), onde Un é o operador da Proposição (2.8)(iii). Segue

do Lema 2.0.2 que U é unitário de H sobre L. Mostraremos agora que UAαU−1 :

U(D(Aα)) −→ L coincide com o operador Sα

(i) U(D(Aα)) = D(Sα).

De fato, seja f = (fn) ∈ D(Sα) ⊂ L e seja g = U
−1(f) ∈ H. Temos gn = U

−1
n (fn) ∈ Hvn

e λαUn(gn) = λαfn ∈ L2n. Resulta da Proposição 2.9 que gn ∈ D(Aα). Além disso

+∞∑
n

Un(A
αgn) =

+∞∑
n

λαUn(gn) = λ
αfn

que converge em L e portanto
+∞∑
n

Aαgn converge em H. Resulta do Lema 2.0.1 que

g ∈ D(Aα) e portanto f = U(g) ∈ U(D(Aα)). Reciprocamente, seja g ∈ D(Aα) e

ponhamos f = U(g). Do Lema 2.0.1 concluimos que gn ∈ D(Aα) e
+∞∑
n

Aαgn converge

em H. Mas,

gn ∈ D(Aα)⇐⇒ λαUn(gn) ∈ L2n (Veja Proposição 2.9).

Logo,

λαfn = λαUn(gn) ∈ L2n (2.15)

e
+∞∑
n

λαfn =

+∞∑
n

λαUn(gn) =

+∞∑
n

Un(A
αgn), (2.16)

sendo a convergência acima em L. Resulta de (2.15) e (2.16) que f = U(g) ∈ D(Sα).
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(ii) UAαU−1(f) = Sα(f), ∀ f ∈ D(Sα).

De fato,

UAαU−1(f) = UAαU−1(

+∞∑
n

fn) = UAα
( +∞∑

n

U
−1
n (fn)

)

= U

( +∞∑
n

AαU−1
n (fn)

)

=

+∞∑
n

UnA
α
U

−1
n (fn)

=

+∞∑
n

λαfn = Sαf.

Da (i) e (ii) concluímos que UAαU−1 = Sα. Para provarmos que U é um isomor�smo de

(D(Aα), ‖ · ‖D(Aα)) sobre (D(Sα), ‖ · ‖D(Sα)), seja u ∈ D(Aα) e f = U(u). Então

‖ U(u) ‖2D(Sα)
=‖ f ‖2D(Sα)

=‖ Sα(f) ‖L

=‖ UAαU−1(f) ‖2L

=‖ UAα(u) ‖2L

=‖ Aα(u) ‖2=‖ u ‖2D(Aα),

isto é,

‖ U(u) ‖D(Sα)=‖ u ‖D(Aα), ∀ u ∈ D(Aα).

Observação 2.6. O Teorema 2.2 continua válido se equiparmos D(Aα) com a norma do

grá�co :

‖ u ‖2D(Aα)=‖ u ‖2 + ‖ Aαu ‖2 .

Neste caso

‖ U(u) ‖2D(Sα)
=‖ Aαu ‖26‖ u ‖2D(Aα)

6 (1+
1
c2α

) ‖ U(u) ‖2D(Sα)
, ∀ u ∈ D(Aα).

(2.17)

O diagrama a seguir resume esta primeira etapa:

H =
⊕
Hn

U // L =
⊕
L2n

oo

D(Aα)
U //

Aα

OO

D(Sα).

Sα

OO

oo
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Além disso, UAαU−1 = Sα.

2a Etapa: Construção do Operador V.

Dado E ⊂ R mensurável, seja µn(E) =

∫
E

d(Eλvn, vn) > 0. Temos que µn de�ne

uma medida positiva na σ-álgebra M dos subconjuntos de R mensuráveis com relação a

medida pn(λ) = (Eλvn, vn).

Sem perda de generalidade, podemos supor que os subespaços cíclicos Hvn da decom-

posição de H são gerados por vetores ortonormais vn. Assim, por (2.4) com α = 0,

temos

µn(R) =
∫
R
d(Eλvn, vn) =‖ vn ‖2= 1. (2.18)

Resulta de (2.18) que µn é uma medida �nita, de modo que a medida µ de�nida por

µ(E) =

+∞∑
n=1

2−nµn(E), (2.19)

é positiva, �nita e µ(E) = 0⇐⇒ µn(E) = 0, ∀ n ∈ N.

Observação 2.7. Como Eλ = 0 para λ < λ0, temos
∫
E

d(Eλvn, vn) = 0 para todo

λ < λ0, donde supp(µn) ⊂ (λ0,+∞). Além disso, como supp(µ) ⊂ supp(µn) temos

supp(µ) ⊂ (λ0,+∞).

Aplicando o Teorema de Radon - Nikodym, cf. Capítulo 1, com ν = µn, concluímos

que para cada n ∈ N existe uma função não negativa φn ∈ L1(µ), onde µ é de�nida por

(2.19), tal que

µn(E) =

∫
E

φndµ, ∀ E ∈M,

isto é, ∫
E

d(Eλvn, vn) =
∫
E

φndµ, ∀ E ∈M.

Para cada n ∈ N seja

An = {t ∈ R;φn(t) > 0},

e denotemos por L2(An,µ) ao espaço vetorial das (classes de) funções µ-mensuráveis de

quadrado integráveis em An.
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Observação 2.8. Temos que f ∈ L2n ⇐⇒
√
φnf ∈ L2(An,µ), pois supp(µ) ⊂ (λ0,+∞),

donde ∫
An

(
√
φnf)

2dµ =

∫+∞
λ0

φnf
2dµ =

∫+∞
λ0

f2d(Eλvn, vn).

Denotemos por K o espaço vetorial
⊕
n

L2(An,µ) equipado com o produto interno

(f,g)K =
∑
n

(fn,gn)L2(An,µ), ; f = (fn),g = (gn) ∈
⊕
n

L2(An,µ).

Tem-se que K é um espaço de Hilbert e∑
n

fn converge em L⇐⇒
∑
n

√
φnfn converge em K.

De�nição 2.6. O operador de multiplicação por λα sobre K é o operador Qα de�nido por

D(Qα) = {g = (gn) ∈ K; λαgn ∈ L2(An,µ) e
+∞∑
n

λαgn converge em K}, (2.20)

Qα(g) =

+∞∑
n

λαgn. (2.21)

Teorema 2.3. Existe um operador unitário V de L sobre K tal que a imagem de Sα

por V é o operador Qα. Além disso, V é um isomor�smo de (D(Sα), ‖ · ‖D(Sα)) sobre

(D(Qα), ‖ · ‖D(Qα)), onde

‖ g ‖D(Qα)=‖ Qαg ‖K . (2.22)

Demonstração. Para cada n ∈ N, seja Vn : L2n −→ L2(An,µ) de�nido por Vn(f) =
√
φnf.

Resulta da Observação 2.8 que Vn está bem de�nida. Além disso, Vn é um operador

unitário de L2n sobre L2(An,µ), pois

(Vn(f),Vn(g))L2(An,µ) =
∫
An

φnfgdµ =

∫+∞
λ0

φnfgdµ

=

∫+∞
λ0

fgd(Eλvn, vn)

=

∫+∞
−∞ fgd(Eλvn, vn) = (f,g)L2n .

Do Lema 2.0.2 concluímos que V = (Vn) é um operador unitário de L =
⊕
n

L2n sobre

K =
⊕
n

L2(An,µ).

(i) V(D(Sα)) = D(Qα).

Seja f = (fn) ∈ D(Qα) e g = V−1(f). Temos
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f ∈ D(Qα)⇐⇒ λαfn ∈ L2(An,µ) e
+∞∑
n

λαfn converge em K⇐⇒ λαgn = λαφ
− 1

2
n fn ∈ L2n

e
+∞∑
n

λαgn =

+∞∑
n

λαφ
− 1

2
n fn converge em L (Veja (2.20) e a Observação 2.8 ).

Isso prova (i).

(ii) VSαV
−1(f) = Qα(f), ∀ f ∈ D(Qα).

Seja f =
+∞∑
n

fn ∈ D(Qα). Então

VSαV
−1(f) = VSα(

+∞∑
n

V−1
n (fn)) = V(

+∞∑
n

λαV−1
n (fn))

=

+∞∑
n

Vn(λ
αV−1

n (fn))

=

+∞∑
n

√
φnλ

αV−1
n (fn)

=

+∞∑
n

√
φnλ

αφ
− 1

2
n fn =

+∞∑
n

λαfn = Qα(f).

Provemos agora que V : D(Sα) −→ D(Qα) é uma bijeção linear. Dado f ∈ D(Sα)

temos

‖ V(f) ‖2D(Qα)
=‖ Qα(V(f)) ‖2K=‖ Qα(

+∞∑
n

√
φnfn) ‖2k

=‖
+∞∑
n

λα
√
φnfn ‖2K

=

+∞∑
n

‖ λα
√
φnfn ‖2L2(An,µ)

=

+∞∑
n

‖ λαfn ‖2L2n=‖ f ‖
2
D(Sα)

,

ou seja,

‖ V(f) ‖D((Qα)=‖ f ‖D(Sα), ∀ f ∈ D(Sα).

L =
⊕
L2n

V// K =
⊕
L2(An,µ)oo

D(Sα)
V //

Sα

OO

D(Qα).

Qα

OO

oo

Além disso, VSαV−1 = Qα.
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3a Etapa: Construção do Operador U & A Integral Hilbertiana H0.

Recordando a parte inicial deste capítulo observamos que para se de�nir uma integral

hilbertiana necessitamos de uma medida ν positiva sobre R e um campo de espaços hilber-

tianos λ ∈ R 7−→ H(λ) ν-mensurável. Para cada λ ∈ R denotemos por n(λ) o número

de indices i para os quais λ ∈ Ai = {t ∈ R;φi(t) > 0} e seja

Bm = {λ ∈ R;n(λ) = m}. Temos que λ 7−→ n(λ) e Bm são µ-mensuráveis, onde µ é

a medida de�nida na etapa anterior, cf. (2.19).

Proposição 2.10. Seja F um espaço de Hilbert com base ortonormal {v1, v2, ...} e seja

Fn = Span{v1, v2, ..., vn}. O campo hilbertiano

λ 7−→ H(λ) =

 Fn(λ), se λ 6∈ B0,

0, se λ ∈ B0,

é µ-mensurável.

Demonstração. Seja

N = {f : R −→ F; f é µ-mensurável e f(λ) ∈ H(λ), ∀ λ ∈ R}.

Mostraremos que N satisfaz as condições (i), (ii) e (iii) da De�nição 2.1. De fato, se

f ∈ N temos ‖ f ‖H(λ)=‖ f ‖F e f µ-mensurável, donde λ 7−→‖ f ‖H(λ) é µ-mensurável e,

portanto, o item (i) é satisfeito. Para veri�car (ii), seja λ 7−→ φ(λ) ∈ H(λ) um campo de

vetores sobre R tal que

λ 7−→ (f(λ),φ(λ))H(λ) = (f(λ),φ(λ))F (2.23)

é µ-mensurável, ∀f ∈ N. Para provar que φ é µ-mensurável é su�ciente provar que

λ 7−→ (v,φ(λ))F é µ-mensurável, ∀v ∈ F. Seja então

v =

+∞∑
i=1

λivi ∈ F

e

fv(λ) =


+∞∑
i=1

λivi, se λ ∈ Bn,

0, se λ ∈ B0.

Temos que fv : R 7−→ F é µ-mensurável e se λ ∈ Bn então n(λ) = n e

H(λ) = Span{v1, ..., vn}, resultando fv(λ) ∈ H(λ), ∀λ ∈ R. Logo, fv ∈ N e para
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λ ∈ R temos

(v,φ(λ))F = (fv(λ),φ(λ))H(λ),

donde por (2.23) resulta que λ 7−→ (v,φ(λ))F é µ-mensurável. Finalmente, consideremos

a sequência (en)n∈N de�nida do seguinte modo: Se λ ∈ B0, de�nimos en(λ) = 0, ∀n ∈ N.

Se λ 6∈ B0, de�nimos e1(λ) = v1 e para n > 2

en(λ) =

 0, se λ ∈ ∪n−1
j=1 Bj,

vn, caso contrário.

Dado λ ∈ R− B0 temos λ ∈ Bq para algum inteiro q > 1, e teremos

en(λ) = vn, n 6 q, pois λ 6∈ ∪n−1
j=1 Bj, n 6 q,

en(λ) = 0, n > q, pois λ ∈ ∪n−1
j=1 Bj, n > q,

isto é, (en(λ)) = (v1, v2, ..., vq, 0, ....) é total em H(λ) = Fn(λ) = Span{v1, v2, ..., vq}.

Isto mostra que vale o item (iii) e a proposição está demonstrada.

A integral hilbertiana do campo λ 7−→ H(λ) da proposição acima será denotada por

H0 =
∫⊕

H(λ)dµ(λ).

De�nição 2.7. O operador de multiplicação por λα em H0 é o operador Mα de�nido por

D(Mα) = {v ∈ H0;
∫+∞
λ0

λ2α ‖ v(λ) ‖2H(λ) dµ(λ) <∞} (2.24)

Mαv(λ) = λ
αv(λ), λ ∈ (λ0,+∞), v ∈ D(Mα). (2.25)

Observe que D(Mα) = Hα, onde os espaços (de Hilbert) Hα sãos os espaços de�nidos

no inicio deste capítulo, os quais são normados com norma

‖ v ‖2Hα
=

∫λ0
+∞ λ

2α ‖ v(λ) ‖2H(λ) dµ(λ), v ∈ D(Mα) = Hα.

Teorema 2.4. Existe um operador unitário W de K sobre H0 tal que a imagem do ope-

rador Qα por W é o operador Mα da de�nição 2.7. Além disso, W é um isomor�smo de

(D(Qα), ‖ · ‖D(Qα)) sobre Hα.

Demonstração. Segue de modo análogo à prova dos Teoremas 2.2 e 2.3.

Segue das três etapas acima a prova do Teorema de Diagonalização com ν = µ, onde

µ é a medida de�nida em (2.19), H0 como na Proposição 2.10 e U = W ◦ V ◦ U.
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Observação 2.9. Resulta do Teorema 2.1 que para todo u ∈ D(A) tem-se

U(Au) = λU(u).

Observação 2.10. Sendo U unitário segue que o mesmo é um operador limitado de H.

Como uma primeira aplicação do Teorema 2.1 provaremos a seguinte cadeia

de imersões densas:

D(Aα) ↪→ D(Aβ) ↪→ H ↪→ D(Aβ)
′
↪→ D(Aα)

′
, (2.26)

onde α > β > 0. De fato, dado u ∈ D(Aα) e recordando que Eλ = 0 para λ < λ0

temos ∫+∞
−∞ λ

2αd(Eλu,u) =
∫+∞
−∞ λ

2α−2βλβd(Eλu,u) =
∫+∞
λ0

λ2(α−β)λβd(Eλu,u)

6
∫+∞
λ0

λ
2(α−β)
0 λβd(Eλu,u)

= λ
2(α−β)
0

∫+∞
λ0

λ2βd(Eλu,u)

= λ
2(α−β)
0

∫+∞
−∞ λ

2βd(Eλu,u),

donde ∫+∞
−∞ λ

2βd(Eλu,u) 6 λ
2(β−α)
0

∫+∞
−∞ λ

2αd(Eλu,u) <∞.

Logo, u ∈ D(Aβ), donde D(Aα) ⊂ D(Aβ). Além disso,

‖ u ‖2D(Aβ) =‖ A
βu ‖2=

∫+∞
−∞ λ

2βd(Eλu,u)

6 λ2(β−α)0

∫+∞
−∞ λ

2αd(Eλu,u)

= λ
2(β−α)
0 ‖ Aαu ‖2

= λ
2(β−α)
0 ‖ u ‖2D(Aα),

ou seja,

‖ u ‖D(Aβ)6 λ
β−α
0 ‖ u ‖D(Aα), ∀ u ∈ D(Aα). (2.27)

Portanto, D(Aα) ↪→ D(Aβ), α > β. Quanto a densidade recorde que Hα ↪→ Hβ,

com imersão densa, se α > β. Além disso, pelo Teorema 2.1 D(Aα) e Hα

são isometricamente isomorfos, o mesmo valendo para D(Aβ) e Hβ. Assim,

a densidade de Hα em Hβ acarreta a densidade D(Aα) em D(Aβ). Portanto
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D(Aα) ↪→ D(Aβ) com imersão densa. Ainda pelo Teorema 2.1 temos que D(Aα)

e D(Aβ) são espaços de Hilbert, pois Hα e Hβ o são. Logo, por (1.4), temos

D(Aβ)
′
↪→ D(Aα)

′
. Provemos agora que D(Aβ) ↪→ H, donde seguirá, identi-

�cando H com H
′
, que H ↪→ D(Aβ)

′
. Já temos a inclusão e a densidade de

D(Aβ) em H, pois Aβ é auto-adjunto, cf. Apêndice. Considerando (1.3) e a

desigualdade de Cauchy-Schwarz temos para cada u ∈ D(Aβ) que

‖ u ‖26 1
cβ

(Aβu,u) 6
1
cβ
‖ Aβu ‖‖ u ‖= 1

cβ
‖ u ‖D(Aβ)‖ u ‖

=⇒‖ u ‖6 1
cβ
‖ u ‖D(Aβ) .

Portanto

‖ u ‖6 1
cβ
‖ u ‖D(Aβ), ∀ u ∈ D(Aβ).

Logo para α > β > 0 é válida a cadeia de imersões (2.26), onde cada imer-

são é densa. Além disso, sendo U um isomor�smo (isométrico) de D(Aβ)

sobre Hβ,β > 0, temos Hβ ↪→ H0 com imersão densa. Assim, em vista das

Proposições 2.2 e 2.5, temos

D(Aα)

��

� � // D(Aβ)

��

� � // H

��

� � // D(Aβ)
′

�� ��

� � // D(Aα)
′

��
Hα

U

OO

� � // Hβ

U

OO

� � // H0

U

OO

� � // H−β

U

OO

� � // H−α.

U

OO

Observação 2.11. Note que a cadeia de imersões contínuas e densas (2.26) foi obtida

supondo que o espaço de Hilbert D(Aα) estava munido da norma de�nida em (2.13). No

entanto, por (2.17) temos que tal cadeia ainda é válida se D(Aα) estiver equipado com a

norma do grá�co.

A dualidade entre H−α e Hα será denotada simplesmente por 〈·, ·〉−α,α. Em

[30] prova-se que se v ∈ Hβ então λα+βv ∈ H−α e vale a fórmula

〈λα+βv,u〉−α,α = (λβv, λαu)0, ∀ u ∈ Hα.

Daí segue o seguinte resultado:

Proposição 2.11. Se w ∈ L2(0, T ;H3/4) e w
′ ∈ L2(0, T ;H1/4) então a aplicação

t 7−→‖ w(t) ‖2
1/2 é absolutamente contínua em [0, T ] e

d

dt
‖ w(t) ‖21/2= 2〈λw(t),w ′(t)〉−1/4,1/4 = 2(λ3/4w(t), λ1/4w

′
(t))0.

Demonstração. Ver [30].



Capítulo 3

Existência e Unicidade de Solução

Fraca

Neste capítulo estudamos a existência e unicidade de solução fraca local (em

t) do seguinte problema:

(P.1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

u
′′
+Au+M(·, ‖ A1/2u ‖2)Au+ θ = f,

θ
′
+Aθ+ u

′
= g,

u(0) = u0, u
′
(0) = u1,

θ(0) = θ0,

onde A é um operador auto-adjunto não-limitado de um espaço de Hilbert

separável H tal que

(Au,u) > 0, ∀ u ∈ D(A), (3.1)

M é uma função real de�nida em [0, T ]× [0,+∞), com T > 0 �xo, de modo que

M ∈ C1([0, T ]× [0,+∞)), (3.2)

M(t, λ) > 0, ∀ (t, λ) ∈ [0, T ]× [0,+∞), (3.3)∣∣∣∣∂M∂t
∣∣∣∣ 6 K(1+M), λ ∈ [0,+∞), (3.4)

onde K é uma constante positiva. Representa-se por A1/2 a raiz quadrada do

operador A, cf. Seção 1.3, e ‖ A1/2u ‖ está denotando a norma em H de A1/2u.

Enunciamos a seguir o principal resultado desta dissertação.

46
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Teorema 3.1. Nas condições acima e supondo

{u0,u1, θ0} ∈ D(A3/4)×D(A1/4)×D(A1/2), (3.5)

{f,g} ∈
[
L2(0, T ;D(A1/4))

]2
, (3.6)

existem 0 < T0 6 T e funções vetoriais u, θ : [0, T0] −→ H satisfazendo:

u ∈ L∞(0, T0;D(A3/4)), (3.7)

u
′ ∈ L∞(0, T0;D(A1/4)), (3.8)

θ ∈ L2(0, T0;D(A1/2)), (3.9)

d

dt
(u
′
(t), z)+(A3/4u(t),A1/4z)+M(t, ‖A1/2u(t)‖2)(A3/4u(t),A1/4z)

+(θ(t), z) = (f(t), z), ∀z ∈ D(A1/4), (3.10)

no sentido de L2(0, T0),

d

dt
(θ(t), z) + (A1/2θ(t),A1/2z) + (u

′
(t), z) = (g(t), z), ∀z ∈ D(A1/2), (3.11)

no sentido de L2(0, T0),

u(0) = u0, u
′
(0) = u1 e θ(0) = θ0. (3.12)

O par de funções vetoriais {u, θ} do teorema acima é denominado solução

fraca do problema (P.1).

Para demonstrar o teorema acima seguiremos o seguinte roteiro. Mantendo-

se as hipóteses (3.1)-(3.4), consideramos para cada ε > 0 o problema pertur-

bado:

(P.2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

u
′′
ε +Aεuε +M(·, ‖ A1/2

ε uε ‖2)Aεuε + θε = f,

θ
′
ε +Aεθε + u

′
ε = g,

uε(0) = u0, u
′
ε(0) = u1,

θε(0) = θ0,

onde Aε = A + εI, com I sendo o operador identidade de H. Observamos

na Seção 1.3 que Aε está nas condições do Teorema de Diagonalização, cf.

Capítulo 2. Assim, para cada ε > 0, existe uma medida positiva µε com
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supp(µε) ⊂ (λε,+∞), 0 < λε < ε, uma Integral Hilbertiana H0,ε =
∫⊕

H(λ)dµε(λ)

e um operador unitário Uε : H −→ H0,ε tal que:

Uε(A
α
εw) = λ

αUε(w), ∀w ∈ D(Aαε ) = D(Aα),α > 0, (3.13)

Uε é um isomor�smo de D(Aαε ) sobre Hα,ε, (3.14)

onde D(Aαε ) e D(Aα) estão equipados com a norma do grá�co.

Observação 3.1. Por simplicidade o espaço Hα,ε, α > 0, será denotado por Hα e sua

norma por ‖ · ‖α em vez de ‖ · ‖α,ε. No entanto, lembramos que ‖ · ‖α depende de ε.

Garantida a existência do operador Uε, temos formalmente em vista de

(3.13) e do fato de Uε ser limitado, que

Uε
(
u
′′

ε +Aεuε +M(·, ‖ A1/2
ε uε ‖2)Aεuε + θε

)
= Uε(f)

⇐⇒ v
′′

ε + λvε +M(·, ‖ vε(·) ‖21/2)λvε + φε = Uε(f)

e

Uε
(
θ
′

ε +Aεθε + u
′

ε

)
= Uε(g)⇐⇒ φ

′

ε + λφε + v
′

ε = Uε(g),

sendo vε = Uε(uε) e φε = Uε(θε). Assim pondo v0ε = Uε(u0), v1ε = Uε(u1),

φ0ε = Uε(θ0), fε = Uε(f) e gε = Uε(g), obtemos de (P.2) o seguinte problema

(P.3)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

v
′′
ε + λvε +M(·, ‖ vε(·) ‖21/2)λvε + φε = fε,

φ
′
ε + λφε + v

′
ε = gε,

vε(0) = v0ε, v
′
ε(0) = v1ε,

φε(0) = φ0ε,

Observação 3.2. A necessidade de pertubar o problema (P.1) provém da hipótese de A

ser positivo, pois com esta condição pode ocorrer do mesmo degenerar, isto é, A ser nulo,

donde não poderíamos aplicar o Teorema de Diagonalização.

O problema (P.3) será estudado no espaço de Hilbert H0,k dos campos

truncados. Mostraremos via Teorema do Ponto Fixo de Banach que para

cada k ∈ N o problema truncado associado a (P.3) possui solução, {vεk,φεk},

e mediante estimativas válidas para todo t ∈ [0, T0], independentes de k e ε,

tomamos o limite com k→ +∞ obtendo o seguinte teorema:
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Teorema 3.2. Nas mesmas condições do Teorema 3.1 existem 0 < T0 6 T e funções

vetoriais vε,φε : [0, T0] −→ H0 tais que para cada t ∈ [0, T0]

vε ∈ L∞(0, T0;H3/4), (3.15)

v
′

ε ∈ L∞(0, T0;H1/4), (3.16)

φε ∈ L2(0, T0;H1/2), (3.17)

d

dt
(v
′

ε(t), ξ)0+(λ3/4vε(t), λ
1/4ξ)0+M(t,‖vε(t)‖21/2)(λ3/4vε(t), λ1/4ξ)0

+(φε(t), ξ)0 = (fε(t), ξ)0, ∀ξ ∈ H1/4, (3.18)

no sentido de D
′
(0, T0),

d

dt
(φε(t), ξ)0 + (λ1/2φε(t), λ

1/2ξ)0 + (v
′

ε(t), z)0 = (gε(t), ξ)0, ∀ξ ∈ H1/2, (3.19)

no sentido de D
′
(0, T0),

vε(0) = v0ε, v
′

ε(0) = v1ε,φε(0) = φ0ε. (3.20)

Resolvido o problema (P.3) temos o seguinte Corolário do Teorema 3.2:

Corolário 4. As funções vetoriais uε, θε : [0, T0] −→ H de�nidas por uε = U−1
ε (vε) e

θε = U−1
ε (φε) satisfazem:

uε ∈ L∞(0, T0;D(A3/4)), (3.21)

u
′

ε ∈ L∞(0, T0;D(A1/4)), (3.22)

θε ∈ L2(0, T0;D(A1/2)), (3.23)

d

dt
(u
′

ε(t), z)+(A3/4
ε uε(t),A

1/4
ε z)+M(t, ‖A1/2

ε uε(t)‖2)(A3/4
ε uε(t),A

1/4
ε z)

+(θε(t), z) = (f(t), z), ∀z ∈ D(A1/4), (3.24)

no sentido de L2(0, T0),

d

dt
(θε(t), z) + (A1/2

ε θε(t),A
1/2
ε z) + (u

′

ε(t), z) = (g(t), z), ∀z ∈ D(A1/2), (3.25)

no sentido de L2(0, T0),

uε(0) = u0, u
′

ε(0) = u1, θε(0) = θ0. (3.26)
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Ou seja, o par {uε, θε} é uma solução fraca (local) do problema (P.2). Fi-

nalmente, por passagem ao limite em (P.2), numa topologia apropriada, com

ε→ 0+ provamos o Teorema 3.1. A seguir provaremos o Corolário 4.

Demonstração. Inicialmente �xemos de uma vez por todas a norma do grá�co em D(Aα),

α > 0. Como Uε é um isomor�smo de D(Aαε ) sobre Hα,α > 0, temos de (3.15) e de

(3.17) que uε(t) ∈ D(A
3/4
ε ) = D(A3/4) e θε(t) ∈ D(A

1/2
ε ) = D(A1/2), ∀ t ∈ [0, T0]. Para

provar que sup
t∈[0,T0]

ess ‖ uε(t) ‖D(A3/4)< ∞ e sup
t∈[0,T0]

ess ‖ θε(t) ‖D(A1/2)< ∞, note que

dados w, �w ∈ D(Aα) vale:

(λαUε(w), λ
αUε( �w))0 = (Uε(A

α
εw),Uε(A

α
ε �w))0 = (Aαεw,A

α
ε �w),

isto é,

(λαUε(w), λ
αUε( �w))0 = (Aαεw,A

α
ε �w), ∀ w, �w ∈ D(Aα),α > 0. (3.27)

Em particular,

‖ Uε(w) ‖2α=‖ Aαεw ‖2, ∀w ∈ D(Aα). (3.28)

Em (3.28) fazendo α = 0 e w = uε(t), temos

‖ uε(t) ‖2=‖ vε(t) ‖20 . (3.29)

Por outro lado, fazendo α = 3/4 e w = uε(t) em (3.28) obtemos

‖ A3/4
ε uε(t) ‖2=‖ vε(t) ‖23/4 . (3.30)

Logo de (3.29) e (3.30) temos

‖ uε(t) ‖D(A3/4) =‖ uε(t) ‖2 + ‖ A3/4
ε uε(t) ‖2

=‖ vε(t) ‖20 + ‖ vε(t) ‖23/4

6 K ‖ vε(t) ‖23/4,

pois H3/4 ↪→ H0. Portanto,

‖ uε(t) ‖D(A3/4)6 K ‖ vε(t) ‖3/4

=⇒ sup
06t6T

ess ‖ uε(t) ‖D(A3/4)6 K sup
06t6T

ess ‖ vε(t) ‖3/4<∞.

Segue que uε ∈ L∞(0, T ;D(A3/4)). Analogamente θε ∈ L2(0, T0;D(A1/2)), logo vale

(3.21) e (3.23). Para provar (3.22) notemos que sendo Uε linear e limitado vale:[
Uε(uε(t))

] ′
= Uε(u

′

ε(t)), ∀ t ∈ [0, T0], (3.31)
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veja observação logo após esta demonstração. Daí, v
′
ε(t) = Uε(uε(t))

′
= Uε(u

′
ε(t)),

donde u
′
ε(t) = U−1

ε (v
′
ε(t)), ∀ t ∈ [0, T0]. Logo, por (3.16) temos u

′
ε(t) ∈ D(A1/4), ∀ t ∈

[0, T0]. Agora usando (3.28) e procedendo como acima temos (3.22). As relações em (3.26)

seguem imediatamente de (3.20), (3.31) e da de�nição de uε e θε. Provaremos a seguir

apenas (3.24) sendo a veri�cação de (3.25) análoga. Sejam Φ ∈ D
′
(0, T0), z ∈ D(A1/4) e

ξ = Uε(z) ∈ H1/4. De (3.18) e do fato de Uε ser unitário de H sobre H0 deduzimos∫T0
0

(f(t), z)Φdt =
∫T0
0

(Uε(f(t)),Uε(z))0Φdt

=

∫T0
0

(fε(t), ξ)0Φdt

=

∫T0
0

d

dt
(v
′

ε(t), ξ)0Φdt+
∫T0
0

(λ3/4vε(t), λ
1/4ξ)0Φdt

+

∫T0
0

M(t, ‖ vε(t) ‖21/2)(λ3/4vε(t), λ1/4ξ)0Φdt+
∫T0
0

(φε(t), ξ)Φdt.

Analisaremos em separado as integrais no segundo membro da ultima igualdade.

1.
∫T0
0

d

dt
(v
′

ε(t), ξ)0Φdt =
∫T0
0

d

dt
(Uε(u

′

ε(t)),Uε(z))0Φdt =
∫T0
0

d

dt
(u
′

ε(t), z)Φdt.

Portanto ∫T0
0

d

dt
(v
′

ε(t), ξ)0Φdt =
∫T0
0

d

dt
(u
′

ε(t), z)Φdt, ∀ Φ ∈ D
′
(0, T0).

2. ∫T0
0

(λ3/4vε(t), λ
1/4ξ)0Φdt =

∫T0
0

(λ1/4λ1/2vε(t), λ
1/4ξ)0Φdt

=

∫T0
0

(λ1/4λ1/2Uε(uε(t)), λ
1/4Uε(z))0Φdt

=

∫T0
0

(λ1/4Uε(A
1/2
ε uε(t)), λ

1/4Uε(z))0Φdt

=

∫T0
0

(A1/4
ε (A1/2

ε uε(t)),A
1/4
ε z)Φdt

=

∫T0
0

(A3/4
ε uε(t),A

1/4
ε (z))Φdt.

Observação 3.3. Da cadeia de imersões em (2.26) segue que D(A3/4) ↪→ D(A1/2),

donde D(A3/4) ⊂D(A1/2). Como uε(t) ∈ D(A3/4) temos que A1/2
ε uε(t) faz sen-

tido. Além disso, Uε(A
1/2
ε uε(t)) = λ1/2Uε(uε(t)) ∈ H1/4, donde

A
1/2
ε uε(t) ∈D(A1/4). Assim podemos de fato usar (3.27).
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3. De (3.28) com w = uε(t) = U−1
ε (vε(t)) ∈ D(A3/4), temos

‖ vε(t) ‖21/2=‖ A1/2
ε uε(t) ‖2, ∀ t ∈ [0, T0]. (3.32)

Logo, pelo item 2 temos∫T0
0

M(t, ‖ vε(t) ‖21/2)(λ3/4vε(t), λ1/4ξ)0Φdt

=

∫T0
0

M(t, ‖ A1/2
ε uε(t) ‖2)(A3/4

ε uε(t),A
1/4
ε z)Φdt, ∀ Φ ∈ D

′
(0, T0).

4. Sendo Uε unitário temos∫T0
0

(φε(t), ξ)0Φdt =
∫T0
0

(θε(t), z)Φdt, ∀ Φ ∈ D
′
(0, T0).

Assim dos itens 1-4 temos∫T0
0

[
d

dt
(u
′

ε(t), z) + (A3/4
ε uε(t),A

1/4
ε (z)) (3.33)

+M(t, ‖ A1/2
ε uε(t) ‖2)(A3/4

ε uε(t),A
1/4
ε z) + (θε(t), z)

]
Φdt =

=

∫T0
0

(f(t), z)Φdt, ∀ Φ ∈ D
′
(0, T0).

Como L2(0, T0) ⊂ D
′
(0, T0), temos que (3.33) é válido para todo Φ ∈ L2(0, T0). Logo vale

(3.24).

Observação 3.4. A seguir temos uma demonstração da igualdade (3.31). Com efeito,

sendo Uε(uε(t)) = vε(t) ∈ L∞(0, T0;H3/4) ↪→ D
′
(0, T0;H3/4), temos para cada

ϕ ∈ D(0, T0) que: [
Uε(uε(t))

] ′
(ϕ) = −

∫T0
0

Uε(uε(t))(s)ϕ
′
(s)ds

= −

∫T0
0

Uε(uε(t)(s)ϕ
′
(s))ds

= Uε

(
−

∫T0
0

uε(t)(s)ϕ
′
(s)ds

)
= Uε(u

′

ε(t)(ϕ))

= Uε(u
′

ε(t))(ϕ).

Logo
[
Uε(uε(t))

] ′
(ϕ) = Uε(u

′
ε(t))(ϕ), ∀ ϕ ∈ D(0, T0). Portanto vale (3.31).

Na seção seguinte demonstraremos a existência de solução para o problema

truncado associado a (P.3).
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3.1 Problema Truncado

O problema truncado associado ao sistema (P.3) consiste em encontrar cam-

pos vεk,φεk : [0, τ] −→ H0,k, 0 6 τ 6 T , tais que

{vεk, v
′

εk, φεk} ∈
(
L∞(0, τ;H0,k)

)3
, (3.34)

{v
′′

εk, φ
′

εk} ∈
(
L2(0, τ;H0,k)

)2
, (3.35)

v
′′

εk + λvεk +M(·, ‖ vεk ‖21/2)λvεk + φεk = fεk, (3.36)

φ
′

εk + λφεk + v
′

εk = gεk, (3.37)

vεk(0) = v0εk, v
′

εk(0) = v1εk, φεk(0) = φ0εk, (3.38)

onde v0εk, v1εk, φ0εk, fεk e gεk são os campos truncados associados à v0ε, v1ε, φ0ε,

fε e gε, respectivamente, cf. Capítulo 2.

Observação 3.5. Em vista do Teorema 1.13, segue de (3.34) que vεk ∈ C0([0, τ];H0,k).

Agora como pelo Teorema 1.11 temos L∞(0, τ;H0,k) ↪→ L2(0, τ;H0,k). Assim de (3.34) e

(3.35) temos, via Teorema 1.13, que v
′

εk,φεk ∈ C0([0, τ];H0,k). Logo podemos calcular

vεk(t), v
′

εk(t) e φεk(t) no ponto t = 0 e as relações em (3.38) fazem sentido.

A solução do problema truncado (3.34)-(3.38) será obtida como um ponto

�xo de um operador Sk conveniente. Para de�nir tal operador faz-se necessário

mais algumas notações.

Representemos por Xk o espaço L∞(0, τ;H0,k) equipado com a norma

|vεk|Xk = sup
06t6τ

ess ‖ vεk(t) ‖1/2,

e por Yk o espaço L∞(0, τ;H0,k) equipado com a norma

|φεk|Yk = sup
06t6τ

ess ‖ φεk(t) ‖0 .

Consideremos o produto cartesiano E = Xk × Yk com a norma

|[vεk,φεk]|
2
E = |vεk|

2
Xk

+ |φεk|
2
Yk
.

Observação 3.6. Mais adiante determinaremos τ de modo conveniente.
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Para cada wεk ∈ Xk consideremos os campos de vetores Fεk e Gεk dados por

Fεk(t, λ) = fεk(t, λ) −M(t, ‖ wεk ‖21/2)λwεk(t, λ),

Gεk(t, λ) = gεk(t, λ).

Note que Fεk ∈ Xk e Gεk ∈ Yk. De fato, é su�ciente provar que o campo

truncado fεk ∈ Xk e o campo truncado gεk ∈ Yk. Para tanto note que fεk ∈

L2(0, τ;H0,k) ⊂ L2(0, τ;H1/2). Daí
∫τ
0

‖ fεk(t) ‖21/2 dt < ∞, donde ‖ fεk(t) ‖1/2< ∞
quase sempre em [0, τ]. Logo |fεk|Xk = sup

t∈[0,τ]
ess ‖ fεk(t) ‖1/2< ∞, e portanto

fεk ∈ Xk. Analogamente,

gεk ∈ L2(0, τ;H0,k) =⇒
∫τ
0

‖ gεk(t) ‖20 dt <∞ =⇒‖ gεk(t) ‖0<∞
quase sempre em [0, τ], donde |gεk|Yk = sup

t∈[0,τ]
ess ‖ gεk(t) ‖0< ∞, e portanto

gεk ∈ Yk. Assim de fato temos Fεk ∈ Xk e Gεk ∈ Yk.

Por outro lado L∞(0, τ;H0,k) ↪→ L2(0, τ;H0,k) com as norma usuais, temos

Yk ↪→ L2(0, τ;H0,k). Quanto à Xk note que dado wk ∈ Xk temos pela Proposição

2.3 item (iii), com α = 1/2 e β = 0:

|wk|
2
2,H0,k

=

∫τ
0

‖ wk(t) ‖20 dt

6 λε

∫τ
0

‖ wk(t) ‖21/2 dt

6 λετ( sup
06t6τ

ess ‖ wk(t) ‖1/2)2

= λετ|wk|
2
Xk
<∞,

donde Xk ↪→ L2(0, τ;H0,k). Logo Fεk e Gεk ∈ L2(0, τ;H0,k). De�nimos o operador

Sk : E −→ E por Sk([wεk, zεk]) = [vεk,φεk], sendo [vεk,φεk] a única solução do

sistema

(P.4)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
v
′′

εk + λvεk + φεk = Fεk, em L2(0, τ;H0,k)

φ
′

εk + λφεk + v
′

εk = Gεk, em L2(0, τ;H0,k)

vεk(0) = v0εk, v
′

εk(0) = v1εk,φεk(0) = φ0εk,

na classe
{vεk, v

′

εk,φεk} ∈
[
L∞(0, τ;H0,k)

]3
{v
′′

εk,φ
′

εk} ∈
[
L2(0, τ;H0,k)

]2
.

(3.39)
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Para ver que Sk está bem de�nido é su�ciente provar que de fato (P.4) possui

solução e esta é única. A unicidade segue da seguinte forma: Dados [vεk,φεk] e

[�vεk, �φεk] soluções de (P.4), temos que [�vεk, �φεk] = [vεk,φεk]−[�vεk, �φεk] é solução

do sistema

(P.5)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
�v
′′

εk + λ�vεk + �φεk = 0, em L2(0, τ;H0,k)

�φ
′

εk + λ
�φεk + �v

′

εk = 0, em L2(0, τ;H0,k)

�vεk(0) = �v
′

εk(0) = �φεk(0) = 0.

Tomando o produto interno em H0 de ambos os lados de (P.5)1 e (P.5)2 por

2�v
′

εk e 2�φεk, respectivamente, temos

d

dt
‖ �v ′εk(t) ‖20 +2(λ�vεk(t), �v

′

εk(t))0 + 2(�φεk(t), �v
′

εk(t))0 = 0

⇐⇒ d

dt
‖ �v ′εk(t) ‖20 +2(λ3/4�vεk(t), λ1/4�v

′

εk(t))0 + 2(�φεk(t), �v
′

εk(t))0 = 0

⇐⇒ d

dt
‖ �v ′εk(t) ‖20 +

d

dt
‖ �vεk(t) ‖21/2 +2(�v

′

εk(t), �φεk(t))0 = 0. (3.40)

e analogamente

d

dt
‖ �φεk(t) ‖20 +2 ‖ �φεk(t) ‖21/2 +2(�v

′

εk(t), �φεk(t))0 = 0. (3.41)

Somando (3.40) e (3.41) obtemos

d

dt
‖ �v ′εk(t) ‖20 +

d

dt
‖ �φεk(t) ‖20 +

d

dt
‖ �vεk(t) ‖21/2

+2 ‖ �φεk(t) ‖21/2 +4(�v
′

εk(t), �φεk(t))0 = 0.
(3.42)

Integrando (3.42) de 0 à t 6 τ, obtemos

‖�v ′εk(t)‖20 − ‖�v
′

εk(0)‖20 + ‖ �φεk(t)‖20 − ‖ �φεk(0)‖20 + ‖�vεk(t)‖21/2 − ‖�vεk(0)‖21/2

+2
∫ t
0

‖ �φεk(s) ‖21/2 ds+ 4
∫ t
0

(�v
′

εk(s), �φεk(s))0ds = 0

⇐⇒

‖�v ′εk(t)‖20+‖ �φεk(t)‖20+‖�vεk(t)‖21/2=−2
∫ t
0

‖ �φεk(s)‖21/2 ds−4
∫ t
0

(�v
′

εk(s), �φεk(s))0ds

6 2
∫ t
0

‖ �φεk(s)‖21/2 ds+ 2
∫ t
0

{
‖�v ′εk(s)‖20 + ‖ �φεk(s)‖20

}
ds

6 2
∫ t
0

{
‖�v ′εk(s)‖20 + ‖ �φεk(s)‖20 + ‖�vεk(s)‖21/2

}
ds+ 2

∫ t
0

‖ �φεk(s)‖21/2 ds.
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Assim,

‖�v ′εk(t)‖20 + ‖ �φεk(t)‖20 + ‖�vεk(t)‖21/2

6 2
∫ t
0

‖ �φεk(s)‖21/2 ds+2
∫ t
0

{
‖�v ′εk(s)‖20+ ‖ �φεk(s)‖20 + ‖�vεk(s)‖21/2

}
ds.

Pela Desigualdade de Gonwall Generalizada, cf. Capítulo 1, segue-se que

‖ �v ′εk(t) ‖20 + ‖ �φεk(t) ‖20 + ‖ �vεk(t) ‖21/2

6 C
∫ t
0

‖ �φεk(s) ‖21/2 ds = C̃
∫ t
0

‖ �φεk(s) ‖20 ds

6 C̃
∫ t
0

{
‖ �v ′εk(s) ‖20 + ‖ �φεk(s) ‖20 + ‖ �vεk(s) ‖21/2

}
ds,

donde pela Desigualdade de Gronwall, cf. Capítulo 1, segue que

‖ �v ′εk(t) ‖20 + ‖ �φεk(t) ‖20 + ‖ �vεk(t) ‖21/2= 0,

e, portanto, [vεk,φεk] = [�vεk, �φεk]. A existência é obtida via Método de Galerkin

seguindo as mesmas idéias do Lema 2.1 pág. 22 de [30]. Portanto Sk está bem

de�nida.

É fácil ver que um ponto �xo de Sk é uma solução do problema truncado

(3.34)-(3.38). Para provar que Sk possui um ponto �xo usaremos o Teorema do

Ponto Fixo de Banach na bola fechada de centro na origem e raio a em E, isto é,

Bk[0,a] = {[wεk, zεk] ∈ E; |[wεk, zεk]|E 6 a}, onde a será de�nido a posteriori.

Observação 3.7. Estamos considerando E com a topologia da norma, logo Bk[0,a] é um

conjunto fechado do espaço de Banach E. Portanto Bk[0,a] é completo.

Provamos a seguir que Sk é uma contração. Com efeito, seja Sk([wεk, zεk]) =

[vεk,φεk]. Tomando o produto interno em H0 de ambos os lados de (P.4)1 e

(P.4)2 por 2v
′

εk e 2φεk, respectivamente, obtemos:

d

dt
‖ v ′εk(t) ‖20 +

d

dt
‖ vεk(t) ‖21/2 +2(φεk(t), v

′

εk(t))0 = 2(Fεk(t), v
′

εk(t))0

6 2 | (Fεk(t), v
′

εk(t))0 |6 2 ‖ Fεk(t) ‖0‖ v
′

εk(t) ‖06‖ Fεk(t) ‖20 + ‖ v
′

εk(t) ‖20,

ou seja,
d

dt
‖ v ′εk(t) ‖20 +

d

dt
‖ vεk(t) ‖21/2 +2(φεk(t), v

′

εk(t))0

6‖ Fεk(t) ‖20 + ‖ v
′

εk(t) ‖20 .
(3.43)



Capítulo 3. Existência e Unicidade de Solução Fraca 57

Analogamente obtemos

d

dt
‖ φεk(t) ‖20 +2 ‖ φεk(t) ‖21/2 +2(φεk(t), v

′

εk(t))0

6‖ Gεk(t) ‖20 + ‖ φεk(t) ‖20 .
(3.44)

Somando (3.43) e (3.44) e integrando de 0 à t 6 τ, obtemos

‖v ′εk(t)‖20 + ‖vεk(t)‖21/2 + ‖φεk(t)‖20 +2
∫ t
0

‖φεk(s)‖21/2 ds+ 4
∫ t
0

(φεk(s), v
′

εk(s))0ds

6‖v ′εk(0)‖20 + ‖vεk(0)‖21/2 + ‖φεk(0)‖20

+

∫ t
0

‖ Fεk(s) ‖20 ds+
∫ t
0

‖ Gεk(s) ‖20 ds+
∫ t
0

{
‖ v ′εk(s) ‖20 + ‖ φεk(s) ‖20

}
ds

=‖ v1εk ‖20 + ‖ v0εk ‖21/2 + ‖ φ0εk ‖20

+|Fεk|
2
2,H0,k

+ |Gεk|
2
2,H0,k

+

∫ t
0

{
‖ v ′εk(s) ‖20 + ‖ φεk(s) ‖20

}
ds

=⇒‖ v ′εk(t) ‖20 + ‖ vεk(t) ‖21/2 + ‖ φεk(t) ‖20 +2
∫ t
0

‖ φεk(s) ‖21/2 ds

6‖ v1εk ‖20 + ‖ v0εk ‖21/2 + ‖ φ0εk ‖20

+|Fεk|
2
2,H0,k

+ |Gεk|
2
2,H0,k

+ 3τ

{
|v
′

εk|
2∞,H0,k

+ |φεk|
2∞,H0,k

}
.

Portanto,

‖ v ′εk(t) ‖20 + ‖ vεk(t) ‖21/2 + ‖ φεk(t) ‖20 +2
∫ t
0

‖ φεk(s) ‖21/2 ds

6‖ v1εk ‖20 + ‖ v0εk ‖21/2 + ‖ φ0εk ‖20

+|Fεk|
2
2,H0,k

+ |Gεk|
2
2,H0,k

+ 3τ

{
|v
′

εk|
2∞,H0,k

+ |φεk|
2∞,H0,k

}
.

(3.45)

Como v0εk, v1εk e φ0εk são campos truncados de v0ε, v1ε e φ0ε, respectivamente,

então ‖ v0εk ‖21/26‖ v0ε ‖21/2, ‖ v1εk ‖206‖ v1ε ‖20 e ‖ φ0εk ‖206‖ φ0ε ‖20, de modo que

(3.45) implica em

‖ v ′εk(t) ‖20 + ‖ vεk(t) ‖21/2 + ‖ φεk(t) ‖20 +2
∫ t
0

‖ φεk(s) ‖21/2 ds

6‖ v1ε ‖20 + ‖ v0ε ‖21/2 + ‖ φ0ε ‖20

+|Fεk|
2
2,H0,k

+ |Gεk|
2
2,H0,k

+ 3τ

{
|v
′

εk|
2∞,H0,k

+ |φεk|
2∞,H0,k

}
.

(3.46)

Note que sendo Uε um operador unitário temos

‖ v1ε ‖20=‖ Uε(u1) ‖20=‖ u1 ‖2 . (3.47)

‖ φ0ε ‖20=‖ Uε(θ0) ‖20=‖ θ0 ‖2 . (3.48)
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‖ v0ε ‖21/2 =‖ Uε(uo) ‖21/2=‖ A1/2
ε u0 ‖2

=

∫+∞
−ε

(λ+ ε)d(Eλu0,u0) (3.49)

6‖ A1/2u0 ‖2 + ‖ u0 ‖2 .

Vejamos agora uma estimativa para |Fεk|
2
2,H0,k

. Observe que

‖ Fεk(t, λ) ‖2H(λ) 6

[
‖ fεk(t, λ) ‖H(λ) +

∣∣∣M(t, ‖ wεk(t) ‖21/2)
∣∣∣ ‖ λwεk(t, λ) ‖H(λ)

]2
6 2 ‖ fεk(t, λ) ‖2H(λ) +2

∣∣∣M(t, ‖ wεk(t) ‖21/2)
∣∣∣2 ‖ λwεk(t, λ) ‖2H(λ) .

Integrando esta última desigualdade de λε até +∞ temos

‖ Fεk ‖20=
∫+∞
λε

‖ Fεk(t, λ) ‖2H(λ) dµε(λ) 6 2
∫+∞
λε

‖ fεk(t, λ) ‖2H(λ) dµε(λ)

+2
∣∣∣M(t, ‖ wεk(t) ‖21/2)

∣∣∣2 ∫+∞
λε

λ2 ‖ wεk(t, λ) ‖2H(λ) dµε(λ)

= 2 ‖ fεk(t) ‖20 +2
∣∣∣M(t, ‖ wεk(t) ‖21/2)

∣∣∣2 ∫k
λε

λ · λ ‖ wεk(t, λ) ‖2H(λ) dµε(λ)

6 2 ‖ fε(t) ‖20 +2k
∣∣∣M(t, ‖ wεk(t) ‖21/2)

∣∣∣2 ∫k
λε

λ2·(1/2) ‖ wεk(t, λ) ‖2H(λ) dµε(λ)

= 2 ‖ fε(t) ‖20 +2k
∣∣∣M(t, ‖ wεk(t) ‖21/2)

∣∣∣2 ‖ wεk(t) ‖21/2,
ou seja,

‖ Fεk(t) ‖206 2 ‖ fε(t) ‖20 +2k
∣∣∣M(t, ‖ wεk(t) ‖21/2)

∣∣∣2 ‖ wεk(t) ‖21/2 .
Como ‖ wεk(t) ‖21/26 |wεk|

2
Xk

temos

‖ Fεk(t) ‖206 2 ‖ fε(t) ‖20 +2k
∣∣∣M(t, ‖ wεk(t) ‖21/2)

∣∣∣2 |wεk|2Xk . (3.50)

Denotando por C0 = max{|M(t,η)|2 ; (t,η) ∈ [0, τ]× [0,a2]}, temos em (3.50)

‖ Fεk(t) ‖206 2 ‖ fε(t) ‖20 +2kC0|wεk|
2
Xk
,

donde integrando-se de 0 até τ obtemos

|Fεk|
2
2,H0,k

6 2|fε|
2
2,H0,k

+ 2kτC0|wεk|
2
Xk
. (3.51)
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Assim assumindo que [wεk, zεk] ∈ Bk[0,a] obtemos

|Fεk|
2
2,H0,k

6 2|fε|
2
2,H0,k

+ 2kτC0a
2. (3.52)

De modo análogo obtemos

|Gεk|
2
2,H0,k

6 |gε|
2
2,H0,k

. (3.53)

Como |fε|
2
2,H0,k

=

∫ t
0

‖ fε(s) ‖2H0,k
ds =

∫ t
0

‖ Uε(f(s)) ‖2H0,k
ds =

∫ t
0

‖ f(s) ‖2H0,k
ds = |f|22,H,

isto é,

|fε|
2
2,H0,k

= |f|22,H, (3.54)

e analogamente

|gε|
2
2,H0,k

= |g|22,H, (3.55)

as desidualdades (3.52) e (3.53) podem ser reescritas como segue:

|Fεk|
2
2,H0,k

6 2|f|22,H + 2kτC0a
2, (3.56)

|Gεk|
2
2,H0,k

6 |g|22,H. (3.57)

Substituindo (3.47)-(3.49), (3.56) e (3.57) em (3.46), resulta

‖ v ′εk(t) ‖20 + ‖ vεk(t) ‖21/2 + ‖ φεk(t) ‖20 +2
∫ t
0

‖ φεk(s) ‖21/2 ds

6 E0 + 2C0ka
2τ+ 3τ{|v

′

εk|
2∞,H0,k

+ |φεk|
2∞,H0,k

},
(3.58)

onde

E0 =‖ u1 ‖2 + ‖ θ0 ‖2 + ‖ A1/2u0 ‖2 + ‖ u0 ‖2 +2|f|22,H + |g|22,H. (3.59)

Em particular temos

‖ v ′εk(t) ‖20 + ‖ φεk(t) ‖206 E0 + 2C0ka
2τ+ 3τ{|v

′

εk|
2∞,H0,k

+ |φεk|
2∞,H0,k

} (3.60)

e

‖ vεk(t) ‖21/2 + ‖ φεk(t) ‖206 E0 + 2C0ka
2τ+ 3τ{|v

′

εk|
2∞,H0,k

+ |φεk|
2∞,H0,k

} (3.61)

De (3.60) temos

sup
t∈[0,τ]

ess ‖ v ′εk(t) ‖20 + sup
t∈[0,τ]

ess ‖ φεk(t) ‖20

6 E0 + 2C0ka
2τ+ 3τ{|v

′

εk|
2∞,H0,k

+ |φεk|
2∞,H0,k

},
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ou seja,

|v
′

εk|
2∞,H0,k

+ |φεk|
2∞,H0,k

6 E0 + 2C0ka
2τ+ 3τ{|v

′

εk|
2∞,H0,k

+ |φεk|
2∞,H0,k

}.

Daí escolhendo τ > 0 tal que 3τ 6 1/2 temos

|v
′

εk|
2∞,H0,k

+ |φεk|
2∞,H0,k

6 E0 + 2C0ka
2τ+

1
2
{|v
′

εk|
2∞,H0,k

+ |φεk|
2∞,H0,k

} =⇒

|v
′

εk|
2∞,H0,k

+ |φεk|
2∞,H0,k

6 2E0 + 4C0ka
2τ.

Portanto, para a escolha acima de τ obtemos

3τ{|v
′

εk|
2∞,H0,k

+ |φεk|
2∞,H0,k

} 6
1
2
(2E0 + 4C0ka

2τ) = E0 + 2C0ka
2τ,

ou seja,

3τ{|v
′

εk|
2∞,H0,k

+ |φεk|
2∞,H0,k

} 6 E0 + 2C0ka
2τ. (3.62)

Substituindo (3.62) em (3.61) obtemos

‖ vεk(t) ‖21/2 + ‖ φεk(t) ‖206 2E0 + 4C0ka
2τ

=⇒ sup
t∈[0,τ]

ess ‖ vεk(t) ‖21/2 + sup
t∈[0,τ]

ess ‖ φεk(t) ‖206 2E0 + 4C0ka
2τ,

(3.63)

isto é,

|vεk|
2∞,H1/2

+ |φεk|
2
H0,k

6 2E0 + 4C0ka
2τ.

Logo

|Sk([wεk, zεk])|E 6 2E0 + 4C0ka
2τ. (3.64)

Por outro lado, dados [wεk, vεk], [ �wεk, �vεk] ∈ Bk[0,a], então

[zεk, �zεk] = Sk([wεk, vεk]) − Sk([ �wεk, �vεk]) satisfaz o sistema:

(P.6)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
z
′′

εk + λzεk + �zεk = Φεk,

z
′

εk + λ�zεk + z
′

εk = 0,

zεk(0) = z
′

εk(0) = �zεk(0) = 0,

onde

Φεk(t, λ) =M(t, ‖ �wεk(t) ‖21/2)λ �wεk(t, λ) −M(t, ‖ wεk(t) ‖21/2)λwεk(t, λ).

Procedendo como anteriormente, tomamos o produto interno em H0 de (P.6)1

e (P.6)2 por 2z
′

εk(t) e 2�zεk(t), respectivamente, e somando as equações obtemos

d

dt

{
‖ z ′εk(t) ‖20 + ‖ zεk(t) ‖21/2 + ‖ �zεk(t) ‖20

}
+ 2 ‖ �zεk(t) ‖21/2

= 2(Φεk(t), z
′

εk)0 − 4(�zεk(t), z
′

εk(t))0.
(3.65)
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Note que

2(Φεk(t), z
′

εk)0 − 4(�zεk(t), z
′

εk(t))0 6 2 | (Φεk(t), z
′

εk)0 | +4 | (�zεk(t), z
′

εk(t))0 |

6 2 ‖Φεk(t)‖0‖z
′

εk ‖0 +4 ‖�zεk(t)‖0‖z
′

εk(t)‖0

6‖Φεk(t)‖20 + ‖z
′

εkV ‖20 +2 ‖�zεk(t)‖20 +2 ‖z
′

εk(t)‖20

=‖Φεk(t)‖20 +2 ‖�zεk ‖20 +3 ‖z
′

εk(t)‖20,

donde,

d

dt

{
‖ z ′εk(t) ‖20 + ‖ zεk(t) ‖21/2 + ‖ �zεk(t) ‖20

}
+ 2 ‖ �zεk(t) ‖21/2

6‖ Φεk(t) ‖20 +2 ‖ �zεk(t) ‖20 +3 ‖ z
′

εk(t) ‖20 .
(3.66)

Integrando (3.66) de 0 até t 6 τ e usando (P.6)3, obtemos

‖ z ′εk(t) ‖20 + ‖ zεk(t) ‖21/2 + ‖ �zεk(t) ‖20 +2
∫ t
0

‖ �zεk(s) ‖21/2 ds

6
∫ t
0

‖ Φεk(s) ‖20 ds+ 2
∫ t
0

‖ �zεk(s) ‖20 ds+ 3
∫ t
0

‖ z ′εk(s) ‖20 ds

= |Φεk|
2
2,H0,k

+ 3
∫ t
0

‖ z ′εk(s) ‖20 ds+ 2
∫ t
0

‖ �zεk(s) ‖20 d

6 |Φεk|
2
2,H0,k

+ 3
∫ t
0

{
‖ z ′εk(s) ‖20 + ‖ �zεk(s) ‖20

}
ds

6 |Φεk|
2
2,H0,k

+ 3τ

{
|z
′

εk|
2∞,H0,k

+ |�zεk|
2∞,H0,k

}
ds.

Portanto,

‖ z ′εk(t) ‖20 + ‖ zεk(t) ‖21/2 + ‖ �zεk(t) ‖20 +2
∫ t
0

‖ �zεk(s) ‖21/2 ds (3.67)

6 |Φεk|
2
2,H0,k

+ 3τ

{
|z
′

εk|
2∞,H0,k

+ |�zεk|
2∞,H0,k

}
.

Como estamos supondo 3τ 6
1
2
temos

3τ

{
|z
′

εk|
2∞,H0,k

+ |�zεk|
2∞,H0,k

}
6 |Φεk|

2
2,H0,k

,

segue-se

‖ z ′εk(t) ‖20 + ‖ zεk(t) ‖21/2 + ‖ �zεk(t) ‖20 +2
∫ t
0

‖ �zεk(s) ‖21/2 ds 6 2|Φεk|
2
2,H0,k

.

Em particular

‖ zεk(t) ‖21/2 + ‖ �zεk(t) ‖206 2|Φεk|
2
2,H0,k

, (3.68)
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ou ainda

|[zεk, �zεk]|
2
E 6 2|Φεk|

2
2,H0,k

.

Portanto,

|Sk([wεk, vεk]) − Sk([ �wεk, �vεk])|
2

E 6 2|Φεk|
2
2,H0,k

. (3.69)

Da de�nição de Φεk temos

Φεk(t, λ) =M(t, ‖ �wεk(t) ‖21/2)λ
{
�wεk(t, λ) −wεk(t, λ)

}

+

{
M(t, ‖ �wεk(t) ‖21/2) −M(t, ‖ wεk(t) ‖21/2)

}
λwεk(t, λ),

donde

‖ Φεk(t, λ) ‖2H(λ)6

[ ∣∣∣M(t, ‖ �wεk(t) ‖21/2)
∣∣∣ ‖ λ{ �wεk(t, λ) −wεk(t, λ)} ‖H(λ)

+
∣∣∣M(t, ‖ �wεk(t) ‖21/2) −M(t, ‖ wεk(t) ‖21/2)

∣∣∣ ‖ λwεk(t, λ) ‖H(λ)

]2

6 2
∣∣∣M(t, ‖ �wεk(t) ‖21/2)

∣∣∣2 ‖ λ{ �wεk(t, λ) −wεk(t, λ)} ‖2H(λ)

+2
∣∣∣M(t, ‖ �wεk(t) ‖21/2) −M(t, ‖ wεk(t) ‖21/2)

∣∣∣2 ‖ λwεk(t, λ) ‖2H(λ) .

Integrando a desigualdade acima com relação à dµε(λ) de λε à +∞, obtemos

‖ Φεk(t) ‖206 2
∣∣∣M(t, ‖ �wεk(t) ‖21/2)

∣∣∣2 ‖ �wεk(t) −wεk(t) ‖21

+2
∣∣∣M(t, ‖ �wεk(t) ‖21/2) −M(t, ‖ wεk(t) ‖21/2)

∣∣∣2 ‖ wεk(t) ‖21 . (3.70)

Pela Proposição 2.3 item (iii), com α = 1 e β = 1/2 temos:

‖ �wεk(t) −wεk(t) ‖216 k ‖ �wεk(t) −wεk(t) ‖21/2,

‖ �wεk(t) ‖216 k ‖ �wεk(t) ‖21/2,
(3.71)

donde
‖ �wεk(t) −wεk(t) ‖216 k| �wεk −wεk|2Xk ,

‖ �wεk(t) ‖216 k| �wεk|2Xk 6 k|[ �wεk, �vεk]|
2
E 6 ka2.

(3.72)

Por outro lado, temos pelo Teorema do Valor Médio que∣∣∣M(t, ‖ �wεk(t) ‖21/2) −M(t, ‖ wεk(t) ‖21/2)
∣∣∣2

6

∣∣∣∣∂M∂t (t, ξ)

∣∣∣∣2 ∣∣∣‖ �wεk(t) ‖21/2 − ‖ wεk(t) ‖21/2
∣∣∣2
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=

∣∣∣∣∂M∂t (t, ξ)

∣∣∣∣2 ∣∣‖ �wεkt) ‖1/2 + ‖ wεk(t) ‖1/2
∣∣2 ∣∣‖ �wεk(t) ‖1/2 − ‖ wεk(t) ‖1/2

∣∣2
6

∣∣∣∣∂M∂t (t, ξ)

∣∣∣∣2 ∣∣‖ �wεkt) ‖1/2 + ‖ wεk(t) ‖1/2
∣∣2 ‖ �wεk(t) −wεk(t) ‖21/2,

onde ξ está no segmento de extremos ‖ �wεk(t) ‖21/2 e ‖ wεk(t) ‖21/2.

Pondo C1 = max{‖ ∇M(t,η) ‖2; (t,η) ∈ [0, τ]× [0,a2]} e usando as desigualdades

‖ wεk(t) ‖1/26 |[wεk, vεk|E 6 a

‖ �wεk(t) ‖1/26 |[ �wεk, �vεk|E 6 a,
(3.73)

obtemos∣∣∣M(t, ‖ �wεk(t) ‖21/2) −M(t, ‖ wεk(t) ‖21/2)
∣∣∣2 6 4a2C1|wεk − �wεk|2Xk . (3.74)

Assim, substituindo (3.72) e (3.74) em (3.70) e lembrando que |M(t, ξ)|2 6 C0,

∀ (t, ξ) ∈ [0, τ]× [0,a2], temos

‖ Φεk(t) ‖206 2C0k|wεk − �wεk|2Xk + 8a4C1k|wεk − �wεk|2Xk

= (2C0k+ 8a4C1k)|wεk − �wεk|2Xk .
(3.75)

Integrando (3.75) de 0 até τ, obtemos

|Φεk(t)|
2
2,H0,k

6 (2C0k+ 8a4C1k)τ|wεk − �wεk|2Xk

6 (2C0k+ 8a4C1k)τ|[wεk, vεk] − [ �wεk, �vεk]|2E.
(3.76)

Substituindo (3.76) em (3.69) temos

∣∣Sk([wεk, vεk]) − Sk([ �wεk, �vεk])∣∣2E 6 (4C0k+ 16a4C1k)τ|[wεk, vεk] − [ �wεk, �vεk]|2E,

(3.77)

∀ [wεk, vεk], [ �wεk, �vεk] ∈ Bk[0,a]. Escolhamos a > 0 e τ > 0 tais que

a2 > 4E0, E0 de�nido em (3.59),

τ = τk = min

{
1
6
,

1
16C0k+ 64a4C1k

}
.

(3.78)

Com estas escolhas temos de (3.64) que

∣∣Sk([wεk, zεk])∣∣2E 6 2E0 + 4C0ka
2τ 6 2E0 +

4C0ka
2

16C0k+ 64a4C1k

6

(
1
2
+

C0k

4C0k+ 16a4C1k

)
a2

6
3a2

4
6 a2,
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ou seja, |Sk([wεk, zεk])|E 6 a, ∀ [wεk, zεk] ∈ Bk[0,a]. Logo Sk aplica Bk[0,a] em

Bk[0,a]. Além disso, de (3.77) resulta que

∣∣Sk([wεk, vεk]) − Sk([ �wεk, �vεk])∣∣2E 6 (4C0k+ 16a4C1k)τ
∣∣[wεk, vεk] − [ �wεk, �vεk]

∣∣2
E

6
4
16

[
C0k+ 4a4C1k

C0k+ 4a4C1k

]∣∣[wεk, vεk] − [ �wεk, �vεk]
∣∣2
E

=
1
4

∣∣[wεk, vεk] − [ �wεk, �vεk]
∣∣2
E
,

∀ [wεk, vεk], [ �wεk, �vεk] ∈ Bk[0,a]. Logo Sk : Bk[0,a] −→ Bk[0,k] é uma contração

(estrita) e pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach deduzimos que o operador

Sk tem um (único) ponto �xo [vεk,φεk] ∈ Bk[0,a], o qual é uma solução fraca

do problema truncado (3.34)-(3.38) em [0, τk].

3.1.1 Estimativas I

Nosso propósito agora é obter estimativas para prolongarmos a solução

[vεk,φεk] do problema truncado obtida na seção precedente ao intervalo [0, T ].

Tomando o produto interno em H0 de (3.36) e (3.37) por 2v
′

εk(t) e 2φεk(t),

respectivamente, obtemos

d

dt
‖ v ′εk(t) ‖20 +

d

dt
‖ vεk(t) ‖21/2 +M(t, ‖ vεk(t) ‖21/2)

d

dt
‖ vεk(t) ‖21/2

+2(φεk(t), v
′

εk(t))0 = 2(fεk(t), v
′

εk(t))0,

d

dt
‖ φεk(t) ‖20 +2 ‖ φεk(t) ‖21/2 +2(φεk(t), v

′

εk(t))0 = 2(gεk(t),φεk(t))0.

Considerando a função

�M(t,η) =
∫η
0

M(t, ξ)dξ,

observamos que

M(t, ‖ vεk(t) ‖21/2)
d

dt
‖ vεk(t) ‖21/2=

d

dt
�M(t, ‖ vεk(t) ‖21/2) −

∫‖vεk(t)‖21/2
0

∂

∂s
M(s, ξ)dξ,

donde somando as equações obtidas acima , integrando de 0 até t 6 τk e

repetindo os argumentos anteriores, temos:

‖ v ′εk(t) ‖20 + ‖ vεk(t) ‖21/2 + ‖ φεk(t) ‖20 + �M(t, ‖ vεk(t) ‖21/2)

+2
∫ t
0

‖ φεk(s) ‖21/2 ds 6‖ v
′

εk(0) ‖20 + ‖ vεk(0) ‖21/2 + ‖ φεk(0) ‖20
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+ �M(0, ‖ vεk(0) ‖21/2) +
∫ t
0

‖ fεk(s) ‖20 ds+
∫ t
0

‖ gεk(s) ‖20 ds

+3
∫ t
0

{
‖ v ′εk(s) ‖20 + ‖ φεk(s) ‖20

}
ds+

∫ t
0

∫‖vεk(s)‖21/2
0

∣∣∣∣ ∂∂tM(s, ξ)

∣∣∣∣dξds
=‖ v1εk ‖20 + ‖ v0εk ‖21/2 + ‖ φ0εk ‖20 + �M(0, ‖ v0εk ‖21/2) +

∫ t
0

‖ fεk(s) ‖20 ds

+

∫ t
0

‖ gεk(s) ‖20 ds+3
∫ t
0

{
‖ v ′εk(s) ‖20 + ‖ φεk(s) ‖20

}
ds+

∫ t
0

∫‖vεk(s)‖21/2
0

∣∣∣∣ ∂∂tM(s, ξ)

∣∣∣∣dξds,
ou seja,

‖ v ′εk(t) ‖20 + ‖ vεk(t) ‖21/2 + ‖ φεk(t) ‖20 + �M(t, ‖ vεk(t) ‖21/2)

+2
∫ t
0

‖ φεk(s) ‖21/2 ds 6‖ v1εk ‖20 + ‖ v0εk ‖21/2 + ‖ φ0εk ‖20

+ �M(0, ‖ v0εk ‖21/2) +
∫ t
0

‖ fεk(s) ‖20 ds+
∫ t
0

‖ gεk(s) ‖20 ds

+3
∫ t
0

{
‖ v ′εk(s) ‖20 + ‖ φεk(s) ‖20

}
ds+

∫ t
0

∫‖vεk(s)‖21/2
0

∣∣∣∣ ∂∂tM(s, ξ)

∣∣∣∣dξds.
(3.79)

Usando a hipótese (3.4) obtemos∫ t
0

∫‖vεk(t)‖21/2
0

∣∣∣∣ ∂∂tM(s, ξ)

∣∣∣∣dξdt 6 ∫ t
0

∫‖vεk(t)‖21/2
0

K(1+M(s, ξ))dξds

= K

∫ t
0

{
‖ vεk(s) ‖21/2 + �M(s, ‖ vεk(s) ‖21/2)

}
ds,

e usando (3.47)-(3.49), (3.54) temos

‖ v ′εk(t) ‖20 + ‖ vεk(t) ‖21/2 + ‖ φεk(t) ‖20 + �M(t, ‖ vεk(t) ‖21/2)+

2
∫ t
0

‖ φεk(s) ‖21/2 ds 6 E1 + 3
∫ t
0

{
‖ v ′εk(s) ‖20 + ‖ φεk(s) ‖20

}
ds+

K

∫ t
0

{
‖ vεk(s) ‖21/2 + �M(s, ‖ vεk(s) ‖21/2)

}
ds,

(3.80)

onde
E1 =‖ u1 ‖20 + ‖ θ0 ‖21/2 + ‖ A1/2u0 ‖2 + ‖ u0 ‖2

+ �M(0, ‖ A1/2u0 ‖2 + ‖ u0 ‖2) + |f|22,H + |g|22,H.
(3.81)

De (3.80) e da Desigualdade de Gronwall obtemos

‖ v ′εk(t) ‖20 + ‖ vεk(t) ‖21/2 + ‖ φεk(t) ‖20

+ �M(t, ‖ vεk(t) ‖21/2) + 2
∫ t
0

‖ φεk(s) ‖21/2 ds 6 C2,
(3.82)

∀ t ∈ [0, τk], onde C2 > 0 é independente de k e de ε. Em particular, temos

‖ v ′εk(t) ‖206 C2; ‖ vεk(t) ‖21/26 C2,

‖ φεk(t) ‖206 C2;
∫ t
0

‖ φεk(s) ‖21/2 ds 6 C2,
(3.83)
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∀ t ∈ [0, τk]. Resulta de (3.83) e do Corolário do Teorema de Carathéodory, cf.

Capítulo 1, que a solução {vεk,φεk} pode ser estendida ao intervalo [0, T ].

3.2 Prova do Teorema 3.2

Como descrito no início deste Capítulo a solução do problema (P.3) será

obtida como limite, quando k → ∞, da solução do problema truncado. Note

que as estimativas em (3.83) implicam em:

|vεk|
2∞,H1/2

6 C2; |v
′

εk|
2∞,H0

6 C2,

|φεk|
2∞,H0

6 C2; |φεk|
2
2,H1/2

6 C2,
(3.84)

∀ t ∈ [0, T ]. Ou seja a sequência (vεk)k é limitada em L∞(0, T ;H1/2), (v
′

εk)k é

limitada em L∞(0, T ;H0) e a sequência (φεk)k é limitada em L2(0, T ;H1/2) e em

L∞(0, T ;H0). Pelo Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbarki, mais precisamente

seu Corolário, cf. Capítulo 1, temos que existem vε ∈ L∞(0, T ;H1/2) e φε ∈

L∞(0, T ;H0) tais que, passando a uma subsequência se necessário vale

vεk
∗
⇀ vε em L∞(0, T ;H1/2), (3.85)

v
′

εk

∗
⇀ v

′

ε em L∞(0, T ;H0), (3.86)

φεk
∗
⇀ φε em L∞(0, T ;H0), (3.87)

φεk ⇀ φε em L2(0, T ;H1/2). (3.88)

Observação 3.8. Sendo L2(0, T ;H1/2) um espaço de Hilbert temos que as topologias fraca

e fraca-∗ coincidem donde φεk
∗
⇀ zε em L2(0, T ;H1/2)⇐⇒ φεk ⇀ zε em L2(0, T ;H1/2).

Observação 3.9. Como L∞(0, T ;H1/2) ↪→ L∞(0, T ;H0), pois H1/2 ↪→ H0, temos que

(3.85) é equivalente à∫T
0

(vεk(t),w(t))0dt −→
∫T
0

(vε(t),w(t))0dt, ∀ w ∈ L1(0, T ;H0),

donde em particular obtemos∫T
0

(vεk(t), z)0ϕ(t)dt −→
∫T
0

(vε(t), z)0ϕ(t)dt, ∀ z ∈ H0, ∀ ϕ ∈ D(0, T).

Ou seja

(vεk(t), z)0 −→ (vε(t), z)0 em D
′
(0, T), ∀ z ∈ H0. (3.89)
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Assim se v
′

εk

∗
⇀ wε em L∞(0, T ;H0), então procedendo de modo análogo obtemos

(v
′

εk(t), z)0 −→ (wε(t), z)0 em D
′
(0, T), ∀ z ∈ H0. (3.90)

Logo pela unicidade do limite em D
′
(0, T) obtemos de (3.89) e (3.90) que

(wε(t), z)0 = (v
′

ε(t), z)0, ∀ z ∈ H0 e t ∈ [0, T ].

Daí, wε = v
′
ε. De modo análogo veri�ca-se (3.88).

As estimativas obtidas até aqui não são su�cientes para passar o limite no

termo não linear.

3.2.1 Estimativas II

Nesta seção obteremos estimativas mais precisas para vεk e v
′

εk bem como

para v
′′

εk e φ
′

εk que nos permitam tomar o limite em (3.36) e (3.37), quando

k → ∞, a �m de obtermos o Teorema 3.2. Com efeito, tomando o produto

interno em H0 de ambos os lados de (3.36) por 2λ1/2v
′

εk, temos:

2(v
′′

εk(t), λ
1/2v

′

εk(t))0 + 2(λvεk(t), λ
1/2v

′

εk(t))0

+M(t, ‖ vεk(t) ‖21/2)2(λvεk(t), λ1/2v
′

εk(t))0

+2(φεk(t), λ
1/2v

′

εk(t))0 = 2(fεk(t), λ
1/2v

′

εk(t))0,

ou
2(λ1/4v

′′

εk(t), λ
1/4v

′

εk(t))0 + 2(λ3/4vεk(t), λ
1/4v

′

εk(t))0

+M(t, ‖ vεk(t) ‖21/2)2(λ3/4vεk(t), λ1/4v
′

εk(t))0

+2(λ1/4φεk(t), λ
1/4v

′

εk(t))0 = 2(λ1/4fεk(t), λ
1/4v

′

εk(t))0

ou

d

dt
‖ λ1/4v ′εk(t) ‖20 +

d

dt
‖ λ3/4vεk(t) ‖20 +M(t, ‖ vεk(t) ‖21/2)

d

dt
‖ λ3/4vεk(t) ‖20

+2(λ1/4φεk(t), λ
1/4v

′

εk(t))0 = 2(λ1/4fεk(t), λ
1/4v

′

εk(t))0,

ou ainda

d

dt
‖ v ′εk(t) ‖21/4 +

d

dt
‖ vεk(t) ‖23/4 +M(t, ‖ vεk(t) ‖21/2)

d

dt
‖ vεk(t) ‖23/4

+2(λ1/4φεk(t), λ
1/4v

′

εk(t))0 = 2(λ1/4fεk(t), λ
1/4v

′

εk(t))0.

Daí procedendo como antes obtemos

d

dt
‖ v ′εk(t) ‖21/4 +

d

dt
‖ vεk(t) ‖23/4 +M(t, ‖ vεk(t) ‖21/2)

d

dt
‖ vεk(t) ‖23/4

6‖ φεk(t) ‖21/4 +2 ‖ v
′

εk(t) ‖21/4 + ‖ fεk(t) ‖21/4 .
(3.91)
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De modo análogo tomando o produto interno em H0 de ambos os lados de

(3.37) por 2λ1/2φεk(t), obtemos

d

dt
‖φεk(t)‖21/4+2 ‖φεk(t)‖23/46 2 ‖φεk(t) ‖21/4+‖v

′

εk(t)‖21/4+‖gεk(t)‖21/4 . (3.92)

Somando as desigualdades obtidas em (3.91) e (3.92), obtemos

d

dt

{
‖ v ′εk(t) ‖21/4 + ‖ vεk(t) ‖23/4 + ‖ φεk(t) ‖21/4

}
+2 ‖ φεk(t) ‖23/4 +M(t, ‖ vεk(t) ‖21/2)

d

dt
‖ vεk(t) ‖23/4

6 3 ‖ v ′εk(t) ‖21/4 +3 ‖ φεk(t) ‖21/4 + ‖ fεk(t) ‖21/4 + ‖ gεk(t) ‖21/4 .

(3.93)

Note que

M(t, ‖ vεk(t) ‖21/2)
d

dt
‖ vεk(t) ‖23/4=

d

dt

{
M(t, ‖ vεk(t) ‖21/2) ‖ vεk(t) ‖23/4

}
− ‖ vεk(t) ‖23/4 M

′
(t, ‖ vεk(t) ‖21/2)

d

dt
‖ vεk(t) ‖21/2

e
d

dt
‖ vεk(t) ‖21/2= 2(λ3/4vεk(t), λ

1/4v
′

εk(t))0. (cf. Capítulo 2)

Substituindo as equações acima em (3.93), integrando de 0 até t 6 T e usando

(3.38), obtemos

‖ v ′εk(t) ‖21/4 + ‖ vεk(t) ‖23/4 + ‖ φεk(t) ‖21/4

+2
∫ t
0

‖ φεk(s) ‖23/4 ds+M(t, ‖ vεk(t) ‖21/2) ‖ vεk(t) ‖23/4

6‖ v1εk ‖21/4 + ‖ v0εk ‖23/4 + ‖ φ0εk ‖21/4 +M(t, ‖ v0εk ‖21/2) ‖ v0εk ‖23/4
+ ‖ fεk(t) ‖22,H1/4

+ ‖ gεk(t) ‖22,H1/4

+C4

∫ t
0

{
‖ vεk(s) ‖33/4‖ v

′

εk(s) ‖1/4 + ‖ v
′

εk(s) ‖21/4 + ‖ φεk(s) ‖21/4
}
ds,

(3.94)

onde C4 = max{3, 2C3} e C3 = max

{ ∣∣∣∣∂M∂t (ξ,η)

∣∣∣∣2 ; (ξ,η) ∈ [0, T ] × [0,a2]

}
. Da

de�nição de campo truncado segue que ‖v1εk ‖21/46‖v1ε ‖21/4, ‖v0εk ‖23/46‖v0ε ‖23/4,

‖ φ0εk ‖21/46 ‖ φ0ε ‖21/4, ‖ fεk ‖22,H1/4
6‖ fε ‖22,H1/4

e ‖ gεk ‖22,H1/4
6‖ gε ‖22,H1/4

. Daí

obtemos:

‖ v1εk ‖21/46‖ A1/4u1 ‖2 + ‖ u1 ‖2, (3.95)

‖ v0εk ‖23/46
3
2

[
‖ A3/4u0 ‖2 + ‖ u0 ‖2

]
, (3.96)

‖ φ0εk ‖21/46‖ A1/4θ0 ‖2 + ‖ θ0 ‖2, (3.97)

‖ fεk(t) ‖22,H1/4
=‖ A1/4

ε f ‖21/46‖ A1/4f ‖22,H + ‖ f ‖22,H, (3.98)

‖ gεk(t) ‖22,H1/4
=‖ A1/4

ε g ‖21/46‖ A1/4g ‖22,H + ‖ g ‖22,H . (3.99)
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Justi�caremos apenas as desigualdades (3.96) e (3.98) pois as demais seguem

análogamente. Para a desigualdade (3.96) note que para λ, ε > 0 vale

(λ+ ε)3/2 6 3

2
(λ3/2 + ε3/2), donde em vista de (1.12) com α = ξ = 3

4
temos

‖ v0εk ‖23/46‖ v0ε ‖23/4=‖ Uε(u0) ‖23/4=‖ A
3/4
ε u0 ‖2

6 ε3/2
∫ 0
−ε

d(Eλu0,u0) +

∫+∞
0

(λ+ ε)3/2d(Eλu0,u0)

6 ε3/2
∫ 0
−ε

d(Eλu0,u0) +
3
2
ε3/2
∫+∞
0

d(Eλu0,u0) +
3
2

∫+∞
0

λ3/2d(Eλu0,u0)

6
3
2
ε3/2
∫+∞
0

d(Eλu0,u0) +
3
2

∫+∞
0

λ3/2d(Eλu0,u0)

6
3
2
ε3/2 ‖ u0 ‖2 +

3
2
‖ A3/4u0 ‖26

3
2

[
‖ u0 ‖2 + ‖ A3/4u0 ‖2

]
.

Logo vale (3.96). Quanto à (3.98) temos

‖ fεk ‖22,H1/4
=

∫T
0

‖ fεk(t) ‖21/4 dt =
∫T
0

‖ A1/4
ε f ‖2 dt =‖ A1/4

ε f ‖22,H .

Daí,

‖ fεk ‖22,H1/4
=‖ A1/4

ε f ‖22,H=
∫T
0

∫+∞
−ε

(λ+ ε)1/2d(Eλf, f)dt

6
∫T
0

∫+∞
−ε

λ1/2d(Eλf, f)dt+ ε
1/2

∫T
0

∫+∞
−ε

d(Eλf, f)dt

6
∫T
0

{
‖ A1/4f(t) ‖2 + ‖ f(t) ‖2

}
=‖ A1/4f ‖22,H + ‖ f ‖22,H .

Logo vale (3.98).

Substituindo (3.95)-(3.99) em (3.94) obtemos

‖ v ′εk(t) ‖21/4 + ‖ vεk(t) ‖23/4 + ‖ φεk(t) ‖21/4

+2
∫ t
0

‖ φεk(s) ‖23/4 ds+M(t, ‖ vεk(t) ‖21/2) ‖ vεk(t) ‖23/4

6 E2 + C4

∫ t
0

{
‖vεk(s)‖33/4‖v

′

εk(s)‖1/4 + ‖v
′

εk(s)‖21/4 + ‖φεk(s)‖21/4
}
ds,

(3.100)

onde

E2 =‖ A1/4u1 ‖2 + ‖ u1 ‖2 +
3
2
(C0 + 1)

[
‖ A3/4u0 ‖2 + ‖ u0 ‖2 + ‖ A1/4θ0 ‖2

+ ‖ θ0 ‖2 + ‖ A1/4f ‖22,H + ‖ f ‖22,H + ‖ A1/4g ‖22,H + ‖ g ‖22,H .

De�nindo γεk(t) =‖ v
′

εk(t) ‖21/4 + ‖ vεk(t) ‖23/4 + ‖ φεk(t) ‖21/4, t ∈ [0, T ], obtemos

de (3.100) que

0 6 γεk(t) 6 E2 + C4

∫ t
0

{
γεk(s) +

[
γεk(s)

]2}
ds. (3.101)
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Lemma 3.2.1. Se γεk(t) satisfaz (3.101) em [0, T ] então existe 0 6 T0 6 T tal que

γεk(t) 6 e
C4T0{1+E

−1
2 −eC4T0}−1

, ∀ t ∈ [0, T0]. (3.102)

Demonstração. De�na ϕ(t) =

∫ t
0

{
γεk(s) +

[
γεk(s)

]2}
ds. Então, ϕ

′
(t) = γεk(t) +[

γεk(t)
]2
, pois ϕ(0) = 0. De (3.101) temos[

γεk(t)
]2

6 (E2 + C4ϕ(t))
2 =⇒ ϕ

′
(t) = γεk(t) +

[
γεk(t)

]2
6 γεk(t) + (E2 + C4ϕ(t))

2 = E2 + C4ϕ(t) + (E2 + C4ϕ(t))
2,

portanto

ϕ
′
(t) 6 E2 + C4ϕ(t) + (E2 + C4ϕ(t))

2. (3.103)

Fazendo y = y(t) = E2 + C4ϕ(t) temos

y
′
= C4ϕ

′
(t) 6 C4y+ C4y

2. (3.104)

Multiplicando (3.104) por eC4t temos

e−C4ty
′
6 C4ye

−C4t + C4y
2e−C4t

=⇒ d

dt
(e−C4ty) = −C4ye

−C4t + ye−C4t 6 C4y
2e−C4t,

ou seja
d

dt
(e−C4ty) 6 C4y

2e−C4t. (3.105)

Integrando (3.105) de 0 ate t 6 T e observando que y(0) = E2 obtemos

y 6 eC4t

{
E2 + C4

∫ t
0

y2e−C4sds

}
. (3.106)

Fazendo z = z(t) =
∫ t
0

y2e−C4sds temos de (3.106) que

y 6 eC4t(E2 + C4z) =⇒ y2 6 e2C4t(E2 + C4z)
2

=⇒ e−C4ty2 6 eC4t(E2 + C4z)
2. (3.107)

Da de�nição de z temos z
′
(t) = e−C4ty2, logo de (3.107) temos

z
′
(t) 6 eC4t(E2 + C4z)

2 ⇐⇒ (E2 + C4z)
′

(E2 + C4z)2
6 eC4t,

ou
d

dt

(
−1

E2 + C4z

)
6 eC4t. (3.108)
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Integrando (3.108) de 0 ate t 6 T obtemos

−1
E2 + C4z

6 −
1
E2

+ eC4t − 1⇐⇒ 1
E2 + C4z

> 1+
1
E2

− eC4t. (3.109)

Note que 1 +
1
E2

− eC4t > 0 ⇐⇒ eC4t < 1 +
1
E2

⇐⇒ t <
1
C4

ln
(
1 +

1
E2

)
:= T∗. Assim

tomando T0 < T∗ obtemos de (3.109)

E2 + C4z 6
(
1+ E−1

2 − eC4t
)−1

, ∀ t ∈ [0, T0].

Daí como

e−C4tγεk(t) 6 e
−C4ty 6 e−C4teC4t

(
1+ E−1

2 − eC4t
)−1

=⇒ γεk(t) 6 e
C4t
(
1+ E−1

2 − eC4t
)−1

6 eC4T0
(
1+ E−1

2 − eC4T0
)−1

,

ou seja

γεk(t) 6 e
C4T0

(
1+ E−1

2 − eC4T0
)−1

.

Do Lema 3.2.1 e de (3.101) obtemos a estimativa

‖ v ′εk(t) ‖21/4 + ‖ vεk(t) ‖23/4 + ‖ φεk(t) ‖21/46 E3, (3.110)

∀ t ∈ [0, T0], ∀ ε ∈ (0, 1) e ∀ k ∈ N, onde

E3 = e
C4T0

(
1+ E−1

2 − eC4T0
)−1

. (3.111)

De (3.110) segue que

vεk
∗
⇀ vε em L∞(0, T0;H3/4), (3.112)

v
′

εk

∗
⇀ v

′

ε em L∞(0, T0;H1/4), (3.113)

φεk
∗
⇀ φε em L∞(0, T0;H1/4). (3.114)

No que segue estaremos supondo t ∈ [0, T0].

Vejamos agora uma limitação para v
′′

εk e φ
′

εk em L∞(0, T0;H−1/4) e L2(0, T0;H−1/2),

respectivamente. De fato, de (3.36) obtemos

v
′′

εk(t) = fεk(t) − λvεk(t) −M(t, ‖ vεk(t) ‖21/2)λvεk(t) − φεk(t).
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Logo temos

‖ v ′′εk(t) ‖−1/46‖ fεk(t) ‖−1/4 + ‖ λvεk(t) ‖−1/4

+M(t, ‖ vεk(t) ‖21/2) ‖ λvεk(t) ‖−1/4 + ‖ φεk(t) ‖−1/4

6 C5 ‖ fεk(t) ‖0 + ‖ vεk(t) ‖3/4 +
√
C0 ‖ vεk(t) ‖3/4 +C5 ‖ φεk(t) ‖0

6 C5 ‖ fεk(t) ‖0 +C7 ‖ vεk(t) ‖3/4 +C8 ‖ φεk(t) ‖1/4,

onde C5 é a constante da imersão H0 ↪→ H−1/4, C7 = 1 +
√
C0 e C8 = C5C6 com

C6 a constante da imersão H1/4 ↪→ H0. Usando (3.110) e o fato de ‖ fεk(t) ‖0
6‖ fε(t) ‖06‖ f(t) ‖ , obtemos

|v
′′

εk|∞,H−1/4
6 sup
t∈[0,T0]

ess ‖ v ′′εk(t) ‖−1/46 C9. (3.115)

Analogamente, de (3.37) temos

φ
′

εk(t) = gεk(t) − λφεk(t) − v
′

εk(t).

Daí,

‖ φ ′εk(t) ‖−1/26‖ gεk(t) ‖−1/2 + ‖ λφεk(t) ‖−1/2 + ‖ λv
′

εk(t) ‖−1/2

6 C10 ‖ gεk(t) ‖0 + ‖ φεk(t) ‖1/2 +C10 ‖ v
′

εk(t) ‖0
6 C10 ‖ gεk(t) ‖0 +C11 ‖ vεk(t) ‖1/4 +C12 ‖ v

′

εk(t) ‖1/4,

onde C10 é a constante da imersão H0 ↪→ H−1/2, C11 a constante da imersão

H1/2 ↪→ H1/4 e C12 = C10C6. Seque que

|φεk|2,H−1/2
6 C13. (3.116)

Portanto v
′′

εk e φ
′

εk são limitados em em L∞(0, T0;H−1/4) e L2(0, T0;H−1/2),

respectivamente, donde passando a uma subsequência se necessário, obtemos

v
′′

εk

∗
⇀ v

′′

ε em L∞(0, T0;H−1/4), (3.117)

φ
′

εk ⇀ φ
′

ε em L2(0, T0;H−1/2). (3.118)

3.2.2 Análise do Termo Não Linear

Nesta seção obteremos via Teorema de Áscoli-Arzelá a convergência do

termo não linear e por conseguinte a prova do Teorema 3.2. Para tanto con-

sideremos a sequência ψεk(t) =‖ vεk(t) ‖21/2, de�nida em [0, T0]. Como vεk, v
′

εk ∈
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L∞(0, T0;H0,k) temos em particular vεk ∈ L∞(0, T0;H0,k) e v
′

εk ∈ L∞(0, T0;H1/2),

donde pelo Teorema 1.13 obtemos vεk ∈ C0([0, T0];H1/2). Portanto (ψεk)k∈N é

uma sequência de funções contínuas com valores reais. Mais ainda, da esti-

mativa (3.83) obtemos

|ψεk(t)| =‖ vεk(t) ‖21/26 C2, ∀ ε ∈ (0, 1), ∀ k ∈ N e ∀ t ∈ [0, T0]. (3.119)

Por outro lado, dados t, s ∈ [0, T0] temos:

|ψεk(t) −ψεk(s)| =
∣∣∣‖ vεk(t) ‖21/2 − ‖ vεk(s) ‖21/2∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ t

s

d

dt
‖ vεk(ρ) ‖21/2 dρ

∣∣∣∣
= 2

∣∣∣∣∫ t
s

(λ3/4vεk(ρ), λ
1/4v

′

εk(ρ))0dρ

∣∣∣∣ 6 2

∣∣∣∣∫ t
s

‖ vεk(ρ) ‖3/4‖ v
′

εk(ρ) ‖1/4
∣∣∣∣

6

∣∣∣∣∫ t
s

{
‖ vεk(ρ) ‖23/4 + ‖ v

′

εk(ρ) ‖21/4
}
dρ

∣∣∣∣ 6 E3

∣∣∣∣∫ t
s

dρ

∣∣∣∣ = E3|t− s|,

onde E3 é de�nido em (3.111). Portanto,

|ψεk(t) −ψεk(s)| 6 E3|t− s|, ∀ ε ∈ (0, 1),∀ k ∈ N e ∀ t ∈ [0, T0]. (3.120)

Em outras palavras, (ψεk)k∈N é uniformemente limitada e equicontínua em

[0, T0]. Logo pelo Teorema de Áscoli-Arzelá existem uma subsequência de (ψεk),

a qual ainda denotaremos por (ψεk), e ψε ∈ C0([0, T0];R) tais que

ψεk −→ ψε uniformemente em [0, T0]. (3.121)

Como M ∈ C1([0, T0]× [0,+∞)) obtemos de (3.121) que

M(t,ψεk(t)) −→M(t,ψε(t)) uniformemente em [0, T0]. (3.122)

Das convergências (3.112) e (3.122) concluímos que

M(t,ψεk(t))λ
3/4vεk(t)

∗
⇀M(t,ψε(t))λ

3/4vε(t) em L∞(0, T0;H0). (3.123)

A seguir listamos as convergências obtidas até agora

vεk
∗
⇀ vε em L∞(0, T0;H3/4), (3.124)

v
′

εk

∗
⇀ v

′

ε em L∞(0, T0;H1/4), (3.125)

v
′′

εk

∗
⇀ v

′′

ε em L∞(0, T0;H−1/4), (3.126)

φεk ⇀ φε em L2(0, T0;H1/2), (3.127)

φ
′

εk ⇀ φ
′

ε em L2(0, T0;H−1/2), (3.128)

M(t,ψεk(t))λ
3/4vεk(t)

∗
⇀M(t,ψε(t))λ

3/4vε(t) em L∞(0, T0;H0). (3.129)
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Das convergências (3.124)-(3.129) e observando que

fεk −→ fε em L2(0, T0;H1/4) forte, (3.130)

gεk −→ gε em L2(0, T0;H1/4) forte, (3.131)

tomamos o limite em (3.36) e (3.37) com k → +∞ donde deduzimos que os

campos vε e φε estão na classe (3.15)-(3.17) e satisfazem:

v
′′

ε + λvε +M(·, ‖ ψε(·) ‖21/2)λvε + φε = fε em L2(0, T0;H−1/4), (3.132)

φ
′

ε + λφε + v
′

ε = gε em L2(0, T0;H−1/2), (3.133)

vε(0) = v0ε, v
′

ε(0) = v1ε,φε(0) = φ0ε. (3.134)

De fato, dado v ∈ L2(0, T0;H1/4) consideremos o campo truncado vk associado à

v e por (3.36) obtemos∫T0
0

∫k
λε

(v
′′

εk(t, λ) + λvεk(t, λ) +M(t, ‖ vεk(t) ‖21/2)λvεk(t, λ)

+φεk(t, λ), vk(t, λ))H(λ)dµε(λ)dt =

∫T0
0

∫k
λε

(fεk(t, λ), vk(t, λ))H(λ)dµε(λ)dt.
(3.135)

Da de�nição de campo truncado podemos reescrever (3.135) como segue∫T0
0

∫+∞
λε

(v
′′

εk(t, λ) + λvεk(t, λ) +M(t, ‖ vεk(t) ‖21/2)λvεk(t, λ)

+φεk(t, λ), v(t, λ))H(λ)dµε(λ)dt =

∫T0
0

∫+∞
λε

(fεk(t, λ), v(t, λ))H(λ)dµε(λ)dt,
(3.136)

ou ∫T0
0

(v
′′

εk(t) + λvεk(t) +M(t, ‖ vεk(t) ‖21/2)λvεk(t) + φεk(t), v(t))0dt

=

∫T0
0

(fεk(t), v(t))0 dt,
(3.137)

ou ainda (cf. Capítulo 2)∫T0
0

〈
v
′′

εk(t) + λvεk(t) +M(t, ‖ vεk(·) ‖21/2)λvεk(t) + φεk(t), v(t)
〉
−1/4,1/4

dt

=

∫T0
0

〈fεk(t), v(t)〉−1/4,1/4 dt, ∀ v ∈ L
2(0, T0;H1/4).

(3.138)

Tomando o limite em (3.138) com k → +∞ e considerando as convergências

(3.124)-(3.127), (3.129) e (3.130) obtemos (3.132). A veri�cação de (3.133)

é inteiramente análoga à feita acima para (3.132). Vejamos agora os dados
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iniciais. Consideremos ϕ ∈ C1([0, T0],R) tal que ϕ(0) = 1 e ϕ(T0) = 0. Da

convergência (3.125) temos em particular∫T0
0

(
v
′

εk(t), ξ
)
0
ϕ(t)dt −→

∫T0
0

(
v
′

ε(t), ξ
)
0
ϕ(t)dt, ∀ ξ ∈ H0. (3.139)

Note que∫T0
0

(
v
′

εk(t), ξ
)
0
ϕ(t)dt =

∫T0
0

(
v
′

εk(t)ϕ(t), ξ
)
0
dt =

(∫T0
0

v
′

εk(t)ϕ(t)dt, ξ

)
0

=

(
vεk(t)ϕ(t)|

T0
0 −

∫T0
0

vεk(t)ϕ
′
(t)dt, ξ

)
0

=

(
−vεk(0) −

∫T0
0

vεk(t)ϕ
′
(t), ξ

)
0

= −(v0εk, ξ)0 −
∫T0
0

(vεk(t), ξ)0ϕ
′
(t)dt,

ou seja ∫T0
0

(
v
′

εk(t), ξ
)
0
ϕ(t)dt = −(v0εk, ξ)0 −

∫T0
0

(vεk(t), ξ)0ϕ
′
(t)dt.

Assim (3.139) é equivalente à

−(v0εk, ξ)0 −
∫T0
0

(vεk(t), ξ)0ϕ
′
(t)dt

−→ −(vε(0), ξ)0 −
∫T0
0

(vε(t), ξ)0ϕ
′
(t)dt, ∀ ξ ∈ H0.

(3.140)

Da convergência (3.124) obtemos∫T0
0

(vεk(t), ξ)0ϕ
′
(t)dt −→

∫T0
0

(vε(t), ξ)0ϕ
′
(t)dt, ∀ ξ ∈ H0. (3.141)

De (3.140) e (3.141) segue que

(v0εk, ξ)0 −→ (vε(0), ξ)0, ∀ ξ ∈ H0, quando k→ +∞. (3.142)

Ora, v0εk −→ v0ε em H3/4 forte e H3/4 ↪→ H0. Daí v0εk −→ v0ε em H0 forte, em

particular, v0εk ⇀ v0ε emH0. Logo de (3.142) obtemos (v0ε, ξ)0 = (vε(0), ξ)0, ∀ ξ ∈

H0. Portanto vε(0) = v0ε. Para provar que v
′
ε(0) = v1ε e φε(0) = φ0ε, considere

ϕ como acima e proceda analogamente com as convergências (3.125), (3.126)

e (3.127), (3.128), respectivamente.

Procedendo como na Observação 3.9, obtemos de (3.132)-(3.134) que

d

dt
(v
′

ε(t), ξ)0 + (λ3/4vε(t), λ
1/4ξ)0 +M(t, ‖ vε(t) ‖21/2)(λ3/4vε(t), λ1/4ξ)0
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+(φε(t), ξ)0 = (fε(t), ξ)0, ∀ξ ∈ H1/4,∀ ε ∈ (0, 1),

no sentido de D
′
(0, T0),

d

dt
(φε(t), ξ)0 + (λ1/2φε(t), λ

1/2ξ)0 + (v
′

ε(t), ξ)0 = (gε(t), ξ)0, ∀ξ ∈ H1/2, ∀ ε ∈ (0, 1),

no sentido de D
′
(0, T0),

vε(0) = v0ε, v
′

ε(0) = v1ε,φε(0) = φ0ε.

Para concluírmos que os campos {vε,φε} satisfazem o Teorema 3.2 é su�-

ciente provar o seguinte resultado.

Lemma 3.2.2. Se {vε,φε} é o par de campos obtidos acima, então

ψε(t) =‖ vε(t) ‖21/2, ∀ t ∈ [0, T0].

Demonstração. Sejam wεk = vεk − vε e zεk = φεk − φε. Temos que o par de campos

{wεk, zεk} está na classe (3.15)-(3.17) e satisfazem as equações

d

dt
(w

′

εk(t),ξ)0+(λ3/4wεk(t),λ
1/4ξ)0+M(t,‖vεk(t)‖21/2)(λ3/4vεk(t),λ1/4ξ)0

+

{
M(t, ‖ vεk(t)‖21/2)−M(t,ψε(t))

}
(λ3/4vεk(t),λ

1/4ξ)0+(zεk(t),ξ)0=(fεk(t)−fε(t), ξ)0,

(3.143)

∀ ξ ∈ H1/4, no sentido de D
′
(0, T0),

d

dt
(zεk(t), ξ)0 + (λ1/2zεk(t), λ

1/2ξ)0 + (w
′

εk(t), ξ)0 = (gεk(t) − gε(t), ξ)0, (3.144)

∀ ξ ∈ H1/2, no sentido de D
′
(0, T0) e

wεk(0) = v0εk − v0ε −→ 0 em H3/4 forte,

w
′

εk(0) = v1εk − v1ε −→ 0 em H1/4 forte,

zεk(0) = φ0εk − φ0ε −→ 0 em H1/2 forte.

(3.145)

Fazendo ξ = w
′

εk em (3.143), ξ = zεk em (3.144) e somando as equações, obtemos:

d

dt

{
‖w ′εk(t)‖20+‖wεk(t)‖21/2+‖zεk(t)‖20+M(t, ‖vεk(t)‖21/2)‖wεk(t)‖20

}
+‖zεk(t)‖21/2

=−2(zεk(t),w
′

εk(t))0 +

{
M(t,ψε(t)) −M(t, ‖ vεk(t) ‖21/2)

}
(λ3/4vεk(t), λ

1/4w
′

εk(t))0

+(fεk(t)−fε(t),w
′

εk(t))0+(gεk(t)−gε(t),zεk(t))0+

{
d

dt
M(t, ‖vεk(t)‖21/2)

}
‖wεk(t)‖21/2 .
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Estimando como de costume o lado direito da equação acima, obtemos

d

dt

{
‖w ′εk(t)‖20+‖wεk(t)‖21/2+‖zεk(t)‖20+M(t, ‖vεk(t)‖21/2) ‖wεk(t)‖20

}
+‖zεk(t)‖21/2

61

2
‖fεk(t)−fε(t)‖20+1

2
‖gεk(t)−gε(t)‖20+C14 ‖wεk(t)‖21/2+

3

2
‖w ′εk(t)‖20+3

2
‖zεk(t)‖20

+
∣∣∣M(t,ψε(t)) −M(t, ‖ vεk(t) ‖21/2)

∣∣∣ ‖ vεk(t) ‖23/4‖ w ′εk(t) ‖1/4 .
(3.146)

Note que

∣∣∣∣ ddtM(t, ‖ vεk(t) ‖21/2)
∣∣∣∣ 6 C14, ∀ ε ∈ (0, 1), k ∈ N e t ∈ [0, T0].

De (3.110) obtemos

‖ v ′εk(t) ‖21/46 E3, ∀ ε ∈ (0, 1), k ∈ N e t ∈ [0, T0]. (3.147)

Daí sendo wεk = vεk − vε, obtemos

‖ w ′εk(t) ‖21/46 2
(
‖ v ′εk(t) ‖21/4 + ‖ v

′

ε(t) ‖21/4
)
6 E4, (3.148)

onde E4 = 4E3. Integrando (3.146) e usando (3.147) e (3.148) resulta que

‖ w ′εk(t) ‖20 + ‖ wεk(t) ‖21/2 + ‖ zεk(t) ‖206 E0εk

+C15

∫ t
0

{
‖ w ′εk(s) ‖20 + ‖ wεk(s) ‖21/2 + ‖ zεk(s) ‖20

}
ds,

(3.149)

onde

E0εk =‖ v1εk − v1ε ‖20 + ‖ v0εk − v0ε ‖21/2 + ‖ φ0εk − φ0ε ‖20
+M(0, ‖ v0εk ‖21/2) ‖ v0εk − v0ε ‖20 +

1

2
|fεk(t) − fε(t)|

2

H0
+ 1

2
|gεk(t) − gε(t)|

2

H0

+C(T0) max
06t6T0

∣∣∣M(t,ψε(t)) −M(t, ‖ vεk(t) ‖21/2)
∣∣∣ ,

(3.150)

C15 = max{
3
2
,C14} e C(T0) =

√
E4|vε|∞,H3/4

T0. Da desigualdade de Gronwall e (3.149)

implicam em

‖ wεk(t) ‖21/26 E0εke
C15T0 , ∀t ∈ [0, T0]. (3.151)

Das convergências (3.129), (3.145) e do fato de

fεk −→ fε em L2(0, T0;H0) forte, (3.152)

gεk −→ gε em L2(0, T0;H0) forte (3.153)

(recorde que L2(0, T0;H1/4) ↪→ L2(0, T0;H0)), resulta que

E0εk −→ 0, (3.154)
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independente de t ∈ [0, T0]. Logo de (3.151) obtemos

‖ wεk(t) ‖21/2−→ 0 em C0([0, T0]), quando k→ +∞. (3.155)

Finalmente, ∣∣∣ψε(t)− ‖ vε(t) ‖21/2∣∣∣ 6 |ψε(t) −ψεk(t)|

+
∣∣∣‖ vεk(t) ‖21/2 − ‖ vε(t) ‖21/2∣∣∣

6 |ψε(t) −ψεk(t)|+

{
‖ vεk(t) ‖1/2 + ‖ vε(t) ‖1/2

}
‖ vεk(t) − vε(t) ‖1/2,

(3.156)

ou seja ∣∣∣ψε(t)− ‖ vε(t) ‖21/2∣∣∣ 6 |ψε(t) −ψεk(t)|

+

{
‖ vεk(t) ‖1/2 + ‖ vε(t) ‖1/2

}
‖ wεk(t) ‖1/2 .

(3.157)

De (3.83) obtemos{
‖ vεk(t) ‖1/2 + ‖ vε(t) ‖1/2

}
‖ wεk(t) ‖1/26 C16 ‖ wεk(t) ‖1/2, (3.158)

onde C16 = 2
√
C2. Substituindo (3.158) em (3.157) obtemos∣∣∣ψε(t)− ‖ vε(t) ‖21/2∣∣∣ 6 |ψε(t) −ψεk(t)|+ C16 ‖ wεk(t) ‖1/2, ∀ t ∈ [0.T0]. (3.159)

Tomando o limite em (3.159) com k→ +∞, usando (3.121) e (3.155) obtemos

ψε(t) =‖ vε(t) ‖21/2, ∀ t ∈ [0, T0].

Isto completa a prova do Lema 3.2.2 e portanto do Teorema 3.2.

3.3 Prova do Teorema 3.1

De acordo com o Corolário 4 do Teorema 3.2 o par de funções vetoriais

uε = U−1
ε (vε) e θε = U−1

ε (φε) satisfazem (3.21)-(3.26). De (3.28), das estimativas

(3.82) e (3.110), das convergências (3.124) e (3.125) e do Teorema da Limitação

Uniforme, cf Capítulo 1, obtemos as seguintes estimativas:

‖ u ′ε(t) ‖2=‖ v
′

ε(t) ‖206 lim inf
k→+∞ ‖ v

′

εk(t) ‖206 C17 (3.160)
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‖ A1/4
ε u

′

ε(t) ‖2=‖ v
′

ε(t) ‖21/46 lim inf
k→+∞ ‖ v

′

εk(t) ‖21/46 C17 (3.161)

‖ A3/4
ε uε(t) ‖2=‖ vε(t) ‖23/46 lim inf

k→+∞ ‖ vεk(t) ‖23/46 C17 (3.162)

‖ θε(t) ‖2=‖ φε(t) ‖21/26 lim inf
k→+∞ ‖ φεk(t) ‖21/26 C17 (3.163)

‖ A1/2
ε uε(t) ‖2=‖ vε(t) ‖21/26 lim inf

k→+∞ ‖ vεk(t) ‖21/26 C17, (3.164)

onde C17 é uma constante positiva independente de ε e t.

A convergência do termo não linear será obtida como na Seção 3.2, isto

é, fazendo uso do Teorema de Arzelá - Ascoli. De fato, para cada ε > 0

consideremos a função real Ψε(t) :=‖ A1/2
ε uε(t) ‖2=‖ vε(t) ‖21/2. Em [30] o autor

prova mediante os Espaços Intermediários, cuja de�nição é dada no Capítulo

4, que a função Ψε está bem de�nida e é contínua em [0, T0]. De (3.164) segue

que

|Ψε(t)| 6 C17, ∀ t ∈ [0, T0], ∀ ε ∈ (0, 1). (3.165)

Das estimativas (3.161) e (3.162) resulta que

|Ψε(t) − Ψε(s)| 6 2

∣∣∣∣∫ t
s

‖ A3/4
ε uε(ρ) ‖‖ A1/4

ε u
′

ε(ρ) ‖ dρ
∣∣∣∣ 6 C18 |t− s| ,

ou seja

|Ψε(t) − Ψε(s)| 6 C18 |t− s| ∀ t, s ∈ [0, T0], ∀ ε ∈ (0, 1). (3.166)

De (3.165) , (3.166) e do Teorema de Arzelá-Ascoli segue a existência de

uma função Ψ ∈ C0([0, T0];R) e de uma subfamília de (Ψε)ε∈(0,1), a qual ainda

denotaremos por (Ψε)ε∈(0,1), tais que

Ψε −→ Ψ em C0([0, T0]) quando ε −→ 0+. (3.167)

Como M ∈ C1([0, T0]× [0,+∞);R) segue de (3.167) e da de�nição de Ψε que

M(t, ‖ vε(t) ‖21/2) −→M(t,Ψ(t)) em C0([0, T0]) quando ε −→ 0+. (3.168)

Agora de (3.160), notando que uε(0) = U−1
ε (v0ε) = U−1

ε Uε(u0) = u0, e do Teorema

Fundamental do Cálculo temos∫ t
0

‖ u ′ε(s) ‖ ds 6 C17T0 =⇒‖
∫ t
0

u
′

ε(s)ds ‖6 C17T0

=⇒‖ uε(t) − u0 ‖6 C17T0 =⇒‖ uε(t) ‖6 C19, ∀ t ∈ [0, T0].
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Logo (uε)0<ε<1 é limitada em L∞(0, T0;H). Desta limitação, de ‖ Aαuε ‖26‖

Aαεuε ‖2, ∀ 0 < ε < 1, ∀ α > 0, e de (3.161)-(3.164) obtemos

(uε) é limitada em L∞(0, T0;D(A3/4)), (3.169)

(u
′

ε) é limitada em L∞(0, T0;D(A1/4)), (3.170)

(θε) é limitada em L2(0, T0;D(A1/2)). (3.171)

Considerando uma subfamília se necessário, deduzimos de (3.169)-(3.171) que

existem u ∈ L∞(0, T0;D(A3/4)) e θ ∈ L2(0, T0;D(A1/2)) tais que

uε
∗
⇀ u em L∞(0, T0;D(A3/4)), (3.172)

u
′

ε

∗
⇀ u

′
em L∞(0, T0;D(A1/4)), (3.173)

θε ⇀ θ em L2(0, T0;D(A1/2)). (3.174)

Da imersão L∞(0, T0;D(A3/4)) ↪→ L2(0, T0;H), da convergência (3.172) e da esti-

mativa (3.162) resulta que existe χ ∈ L2(0, T0;H) tal que

uε ⇀ u em L2(0, T0;H), (3.175)

A3/4uε ⇀ χ em L2(0, T0;H), quando ε→ 0+. (3.176)

Sendo A3/4 um operador auto-adjunto, temos que A3/4 é fechado (forte), cf.

Apêndice, donde fracamente fechado. Daí A3/4u = χ. Além disso, se z ∈

D(A1/4) então por (1.11) temos

(A3/4
ε uε(t),A

1/4
ε z) =

∫+∞
−ε

(λ+ ε)d(Eλuε(t), z) =
∫+∞
−ε

λd(Eλuε(t), z)

+ε

∫+∞
−ε

d(Eλuε(t), z) = (A3/4uε(t),A
1/4z) + ε(uε(t), z).

Disto e de (3.176) resulta que

(A3/4
ε uε(t),A

1/4
ε z) ⇀ (A3/4u(t),A1/4z), em L2(0, T0), ∀ z ∈ D(A1/4). (3.177)

Ultilizando a convergência (3.168) deduzimos que

M(t, ‖ vε(t) ‖21/2)(A3/4
ε uε(t),A

1/4
ε z) −→M(t,Ψ(t))(A3/4u(t),A1/4z), (3.178)

em L2(0, T0), ∀ z ∈ D(A1/4) quando ε → 0+. De modo análogo obtemos da

imersão L2(0, T0;D(A1/2)) ↪→ L2(0, T0;H), da estimativa (3.163) e da convergência
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(3.174) que

θε ⇀ θ em L2(0, T0;H), (3.179)

A1/2θε ⇀ A1/2θ em L2(0, T0;H), quando ε→ 0+, (3.180)

donde

(A1/2
ε θε(t),A

1/2
ε z) ⇀ (A1/2θ(t),A1/2z), em L2(0, T0), ∀ z ∈ D(A1/2). (3.181)

Tomando o limite em (3.24) e (3.25) com ε → 0+ e levando em consideração

as convergências (3.172)-(3.174), (3.177)-(3.179) e (3.181) obtemos{
u,u

′
, θ
}
∈ L∞(0, T0;D(A3/4))× L∞(0, T0;D(A1/4))× L2(0, T0;D(A1/2)),

d

dt
(u
′
(t), z) + (A3/4u(t),A1/4z) +M(t,Ψ(t))(A3/4u(t),A1/4z)+

+(θ(t), z) = (f(t), z), ∀z ∈ D(A1/4),

no sentido de L2(0, T0),

d

dt
(θ(t), z) + (A1/2θ(t),A1/2z) + (u

′
(t), z) = (g(t), z), ∀z ∈ D(A1/2),

no sentido de L2(0, T0),

u(0) = u0, u
′
(0) = u1 e θ(0) = θ0.

A veri�cação dos dados iniciais é feita de modo análogo à do problema per-

turbado.

Lemma 3.3.1. Se {vε,φε} é o par de campos obtidos acima, então

Ψ(t) =‖ A1/2u(t) ‖21/2, ∀ t ∈ [0, T0].

A conclusão da prova do Teorema 3.1 segue do Lema acima cuja demon-

stração é inteiramente análoga à prova do Lema 3.2.2.

Observação 3.10. O Lema 3.2.1 mostra o caráter local da solução fraca obtida acima,

pois somente para T0 < T∗ obtemos a estimativa (3.110). No entanto se pudermos impor

condições sobre T∗ de modo que T < T∗ então pode-se determinar uma solução fraca global

para o problema (P.1), isto é, um par de funções vetoriais u, θ : [0, T ] −→ H satisfazendo

(3.7)-(3.12).
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3.4 Unicidade de Solução

Nesta seção provaremos a unicidade de solução para o problema (P.1).

Inicialmente observamos que a regularidade imposta sobre os dados iniciais

{u0,u1, θ0, f,g} na classe D(A3/4) ×D(A1/4) ×D(A1/2) ×
[
L2(0, T ,D(A1/4))

]2
�não é

su�ciente� para obtermos a unicidade de solução. De fato, se [u, θ] e [�u, �θ]

satisfazem o Teorema 3.1, então [η,φ] = [u− �u, θ− �θ] está na classe (3.7)-(3.9)

e satisfaz

d

dt
(η
′
, z) + (A3/4η,A1/4z) +M(·, ‖ A1/2u ‖2)(A3/4u,A1/4z)−

M(·, ‖ A1/2�u ‖2)(A3/4�u,A1/4z) + (φ, z) = 0, ∀z ∈ D(A1/4), (3.182)

no sentido de L2(0, T0),

d

dt
(φ, z) + (A1/2φ,A1/2z) + (η

′
, z) = 0, ∀z ∈ D(A1/2), (3.183)

no sentido de L2(0, T0),

η(0) = η
′
(0) = φ(0) = 0, (3.184)

ou
d

dt
(η
′
, z) + (A3/4η,A1/4z) +M(·, ‖ A1/2u ‖2)(A3/4�u,A1/4z) + (φ, z)

=

{
M(·, ‖ A1/2�u ‖2) −M(·, ‖ A1/2u ‖2)

}
(A3/4�u,A1/4z), (3.185)

∀z ∈ D(A1/4) no sentido de L2(0, T0),

d

dt
(φ, z) + (A1/2φ,A1/2z) + (η

′
, z) = 0, ∀z ∈ D(A1/2), (3.186)

no sentido de L2(0, T0),

η(0) = η
′
(0) = φ(0) = 0. (3.187)

Tomando z = η
′
(t) em (3.185) temos:

d

dt
‖ η ′(t) ‖2 +(A3/4η(t),A1/4η

′
(t)) +M(t, ‖ A1/2u(t) ‖2)(A3/4η(t),A1/4η

′
(t))η

′
(t))

+(φ(t),η
′
(t)) =

{
M(t, ‖A1/2�u(t)‖2) −M(t, ‖A1/2u(t)‖2)

}
(A3/4�u(t),A1/4η

′
(t)), ou
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d

dt
‖ η ′(t) ‖2 +(Aη(t),η

′
(t)) +M(t, ‖A1/2u(t)‖2)(A3/4η(t),A1/4η

′
(t))

= −(φ(t),η
′
(t)) +

{
M(t, ‖A1/2�u(t)‖2) −M(t, ‖A1/2u(t)‖2)

}
(A3/4�u(t),A1/4η

′(t)), ou

d

dt
‖η ′(t)‖2 +1

2
d

dt
‖A1/2η(t)‖2 +1

2
M(t, ‖A1/2u(t)‖2) d

dt
‖A1/2η(t)‖2

+
1
2
d

dt

{
M(t, ‖A1/2u(t)‖2)

}
‖A1/2η(t)‖2

= −(φ(t),η
′
(t)) +

{
M(t, ‖A1/2�u(t)‖2) −M(t, ‖A1/2u(t)‖2)

}
(A3/4�u(t),A1/4η

′(t))

+
1
2
d

dt

{
M(t, ‖A1/2u(t)‖2)

}
‖A1/2η(t)‖2, ou ainda

d

dt
‖η ′(t)‖2 +1

2
d

dt
‖A1/2η(t)‖2 +1

2
d

dt

{
M(t, ‖A1/2u(t)‖2) ‖A1/2η(t)‖2

}
= −(φ(t),η

′
(t)) +

{
M(t, ‖A1/2�u(t)‖2) −M(t, ‖A1/2u(t)‖2)

}
(A3/4�u(t),A1/4η

′(t))

+
1
2
d

dt

{
M(t, ‖A1/2u(t)‖2)

}
‖A1/2η(t)‖2, ou

d

dt

{
2 ‖ η ′(t) ‖2 + ‖A1/2η(t)‖2 +M(t, ‖A1/2u(t)‖2) ‖A1/2η(t)‖2

}
= 2(−φ(t),η

′
(t)) + 2

{
M(t, ‖A1/2�u(t)‖2) −M(t, ‖A1/2u(t)‖2)

}
(A3/4�u(t),A1/4η

′(t))

+
d

dt

{
M(t, ‖A1/2u(t)‖2)

}
‖A1/2η(t)‖2

6 2
∣∣∣(φ(t),η ′(t))∣∣∣+ 2

∣∣M(t, ‖A1/2�u(t)‖2) −M(t, ‖A1/2u(t)‖2)
∣∣ ∣∣∣(A�u(t),η

′
(t))

∣∣∣
+

∣∣∣∣ ddtM(t, ‖A1/2u(t)‖2)
∣∣∣∣ ‖A1/2η(t)‖2

6‖φ(t)‖2 + ‖η ′(t)‖2 +2
∣∣M(t, ‖A1/2�u(t)‖2) −M(t, ‖A1/2u(t)‖2)

∣∣ ‖A�u(t)‖‖η ′(t)‖

+

∣∣∣∣ ddtM(t, ‖A1/2u(t)‖2)
∣∣∣∣ ‖A1/2η(t)‖2.

Pondo |||η(t)|||2 =‖ A1/2η(t) ‖2, segue que

d

dt

{
2 ‖η ′(t) ‖2+|||η(t)|||2 +M(t, ‖A1/2u(t)‖2) ‖A1/2η(t)‖2

}
6‖φ(t)‖2+‖η ′(t)‖2+2

∣∣M(t, ‖A1/2�u(t)‖2)−M(t, ‖A1/2u(t)‖2)
∣∣ ‖A�u(t) ‖‖η ′(t)‖

+

∣∣∣∣ ddtM(t, ‖ A1/2u(t) ‖2)
∣∣∣∣ ‖ A1/2η(t) ‖2.

(3.188)

De modo análogo, pondo z = φ(t) em (3.186) obtemos

d

dt
‖ φ(t) ‖2 +|||φ(t)|||2 6‖ φ(t) ‖2 + ‖ η ′(t) ‖2 . (3.189)
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Usando o Teorema do Valor Médio e procedendo como anteriormente, obtemos∣∣M(t, ‖ A1/2�u(t) ‖2) −M(t, ‖ A1/2u(t) ‖2)
∣∣

6

∣∣∣∣∂M∂t (t, λ)

∣∣∣∣ ∣∣‖ �u(t) ‖D(A1/2) + ‖ u(t) ‖D(A1/2)

∣∣ ‖ A1/2η(t) ‖,
(3.190)

onde ξ pertence ao segmento de extremos ‖ A1/2�u(t) ‖2 e ‖ A1/2u(t) ‖2. Assim

por (3.2) segue-se ∣∣M(t, ‖ A1/2�u(t) ‖2) −M(t, ‖ A1/2u(t) ‖2)
∣∣

6 C5

∣∣‖ �u(t) ‖D(A1/2) + ‖ u(t) ‖D(A1/2)

∣∣ ‖ A1/2η(t) ‖ .
(3.191)

Sendo M ∈ C1
(
[0, T ] × [0,+∞)

)
e �u,u ∈ L∞(0, T0;D(A3/4)) ↪→ L∞(0, T0;D(A1/2))

obtemos

d

dt

{
2 ‖ η ′(t) ‖2 +|||η(t)|||2 +M(t, ‖ A1/2u(t) ‖2) ‖ A1/2η(t) ‖2

}
6‖φ(t)‖2+‖η ′(t)‖2+2C5

∣∣‖ �u(t)‖D(A1/2)+‖u(t)‖D(A1/2)

∣∣ ‖A1/2η(t)‖‖A�u(t)‖‖η ′(t)‖

+C6 ‖ A1/2η(t) ‖2.

ou seja,

d

dt

{
2 ‖ η ′(t) ‖2 +|||η(t)|||2 +M(t, ‖ A1/2u(t) ‖2) ‖ A1/2η(t) ‖2

}
6‖φ(t)‖2+‖η ′(t)‖2+C6 ‖A1/2η(t)‖2+C7 ‖A1/2η(t)‖‖A�u(t)‖‖η ′(t)‖2.

(3.192)

Somando (3.189) e (3.192) obtemos:

d

dt

{
2 ‖η ′(t)‖2+|||η(t)|||2+ ‖φ(t)‖2+M(t, ‖A1/2u(t)‖2) ‖A1/2η(t)‖2

}
+|||φ(t)|||2

6 2 ‖φ(t) ‖2+2 ‖η ′(t)‖2+C6 ‖A1/2η(t)‖2+C7 ‖A1/2η(t)‖‖A�u(t)‖‖η ′(t)‖2.
(3.193)

Integrando (3.193) de 0 até t 6 T0 e usando o fato de M(t, λ) > 0 concluimos

que

‖ η ′(t) ‖2 +|||η(t)|||2+ ‖ φ(t) ‖2 +
∫ t
0

|||φ(s)|||2ds

6
∫ t
0

{
2 ‖ φ(s) ‖2 +2 ‖ η ′(s) ‖2 +C6 ‖ A1/2η(s) ‖2

+C7 ‖ A1/2η(s) ‖‖ A�u(s) ‖‖ η ′(s) ‖
}
ds.

(3.194)

Como nós não temos uma limitação para ‖ A�u(t) ‖, não conseguimos usar

a Desigualdade de Gronwall e por conseguinte não obtemos a unicidade de

solução. No entanto com as hipóteses �xadas anteriormente sobre o operador

A e a função M, se os dados iniciais {u0,u1, θ0, f,g} têm mais regularidade,
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teremos unicidade de solução no Teorema 3.1. Mais precisamente temos o

seguinte Teorema.

Teorema 3.3. Sejam u0 ∈ D(A), u1 ∈ D(A1/2), θ0 ∈ D(A1/2) e f,g ∈ L2(0, T ;D(A1/2)),

T > 0. Então existe 0 < T0 6 T e um único par de funções vetoriais u, θ : [0, T0] −→ H

satisfazendo:

u ∈ L∞(0, T0;D(A)), (3.195)

u
′ ∈ L∞(0, T0;D(A1/2)), (3.196)

θ ∈ L2(0, T0;D(A1/2)), (3.197)

d

dt
(u
′
(t), z) + (A1/2u(t),A1/2z) +M(t, ‖ A1/2u(t) ‖2)(A1/2u(t),A1/2z)

+(θ(t), z) = (f(t), z), ∀z ∈ D(A1/2), (3.198)

no sentido de L2(0, T0),

d

dt
(θ(t), z) + (A1/2θ(t),A1/2z) + (u

′
(t), z) = (g(t), z), ∀z ∈ D(A1/2), (3.199)

no sentido de L2(0, T0),

u(0) = u0, u
′
(0) = u1 e θ(0) = θ0. (3.200)

Demonstração. A prova da existência de solução {u, θ} na classe (3.195)-(3.197) é análoga

a do Teorema 3.1. Para a prova da unicidade, suponha que [u, θ] e [�u, �θ] satisfazem o

Teorema 3.3 e seja [η,φ] = [u− �u, θ− �θ]. Observemos que as estimativas (3.188)-(3.191)

continuam valendo para a classe (3.195)-(3.197), donde também continua valendo (3.193).

Como u, �u ∈ L∞(0, T0;D(A)) segue que ‖ A�u(t) ‖6 C8, donde

C7 ‖ A1/2η(s) ‖‖ A�u(s) ‖‖ η ′(s) ‖

6 C9 ‖ A1/2η(s) ‖2 +C9 ‖ η
′
(s) ‖2

= C9|||η(s)|||
2 + C9 ‖ η

′
(s) ‖2,

ou seja,

C7 ‖ A1/2η(s) ‖‖ A�u(s) ‖‖ η ′(s) ‖6 C9|||η(s)|||
2 + C9 ‖ η

′
(s) ‖2 . (3.201)

Substituindo (3.201) em (3.194) temos

‖ η ′(t) ‖2 +|||η(t)|||2+ ‖ φ(t) ‖2
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6‖ η ′(t) ‖2 +|||η(t)|||2+ ‖ φ(t) ‖2 +
∫ t
0

|||φ(s)|||2ds

6
∫ t
0

{
2 ‖ φ(s) ‖2 +2 ‖ η ′(s) ‖2 +C10|||η(s)|||

2 + C9 ‖ η
′
(s) ‖2 ds

}
6 C11

∫ t
0

{
‖ φ(s) ‖2 + ‖ η ′(s) ‖2 +|||η(s)|||2ds

}
,

donde pela Desigualdade de Gronwall segue que

‖ η ′(t) ‖2 +|||η(t)|||2+ ‖ φ(t) ‖2= 0, ∀ t ∈ [0, T0].

Portanto, η ≡ φ ≡ 0 em [0, T0] e �ca provado a unicidade da solução.



Capítulo 4

Aplicação

Neste capítulo objetivamos aplicar os resultados obtidos nos capítulos anteri-

ores. Para tanto necessitamos de mais algumas notações.

Seja Ω um subconjunto aberto do Rn. Por Hm(Ω), m ∈ Z+, estamos

representando o espaço de Sobolev de ordem m, ou seja, o espaço vetorial

das (classes de) funções de L2(Ω) que possuem derivadas no sentido das dis-

tribuições até a ordem m pertencentes à L2(Ω) equipado com o produto escalar

(u, v)Hm =
∑

|α|6m

∫
Ω

(Dαu,Dαv)L2dx, u, v ∈ Hm(Ω).

O fecho em Hm(Ω) de D(Ω) será denotado por Hm0 (Ω) e o dual topológico de

Hm0 (Ω) é denotado por H−m(Ω). Mediante o Teorema da Representação de

Riesz-Fréchet obtemos a seguinte cadeia de imersões contínuas e densas:

D(Ω) ↪→ Hm0 (Ω) ↪→ L2(Ω) ↪→ H−m(Ω) ↪→ D
′
(Ω).

Sejam X e Y dois espaços de Hilbert separáveis com produto interno e norma

denotados, respectivamente, por ((·, ·)), ‖ · ‖ e (·, ·), |· |. Suponhamos que X ↪→ Y,

isto é, X é denso em Y e a imersão de X em Y é contínua. Seja S o operador de

Y determinado pela terna {X, Y, ((·, ·))}, isto é, S é o operador de Y tal que para

cada u ∈ D(S) existe um único 	u ∈ Y de modo que

((u, v)) = (	u, v), ∀ u, v ∈ X.

Neste caso temos

Su = 	u

87
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e

D(S) = {u ∈ X; ∃ f ∈ Y que veri�ca ((u, v)) = (f, v), ∀ v ∈ X}.

Além disso, o operador S é auto-adjunto, não limitado (se X 6= Y) e

(Su,u) = ((u, v)) =‖ u ‖> C|u|2, ∀ u ∈ D(S),

onde C > 0 é a constante da imersão X ↪→ Y. Ou seja, S é auto-adjunto, não

limitado (se X 6= Y) e coercivo. Nestas condições o operador Λ = S1/2 está bem

de�nido, é auto-adjunto, coercivo e X = D(Λ), veja [35]. Assim, conforme a

Seção 1.3, �cam bem de�nidas as potências do operador Λ.

De�nição 4.1. O Espaço Intermediário [X, Y]θ, 0 6 θ 6 1, é o domínio do operador

Λ1−θ equipado com a norma do grá�co

||u||2[X,Y]θ = |u|2 + |Λ1−θu|2, u ∈ D(Λ1−θ) = [X, Y]θ.

Segue da de�nição acima que [X, Y]θ é um espaço de Hilbert, [X, Y]0 = X e

[X, Y]1 = Y.

Observação 4.1. Mostra-se em [23] que se X e Y são equipados com novos produtos

internos equivalentes à ((·, ·)) e (·, ·), respectivamente, e de�nindo Yθ = [X, Y]θ com re-

lação a estes novos produtos internos, então se Xθ denota o espaço intermediário [X, Y]θ

com os produtos internos ((·, ·)) e (·, ·) temos Xθ = Yθ e suas normas são equivalentes.

Conclui-se que os espaços estão intrinsicamente de�nidos por X e Y.

Consideremos Ω um aberto limitado bem regular do Rn (ou Ω = Rn,Rn+,Rn−)

e números reais s > 0 e m > s. De�nimos os espaços de Sobolev de ordem s

por

Hs(Ω) = [Hm(Ω),L2(Ω)]1− s
m
.

Mostra-se em [23] que Hs(Ω) não depende dos inteiros m > s.

Com as notações acima podemos dar uma aplicação dos resultados obtidos

no Capítulo 3. Seja Ω = Rn e em H = L2(Rn) consideremos o operador A = −∆

com domínio D(A) = H2(Rn). Então:

D(A1/4) = [H1(Rn),L2(Rn)]1/2 = H1/2(Rn),

D(A1/2) = [H1(Rn),L2(Rn)]0 = H1(Rn),

D(A3/4) = [H1(Rn),L2(Rn)]1/4 = H3/4(Rn).



Capítulo 4. Aplicação 89

De acordo com o Teorema 3.1, dados u0 ∈ H3/4(Rn), u1 ∈ H1/2(Rn), θ0 ∈ H1(Rn)

e f,g ∈ L2(0, T ;H1/2(Rn)) existem 0 < T0 6 T e funções vetoriais u, θ : [0, T0] −→

L2(Rn) na classe (3.7)-(3.9) tal que

(P.7)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

u
′′
− ∆u−M(·,

∫
Rn

||∇u(x, ·)||2dx)∆u+ θ = f,

θ
′
− ∆θ+ u

′
= g,

u(0) = u0, u
′
(0) = u1,

θ(0) = θ0.

Tomando u0 ∈ H2(Rn), u1, θ0 ∈ H1(Rn) e f,g ∈ L2(0, T ;H1(Rn)) podemos aplicar

o Teorema 3.3 e obtemos existência e unicidade de solução para o problema

(P.7) na classe (3.195)-(3.197).



Apêndice A

Elementos da Teoria Espectral

Aqui apresentaremos alguns conceitos relativos a Teoria Espectral em Es-

paços de Hilbert com ênfaze nos operadores lineares não limitados. Iniciamos

com a de�nição mais geral de um operador linear em espaços de Hilbert. Seja

(H; (·, ·)) um espaço de Hilbert, com norma correspondente ‖ · ‖.

De�nição A.1. Denomina-se operador ( ou transformação) linear de H a toda aplicação

A : D(A) −→ H de�nida num subespaço D(A) de H tal que

A(u+ v) = Au+Av e A(cu) = cAu, ∀ u, v ∈ D(A) e ∀ c ∈ C.

Dados A : D(A) −→ H e B : D(B) −→ H dois operadores de H, os conceitos

de adição, multiplicação por escalar, multiplicação e inversa de�ne-se como

para funções em geral, observando-se apenas que D(A + B) = D(A) ∩ D(B) e

D(AB) =M onde M ⊂ D(B) é tal que B(M) = Img(B) ∩D(A).

De�nição A.2. Dados dois operadores lineares A e B de H, diz-se que os mesmos são

iguais, denotando A = B, quando D(A) = D(B) sendo A ≡ B em D(A). Quando

D(A) ⊃ D(B) e A ≡ B em D(B) diz-se que A é uma extensão de B, escrevendo-se

B ⊂ A.

De�nição A.3. Sejam A e B operadores lineares, com B limitado. Diz-se que B e A

são permutáveis ou que B comuta com A, quando AB é uma extensão de BA, isto é,

BA ⊂ AB.

De�nição A.4. Diz-se que um operador linear A de H é limitado em D(A) quando existe

uma constante K > 0 tal que

90
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‖ Ax ‖6 K ‖ x ‖,

∀ x ∈ D(A). Em caso contrário diz-se que A é não limitado.

Assim, um operador A de H é não limitado quando para todo n ∈ N existe

xn ∈ D(A) tal que ‖ Axn ‖> n ‖ xn ‖.

A seguir justi�ca-se o uso de D(A) em vez de H na de�nição (A.1). Inicial-

mente recorde que um operador A é limitado em D(A) se, e somente se, A é

contínuo em D(A). Daí, tem-se a seguinte proposição.

Proposição A.1. Se o operador A é limitado em D(A), então A pode ser extendido por

continuidade ao fecho D(A) de D(A), sendo tal extensão linear, limitada e com a mesma

norma de A.

Demonstração. Seja x ∈ D(A). Então existe uma sequência (xn) emD(A) tal que xn → x

em H. Sendo A linear e limitado, temos

‖ Axn −Axm ‖6‖ A ‖‖ xn − xm ‖, (A.1)

onde

‖ A ‖= sup
‖x‖=1

‖ Ax ‖ . (A.2)

Como (xn) é convergente, tem-se que (xn) é de Cauchy, donde por (A.1) temos que (Axn)

é de Cauchy em H. Sendo H completo, existe y ∈ H tal que Axn → y em H. De�na

Ã : D(A) −→ H pondo Ãx = y.

A�rmação: Ã está bem de�nido !

De fato, se (zn) é outra sequência em D(A) tal que zn → x em H, então (vn) =

(x1, z1, x2, z2, ...) é tal que vn → x em H. Pela continuidade de A, temos que (Avn) é

convergente, logo, de Cauchy. È fácil ver que (Axn) e (Azn) são subsequências de (Avn)

e, além disso, Axn → y. Sendo (Avn) de Cauchy, tem-se necessariamente que Avn → y,

donde Azn → y. Portanto, Ã está bem de�nido. È fácil ver que Ã é linear e para cada

x ∈ D(A), considerando a sequência constante (xn) = (x, x, ...), temos Ãx = Ax. Logo,
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temos que D(Ã) = D(A) ⊃ D(A) e Ã ≡ A em D(A). Assim, Ã é uma extensão de A.

Para ver que Ã é limitada em D(Ã), note que dado x ∈ D(Ã) temos

‖ Ãx ‖=‖ limAxn ‖= lim ‖ Axn ‖6 lim ‖ A ‖‖ xn ‖=‖ A ‖‖ x ‖,

portanto,

‖ Ãx ‖6‖ A ‖‖ x ‖, ∀ x ∈ D(Ã).

Além disso, ‖ Ã ‖6‖ A ‖. Ora, para x ∈ D(A) ⊂ D(Ã) com ‖ x ‖= 1 temos Ãx =

Ax =⇒‖ Ax ‖=‖ Ãx ‖6‖ Ã ‖, donde por (A.2) temos ‖ A ‖6‖ Ã ‖. Logo, ‖ A ‖=‖ Ã ‖

.

Observação A.1. O fecho F de um subespaço vetorial F de um espaço normado é ainda

um subespaço vetorial do mesmo, con�ra em [36].

Segue da proposição acima que se D(A) é denso em H, isto é, D(A) =

H, a extensão obtida é limitada em H. Em caso contrário, considera-se a

decomposição em soma direta H = D(A)⊕D(A)
⊥
, onde D(A)

⊥
= {v ∈ H ; (v, x) =

0, ∀ x ∈ D(A)}. Daí, todo w ∈ H é univocamente representado por w = x+y, com

x ∈ D(A) e y ∈ D(A)
⊥
. Assim, pondo Ay = 0 em D(A)

⊥
, de�ne-se �Aw = Ax+Ay,

obtendo-se uma extensão linear de A à H, a qual é limitada e possui a mesma

norma que A. Logo, no caso limitado podemos sem perda de generalidade

considerar A com domínio D(A) = H. Entretanto, no caso não limitado isso

nem sempre é possível. Tal fato segue da contra-positiva do teorema a seguir.

Teorema A.1. (Hellinger-Toeplitz) Se D(A) = H com A linear e satisfazendo

(Ax,y) = (x,Ay), ∀ x, y ∈ H, (A.3)

então A é limitado.

Demonstração. Suponha, por contradição, que A não é limitado. Então, existe uma

sequência (vn) em H tal que ‖ vn ‖= 1 e ‖ Avn ‖−→ +∞. Consideremos a sequência (fn)

de funcionais lineares de�nidos em H (recorde que D(A) = H!), por fn(u) = (Au, vn).

Por (A.3) temos

| fn(u) |=| (Au, vn) |=| (u,Avn) |6‖ u ‖‖ Avn ‖,
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donde (fn) é limitada para cada n ∈ N. Além disso,

| fn(u) |=| (Au, vn) |6‖ Au ‖‖ vn ‖=‖ Au ‖, ∀ u ∈ H,

ou seja, (fn(u)) é limitada em R para todo u ∈ H. Logo, pelo Teorema da Limitação

Uniforme, existe k > 0 tal que | fn(u) |6 k ‖ u ‖, ∀ n = 1, 2, .... e ∀ u ∈ H. Em

particular, para u = Avn, obtém-se ‖ Avn ‖26 k ‖ Avn ‖, donde ‖ Avn ‖6 k, ∀ n ∈ N,

o que é uma contradição. Logo A é limitado.

A seguir faremos uma rápida introdução sobre o operador Adjunto de um

operador de H.

Recordando o caso limitado temos que o operador adjunto de um operador

linear A : H −→ H é o único operador linear A∗ : H −→ H tal que

(Au, v) = (u,A∗v), ∀ u, v ∈ H.

Agora, no caso não limitado, temos que A é de�nido em D(A) ⊂ H e não

mais no espaço de Hilbert H. Assim, pode ocorrer do vetor v∗ = A∗v não ser

mais único. No entanto com a hipótese adicional de densidade, recupera-se a

unicidade de v∗. De fato, suponha (Au, v) = (u, v∗) = (u, v∗1), ∀ u ∈ D(A). Logo,

(u, v∗ − v∗1) = 0, ∀ u ∈ D(A), donde v∗ − v∗1 ∈ D(A)⊥. Como D(A) ⊂ D(A), segue

que D(A)
⊥
⊂ D(A)⊥.

A�rmação: v∗ − v∗1 ∈ D(A)
⊥
!

Com efeito, se v∗ − v∗1 6∈ D(A)
⊥
então existe v ∈ D(A) tal que (v, v∗ − v∗1) 6= 0.

Seja (vn) uma sequência em D(A) tal que vn → v em H. Então, lim
n→+∞(vn, v∗ −

v∗1) = (v, v∗−v∗1) 6= 0, donde existe n0 ∈ N tal que para n > n0 vale (vn, v∗−v∗1) 6= 0,

o que é um absurdo pois vn ∈ D(A), ∀ n ∈ N. Logo, v∗ − v∗1 ∈ D(A)
⊥
. Sendo

D(A) denso em H, temos que D(A)
⊥
= {0}, donde v∗ = v∗1.

Assim, com a hipótese de densidade �ca bem de�nida a aplicação A∗ :

D(A∗) −→ H dada por A∗v = v∗ e tal que

(Au, v) = (u,A∗v), ∀ u ∈ D(A) e ∀ v ∈ D(A∗).

Diz-se então que A∗ é o operador adjunto ou a adjunta de A. Note que
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D(A∗) = {v ∈ H ;∃! v∗ ∈ H com (Au, v) = (u, v∗), ∀ u ∈ D(A)}.

Proposição A.2. O operador A∗ é um operador linear de H.

Demonstração. Devemos provar que D(A∗) é um subespaço de H e que A∗ é linear em

D(A∗). Ora, dados u, v ∈ D(A∗) e λ ∈ C, temos que para todo w ∈ D(A) vale

(Aw,u+ λv) = (Aw,u) + λ(Aw, v) = (w,u∗) + λ(w, v∗) = (w,u∗ + λv∗).

Falta provar que (u+ λv)∗ = u∗ + λv∗ é único. Se existe w∗ ∈ H tal que (Aw,u+ λv) =

(w,u∗ + λv∗) = (w,w∗), ∀ w ∈ D(A), então (w,u∗ + λv∗ − w∗) = 0, ∀ w ∈ D(A).

Então, pela densidade de D(A) em H, segue que u∗+λv∗ = w∗. Assim, u+λv ∈ D(A∗).

Além disso, A∗(u + λv) = u∗ + λv∗ = A∗u + λA∗v. Portanto, A∗ é um operador linear

de H.

No que segue citaremos algumas propriedades da adjunta A∗.

Proposição A.3. Seja A um operador linear de H. Se existem A−1, A∗ e (A−1)∗ então

existe (A∗)−1 e (A∗)−1 = (A−1)∗.

Demonstração. Ver [25].

Proposição A.4. Seja A um operador de H com D(A) = H. Então, A∗ é limitado e

D(A∗) é fechado em H.

Demonstração. Ver [25].

De�nição A.5. Seja A um operador de H com domínio D(A) em H. Diz-se que A é

fechado se seu grá�co G(A) = {(u,Au) ∈ H×H; u ∈ D(A)} é um conjunto fechado em

H×H.

Proposição A.5. Seja A um operador linear de H fechado com domínio D(A) denso em

H. Então, o domínio D(A∗) da adjunta é denso em H, existe (A∗)∗ = A∗∗ e é igual à A.

Demonstração. Ver [25].

Proposição A.6. O operador adjunto A∗ é fechado.
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Demonstração. Seja (vn) uma sequência em D(A∗) tal que vn −→ v e Avn −→ w.

Devemos provar que v ∈ D(A∗) e w = A∗v. Ora, para todo u ∈ D(A), temos

(Au, v) = lim(Au, vn) = lim(u,A∗vn) = (u,w),

pois o produto interno é contínuo. Da de�nição de D(A∗), resulta que v ∈ D(A∗) e

w = A∗v.

Proposição A.7. (Teorema do Grá�co Fechado) Se A for fechado e D(A) = H, então

A é limitado.

Demonstração. Pela proposição A.4 temos que A∗ é limitado e D(A∗) é fechado. Sendo

A fechado resulta da proposição A.5 que D(A∗) é denso em H, donde D(A∗) = H. Além

disso, existe (A∗)∗ = A∗∗ e é igual à A. Aplicando novamente a proposição A.4 agora

para A∗, conclui-se que A é limitado.

Vamos agora tratar de uma classe de operadores de H bem especial, a saber,

a dos operadores auto-adjuntos.

Seja A : D(A) ⊂ H −→ H um operador linear de H com domínio denso em H.

Diz-se que A é auto-adjunto se A = A∗. Ou seja, se D(A) = D(A∗) e A∗v = Av

para todo v ∈ D(A).

Com o objetivo de caracterizar os operadores auto-adjuntos recordaremos

novamente o caso limitado. Neste caso um operador auto-adjunto A é carac-

terizado pela relação

(Au, v) = (u,Av), ∀ u, v ∈ H, (A.4)

a qual de�ne os chamados Operadores Simétricos. Motivados pela relação

(A.4) poderiamos usar a mesma como de�nição de operador simétrico para

o caso não limitado. Para isso seria necessário apenas manter os pares de

elementos u, v no domínio D(A) de A. Em vista do nosso objetivo, vamos

supor também que D(A) é denso em H, donde existe A∗. Assim, temos de

(A.4) que

(Au, v) = (u,Av), (∀ u, v ∈ H)
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⇐⇒ v ∈ D(A∗), A∗v = v∗ = Av (∀ v ∈ D(A))

⇐⇒ A ⊂ A∗.

Logo, motivado pelo caso limitado de�ne-se operador linear simétrico no caso

geral do modo seguinte:

De�nição A.6. Seja A um operador linear de H com domínio D(A) denso em H. Diz-se

que A é simétrico se A ⊂ A∗.

Ou seja, se A∗ é uma extensão de A.

Observação A.2. Sendo A∗ fechada conclui-se que todo operador linear simétrico possui

uma extensão fechada, que é sua adjunta.

Note que todo operador auto-adjunto é simétrico, porém, diferentemente

do caso limitado nem todo operador simétrico é auto-adjunto.

Contra-Exemplo A.0.1. Considere o espaço de Hilbert L2(0, 1) com o produto interno

(u, v)L2 =
∫ 1
0

u	v,

e o subespaço do mesmo, denotado por S1(0, 1), das funções u : (0, 1) −→ R absolutamente

contínua. De�na S10(0, 1) como sendo o conjunto das funções u ∈ S1(0, 1) tais que du
dt
∈

L2(0, 1) e u(0) = u(1) = 0. Então temos que S10(0, 1) é denso em L2(0, 1). Seja A :

S10(0, 1) −→ L2(0, 1) dado por Au = i
du

dt
. Prova-se a seguir que A é simétrico e não é

auto-adjunto. Com efeito, temos

(Au, v)L2 − (u,Av)L2 =
∫ 1
0

iu
′
	v+
∫ 1
0

iu 	v ′

= i

∫ 1
0

(u
′
	v+ u 	v ′)

= i

∫ 1
0

d(u	v)
dt

= i[u	v]10 = 0,

donde (Au, v)L2 = (u,Av)L2 , ∀ u, v ∈ S10(0, 1). Assim A é simétrico. Em [25] prova-se

que D(A∗) está contido na coleção de funções de S1(0, 1) cuja derivada pertence a L2(0, 1),

porém sem condições nos extremos. Assim D(A) está contido propriamente em D(A∗),

donde A 6= A∗. Portanto A não é auto-adjunto.

No entanto temos o seguinte resultado.
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Teorema A.2. Se A é simétrica e sobrejetora, então A é auto-adjunta.

Demonstração. Já temos A ⊂ A∗, isto é, D(A) ⊂ D(A∗) e A∗|D(A) = A. Logo, para

provar que A = A∗ é su�ciente mostrar que D(A∗) ⊂ D(A). Assim sendo, seja v ∈ D(A∗)

e ponhamos v∗ = A∗v. SendoA
(
D(A)

)
= H, existew ∈ D(A) tal queAw = v∗. Portanto

para cada u ∈ D(A), sendo A simétrico, obtém-se

(Au, v) = (u,A∗v) = (u, v∗) = (u,Aw) = (Au,w),

donde, ∀ z ∈ A
(
D(A)

)
= H vale

(z, v−w) = 0.

Daí segue que v = w e v ∈ D(A). Portanto D(A∗) ⊂ D(A).

Um outro conceito importante para um melhor entendimento desta disser-

tação é o de Projeção ortogonal. Antes de de�nirmos o que se entente por

projeção ortogonal, considere o segunte teorema.

Teorema A.3. Seja M um subespaço fechado do espaço de Hilbert H. Então, H =

M⊕M⊥.

Demonstração. Ver [2] ou [39].

De�nição A.7. Sejam P : H −→ H um operador linear e W = P(H). Diz-se que P é

uma projeção de H sobre W se P2 = P, isto é, se P|W = IW =identidade em W.

Em geral existem várias maneiras de "projetar"H sobre W como �ca claro

na de�nição acima. Uma destas maneiras em particular merece nossa atenção,

a saber, a projeção ortogonal. Tal projeção é distinguida das demais pelo fato

de seu núcleo ser o complemento ortogonal da sua imagem. Formalmente

temos:

De�nição A.8. Seja P uma projeção de H sobreW = P(H). Diz-se que P é uma projeção

ortogonal de H sobre W se W é fechado e Ker(P) =W⊥.

Note que sendo P uma projeção ortogonal sobre sua imagem W temos que

W = {z ∈ H; Pz = z}. De fato, dado z ∈ H temos z ∈W ⇐⇒ z = Px, x ∈ H, donde

Pz = P2x = Px = z, ou seja, z ∈ W ⇐⇒ Pz = z. Além disso, como P é linear

temos que W é um subespaço de H, o qual é fechado por de�nição. Assim
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segue do Teorema A.3 que H = W ⊕W⊥ = Im(P) ⊕ Ker(P). Daí, dado z ∈ H

temos ‖ Pz ‖=‖ Py+ Px ‖=‖ Py ‖=‖ y ‖, ∀ x ∈ Ker(P) e y ∈ Im(P) =W. Logo, P é

limitado com ‖ P ‖= 1, ( portanto, P 6= 0!). Temos ainda que

(Pz1, z2) = (P(y
(1)
1 + y

(1)
2 ),y(2)1 + y

(2)
2 ) = (Py

(1)
1 ,y(2)1 + y

(2)
2 )

= (y
(1)
1 ,y(2)1 )

= (y
(1)
1 + y

(1)
2 ,Py(2)1 )

= (z1,Pz2),

∀ z1 = y
(1)
1 + y

(1)
2 , z2 = y

(2)
1 + y

(2)
2 ∈ H. Logo, P = P∗. Reciprocamente, se P é

uma projeção limitada e auto-adjunta então P é uma projeção ortogonal sobre

sua imagem. De fato, sejam W = P(H) e (yn) uma sequência em W tal que

yn −→ z ∈ H. Ora, yn = Pxn, com (xn) sendo uma sequência em H, donde

Pyn = P2xn = Pxn = yn. sendo P = P∗ e P∗ um operador fechado, temos que

yn −→ z e Pyn = yn −→ z implicam em z = Pz ∈ W. Logo, W é fechado.

Para provar que Ker(P) = W⊥, devemos provar que x ∈ Ker(P) ⇐⇒ (Pz, x) =

0. ∀ z ∈ H ⇐⇒ (z,Px) = 0, ∀ z ∈ H, pois P = P∗. Mas, (z,Px) = 0, ∀ z ∈ H ocore

se, e somente se, Px = 0. Assim, Ker(P) = W⊥. Portanto, P é uma projeção

ortogonal sobre sua imagem. Provou-se acima a seguinte caracterização das

projeções ortogonais:

Proposição A.8. Uma projeção P : H −→ H é ortogonal se, e somente se, P é limitada

e auto-adjunta.

Observação A.3. A proposição acima justi�ca o uso de H em vez de D(A) na de�nição

de projeção ortogonal.

Como foi visto anteriormente, se A : D(A) ⊂ H −→ H é um operador linear

auto-adjunto então A é simétrico. Daí, (Au,u) = (u,Au) = (Au,u), ∀ u ∈ D(A),

donde (Au,u) ∈ R, ∀ u ∈ H. Assim podemos considerar a seguinte relação de

ordem parcial:

De�nição A.9. Dados A e B operadores de H auto-adjuntos, diz-se que A é maior que

B, e denotamos por A > B ou B 6 A, se

(Au,u) > (Bu,u),

para todo u ∈ D(A) ∩D(B).
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Quando ocorrer de (Au,u) > 0, ∀ u ∈ D(A), diz-se que A é positivo e deno-

tamos por A > 0. Além disso, se (Au,u) = 0⇐⇒ u = 0, diz-se que A é positivo

de�nido e denotamos por A > 0.

Observação A.4. Note que A > B⇐⇒ A− B > 0.

Proposição A.9. Sejam E1 e E2 projeções ortogonais. Então as condições a seguir são

equivalentes:

(i) E1 6 E2;

(ii) ‖ E1x ‖6‖ E2x ‖, ∀ x ∈ H;

(iii) E1E2 = E1;

(iv) E2E1 = E1.

Demonstração. Ver [2].

Observação A.5. Na proposição acima, se no item (i) for E2 6 E1 então teremos nos

itens (iii) e (iv) E1E2 = E2 e E2E1 = E2, respectivamente.

Proposição A.10. Sejam E1 e E2 projeções ortogonais. Então E = E1−E2 é uma projeção

ortogonal se, e somente se, E2 6 E1.

Demonstração. Ver [2].

Enunciaremos, sem demonstração, o Teorema Espectral para um operador

linear de H auto-adjunto e não limitado .

Teorema A.4. Seja A : D(A) ⊂ H −→ H um operador linear de H com domínio denso

em H. Se A é auto-adjunto, existe uma família {Eλ}λ∈R de projeções ortogonais tal que:

(i) Eλ 6 Eµ para λ 6 µ;

(ii) Eλ é contínua à direita em λ, isto é, Eλ+ε −→ Eλ quando ε→ 0+;

(iii) Eλ → 0 quando λ→ −∞ e Eλ → I quando λ→ +∞;

(iv) Eλ comuta com A, e se T : H −→ H é limitado e comuta com A então T comuta com

Eλ e Eλ comuta com T ;

(v) Existe uma medida de�nida a partir das projeções Eλ de modo que

A =

∫
R
λdEλ,
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e

D(A) =

{
u ∈ H;

∫
R
λ2d ‖ Eλu ‖2<∞}.

(vi) Se {Fλ} é outra família de projeções ortogonais satisfazendo (i) − (iii) e tal que

A =

∫
R
λdFλ,

então Eλ = Fλ, ∀ λ ∈ R.

Demonstração. Ver [2], [25] ou [35].

Observação A.6. As integrais em (iv) e (v) são integrais improprias de Riemann-

Stieltjes.

A família de projeções ortogonais {Eλ}λ∈R é chamada de família espectral de

A.



Principais Notações

1. X denota um espaço de Banach real.

2. H denota um espaço de Hilbert real.

3. C([0, T]; X) é o espaço de Banach das funções contínuas de�nidas em

[0, T ] tomando valores em X.

4. | · |p,X é a norma do espaço Lp(0, T ;X), 1 6 p 6∞.
5. C∞0 (0, T) é o espaço das funcões de classe C∞(0, T) com suporte compacto

em (0, T).

6. D
′
(0, T) é o espaço das distribuições escalares sobre (0, T).

7. D
′
(0, T ;X) é o espaço das distribuições vetoriais sobre (0, T) com valores

em X.

8. λ 7−→ H(λ) é o campo de espaços de Hilbert ν-mensurável.

9. H0 =
∫⊕

H(λ)dν(λ) é a integral hilbertiana associada ao campo λ 7−→ H(λ).

10. Hα é o espaço dos campos u tais que λαu ∈ H0, α ∈ R.

11. | · |α é a norma do espaço Hα.

12. (·, ·)α é o produto escalar em Hα.

13. | · |p,α é a norma de Lp(0, T ;Hα), 1 6 p 6∞.
14. 〈·, ·〉−α,α denota a dualidade entre H−α e Hα.

15. H0,k é o subespaço de H0 dos campos truncados, istoé, que se anulam

ν-q.s. em [k,+∞).
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16. Xk é o espaço L∞(0, τk;H0,k) ↪→ L∞(0, τk;H1/2).

17. A denota um operador auto-adjunto de H, A > 0.

18. Aε = A+ εI, onde I é o operador identidade de H, ε > 0.

19. {Eλ}λ∈R é a família espectral de A.

20. Aα denota as potências do operador A, α ∈ R.

21. Ω denota um subconjunto aberto bem regular do Rn.

22. [X, Y]θ denota os espaços intermediários entre X e Y, 0 6 θ 6 1.

23. Hs(Ω) é o espaço de Sobolev de ordem s>0.
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