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Resumo

Neste trabalho apresentaremos estimativas do primeiro autovalor para os operadores lapla-
ciano e p-laplaciano em regioes complementares & compactos em variedades riemanniana

aberta.



Abstract

In this paper we present estimates of the first eigenvalue for operators laplacian and

p-laplacian complementary regions in the compact varieties in Riemannian open.
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Introducao

Seja M uma variedade riemanniana n-dimensional e A o operador laplaciano em M.
Denotamos por A;(D) o primeiro autovalor de A algum dominio limitado aberto em

D C M com condigoes de Dirichlet e o definimos como o menor A que satisfaz
Au+Au =0

para alguma funcdo nao nula uw em D com ulagp = 0. O primeiro autovalor em M é

definido por
A (M) =inf{A;(D); D € M; D é um dominio limitado aberto }.

Estudos envolvendo condigoes geométrical associadas a esse autovalor vem se desenvol-
vendo na Geometria Diferencial a bastante tempo. Por exemplo, em 1975, Cheng e Yau
(Cheng, S. Y., e Yau, S. T., [7]) mostrou que o primeiro autovalor do laplaciano em M
¢é igual a zero se a variedade possui volume de crescimento polinomial. Esse trabalho
tem como objetivo principal o estudo da estimativa do primeiro autovalor do operador
laplaciano A no complementar de um conjunto compacto em uma variedade riemanniana
M.

No capitulo 2 vamos tratar o Teorema da Oscilagao e em seguida no capitulo 3 estudare-

mos o seguinte teorema provado por Do Carmo e Zhou:

Teorema 0.1. Seja M uma variedade riemanniana completa nao compacta com volume

infinito e QO um subconjunto compacto em M. Entao

1. Se V(B(r)) < Cr® para qualquer v > 1o e certas constantes positivas C, 19 € a,

entao A (M\Q) = 0.

2. Se V(B(r)) < Ce?" para qualquer v > 0 e certas constantes positivas C e a, entdo
2

M(M\Q) < C‘Z.
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No capitulo 4 faremos algumas aplicagoes deste teorema. Como por exemplo, vamos

trabalhar com os seguintes teoremas provados por Do Carmo e Zhou:

Teorema 0.2. Seja x : M™ — M uma imersdo isométrica de uma variedade rieman-
niana completa com volume infinito em uma variedade riemanniana completa orientada.
Assumimos que x tem curvatura média constante H, indM < 400 e o volume em M
tem crescimento sub-exponencial. Entao existe uma constante positiva ro > 0 tal que para
todo v > 1, tem-se

1 __
H?< —— inf Ric(N)
n (M\B(r))

Teorema 0.3. Seja x : M™ — M uma imersdo isométrica de uma variedade rieman-
niana completa com volume infinito em uma variedade riemanniana completa orientada.
Assumimos que x tem curvatura média constante H, ind M < +o0o e o volume em M
satisfaz Vol(B(r)) < Ce® com v > 0 e certas constantes C e a. Entao existe uma

constante positiva ro > 0 tal que para todo v > 19, tem-se

a? 1

H?2< — — = inf Ric(N 1
4in TL(MI\IIIB(T)) te(N) ()

Em particular, se Ric(N) > %2, entio M é minima. Se Ricpm = —(n — 1)K? fora de um

conjunto compacto, entao

—1)%K? 1 —
e MUK L RN
4n n (M\B(1))

No capitulo 5 vamos trabalhar com o operador p-Laplaciano em variedades que é dado
por:

Apu = div (IVulP2vu), p € (1,00) (2)

onde u é uma funcao suficientemente regular.

Para p # 2, o operador A, tem aparecido em varios outras aplicacoes fisico, relacionados
a dinamica do fluidos, a tensao de cisalhamento T eo gradiente de velocidade Vu do
fluido sdo relacionado de modo que T = T(x)|Vu/P~2Vu, onde p = 2 (respectivamente,
P <2,p >2)se o fluido é newtoniano (respectivamente, pseudoplastico, dilatante).

Seja M uma variedade riemanniana aberta (isto é, completa e ndo compacta) e fixe um
ponto p € M. Denotamos por v(r) = Area(0B,(p)) a funcao area da esfera geodésica de
raio T e centro p. Colocamos

Vi) = Vol(B,(p) = | log V()

v(r)Jdr e O(M) = lim —

0 t—o00
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Nesse capitulo iremos trabalhar a estimativa do primeiro autovalor do p-laplaciano em

variedades, seré tratador o seguinte teorema provado por Lima, B. P. e Santos, N. L., [16]:

Teorema 0.4. Seja M uma variedade riemanniana completa e nao-compacta com volume
infinito, Vol(M") = 4+00. Se Q C M é um conjunto compacto arbitrdrio, denotamos por

A1p (M — Q) o primeiro autovalor do p-Laplaciano em M — Q. Entao

1. Se M tem crescimento sub-exponencial, isto €, ©(M) =0, entio Ay ,(M —Q) =0
)
2. Se ®(M) < B, para algum > 0, entao A ,(M — Q) < P_p

Como caso particular do teorema temos:

1. Se Vol(Bgr(p)) < CrP para certas constantes C,p >0 er > 19 > 0, entio Ay ,(M—
Q)=0.

P
2. Se Vol(B,(p)) < CePt, entio A (M — Q) < E—p



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo estabeleceremos as notagoes e resultados basicos que serao usados nessa
dissertagao. As provas de alguns resultados serao omitidas, mas as referéncias serao
indicadas.

Denotaremos por M™, ou simplesmente M, uma variedade riemanniana de dimensao
n e classe C®, V serd a conexao riemanniana de M e ( , ) sua métrica riemanniana.
Indicaremos por X(M) o conjunto dos campos de vetores de classe C* em M e por D (M)
o anel das funcoes de classe C* definidas em M. Dado p € M, serd denotado por T,M
o espago tangente a M em p e TM o fibrado tangente a M. Os resultados desse capitulo

pode ser encontrado em do Carmo, M. P., [10].

1.1 Curvaturas

Relembraremos alguns conceitos béasicos sobre curvaturas em uma variedade riemanniana.

Definicao 1.1. O tensor de curvatura R de uma wvariedade riemanniana M € uma

correspondéncia que associa a cada par de campos X, Y € X(M) a aplica¢ao
R(X,Y): X(M) — X(M)

dada por
R(X, Y)Z =VvVxZ —VxVyZ+ V[xyy]z, VZe¢€ %(M)

Proposicao 1.1. Dados X,Y,Z, T € X(M), o tensor de curvatura, R, de uma variedade

riemanniana (M, ( ,)) satisfaz as sequintes identidades:
1. (R(X,Y)Z, T) + (R(Y,Z)X,T) + (R(Z,X)Y, T) =0;

4
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2. (RIX,Y)Z,T) = —(R(Y,X)Z,T);
3. (R(X,Y)Z,T) = —(R(X,Y)T, Z);
4. R(X,V)Z,T) = (R(Z, )X, Y).

Definicao 1.2. Dado um ponto p € M e um subespago bi-dimensional o C T,M o

numero real
(R(x,y)x,y)
IxAyl?

onde {x,y} € uma base qualquer de o e | x/\y |= (x,x){y,y)—(x,y)?, € chamado curvatura

K(x,y) =K(o) =

seccional de o em p.

Consideremos agora x € T,M um vetor unitario. Tomemos {zi,...,2zZn_1,Zn = X} uma

base ortonormal de T, M.

Definigao 1.3. A curvatura de Ricci de M na diregao de x em p é definida por

—1

3

1
Ricy(x) = —7 (R(x,zi)x, zi).
i=1

Definicao 1.4. A curvatura escalar de M em p € definida por
R(p) = 23 Ricy (2
= — z;).
PI=1 L plZ

Obs 1.1. As curvaturas de Ricci na direcio de x e a curvatura escalar em p nao dependem

da escolha das correspondentes bases ortonormais.

Definicao 1.5. Sejam M™ e N™* wariedades riemannianas. Uma aplicagao

f:M™ — N ¢ uma imersdo se df, : T,M — Tep)N € injetiva para todo p € M. Se,
além de imersao, f € um homeomorfismo sobre f(M) C N, onde f(M) tem a topologia
induzida por N, diz-se que f é um mergulho. Se M C N e a inclusao i: M — N € um

merqulho, diz-se que M € uma subvariedade de N.

Definicao 1.6. Sejam M e N wariedades riemannianas. Um difeomorfismo f: M — N
(isto é, f € uma bijecao diferencidvel com inversa diferencidvel) é chamado um isometria

Se!

(u,v) = (df, (u), df,(v)) para todo p € M e u,v,e T,M.
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Seja f: M™ — M uma imersdo. A conexdo riemanniana de M sera indicada por V.
Identificando-se f(M) com M e T,M com T¢;)f(M), seja X e Y sao campos locais de

vetores em M, e X, Y sao extensoes locais a M, definamos

VxY = (V)"
O campo local em M normal a M, dado por
x(X,Y) = VxY — VxY

nao depende das extensoes X, Y.

Sejap € M en € (T,M)*+. A aplicagao Hy, : T,M x T,M — R dada por
Hn(X,U) - <“(X,U)aﬂ>, XY € TpMa
é uma forma bilinear e simétrica.

Definicao 1.7. A forma quadrdtica By, definida em T,M por
B, (x) = Hy(x,x)
€ chamada a sequnda forma fundamental de f em p sequndo o vetor normal 1.

Obs 1.2. A aplicagao bilinear H,, fica associada a uwma aplicagcdo linear auto-adjunta
Sy ToM — T,M por

(Sn(x),y) = Hy(x,y) = (o(x,y),m).
Definigao 1.8. Escolhendo um referencial ortonormal{ey, e, ..., ey} (isto €, uma familia
de campos locais, e; € X(W)* tal que (e, e5)p = 8y, Vp € U ) de vetores em X(U)*,

onde U € uma vizinhan¢a de p na qual f é um mergulho,
x(x,y) = Z He (x,y)e, x,y € M, i=1,2,.. k.

O vetor normal dado por

ﬁ = %Z(trago Se.)ei

nao depende do referencial e; escolhido. O wvetor ﬁ ¢ chamado o vetor curvatura média

de f. Dizemos que f é minima quando ﬁ(p) =0, para todo p € M.
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1.2 Gradiente, Divergente, Laplaciano e Hessiano

Nesta segao serao provados alguns resultados bésicos envolvendo gradiente, laplaciano e
hessiano de fungoes reais de classe C* definidos em M e a divergéncia de campos de
vetores em M. As principais referéncia dessa secao sao [10] e [4].

Dado p € M e f uma fungao de classe C! definida em uma vizinhanga de p, entdao a cada
v € T,M a derivada direcional de f em p na direcao de v, denotado por v(f), é definida
por

W) = S (Fox))]
t=0

onde «(t) é uma curva suave em M satisfazendo «(0) =p e ’(0) = v.

Definigao 1.9. Seja f € ©(M). O gradiente de f denotado por grad f € o dnico campo

vetorial em M, que satisfaz
(grad f(p),v) =v(f), peM, VveT,M. (1.1)
Considerando X € X(M) uma extensao local de v, temos:
(grad f(p), X) =X, (f)

Proposicao 1.2. Seja f € D(M) e{e,eq, ..., en} um referencial ortonormal em U C M.

Entao, em U temos
grad f =) e;j(f)e;. (1.2)
j=1

Demonstracgao: Escrevendo

grad f = i aiei,
i=1

temos que

ej(f) = <gT’CLd f, €j> = <Z aieq, €j> = aj.
i=1

Logo,
grad f = Z ej(f)e;
j=1
|

Obs 1.3. Quando M = R™ munido de seu produto interno candénico podemos tomar, para

1 <1< n, e =k, o i-€ésimo campo candénico em R™. Desse modo,

of of of
gT(ldf:ZEl(f)Elzz aXi i = (a—m,,a)
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Proposigao 1.3. Se f,g: M™ — R sdo fungoes suaves, entao
1. grad (f+g) =grad f+ grad g.
2. grad (fg) =g grad f+f grad g.

Demonstracao: Seja X um campo diferenciavel em M, logo

(grad (f +g), X) = X(f + g) = X(f) + X(g)
= (grad f,X) + (grad g, X)

= (grad f+ grad g, X)
de modo analogo,

(grad (fg),X) = X(fg) = gX(f) + fX(g)
= (g grad f,X) + (f grad g, X)

= (g grad f+ f grad g, X).

[
Proposigao 1.4. Sejam f € D(M) e (x1,...,Xn) um sistema de coordenadas locais em
M. Entao

- of
df=
gra UZ_IQ % s
de gy = (o) ) ¢ (g7) ¢ a inversa da matriz (gy)
onde gi; = (=—,—) e ¢ a inversa da matriz (gi;).
9ij aXi an 9 9y
_ 0 0 -
Demonstragao: Como grad f € X(M) e I I constitui uma base, podemos
X1 Xn
escrever
= 0
df= i
gra ; a .
Portanto,
of d =~ 2 2 =
- — df —) = i —) = 1. 1.3
o~ (grad ) <;a o o ;a axl ax) ZQJ a; (1.3)

Como a matriz (G)i; = gij € invertivel, pois ¢ positiva. Segue que pondo g = (G™1)y;

e multiplicando (1.3) por g";

k
]a_x) Zg g;ia4,

i=1
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somando em j, teremos

.0 LI L
2 Qk]—a; = 2 gk]gjiai = z (E gk]gji)ai
). “ .

Portanto,

Obs 1.4. No caso particular em que M = R™ e gy = 0y5 € a métrica Euclidiana, temos

n n

of 0 of 0
f=Y by—-— = .
grad Z ) an 6xi ; aXi aXi

i,j=1

Definicao 1.10. Seja X um campo vetorial diferencidvel em M. A divergéncia de X € a

funcao diferencidvel div X : M — R, definida por
(div X)(p) =triv e T,M = V, X},
onde tr denota o traco de operador linear v € T,M — V, X € T,M.

Dizemos que um referencial ortonormal {ej, es, ..., en} em um aberto U C M é geodésico

em p € Use (Ve.e)p) =0 para todos 1 <1i,j <n.

Proposigao 1.5. Seja X um campo diferencidvel em M e {e1, es, ..., en} um referencial
n

ortonormal em uma vizinhang¢a aberta U C M. Se X = Z aie; em U, entao

i=1

n

(div X)(p) = ) _(ei(ai) — (Veei, X)). (1.4)

i=1

Em particular, se o referencial for geodésico em p € U, temos que

n
div X = Z ei(ai)
i=1
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Demonstragao: Pela definicao de divergéncia de um campo vetorial, obtemos

n

(VeX,e) =) (ei(X i) — (X, Ve er)

i=1

div X =

.Mj

,_.
I
-

e1 (aj)ej, ei) — (Ve,eq, X))

n
=1

j

(ei(ai) — (Veei, X))

'I\/]: I I\/]:s

,_.
Il
_

Obs 1.5. Para M =R™ e 1 < i< n, podemos tomar e; = £y, 0 i-€stmo campo candnico
em R™ e como tais campos formam um referencial geodésico ortonormal em cada ponto

de R™, tem-se

div X = iEi(al Z 22

i=1
Proposigao 1.6. Se X, Y sao campos vetoriais suaves em M e f: M — R € uma fun¢ao

suave, entao
1. div (X+Y)=divX+divY
2. div (f X) =f div X+ (grad f, X).

Lema 1.1. Seja X um campo vetorial suave sobre M e U C M uma vizinhanga coordenada

0 0
com campos coordenados — . Se X for dado em U por X = Z a;—, entao a

ox 1 aXn i—1 axi

divergéncia de X em U € dada por

div X = Z 9a; + Z Ty, (1.5)

i,j=1

onde FJ; = (vaxiaxj, Ox,) representa o simbolo de Cristoffel da métrica de M em U.

Demonstragao: Usando propriedades da conexao, obtemos

d 0 da; d
VaX= Zvag(aia—xj) = Z(ajvaz.a—xj * axia_xj)

n d da; 0 i day
:Z(“izrilia_eraxia_xj)zz_l lJa ZaxzaxJ
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ou seja, a ultima expressao entre paréntese é precisamente um elemento genérico da matriz

que representa a aplicacdo Y — VyX no referéncial {0y,, i =1,...,n}. Portanto,
. 0a;
div X = Z : + Z aJ
i=1 i,j=1

Definicao 1.11. Seja f: M — R uma funcao diferencidvel. O Laplaciano de f € a funcao
Af : M™ — R dado por
Af = div (grad f). (1.6)

Proposigao 1.7. Seja f: M — R uma funcao diferencidvel e {eq, ..., en} um referencial

ortonormal em um aberto U C M. Entao, em U, vale que

n

Af =) (eileilf)) — (Ve.ei)(F)). (1.7)

i=1

Em particular, o referencial for geodésico em p € U, entao em p o
n
Af =) eilelf)
i=1

Demonstragao: Como grad f = Z ei(f)e; em U. Dai, pela definicao de Laplaciano e
i=1
pela equacao (1.3) temos que

n n

Af =Y (eifeilf)) — (Veer, grad £)) = Y (eilei(f)) — (Ve,e1)(F))
i=1 i=1
[ ]

Obs 1.6. Quando M = R™, tomamos e; = E;, 0s campos coordenados canénicos de R™,
0s quais formam um referencial geodésico ortonormal em cada ponto de R™, seque da

Proposicao anterior que
n

Af—iE-(E‘(f))— a—2f
- - 1 1 - — aX%
Proposigao 1.8. Dadas f,g: M — R fungoes diferencidveis, tem-se
A(fg) =g Af+f Ag+2(grad f,grad g)
Demonstracao: Pela proposigoes (1.4) e (1.7), temos:
A(fg) = div (grad (fg)) = div (g grad f+ f grad g)

= div (g grad f) + div (f grad g) = g Af +f Ag + 2(grad f,grad g)
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Definicao 1.12. Seja f: M — R uma funcao diferencidvel. Definimos o Hessiano de f

emp € M como o operador linear (Hess f), : T,M — T,M, dado por
(Hessf),(v) = Vygrad f, ve T,M.

Seque das propriedades da conexao Riemanniana que se X € qualquer extensao de v a uma

vizinhanga de p em M, entao
(Hess f),(v) = (Vx grad f)(p).

Proposicao 1.9. Se f : M — R € uma funcao diferencidvel e p € M, entao

(Hess f), : To,M — T,M € um operador linear auto-adjunto.

Proposicao 1.10. Se f: M — R € uma funcao diferencidvel, entao
Af = tr (Hess f)

Demonstracao: Seja p € M e considere U C M uma vizinhanca de p onde esteja

definido um referencial ortonormal local {eq, ..., en}. Entao

n n

tr (Hess f), = Z((Hess flplei), e) = Z(Vei grad f,e;)

i=1 i=1

= div (grad f)(p) = Af(p)

Podemos considerar Hess f como um tensor H; tal que para cada par de campos X,Y &€

X(M), temos
(X,Y) = H¢(X,Y) = (Hess f(X),Y).
Obs 1.7. Quando M = R"™ e e; = Ei, a base candnica do R™, seque-se que:

n g
H¢(Ei, B5) = (Hess f(Ei), Ej) = Z
ij=1

aXaL an ’

Proposigao 1.11. (Markvorsen, S. e Min-Oo M., [17]) Seja M™ uma variedade rieman-
niana imersa em R, Seja F: R"* — R uma funcdo de classe C? e f =F

de ' a M, entao

a Testricao
M

Af =) He(ei, ei) +n(H, grad F) (1.8)

i=1

onde H € a curvatura média constante de M.
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Demonstragao: Sejam X, Y € X(M), assim

H¢(X,Y) = (Hessf (X),Y) = (Vxgrad f,Y)
= X(grad f,Y) — (grad f, VxY)
= X(grad F,Y) — (grad F, VxY)
= (Dxgrad F,Y) + (grad F,DxY) — (grad F, VxY)
= (Dxgrad F,Y) + (grad F,DxY — VxY)
= He(X,Y) + (grad F, B(X,Y))

onde, D ¢ a conexdo de R™* e grad®™™* F = gradM f + grad* F. Portanto,
HM £(X,Y) = HX"™ F(X,Y) + (grad F,B(X,Y))

Tomando-se o trago no igualdade acima, obteremos a equagao (1.8).

1.3 Espagos Sobolev

Definigao 1.13. Seja Q C M™ um dominio aberto e seja 0 < p < oco. Dada f: Q — R

HfHLp(Q) = (L) |f(X)’de> ’

e lP(Q) ={f:Q — R|f € mensurdvel e ||f||Lra) < o0 }.

mensurdvel, definimos

Denotamos por C*(Q), k € N, o espaco das funcoes u: Q — R continuamente derivaveis

de ordem k.

Definicao 1.14. Denotamos por Wé’p(Q) o espaco dado pelo fecho das fungoes C* com

suporte compacto em Q.Para cada w € Wé’p(O_) nos definimos a norma de w por:
i, = | wrao+ [ jvuran (19)
Q Q
O espago nomardo Wé’p(Q) ¢ denominado espago de Sobolev.

Denotamos por D(Q) = C¥ o espago das fungdes infinitamente derivaveis e de suporte

compacto em Q. Quando p = 2, escreve-se H(Q) em vez de Wé’z(Q).



Capitulo 2

Teorema da Oscilacao

As principais referéncias usadas nessa capitulo serdao: Dosly, O. e Rehak, P., [8] e do
Carmo, M. P. e Zhou, D., [9].
Nesta secao vamos trabalhar o comportamento oscilatério das solugoes da equagao

diferencial ordinaria de segunda ordem (equagao de Liouville):
(v(t)x (1)) +Av(t)x(t) =0,t > Ty (2.1)
onde v(t) é uma funcao positiva continua em [Ty, +00) e A é uma constante positiva.

Teorema 2.1. Dados t, € [Ty,00) e A, B € R, entao existe uma tnica solu¢ao de (2.1)

satisfazendo x(tg) = A, x'(tg) = B que depende continuamente do valores iniciais A, B.

Chamamos a equacao (2.1) oscilatoria se todas as solugoes de (2.1) tem zeros

arbitrariamente grande em [Ty, +00), ou seja, dada uma solugao de (2.1) para qualquer
intervalo limitado I em [Ty, +00) sempre vai existir pelo menos um zero dessa solucao
fora desse intervalo I em [Ty, +00). Caso contrario; dizemos que a equagao (2.1) é nao

oscilatoria. Exemplos:

1
1. A equacao nao oscilatoria (e tx’(t)) ’+Ze_tx(t) = 0 tem solugao positiva x(t) = ezt

definida em [1, 00).
2. A equacao x”(t) + x(t) = 0 é oscilatoria, pois x(t) = sin(t) é solucao.

Teorema 2.2. Se (2.1) possui uma solugao oscilatoria, entao toda solucao de (2.1) serd

oscilatoria. Se (2.1) possui uma solug¢ao nao oscilatdria, entao todas serao.

A prova desse resultado pode ser encontrado em Dosly, O. e Rehak, P., [8].

14
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Teorema 2.3. Suponha v(t) uma fungao continua positiva em [Ty, +00) e

o0
J v(T)dt = +00. Entao a equagao (2.1) € oscilatdrio se vale uma das sequintes condigoes:

t

1. A>0e V(1) :J v(t)dTt < Ct® para certas constantes positivas C e a, ou;
To

2 t

a

2. A > < e V(t) = J v(T)dTt < Ce para certas constantes positivas C e a.
To

Demonstragao: Suponhamos que a equagao (2.1) nao é oscilatorio, entdao existe uma
solucdo x(t) da equagao (2.1) de tal modo que a partir de uma certa instante esta solugao
nao possuird mais zeros. Dai existe uma constante positiva T > T, tal que x(t) > 0 para
qualquer t > T (note que se x(t) é solucao de (2.1) entdao y(t) = —x(t) também sera

solucdo). Agora, defina a fungao

ylt) =——~— (2:2)

y'(t) = —X21( y [(v(t)x" (1)) x(t) — (x"(t)v(t))x'(t)]
Av(t)x®(t)  y(t)x(t)x'(t)
x2(t) x(1)2
_ 1 y(t)x(t)
=Av(t) + x2(t)y(t)x(t)( Y )
B y*(t)
=Av(t) + vt

Portanto, obtemos:

(2.3)

Assim, y’(t) > 0, e consequentemente y(t) é uma funcao crescente em [T,00). Vamos
dividir o resto da prova em dois casos:
* dt * dr
I)J — <00 e II)J — =400
T v(T)

Considerando o primeiro caso, por (2.3), temos

y'(t) = Av(t). (2.4)
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Integrando a desigualdade (2.4) de T & t, obtemos:
y(t) = AV(t) = V(T)) +y(T).

Dai, y(t) > 0, para qualquer t > T.
2 b2
Como (a —b)? = a2 —2ab + b% > 0, segue-se que ab < % + 5 Pondo a =

b = \/Av(t) observamos que

_2y(t) y2(t)
2VAy(t) = v(t)(ﬁ\\/v(t)) <3

+Av(t) =y'(t)

y'(t)
y(t)

y(t) = y(T)eV 1),

Logo, integrando a desigualdade > 2v/A no intervalo [T, ], obteremos:

Por outro lado, por (2.3)

> b
Y2 (t) ~ v(t)

dai,

t y/(T) t L
Jtl y*(1) dr= Jtl v 4©

Consequentemente, na desigualdade acima temos que

t Jt dt
> VAR
t—1 t—1 V(T)

BT >Jt dr
y® yt—1 7 S

Portanto, multiplicando a desigualdade anterior por —1, encontramos

1

y(1)

ou seja,

1 1 _Jt dr
y© Syt-10 o v

Logo, por (2.5) obtemos:

1 - 1 B Jt dt
y(t) = y(T)ezﬁ(t—T—l)

Pela desigualdade de Schwarz, temos:

e ()

|

(2.6)
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Assim,

t 1 1
LW‘” V)

Se a condigao 1) é satisfeita, isto ¢, A > 0 e V(t) < Ct?, temos por (2.6), quando t é

suficientemente grande;

1 1 1
0 < —
Y0 S yMeAaT—1 V(1)
1 1

U(T)eQﬁ(t—T—l) Cta

Sendo A > 0 e 2V/A(t—T—1) > 0 para t suficientemente grande, temos uma contradicao,
pois uma exponencial cresce mais rapido que uma equacao polinomial.
2
.~ C . . a .
Se a condigao 2) é satisfeita, isto &, A > i V(t) < Ce®, por (2.6), para t suficiente-

mente grande, temos:

1 1 1
0< y(t) S y(T)e2VAlt-T-1) " Ceat
C 1
- y(T)Ceate—atezﬁ(t—T—l) ~ Ceat
- [y e
y(T)e%ﬁ(t—T—l)—at Ceat
C 1
- [U(T)e(zﬁ—a)t—Qﬁ(TH) N 1} Ceat = 0.

2
. . . .. a
Assim, chegamos a uma contradicao, pois usando a condicao A > R obtemos que

(2vVA — a)t — 2V/A(T + 1) > 0 para t suficientemente grande.

® q
II)J & e
T VT

Integrado a equagao (2.3) de T a t, obtemos

t

Av(s)ds + Jt Y7(s) ds.

y(o) =™ + | R

T

Logo, pelas condi¢oes do teorema, temos que

t

y(T) +J A(s)ds >0, Vt>T.
T

Dali,

FY%(s)
y(t) > JT Vis) ds, Vt>T (2.7)
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fy3(s)
Tomando G(t) = J ds e derivando, obtemos
T Vv(s)
G'(t) = ——y(t)
BRI
ou seja,
Y2 (1) = G'(t)v(t) 2.8)

Sendo G’(t) > 0, consequentemente G(t) é crescente e além disso ela é positiva.

Substituindo (2.8) em (2.7), temos:

isto é,
G'(t) 1
2 J—
G2(t) = v(t)
Integrando a equagao anterior de T a t a ambos os lados da desigualdade, obtemos
t G,(S) t 1
——ds > | ——ds 2.9
J s> | 29
Como
Jt G'(s) 1"
5 ds = —
T G2(s) G(s) |+
ot
Gt G(T)

G(t)  G(T) ™ Jrv(s)
Portanto,
1 1 1 t
mﬂ>‘mﬂ+aﬂ>LW§“
ou seja,
1 vl
am > g

é uma constante [ ]

1
Fazendo t — o0, chegamos a uma contradi¢ao, pois G
Obs 2.1. A condicao 1) do terorema (2.2) pode ser substituida para V(t) crescer subex-

ponencialmente, no sentido que

. log V(1)
lim ————

t—+o0 t

=0 (2.10)

A razao para isto pode ser vista na prova da condicdao 2).
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De fato, a equagao (2.10) nos diz que para qualquer A > 0, existe 6 > 0 tal que t > A

log V(t
implica que og V(t) ’ < g, ou seja, V(t) < e®t. Segue por (2.6), para t suficientemente
grande;
0< 1 - 1 1
y(t) ~ y(T)eVAe=T-1  V(t)
1 1

y(T)eete—etezﬁ(t—T—l) ect

1 1
- LJ(T)emﬁ(tTl)st o 1] E

1 1
L(T)e@ﬁe)tmﬁﬂﬂ) - 1} ; <0.

Chegamos novamente a um absurdo.

Teorema 2.4. Se v(t) € positiva, entao qualquer solugao local de (2.1) com valor inicial
x(To) =x0 € x'(To) =% (2.11)
pode ser estendida a [Ty, +00).

Demonstragao: Assumimos que exista um intervalo maximo [Ty, T), com T finito, onde
uma solucao x(t) de (2.1) esta definida e satisfaz (2.11). Entao th_r)r% Ix(t)| = +o00. Podemos
supor que tll_I)I% x(t) = +o00. Portanto existe T; tal que x(t) > 0, em [T, T) e x'(Ty) > 0.
Assim,

(v(t)x'(t)) = —Av(t)x(t) <0, YVt € [T, T),

pois A > 0 e v(t), x(t) sdo positivas em [T;, T). Consequentemente, (v(t)x'(t))’ < 0,Vt €

[Ty, T). Integrando esta equacao de T; a t, obtemos;

jt (v(s)x’(s))"ds < 0,

Ty

o que implica,

v(tx'(t) = v(T)x'(Ty) <0,

ou seja,
T)x/(T
X/(t) < M) v t - [TI)T)
v(t)
Integrando a desigualdade de T; a t, temos
t t T / T
J X/(S)ds <J V( 1)X( l)dS,
T T v(s)
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dai,

x(t) < x(T1) +v(T)x'(Ty) Jt Lds7 VtelT,T). (2.12)

T, v(s)

Fazendo t — T o primeiro membro da desigualdade (2.12) tendo a 4oo. Por outro

lado v(t) esta definida e é continua em [Ty, +00). Além disso v(t) > 0, ¥Vt € [Ty, +00).
1 1

Logo ‘W \E : [To, T] — R é continua (em

1

1
compacto) e portanto limitada. Portanto obtemos que ) < " vt € [Ty, T], ou seja,

: [Ty, +00) — R é continua, dai segue que

N

J v(s) ds < co. O que nos leva a concluir que o segundo membro da desigualdade (2.12)
T

é limitado quando t — T.

Chegamos a uma contradi¢cao. Portanto, T = +o0 [ ]



Capitulo 3

Estimativas de Autovalor

Seja M uma variedade riemanniana e ) C M um dominio limitado. A Desigualdade de
Paincaré (Hebey, E., [14]), nos garante a existéncia de uma constante universal ¢ > 0

(dependendo apenas de Q) tal que
J u? dQ < CJ [Vul]? dQ; Vu € Hy(Q)
Q Q

Logo, as seguintes normas

1
2

| = (J e dQ) e [ulia) = (J 2 dQ+J V2 dQ)
Q Q Q

sao equivalentes.

De fato, pela desigualdade de Poincaré, obtemos:

J u? dO < cJ Vul|* dQ, com ¢ > 0.
Q Q

Somando J |Vu||?dQ a ambos os lados da desigualdade, temos:
0

J IV dQ+J W dO < (c+ 1)J VUl dO
Q Q Q
Por outro lado,
J [Vul* dQ <J | Vu? dQ+J u? dQ.
Q Q Q
Considere o problema de Dirichlet para o A em Q:

—Au=f em Q
u=0 em 00

(PD)

21
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onde f € L2(Q).
Suponha que u € C?(Q) seja uma solucdo do problema (PD) acima. Multiplicado a

equagao por ¢ € C¥(Q), obtemos
—b Au=¢ f.
Usando o Teorema da Divergéncia, temos:

J (grad u,grad ¢) dQ :J ¢ fdQ, Ve Cr(Q). (3.1)
Q Q

De fato, tomando o campo

X=¢ gradu

sendo {e;}I*.; um referencial ortonormal local, tem-se que

M=

divX = i(veiqa grad u,e;) = ) (ei(p)grad u+ ¢V, grad u, e;)
i=1 i=1
= i(grad u,ei(dplei) + i G(Ve,grad u, e;)
i=1 i=1
= (grad u ,grad ¢) + ¢ Au.
Dali, segue:

(grad u ,grad ¢) dQ +J ¢ Au dQ

Lz div (¢ grad u) dQ = J .

Q

Usando o Teorema da Divergéncia, obtemos:
OZJ (P gradu,v>dA:J (grad u ,grad ¢) dQ+J ¢ Au dQ.
20 o o)

Portanto,

J (grad u , grad ¢) dQ:J ¢ f dQ.
Q Q

Se u € C%(Q) é solucao de (PD) ela satisfaz a equacao (3.1), no entanto a reciproca nem

sempre ¢ verdade, isto ¢, nem toda solucao de (3.1) ¢ de classe C2.

Definigao 3.1. Dizemos que uma fungio uw € H}(Q) € solugao fraca do problema (PD),

quando esta satisfaz a equacao (3.1).

Usando o mesmo argumento de Figueiredo, D. Guedes, [11], para Q C M, onde Q é um

dominio limitado com 0Q) € C!, se prova o seguinte resultado:
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Teorema 3.1. Para toda f € L2(Q), Q dominio limitado com fronteira pertencente a C*,

existe uma unica solugcao fraca do problema

—Au=f em Q
u=0 em 00

que é, uw € H}(Q) de tal forma que
J (grad u,grad ¢) dQ :J ¢ fdQ, Ve CyQ)
Q Q

Pelo teorema (3.1) o operador —A : H}(Q) — L*(Q) ¢é bijetivo, logo existe o operador

mnverso

T:12 - H)

f=Tf=u

O operador T obedece as seguintes propriedades:

I) T é linear.
De fato, dados f,g € [? e & € R, tem-se que Tf = use, e sd se, Au=fe Tg="vse, e
s6 se, Av = g. Dai, se T(f + ag) = w, entao Aw = f + xg. Assim, Aw = Au + xAv,

isso implica que w = u+av. Portanto, T(f+ag) = u+av = Tf+«Tg, ou seja, T é linear.

IT) T é continua.
Como H}(Q) = C*(Q), podemos escolher uma sequéncia ¢, em CF(Q) convergindo
para u € H}(Q) na norma do 13(Q), teremos:
J (grad u,grad ¢,) dQ = J u ¢,dQ.
Q Q
Logo, pelo teorema (3.1), temos
J lgrad u* dQ :J fu dQ
Q

Q

Pela desigualdade de Poincaré e a desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos:

3 3
cJ u? ngJ lgrad u/? szJ fu dQ < (J 2 dQ) (J u? dQ)
Q Q Q Q Q

Dai segue
2 2
<J u? dQ> <k(J f2 dQ>
Q Q

Jun
Jun



Capitulo 3. Estimativas de Autovalor 24

()’ (1)

Como todo operador linear limitado é continuo, temos que T é continuo. Além disso, a

ou seja,

[N

imagem de T est4 contida em H} e a teoria do espago Sobolev nos garante que H} esta
contido de forma compacta em L2(Q), portanto T ¢ um operador compacto, isto é, dado

um conjunto limitado D c L2, T(D) C L? é compacto.

IIT) T é auto-adjunto em relagao ao produto interno de L.
Dado g € 2, existe u; € H}(Q) tal que Au; = g e dado f € L? existe uy € H}(Q) tal
que Auy, = f. Segue-se que

J Tf.ng:J Tf . Awy dQ:J
Q Q

LLQ.AU.l dQ:J
Q

Auy .y dQ:J f. Tg dQ.
Q

o)
Teorema 3.2. (Brezis, H., [3]) O conjunto dos autovalores de um operador linear com-
pacto T : X — X em um espaco vetorial normado X é enumerdvel e o unico ponto de

acumulacao possivel € o zero.

Assim, a teoria espectral de operadores compactos simétricos (Brézis, H., [3], pag. 89)
pode ser aplicada ao operador T. Isto ¢, o conjunto dos autovalores de T é enumeravel
e tem como zero o Unico ponto possivel de acumulagao. Seja n um autovalor de T, logo

existe uma autofungao u € H}(Q) tal que
Tu =nu. (3.2)

1
Como —A é o inverso de T, temos por (3.2) que —A u = ﬁu, ou seja, —A u = Au, onde

A = —. Pelo teorema (3.1), obtemos
n

J (grad u,grad ¢) dQ = AJ ud dQ, V¢ e CF(Q). (3.3)
0 e}

Como H}(Q) = C*(Q), podemos escolher uma sequéncia ¢,, em CF(Q) convergindo
para u € H}(Q) na norma do [*(Q), teremos:
J (grad u,grad ¢,) dQ = J u ¢,dQ.
Q Q
ou seja,

J lgrad u/? dQ:?\J u? dQ > 0.
o) o)
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Podemos concluir que —A é posititvo definido, e assim T também sera positivo definido.
Portanto temos um sequéncia de autovalores {n,} de T, todos positivos, tal que n, — 0.
Por outro lado, podemos falar do espectro do laplaciano como uma

sequéncia de autovalores {A,} todos positivos, onde

Definicao 3.2. (Brezis, H., [3]) Chama-se Base Hilbertiana toda sucessao (Vn)n>1 de

elementos de H (espago de Hilbert) tais que
1. val =1, ¥ e (v, vin) =0, YM #n;
2. o espago vetorial gerado por (vn) € denso em H.

Teorema 3.3. Existe uma base Hilbertiana (vn)n>1, que denominamos autovetores, do
L2(Q), Q dominio limitado, e existe uma sucessio (An)ns>1, que denominamos autoval-

ores, de numeros reais com Ap >0 e Ay, — 00 tal que
—Av, = Avn em Q
onde vy, € H}(Q) N CP(Q).
Proposicao 3.1. ( Brézis, H., [3]) Seja Q C M um dominio limitado, entao

7\1 = mf{JQ

lgrad u|*dM

s ue H(l)}. (3.4)
J lul?dM
Q

Demonstragao: Seja (vn)n>1 uma base Hilbertiana, dado w,, € H}(Q) com u # 0,

podemos escrever
Un = Z XiVi, (3.5)
i=1
aplicando o Laplaciano e fazendo o produto interno por u em ambos os lados da iguadade
(3.5);
(—Aun,uy) = Z oA < Z oAy, (3.6)

ou seja,

J unl? dM |
Q
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Passando o limite em n na equacao (3.7), obtemos

—A
< u? u> < )\1'

2«
i=1
Como J |ul> dM = Z of e (—Au,u) :J u (—Au) dM :J |V dM, teremos
Q i1 ol ol

J lgrad u/*dM
o

A1 <
J lul?dM

e}
para qualquer u € H}(Q). [ ]

O primeiro autovalor do laplaciano em M é definido por
Ai(M) =inf {A{(D): D € M é um dominio limitado aberto }
Seja QO um subconjunto de M. O primeiro autovalor do laplaciano em M\Q é dado por
AM(M\Q) =inf {A{(D): D € M\Q é um dominio limitado aberto }

Definicao 3.3. Um operador diferencial linear de sequnda ordem num aberto QO C M €

uma aplicacdo linear L: C?(Q) — C°(Q) da forma

I_(LL) = i aijDiju—F i biDiu—F cu

ij=1 i=1
com coeficientes ai; = aji, biec € C°(Q). Diremos que L € eliptico em Q quando a matriz

(aij(x)ij=12,..n) € positiva definida para todo x € Q).

02 0
Teorema 3.4. (Principio do Mdximo de Hopf) Seja L = E aij P + E b;
1825

+c
aXaL
um operador uniformemente eliptico em um dominio Q. Assumimos L(u) > 0 para uma

fungao u € C3(Q). Entao,
1. se c =0 eu atinge o mdximo em € entao w é constante.

2. sec < 0 eu atinge o mdrimo em (), e este mdximo € nao negativo, entio W €

constante.

Pucci, P. e Serrin, J. [18], pagina: 49, Teorema: 9.1, mostraram que o Principio de Maximo
de Hopf pode ser aplicado a variedade riemanniana. Portanto pode-se usar o Principio

do Méaximo de Hopf para se provar o seguinte lema:
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Lema 3.1. (Cheng, J. Y., e Yau, S. T., [7]) Seja u € C*(Q) wma funcgdo positiva em M

e seja vg > 0 um constante. Entao

Demonstracao: Dados r > 1y > 0, seja Q = B(r) — B(ry) € M um anel. Considere a

autofuncao de A, g € CF(Q), definimos
F=9
u
onde f > 0 e flao = 0. Sendo g = fu, calculando o Laplaciano da g, obteremos em Q

Ag = A(fau) = fAu + uAf + 2(grad f, grad u)

A
= gTu + %Af + 2(grad f,grad u)

Dividindo por g, obtemos

A A A 2

?g = Tu + Tf + a(grad f,grad u)
Logo,

Af  Ag A 2

- = ?g — Tu — E(grad u, grad f),
ou seja,

Ag Au 2
Af=fd——— 7 —— f
{ ] " } u(grad u, grad f)
Assim, temos o operador eliptico,
2 A A
Lf = Af + = (grad u, grad f) — f{—g - —u}
u g u

onde Lf = 0. Suponhamos por absurdo que

f{&_&} >0
g u

A A
Logo, ¢ = —f {_9 — _u} < 0, assim pelo Principio do Maximo de Hopf, segue-se que f é
g u
. - Ag Au
constante e portanto f = 0. Assim chegamos a uma contradigao, logo fq — — o < 0,

isto é,
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Entao,

inf{ A Q) — AT”} <0.

Como Q € M\B(ry) e A;{(M\B(rg)) = inf{A; (Q)},tem-se

Au
A (M\B (1 > inf -
L(M\B(r)) (M\lg(mn( u)

]
Considerando M™ = R™ tem-se que A;(R™) = A;(R™\Q) = 0 para qualquer dominio
compacto Q C R™. Cheng e Yau, [7], mostraram que A;(M) = 0 se a variedade possui
volume de crescimento polinomial. Mas esse resultado nao se aplica no complementar
de um conjunto compacto em uma variedade riemanniana. Isso nos diz que, em geral,
A(M) £ A (M\Q) se Q #£ 0. Isso pode ser visto através do seguinte exemplo:
Exemplo 3.1. Seja M = (R?, ds?), com ds® = dr® + g(r)2d92, onde g(r) € uma fung¢ao

T

de classe C* nao-negativa com g(r) >0, Vr >0, g(r) =0ser =0 e g(r) =e " se

r>1.

Afirmamos que o volume de M ¢ finito.
De fato, considerando ¢ : R2 — M; ¢(r,0) — (1 cos 0,1 sen 0) uma parametrizacao de

M, onde 0 < 0 < 2t. Como

Vol(M) :J Vdet gydxidxs 5 1<1,j <2
o1
e sendo det gij = g(r)2, temos

t 27 t p27
Vol(M —B4(0)) = limJ J g(r)drdd = limJ J e 'dodr

t—>oolo t—>0010

t t
= lim J e "27tdr = lim 271{— er}

t—o0 1 t—o0 1
. _ _ 27

= lim 27([—6 4e 1} = —.
t—oo e

Assim, A (M) = 0. Por outro lado, u(x) = ez é uma solucao positiva de

Au+Au =0
1
em M\B(1) onde B(1) é a bola unitaria. Dai, segue-se que A (M\B(1)) = 7
1 0
De fato, considere o referencial ortonormal {el =3 e = ﬁ%} Logo,
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Assim,

T ex™19 /0 0
1 +zgz§a<%ﬁ>
ez’ e2"1 0 2

=1 Tagap 9
ez’ e2"1 0 oy

1 Tagaart
e%r e%r _26721‘
4% 2e—2r 21
2

1
T eir eﬁT

|
_I_

4 2 4

1

ET

1 1
+ Ae2" =0, isso implica que, A = 7 Sendo u(x) > 0, pelo lema anterior
A 1
obtemos A; (M\B(1)) > mf(—T“) =7

Vamos usar o Teorema da Oscilagao obtido na se¢ao anterior para dar algumas estimativas

Portanto, —

sobre o primeiro autovalor do laplaciano no complementar de compactos em variedades
riemannianas, a principal referéncia desse resultado é do Carmo, M. P. e Zhou, D., [9].
Fixaremos um ponto p € M e denotaremos por B(r) ={x € M; dist(x,p) < v}e V(B,(p))

o volume da bola B, (p).
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Teorema 3.5. Seja M uma variedade riemanniana completa, nao-compacta com volume

nfinito e Q, um subconjunto compacto de M. Entao

1. Se V(B;(p)) < Cr? para qualquer v > 1o e certas constantes positivas C, 1y e a,

entao A (M\Q) = 0.

2. Se V(B.(p)) < Ce®" para qualquer v > 0 e certas constantes positivas C e a, entdo

2

M(M\Q) < .

Demonstragao: Vamos denotar por v(r) a area da esfera 0B, (p). Entao

Se V(M) = 400, entao

J+wv(t)dt = lim Jrv(t)dt = lim V(B.(p)) = +o0o, VT > 0.

T T—0oo |1 T—00

Sendo () um subconjunto compacto, podemos encontrar uma constante Ty tal que Q C
B(To).
Se a condigao 1) é satisfeita, entao pelo teorema da Oscilacao para qualquer A > 0 existe

uma solucao nao-trivial x,(t) da equacao oscilatoria
(v(t)x'(t))" + Av(t)x(t) = 0 em [Ty, +-o0)

com Vv(t) uma funcao positiva continua em [Ty, +00). Portanto, existem dois ntimeros
T} e T em [Ty, +00) de tal forma que T} < T e xaA(T}) = xa(T3) = 0, e xa(t) # 0,
vVt e (TN T).

Seja @A(x) = xa(r(x)) , onde r(x) = dist(x,p) é a fun¢ao distancia relativa a algum

p € M. Denotamos por () o anel

Qy=B(TH) —-B(TH cM—-Q.
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Segue-se que

0 < M (M\Q) < A(Qy)
[, IVerPdM
S o, loaPaM

m
j b (1) Po(r) dr

Lk

T2
J (xa(1))Pv(r)dr

Li

Utilizando integragao por partes no numerador temos

T 15 7
J (x4 (1) G (M) dr = xa (1) (4 (1) v(r) —j xx (1) (x4 (F)v(r))dr

LE

Como x5 (T}) = xA(T3') = 0, segue que

i) L
| g mnosamviar == i)y ar

Assim,
m
—J X (1) (x4 (1)v(r)) dr

R —

0 <A (M\Q) < =
J (xa(1))Pv(r)dr

LEy
Como A é uma constante positiva arbitraria, temos A;(M\Q) = 0. O que prova a primeira
condi¢ao do teorema.
2
~ . o - g~ a
Se a condigao 2) for satisfeita, entao pelo teorema da Oscilagao para qualquer A > 7

existe uma solugao nao-trivial x,(t) da equacao

(v(t)x'(t))" + Av(t)x(t) = 0 em [Ty, +00)
com Vv(t) uma funcao positiva continua em [Ty, +00). Portanto, existem dois ntimeros T17‘
e T) em [Ty, +00) de tal forma que T} < T e x5 (T]}) = xa(T3) = 0, e xa(t) # 0 para
qualquer t € (T}, T3').
Seja @A(x) = xa(r(x)) , onde r(x) = dist(x,p) é a fungao distancia para algum p € M.

Denotamos por Q, o anel

Q\=B(TH —-B(TH cM—-Q.
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Segue-se que

M(M\Q) < A(Q5)
J‘_Q)\ |V(P7\|2dM
S T JorPAM

T2
j x4 (1) Py (r)dr
T

)
J (xa(1))Pv(r)dr

LE

=A

a?

Sendo A uma constante positiva arbitraria maior que %2, tem-se que A;(M\Q) < .

Assim, provamos a segunda condi¢ao do teorema. [

Teorema 3.6. (Teorema da Comparagio de Volume de Bishop) Suponha que a curvatura
de Ricci em M sao todos iguais ou superiores a (n—1)k. Entao, para todo x € M e todo
T > 0 temos

Vi(x;1) < Vi(r), (3.8)

onde Vi (r) € o volume da bola no espaco hiperbolico do curvatura constante K.

Demonstracao: A prova desse resultado pode ser visto em Chavel, I., [5]. ]

Corolario 3.1. Seja M uma variedade riemanniana nao-compacta completa com volume

satisfazendo

V(r) < Ce®"

onde v(x) € a funcao distancia para um ponto fizo em M e C, a sao constantes positivas.
Entao A\ < %2. Em particular, se a curvatura de Ricci € limitada abaizo por alguma

cosntante nao positiva —(n — 1)K? fora de algum conjunto compacto, entao A (M) <
(n —1)%k?
1 :

Demonstracao: Pelo Teorema da Comparacao de Bishop, temos que V(r) < Ce(m—1kr
para certas constantes positivas C, k e . Assim, pelo item 2) do teorema (3.5) obtemos

o resultado. ]

Obs 3.1. No teorema (3.5) a condi¢ao de volume do item 1) pode ser substituido pela

sequinte condi¢ao de crescimento subexponencial;

lim log vol(B(r))

r—-+00 T

=0.
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Algumas Aplicacoes

. < n+1 . ~ . L. . . .
Seja x : M™ — M uma imersao isométrica de uma variedade riemanniana aberta
. . . . <+l .
M™ em uma variedade riemanniana completa, orientada M~ . Considere N um campo
unitario normal ao longo de M, Ric(N) é o valor da curvatura de Ricci em M no vetor

N.

Seja L o operador diferencial de segunda ordem em M dado por
L = Am + [|B|* + Ric(N),

onde Ay é o laplaciano em M e ||B||? é a segunda forma fundamental de x. Associamos

a L a forma quadratica

I(f):—JM fLfdM

definida no espaco vetorial das fungoes f em M que tém suporte em um dominio compacto
K € M. Para cada um desses K, definimos o indice (ind;K) de L em K como a dimensao
méxima de um subespaco onde I é definida negativa. O indice (ind M) de L em M ¢é
definido por

ind M = sup indK,
KCM

onde o supremo é tomado sobre todos os dominios compactos K C M.

Teorema 4.1. (do Carmo, M. P. e Zhou, D., [9]) Seja x : M™ — M wma imersdo
1sométrica de uma variedade riemanniana completa com volume infinito em uma variedade
riemanniana completa orientada. Assumimos que x tem curvatura média constante H,
indM < +oo e o volume em M tem crescimento sub-exponencial. Entao existe uma

constante positiva g > 0 tal que para todo v > 1¢, tem-se
1

H2< —= inf Ric(N)
n (M\B(r))

33
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Demonstracgao: Em Elbert, M. F., [13] pode ser visto a prova do seguinte resultado:
Se 0 ind < 400, entao existem um conjunto compacto K C M e uma func¢ao positiva u

em M tais que
0 = Lu = Au+ ||B||*u+ Ric(N)u em M\K.

Podemos encontrar um constante positiva 1y tal que K C B(rg). Como o volume em M

tem crescimento sub-exponencial, pelo teorema (3.4) e pela observacao (3.1), obtemos
A (M\B(r)) =0, Vr > 1y. Pelo lema (3.1), temos
A
0=A(M\B(r) > inf (— —“)
(MA\B(T)) u

> inf Bl|?2 + Ric(N
(M\Bm)(ll | (N))

> inf (nH2+Ric(N))
(M\B (7))

Como H é uma constante, tem-se que

nH?+ inf Ric(N) <0
MA\B(r)

Logo,

1 __
H2< —— inf Ric(N)
n M\B(r)

Teorema 4.2. (do Carmo, M. P. e Zhou, D., [9]) Seja x : M™ — M uma imersdo
isométrica de uma variedade riemanniana completa com volume infinito em uma variedade
riemanniana completa orientada. Assumimos que x tem curvatura média constante H,
ind M < +oo e 0 volume em M satisfaz Vol(B(r)) < Ce®" comr > 0 e certas constantes

C e a. Entao existe uma constante positiva vo > 0 tal que para todo v > 1q, tem-se

a? 1

H?< — — = inf Ric(N 4.1
4n T'L(MI\IIIS(r)) ic(N) ( )

Em particular, se Ric(N) > %2, entio M é minima. Se Ricpm = —(n — 1)K? fora de um

conjunto compacto, entao

12K 1 .
e MUK L RN
in n (M\B(r))

Demonstracgao: Como indM < +o0, existem um compacto K C M e uma fungao u em

M tal que
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0 = Lu = Au+ ||B||*u + Ric(N)u em M\K

Sendo Vol(M) = 400, podemos encontrar uma constante 1y tal que K C B(rg) e segue

pelo teorema (3.4), pois Vol(B(r)) < Ce?", que

2
M(M\B(r)) < T, ¥r >
Pelo lema (3.1), temos
2 A
> MMB)) > int (-5

> inf (|[B||” + Ric(N))

MA\B(7)
> inf (nH?+ Ric(N))
M\B(r)
Assim,
_ a2
nH?+ inf Ric(N) < —
MA\B (7) 4
Logo,
2
1 .
H2< S — 2 inf Rie(N)

4 n M\B(r)

2
— a
Em particular, se Ric(N) > T temos

2 a?  a?

S 4n 4n

Ou seja, x é¢ minima. Se Ricp > —(n — 1)K? fora de um conjunto compacto, entao pelo
corolario (3.0.1), tem-se que a = (n — 1)K, substituindo na equacao (4.1), obtemos

—1)%K? 1 —
e MUK T RN
In n (M\B(1))

[ ]
Admitimos agora que M tenha crescimento de volume especifico e que seja imersa em
uma bola de algum espaco euclidiano, entao o raio da bola é delimitado abaixo por um
nimero dependendo do crescimento do volume e da curvatura média da imersao. Mais

especificamente,

Teorema 4.3. (do Carmo, M. P. e Zhou, D., [9]) Se M possui crescimento de volume
sub-exponencial e f(M) C B(o, p) C R™* para algum o € M e p > 0 onde f: M — R™FK
€ uma 1mersao, entao

1
sup |[H(x)|| > =.
XEM P
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2
Se Vol(B(r)) < Ce*" ep <

onde ﬁ € o vetor de curvatura média.

Demonstragao: Pela proposicao (1.12) para qualquer funcao F: R*** — R de classe C2,

o Laplaciano da restricao de F a M, f = F‘ , ¢ dado por
M

Af = Z Hess F(ei, e;) + n(ﬁ, grad F)

i=1

1

onde ﬁ é a curvatura média. Suponhamos que sup ||H(x)|| < —. Defina a fungao positiva
xeM Y

por u(x) = p?—12(x), onde T(x) é a funcao distancia entre x e 0 do R™** restrito a imagem

de M. Entao
Apmu(x) = —2n+n(H, —2r(x)grad r(x))

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos
Apmu(x) < —2n + 2n|H(x)||.r(x)

, temos

|l

Como estamos supondo sup [|[H(x)|| <
xeM

2n
Amu(x) < —?[p —1(x)]
Sendo (p—T1(x))? = p? —2pr(x) +1%(x) > 0, somando —2p? a ambos os lados da desigual-
dade anterior, obtemos

p? —1%(x) < 2p? — 2p7(x)

Logo, usando a desigualdade anterior, obtemos
Anulx) € — [0 - P(x)] € — .
P 2p P
Como u > 0, dividindo por u e mutiplicando por —1, temos:

Apmu(x) S
z 5

u(x) P

n . . . .
— . Assim chegamos a uma contradigao, pois

Pelo lema (4.1), obtemos que A;(M\Q) > 5
o teorema (3.4) nos garante que A;(M\Q) = 0. [ ]



Capitulo 5

Estimativa do autovalor do

p-Laplaciano

As principais referéncias para esse capitulo sdo: Dosly, O. e Rehak, P., [8] e Lima, B. P.
e Santos, N. L., [16].
Seja M uma variedade riemanniana suave e 3 C M um dominio. Para qualquer p €

(1, 00), p-laplaciano em Q ¢é dado por
Apu = —div (||grad ul[’"*grad u) (5.1)
onde u € Wé’p(()_). Estamos interessados no problema de autovalor nao-linear
Apu+AulPu =0 (5.2)

As solugoes para este problema, para p € (1,00) sdo apenas local C1*(exceto no caso
p = 2), elas devem ser descritas no sentido de distribuigao, isto é, u € Wé’p(Q), nao

identicamente nula é uma auto-funcao, associada ao autovalor A, se
J lgrad u||P"%(grad u, grad ¢) dQ = ?\J uP2u ¢ dQ (5.3)
Q Q

para qualquer funcao ¢ € CF(Q).

Seja p > 1, denotamos ®(s) = [s|P2?s, s € R. No que segue, p,q > 0 representarao

. . 1 1
expoente conjugados, isto é, — + — = 1.

q

Considere a equacao do tipo Liouville

(v)D(x'(1))" + Av(t)D(x(t)) =0 (5.4)

37
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Esta equacao esta intimamente ligada a equagao de Ricatti:
y(t) =wv(t) + (p — Dv(t)' Ty (1) (5.5)

De fato, se x(t) é uma solugao positiva de (5.4), entao

o v(H)D(x'(1))
y(t) = T o) (5.6)
é solucao de (5.5), pois
ren . (VE)O(X(1))) | v D(X (1)) D' (x(t))
vI="00m T o)
B V()@ (x' (1)) (p — Dx(t)Px'(t)
= Av(t) + 2 (x(1)]

x(t)[PP—2)x(t)

= Av(t) + (p — 1v( )|T;((tt))||p

— A(t) + )(ﬂmﬁfﬁy

= Av(t) + (p — 1Jv(t) 2((7;,((:)))):

=) +(p—1) (V(t) 2((1/((:)))))qv(t)lq—1
=Mv(t) + (p— 1)y(t)pv(t)1q_1

Teorema 5.1. ( Dosly, O. e Rehak, P., [8]) Dados t, € [Ty,00) e A, B € R, entdo existe
uma unica solugcao de (5.4) satisfazendo x(tg) = A, x'(tg) = B a qual é extensivel ao

longo de todo intervalo [Ty, 00). Esta solugdo depende continuamente dos valores iniciais

A, B.

Chamamos a equagao (5.4) oscilatéria se uma solugao dessa equagao possuem zeros em
(Ty, +00), Ty > Ty em [Ty, +o00). Caso contrario; dizemos que a equagao (5.4) é nao

oscilatoria.

Teorema 5.2. (Lima, B. P. e Santos, N. L., [16]) Seja v(t) uma fun¢ao positiva continua

em [Ty, 00), e definimos

V(t) = ﬂov(s)ds e 0Oy = lim M

t—oo t

Se o limite
lim V(t) = J v(s)ds = 400,
t—o0 To

entao, a equagio (5.4) é oscilatoria se vale uma das sequintes alternativas:
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1. A>0eBy =0, ou
cP

2.A>—ebBy <c
pp

Como caso particular do item 1), se A >0 e V(t) < AtS, para A e ¢ constantes positivas,

entao

0y = lim log V(t) < lim 08AY _ (

t—oo t t—o0 t t—o0

+c——

log A 10gt> 0
=)=

cP
Como caso particular de 2), se A > ]; e V(t) < Aet, entdo

log V(t log Aect log A t
Oy = lim o8 ()élim&:hm(()g +C—):C
t—o00 t t—o0 t t—o0 t t

Demonstragao: Suponhamos que a equagao (5.4) ndo seja oscilatoria e seja x(t) uma
solugao qualquer dessa equagao. Entao +x(t) ou —x(t) é solugao de (5.4), podemos supor
que existe um certo T > T, tal que x(t) > 0, Vt € [T, 00) e seja y(t) a solucdo associada a
equacao de Ricatti, dada pela substitui¢ao de Ricatti definida em (5.5). Assim é imediato
que y(T) > 0, y'(t) > 0, Vt € [T, +00). Consequentemente y(t) é crescente em [T, +00).

Temos dois casos a considerar

+00 dr +o0 dr
(I) JT \W < +o0 e (II) JT \W = 400

Por (5.6), temos y’(t) > Av(t), assim y(t) > y(T) + A(V(t) — V(T)) é positivo para

t suficientemente grande, pois tlim V(t) = co. Consequentemente podemos supor que
— 00

AP B9
y(t) > 0, Vt > T. Aplicando a desigualdade de Young, AB < — + ?, se A,B >0, ao
P

par A = (p?\)%v(t)q*1 eB=(p— 1)%q%y(t), temos

como

(pPA)7(p —1)4qd = Avpr(p—1)iga
—aipr (P)aga
q
= Avplats)
= AP . (5.8)

Substituindo (5.8) em (5.7):

pAPV(1)9 Iy (1) < Av(t)? + (p — Dy(t)9. (5.9)
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Dividindo a equacao (5.9) por v(t)97!, teremos
PARY () < Mv(t) + (p — Dv()' Iy (1) (5.10)
Comparando (5.10) com a equagdo de Ricatti (5.5), obtemos
y'(t) = pAry(t) (5.11)
Integrando (5.11) em [T, t], temos
y(t) > y(T)e® (=T (5.12)
Por outro lado, a equagao de Ricatti (5.5) também implica a desigualdade:
y'(t) > (p— ()" y(v)e

ou seja,

y't) p-1
y(t)a = v(t)a-?
1 d 4 Yyt
Mas como, T—q dty(t) RYESE e q > 1, segue que
(1—q) vt _ i(y(’t)lfq) <(I—q)lp—Dv(t) 9= (—ﬂ)(E)V(t)I*q = —v(t)'
y(t)e  dt P’ q
Integrando a desigualdade no intervalo [t — 1, t], obtemos
¢ ds
(1—q) < _1\(1=q) _
y(t) <y(t—1) L—1 Vs)a T (5.13)
De (5.12), em (5.13):
1 1
(5.14)

< 7
Y9 " yp)elarr =Ty
Aplicando a desigualdade de Holder:

e v(s)% t 1 v
= e < (] pestres)

= (J 1(v(s)5)pds>p (J » #ds)q < v(t)é(

Consequentemente
v CR
t—1 V(s)d V(t)»
q

Observando que ]; =g — 1, obtemos de (5.15)

t 1 1
L1 v(s)a—1 ds > W (5.16)
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Se a condigao 1) e o caso (I) sao satisfeito, por (5.13), (5.14) e (5.16), quando t é suficien-

temente grande, temos:

A 1
< —1 <0
(e[q)\%’—(q—l)tl log V(t)] )V(t)q—l

laAP (T+1)]
uma contradigao, onde A = A(q,A, T) = W Se a condicao 2) e o caso (I) sao
satisfeitos, de modo analogo ao caso anterior, tem-se:
1 1 1
0< < —

Yyl =y Tyetarr (-1 (Aelet)™

< ATTA 1 : <0
= \eltarp—(q—De)t] Ad—lela—Tet

P
outra contradicao, pois devido a A > ;—p, tem-se que q7\% —(gq—1)c= q(?\% — 1%) > 0.
) [t ar
Consideramos agora, o segundo caso II), isto é, ———— = +o00.
T v(r)e!
Integrando a equagao (5.5) de T a t, em ambos os lados, temos:
t t t
J y’'(s)ds :J Av(s)ds + (p — 1)J v(s)9y(s)9ds.
T T T
Logo,
t t
Y(O =uT)+ | Ws)ds+ (p— 1) | Vs oyls)tas
T T
t
Como y(T) —|—J Av(s)ds > 0, Vt > T, observamos que
T
t
y(0 > (p— 1) Vi) y(s)ds. (5.17)
T

t

Ponhamos G(t) = J v(s) " 9y(s)9ds, entdo G’(t) = y(t)9v(t)'~9, substituindo na equacio
T
(5.17), obteremos:

{G’(t)v(t)q—l] > (p—1) L G/(s)ds

Ou seja,

G'(t)v(t)9 ! = (p—1)9G(1)1

Divindo a iqualdade anterior por G(t)9 e integrando ambos os lados de T a t, tem-se:
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t

t G/
L Gq((z))ds > (p—1)qj v(s)'~9ds.

N
Ora,
t G/(S)d . 1 t 1 1
L Gl T @619 "~ T— @610 (- q6rim
_GTIMm G
T gq—-1  g-1°
Portanto,
1 _ B t B
F[G(T)l 1-G(t)! q} > (P—l)qu(s)l 9ds.
Sendo
1 _ 1 B B
FGl q(T)>—_1{G(T)1 -Gt q}, Vi>T.

Consequentemente temos que

t
LGl’“‘(T) > (p — 1)qJ v(s)!79ds, Vt>T.
q-—1 T

1
q—1
Seja M uma variedade riemanniana completa e nao-compacta e fixe um ponto p € M.

Fazendo t — oo, temos uma contradi¢ao, pois G!79(T) é uma constante. [ ]

Denotamos por v(r) = Area(9dB,(p)) a area da esfera geodésica de raio r e centro p.

Colocamos

V(r) = Vol(B,(p)) :Jrv(r)dr e (M) = lim 22V

0 t—o0 t

O nimero ©(M) nao depende do ponto p, por isso é um invariante de M que descreve o

comportamento de crescimento fora de um compacto. Como para qualquer R > 0 vale

oM) = lin BVRITARDY) _ p;,, losARY

t—o0 t t—o0

onde A(R,t) = V(t) — V(R). Se M é uma variedade com Vol(M) = +oco entdo, para

+oo
qualquer Ty > 0, tem-se que J v(r)dr = 4o00. Assim, podemos enuciar o seguinte

To
teorema:
Teorema 5.3. (Lima, B. P. e Santos, N. L., [16]) Seja M uma variedade riemanniana

completa e nao-compacta com volume infinito, Vol(M) = +o00. Se Q C M € um conjunto

compacto arbitrdrio, denotamos por A (M — Q) o primeiro autovalor do p-Laplaciano

em M — Q. Entao
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1. Se M tem crescimento sub-exponencial, isto €, @(M) =0, entiao A (M —Q) =0

B'P
<_

2. Se O(M) < B, para algum 3 > 0, entao A ,(M — Q) o7

Como casos particulares do teorema temos:

1. Se Vol(Bgr(p)) < CrP para certas constantes C,p >0 et > 19 > 0, entio Ay (M —
Q) =0.

2. Se Vol(B,(p)) < CeP™, entio A\ (M — Q) < S—p,

Demonstragao: Seja v(r) = Area(0B,(p)) e denote B(r) = B,(p). Logo, V(B(r)) =

J v(t)dt. Se o volume V(M) = 400, entao
0

Jﬂov(t)dt = lim Jrv(t)dt = lim V(B(r)) =400, VT >0

T T—+00 )T T—+00

Como Q) é um conjunto compacto, existe uma constante Ty tal que Q C B(Ty).

Se a condigao 1) é satisfeita entao pelo teorema (5.2), para qualquer A > 0 existe uma
solucao nao-trivial x,(t) da equacao (v(t)dp(x'(t))) +Av(t)x(t) =0 em [Ty, +00). Assim,
existem dois niimeros T} e T3 em [Ty, +00) com T} < T3 e xA(T) = xA(T') = 0, e x5 # 0,
vVt e (TMT).

Sendo ¢ (x) = xx(r(x)), onde r(x) = distm (p, x) é a fungao distancia para algum ponto

P € M. Denote por Q,, o anel
O\ =B(T)) —B(TH) cM—-Q.
Assim,

J V[P aM
Qx

0<AMM—=0Q) <A (QN) <
J NN
Qx

Como Vi = x4 (1) Vr segue-se que ||[Vdal[P = |[x1 (1)]|P = [Ix4 (1) [P ~2x4 (1) x4 (). Assim,
|Vdal|P = (x4 (r))x4(r), consequentemente

1B
J {v(r)@(xﬁ(r))]x&(r)dr

Ap(M—Q) < 20
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Observe que

!/

T T LS
J [v(r)@(xg(r))}x;(r)drz{v(r)@(xg(rn}xm _ J {v(r)@(xg(m} xa(r)dr

Lh

Dali,
T2
- [v(r)@(x;(m}x;(r)dr

L

OIS =A

0< Mp(M—Q) <

Como A é uma constante positiva arbitraria, segue-se que A ,(M — Q) = 0.

Se a condigao 2) é satisfeita entdo pelo teorema (5.2), para qualquer A > B_pp existe uma
solucao nao-trivial x,(t) da equacao (v(t)dp(x'(t))) +Av(t)x(t) =0 em [To,p—koo). Assim,
existem dois ntimeros T e T em [Ty, +00) com T} < T e xA(T}) = xA(T) =0, e xa # 0,
vVt e (TN T).

De modo analogo a condigao 1), temos:

[
Qax

MM —=0Q) <Ap()) <
[
Qx

T
L% {V(r)q)(xﬁ\(f))}x;(r)dr

< =A

i)
| tomipvimar

Li

p P
Como A é uma constante arbitraria maior que —» segue-se AMp(M—=Q) < — O que
p p

prova a parte 2) do teorema.
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