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Resumo

Neste trabalho estudamos o problema de Cauchy para a equacao de Schrodinger unidi-
mensional nao linear com derivadas, com a nao linearidade satisfazendo a condi¢ao gauge
nula. Provamos que o problema é localmente bem posto no espaco de Sobolev H:z (R). O
método depende da transformada gauge para eliminar o termo com derivadas da parte

nao linear e de estimativas de efeito regularizante da equagao de Schrédinger linear.
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Abstract

In this work we study the Cauchy problem for the unidimensional derivative nonlinear
Schrodinger equation with nonlinearity satisfying the null gauge condition. We prove
that the problem is locally well-posed in the Sobolev space H:z (R). The method of proof
depends on the gauge transform on the nonlinear part to remove the term with derivative
from the nonlinear part and on smoothing estimates associated to the linear Schrodinger

equation.
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Introducao

Em nosso trabalho estudamos a equacao de Schrodinger unidimensional nao linear com
derivadas
Ou — 1021w = Aud, (Juf?) — if(u), (1)

onde u = u(x,t) é uma funcao complexa, (x,t) € R A € R e f(u) = f(u(x,t)) é uma
perturbagao nao linear, complexa, continuamente diferenciavel (como fun¢ao de u) no

sentido real, f(0) = 0 e satisfaz a seguinte estimativa:

of  of

"(z)] = —l=l¢ < 4 :
(@) = max {111} < CO4 N, Yzec )

A equagao (1) é de grande importancia tanto na Fisica como na Matemética, pois
relaciona-se com o problema de auto-modulagao nao-linear da equagao de Benjamin-Ono
([26]), com a instabilidade de Benjamin-Feir das ondas de Stokes préximas ao ndmero
critico de ondas ([8], [9]), teoria de transformada gauge nos sistemas infinitamente in-
tegraveis ([2], [16], [17]) e a teoria gauge nula ([10], [15], [28]).

Sao muitos os trabalhos matematicos dedicados ao estudo do problema de Cauchy
para a equagao (1). Entre eles, destacamos os seguintes: 1) Tsutsumi/Fukuda [27], onde
foi provado boa colocacao para esse problema com dado inicial em H*(R), s > %, usando
o método de regularizacao parabdlica. 2) Em [28], Tsutsumi prova que o PVI para a
equagao (1) com f = 0 e com dado inicial suficientemente pequeno, é globalmente bem
posto em certos espagos de Sobolev com peso. 3) Nos trabalhos [7], [23] e [25] o PVI
para (1) foi estudado com dado em H*(R), s > 1.

O proposito desta dissertacao é estudar detalhadamente o resultado de boa coloagao
local para o problema de Cauchy associado a equagao (1) no espago de Sobolev H%(R),
provado por T. Ozawa e Y. Tsutsumi em [24]. Em resumo, o método desenvolvido por

eles consiste no seguinte: Por meio da mudanca gauge

. A (X
Vi t) = e ult), com 8(xt) =5 | fuly. tPdy
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a equacao (1) é transformada na equagao
A2 x _ _ _ _

dv —1id2v = —izvlvl4 — i?\vaJ . fle %)evdy —ie'f(e ). (3)
Em seguida escreve-se o PVI para a equagao (3) como uma equacao integral, e usa-
se o Teorema do Ponto Fixo para Contragoes junto com estimativas classicas do tipo
Strichartz, do tipo Kato, e para a funcao maximal, associadas a equagao de Schrodinger
linear, prova-se a boa colocacao local para o PVI associado a (3) com dado inicial em
H%(R). Para estender esse resultado para a equacao original usa-se uma estimativa
de efeito regularizante para 0y (/u|?) e um argumento que leva em conta a dependéncia
continua de solugao em relagao ao dado inicial, provada para o problema de Cauchy para

a equacao gauge transformada (3).

Definicao 0.1. Dado um intervalo limitado de tempo 1, definimos o espago métrico

completo
X(I) = fu e C(LH?(R)) :u e L2 NLIL®, doue LXL2 e Diu e LOLY),
com a norma

1
el == el = il g+ lelliee + s + l0xulliecs + [ID3wlles-

Enunciamos abaixo o principal resultado deste trabalho:

Teorema 0.1. Seja f uma fungdo satisfazendo a condi¢ao (2). FEntdo para qualquer
p > 0 existe uma constante positiva T(p) dependendo somente de f e p com as sequintes
propriedades: Para qualquer uy € H2(R), com ||u0||H% < p, a equagdo (1) tem uma

unica solucao w em X(I) = X([0, T(p)]) tal que, uw € X(I) e
Ox(luP) € (I x R). (4)

Além disso, para qualquer T com 0 < T < T(p) existe € > 0 tal que a aplica¢do Ly — 1
¢ Lipschitz de {iiy € Hz; ||ty — 1t|| < €} em X([0, T]).

E importante frisar que a eliminagao da derivada da parte nao linear da equagao (1)
sé & possivel porque o termo udy(Juf?) satisfaz a condicao gauge nula, a qual definimos

abaixo. Maiores detalhes podem ser encontrados em [28].

Definigao 0.2. Seja u,v € C'(R™). Assuma que f;(u,v,1,v),1 <j < n, sao polinomio

homogéneos de grau 2 em relagao a u,v,u, eV tal que
fi(w,v,1,v) = fj(e"u, e'%v, e, e®v), 0 e R, 1 <j < n. (5)

2



n
Sejam a;j,1 <j < n, constantes em C tal que Z la;|* > 0.
j=1
Diremos que F(u, Vu,v, Vv, u, Vi, v, V) sastisfaz a condi¢cao de medida nula de ordem

2, se

= 9
F(u, Vu,v, Vv, 1, Vi, v, Vv) = Z aia[fj(u,v,ﬁ,v)].
=1

Nosso trabalho é dividido em quatro capitulos:

No capitilo 1, comegamos enunciando a notacao a ser usada e em seguida lembramos
de alguns conceitos e propriedades basicas, necessarias ao desenvolvimento das etapas
que seguem: os espacos de Banach LP e suas propriedades béasicas; a transformada de
Fourier no espago de Schwarz das fungoes de decrescimento rapido, em LP (1 < p < 2)
e no espaco das distribuicoes temperadas; os espacos de Sobolev de tipo L? e algumas
estimativas da regra de Lebniz para derivadas fracionarias em espacos de Banach mistos.
Alguns resultados dessse capitulo serao demonstrados de forma bem detalhada, outros
de forma resumida e alguns nao serao, ou por precisar de teorias que nao tivemos tempo
de estudar ou por serem bem elementares; mas em todo o texto ficara clara a referéncia
para obter tais justificativas.

No capitulo 2, comecamos deduzindo a solucao do problema de Cauchy para a equacao
de Schrodringer linear. Em seguida, estudamos as propriedades de efeito regularizante
do tipo Strichartz, do tipo Kato e para a funcao maximal associadas a ela; inclusive
fazemos a demonstracao detalhada dessas propriedades, com excessao da estimativa para
a funcao maximal em L2,

No capitulo 3 comegamos fazendo a mudanga de varidvel (transformada gauge) que
transforma a equacao (1) na equagao (3); depois provamos a boa colocagao local para
o PVI associado & equacdo (3) com dado inicial em Hz (R) utilizando as estimativas de
efeito regularizantes mencionadas acima e o teorema do ponto fixo para contracoes.

Finalmente, no capitulo 4 fazemos a demonstracao do Teorema 0.1.



Capitulo 1

Nocoes Preliminares

1.1 Principais Notacoes

Para 1 < p, q < oo definimos o espaco de Banach

LD ={f:Rx[0,T] — C: [[f]lpra < oo}

00 T p/dq
[fllpra = <J (L |f(x,t)|th) dx)

Quando a notagao for LPL{ (t mintsculo) significa que a integral em relagao a t é de

onde
1/p

—00 a +00. |[f[Larp ¢ definido de maneira similar, e quando p = 0o ou q = oo, ||f|[LpLa

é definido da forma natural (usando o sup ou sup ).
x€ER t€[0,T]

Denotaremos a transformada de Fourier de uma funcao u com relacao a variavel x por
F(u), ou Fy(u), ou simplismente por 1 ; a tansformada de Fourier com relacao a varidvel
t serda denotada por Fi(u). A inversa da transformada de Fourier de u serd denotada
por F1(u) ou 1.

Dado z € C, denotamos a parte real e a parte imaginaria de z, respectivamente, por
Re(z) e Im(z).

Dado s € R definimos os espacos de Sobolev (de tipo L?) H$(R™) por

Ho(R) = {f € S'(R") : J°f € L2(R™), onde J°f = ((1+ (&))" }

munido da norma

=

e = 175fe = (J(l n rar?mﬂawda) I+ B,
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onde S'(R™) é o espaco das Distribuicoes temperadas.
Dada f € H*(R"™) definimos D*f por

Df = (—A)? = (|&F)".
A norma || - ||xy = lIl - Il é a norma do espaco de funcoes:
X(I) ={ue C(LH(R)) :u e LN, dyauelPle Diue LOL19).

Sejam C, K constantes positivas arbitrarias. A notacao C < K, significara que existe

uma constante ¢ > 0 tal que C < cK.

1.2 Os espacos de Lebesgue [P.

Nesta se¢ao apresentaremos a teoria bésica dos espacos LP essencial para a compreensao
dos capitulos seguintes. Os resultados aqui apresentados foram extraidos das referécias

[1], [5] e [18].

1.2.1 Definicao e propriedades basicas.

Definicao 1.1. Seja Q C R™ um dominio e seja 0 < p < oco. Dada f: Q — R (ou C)
mensurdvel, definimos LP(Q) ={f:Q — C: ||f|lrq) < oo}, onde

Il ) = (L !f(X)Ide) " (1.1)

Quando nao causar confuso, usaremos as notagoes LP e |||, (||-]|») como abreviagao
de LP(Q) e ||f||Lr(), respectivamente.

Abaixo listamos algumas propriedades basicas de LP(Q).

Uma desigualdade importante na teoria dos espagos LP ¢é a desigualdade de Holder,

a qual apresentaremos a seguir.

Teorema 1.1 (Des. de Holder). Suponha 1 <p <ooel/p+1/q=1. SefelP(Q)e
g € L9(Q), entdo fg € L} (Q) e

Ifglls < lIfllpligllq- (1.2)

Vale a igualdade em (1.2) se, e somente se, existe um par de numeros reais («, 3) # (0,0),

tal que, off[P = Blg|9 ¢.s.



Dem. Veja a referéncia [5], capitulo 6. =
O nimero q tal que 1/p+1/q =1 é conhecido como conjugado (ou expoente conju-

gado) de p.
Teorema 1.2 (Des. de Minkowski). Se 1 <p < oo e f,g € LP(Q), entdo
1T+ gllp < Ifllp + 19l (1.3)

Dem. Obviamente, a desigualdade (1.3) é imediata se p =1 ouse f4+g =0 g.s..

Agora, para o caso 1 < p < 00, escrevemos
If+glP < (Ifl +IgDIf + glP "

e aplicamos a desigualdade de Holder, observando que (p—1)q = p quando 1/p+1/q =1,

para obtermos:
JQ I+ glPdx < [[fllpl[lf + Pl + lgllplllf +glP I (1.4)

e dai, a desigualdade (1.3). =
Com o teorema 1.2 fica facil que | - ||, é norma em LP(Q), e que portanto, LP(Q)

(1 < p < o0) é um espago vetorial normado.
Teorema 1.3. LP(Q) é um espago de Banach, se 1 < p < oo.

Dem. Essa demonstracao é feita usando o teorema que diz que “um espago vetorial
normado é espaco de Banach se, e somente se, toda série absolutamente convergente desse

espago é convergente”. Para maiores detalhes consulte a referéncia [5]. m

Corolario 1.2.1. L%2(Q) € um espaco de Hilbert, munido do produto interno

(f,g) = JQ f(x) g0 dx.

A desigualdade de Holder para L2(Q) é conhecida como desigualdade de Cauchy-
Schwarz: |(f, g)| < [|f||2]g]|2-

Consideremos agora a teoria basica de L*>°(Q).

Definicao 1.2. Dada f: Q — C (ou R) mensurdvel, definimos
[flle = inf{ ¢ > 0] [f(x)] < ¢ ¢s.}. (1.5)

Se ||f|le < 00, dizemos que f é essencialmente limitada. O espaco de tais funcoes é

denotado por

L®(Q)={f:Q — C|f € essencialmente limitada, i.e., |/f]e < o0}



As vezes || - ||o € escrita na forma

[fllec = ess sup [f(x]]

xeQ

ou simplesmente ||f]|o = sup [f(x)| (pois f = g q.s. se e 6 se [[f]lc = |/9]|c0)-
Observagoes. 1). Osxfe(;ultados provados até o momento para o caso 1 < p < oo se
extendem para o caso p = co. 2). Como deixa claro a Defini¢ao 1.2, a norma || - || estd
intimamente relacionada com a norma || - ||,,, mas nao é igual & norma da continuidade
uniforme || - ||x. No caso da medida ser a de Lebesgue (o nosso caso!), ||fllcc = ||fl|ws

quando f é continua, pois o conjunto { x| [f(x)| > a} é aberto.
A proposicao a seguir é um caso particular do importante teorema de interpolacao de

Riesz-Thorin, o qual demonstraremos na parte final deste capitulo.
Proposigao 1.1. Se0<p<qg<r<oo, entago LPNL" C L9 e
Iflla < IIFIRIFIR°,

para f € LP N L", onde © € (0,1) satistaz a relagio: 1/q = 0/p + (1 — 0)/r, i.e.,
0 1/q—1 /r'
1/p—1/r
Dem. Veja a Proposicao 6.10, na pagina 185 de [5]. =
Encerramos esta secao com o enunciado da desigualdade de Minkowski para integrais,
cuja demonstracao pode ser encontrada na pagina 194 de [5]. Quando nao especificado,

0s p’s que aparecerem sao tais que 1 < p < oo.

Teorema 1.4 (Des. de Minkowski para Integrais). Seja f: R™ x R™ = R (ou C) men-
surdvel tal que, (-, y) € LP(R™) para ¢.t.p. y € R™, e que a fungaoy — ||f(-,y)||Lr@m)
pertenca a L'(R™). Entdo, a funcao x — J f(x,y)dy pertence a LP(R™) e

(J m p dx>é S J N (J m|f(x,y)|p dx)é dy,

||j fx, y)dyllr m) < j TR I——
Rn Rn

Jnf(x,y)dy

ou seja,

1.2.2 Dualidade de [P.

As demonstragoes desta parte podem ser encontradas no capitulo 2 da referéncia [1].



Proposigao 1.2. Seja 1 < p < o0 e seja q o seu conjugado. Entao o operador linear
@ : L9 — (LP)’ que leva cada g € L9 em @4 € (LP)’, onde @q4(f) = Jfg dx, € um

isomorfismo isométrico de L9 em um subespacgo de (LP)’.

Ap06s esse resultado é natural perguntar se @ € sobrejetiva, ou seja, se todo funcional
linear continuo em LP ¢ da forma ¢4, com g € L9. Vamos ver que isto é o caso quando
1 < p < oo. Observemos que, por ser [? um espaco de Hilbert, resulta do Teorema
de Representacao de Riesz, que podemos identificd-lo com seu dual, isto ¢, (L?)" = L2

Vamos agora estender o Teorema de Representacao de Riesz para LP, 1 < p < oo.

Lema 1.2.1. Seja 1 <p < c0. Se ¢ € (LP)’ e ||@|| =1, entdo existe um unico h € LP
tal que ||h||, = @(h) = 1. Reciprocamente, dado h € LP tal que ||h|, = 1, eziste um
inico @ € (LP)’ tal que ||@|| = @(h) = 1.

Dem. Veja a referéncia [1]. =

Seja h € LP tal que ||h|, = 1. Pela proposicao 1.2, o funcional ¢4 definido por

Qg(f) = Jf(x)g(x)dx, felP, (1.6)

onde

h(x)P~%h(x), se h(x)#0,
g(x) =
0, se h(x) =0,

E
satisfz: @q(h) = [R5 =1 e [@gll = gllq = [N = 1.

Teorema 1.5 (de Rep. de Riesz para LP). Seja 1 < p < oco. Se @ € (LP)’, entao existe
g € L9 tal que, ¢ = @g4, onde @4(f) = [fgdx. Além disso, ||gllq = ||@|lg-

Dem. Para ¢ =0, tome g = 0.

Suponha @ # 0. Podemos assumir sem perda de generalidade que ||@| = 1. Pelo
Lema 1.2.1 existe h € LP com |/h|[, = 1 tal que @(h) = 1. Seja g a funcdo definida
em (1.7). Entdo @4 deinida em (1.6) satisfaz, ||@g4]| =1 e @4(h) = 1. Segue entdo da
unicidade no Lema 1.2.1 anterior que ¢ = @4, o que completa a demonstracao, pois

lgllg=1. =
Concluimos desse teorema que (LP)’ = L9, i.e., (LP)’ é isometricamente isomorfo a

La.
Teorema 1.6 (de Rep. de Riesz para L'). Dado ¢ € (L), existe g € L™ tal que,
0lf) = 05lf) = | T090xIax ¢ gl = o]|
Q

Portanto, (L') = L*°.



Dem. Veja o Teorema 245, na pégina 47 de [1]. =

1.2.3 Interpolacao dos espacos LP.

Os resultados desta subsecao foram extraindos das referéncias [5] e [18].

Sabemos que se 1 < p < q <1< 00, entdao LPNL" C L9 C LP+L", (cf. a Proposicao
1.1), onde a imersao é continua. E natural entao perguntar se um operador linear T
definido em LP 4 L7, limitado em [P e em L" é também limitado em L9. A resposta é
afirmativa. Vamos apresentar aqui dois resultados classicos nesse sentido: os teoremas

de interpolacao de Riesz-Thorin e de Marcinkiewikz.

Teorema 1.7 (Riesz-Thorin). Sejam (X, Zx,u) e (Y,Zy,Vv) espacos de medida e
Po,P1,0,q1 € [1,00] (com v o-finita se o = q1 = ). E para 0 < t < 1, sejam

Pt € gt tais que

P Po pi’ d  do q
Se T:LPo(w) + LPi(n) — L9o(v) + L9 (v) € um operador linear tal que,

1 1—-t t 1 I—-t t
= + = +

HTfHQO < MOHf”Pov para feLP(u) e HTqul < Mlelev para € L (u),

entao
ITfllq. < My~ "M{[[f]lp,, VEELP(n) e 0<t<I;

ou seja, designando por My a norma de T : LPt — L9t temos: My < My *ML.

Dem. Veja o capitulo 6 de [5] ou o capitulo 2 de [18].
Para enunciar o teorema de Interpolacao de Marcinkievicz, precisamos antes intro-

duzir alguns conceitos.

Definicao 1.3. Seja (X, Zx, 1) um espaco de medida. Dada f : X — C mensurdvel,

definimos sua fun¢ao distribuicao (associada a i) myg: (0,00) — [0, 00) por
me(A) = p({x € X 1 [f(x)| >A}) = u(E}).

Definicao 1.4. Sejam (X, Zx, ), (Y, Zy,Vv) espacos de medida e M(Y,Xy) ={f:Y —
C : f é mensurdvel}. Dado T : LP(X,Zx,u) = M(Y,Zy) (1 < p < o0) um operador

sublinear, isto €,
IT(f+ gl < [Tfl+[Tgl e [T(ch)l=Ic|[Tfl, Vf,gelP(n) e ceC,

dizemos que:



1. T € de tipo forte (p,q), onde 1 < q < oo, quando T : LP(u) — L9I(v) estd bem
definido e € limitado, ou seja, existe ¢ = c(p,q) > 0 tal que, ||Tf|lq < c|/f|lp,
VfelP(u).

2. T é de tipo fraco (p,q), onde 1 < q < o0, quando existe ¢ > 0 tal que, para cada
A >0,

q
v(E¥f)<(%> Ve LP(y)

3. T € de tipo fraco (p,o0) quando, e somente quando, T € forte (p, 00).

Com a defini¢ao acima podemos reescrever o teorema de interpolacao de Riesz-Thorin

da seguinte forma:

Teorema 1.8. Sejam po,Pi1,qo,q1 € [1,00] e T : LPo + [P — [90 19 de tipo forte
(Po, qo) com norma My e tipo forte (p1,q1) com norma My. Entdao T é de tipo forte

(p,q), onde
11—t t 11—t t
= +— e —= +

P Po P1 q qo E’

Provamos abaixo que todo operador de tipo forte é de tipo fraco.

te (0,1).

Proposicao 1.3. Se T ¢ de tipo forte (p,q), entao T € de tipo fraco (p,q).
Dem. Veja o capitulo 2 de [18]. =

Teorema 1.9 (Interpolagao de Marcinkiewicz). Sejam (X, Zx, 1) e (Y, Xy, V) espagos de
medida, 1 < py < p1 < 0 e seja

T:LPo(u) + LP(v) = M(Y, Zy)

um operador sublinear fraco (po,po) € fraco (p1,p1). Entdo T € de tipo forte (p,p), para
cada po <Pp < Ppi1-

Dem. Pode ser encontrada no capitulo 6 de [5] e no capitulo 2 de [18]. =

Concluimos esta parte com uma importante aplicagao do teorema de interpolacao de
Marcinkiewicz: vamos provar que a funcao maximal de Hardy-Littlewood e de tipo forte
(p,p), para 1 < p < co. Comegamos introduzindo a seguinte notacdo: B.(x) = B(x,1) =

{yeR™: ||[x—y|| < r}denotard a bola aberta centrada em x de raio r. Lembramos que

P
loc

uma funcao f € L} (Q) quando, para qualquer compacto K C Q, tivermos fxx € LP(Q).
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Definicao 1.5. Dada f € Li__, definimos a funcdo mazimal de Hardy-Littlewood associ-

loc’

ada a f por:

Mf(x) = sup M, f(x), onde M,f(x) =
>0 1B+ (x)]

J f(y)ldy.
Br(x)

para cada x € R™.

Observemos que pode ocorrer de existir x € R™ tal que Mf(x) = co.

1 1
Proposicao 1.4. Mf(x) =su J [f(x — 1y)|dy = sup(|f] * L0))(x).
posie v BB (O)] Jp, o) O T IR B oy YR

Dem. Segue imediatamente da definicao. =

Proposicao 1.5. A funcao maximal de Hardy-Littlewood M satisfaz as sequintes pro-

priedades:
1. M € sublinear, ou seja,
(a) IM(f + g)(x)| < IMF(x)|+ [Mg(x)], ¥f, g € LP, para cada x € R™;
(b) IM(cf)(x)| = |c|IMf(x)|, para cada c € C e cada x € R™.
2. M € tipo forte (e consequentemente, fraco) (0o, 00).

Dem. O item 1 é imediato. O item 2 também é imediato, pois como M, f(x) < ||,

segue que |[Mf||lw < ||f]|oco- ™

Lema 1.2.2 (cobertura de Vitali). Seja {Bylaca uma familia de bolas abertas em R™.

Se E € um conjunto mensurdvel tal que E C |J By e |[E| < oo, entao existe uma

xXEA
subfamilia {B“j}};l disjunta tal que

k
[E]<3") [Bal.
j=1

Dem. Pode ser encontrada nas referéncias [5] e [18]. m

Teorema 1.10 (de Hardy-Littlewood). M € um operador de tipo forte (p,p), V1 <p <
00, ou seja, existe ¢ =c(p) > 0 tal que, |Mf|, < c|/f]lp, V e LP(R™).

Dem. O caso p = oo esta pronto. Seja 1 < p < oo. E suficiente provarmos que M é
fraco (1,1).

Pela definicio de Mf(x), para cada x € E};, podemos escolher 1, > 0 tal que
M., f(x) > A. Temos que {By}xern (onde By = B, (x)) é uma cobertura de E};. Seja

11



(Em)men Uma sequéncia crescente de conjuntos mensurdveis tais que, [En,| < 0o e EX; =
U _, Em. Entdo, pelo Lema de Vitali, para cada m € N, existe x1,_, ..., Xk, € Ep; tal

que, as bolas By, sao disjuntas e
Jm

K K
3" 3"
Enl < 3™ By |<— fly)ldy < — f(y)|dy, 1.8
Bl <" 3By, A].ZIJBX. fyldy < | ey, 09
= = im
pois erj f(xj,.) > A, Vj =1,...,m. Fazendo entdo m — oo em (1.8), obtemos:

n
BN < THle’ ou seja, Mf é fraco (1,1). Portanto, pelo teorema de Marcinkiewicz

segue o resultado. m

1.3 A transformada de Fourier.

A teoria desta segao foi extraida principalmente das referéncias [5], [6] e [18].

A transformada de Fourier fornece-nos um poderoso instrumento no estudo das equa-
¢oes diferenciais parciais. Primeiramente definiremos a transformada de Fourier para
funcoes de L}(R™), em seguida estenderemos este conceito para o espaco de Schwartz das

funcoes de decrescimento rapido e finalmente para a classe das distribuicoes temperadas.

1.3.1 A transformada de Fourier no espaco L!(R").

Definigao 1.6. Seja f € LY(R™). A transformada de Fourier de f, denotada por 1/‘\, € a

funcao definida sobre o R™ por:

F(1)(E) = FlE) = J e D dx, (1.9)

onde x - & = Z xi&i € o produto escalar em R™.
i=1
Como f € L}(R™), é imediato ver que ?(ci) dada em (1.9) estd bem definida para todo
& € R™. Com efeito,
fe=1] e ™Ortax < | Iftaldx = [l
Rn

Rn

0 que prova a afirmacao.

Proposicao 1.6. Se f € L'(R"™), entdo a aplicacio F : L}(R™) — L>®(R"™) definida por
F(f)(&) :J e 28t (x)dx ¢ um operador linear continuo e ||F|| = 1.

—00
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Dem. Dada f,g € L}(R"), e a € R, segue imediatamente da Definicao 1.14 que
F(f 4+ ag) = F(f) + F(xg). Além disso [|F(f)||t= < |If|[ir V f € LH(R™) e portanto
|F|=1. =m

Teorema 1.11. A transformada de Fourier em L*(R™), satisfaz as sequintes propriedades:

1.

2.

Dada f € LY(R™) f ¢ uma fung¢ao continua.

o~

lim f(£) = 0.

|E]—o00
(ThfJ(E) = e 2™ EF(E), onde Trf(x) = f(x — h).
F(e2™N)(E) = 1, f(E).

~

Dada a > 0, F(f(ax))(&) = a f(a t&).
Dados f,g € LYH{R™), (f*gJ(&) = ?(E)Q\(E)
Se g € LY(R"™), entao Jl?gdci = Jf@d&.

Se p € uma rotagao (isto €, uma transformacao ortogonal), entao

F(t(p))(&) = f(p&).

Dem. Veja, por exemplo, as referéncias [5] e [18]. =

1.3.2 A transformada de Fourier no espaco das funcoes de de-

crescimento rapido.

Apresentaremos a seguir um espaco de funcoes no qual a transformada de Fourier tem

inversa, e devido sua regularidade e densidade em [P, 1 < p < oo, poderemos usé-lo

para um estudo mais amplo da transformada de Fourier, por exemplo defini-la em L2

Definicao 1.7. Chamamos de espaco das fungoes C®(R™) de decrescimento rdpido,

também conhecido como espaco de Schwartz, ao espaco

SR™) ={p € C*(R"); [|¢]la,p = sup [x*0P | < oo},
x€R™

YV multi-indices «, 3.

Denotaremos S(R™) simplesmente por S.
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Definicao 1.8. Dizemos que uma sequéncia (@j)jen de funcoes de S converge para uma

fun¢do @ € S, quando lim ||@; — @||«,p =0, para quaisquer multi-indices o, 3.
j—00

Proposigao 1.7. S com a topologia gerada pelas seminormas ||@||o.p = sup x*0P @(x)|,x €
X€ER™

R™ e o, B multi-indices, é completo.
Dem. Veja [6]. =
Teorema 1.12. O espaco de Schwartz possui as sequintes propriedades:

1. Dada @ € S,P(x)p € S eP(0)p €S, para qualquer polinomio P(x). Em particular,
dados quaisquer polinomios P(x), Q(x) e qualquer @ € S, temos que, P(x)Q(0)@ €
S.

2. S 1P eédenso em LPV1<p<oo.
3. Das @, b €S, €8S, ou seja, o produto de convolugao é uma operacao em S.
Dem. Veja o capitulo 8 de [6] m

Corolario 1.3.1. Todas as propriedades dadas pelo Teorema 1.11 para transformada de

Fourier em L sao vdlidas para o espaco de Schwartz S(R™).

Dem. Temos pelo item 3 do Teorema 1.12 que S(R™) < L!. Daf segue o resultado.

-
Teorema 1.13. Seja ¢ € (R™). Entio:
1. (0g @) (&) = (2mi&)* (&)
2. ((—2mix)*@(x)"(§)) = 0g@(&)
3. @ € S(R™), isto ¢, F:S(R™) —» S(R™).
Dem. Veja [6], capitulo 8. =

Teorema 1.14 (Fourier). Dado ¢ € S(R™) wvale:

o(x) = JW (E)em e e, (1.10)
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Dem. Consulte o capitulo 8 de [6]. =
O teorema de Fourier nos da uma férmula de inversao da transformada, que permite

definir a transformada inversa de Fourier de uma funcao ¢ € S(R™):

5 (@(x) = $(x) = Jcp(a)emxada.

Teorema 1.15. A transformada de Fourier F : S(R™) — S(R™) € um isomorfismo

conntinuo e sua inversa F ~1: S(R™) — S(R™) também € um isomorfismo continuo.
Dem. Veja o Teorema 8.2.3, pagina 96 de [6]. =
Teorema 1.16 (Plancherel). Se @ € S(R™), entdo || @]tz = || @]z

Dem. Da definicao de F temos que

P& = J(p(x)emxidx = J @ (x)e?™*Edx

f_\>
o~

= (p(—

Seja P(x) = (@ * @(—))(x). Entao pela propriedade da transformada de Fourier do

produto de convolugao temos

-~ _

V(&) = 0(E)(@(—))7(&) = B(E)P(E) = 9(E) e V(0) = JI(P(X)leX- (1.11)
Por outro lado temos pelo Teorema 1.14 que
$0) = [B(e)e = | p(e)Pae (1.12)

Portanto de (1.11) e (1.12) segue o resultado. m

Apresentamos no corolario abaixo uma identidade equivalente ao teorema de Plancherel.

Corolario 1.3.2 (Identidade de Parseval). Sejam ¢ e ¢ € S(R™),entdo

J ¢P = J ¢P.
Rn R0
1.3.3 A transformada de Fourier no espaco das distribuicoes

temperadas.

Definicao 1.9. Uma distribuicao temperada € um funcional linear continuo F : S(R™) —
C. O dual de S(R™) serd designado pela notacao S'(R™). Potanto, F € S'(R™) se, e
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somente se,
(1) F: S(R™) — C € linear;
(i1) se (@;)jen € uma sequéncia de S(R™) tal que @; — 0 em S(R™), entao F(¢@;) — 0

em C.

Definicao 1.10. Dizemos que uma fung¢do f : R™ — C € de crescimento polinomial
quando existem C,M > 0 tal que [f(x)| < C(1 + |x)™, Vx € R™.

Proposicao 1.8. Toda funcgao localmente integravel de crescimento polinomial no infinito

define uma distribuicao temperada.
Dem. Veja a referéncia [6]. =

Observacao 1.1. (i) Em particular, toda funcao limitada e toda funcao f € LP(R™),1 <
P < oo, define uma distribuicdo temperada por meio da defini¢io da F¢. (il) Se f €
LY(R™), entdo f € L™ e é continua , portanto f € S'(R™), isto ¢, define uma distribuicdo
temperada, pois se f,g € 1, entdo J%\gdi = Jfﬁdé. Além disso seque do Teorema

~

1.13 — (i) que ((—2mix)*@(x) " (&)) = 05 ®(&) Ve € S(R™). Logo Jf(ﬁ)@(i)di =
Jf(x)?p(x)dx, Vo € S(R™).

Definicao 1.11. Dada F € S'(R™), definimos sua transformada de Fourier por

(F,o) =F(o)=(F, @) =F(p), Vo€ S(R"). (1.13)

Observe que se f € LY(R™), entdo f coincide com sua transformada de Fourier em
S’/(R™). Portanto, a definicao 1.11 é consistente com a teoria de transformada de Fourier
para funcoes de L.

Assim como em S(R™), vale o seguinte resultado para a transformada de Fourier em
S’/(R™).

Teorema 1.17. F : S/(R") — S/(R™) € um isomorfismo e tanto I como F~! sao

continuas.

Dem. Obviamente, F é linear. Agora, dada ¢@ € S(R™), segue do fato que (f) =@,e
da definicao 1.11, que

o~

(F. o) = (F,¢) = (F,®) = (F, ")

)

Portanto,
(Fo")=(F,®), ¢ecS[R"), (1.14)

16



e isto é o teorema de inversao para transformada de Fourier em S’(R™). Portanto, se
F= 0, entao F =0, e F € S/(R™) é a transformada de Fourier de 3’“_1(?). Além disso
temos pelo teorema 1.15 que F é continuo na topologia de S, logo F: S’(R™) — S’(R™)

¢ um isomorfismo, isto é, F: S’(R™) — S’(R™) é uma bijecao linear e continua. m
Teorema 1.18. F: S/(R™) — S’(R™) satisfaz as sequintes propriedades:

1. (3*F)7(&) = (2mi&)“F(E).

2. ((—2mix)*F) " (&) = 08F(&).

3. (tnF)7(E) = e 2mMEf(E).

4o (TNF)(E) = ThF(E).

Dem. Provaremos apenas o primeiro item; para a demonstracao dos demais itens,

veja por exemplo, as referéncias [5] e [18]. Pela Definigao 1.11

(3F, ) = (3F, ®) = (—1)!*I(F,0%®) = (—1)'*I(F, ((—2mix)*¢) (&)
= (F, ((2mix)*@) " (£)) = ((2mi&)°F, ¢). =

Exemplo 1.1. Calculemos /5\; onde & € a funcao delta de Dirac:

A~

(3, 0) = (5.5) = (0) = Jcb(x)dx — (1, ).

Portanto, 5=1.

Agora, seja f = 1. Calculemos 1.

0. 4) = (1.$) =J$(a)da.

como pelo Teorema 1.14,

seque que J(/j\)(é)dé = $(0). Logo,

A, ) = $(0) = 8(p) = 1 = 5.

Alternativamente, usando a formula da inversao (1.14) chega-se ao mesmo resultado.
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Definigao 1.12. Definimos em S’(R) a funcdo valor principal de %, denotada por v.p.%,
pela expressao

v.p.%(d)) = limJ e de,

e—0 X
para qualquer ¢ € S(R).
Exemplo 1.2. Calculemos v.p.%. Dada ¢ € S(R™), usando o teorema de Fubini e o

Teorema da Convergéncia Dominada seque que

/\1 1 R ~
V-P-;(d)) ZV-P-;((D) = }:IE%J et @dx

7217Ixy
:J o(y) limJ dx | dy. (1.15)
R €e—0 e<|x|<f
Agora,
—2imxy 2 0 2
lim J C —dx=lim J costamy) 2iJ sen(2may) g,
€20 Je<ix|< X €0 Je<ix|< x —00 X
=0—2isgn(y) J Se::de = —imsgn(y). (1.16)
0

Segue portanto de (1.15) e (1.16) que

v.p.%(&) = —imsgn(§).
Definigao 1.13. Uma distribuicio F € S’'(R) € homogénea de grau A, quando Fo S, =
™T, vr > 0, onde S, (x) = rx.
Teorema 1.19. Seja & a medida delta de Dirac. Entdo & é homogénea de grau —1.
Dem. Observe que sendo S, (x) = 1x = S;}(x) = %x e S;(x) =rld(x). Logo
(608, &) = ldetS,| (5, b 0 S7")

=78, ¢ oS

=" 0 S:H)(0)

=T (0) ="'8(¢). =

Do Teorema 1.19 temos em particular que

T+ &2 T4 &2

T+ &2
5% —1)), ) = (80 Sag 2%

28

(5(2%( —n), ) =12&]718( -n).  (117)
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1.3.4 A transformada de Fourier em [P(R"), 1 <p < 2.

Nesta subse¢ao vamos primeiramente estender a transformada de Fourier, como funcao,
para L2(R™) e entao usar o teorema de interpolacao de Riesz-Thorin para provar que F

também pode ser definida para fungoes em LP, 1 <p < 2.

Definicao 1.14. Dadas F € S'(R™) e P € S(R™), definimos a convolugao de F e por:

Frb(x) = (1 b(—)) = (Fb(x —-)).

Proposigcao 1.9. Se F € S'(R™) e P € S(R"), entdo Fx\ € uma funcio C* de cresci-

mento polinomial, e portanto, define uma distribuicao temperada pela formula:
(Fb.) = | (Fx)xo(idx, v e SE), (1.18)

Dem. Veja a referéncia [5]. =

Vale a seguinte caracterizagao de F x1 € S'(R™):

Proposicao 1.10. Se F € S'(R™) e P € S(R"™), entao
[P woma = . 9)

onde 15(x) = (—x) € a reflexio de ).

Dem. Veja a referéncia [5]. =

Com essas ferramentas podemos provar o resultado seguinte:

Teorema 1.20. Se F € S/(R™), entao

AN~

Fetp =T,
onde Fl/l; € S'(R™) € definido como
(Fb,¢) = (F.bd), V¢ SERM,

1sto €

F(d) = F(bd).

Dem. Pelas propriedades anteriores e usando o fato de que INI) = 1/\]), segue que

—

(Fth, @) = (Feb, 6) = (F. &« b) = (F. o) = (F. ),
donde segue o resulado. =
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Teorema 1.21 (Plancherel). Se f € L2, entdo, f € L2 ¢
[l = [If]lc--
Em outras palavras , F é um operador unitdrio (uma isometria) em 1. Além disso,

f= lim J f(x)e 2™ &dx
M=o x| <M

M=o

f= lim J f(E)e 2imeEgE,
[x|<M
onde os limites sdo tomados em 12.

Dem. Seja f € L*(R™) e seja (dj)jen uma sequéncia de fungoes de S(R™) tal que
¢; — f em L*(R™). Entdo, por Cauchy-Schwartz, dada ¢ € S(R™),

(5 — T, ) = {5 — £, &) < [ b; — Tl 2| dbll> — O,

quando j — 00, ou seja, (E — fem S’(R™). Do teorema de Plancherel em S(R™), sabemos
que a sequéncia (¢j)jen ¢ de Cauchy em L2, e portanto, pela unicidade do limite segue
que fel2 A injetividade segue do fato de Vo= f= (?\V) em S/(R™). Além disso,
[lc> = Jim, [ bsllee = Tim [ bsllce = [1F]
Como ¥ ¢ continua, segue que fXgom) — e TXpgom) — fem L? quado M — co. =
Com a Proposicao 1.8 e o Teorema 1.21 provamos que a transformada de Fourier é
um operador linear de tipo forte (1,00) e (2,2) respectivamente. Entao o teorema de

Riesz-Thorim nos permite estabelecer o seguite resultado:

Teorema 1.22 (des. de Hausdorff-Young). Se f € LP, 1 < p < 2, entdo fe L9, com
1,1
b + q= 1, e -

1fllq < [Ifllp-

Dem. Como JF é de tipo forte (1,00) e (2,2), segue do Teorema de Riesz-Thorim que

JF é de tipo forte (p, q), com

1 1—-t t t 1
e—=—+-—=-=1——.
q 00 2 2 P

Portanto
Tl < Il m
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1.3.5 A transformada de Hilbert
Definicao 1.15. Dada f € S(R), definimos sua transformada de Hilbert pela sequinte
expressao (H : S(R™) — R) :

1 1 1 1 10 f
(vop. )y = —vp—(fly =) = v.p__Jy o

s
Obseve que Hf : R — R, ou seja, Hf esta definida em toda a reta.

Hf(y) dx. (1.19)

7T

Proposicao 1.11. Dada f € S(R), 5/{\1‘(6) = —isgn(&)ﬂ&).
Dem. Como v.p.% e S'(R), e \@(6) = —imsgn (&), segue que

—

—~ 1 1
Hf(E) = VP f(&)
17 1 -

= ~vp.5()f(E) = —isgn(e)T(e).

Lembramos que Hf é uma fung¢ao C*® de crescimento polinomial, se f € S(R).
A Proposicao 1.11 e a densidade de S(R) em L2 nos permite definir a transformada

de Hibert de funcoes em L? como uma isometria:
Teorema 1.23. Dada f € L2(R), temos
L3z = [[f]lr.
2. H(Hf) = —f.
3. [Hf-gdx = — [ fHgds.
Dem. (1) Dada f € L?(R), segue da Proposicao 1.11 e do Teorema de Plancherel que
3¢l = 1Tl = [1Fle = 1]
(2) Como H : L2 — 12 ¢ unitério, segue da férmula da inversa que
F(3HF) = (HIHF)” = (—isgn(£)HF(£))”
= ((—1)(sgn(£)*F(E))Y = —(1)Y = .

(3) Segue por Parseval que, dadas f, g € L2,
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Além das propriedades acima a transformada de Hilbert satisfaz as seguintes impor-

tantes propriedades:

Teorema 1.24. (a) Dada f € LP(R), H(f) existe quase-sempre.
(b) (Kolmogorov) H € do tipo fraco (1,1), isto é, dado A > 0

C
Hx € R:|Hf(x)] > A} < XHfH]_l
(¢) (M. Riesz) H € do tipo forte (p,p), se 1 <p < oo, isto €,
[H [y < Cpllfllp, ¥V feLP(R).

Dem.(a) Segue da densidade de S(R) em LP(R), para 1 < p < oo.

(b) Veja a referéncia [4], Teorema 3.2, pag. 51.

(c) O Teorema 1.23 item (1) nos diz que H é tipo forte (2,2). Como por (b) H é tipo
fraco (1, 1), segue do Teorema 1.9 (teorema de interpolagdo de Marcinkiewicz) que H é

de tipo forte (p,p), V1 < p < 2.

Agora considere p > 2. Seja (Pn)neny uma sequéncia de fungoes tal que ¢,, — f em

LP. Entao, por dualidade, Teorema 1.23 item (3), e o caso anterior (p < 2), temos

[9¢6ll, = lim [[9¢nll,

:T%Sup{“mnwdx ol <1
zggosup{”qanmax vl <1}

<sup{[3Pllq = [Wlq < 1 lim dullp

< Cq lim [[dully = Collfl,- »

Observacao 1.2. 1. H nao € forte (p,p), sep =1 oup = oo. Considere por ezemplo

f =Xo,11, entao Hf nao pertence a LP, para p =1 e p = oo, pois:

que nao € nem limitada nem integrdvel.

2. Observe que, dada ¢ € S(R), H € L! < $(0) = Jd)dx —0.
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1.4 Os Espacos de Sobolev de tipo L*(R").

Os espacos de Sobolev de tipo L?(R™) medem a diferenciabilidade de distribuicoes em
[2(R™). A vantagem dos espacos de Sobolev de tipo L?2(R™) é que, além de ser um espaco
de Hilbert, a transformada de Fourier, que transforma derivacao em multiplicacao por

polinémios em L2(R™), é um operador unitdrio nesses espacos.
Definicao 1.16. : Dado s € R, definimos os espacos de Sobolev H®(R™) por:
He(R™) = {f € S'(R™) : J*f € L(R™), onde J*f = ((1+ &)%) }

munido da norma

Ille = 7°F]e = (ju + |a|2)5|?(a)|2da)% = ||+

a qual provém do produto interno:

<fg>.= JJSfde — Jﬂa)u 1) FTE e,

Observemos que Hs(R™) estd bem definido, pois a funcio & — (1 + [£°)/2 ¢ C™® e
de crescimento polinomial, pois [04@s(&)] < Cx (1 + |£|2)S*°‘.

Proposicao 1.12. H® satisfaz as sequintes propriedades:

1. f € HS <= (1 +|E)%F € L2,0u seja, T € L2(R™, dus), onde dus = (1 + |E7)3dE.
(F: HS — [2(dus) € isomorfismo unitdrio). Em particular HS é um espaco de
Hilbert.

2. 8 € denso em H5,V s € R.

3. Set <s, entao H® — H' e € denso em H' na topologia de H*.

4. Jt:H® — H™t € um isomorfismo unitdrio, Vs, t € R.

5 H =12 ¢ o = Il

6. 0% : H® — Hs~ % ¢ um operador linear limitado Vs € R,V multi-indice .

Dem. 1 segue da definicao de H®. 2 segue de 1 e da densidade de S em L[2. 3 ¢é
imediato. O restante nao ¢ dificil de fazer. =
Observe que por 3 e 5 temos que, se s > 0 entao as distribuigoes em H® sao funcoes

de [2. Quando s < 0, geralmente os elementos de H® nao sao funcoes.
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Teorema 1.25 (Interpolagao). Sejam s; < s < sq, €0 € [0, 1] tais que s = 0s1+(1—0)s
Se f e H' N H%2, entdo f € HS e ||f]| < |Ifll5 |Ifl1es -

1
Dem. Temos que 0 +1—0=1+= + + 1+ = 1.
6 1-0
Dali, aplicando Holder, obtemos:

D=

1l = (1+|a|2)5|ﬂa)|2da)

1-06

i R N 1/2
=< (1+|a|2)651|f(a)|29(1+|a|2)“—e)”lf(&)|2“—9)da) .

(1+|a| 2)% 7 (a)|2§da>2 (j(1+|a|) R )|<9‘eefda> 2

—0

= ("(1 + ra?mﬂan?aa)z (J(l + |a|2)82|?(a)|2da)
= [|f)1 51 [l ss -

Definigcao 1.17. Dizemos que uma fungao f € LP(R™) € fortemente diferencidvel em LP

em relag¢ao a j-ésima variavel, quando 3g € LP(R™) tal que:

Ti—ee JT—T
lim. (Teoee )F—F gl =o,
e—0 € Lp
1sto €,
f ) —f P
lim J ’ (xFee) — ) _ g(x)| dx=0.
e—0 €

A fungdo g € chamada de derivada parcial (forte) de f em relagdo a j-ésima varidvel.

Analogamente, define-se a derivada de f em LP. Dizemos que g € LP é a derivada em

LP de f quando:
T_f—F B
€

lim
e—0

onde T,f(x) = f(x —y).

Observagao 1.3. No caso p = 2, temos que a definicao acima € equivalente as duas

sequintes afirmacoes:
o | fovasetax == glieixiax, Yo € SR
n Rﬂ
° &;—f(&) € L*(R™).
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Teorema 1.26 (Imersao de Sobolev). Seja s >k + 3.
1. Se f € HS, entdo (%) e Ll e

(@S| v < ClIfllys ¥V |l <k, onde C = C(k —s).

2. H3(R™) < CK (R™) (O espago das fungoes com k derivadas continuas que se an-
ulam no infinito). Em outras palavas, se f € H*, s > k + %, entdo (apds uma

possivel modificagao de f em um conjunto de medida nula)

fe Ck Rn HfHCk <C HfHHS :

Dem.(1) Pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz

[f(£)lde

(2m) 1 J (0%F)(£)]dE, = J| EXF(E)|dE < J (1+ &N /2IF(&)|dE
Ju LD+ 1E)

(J(1+|a| s |?(a)|da> (J(1+|a|2)k—5da)2
C

(2) Consideremos primeiro o caso k = 0. Temos que
Il = 1) e < [Ifller < Cl) I Flas,

onde usamos a formula da inversao e o item (1) com k = 0. Agora, se k > 1, entdo, por
(1)dagfelle
[0 f [l = [1(0gF) [ < 08 F]l1r < C[f[fres. m

Segue desse Teorema que se s > 7, entao as fungoes de H® sao continuas.

Corolario 1.4.1. Se f € H®*, Vs € R, entdao f € C*.

Dem. Veja a referéncia [1] ou [18]. =
Vamos agora caracterizar (H*)*(o dual de H®). Dados @, € 8, a desigualdade de

Parseval , (cuja prova é similar & do Teorema de Plancherel) nos diz que
< 0.0 >= | (bixIdx | SED(EIE = | HEND(-E)dE
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onde estamos olhando ¢ como uma distribuicao temperada e 1\ uma funcao teste. Da

desigualdade de Cauchy-Schwarz, segue que:

< @, >|= U(1+|a|2)f¢>( )(1+ &) 2P (— da’

< (J(ma) (E |2da) (Jma )Fda)

= [lell s [l -
Podemos entao estender < @,V > a uma forma bilinear em H™* x HS.
<f,g>= Jﬂ&)@(—&)d&, (1.20)
que é continuo, pois
| <f,g>[<|fll-llglls- (1.21)

Teorema 1.27. Se s € R, entao a dualidade entre 8’ e 8 induz um isomorfismo unitdrio
de H® a (H®)*, o dual de H®. Em outras palavras, se f € H™*, o funcional
<f,.>8 —R

e r—<f o>

estende-se a um funcional linear continuo em HS, com norma ||f||_,, e todos os elementos

de (H®)* sao desta forma.

—s7’

Dem. Dados f € H™*, segue de (1.21) que, < f,. >: 8§ — R é um funcional linear
continuo em H?, cuja norma atinge no méximo ||f||_,. Agora, tomando g € 8 tal que
g =F (1 +1&f)*F), ou seja, § = (1 +[E[*)*F, temos que g € H e

<fi9>= |1+ 1gfyitas = Il = . gl

Logo, [|[<f,. >l = [If] .
Provemos a sobrejetividade: Dado G € (H)*, segue que G.F ! é um funcional linear
continuo em L2(ys), one dus = (1 + |&*)dE&. Entdo, pelo teorema de representacio de

Riesz, 3g € L2(1s) tal que:
Glo) =< G, >= | BlE)g(e)(1 + e
Mas entio G(@) =< f, @ >, onde f(&) = (1 +|£%)°g(£), e f € H, pois
12, =J|ﬂ2(1+|a|2)Sdazj(1+|a|2)5|§|2 dc. m

Vamos aplicar as propriedades da funcao maximal de Hardy-Littlewood para demons-

trarmos um importante teorema de imersao de Sobolev.

26



Proposigao 1.13. Seja @ = o(r = [|x||), 1€ [0,+00), uma fung¢ao positiva decrescente
tal que @ € LY(R™). Entdo

sup |@¢ * f(x)| = sup fly)dy| < [l Mf(x), (1.22)

t>0 t>0

Jcp(tl(x—y))

tTL

para cada f € L, (R™).

Dem. Primeiro consideremos ¢ uma funcao simples positiva, isto é,

X) = Z %5X8,,(0)(X), o > 0.
Entao,

@ flx Zcx]\ !|B G0 * 10 < el MAG.
TJ

(Observe que |[@[|: = Z o |B+,(0)

Seja @ uma funcao arbitraria que satisfaz as hipdteses da proposicao, entao 3 uma
sequéncia (@j)jen crescente de funcoes simples positivas mensuraveis tais que @; — @
pontualmente. Entao, pelo teorema da convergéncia mondtona, segue o resultado. =

Para estabelecer o resultado de imersao de Sobolev que desejamos, precisaremos es-

tudar as propriedades de continuidade do potencial de Riesz.

Definicao 1.18. : A solucao fundamental do Laplaciano A € dada pela sequinte formula:

f(y)

Uf(x) = C“J —dy, para n >3

n
R [X — Y

O Potencial de Riesz generaliza esta expressao.

Definicao 1.19. : Seja 0 < o« < n. O potencial de Riesz de ordem «, denotado por 14

¢ definido como

f(y)

I f(x) = C“J —xdy = Ky * f(x), (1.23)
R™ !x—yl

onde Co =2 27T (2 — $)T(5).

Estudemos as propriedades de continuidade em LP(R™) do potencial de Riesz.

Teorema 1.28 (Hardy-Littlewood-Sobolev). Sejam 0 < o« < m, 1 < p < q <

00, com + =

1l «
q P n’
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1. Se f € LP(R™), entdao a integral (1.23) € absolutamente convergente, para q.t.p
x € R™.
2. Sep > 1 entao 1, € de tipo forte (p,q), isto é,
Ma(Dlq < Cpam I, - (1.24)

Dem. Dividamos Ky (x) = K% (x) + K%, onde

K2 (x) :{ Ka(x), se x| <e

0, selx| > e.

€

onde € > 0 sera determinado depois. Entao

Lo F ()] < K F(x)| + [K # F(x)| =T+ IL (1.25)
As integrais I e IT convergem absolutamente, pois I representa a convolugao de K% & 1!
com f € LP e II representa a convolugao de K¥ & LP’ com f € LP, onde p’ é o conjugado
de p.

Também, usando

d € .n—1
J —I = an T _dr=Cpae®
lyl<e |y| oT «

junto com (1.22) na proposigao 1.13, segue que

I

N

1 1
(Gt + ) (0 < ConeMA). (120)

Por outro lado, pela desigualdade de Holder segue que

flx —
Hzca,nj ("T}.f)dy‘ (1.27)
yize [yl
) o
<Canlfly (| ey (1.28)
T Uiz y/mmep

+oo T.nfl ﬁ
Con [Ifll, (L md?> (1.29)
= Cone? "], - (1.30)
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Tomando € = €(x) tal que
Con€*Mf(x) = Ce? ™ *|f||_,
e usando o fato de que % —n= %‘, segue que
CMf(x) = Ce 7 ||f], . (1.31)

Combinando (1.25)-(1.31), podemos escrever

Laf(x)] < C([[£]l, (MF(x)) 1) *w (1.32)
= CIf[3™ (Mf(x))' % (1.33)
— CIfIS (Mf(x))*°, 8= % e (0,1). (1.34)

Finalmente, tomando a norma LP em (1.32) e usando o fato de [|[Mf][, < C|[f[[,,

segue que

) - 0 1-0
ITafll, < CUFL [[(MAC[] = CIIFIl, IMFll 2y < CIIFIL,
pois (1—-0)q = (1—22)q = p, isto ¢, % 2%—%.
Estamos prontos para provar o teorema de imersao.

Teorema 1.29. (1) Se s € (0,%), entao H*(R™) < LP, com p = 25 isto é€,

S=14 — %. Além disso, dado f € H*(R™),

s € (0, %), tem-se que
[flly < Crs D3]l < CIffl s (1.35)

onde

D* = (—A)3f = ((2[&))F) V.

(2) Se s > %, entao H® — L. Além disso, dado f € H?,

[llee < Collffe.
Dem. (1) Temos que
ID*fl 2 = CllIEPTe < ClI(L+[EF)*Fi2 = C |14

Falta mostrar a primeira desigualdade. Usando o Exercicio 13 do capitulo 1 de [1§]

podemos definir

1 \Va Cn,s

Dsf = 97 ou f = D_Sg = CTL’S(W/Q\) == |X|n_s * gr. (136)
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Portanto, pela estimativa de Hardy-Littlewood-Sobolev (1.24) segue que

€n,s
s *g

< Cos [ID5F (1.37)
P

I, = 1D~%g1,, = |

(2) Segue das propriedades da transformada de Fourier (Teorema 1.11) que,

£l = [|(F)Y[te < [[fll < Col[fflms. m

Teorema 1.30. Seja s > 5. Entdo H*(R™) € uma dlgebra de Banach com relagdo ao

produto de fungoes, ou seja, se f,g € H3(R™), entao fg € HS e
1Tglhs < Cs [l 9l -
Dem. Dados, &1 € R™,
(1418772 < 22 { (14 e —nP)/2 + (1+ WP)/2}

Usando esta desigualdade deduzimos que

(75 (£g)) (&)l = (1 + [E]*)*/*(£g)~(E) = (1 + [E[*)*/*(f = G(E))]

= (1+ )52 F(& —n)ﬁ(n)dn‘

< gsj (@l =n) e —m)g) + (1 + In) 72 F(E —m)gn)l ) dn
- QS{JW & — )G (n)ldn +J|ﬂa—n)@mmdn}
= 2[5 F1 « [G1(&) + [F] * [Jgl(&).

Tomando a norma L2, usando a desigualdade de Young e o Teorema 1.26 (1), segue

que

Cs(T=fll=llgllc + [l (7> gll2)

1f9llns = ) (fg)ll> <
< Colliflhnsliglhnr 4 e llglle),

onde T > . Tomando r = s segue o resultado. =

Corolério 1.4.2. Seja s > 5. Se f,g € H*(R™), entdo

Ifgllis < C)(Ifllns gl + (1]l (9]

He -
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Dem. Pela demonstragao do Teorema 1.30 e pela desigualdade de Hausdorft-Young

(Teorema 1.22), temos que
C)UIFlhms NGl + [l gllne)

<
< Cls)Ifllns Nl gl + [[lliellglhis). m

19l

A seguir apresentamos algumas estimativas da regra de Leibniz vetoriais para derivadas
fraciondrias a serem usadas nas demonstragoes dos nossos principais resultados. Comecamos
com um Teorema de C. Kenig, G. Ponce e L. Vega, que é uma extensao da Proposicao
3.1 de F. M. Christ e M. I. Weinstein [3]:

Lema 1.4.1. Sejam x € (0,1), 1 <p<oo,v>1ehell;.(R). Sefe CHC), f' € L™
e D*u € LP(R), entao
IDEF(hfler < el ()l (M(hP7) 7 Do,
onde M € a funcao maximal de Hardy-Littlewood.
Dem. Veja o Teorema A.7 da referéncia [13]. =
Lema 1.4.2. Seja o € (0,1). Se D*f € LP1, g€ P2, f € LP3 e D*g € LP4, entao
DLy < IDIfllipllgllize + Il zs [IDZ gl 2
onde%:p%—l—p%:p%—{—p%l.
Dem. Veja a Proposigao 3.3 da referéncia [3]. =
Lema 1.4.3. Sel <p<oo el< <1, entao
ID=(fg) — fD2g — gD%Flry < gl IDEfllcr.
Dem. Veja [13], Teorema A.12. =

Lema 1.4.4. Sejam 0 < x <1 el <p,q < oo. Entao
IDZ (e Pllizrs < IVITprpan lgllipzre + 1T*gllpes

2 1 _ 1 2 1
com 1 <Ppi,qi <00, =+ ==, o+ o :

X
4 onde0 =00t =} | fuly.vPdy
Dem. Este é o Lema 3.5 da referéncia [22]. =
O lema abaixo é conhecido como regra de Leibniz vetorial para derivadas fracionarias
e foi demonstrado por C. Kenig, G. Ponce e L. Vega em [13].

Lema 1.4.5. Sejam o € (0,1), g, xo € [0, &, tal que & = o1 + xa, 1 < Pp1,P2,q1, g2 <

1 1 1 1 1 1 ~
00, com = =—+ — ¢ = =—+ —. Enidao
’ P P1+P2 q q1+Q2

DX (fg) — gDIf — fDYgllprs < cl[DFF|lor o [IDFP gl pey o2
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Capitulo 2

A equacao de Schrodinger linear e
suas propriedades de efeito

regularizante.

Neste capitulo obtemos a solucao explicita do problema de Cauchy para a equacao de
Schrodringer linear com dado inicial em S(R) e estudamos suas propriedades de efeito
regularizante de tipo Strichartz, de tipo Kato e para a fungao maximal. Com excessao de
uma estimativa para a func¢ao maximal, todas as propriedades enunciadas serao provadas

com o0 maximo de detalhes.

2.1 O problema de Cauchy para a equacao de

Schrodinger linear.

Consideremos o problema de valor inicial para a equacao de Schrodinger linear,

{ dou—1idlu=F(x,t), x, teR 2.1)

u(x,0) = up(x),

onde uy € 8(R) e F € §(R?).
Primeiramente vamos estudar o caso homogéneo, ou seja, F = 0. Aplicando formal-

mente a transformada de Fourier a esse problema o transformamos no PVI

Q& t) = —4mi|E TU(E, )
u(é, 0) =up(&),
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cuja solucao é
T(E, 1) = e 4™ HEl g, (£). (2.2)

Agora, aplicando a transformada inversa de Fourier em (2.2) obetemos

u(x, t) = (e HERT (£))Y = (e VT HIER)Y sy (x).

Chegamos ao problema de calcular a transformada de Fourier (&) de f(x) = e~ 47 ithxI’,

Derivando esta funcao obtemos:
f'(x) — 47t (—2mixf(x)) = 0. (2.3)

Aplicando a transformada de Fourier a (2.3) e integrando de 0 a & a expressao resultante,
chegamos que R
f(&)  i& - AT
In=—"—=—"— = f(&) = f(O)e i,
(0) 4t

~

Recaimos assim no sub-problema de calcular f(0). Utilizando a definicao de transfor-

mada de Fourier e a teoria de coordenadas polares, obtemos:

(%\(0))2 — (J e47t21tx|2dx) (J e4ﬂ2ity|2dy) _ J ef4ﬂ21t(x2+y2)dxdy
R2

27 p+o0 9e. o 27T —+o00 _— 1
= J J e M rdrdd = <J de) (J e i rdr) =—.
o Jo 0 0 47t

1 i£2

e, (2.4)

Logo,

4mit
Portanto, a solu¢ao do PVI (2.1) com F=0 é

ei\x\2/4t

U(X, t) = CW *

up(x) = Ult)ue(x), (2.5)

onde U(t) denota o operador definido por U(t)f = (6*47‘2“&'21?(&))\/, para cada t €
R e f e 8(R).

Agora consideremos o PVI (2.1) com F nao identicamente nula. Seja F € S(R).
Aplicando a transformada de Fourier ao PVI (2.1) obtemos um novo PVI, com uma

EDO linear nao homogénea de primeira ordem:

{ OLU(E, t) + 4mIE2U(E, t) = F(E, 1), (&,1) € R?2 20

U(&,0) =1y (&).
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O PVI (2.6) acima é facilmente resolvido do seguinte modo: Multiplicamos nossa

equacao por um fator integrante p(t)
M) (QT(E, 1) + 4PHIEPR(E, 1)) = ut)F(E, 1)

e buscamos p(t) de tal modo que o primeiro membro seja a derivada do produto de p(t)

por 1(§,t), isto é,

R(t)(0:T(E, 1) + 4mHEPU(E, 1) = O (M(D)T(E, 1)) = Qe m(t)TU(E, 1) + p(t) D T(E, t).

Portanto, temos formalmente que

dep(t) = p(AE? = u(t) = e .= (). (2.7)
Logo

d - -
2 (UDT(E 1) = U(YF(E 1),

da qual, integrando de 0 a t, obtemos:

t

U(T(E, ©) — T(E,0) = j U()F(E, 1) d.

0
Multiplicando ambos os lados por ﬁ(—t), e usando as propriedades da exponencial,

chegamos a seguinte solugao do PVT (2.6):

t

(e, 1) = U(—t)Tho(&) +J U(—t + DF(E, T)dr.
0

ou seja,

t

U(E, 1) = e P HEPL (§) +J e THTIEPE (¢ 1ydr. (2.8)
0

Agora, aplicando a transformada Inversa de Fourier em (2.8) chegamos & solugao do
PVI (2.6):

t

u(x,t) = U(t)up(x) +J U(t — 1)F(x, 1)dT. (2.9)
0

Observe que a condicao u(x,0) = ug(x) é facilmente verificada. A solucao acima é

conhecida como formula de Duhamel.
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2.2 Propriedades de efeito suavizante para a equacgao

de Schrodinger linear.

Aqui vamos estudar por meio da férmula (2.9) as propriedades da solugao do PVI (2.1)

que iremos utilizar na demonstracao do nosso resultado principal.

Proposicao 2.1. A familia {U(t)}ier € um grupo unitdrio de operadores, ou seja:
1. Para cada t € R, U(t) : L2 — L2 € uma isometria, isto €, |[U(t)f]|r2 = ||f] 2.
2. Ut+t) =U)U(t) eU(t)t =U(—t) = (U(t)*.
3. U(0) =1.

4. Fizando f € L2(R), a funcio &¢ : R — L2(R) definida por ¢¢(t) = U(t)f € uma

funcdo continua, isto €, descreve uma curva continua em L?(R).

Dem. 1. Usando o Teorema de Plancherel, segue que
U2 = (W= = T2 = [F]lee

A demonstracao dos demais itens é imediata. m

No lema abaixo apresentamos uma importante propriedade de U(t) nos espacos LP.

Lema 2.2.1. Se t # 0,% +

continuo e

% =1 eq € [1,2], entao o operador U(t) : L9 — LP ¢

U fr < Cl= o)1)
Dem. Pela Proposicao 2.1 temos que U(t) : L2 — L2 é uma isometria, isto é,
[U(t) ][z = [[f]r2.

Usando a desigualdade de Young, obtemos

il-2 H2

e it e
[U(t) ][ = IIC\/Tlt \/—||Loo||f||u

= [|C(47) "2 (t) % o || | 2 < CItIT2[|F]| .

# flle < [|C

Portanto, segue do Teorema de Riesz-Thorim que U(t) : L9 — LP, com % + % =1,e

1 1

U ee < (CIZ )0l = clt)> @ o) ]l
1
P2 P q
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Lema 2.2.2. O grupo {U(t)}ier satisfaz as sequintes propriedades:

1. Sejam q e r satisfazendo 0 < % = %—% < % e seja d = p(x) € L2(R). Entao U(-)P
satisfaz a estimativa
U)oy < Clld|ez. (2.10)

2. Sejam (qy1,711) € (qz,T2) satisfazendo 0 < q% = %—T—j < %,) =1,2. Entao para cada

intervalo I C R com 0 € 1, vale

t
1] =gt marlge < Clgl g, o 2.11)
onde a constante C é independente de 1, e p’ € o expoente conjugado de p.

3. U satisfaz as estimativas
1
DU Pl ere < Clldre, (2.12)
1
[U()P|Lire < CIDad]|c2. (2.13)

4. Para cada intervalo 1 C R com 0 € 1, valem as sequintes estimativas:

t
1
WXJUU—ﬂMJMﬂm@<QMMQ (2.14)
0
t 3 1
njuu—ﬂWJMﬂw$<qwmquw (2.15)
0
t
o | Ut =gl Ddrliers < Clglhg 2.16)
0
t L 1
H%JUH—ﬂ%JMﬂwQ<Qme%gw (2.17)
0

onde C ¢ independente de 1, e |I| € o comprimento de 1.

Dem. Para demonstrar os itens 1. e 2., primeiro provaremos a equivaléncia entre as

trés seguintes estimativas:

IUCPlee < Clliz, (218)
1 U=t t)a e < Cllgle gy (2.19)
1 ugt vt < Clot g (220)
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Em seguida provaremos a estimativa (2.19), o que resultard na prova das estimativas

(2.10) e (2.11). Para isso utilizaremos as seguintes identidades:

(a) Joo ro U(t)(cb(x))g(x,t)dxdtzro d(x) <JOO U.(t)g(x,t)dt) dx.

—00 J—00 —00 —00

o) 1] uwgt e = | | gtny (r u(t—t')g(x,t/)dt/) dtdx.

—00 J—00 —00

Prova da zdentzdade (a): Usando os teoremas de Fubini e Plancherel temos que

JOO r UM (6(x))glx, thdxdt = | r e & H(£)3(E, dEdt

—o00 J—0o0 v —00

_ j (£)e g (E, 1) dedt

J—00

_ ( dt) ~(&)dE

= d)(x) (J U(t)g(x,t)dt) dx. (2.21)

J—00

Prova da identidade (b): Usando um argumento semelhante ao da obtengao de (2.21),

2 o0 roo o0
_ ( U(t)g(-,t)dt) (J U(t’)g(-,t’)dt’) dx
[_)2c J—00 J—o00 —00
— [~ (noo eﬁ?@(?_ﬂt)dt) (JOO eit/&g\(a,t/)dt/) dé

= g(&,t) (J e“tt/)gﬁ(é,t’)dt’) dt) dg

e OO

- §(61) (f U(t—t')g(-,t')dtf) ~(&)dEdt

segue que

Jw U(t)g(-, t)dt

—00

= g(x,t) (J U.(t—t’)g(x,t’)dt’> dtdx, (2.22)

o que prova a identidade (b).
Agora estamos prontos para provar que as equagoes (2.18), (2.19) e (2.20) s@o equi-

valentes. Lembremos que, ao nos referirmos a dualidade, isto significa que

o0 % o0 o0
U IIh(-,t)Hgdt) =sup{J J h(-,t)w(x,t)dxdt;||w||Ltq/L5/:1}.

Vamos primeiro provar que (2.18) é equivalente a (2.20).
Se vale (2.20), entao vale (2.18). De fato, usando dualidade, a identidade (a), a

37



desigualdade de Holder e (2.20), temos que

e s { [ [ uwomgte vaxat fgly =1

—00 J—00

= Sup{ro P (x) (JOO U(t)g(x,t)dt) dx; ”gHLﬁ/LE/ = 1}

<sup {10hhe 1| U960l gl =1}
< Lol ol Mgy gl =1} = Clidlle.

o que prova que se vale (2.20), entao vale (2.18).
Passemos a reciproca, ou seja, se vale (2.18), entao vale (2.20). Procedendo de maneira

analoga a anterior temos que

I utgt ot =sw{ [~ o0 ([ utvgevar) axi ol =1

—sw{ [ [ s vaxa ol =1}

—o00 J—o00
L
/

<sup{f (Jio ru(tm(x)rw)p(f |g(x,t)rp’dx> at: |M>HL2:1}

< Csup{[[U()dleapllglorps bl = 1)
< Csupll|dllzllgllorps Ndllz =130 = Cllgll arp-

Portanto, (2.18) e (2.20) sdo equivalentes.
Provaremos agora que (2.20) é equivalente a (2.19).

Se vale (2.19), entao vale (2.20). De fato, procedendo como antes, temos que

| uwgena: = [ (] uwgtvar) ( [ uwiato dt,) N
do; ( Zu dt) (J:U(—t’)mdt'> dx

[ st (] ut-vighiar) axat

JOO (rw ar d">pll (J: JOO Ut —tg(- t)at’ pdx)édt

\ Hg ) )H]_? [_E HJ U(,t/)g(,t/)dt/HLng < C2||9 ”Lq ]_D )

(e.¢]

N

Supanhamos que vale (2.20); mostremos que vale (2.19). Observe que se vale (2.20)
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entao vale (2.18); segue dai que

(o¢]

uj Ut — t)g( t)at [ Lare = [U() (j

—00 —00

u(—t')g(-,t'mt') s

<C||J U9 Tt e

—00

< CHQ(, ')”]_‘5']_5"

Portanto estd provado que as estimativas (2.18), (2.19) e (2.20) sao equivalentes. Mostremos

entao a validade de (2.19). Da desigualdade de Minkowski e do Lema 2.2.1 obtemos

HJ U(t—t")g(-, t')at||re <J Ut —t)g(-, t")]|rdt’
© 1
<c| iumlebtledr. @2

onde & = %(#—%). Ainda usando o Lema 2.2.1, o Teorema de Hardy-Littlewood-Sobolev

e (2.23), obtemos

(0.¢]

HJ Ut —t)g(-,t")dt || pap < CHJ (- )| prdt]La

—00 —00

t— e

1

o / ’ q’
s¢ <J ol )ng’dt) = Cllgl Ilpares

—00
1 _ 1 _ _ n_2,n
com q—i-(l a)ed<l—a<l1, eque q—i—p,onde
2<p <y, sen>3,
2<p < oo, sen =2,
2<p < oo, sen=1.

Oberseve que (2.18) corresponde a desigualdade (2.10) e (2.19) é um caso particular para
(2.11). Dai, segue a prova de (2.10) e a prova de um caso particular para (2.11), com
pares de indices conjugados.

Demonstra¢ao do item 3. Para provar a estimativa (2.12), antes observemos que

podemos decompor (/1\)(5,) da seguinte forma:

B(E) =1 (&) = X(—000) (E)D(E) + Xi0.00) (E)D(E)
= ¢ (&) + b4 (£). (2.24)

Usando transformada de Fourier, (2.24) e o Teorema de Plancherel, obtemos:

DUt b(x) = CIE[ e G (£)Y (x)
= C(lgf2e ™ hy (£))V(x) + C(IEl7e & P _(£))V(x),
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Fazendo a mudanca de varidvel £€2 = 1 e usando sucessivas vezes o teorema de Plancherel,

obtemos:
IDIu(- (VI = (1&]2e e D, ()Y (x)Pdt
=C| || |&re ", erEaedt
oo e . . . 1
=C| || rie e (vr)sdrfdt
J—oo JO T2
o0 OO . . Y 1
=C| || e ™e™ T, (vr)dridt
J—oo JO T4
[ 1 > —itr ix/T 1 1 2
=C| |—=| e "Wyxa (ne™p,(Vr)cdrfdt
J—o0 27-[ —00 T4
_c| Fmwprat= CJ f(r)2dr,

onde f(r) = ™7 (V) Arxe- (). Entéo,

el

1 . ~ 1
||D>3u(')¢+||%g =C |€1Xﬁ¢+(\/_)—%XR+(T‘)|2dt

J—00

=C| [, (vT)

=C| b (x)Pdx=Clld |z

Extraindo a raiz quadrada e tomando o méximo em relacao a x de ambos os lados da

desigualdade acima, chegamos a seguinte desigualdade

IDIUC) - stz < Cllbe oz

De modo analogo obtemos o resultado com (¢_). Portanto segue que

||D u(- ¢HL<>@L2 = ||D§U- )b+ + D3 U (- ||LooL2
< [D2u(- d>+||LooL2+H+D UC) [ er2
< Clld—le2 + [[d+]lr2) = Clld]|r2-

Para a demonstracao da estimativa (2.13), veja a referéncia [14].

Demonstrqagao do item 4. Para provar a estimativa (2.14), usamos dualidade, de-
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sigualdade de Holder e os teoremas de Fubini e Plancherel do seguinte modo:
L[t
D% | ute— gl vl
0
o0 1 t
U (D,%J U(t—’t)g(-,ft)d’t) (x)dx
—00 0

e}
J
r (o.¢]

- _
| emgte e it dear:

= sup

e = 1}

JtU(—T)g(-,T)dT) DZU(t)h(x)dx|; IRz = 1}

Il = 1}

= sup

= sup
JO J—o0
rt roo
J §(E, De UL e AR ) dzdrl ||h||L2=1}

B th(x T)D2 U(t—T)h(x)dex ;
—oo JO

I
w
e

T

I =1}
oo % t 1 %

(J lg(x T)|2d’t) <J |D,zu(t—q:)h(x)|2dT> dx; ||h|=1
—00 0 0

sup (L |Déu(t—r)h(x)|2d1)2f° (Lm(x,ﬂﬁdr)de; HhHL2=1}

= SUP{HDEu(t_T)hHL;'OLfHQHL,{L%; Mz =1}
< Csup{llglluaezlillz; (Wl =13 = Cliglliies-

< sup

|
0
=
o)
/—/H/—/H/—"\/—"\/—’Rr—/ﬁr—/‘«
=S

A ltima desigualdade acima segue da estimativa (2.12). Portanto os cdlculos acima
prova a estimativa (2.14).
Para provarmos a estimativa (2.15) fazemos uso da estimativa (2.13) e da desigualdade

de Holder do seguinte modo:

||j (t—1)g(, Dt are < ||J Ut — D) g( 1) dre] e

<1 (] 1tar) (] e =gt mteac) g
([ ] =gt arax)

J =gt 7t 0c)

NI

Bl

< It (J ||D¢U(—T)9(-,T)|I%ng)
1

3 1
— I Dl gl ez
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Provaremos a estimativa (2.16) usando as estimativas (2.12) , (2.14) e a transformada

de Hilbert H como segue:

t 1 1 t
fo. | (e vigt-viarliz; = J9e0i0d (| uteu-mgl mar) sy
0 0

_ Ipiue (vmé [ u(—T)g(-,T)dT) stz

t
< C||:HD%;J U(—1)g(- D)tz
0

— CD} | uumgl s

Os calculos acima se justificam pelo fato que a transformada de Hilbert H e o grupo U(-)

serem isometrias em L2, ou seja,
|HFllrz = [|fllz, VEEL® e UMz = |2, Vel

Finalmente, para provaremos (2.17) usamos Minkowski, Hélder, (2.12) e um argu-

mento semelhate ao anterior:

0

Hax(J Ut —t)v(T)dT) |12 = HDéU(t) (%Dé L U(—T)V(T)d’f> [IESE:
< C||HD2 Jt U(—1)v(T)d| 2
0
— || L U(—1)D2v(t)d 2

t 1
< CJ [U(—=T)D3v(T)||12dT
01 .
< CIE[DRv|rzrz.
Com isso finalizamos a demonstracao do lema. =

Teorema 2.1. (1) Sejam u(x,t) = U(t)ug e v(x,t) = U(t)vy solugées do PVI (2.1)

com dado inicial Uy e vy, respectivamente. Entao
L. _ 1
DX (uv) [lr2re) = 272 [ug]|r2([vol[r2- (2.25)

(2) Sejam

t t

U(t—1)F(-,t)dt, v(x, t) :U(t)vo—ij u(t—1)G(-, t)dr,

u(x,t) = U(t)uy — iJ
0

0
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onde F, G € LY(R; L?). Entdo
D3 (W) |2y < 272 (Juollf + [IFllerez) (vollf + 1GlLicz)- (2.26)
(3) Sejam w e v como na parte (2) com ugy, vy € Hz e F,G € L{H%. Entao

19 (w9 |z mz) < 272 (luoll,y + IF 1y 03) (Ivoll, g + G (2.27)

LiHz2 L1H2
Dem. (1) Exibiremos duas demonstracoes:

(a) Primeira demonstragao. Tomando a transformada de Fourier de uv com relagao

a variavel espacial obtemos

1

() *5(E) = (2n)—zj (5 —n)Sm)dn

S

F(uv) = (271)~

—(2m)72 | e TE (& —n)et™ T(n)dn
= (2m) 2 | e THE2ENG (g n)ett T (n)dn
—(2m) 2| e TE2EMT (€ —1)Tp(n)dn. (2.28)

Agora tomando a transformada de Fourier de (2.28) com rela¢ao ao tempo e usando o
teorema de Fubini, obtemos

o0
1

T (uv) = (27) J e T () (£, Y)dt
_ (2m)-4 r’ et ((m)%r e“(*%ﬂ)ao(a—nﬁom)dn) at

~ (2m) Jw (ro ei“e““”mdt) fio(& —n)¥0(n)dn

=ent [ e (jm e““HQ%“)ldt) fio& — ) (n)dn

:r (270) 2Tt + & — 2&n)to(€ —n)vo(n)dn

:J 5(T+ & — 2&n)Uo(& —n)Vo(n)dn

L (TR e o

_|25|Jof’< 2%, ”)“0(5 M)vo(n)dn. (2.29)

A dltima e a penultima das igualdades seguem do Teorema 1.19 e do Exemplo 1.1,
respectivamente. Onde & denota a medida de Dirac que é homogénidadde de grau —1.
Logo pela igualdade (2.29) e Observagao 2.1 temos que

ol (6~ TRo(5(E+ 7). (2.30)

FeTx(uv) = gt g Vlgl T
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Agora aplicando a identidade de Parseval em (2.30) obtemos

OO OO 1 1

TR T .
| ]l e = Pl e+ pards

oo o0 R 1 . 1
|uo(§(5 — S))\_’o(§(£+ s))lPdsd§,

3 (115112
D3 (wv)|[{2(re) =

J—00 J—00
OO o]

N — N = = =

[Go (p)Vo(q)Pdpdq

J—00 J—00

- ~ 1 _
GolIt=Ivollt= = S lluollt2lIollt=, (2.31)

onde fizemos as mudangas de varidvel T — s = 7 e (s,&) — (p,q) = (555, E;S), para
justificar os calculos acima.

(b) Segunda demonstragao. Multiplicando as representacoes de Fourier de u e v e
fazendo as mudangas de varidveis (&,n) — (p,q) = (& +1,—& + 1) e em seguida
q — T=7p(q, (observando que

o0

u(t,x) = (2m) 7 J (IxE—1E)g () g

—00

ep=E&+neq=—E+n=&-n’=(E+n)(E-m)=p(—q)=—pq,p+qg=2n=
n=Mlep—q=2{ = &="11) segue que

wit ) = m) (| e nac ) Ow eixn—itn%o(n)dn)

= (2m)~" e et Mg, (£)00(n) dEdn
J—00 J—0
= (2m) e EMITHE I (€9 (n)dEdn
J—00 J—0
B ges) o) . . R 1 ~ 1 1
= (2n)~* e Pt tpquo(§(p—q))vo(é(p+q))§dpdq
J—00 J—0
[ [ . . 1 T .~ 1 T.. 1
= (2m) ! e P (= (p — =))Vo(=(p + —))—dTdp. 2.32
(2m) - 0(2(19 p)) 0(2( p))2|p| p (2.32)

Uma vez que (2.30) e (2.32) sao equivalentes, a demonstragao segue de (2.31).

(2) Por (2.25), Um argumento de dualidade, a desigualdade de Cauhy-Schwartz, e a
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unitdriedade de U(t), obtemos

D2 <U(t)uo [ U= T)G(T)d’t) e e

)
— sup {UZ | ol (u(t)uo L i T)G(T)dT> Pt X)dtdx|; fiaee) = 1}
< sup {;2 ‘;2 D} (u(t)uo L i T)Gmdr) w(t,x)dt] ax; bl ) = 1}
<o {[" 1] DTG alwit, izt [lhess =1}
< {[" [ IDHUOMTE— TG st esdeats [l =1
<o { [ IDHUCH T TG e [ e s e =1}

_ 1
=272 |lugl 2| Gl ez

A ultima desigualdade segue de (2.25). Analogamente, temos:
t
1 _
DT | Ut~ FeaD ) < 27 ol Fliyes
0

t

D2 (JtU(t—T)F(T)dT J

0 0

Ut — T)G(T)dT) |l L2(R2)

L (U(t)J U(—T)F(T)dT-U(t)J

0 0

U(—T)G(T)dT) l|lL2(r2)

t

t
<24 | uC-rIFmlat ) | U-nGrd
0 0

=22 ||Flluez|Gllyee-
Segue dos cdlculos acima que

l —
D3 uV| 2 (g2

< |IDZ (U(t)ueUt)vo)||2(r2) + | D3 (U(t)uo L Ut — T)G(T)d’t) ez ey

+||D: (U(t)vo L U(t —1t)F(7) dT) L2 &2y

1 t t..

+||D2 <J U(t—T)F(T)dT) (J U(t—T)G(T)dT> |2 (r2)
0 0

< 278 Jugvolliz + 27 uolliz|Glliez + 27 [vollezlFllcice + 2 2 [[Fll iz Glluiee

1
pe (uuouLg ; HFHLM) (nvou@ ; ||G||L%Lg).
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Portanto, estd (2) demonstrada.

(3) Da mesma forma como na demonstracao do item (1), fazendo as mudancas de

varidvel T+ s = £, (s,&) — (p,q) = (555, ‘E;S), obtemos
195 (U()uoU(-)vo) [T 2(z2) = Dx(U()ugU()vo) || T2 (e,
1 (>~ .1 T, .~ 1 T
=1 |U«0(§(5,— E))Vo(§(5+ EdeTdE’
LT g — s Ret e+ s)Pasae
RN N b R T
1 (™ [ N ~
=1 2lp + ql[tio(p)vo(q)*dpdq
1 oo o0 . ~
=5 Ip + qlltio (p)vo(q)I*dpdqg
1 OO el =R ~
<3 (14 9%)2 (1 + q*) 2T (p)Vo(q) *dpdg
1
—||uo||2 yIvoll 4
onde a pentiltima desigualdade segue do fato que V12 = [t| = (t2)2 e que vale a seguinte
desigualdade
ViP+a2<VI+p)(1+¢?). (2.33)

a qual pode ser demonstrada da seguinte forma: Observe que

(1) (p+4q)* =p*+2pq+q?

(i) (1+p*)(1+q%) =14+p*+q*+p°q*

Logo provar (2.33) consiste em provar que p%q® + 1 > 2pq, que é trivial. Portanto

procedendo de maneira anédloga ao item (2) temos o item (3). =

Observagao 2.1. Como

5% glx) = ro 5(x—m)gn)dn = g(x),

—00

T+E?

definido g(x) = Uo(& — x)Vo(x) e tomando x =

e s Seque que
o0 + &2 . ~ Y +&2 . T+ &2
| s —miale — mman = (5 =) = ale - ()
1 T ~ 1 T
Zuo(i(a—z))\m%@%—z)).
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Capitulo 3

O problema de Cauchy para a

equacao gauge transformada.

Neste capitulo fazemos a mudanca de varidvel conhecida com transformada gauge,
com a qual a equacao (1) é transformada numa outra em que o termo ud, (Ju/?) d4 lugar
ao termo sem derivadas —i%!v!%. Em seguida, utilizando o teorema do ponto fixo para
contragoes e as estimativas de efeito regularizantes estabelecidas no Capitulo 2, provamos
a boa colocacgao local para o PVI associado a essa equagao gauge transformada, com dado

inicial em H2 (R).

3.1 A transformada gauge.

Dada a equagao
Ou — 1021 = A, (Juf)u — if(u), (3.1)

seja u uma solugao de (3.1), suficientemente regular no espago e no tempo, integravel no

espaco. Definamos

v=v(x,t) = e®™y(x, 1), (3.2)
onde N
o) (x, t) = 7J u(y, t)2dy. (3.3)
Observemos que
ov =1e'?0,0u + %0, u (3.4)
€
92v = ¢992u + 2ie'99,10,0 — %1 (0,0)? + ie'®ud20, (3.5)
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pois

02v = 0,0, (e'%u) = 0, (ie'99,0u + e*°0,u)
= —e"(0,0)*u+1e'?920u + 1e'°0,00,u + 199,00, u + °0%u
= ¢"99%u + 2ie'99,10,0 — e*®u(0,0)? +ie®ud20.

Entao, de (3.4) e(3.5) obtemos

dv —1id%v = 1e"ud0 + 99, u — i(e®0%u + 21e'?9,10,0 — e (0,0)? + ie*®ud?0)

= 1e"u[0,0 — 1020 + (0,0)?] + e*°[0,u — 10%u] 4 2¢'99,10,0. (3.6)
Agora, de (3.3) e (3.1) temos que
A _ _
0.0 = D) J [0;utt + uo u]dy
AT . _ * A2 oo
=3 { 700[1aiu + A0y (uP)u — if(w)ludy + J N u[—laau + A0y (uP)u + 1f(u)]dy}
}\ X X
= —5{ JOO 1(6 ujudy — 1J (ag wjudy + 2?\J N ay(luIQ)lulzdy
—iJ f(u)udy +l udy}
A

=—3 { J_OO i(aiu)udy — lj_oo(ay wudy

+ 2A JX oy (uP)[ul*dy + 2Im JX f(u)udy}. (3.7)

—00

Como

X

i(J 07 utidy —J 07 tudy) = i(axuu—J PDyul’dy — axuu+J Dyul’dy)

=1i(0,ut — 0, uu) (3.8)
€ X
27\J oy (uP)lulPdy = Alul*, (3.9)
segue de (3.7) que
_iA _ _ AQ 4 x —
0.0 = T(axuu — 0, uu) — E!u! —Alm f(u)udy. (3.10)
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Logo, por (3.10) e (3.3), segue que

A A2 A
0.0 — 1020 + (3,0) = —%(axuﬂ— g.tiu) — “-hul + gaxuum
A2 x
+ Zlul4 — AImJ f(u)udy
iA A2 M

= —g(axuﬂ— o, uu) — ZIuI4 + 5 O (lu]?) — MmJ f(u)udy.

(3.11)

Pela definicao de v, obtemos:
uf? = utt = ePuet®u = v = v,
e?0,u = 0, (e *u) —19,0eu = 0,v — ipv|*v,

O uil = eduet®u = (0,v — ipv*v)v

dxtiu = €09, ue'®u = (3, + iv/*v)v.
Portanto,

cN2 . Al — . 4 — . 4 }\2 4 Al 2 2
0v—idiv = 1\)[_5((axw —il*) = (0xvv +ip[*)) — ZM + Eax“v’ )]+ A0, ([V]*)v
A x . . . .
+2(0,v — iv|*V) (—E)Ivl2 — i?\vaJ fle %v)evdy —ie'%f(e %)
_ }\ 2 7\ 4 A -2 )\ 2 ')\4 4 )\ 2 2
= 2V5lev! 12v|v! 26va 12|v! v—1i 1 Y 2vax(lvl ) 4+ A0, ([v[*)v
— A0, VV? 4+ Myt — i?\vaJ fle v)e%vdy —ie'®f(e %)
A A A A2
= —§axvlvl2 — 58&\/2 — Evax(leQ) + A0, (v]?) — izvlvl4
— i)\vaJ fle v)ePvdy —ie'f(e %)
)\ 2
= N0 (W) — Dva (W) + Avd, () — i v
2 2 4
— i?\vaJ fle %v)efvdy —ie'%f(e V)
2

A x . . _ )
= —iZV|V|4 — i?\vaJ fle v)e®vdy —ie'f(e V),

ou seja, v satisfaz a seguinte equacao:

A2 x . . . .
dv —1id2v = —izvlvl4 — i?wImJ f(e v)et®vdy —ie'%f(e V). (3.12)

49



Inversamente, se tomamos
u=e My (x, 1) (3.13)

procedendo de maneira andloga a anterior, obtemos (3.1).

3.2 Boa colocacgao local para o PVI associado a equagao

gauge transformada.

Nesta secao estabelecemos o resultado de boa colocacao local para o PVI associado a
equagao (3.12). O primeiro passo consiste em escrevé-la da seguinte forma (posterior-

mente ficard clara a razao disso):

dv—1idlv=> Fi(v), (3.14)
j=1
onde
A2
Fiv) = =i,
Fo(v) = —ie 9f, (),
F5(v) = —ie Of,(ev),

Portanto, consideremos o PVI

5
0v—1i02v=) F, x, teR
).; (3.15)

v(x,0) = vo(x).

Para a equacao (3.14) a f pode ser um pouco mais geral que em (2): basta satisfazer
a seguinte hipotese:

(H) f é continuamente diferencidvel no sentido real, f(0) = 0, e satisfaz a estimativa
f'(2)] <c(1+1zP7Y), zeC,

para algum p, com 3 < p < oo.
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Teorema 3.1. Seja f satisfazendo (H). Entao dado vy € H%, existe uma constante

positiva T dependendo somente de |[vol| 3 e f, tal que, o PVI (3.15) tem uma 1nica

solugao v € X(I), com 1 = [0, T]. Além disso para qualquer T € (0,T), existe ¢ > 0 tal
que a aplicagdo Vg — V € Lipschitz de {Vy € H2 (R): [y —Voll,,3 < €} sobre € X([0, T']).

Tomando p > 3 pela hipétese H e decompondo f em f = f; + 15, talque f; € C'(C, C),
f;(0) =0, com
If1(2)] < Clz|, If1(2)| < C,

[f2(2)] < ClzP, If3(2)] < ClzP~, vz € C.

Lembremos que, para cada intervalo de tempo limitado I, o espaco de funcoes X(I) é

definido por:
X(I)={ue C(LH?*(R)):u e LI NI, d,ue X2 e D%u c L1}
com norma

1
el = el = Jull oy + Tl + el + 0xulliers + IDRullers.

Resolver o P.V.I (3.15) é equivalente a encontrar uma solugao de
5 ot
v(t) = U(t)vy + Z J U(t —1)F(v)(t)dT. (3.16)
j=1 0
Seja

Xa(l) = Ba(0) = {u e X(I) : full < a}.

Devemos provar que existe um T = T([[vo|| ;1) > 0 e um a = a([jvo[[,;1) > 0, tal que, a

aplicacao
5 ot
O(v) =U(t)vg + ) _ J Ut —1)F(v)(t)dr (3.17)
j=1 0
é tal que @ : Xy (I) — Xq(I) e é uma contracao, ou seja, 3 0 < k = k(T) < 1, tal que

dados v, vy € X (1),
@ (vi) — @ (v2)lll < kllvi —wall.

Por ser muito longa, resolvemos divir a demonstragao do Teorema 3.1 em varios lemas
e no final os juntamos para conclui-la.

Primeiro provaremos que @(v) estd bem definida, isto é, @ : X (I) — X (I).
Lema 3.2.1. Dado vy € Hz, U(t)v, € X(I).
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Dem. De fato, isto segue das estimativas lineares para U(t)v, estabelecidas no Lema
2.2.2, como veremos abaixo.

Pelo fato de U(t) : H2 —» H2 ser um grupo unitdrio, segue que

[U(t)voll < [lvoll

LoH3 LeHE "

Da estimativa (2.12), temos que
10Ut ol i1z < ellDvoliz < clvoll,,;
Pela estimava (2.13) e por imersao de Sobolev, segue que
IUtvollises < clDivollez < elvoll, s
Tomando q =4 e T = 00, segue da estimativa (2.10) que
TUt)volltare < cllvollz < cl[voll,,y
Também tomando p = r = 6, na estimativa (2.10) segue que
IDEU(Vo]lors < elDivollez < cllvoll,,3

Portanto U(t)vy € X(I), com vy € Hz. =

t

Lema 3.2.2. Seja E{(v) = J U(t — t)F(v)(t)dt. Entdo

0
5 1 2 3 .
B0 gy STV, + THMIR M)

(
mna>mw<cwmm
(it1) [Es(v)lligee < Tw@m
() 1B ) ey < TIVIE,,,

Dem. (1) Da desigualdade de Minkowski temos que

2

A2 A2t 1
B2l 8 < 4J u( t—T|V|4V||deT—|——||J (t —T)DZ(M*V)dr]i2

}\2 t }\2 t i
=2 [ imvier+ 0 [ ue - opdiuviacies
0 0

Agora usando imersao de Sobolev obtemos:

}\2 2

‘ 4 A ! 5 }\Qt 5 }\Zt 5 }\ 5
T, vt = [ Ivlidr < 5 | isgar < | IR, dr < TV,
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t 3
J |v|4|v|6dt> dx
—00 0
00 t
< CJ ||v||2L%._o (J |v|6dt> dx
—0o0 0
00 % 00 t
<c (J HvH‘ﬁ%pdx) (J J |v|6dtdx>
—o0 JO

—00

Ainda por imersao de Sobolev, desigualdade Holder e por (2.14) segue que
7\2 t 1 00
" [ - it < el —c | (
0

N

1
2

< T2 |vIRspe IVIEere < CTQHVHL‘*LOOHVH?_OOHS

< iy VI, -

(ii) Usando (2.15), o Lema 1.4.2 (com p; = 1—76,

T e ) 2
| (J D (vl )|2dx> dt)
0 —00
. ) LT 1 )
- <J DA (vl )|2dx) (L dT) — TID (W) e

t€[0,T] —00

p2 =16, p3 = § ¢ py = 8) e imersao

de Sobolev, segue que

1
1

B ()[|raree < T4 (

[N

N
_‘

1
TAD VI ;IIVHLWH!I\VI4\|L°°L8!\D4\’II
T X

*w\oo

L¥L

Novamente pelo Lema 1.4.2, primeiro com p; = %6 , P2 = 16, p3 = % e ps = 16,

depois com p; =8, p2 =4, p3 =8 e py = 4, segue que

1
Dy (vf* )||L°T°L,376 < DL () IILOO sllv VP g = DR (VP )II 8||v||L°°L327

X»N»—t

HD ’V| ||L < “ngHLOTOLﬁuvHLOToL%

8
ooL)?

Usando imersao de Sobolev, temos que:

Ve < IV 50

Ve S VL5 S VI

IV s = IVllEsee < IV
D5 < Mgy
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4

1 1
DI e < IDEVgnelivl s V7, < My

Portanto,
1.y 5
T||D>§(|V| V)||L°T°L>2< < THVH[_%OH%’

donde segue (ii).
(iii) Usando (2.11) e imersao de Sobolev temos

T 00 % 4
||E1(V)||L4TL;’<°< (J (J IVI5dx) dt)

0

<o (o) [ )

telo, T —00
5

3 5 3
=TVl < TGy
(iv) Para provar esse item, primeiro usaremos o efeito regularizante (2.17):
T 00 1 2
| (] mlwiveax) ar)

0 —00
(Jm DI (IVI4v)|2dx) : (JOT dT) :

—00

0.8, Wy < T (

[

sup

<T
te[0,T]

1
= THDi(’V’ZlV)“L%OLi-

Dai, pela demonstracao do item (ii), temos que
(|l 5
DR (V"™ [[Lserz < HVHL%_OH%-

Com isso o lema estd demonstrado. =
Observacgao 3.1. Seguindo os mesmos passos da prova do lema anterior e pelo Lema

. . . 1 .
3.2.1, vemos que € suficiente estimar a norma L°Hz2 dos demais termos.

t

Lema 3.2.3. Seja Eq(v) = J U(t — t)Fy(v)(t)dt. Entao
0

B2l oy < €TV ez + IIVII?{%QH%)-

Dem. Usando a desigualdade de Minkowski, o Lema 1.4.4, o Lema 1.4.1, (com p = 2,
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h=1e a=3) e imersao de Sobolev, segue que

N —=

T 1 . .
B2 2 = THelefl(elav)HLgpLg +J D2 (e'%f1 (e V)| 2dT
0

1 1 . s
S TIVliierex + T2 D2 (e (e ) |21z

1 L 1ol
STIVlegrex + T2 VI s s 11 (e ) [acs + T2{IT2F1 (e W) |12

STIVllerz +TH v

2y Wl + THIDER e ) g

STz +THVIE, o Ve + T2

LEHE
S Thvllpre + THMIE, g Ml + TH MO IDEE Wl |,
:

S TVl +THVH3 A+ IDé(e )z

< Tl +T|rv||§mm

S Thvllipez + TIVIE,

1 1 1
+ T2 ||V”%§L§ [Vilaes + T2(1]>v ]| ez

Isso demonstra o lema. =
t

Lema 3.2.4. Seja E3(v) :J U(t — 1)F3(v)(t)dT. Entao
0

[Es(v) c(TIVIP_y + T2V VP2 ).

HL?FH% = LoH LeH2

Hf{(e‘wv)HLgoHDé(e‘iev)(M(l)ﬁ

™ |2
X

Dem. Usando as desigualdades de Minkowski e Hoélder, a estimativa (2.14) e as

propriedades de fo, obtemos

; - B
HEa(v)IIL%OH% Tz |[fa(e V) |l212 + [[f2(e V) [lrar2
THvHLmsz + VP Iz
00 T %
ST+ Ve (j |v|2(p2)aT) ax
LOQH —o0 i 0
00 % 00 T %
S Tv|)? +<J ||v||§mdx) (J J |v|2(p_2)d’tdx>
LOOHQ —00 T —o0 JO
2
STHva +THvHL4LooHVH‘§mL
STHvHp , T2 HvaooHvHﬁm,i? n

t

Lema 3.2.5. Seja E4(v) =J U(t — t)F4(v)(T)dT. Entao
0

[E4(v) cTvl

HLOT°H2 LM’

%)
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Dem. Provaremos o lema usando a desigualdade de Minkowski, a unitariedade de

U(t), o Lema 1.4.5, as propriedades de f; e a imersao de Sobolev. Temos que
t X . .
[Eav)l,,3 = ||J u(t —1) (vaJ e'f (e %) dy) dr|[i2
0 —00
t 1 x . .
+ ||J U(t—1)D3 <vaJ e'%vf (e V) dy) dr||2.
0 —o0
Por um lado,

t X T x
||J Ut —r) (vlmj et (e ) dy) dr||i2 < J ||vaJ e'%vf (e % dy)||r2dT
0 —00 0 —o00

X
< T||vaJ ve Ot (e V) dyl| 12

X
S TV oy ||J e 9uf, (e V) dy] i1
—0o0

S TV o le™%f1 (e V) |tz
S TV o e V][ seral[f1 (e 0V) Lo
N THVH“:’_%OH%‘

Por outro lado, fazendo h = e®vf, (e ~*%v), segue que

X

t X
HU(t—T)J D: (vaJ el05f, (e 1) dy) dr: < THDE(\)J R dy)is1z
0 —0o0

—00
X

< T{||Dé(vaJ h dy) —vDéImJ

—00

1 x
hdy-Die)im | hdylies

X

1 x 1
+vDitm [ naylue + DI [ R dyli)

—00
X

—00

< T(ulmj h dyllprellDviiges + Ve Dim [ dyan)

ST W ayliprelvlye + hpDim | byl
ST J_Ooh dyHL%OHl”vHL%oH%

TV .. =

S TRz V] o

1 <

LPHZ ~
t

Lema 3.2.6. Seja E5(v) :J U(t — t)F5(v)(t)dT. Entao
0

2
HE5(V)HL%0H% < CTHVH;H% + CTHVHIL);H%'
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Dem. Para provamos este lema usaremos a desigualdade de Minkowski, a uni-
tariedade de U(t), o Lema 1.4.5, as propriedades de fy e imersao de Sobolev, como

segue:
t X ) )
IEsV)l 5 = ||J U(t—T)(VImJ e'%vfy (e %y) dy) dtllr2
0 —00
t 1 x . .
+ ||J U(t—T)Di(VImJ e'vfy(e %) dy) drl|r2.
0 —00
Usando a unitariedade de U(-) em L?, temos

t X
||J U(t—T)Dé(vaJ e %vf, (e ) dy) dr([ 2
0 —00

T X
gJ ]\Dé(vaJ e %vfy(e %) dy)|lrz dr

0

< T||D,%(vaJ eOvfy (e o) dy) ||z (3.18)
Chamando h = e!®vf,(e %) e procedendo como no lema anterior temos que:

(3.18) S TUIhllsgrz VIl s + VI

)

b IVl VP )

Lo

S TN gl oy

S TP

sVt IVt VT )

LPH?2 LPH?2 L%_OL)Q((PJAJ

STIVIPZ y + VI =TIv[P™ . .
LyH2 LyH2 L¥H2

Provaremos agora que a aplicacdo @ (v) : X(I) — X(I) é uma contracao, numa bola
de X(I).
O lema abaixo serd usado na demonstracao da dependéncia continua da solucao em

relagao ao dado inicial.

Lema 3.2.7. Sejam vy, Va0 € H?, entdo

[U(t)(vio —vaolll, ;3 < cllvio—vaoll,2

1
H2

Dem. De fato, isto segue direto das estimativas lineares para U(t)(vio—Vvap). =

Observe que, sendo

5 ot
@ (vy) = U(t)vo + ZJ U(t —T)Fj(vy)dt

j=1-0
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5 ot

D(vy) = U(t)vy + ZJ U(t —1)Fj(ve)dr,

j=1-0

entao temos que

Logo
5 t
[@(v1) — (D(VQJHL%OH% < Z ||J Ut —1)(F(vi) — F (VQ))dT”L%oH%-

1
Vamos considerar cada F;(vi) — Fj(v;) separadamente. Observe que:
A2
Fi(vi) —=Fi(ve) = _T(|V1|4V1 - |V2|4V2) N |V1|4V1 - |V1|4V2 + |V1|4V2 - |V2|4V2

Vo (|V1’4 - ’\’2’4)\’2

_l_
Vo) + ([ViV1v1 — [val*Vava )vs
Vo) + Vi PVivive — [vi PViv3 + il Piv3 — el a3
+ ilPV1va(vi — va) 4 (il?V1 — [val*V2)v3
Vo) + V1 PVva (vi — va) 4 Vi PV1v3 — [il* V23 + Vi [F9av; — [valVav3
= v

= |v4] Vo) + Vi*V1va (vive) + Wi PV3 (V) — Vo) + (ViVy — VaVy + VoV — VoV ) [val*vsy

(vi —va)

(Vi —va)

(Vi —v2)
= [vi* (v —va) (

(Vi —v2) (

(Vi —va) + V1 Vva (viva) + Vi PV (81 — V) + (e * — [val*)val?va

(Vi —va) (

( ) (

= Vi[* (v = va) 4 Vi PViva (viva) 4 Vi V3 (V1 — V) + [valPvabi (vi = va) + Va3 (91 —D5).

t
Lema 3.2.8. Seja E{(v) :J U(t —1)F(v)(t)dT. Entao
0

[E1(v) = E1)ll oy S THIV = vill oy 3 (A + B,

onde

Aol VI V2l o+ Iy 2l + Il Il
4
+ ||V2||L%OH%
e
B =lvlei (W12, + Il V2l s + 10 ) Il Do 92l

2

2
Flvaliacglvallioyy-
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Dem. Pela desigualdade de Minkowski segue que,

|B1(vi) — EI(VQ)HH%
T
< Jo Ut — T) (vil* (v = va) + Vi PO1va (viva) + ViPV3 (91 — Vo) + Val*va¥y (v — vs)
+ VoV (v — Vo)) 2dT
t
* Jo Uit = T)Dé(|v1|4(vl — Vo) + V1 PV1ve (Vive) + Vi PV (V1 — Vo) + [val*vavi (Vi — Vo)

+ Vo3 (91 — Vo))d 2 = T+ 1L (3.19)

Observe que

T T T
I,SJ H|V1|4(V1—V2)\|Lng+J |HV1’2V1V2(V1—V2)HL§dT+J |HV1’2V§(\71—\72)HLng
0 0 0
T T
+J' |HV2|2\)2\711(\)1 _VQ)‘|L,2<dT+J |HV2’2\)§(\7)1—\72)H]_)2(C1T.
0 0

Usando a desigualdade de Holder e a imersao de Sobolev, segue que:

T T 00 % o] % %
J [vil*(vi = va)[|r2dT < J (J IV1I16dX) (J vy — V2|4> dt
0 0 —00 —00
T 00 i o) %
= J (J IV1|16dX) <J vy — w!“) dt
0 —00 —00

< Tvi ||%$°L§6 Vi =valliers

STl 7 v —vel

LEHT6 LM 2
< T||V1||;<,H% Vi =vall o3 (3.20)
T T o) % 00 %
[ imaPovate —volizar < | (j |v1|12|v2|4dx) (J |v1—v2|4) ax
0 0 —00 —00

T ) % 0 é
< J Vi = vallrgrs (J Ivll24dx) (J |v2|8dx) dr
0 —00 —00

STIvi = valligralvillfera vallies

S TIve = voll gz IVill? g 12

SR 1Y F (3.21)

[oH3Z’
T
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T T 00 i 00 i
J H|V1|2V§(V1—V2)HLng<J (J |v1|81v218dx) (J |v1—v2|4) at
0 0 —00 —00
T o) % %) %
<J <J |V1|16dx) <J |V2|16dx) dt|[vi — va[rsers
0 —00 —00

< TlvillEs v vallers v — valligrs

2 2
S TInZ, g IVl 91 =Vl (322
Analogamente,
T
JO [Va*va¥1 (v —va)|12dT < T||V2’|?£%0H% Vill oy Ve =vall oy (3.23)
e
N
Jo [val?v3(vi — o) [rzdT < T||v2||‘i9rOH% v _VQHL%OH%' (3.24)
Logo, de (3.20)—(3.24), segue que
o N (Y P Y Y PR LY o
3 4
Il g et + el ) (325)

Consideramos agora 11, segundo termo do lado direito de (3.19). Usando a estimativa

(2.14), temos que

Lt Lt
1S DF | Ult— 0wl —vaaelprs + 1D | Ut =) Porvatvs —va)delpes
Jo 0

1t 1t
+D3 | Ult—1)(viV3(v1 —v2))dt|igrz + DX J U(t — 1) (ValPvavy (vi — vo)) At Lsorz
Jo 0
L[ 2205 _
+IDx | Ut — 1) (v2l*v3 (Vi —v2))d|[reer2
JO

S Avilt (v =vo)lliiez + IVaPorve (v = vo)lliirz + IviPvi (V0 — Vo) ez

+ [[Vavavy (v —vo)lLrez + [[val?v3 (v, —V2)L1rz-

Usando desigualdade de Holder e imersao de Sobolev, segue que:
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1
9] T 2
|||V1|4(V1 —V2)||L;L% < J ||V1||%%° (J il*vy —V2|2d’f) dx
0

—00

1 1

o0 2 00 T 5

(| altgax) (|7 [ walth—vapara)
— —o0 JO

Sl (| (] wax) ([ m-vitar) ar

1
S T2 farse Villfers Vi — valligrs

2 [vi —va|

1
ST ||V1||%;§L<;<)||V1||LC%OHj LeH3

o0

1
T 2
i1 (j rvlr2|v2|2\v1—v212cu) ax
—00 0
00 3 T poo 1
S [V ][ dx VP [val? vy — vol*dxdT
T
—o0 0 J—oo
SHVIHQLQL%O J' (J |v1|4\v2\4dx> (J ’V1—V2|4dx) dt
0 —0oQ —00

[V1*91va (vy — Vo)l S J

T 1 1 3

o0 1 o0 1

< il i —vallises (j (j |v1|8ax) (j |v2|8dx) d1>
—00 —00

ST valfare v = vallieralvallis gl vallizrs

1
S THW R awp 1l 192 I =2l

Procedendo de modo anédlogo & obtencao de (3.26) e (3.27), chegamos que:

2

_ _ 1
ViV (01 = Vo) lree S T2villfapeevall? v — vl

LeH2 LoH2’
_ 1
[Vl vov1(vi = Vo) llLrz S T2 HVQH%_ﬁLSI'E’HleL%oH% Vall o Ve = vell oy 3
1
valv3 (v = va)lliaez S T2 ||V2H%§L%°||V2H?_%9H% Vi =vall o3
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Logo, por (3.26) — (3.30), obtemos:

1
IS TEvi = vall oy (‘|V1H%§L$(||V1Hi%oH% V1l gy V2l s+ V2l 30+

+||v2||%%L%—°(||V1HLwH2 |

gt + Il 1) (331)

Portanto de (3.19), (3.25) e (3.31), segue o resultado. m

Consideramos agora Fy(vi) — Fa(vs), observe que

Fo(vi) — Fo(vy) = e 001l (e7 1001y ) — 00Vl (e7100v2ly, )
Gi0v
X

= (J (6 (vi) — e/(vg))el(e(w (v2) dy) vz)fl(efie(vl)vl)

1=0(v2)) gi0(va) £ (e=10(V1)y, ) _ @t(8(v2)=8(v1)) i0(v1) g (g=i0(v2)y, )

1(0(v1)—0(v2) ) dy) )fl(e*ie(w)vl)

—00

X
(e‘(e("Q)e("l)))’dy) e‘e("l)fl(eﬂe(‘”)vg)

—00

x
< v2 _e (vl))e 1(0(va)— 6(v1]]dy> eie(Vl)fl(e—ie(Vg)v2)’
—00

onde 9’(\)]-) = —%|Vj|2, ] = 1, 2.
t

Lema 3.2.9. Seja E5(v) :J U(t — 1)F2(v)(t)dT. Entao
0

||E2(V1) —Ez(vz)H

LyPH2
< CTvy = vall ) (u P P Y Y
el Il g + V2 a2 g+ I 1HLszHvzHLwH;) .

Dem. Pela desigualdade de Minkowski segue que,
[E2(v1) — Ez(Vz)HH%

T t )
< Jo [ (Fa(v1) — Fa(vo)||zdT + || Jo U(t — t)D3 (F2(v1) — Fa(ve))dr|[r2 = T+ 11 (3.32)
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Usando as desigualdades de Minkowski e Holder e a imersao de Sobolev, temos

T 00 X
I< J (J (J [1(0(v1) — B/ (vo))et (O (v)~0tv2) |dy)
0 —00 —00
T o0 x . 2 .
+J (J (J Ii(G/(vQ)—9’(v1))e‘(e(”"’)‘e(‘””ldy) le'® “)fl(e‘le‘va)lde) dt
0 —00 —00
T 00 ) 2 %
< J (J (J (Vi —vallvi] + [vallvy —v2|)dy) |v1|2dx> dt
0 —00 —00

1
T 00 0 2 2
+J (J (J (|v1—v2||v2|+|v1||v1—v2|)dy> |v212dx> dr
0 —00 —00

T 0 ) 0 %
J <J Vi —Vvallvi|dy +J [Vallvy — vgldy) (J |v1|2dx) dt
O T _0000 _OOOO _Oooo %
+ J (J lvi — vallvoldy + J villvi — v2|dy) ( |v2|2dx) dt
0 —00 —00 —00

[

2

|et® Vz)fl(eie(“)vl)Ide> dt

=

N

< Tvi —vallizerz (Vi llierz + [[vallierz)?
STve=vell g (Vill 3 + ||V2||LmH?
Logo,
TS Tve=voll g Vil oy + ||V2||LOOH? (3.33)
Observe agora que
X
HJ 0D} ((J {0’ (vy) _ef(VQ))ei(e(vl)—ewmdy) eie(w)fl(e—ie(mvl)) arlles

—0oQ

t 1 X . ) )
+ ||J U(t — t)D2 ((J (0 (vs) — 9’(v1))e‘(e(v2)_9(“”dy) ele(‘”)fl(e_‘a(“")\)g)) dr| 2
0 —00

= II; + Ils.

Usando as desigualdede de Minkowski, de Holder e o Lema 1.4.4 (com p; =¢q; =8 e
P2 = q2 = 4) temos

T 1 x . .
I <J ID% ((J 10'(v1) — 0'(vp))etOvim00) dy> W)fl(e—le(V”vl)) lrz2dT
0
T%HDé (eie(\)2) (J i(e/(\)l) o 9/(v2))ei(9(v1)9(vg))dy> fl(eie(vl)vl)> HL%L%

< T {Hvz\lfm [ (J 1(0'(vy) — e’(w))eﬂewﬂem”dy) fi(e M) oy

+ ||J% ((J (67(v1) —9/(V2))ei(em)e(vz))dy) fl(eie(w)vl)> HL%L%] :



Assim, fazendo g = J 10/ (vy) — 0'(vy))eOv)=0)l gy e h = £, (e 10My)), segue

que
: 3
L < Tlvollfersghlliers + T2 (Ighlliziz + DR (gh) [ c2r2)-

Usando a desigualdade de Holder e a imersao de Sobolev temos que

=

4

o0

J—00

1
roO X 4 4
< ( (J vil* — Iv2|2ldy> |v1|4dx>

00 0
< ( Vi —V2\|V1|dX+J' [Vallvy —V2|dX) [VillLeors

—00 —00

[ghlrsers < ( <J [1(8"(v1) —el(Vz))ei(e(Vl)_e(W))|dy) |f1(€_iem)\71)|4dx>

< ([vi = velliprz[villierz + [[vi = vollisrzllvalligrz) Vi lligers
<

De moda analogo ao item anterior temos
i o o0
lghllze < T (J b valilde |l —V2|dx> vilesee
—0o0 —0o0

1

< T2([jvy _VQHL%S’L%H\HHL%OL,% + [[v1 _v2HL$’L§H"2HL%‘L§)Hvll‘l_%"l_%
1

< Tz v —V2IIL$H%(|IV1||;H% Vil ot Vall gt )- (3.35)

Usando agora o Lema 1.4.2 (com p; =pa =4, p3 = 00 ¢ py = 2), o Lema 1.4.1 (com

1), 0 Lema 1.4.4 (com p; = q; =8 e ps = o = 4) e a imersdo de

p=2h=lea=;

Sobolev, temos

1 1
ID:(gh) 213 = ||ID2 (gh]ez

1 1
. <||ID2 (@) e Ille + gl ID2 ()
;

E
1 1 1

< THDE (@) e Miluges + lgllupre DL (M) - iz
1Dz — 1 .

= T2[ID2(g)lleralIfa(e M) [[ers + [[glliere IDE (F1(e M v)) - 1|2
1

< T2 HgHL%OHl HVIHL%’L§

—1i0(v 2 —1i0(v L
11 (e Ot 1JV1)||L§°HD>2<(€ o( 1)V1)(M(1))TPHL§

+ (gl e 2
i0(

1
S T2 il = alllisrz [villeens + Vil — ol llisrz [DZ (€700 v) [z,
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e portanto,

1
00 00 3

1
2 1
Vi —v2|2|v1|2dx) [Vifleoers + T2 <J v —v2]2|v2|2dx) [Villesrs

—00

s 1 00 1
+ ((J |V1_V2|2|V1|2dx) + (J |V1_V2|2|V2|2dx> )

1
(villiseslvilliacs + 72 vl ecz)

1
D2 (gh) s < T (j

—00

1
S T2(|w _V2||L9F°L§%||V1H%°T°L§ + [[v1 —V2||L%°L;t||V1||L%°L§HV2||L%°L§)
1
+ T2 ([jvy —V2HL$L§HV1HL$L§ + [[v1 —V2HL$L§HV2HL$L§)

S(villEsrsvillisees + il o y3)
T LTH

i 2 4
S 12w —V2HL%QH% (H"lHL%OH% + ||V1||L%OH%||V2||L%OH% + [[vall b

Il 1 el s ) (3.36)

LPH?2

Logo, por (3.34), (3.35) e (3.36), temos que

I < CTlv = vl s (uvlni%% IV Vel gt + Il g+ Hvlui%%uwum)
+CTIv = vall gy el (3.37)

Por um calculo semelhante, obtemos

2 4 3
I, < CTlv —vall ) (uvgnw IV IVl gt + 2Ly + ||v2||L?H;||v1||L$H%)

+ CTvy — o] (3.38)

LM 2 Hle?_"TOH%'

Portanto por (3.32), (3.33), (3.37) e (3.38), temos que

HEz(Vl) —E2(V2)H

s S CTIv vl g (Il g Il g+ Il o

1
L¥H?2 LPH2 LH2 LyH2 LPH?2

T P Y P P A Y1 B
Por um calculo semelhante ao que fizemos para Fa(vi) — Fo(v2), podemos escrever
F5(v1) — Fa(va) = €0 f, (e 100y ) — P02y (e7100v2)y,)

— (001 0(v2)) i0(va) (o 10(vi)y, ) @i(0(v2)—0(v1)) gi0(vi) g, (g=10(v2)y, )

— (J 10/ (v;) — 9'(v2))ei(e("1)e(v2”dy) eie(”)fg(e*ie("l)vl)

e demonstrar o seguinte lema:
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t
Lema 3.2.10. Seja E3(v) :J U(t — t)F3(v)(t)dt. Entdo
0

HEB(VI) —E3(V2)||

Lo
STV =l g (I el 2 ol
N2 ol T 4 I I Dl + el ol )

Dem. Pela desigualdade de Minkowski segue que,

”Eg(\)l) E3 Vo || = ||J t_T (FS(VI) F3(V2))dT||LwH%
E
T t .
< J [(Fs(v1) — F3(v)|lLerzdt + || J U(t —1)D3 (F3(v1) — Fa(ve))dt([r2 = T+ IL
0 0
(3.39)
Fazendo um célculo semelhante a demonstracao da primeira parte do Lema 3.2.9,
segue que
LS Tva = Vall s (VP 4 Il Ty el s+ ol 90 )

(3.40)

Observe que

T 1 x . .
I < J HDZ ((J i(@’(vl) o e/(v2))el(9( 0 (va) dy) V2)f2(el9(\)1)v1)> HL,Q(dT
0

T X
_I_J HD% ((J (0 (vy) — 0/ (vy))et 1(0(v2)— 9(V1))dy> eie(w)fZ(eie(w)vZ)) HLidT
0 —o0
= II; + IL,.

Usando desigualdade de Holder e o Lema 1.4.4 (com p; = q; =8 e p2 = 2 = 4)

temos que
I, < T#||D? (ew(m (JX i(6'(v1) —9’(\)2))6“9(“”‘6“2”dy) fz(e‘ie("”vl)) [fe3®
< T%HV2H2L§L§H (Ji i(el(vl) - 9/(V2))€i(e(vl)_e(‘)2))dy) f2(€_iem)\’1)HL;lLflr
T ([0t = ot -omnay ) e o) ) oy
Fazendo g = Jx (07 (v1) — 0/ (vy))et®vi)=0v)l gy o h = 1 (e 19()y)), segue que
I < T||"2H%%°L§|’9hHL$°L§ + T%(HQhHL$L§ + ”Dé(gh)HL%L%)-
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Usando desigualdade de Holder e imersao de Sobolev, segue que:

1
o) 4

J—00

OO X 4 %
< ( <J ||V1|2—|V2|2|d9> |V1|4pd7<>

oo 0
< ( vy _V2||V1|dX+J [Vallvy —V2IdX) [vl?

—00 —00

X 4
thHL"T"Li < ( (J H(e’(vl) — 9'(\;2))61(9(\)1)6(v2))|dy) th(e—Le v1) )|4dx>

LooI_4P

< ([vi =valligrzlvilliprz + [vi = vollierz [Valligprz) H"lHLmszp

_ p+1 P
<= Vally gy (2L 4 P el (3.41)
De modo analogo ao item anterior temos
i o o0
ol < T4 ([ = valvatax | walbn —valax ) il
—0o0 —00 t x
1
S T2([vi = vollierzlVilligrz + [Ivi — valliprzvalliserz) H"lHLmsz
l 1
Ty =vell s (v 1||’£’IH + v 1||p s all s (3.42)

Usando agora o Lema 1.4.2 (com p; =ps =4, p3 =00 e py = 2), 0 Lema 1.4.1 (com
p=2h=1lea=3),0Lema 1.44 (com p; = q; =8 e ps = ¢z = 4) e imersao de
Sobolev, segue que

1 1 1
ID2(gM) 23 < [[IIDE(@)lleelle + gl D2 (W

x 2
LT

Dz 3
< T2DR(g)[lisral[hllisers + [[gllipre DR (R) - 12z
= T%||D? (J i(0'(v1) — el(Vz))ei(e(vl)_e(v2))dy) leers I f2(e 00 vy )| oo s
x . 1 .
+ HJ (8’ (v1) — 0/(v2))e! M0 qy | oy oo | DE (fa (e M vy)) - |2z

<T%HJ (07 (v1) — 6/(va))eH 1)~ ”Q”dHHL%"Hl'“’l“EOLév

X
+M §0"(vy) — 07 (v)) OO0 dy | o
—o0
1
[iese*lcliode oy i,
< TP = gzl + 01 = gz 75 IDE 0w e
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e entao,
1
D2 (gh)|rzrz

o0
<1} ( v —vzﬂvl\?dx)

1

2

i 0
Ml g + T (j v —v2|2|v2|2dx) a7

NS

—00 —00 LDOL4P
~ 1
1
(7 vaPvPax) ol g ity + vl
*° 2 1
(|7 = vaPaPae) I Ol sy + 1751l
1 1
5T2(||V1—V2||LOTQH§|| 1||p:H, Jr||V1—V2||LmH§|| 1||EOOH;H 2||LooH%)
1
T = vl gyl s =l g ol g ol YOI+ Il )

1 1 2 3
S T2 v —V2HL%._OH% (HWHE;H% + H"HPE;H%HWHLOOH? + v 1HPJr y v HPOOH%”VQHL%OH%> :
(3.43)
Logo, por (3.41), (3.42) e (3.43), temos que
p+1 p+2 p+3 P
1 S Thvs =vall gy (7 Il ol g+ 2 Il ol )
(3.44)

Por um célculo semelhante ao de cima, obtemos

1 S T =vall gy (Bl Ehg Il o+l el ol )

(3.45)
Portanto por (3.39), (3.40), (3.44) e (3.45), temos que
[E3(v1) — E3(V2)||L%OH§
STIvs =l gyt (0770 + Il 2 ol s+ 22 o

p+1 p+1 P P
Ay IVl I el el %HvlnL?H%) .
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Seja F4(v) = AvaJ eie(v)vfl(e_ie(v)v)dy. Consideremos a diferenca

Fy(vi) — Falve)

= ?\lemJX ey f (e Vy ) dy — Avglmr e v2)y,f (e 102y, dy

_ 7\v11mr By (€0, (e O ily ) — elof, (emt00va)y, ) dy
+ ?\lemJX v1etf02)f (e 02l ) dy — 7\\121111JX et 2)y,f, (e 102y, dy

= A, 4+ A Im r (v — Vp)e® V2l (e 102y, ) dy + Av Im JX Vpel0v2)f (e 100v2)y ) dy
— AvyIm JX el9M2)g, 1, (e 02y, ) dy

= A1+ Ay + Al —VQ)ImJ Voetflvalf (e710v2ly ) dy
= Al + A2 + Ag,

onde

16 (v1)

= Av;Im f1(e 0 y,) — 02l (e71002)y,)) dy

o0

[ »
_Mmj {(j ) O 810 0

— (J 1(0'(vy) — 0/ (vy))et0v2)=0 d2> V”fl(e‘ie(””vz)} dy,
Ay = }\VllmJ (\71 _\7}2)616(\)2)]01(6716 va) )dy,

As =Aw» —VQ)ImJ VoetfV2)f (e 102y, )y,

t
Lema 3.2.11. Seja E4(v) :J U(t — t)F4(v)(T)dT. Entao
0

M2 1Vl

[E4091) = Eavall s < Tl =val s (Il

+ all g v 2||imH2 Vil g V2l

2
LOOH7 + ||V2||L°°H2) °
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Dem. Usando a definicao da norma H%7 segue que
[E4(v1) — Ea(va)]] E 4

= | Jo U(t — 1) (Fa(v1) — Fa(v2))dTlreerz + || Jo Ut — T)Dé(F4(V1) — Fa(vo))d|| ez

—1+1L (3.46)

Observe que

T T T

[AzlLerzdT + J [As|lLerzdT

0

HA1HL°T°L,2<dT + J'

0 0

[<
<T (||A1||L%OL§ + [[ Azt + ||A3||L%9L,%) :
Usando desigualdade de Hélder, imersao de Sobolev, um calculo semelhante ao da

demonstracao da primeira parte do Lema 3.2.9 e chamando

Y ) . .
g= (J i(e/(vl) . e/(VQ))el(G(m)G(m))dZ) el@(\&)fl(efl(?[vl)vl)

Y A . .
h— (J 10/ (vs) _e/(vl))ex(em)—e(vl))dz) 100§ (e—i0valy, )

obtemos

THAIHL%‘)L%dT = T||Av11mJ (g— h)dUHLOTOL,%

X

X
,<VT||v1||L%OL¢||j gdy||L$H1+T||v1||LeToL§||j hdy|| s
—o0

—00

S Tvilleersllglliers + Tlvillisrs | iere

2
S Tl ot 191 = all oyt OVl + 2l )
3 2 2
S TV =Vl (Mg + I Vel + 1l el ) (B47)
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Usando desigualdade de Holder e imersao de Sobolev, segue que
x . .
TlAz[[rerz < T||?\v11mJ (V1 —\_’2)616(\)2)161(eﬂem)"ﬂdy||L%°L§
X - . .
S THVlHL%"L,%HImJ (V1 — V)2 (6702 vy dy | s
—00

X
S TH"lHL%"L%”J (V1 —92)e O (€702 vy ) dy [ oy
—0o0

S TIvillizrs (91— v2)e 2 fy (67002 )vy) dy|| 12

S IVilleseal[vr — Vol iers €072 1 (€7 002wy ) [ e

x . .
TlA e < TIAS —vmmj et g, (005, )y [ opa
- x . .
5 TH\/‘1 _v2||L$L§HImJ \7)2619(\12)]%(efle(vg)vz)dyHLOTQLi
—00
S Tlvi = vallpral[v2e02)f1 (6700 )vs ) dy ez
STV = vallisera[vallfers S Tl —V2HL%OH% H"M;H%- (3.49)
Logo, por (3.47),(3.48) e (3.49), segue que
IS v —V2||LOOH§ [v 1||?£OQH2 + ||V1||2L°0H% ||"2||Long + ||V1||LOOH% HVQHiwé
Vel o, 8- (3.50)

Observe que

Jun

t
1
||j (t— T)DE (AT oz + ||j U(t — 1D (Ag)de]coie
0

t 1
+ J U(t — 1)D3 (As)dt|pre.

0
Facamos a notacao

fE)\Vl

X Yy .
g= J { (J 1(07(vy) — 0/ (vy))etov—0 dl) (va) ) (e7100vi)y, )
y . . )
_ (J i(e/(w) _ 9/(\,1))61(9(\/2)9(\»1))(12) ele(vl)fl(ele(VQ)v2)} dy.
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Usando o Lema 1.4.2 (com p; = 2, ps = 00, p3 = ps = 4), desigualdade de Holder,

imersao de Sobolev e um calculo semelhante a demonstracao da primeira parte do Lema

3.2.9, segue que
||J (t —T)DR (A1) dt|[ierz < TIDR(fIm(g))|1ser2

1
HDx Nisrzllglliere + [flliers[D2 (9) || Lers)

ST (Ml srllglipn + ville gl

y -
ST {H"lHL%oH% I (J 1(0(v1) — 0'(v2))e’ Hotvo= dZ> )f1(€719(v1)\’1)
y .
—(J 16/ (vy) — 0/ (vy))etl002)-0 m) )ﬁwﬂ%mwmw@}
S Y e Y (Y WP A Y (3.51)

Usando o Lema 1.4.2 (com p; = 2, py = 00, p3 = ps = 4) , desigualdade de Hélder e

imersao de Sobolev, temos que

t 1
0

t X
5 J THD% (AVIITTLJ (\711 —Vg)eie(v2)f1(€ie(v2)\)2)dy) ||L°T°L>2<dT
0 —00
(V1 — Vg)el®v2)f (e~ 101v2) Vo) Ay || Leere

1 . .
+ Tl[villLers[[DR <ImJ (V1 —\_’z)elem)fl(fle(vz)\b}dlj) (=3

X
S T||V1||L%OH% ||ImJ (V1 —\72)616(‘)2)1“1(e_lem)vz)d}}||L%°H1
—00

. x
< T||D§(7\V1)||L%9L§||Imj

STV oy 3 1191 = 92)e 00201 (67002 v, ) dy 112

L°°H2
S Tlvill oy 191 — Vol €02 1 (€700 v, ) dy | s

Usando novamente o Lema 1.4.2 (com p; = 2, p2 = 00, p3 = ps = 4), desigualdade

de Holder e imersao de Sobolev, e procedendo como no item anterior, chegamos que

t 1
HJ Ut —1)D(As)dtl[igrz S Tl[(vi —v2 HLongHv2HL°°L4

0
S T =Vl V2l (3.53)
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Logo, por (3.51),(3.52) e (3.53), segue que
t 1
1= | [ e - 9DER M) — Fava) s
0

3 2 2 2
STIv =l gt (900 + 9002 IVl 4 Il el 4 el )

(3.54)
Portanto pelas estimativas (3.46), (3.50) e (3.54) temos que
[Eawr) — Ea)las < Thvr —val oy (nvluiw Il Vel
Il gl g Il g el s + el ) - o

Consideremos agora F5(v) = AvaJ e ™Myf, (e 9My)dy. Um céleulo semelhante

o
ao feito para diferenca F4(vi) — F4(vs), temos que

F5(vi) — F5(v2) = AviIm(B; — Bo + B3) + A(vy — vo)ImBy,

onde

[x rYy . . .
B, — ( i(el(\/‘l) o e/(vz))el(e(w)e(w))dz) 619(\)2)102(e*le(\)l)vl)dy7

—00

—00

rx ry X ) .
B, = ( i(el(VQ) _ el(vl))el(e(\/z)—e(w)]dz) eIG(Vl)fQ(e—le(w)VQ)dy’
Bs = J (V1 — Vg)el®2)f, (e 1002y, ) dy,

X
B, = J \‘)Qeie(VQ)fQ(e_ie("Q)w)dy.
—0o0

.
Lema 3.2.12. Seja E5(v) :J U(t — 1)F5(v)(t)dT. Entdo
0

[E5(v1) —E5(V2)||L%._OH%

< T =l gyt (2 I ol

p+1 2 P P p+1
gy Vol IVl vl gy e lT L+ ||v21|L%OH§) .
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Dem. Usando a definicao da norma H%7 segue que

|E5(v1) — E5(V2)||H%
—||j (t— 1) (Fa(v1) — Fs(vs) dT||L2+||J U(t — 1D (F5 (1) — Fs(v2)) ]2

=I+1L (3.55)
Observe que
< TAviIm(By — Ba) [ligere + Tl AviImBs|[iserz + T[A(vi — v2)ImBy |11z

Usando desigualdade de Holder, imersao de Sobolev e um célculo semelhante a demon-

stracao da primeira parte do Lema 3.2.10, segue que

T AviIm(B; — By)[reerz < TIAviImBy [[reer2 + Tl AviImBady||rer2
S Tlvilleers IBallesrs + Tlvillseral|Ballreors

S Tlvillesers Bl s + TH"lHL%LéHBQHL%HI
y .

S Tlvallepesl <J 16/ (v1) — 8'(vy))e O™ dz) 002ty (e v ) dy etz
—00

y , . :
+ TlvillLserell (J (0" (v2) — 9/(\’1))el(e(vz)_e(vl))dl> e 0y (e M2 )yy ) dy || a2

STl 190 = Vel A V222 AP, el
HIRl? g 1oy s)
= T = Vall g UV, IVl 9l IV el
el il ) (3.56)

L¥H2 LeoH 3

Usando desigualdade de Holder e imersao de Sobolev, segue que

TlAviImBs|liere S TlvilliseraIBslliers S Tlvillisers[|Balliser:
S TIvillisrs (91 = v2) e fy(e 702y, ) dyfrers
S Vil 91 — Vol s €702 F5 (6702 vy ) || oo s
S Tl |V2Hp e (3.57)

1 ‘Vl —VQH

L%PH7| L°°H§’
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TIIA (v _V2)ImB4“L%°L§ S Tlvs _V2||L9r°L§HB4HL%°L§
S Tl _V2HL$’L§HB4HL%—°H1

S Tl — vallisrs V20 (e 702 vy ) dy|[ e 2

o0
S Tlvi —vallisrs (J |\72|2|V2|2pd7<>

—00
= T[jv: —V2HL°°L4HV2HE: 2y S TI[V1 —V2HL%._OH§ [v 2\’?:]:2
(3.58)

Logo, por (3.56), (3.57) e (3.58), segue que

o p+2 p+1 p+1
LS TIvs =l s (0772 4 Il Il + ol g 21
P P 2 p+1
T L Y PR T SR e (3.59)

Observe agora que
T

< J (t =)D (AviIm(B1 — Bo))dt| 112 + || J U(t — 7)D2 (A, ImBs)d| 12
0

T 1
+ H J U(t — T)DE ()\(\)1 — Vg)ImB4)dT“L%_oL)2(.
0

Assim como no lema anterior, facamos a notacao

fE)\Vl

x y
QEJ {(J 1(0(v1) — 0/(vy))et OO dZ) Olvalt, (e 10vily))

—00

_ (F 10/ (va) — 0/ (vy))e! 0210 dz) 1)f2(e_w(V2)v2)}dy'

Usando o Lema 1.4.2 (com p; = 2, py = 00, p3 = ps = 4), desigualdades de Holder

e Sobolev e um célculo semelhante a demonstracao da primeira parte do Lema 3.2.10,

1)



temos que

1 1
||D>% Nisrzllglligre + [flliers D2 (g) || Lers)
< T(nvlnw lgllsn + |rv1||wuguw)

ST(HleL%OH% (Jy 1(07(vy) — 07(vy))et®vi)— dz) va)g, (e 10y

_(Jy (0 (v) — 0(vy))e'®v2)- dz> Vilf, (e 10 (V2)y,) )
o LeoL2

2 1 1
S Tlve=vall o <|| VillTy g V2T s Il s+ VLT Vel
+ v |l? L3 IV QHEW)' (3.60)

Usando o Lema 1.4.2 (com p; = 2, ps = 00, p3 = ps = 4), desigualdade de Holder e

imersao de Sobolev, segue que

t
| J Ut — T)Dé (AviImB3)dT||er2
0

0

T 1 X )
< J |ID2 (AvllmJ (V1 — Vo )et®v2) £, (e710(v2)y, dy) HLOQLQ dt
3 N i0(va)e [ ai0(va)
< T”D% (7\V1)||]_0T01_72<”Imj (Vl —VQ)C 2 fg(e 2 V2)dy||L%°L§°
+ T||7\V1||L°T°L§||DE (ImJ (\_)1 —92)eie(vz)f2(e—1e va Vg)dy> HL%‘JL%

X
§T||v1||LmH1||ImJ (V1 —V2)e 5 (e 02 vy ) dy | oy
—00

S TVl oy 3 101 = 92)e™2 (e 00 o) dy 2
S THleL%OHé v _\)QH]_ooLleele Vg)fz(e—ie(vz)v2)dyHLOTOL%
STV gyt Iv2 = Vel s el (3.61)

e, analogamente, usando novamente o Lema 1.4.2 (com p; = 2, ps = 00, p3 = ps = 4),

76



desigualdade de Holder e imersao de Sobolev, segue que
1
||J t—"[' D%()\(Vl—VQ)ImBZL)dTHL%oL%
T X ) )
< J ||DE <7\(V1 —V2)ImJ \_’2619(”)162(6le(vQ)VQ)dy) [1gr2dT
0 —00

1 x ) .
< T|IDR(A(vs _VQ))HL%-"L,%HImJ V2e 02 £y (e 102 yy ) dy [ e e

—f—TH)\(Vl _VQ)HL%_OL%HDZ (ImJ \_)2ei9(v2)f2( —i0(va Vg)dy) ||L%°L§

X
ST)(vp —ve HL""H2 HImJ v2eie(V2)f2(€_ie(V2JV2)dyHL%OHl
—00
S TV =vo)ll oy 3 (192 e 02ty (e 00 vy ) dy | sr2
1
5 T||(V1 _\)2 ||LO0H§ HVQH]_OOL4HV2||LOOL4P ~ TH vl _\)2 HL(X)H% HV2HP+ 1- (362>

L¥H?2

Logo, por (3.60), (3.61) e (3.62), segue que

n:HLuu—ﬂDa&wn—&wgmg@

S Tvi—vall s (H Vil T Vel s+ Il el
P P 2 p+1
VP Il + Il Il + el ) (3.63)

Portanto pelas estimativas (3.55), (3.59) e (3.63) temos que

p+2 p+1
IEs(v) = Bs(va)ll eopiy < Tlve —vall oy (HWHL?H% + H"lﬂL%OH% vll oyt

+ il

p+1 P
Y L LY

vt + Il Il el ) .

Demonstracao do Teorema 3.1. Seja vy € Hz2. Pelos lemas 3.2.1, 3.2.2, 3.2.3,
3.2.4, 3.2.5, 3.2.6, temos que

IE Wl < (T +T7 4+ T2)|IvlIP, (3.64)

©w
o
St

E2 (Il < TVl + [IVIIP),

IEsW)I < (T + T2)lIvIIP,

@
»
3

B4 < T,

_OJ
o
3

.CO
[@))
(0.¢]
= = D

o~~~ o~~~

s (Il < T VP + [IVIP+2).
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Assim, para T < 1, temos que

3 1 1
oMW < clivoll, o pyy + (T + T4 + T VI + TVl + TV + e (T + T2)lviIP
+ TP
< clvoll s + cT2 (VI + IV + IVIP + VP + IvIP+2). (3.69)

Logo, fazendo a = 2c¢||vy| como v € X4 (1), segue de (3.69) que

L°°H ’
D (V) < +acT2(1+a +a*+aP 4 aPth). (3.70)

Tomando entao

1
S :
4C2(1 + a2 + a4 + qr—1 + aqr+i + qpr+2 + ap+3)2

(3.71)

segue que [|@(v)|| < a. Portanto, se v € Xy(I), entao ®(v) € X, (I). Logo podemos
concluir que @ (v) : X (I) — X (I).
Sejam v, vy € Xo(I). Pelos lemas 3.2.7, 3.2.8, 3.2.9, 3.2.10, 3.2.11 e 3.2.12, temos

IO (v1) — D)l < (T2 + T)llvi — vall (A + B) + cTlfvy — vallIC
<

cT vy —voll (A + B+ C), (3.72)
onde
A=Vl IV el g IVl Vel g+ el IVl
+ ||V2||ZIL_°T°H%7
B =[[vi][farsl ||v1||imH2 Vil o Mall g + IV QII";OHQ +||vQ||L4Loo||leLmH2I| 2l (oot

IVelges Vel 5

3 3 2 2
C=lvall7 4 A+ vallP 75 4+ vl 27y vl +HvallP
T T T

p+2
L+ ||V2|| b [v 1||LooH§ L

L°°H7

F P allP P el + HVzII’” il
T T T

LeoH3 LoH 3

Entao, tomando T como em (3.71), segue de (3.72) que,

IO (v1) = D)l < cT2 vy —vall(a! + aP** + aP 2 + aP*3) < Kllvi —vall,  (3.73)
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onde

a'+aP*!  aP 4 aPt?
k=k(a) = — <1. (3.74)
2(1+a?2+at+aPt+arfl 4 aPt2 4 art3)

Isto prova que @ é uma contracao em X (I).

Logo pelas estimativas (3.70) e (3.73), o argumento de contragao prova a existéncia
de um tnico ponto fixo v € X4 (I) com T > 0 suficientemente pequeno. Portanto (3.16)
tem uma unica solucao v = @ (v) € X (I).

Além disso, (3.73), juntamente com o Lema 3.2.7 mostra que para cada T" € (0,T) a
aplicacao vp — v (Xq(I) = Xq(I)) é Lipschitz. De fato, observe que

t

D (v1) — DW2)lll < clivo,y — volll + i L U(t — 1) (F(v1) — F(v2)) (T)dl]

< cllvor —voall + klllvi — vall,
com 0 < k < 1 definido em (3.74). Di,
(1 —K)lvi —vall < cllvo,r — voll.

Logo

[vi —vall < Kklllvo1 — volll,

onde k = T € a constante de Lipschitz e vo1 e voo sao os respectivos dados iniciais
das solugoes vy e vy. Portanto nossa solugao v € X4 (I) para a equagao equacao integral
(3.16) é uma solugao forte para o PVI (3.15). Em particular, v satisfaz a equacao (3.15)
no sentido das distribuigoes.

Agora estendemos nosso resultado de unicidade para a classe X(I). Suponha que exista
w € X(T’) para algum T’ € (0, T) uma solugao forte para o PVI (3.15). O argumento
utilizado em (3.69) mostra que para algum T” € (0,T’), w € X4(I). Portanto temos que
w=v e R x [0, T"]. Reaplicando o argumento o resultado pode ser estendido para todo

o intervalo [0, T]. Isto garante o resultado de unicidade em X(I). =
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Capitulo 4

Demonstracao do Teorema 0.1.

Lema 4.0.13. Seja f satisfazendo (H). Dados vy, Vo € H2 com max(||v0||él, ||%||él) <p
e sejam v,v € X(I) solugoes de (3.12) com v(0),v(0) = vo, vy dadas pelo Teorema 3.1.

Sejam w,u dadas por

u=e% (4.1)
i = e'%, (4.2)
onde N
ox,t) =5 | iy OFay,
Bx.0) =3 | Fly.tfay
Entao u,ut € X(I) e 0, (Jul?), 0« (1f?) € L2(R x I). Além disso

1
hull < cpteT2 (V] oy + IVIRars VIS g + VIR s (VIP 2 )

L°°H? L°°H2 L°°H2
3 5 P2
TNy + VIR, + VT2 ) (43)
=T T =1y (913 191 0 19

y IV

)+ vl

+ ||VH?£OOH%||V1H Lt

- anwnvum) o (44)

o0 iguz <0+ €T (vl gy + IV p VI g+ VIS 4 VIS
2
P p+2
IV VI, ) (4.5
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Jox(tul) =05 (TP legez < (Ivo = Foll, s + Tv =l 43 (A + B+ O)) (p+ Tglv) + Th(E)) .

LeH2
(4.6)
Sendo,
AV IV B2 IV I Ty IV
IR
B =[[v]|Taps( ||V||2LOOH2 IV o VM it +||V||iooH2 +||V||L4Loo||v||LooH%||5||L0TOH§
R 2,
3 3 2 2
C=lv ||p:H1 + v ||’ZIH1 + v II]E;:Hl||V||me+||V||p+ I (P
1 1
I+ I+ VI Bl I, Vs

2
g(v)z(uvnm VIR IV g+ IV + IRy 4 IVIE VIS, )
~ 2
h(v)=(||v||w+||v||L6Le||v||§wH2 FIRIE s+ IR+ IR, +||v||§;fm).

Dem. Tomando v como no Teorema 2.1 e utilizando os Lemas 3.2.2, 3.2.3, 3.2.4,

3.2.5 e 3.2.6, segue que

t
Il = Tl ey =NVl < UL Vo||LwH+||J (t—DFV)dt]| .,

< Ul + U@ vl +Z [ wie-oma,,.

< Ivoll +Z HJ (=BT s
1
<p+TH (”vuw Ml VI g + Vs VI )

+T(HV||3 VP VP )
0"H7 L°°H7 LOOH

O que provar o item (4.3).
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Observe que

U— T —el®V)y, _ o8@)y — pH8()—8(¥)) 4i0(V),, _ oi(8(¥)—0(v)) i

x X
= (J (ei(e(v)—G(G)J)/dy> ei@(?)v_ (J (ei(G(G)—G(v)))/dy) eie(\,)
o -

= (J‘X i(el(\)) . e/({;))(ei(@(\))—e(\?)))dy) 0y,

_ (J’X i(0'(w) — e/(v))(ei(e(ﬁ)e(v)))dy> el0(v)

Por um célculo semelhante a demonstracao do Lema 3.2.9, segue que

e vV—e€

e — = o~ T3 < | (Lo {(0'(v) — e/(v))(ei(em—e(““)dy) &N
([ e - ooy ) ey
oo T

STV =9 o (H I y HIVIE

 + I Y L

LOOH? L"OH?

+IvI?

4 e e T+ s Pl )

s Ml
Utilizando agora o item (3) do Teorema 2.1, chegamos que

10 ()]l 202 = ||ax(|eie(VJV|2)||L%L§
= ||ax(|V|2)||L$L§ = [[0x (W)l L212

_1
<272 ([[voll 3 +[IF(v +[IF(v

||L1H2 ||v0HH2 HL%H%)

<clvoll?y +IFWIIE, g

< cp® +c|[F(v) ||L1L2+C||D2F ||L1L2

2
=cp’+c <Z IIF; (V)HL%LE> +e <Z IDXF; (ﬂllqg) - (&)
j=1 j=1

Entao, pela demonstracao dos Lemas 3.2.2 a 3.2.6, temos que

(ZHF ) (ZHF )

2
2
T (Mg + Ml + VI + VTS + VT2, ) )
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> 1 ’ > 1 ’ 1 2
(Zumwm <1 Y IDEFW)iz | + T2 (IDER M)z
j=2

j=1

2 ) 2
T (Vs + s + V72, )+ (IDER ) (4.9

Usando o Lema 1.4.5 com « = %, X = % e s = 0 e imersao de Sobolev, segue que

1 1

(IDEFMlge)” < THIDE M) e
1 1 1 )

<T: (IID%UvI‘*v) — DI (PP — VPDZ (W) (212 + D2 (VP VY202

2193 (|2
+ VD2 (V) 23 )

<TH (D2 (WP Lars VP D (P w2

S DLV ILaa 1MV eacs + [ID VIV [[Lses [V ers
1

< T (IDlgrg Ve VI )

F T (D sVl + 1Pl IDEVlers )

<Ts ||DXV||L6L6 ||VHZ;0H2 T Hv“imnl ||D |V|2)||L§L4T
1
<Ts HVHimHl HDXVHL6L6 + T3 HVH5 DV [eerg Vil e
1 1
< TSHVHi%OH%HDECVHLQL?‘ (4.10)

Portanto por (4.7), (4.8), (4.9) e (4.10), prova-se (4.5).

Utilizando navamente o Teorema 2.1, as identidades (4.1) e (4.2) e a identidade

— [P =P PP =vw—w = (v =YV + V(v — V),

temos que

10x () = A« (Rt 212 = 105 (W) = 3x (W) 1212 < 10x((v = V) [l212
118G =D lzez < 25 (Ivo =0l + IFO =10 ) (Ivoll, s+ IFOI 0 )
+ 2% (Woll, 3 + IF®y 1) (Ivo =0l + IFO =91, )

S (Ivo =0l + IFO =) 1) (P IFON Ly + IFGY Ly 1) - (4.11)

Pelos Lemas de 3.2.8 a 3.2.12, segue que

IF =Dy STD_NFO =9y STV =9l 3 (A+B+C), (412)
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onde,

_ 4 2 =112 3 =~ =113
A=V + VI B2y IV g T IV
IR
LPH?2

B Z\!v!!?_mo(!\\)\!i%% VI o VI g + H?H;H%) F Ve IV o IV ey
R 2., 3
€
_ p+3 =~ p+3 p+2 ~ ~|p+2
C =My IRy 4 IV 19yt 1007 1Vl
p+1 ~np+1 P ~ ~Ip
FIMIPE L+ IR D ol 91T, V-

Pela demonstragao de (4.5), temos que:

FO g =T (IIVHLOTQH% VT VIT ., 3 VI HIVIE g+ VP

LPH2 LPH2 L¥H? LM
HIIZTE ). (1.13)
T
IFM ot =T (¥l g+ PR B+ I+ 190 3+ B
HRIEE, ). (1.14)
T

Portanto por (4.11), (4.12), (4.13) e (4.14), obtemos (4.6). =
Agora estamos completamente pronto para demonstrar o Teorema 0.1. Para facilitar

a leitura iremos reescreve-lo aqui:

Teorema 4.1. Seja f uma fungdo satisfazendo a condi¢ao (2). FEntdo para qualquer
p > 0 existe uma constante positiva T(p) dependendo somente de f e p com as sequintes
propriedades: Para qualquer uy € Hz(R), com [uoll,,3 < p, a equagdo (3) tem uma

unica solucao w em X(I) = X([0, T(p)]) tal que, uw € X(I) e
Ox(u*) € LA(I x R). (4.15)

Além disso, para qualquer T com 0 < T < T(p) existe € > 0 tal que a aplicagdo Ty — 1
¢ Lipschitz de {Tiy € H2; |[iy — 11| < €} em X([0,T]).
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Dem. Seja uy € H? e seja {u(()n)} uma sequéncia em H? tal que u(()u) — up em H?

com n — oo. Defina vy e v(()n) por:

10
Vo = e Ug,

(n)

VO — el (n)

olm
Ouo’

onde x5
0= | iyl dy,

n * A n
o = | Jhu™ Ik ay.

Como na demonstragao do Teorema 3.1 vemos que v, € H%, v(()n) € H? e v(()n) — Vo

em H2 quando n — co. Seja p = sup Hv})’”H 1 Seja v, v ¢ X(I) solucao de (3.16)

com (v(0),v™(0)) = (vo,vo ) dado pelo Teorema 3.1. Pela demonstragao do Teorema,
3.1, vemos que v(") — v em X(I), quando n — co. Com v e v(™) | definimos respectiva-
mente 1 e u™ como em (4.1). Entdo pelo Lema 4.0.13 temos que w, u!™ € X(I) com
Ox (), 05 (u™[?) € LI x R) e que ul™ — uwe o, (ju™?) — 9, (u?) em L*(I x R)

(n)

quando n — co. Da mesma forma como na equagao (3.1), u'™ satisfaz

deu™ —id2u™ = A0, (ju™P)ul™ —if(u™)

com u™(0) = u, e portanto

t

ul™ = U uy™ + J Ut — A (™ Nu™ + f(u™)) (1) dr. (4.16)
0

Pela convergéncia de v(™ — v, usando as hipéteses sobre If;(z)], j = 1,2 e a definicao
de u™ e sua convergéncia, u™ — u, segue que f(u'™) — f(u) em LIL2.

Como Oy (u™P)u™ — 9, (u[*u e f(u™) — f(u) em L2 quando n — oo, o lado
direito da equagao (4.16) tende para

t

U(Jup + J Ut — 1) (Adx (fuhu + f(u))(t)dT
0

em LL2 NLILY quando n — co. Fazendo n — oo em (4.16), obtemos

t

u=U(Jup+ J Ut — 1) (Adx ([ul)u + f(u))(T)dr, (4.17)
0

onde o lado direito da equagao (4.17) faz sentido em LL2 N L{L e portanto em X(I)
desde que u— U(-)up € X(I). Isso prova a parte essencial do Teorema e a outra parte

segue da mesma forma como no argumento anterior. m
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