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Resumo

Nesta dissertacao estudamos a geometria das imersoes de variedades do tipo produto
torcido em variedades também produto torcido (veja, Chen [4]). Sao obtidas as formulas
da conexao Riemanniana, do tensor de curvatura, do tensor de Ricci de um produto
torcido simples (cf. O’Neill [9]) e, no apéndice, é apresentada uma generaliza¢ao destas
formulas para o caso de um produto torcido multiplo (cf. Dobarro [5]). Os resultados
contidos neste trabalho foram extraidos dos artigos “On warped product immersions” e
“On isometric minimal immersions from warped products into real space forms” de Bang-
Yen Chen, e “Curvature of multiply warped products” de Fernando Dobarro e Biilent

Unal.



Abstract

In this report we study the geometry of immersions of manifolds of warped
product type into warped product manifolds (see Chen [4]). We obtain formulas for the
Riemannian connection, the curvature tensor and the Ricci tensor on a warped product
(see O’Neill |9]) and, in the appendix, we present a generalization of these formulas for
the case of a multiply warped product (see Dobarro [5]). The results contained in this
work were extracted from the papers "On warped product immersions", "On isometric
minimal immersions from warped products into real space forms" of Bang-Yen Chen,

and "Curvature of multiply warped products" of Fernando Dobarro and Biilent Unal.
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Capitulo 1

Introducao

O conceito de produto torcido (warped product) entre duas variedades Riemannianas
foi primeiramente introduzido por Bishop e O’Neill, no artigo Manifolds of negative cur-
vature [1], onde apresentam a constru¢ao de uma deformagao do produto direto entre duas
variedades Riemannianas — o produto torcido — a fim de obter novos exemplos de vari-
edades Riemannianas com curvatura negativa. Em geometria Riemanniana, variedades
produtos torcido e suas formas genéricas tem sido usadas para construir novos exemplos
com interessantes propriedades de curvatura desde entao.

Em geometria Riemanniana, variedades do tipo produto torcido sao frequentemente
construidas de modo a satisfazerem certas condig¢oes ou restrigoes geométricas especificas
- por exemplo, controle sobre as curvaturas seccional, de Ricci ou escalar, controle sobre
o comportamento das geodésicas, etc. Também sao importantes na obtencao de contra-
exemplos em Geometria Riemanniana e Lorentziana.

Em Geometria Lorentziana algumas solugoes bem conhecidas para as equacgoes de
campo de Einstein podem ser expressas em termos de produtos torcidos Lorentzianos.
Por exemplo, na Teoria Geral da Relatividade os modelos de espago-tempo de Robertson-
Walker — dado por, M(k,S) ¢ a variedade I x¢S com elemento linha [—dt? + f(t)do?|,
onde do? ¢ o elemento linha de S, sendo S uma variedade Riemanniana conexa tridi-
mensional de curvatura constante k = —1, 0 ou 1 — e de Schwarzschild — dado por, para
M > 0 sejam Py e Pyp as regides 1 > 2M e 0 < v < 2M no 3-semi-plano R x R*, cada
uma munida com elemento linha [—hdt? + A~ 'dr?], onde h(r) = 1 — (2M/7) e, S? é a
esfera unitéria, entdo os produtos torcidos N = Py x, S2, B = Py; %, S? sdo chamados de

espago-tempo exterior de Schwarzschild e buraco negro de Schwarzschild, ambos de massa
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M e elemento linha [—h dt? + htdr? +12d0?| - e suas generalizacoes siao do tipo produto
torcido.

Além disso, atualmente, vem sendo bastante estudados resultados da teoria de imer-
sao em espacos produto torcido. Uma noc¢ao muito importante é a de imersao-produto
torcida que aparece naturalmente em varios estudos recentes relacionados a aspectos
geométricos diferentes. Por exemplo, ela aparece no estudo de superficies de multi-
rotagao, em problemas de decomposicao, em desigualdades geométricas e em problemas de
imersoes minimas. Portanto, é natural e desejado investigar propriedades fundamentais
de imersao-produto torcida entre produtos torcidos.

Recordamos a definicao de um produto torcido de duas variedades Riemannianas:

Sejam (B, gg) e (F, gr) variedades Riemannianas. Se f : B — (0,00) é uma fungao
suave, entao o produto torcido, B x¢ F, é a variedade produto B x F munida com a métrica

g = gp + f>gr. Mais precisamente

g =m(gs) + (fom?0™(gr),

onde m: BxF— Beo:BxF— Fsao as projecoes usuais e * denota o operador
pull-back atuando em tensores. Aqui, (B, gg) é chamada base, (F, g¢) é chamada fibra e
f é chamada fungao torcao.

Se M x, My é um produto torcido, ¢; : Ny — M; e ¢y : Nog — M, sao imersoes
isométricas entre variedades Riemannianas. Defina a funcao positiva f € C*(N;) por

f =pod;. Entao, a aplicagao
d):Nl XfN2 —>M1 XpMQ

dada por ¢(p1,p2) = (¢1(p1), Cbg(pg)) ¢ uma imersao isométrica, chamada de imersao-
produto torcida. Se p = 1, ¢ ¢é chamada imersao-produto (direta).

Esta dissertagao esta organizada da seguinte maneira:

No 2° capitulo sao apresentados os resultados basicos da teoria de variedades
Riemannianas que faremos uso ao longo desta dissertagao. Demonstraremos apenas os
resultados "nao tao classicos" e que utilizaremos de forma recorrente ao longo deste
trabalho. Toda a teoria bésica pode ser encontrada em textos classicos de geometria
Riemanniana, como por exemplo os livros de do Carmo [6], O’Neill [9], Warner [10], Lee

[7], entre outros.
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No 3° capitulo definimos produtos torcidos e estabelecemos as relagbes geométricas
(métrica, conexao e curvatura) em um produto torcido, em termos das correspondentes
informagoes em sua base, fibra e fungao torcao, seguindo os mesmos argumentos de O’Neill
[9].

No 4° capitulo, depois de definirmos imersao-produto torcida, apresentaremos quatro
resultados de Chen [4] envolvendo a segunda forma fundamental e o vetor curvatura média,
os quais servem para melhorar o teorema 1.4 de [3|, provado em 2001 por B. Y. Chen. Os

resultados que apresentaremos sao os seguintes:

Teorema 1.1 (Teorema 1 de [4]). Seja d = (1, d2) : N =N; x¢ Ny — M = My x, My

uma tmersao produto torcido entre duas variedades produto torcido. Entao, temos:
(a) ¢ ¢ totalmente geodésica mista.

(b) O quadrado da norma da sequnda forma fundamental h de ¢ satisfaz
”hH2 2 nQHD In pH27 Mgy = dimNQa

com a 1gualdade ocorrendo se ,e somente se, ®1: Ny —> My e pg: Ng — My sao

ambas 1mersoes totalmente geodésicas.
(c) ¢ € Nj-totalmente geodésica se, e somente se, ¢y : Ny — M € totalmente geodésica.

(d) & é No-totalmente geodésica se, e somente se, do : No —> My € totalmente geodésica
€ (V In p)|N1 = VInf ocorre, isto €, a restricao do gradiente de Inp a Ny € o

gradiente de Inf, ou equivalentemente, DInp = 0.

(e) & € uma imersao totalmente geodésica se, e somente se, ¢ é Ny-totalmente geodésica

e Ny-totalmente geodésica.

Teorema 1.2 (Teorema 2 de [4]). Uma imersao produto torcido & = (1, P2)
N = N; x¢ Ny — M = M, X, My entre variedades produto torcido € totalmente um-

bilica se, e somente se, tivermos:

(a) &1 : Ny — My € uma imersao totalmente umbilica com vetor curvatura média dado

por —Dlnp e
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(b) &2 : Ny — My € uma imersao totalmente geodésica.

Teorema 1.3 (Teorema 3 de [4]). Seja ¢ = (1, d2) : N =N;j x¢ Ny — M = My x, My

uma tmersao produto torcido entre variedades produto torcido. Entao, temos:

(a) O vetor curvatura média de &1 : N; — My € igual ao vetor curvatura média parcial
ﬁl ; portanto, & € Ni-minima se, e somente se, &1 : Ny — My € uma imersao

minima.

(b) & € No-minima se, e somente se, ¢o : Ny —> My € uma imersao minima e

(VInp)ln, = VInf ocorre.

(c) d = (d1,d2) € uma imersio minima se, e somente se, ¢y : Ny — My € uma

. . L o . D
imersao minima e o vetor curvatura média de ¢, : Ny — My € dado por E—TT"

Teorema 1.4 (Teorema 4 de [4]). Seja ¢ = (1, d2) : N =N; x¢ Ny — M = My x, My
uma imersao produto torcido de um produto torcido Ny X¢Ng em wma representacao

produto torcido My X, My de uma forma espacial real R™(c). Entdo, temos:

(a) O operador forma de ¢ em ﬁl, A, satisfaz
A
Aﬁlz = |:TL_1f — C:| Z,

para Z em £(Ny), onde A é o operador Laplaciano de Ny.

(b) Para quaisquer X, Y € £(Ny) e Z € £(N3), Dzh(X,Y) = 0 ocorre, onde D € a

conexao normal de &. Em particular, temos Dzﬁl =0.

(c) Os vetores curvatura média parciais ﬁl e ﬁg sao perpendiculares entre si se, e so-
mente se, a funcao torcao f € uma autofuncao do operador Laplaciano A com au-

tovalor n;c.

(d) A fungao torgao f € uma autofuncao de A com autovalor nic se, e somente se, ou

= —— ocorre.

. . , Vp
®1: Ny — My € uma imersao minima ou <—
Ni

(e) Quando c =0, os vetores curvatura média parcial ﬁl e ﬁg sao perpendiculares se,

e somente se, a func¢ao torcao f é uma funcao harmonica.



Capitulo 1. Introdugao )

(f) Se ¢1 : Ny — M, € uma imersao nao-minima e os dois vetores curvatura média
parcial ﬁl e ﬁg sao paralelos em cada ponto, entao ¢ € Na-pseudo-umbilica e

$o 1 Ny — My € uma tmersdao minima.

Teorema 1.5 (Teorema 5 de [4]). Seja & : N = Ny x¢ Ny — R™(c) uma imersdo
isométrica de um produto torcido em uma forma espacial real R™(c) de curvatura con-

stante c. Entdo o quadrado do vetor curvatura média H? de ¢ satisfaz a desigualdade:

Af  n?
— < —H? 1.1
S, L e (1.1)

ondeni =dimNi, 1i=1,2, n=n;+ny e A € 0 operador Laplaciano de Ny.
A igualdade de (1.1) ocorre se, e somente se, exatamente um dos dois sequintes casos

acontece:

(a) A funcgao tor¢ao f é uma autofungao do operador Laplaciano A com autovalor nic e

b € uma imersao minima,

(b) Af # (nyc)f e localmente & = (b1, d2) : Ny x¢ Ny — My X, My € uma imersao
produto torcido nao-minima de Ny Xt Ng em alguma representacao produto torcido
M; x, My de R™(c) tal que ¢y : Ny — My € uma imersao minima e o vetor

D
curvatura média de &1 : Ny —> My € dado por —% <Tp)
1

No apéndice usamos um dos modos de generalizar produtos torcidos, no qual consiste
em considerar o caso de multifibras e, nesse caso, o produto correspondente é chamado de
produto torcido multiplo. Também desenvolvemos as formulas gerais para a determinacgao
da conexao, do gradiente, do laplaciano e das curvaturas de um tal produto torcido
miultiplo.

Pretendemos que estes resultados possam servir de apoio a futuros projetos de pesquisa
em geometria das variedades.

Por fim, gostariamos de salientar que este trabalho abre espago para novas e
interessantes extensoes de resultados da geometria das imersoes. Por exemplo, pode-
mos considerar deformacoes sobre a base a partir de funcoes definidas sobre as fibras,

etc.
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Nocoes Preliminares

Neste capitulo iremos estabelecer a notacao a ser usada e recordar alguns conceitos e fatos
bésicos, necessérios ao desenvolvimento dos capitulos seguintes. Sendo assim, a prova de
alguns resultados nao sera feita, mas em todo o texto ficara clara a referéncia para obter

tais justificativas.

2.1 Variedades

As definigoes a seguir foram extraidas das referéncias [6] e [9)].

Definigao 2.1. (Variedade Diferencidvel) Uma variedade diferencidvel de dimensao n é
um conjunto M e uma familia de aplicagoes biunivocas @4 : Uy CR™ — M, x € ], de

abertos Uy de R™ em M tais que:
(V) [ @a(Us) =M.

(V2) Para todo par «, B, com @«(Uy) N @p(Up) = W # 0, os conjuntos @ (W) e

(pgl(W) sao abertos em R™ e as aplicagoes (pglo(p“ Ce (W) — (pgl(W)
ea (W)
sao diferencidveis.

(V3) A familia {(Uy, @)}, € mdzima relativamente as condigoes (V1) e (Va).
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i

W

q’;lo (?B (p;}(\m
IS

O, (W N

Obs 2.1. (a) Uma familia F = {(Uy, @)}, satisfazendo (Vi), (V2), (V3) € chamada

&

uma estrutura diferencidvel em M.

(b) Dado p € M, o par (U,@) € F, (ou a aplicagio @), com p € @(U) é chamado
uma parametriza¢ao (ou sistema local de coordenadas ) de M em p; @(U) € entado
chamada uma vizinhan¢a coordenada em p. As fungdes x; @ @(U) C M — R,
dadas por xi =10 @ *, onde Ty € i-ésima projecdo candnica, sao as funcoes coor-

denadas da parametrizacao.

(c¢) Dada uma estrutura diferencidvel em M, € possivel completi-la a uma familia
mdzrima, agregando a ela todas as parametrizacoes que junto com alguma

parametrizacio da estrutura satisfazem a condicao (Vs).

(d) Uma estrutura diferencidvel F ={(Uy, @)}, em um conjunto M induz de maneira

x
natural uma topologia em M. Basta definir que A C M ¢é um aberto de M se
0 (AN @a(Uy)) € um aberto de R™ para todo «. Observe que a topologia é
definida de tal modo que os conjuntos @«(Uy) sao abertos e as aplicagoes @ sao

homeomorfismos (na realidade serao difeomorfismos ).

(e) Por variedade diferencidvel ou suave entenderemos sempre diferencidvel de classe C*.

Nos referiremos também a variedades diferencidveis simplesmente como varidades,
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com diferenciabilidade de classe C® sempre assumida implicitamente.

Exemplo 2.1. A estrutura diferencidvel canénica no espaco Euclidiano R™ ¢é obtida
tomando F para ser a estrutura diferencidvel (mdzima em relagao a (Vs)) contendo (R™, 1),

onde: 1: R™ — R™ € a aplicacao identidade.

n+1
Exemplo 2.2. Seja S™ = {(Xl,...,XnJrl) € R““;ZX% = 1} a esfera unitdria em
R =
N = (0,0,...,1) o pdlo norte e S = (0,0,...,—1) o pdlo sul de S™. Sejam
M ST —{N} — R™ e my : S*™ —{S} — R™ as projecoes estereogrificas em relagao
aos polos norte e sul, respectivamente, e sejam 01 € 03 as correspondentes inversas, com

oy : R™ — S™ —{N} dada por

O'l(Xl,Xg, e 7Xn) = (

2x4 2% X4+ x3 —1
R R S A o A < I AR b - S B C S SRR S i o

e 09 : R™ — S™ —{S} dada por

2x1 2X 1 1—xf—- —x2
02(X1,X2,. .., Xn) = :

G I e A B G ik SHh o B SR b A |

A familia {(R™, 01), (R™, 02)} € uma estrutura diferencidvel em S™.

Xn+1
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Exemplo 2.3. Seja f: U C R™™ — R™ de classe C*® no aberto U. Se ¢ € R™ € valor

reqular de f, entao f~1(c) € uma superficie de classe C® e dimensao m em R™™,

Definigao 2.2. (Fung¢do Suave) Seja M™ uma variedade (suave) n-dimensional. Uma
fungcao f: U C M — R, U aberto em M, € suave ou diferencidvel de classe C* se para

cada @y : Uy CR™ - M, com (Uy, @) EF e @ (Uy) NU # 0, tivermos
fopse :WCR" — R, fo@y de classe C*,

com W = @' (9 (Ug)NU) # 0D e W CR™ aberto. Indicaremos por C*(M) o anel das

funcoes suaves de M em R.

Definigao 2.3. (Aplica¢io Suave) Sejam M™ e N* wvariedades. Uma aplicagdo f,
f:UC M — N, com U aberto, ¢ uma aplicacao suave ou diferencidavel de classe
C*> se para toda fung¢io g :V C N — R, com f(U) C V eV aberto, g suave, tivermos
gof suave, comgof:UC M — R.

Equivalentemente, f: U C M — N € suave se dados (Uy, @y) € Fym e (Vp,Pp) €
Fn tivermos 1|)g1 ofo @, € C®(R™ RX).

Exemplo 2.4. (Variedade Produto) Sejam M e N wariedades diferencidveis, sendo F =
{(U(X, ©u); X E A} eG = {(Vﬁ,ll)[g); B e B} estruturas diferencidveis de M e N respec-

tivamente. Considere o produto cartesiano M X N e as aplicacoes

dap(p.q) = (0a(p),Pp(q)), p € Uy, g€ Vg.

H = {(U(X X Vg, bap); (, ) € A X B} ¢ uma estrutura diferencidvel em M x N, na
qual as projegoes My : M X N — M ey : M x N — N sao diferencidveis. Com esta

estrutura diferencidvel, M X N € chamada a variedade produto de M por N.

Definigao 2.4. (Curva) Seja M uma variedade suave. Uma aplica¢ao diferencidvel o :
ICcCR— M, ICR um intervalo aberto, é chamada uma curva em M. Se « for de

classe C*, entao & € uma curva suave.
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Sejam p € M, M variedade e « : | C R — M uma curva com «(ty) = p. Se
@ : U CR™ — M ¢ uma parametrizagao em p = @(q), q € U, entao a expressao local

de «, em uma vizinhanca de ty; € I, em termos da parametrizacao ¢ é dada por

(@ o) (t) = (xa(t),- ... xa(t)), ou seja, a(t) = @(xi(t), ..., xn(t)),

em uma vizinhanga de p.

Definigao 2.5. (Vetor Tangente) Sejam M uma variedade, « : (—e, ) — M uma
curva suave em M com «x(0) = p, p € M. Seja D(M) o anel das fungoes (reais) de
M diferencidveis em uma vizinhanca de p. O wvetor tangente a curva &« emt =0 € o

operador linear &'(0) : D(M) — R dada por

d(fo«)
dt ’

t=0

o' (0)(f) = f e C*(M).

Um wvetor tangente a M em p, v, € o vetor tangente em t = 0 de alguma curva suave
x:(—e,—e) — M, com x(0) =p e &'(0) =v. Se (U, @) é uma parametrizagio em

P =0(q), q € U, exprimindo a fung¢io f e a curva & nesta parametrizacao, tem-se

(fo@)(x) =f(x1,...,xn), x=(x1,...,xn) €U

((p_l ° “) (t) = (Xl(t)a .. ?Xn(t)>

respectivamente. Portanto, restringindo f a «, obteremos

, d(f o o) d(fo(poe™)on) d((fogp)o(ptonx)
olf) = o= dt | - dt t=0 - dt t=0 -
o of = 0
= igl Xi(o)axi(q) = <i§1 Xi(O) <8xi)q> ().

Em outras palavras, o vetor «’'(0) pode ser expresso na parametrizagiao @ por

o'(0) =) x{(0) (ai) . (2.1)
i 1/ q

Observe que <aa

) € o vetor tangente em p a "curva coordenada”"dada por
i
q

x(t) = @(B(t)), B:(—&,—e) — R™, B(t) =q+tey,

onde {ei, i=1,...,n} € a base canonica do R™.
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A expressao (2.1) mostra que um vetor v tangente a M em p — o vetor tangente a uma
curva o em p — depende apenas das derivadas de &« em um sistema de coordenadas, isto

¢, v independe da curva localmente e, além disso, v(f) nao depende da parametrizacao.

Definigao 2.6. (Espago Tangente) O espago tangente a p € M € o conjunto dos

vetores tangentes a M em p, denotado por T,M = {v;v € vetor tangente a M em p}.

Obs 2.2. O espago tangente a M em p, T,M, para cadap € M, admite estrutura natural

de espaco vetorial real.

Definicao 2.7. Sejam M uma variedade e (U, @) um sistema local de coordenadas em

uma vizinhanga @(U) de p € M com fungoes coordenadas (X1,Xa,...,%Xn). Para cada
1e{l,2,...,n}, denotamos por 3 ao vetor tangente a M em p definido por
Xq
P
0 offo),
f)l=—— 2.2

para cada fungio f € C®(V C M, R) definida em uma vizinhanga V de p. Chamamos os
0

aXi P

de campos coordenados.

0
aXi P
fato um vetor tangente a M em p.

_of
N aXi

¢ de
P

Usamos também a notagao (f) (p). Nao é dificil verificar que

axi

Obs 2.3. (a) Sejam M uma variedade e (U, @) uma parametriza¢io de M em p com
,i:1,2,...,n} é
P

, com oy = V(xi), sendo xi as fungoes

fungoes coordenadas (x1,Xa2,...,Xn). Entdao, a familia

aXi

uma base para T, M.

0

(b) Todo v € ToM € da forma v = Z(xia_xi i

coordenadas da parametrizacao.

Defini¢ao 2.8. (Diferencial de Aplicagoes) Sejam M e N wvariedades e f : M — N
aplicagao C*. Definimos a diferencial de f em p € M, df,, como a associacdo que a

cada v € T,M e cada g € C*(V C N,R), V aberto, com f(p) € V, satisfaz

(df,(v))g = v(g o f) (p), ou ainda (df(v))(g) =v(gof).
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Dessa forma, df,(v) € Tep)N, isto ¢, df,(v) € um vetor tangente a N em f(p). Além

disso, a diferencial de f em p € M € uma aplicagao linear df, : T,M — Tgp)N.

Obs 2.4. (a) (Teorema da aplicagio composta) Se f : M — N e g : N — P sdo

aplicagoes suaves, entao para cadap € M

d(gof)p, = dgs(p) o dfp.

(b) Seja agora M™ uma variedade, p € M e (U, @) um sistema local de coordenadas em

P = @(q). Considere R™ com a estrutura diferencdvel padrao (R™ como variedade).
0
e d(p;l (a ) = €5.
P Xilp

Defini¢ao 2.9. (Fibrado Tangente) Seja M™ uma variedade diferencidvel. O fibrado
tangente de M ¢ o espaco TM = {(p,v);p € M,v € T M} = |_| T,M, onde | | €

pEM
a uniao disjunta. TM possui estrutura de variedade diferencidvel. Seja {(Uy, ©o)te @

1

Dessa forma, @, @~ sao suaves e d@g(e;) =

ax:

estrutura diferencidvel de M. Indicaremos por (x§,...,x%) as coordenadas de Uy e por
0 0
——,...,—— ¢ o referencial local associado. Para cada «, defina
ox s ox%

Oy Uy x R™ — TM,

por
= 0
D (X, .. Xy Wy, Uy ) = ((p“(xf‘, Ce XD, Zuiﬁ) s (ug, .o, un) € R™
i=1 i
Isto significa que tomamos como coordenadas de um ponto (p,v) € TM as coordenadas
: 0 0
Xy, ..., x> de p junto com as coordenadas de v na base S ——, ..., =— ¢.
oxy ox&

{(Ug xR™, @ 4)} € uma estrutura diferencidvel em TM, portanto TM é uma variedade

2n-dimensional.

Existe uma projecao natural de TM em M, m: TM — M, dada por 7t(p,v) = p ou
n(v) =p, Yv € T,M. Assim ! (p) =T,M , Vp € M.

Definigao 2.10. (Imersao) Sejam M, N variedades. Uma aplicagio diferencidvel (suave)

f:M — N € uma imersao se df, : T,M — Tgp,)N € injetiva para todo p € M.
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Definicao 2.11. (Subvariedade) Sejam M, N wvariedades e uma aplica¢io suave
& : M — N. O par (M, d) € uma subvariedade de N se ¢ for uma imersao injetiva.
Equivalentemente, uma variedade M € uma subvariedade de uma variedade N desde

que:
(Svi) M € um subespaco topoldgico de N.

(Sva) A aplicagao inclusao i : M — N € suave e em cada ponto p € M sua aplicagao

diferencial di, € injetiva.

Obs 2.5. Seja M uma subvariedade de N.

(a) Se f: N — P € uma aplicagao suave (P variedade), entao a restrigao de f M de f

em M € suave, pois f|,, € exzatamente foi (ou fod).

(b) Sei:M C N € uma subvariedade de N, € usual identificar-se o espago tangente T,M
como um subespaco de TN para cadap € M (isto ¢, TM =~ dip(TpM)).

(c) Se ¢ : P — N € uma aplicagio suave (P variedade), tal que &(P) C M, entio a

aplicacio induzida ¢ : P — M, com $(x) = d(x) Vx € P, € suave.

Definigao 2.12. (Mergulho) Sejam M, N wvariedades. Uma aplica¢io suave ¢ : M — N
€ um mergulho se & for uma imersao e ¢ : M — (M) C N for um homeomorfismo
sobre a 1magem, munida da topologia subespago. Portanto, (T) M — d(M), com

d(p) = d(p), € uma aplicagao aberta sobre d(M),munido com a topologia subespago.

Subvariedades e mergulhos estao intimamente relacionados: se M é uma subvariedade

de N, entao a aplicagao inclusao i: M C N é um mergulho.

Exemplo 2.5. O exemplo cldssico de mergulho € a aplicagdo f : R™ — R™ dada por

f(x1, .0, Xm) = (X1, 0.0, Xm, 0,...,0). (m < n).

Defini¢ao 2.13. (Valor reqular) Sejam M, N wvariedades e \p : M — N uma aplicagio
suave. Um ponto 4 € N € chamado um valor reqular de P se dipp : T,M — Ty, )N €
sobrejetiva ¥p € Pp1(q).



Capitulo 2. Nocgoes Preliminares 14

Obs 2.6. Se g € Y(M) € um valor regular de uma aplicagcao suave P : M — N, entao
V»1(q) € uma subvariedade de M e dim(M) = dim(N) + dim(y~1(q)).

Definigao 2.14. (Difeomorfismo) Uma aplicagio f: M — N, entre as variedades M
e N, € um difeomorfismo se f € diferencidvel, bijetiva e sua inversa f1: M — N €
diferencidvel. A aplicagao f € um difeomorfismo local em p € M se existem vizinhang¢as

U dep eV def(p) tais que f: U — V é um difeomorfismo.

Uma consequéncia imediata do teorema da funcao composta é que se f: M — N é um
difeomorfismo, entao df, : T,M — T¢)N é um isomorfismo para todo p € M; em
particular as dimensodes de M e N sao iguais. Além disso, vale o teorema da aplicagao

inversa:

Teorema 2.1. (Teorema da Aplicagio Inversa) Seja f: M — N uma aplica¢io difer-
encidvel e seja p € M tal que df, : T,M — T¢,)N € um isomorfismo. Entao f é um

difeomorfismo local em p.

Definig¢ao 2.15. (Variedade Orientdvel) Seja M uma variedade diferencidvel. Diz-se que

M ¢€ orientdvel se M admite uma estrutura diferencidvel {(Uy, @)} tal que:

(1) para todo par «, B, com @«(Uy) N@a(Ug) =W # 0, a diferencial da mudanga de

coordenadas @p o @' tem determinante positivo.

Caso contrdrio, diz-se que M nao € orientdvel. Se M € orientdvel, a escolha de uma
estrutura diferencidvel satisfazendo (1) € chamada uma orienta¢ao de M e M €, entao
dita estar orientada.

Duas estruturas diferencidveis determinam a mesma orientacao se a uniao delas ainda

satisfaz (1).

Obs 2.7. (a) Seja M uma variedade. Se M € orientdvel e conexa existem exatamente

duas orientacoes distintas em M.
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(b) Sejam agora M e N wvariedades diferencidveis e f : M — N um difeomorfismo.
Verifica-se que M € orientdvel se, e somente se, N € orientdvel. Se, além disso,
M e N sao conexas e estao orientadas, f induz uma orientacdao em N que pode ou
nao coincidir com a orientacdao inicial de N. Se coincidir, diz-se que f preserva

orientacao e, caso contrdrio, f reverte a orientacao.

Exemplo 2.6. Seja M uma variedade. Se M pode ser coberta por duas vizinhangas

coordenadas Vi e Vo de modo que a intersecao Vi N Vs € conexa, entao M € orientdvel.

Definigao 2.16. (Secio de TM) Uma aplicagio o : M — TM tal que o o = idpq €

chamada uma secao de TM.

Identifica-se M com uma subvariedade de TM (a se¢@ao nula de TM). Isto é, (p,0) =~ p.

Definig¢ao 2.17. Diz-se que o : [a,b] C R — M € uma curva diferencidvel na variedade

M se o admite uma extensio & : (a — &,b + ¢) — M diferencidvel tal que & = .

[a,b]

Definigao 2.18. Dada uma curva suave « : [a,b] C R — M, um campo de vetores

suave ao longo de & € uma aplicagao suave
X:la,b] —TM

que € um "levantamento”"da curva «, isto €, se

7: TM — M
v — 7m(v) =p, veT,M,

entdo (mo X)(t) = «(t), Vt, isto é, X(t) € Tq(xyM, Vt.

Definigao 2.19. (Campo Suave) Seja U C M um aberto da variedade M. Um campo
(suave) de vetores sobre U € uma aplicacao (suave) X : U — TM que € uma secao
suave de U em TM, isto €,
mo X =1id|yy.
Assim, um campo suave de vetores X em uma variedade diferencidvel M é uma
correspondéncia suave que a cada ponto p € M associa um vetor X(p) = X, € T,M.

Indicaremos por X(U) o conjunto dos campos de vetores suaves em L.
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O espaco dos campos vetoriais suaves sobre um aberto U € M, X(U), admite de
modo natural a estrutura de espaco vetorial real (de dimensao infinita) com as operagoes
naturais de soma e produto por escalar, isto &, (X4 Y)(p) = X, + Y, e (cX)(p) = cX,,
quaisquer que sejam X, Y € X(U) e ¢ € R. De fato, X(U) é um C*(U)-mo6dulo sobre anel
das fungoes f € C*(U), isto é, X(U) tem uma estrutura linear quando tomamos como

"escalares"as funcgoes f € C*(U).

Proposigao 2.1. (Caracterizagao de campos suaves) Se X : M — TM. é um campo de

vetores (nao necessariamente suave), entao sio equivalentes as sequintes condigoes:
(C1) X e X(M), isto €, X € um campo suave.

(Ca) Dado um sistema local de coordenadas (U, (x1,...,xn)) arbitrario em M, se

ap,...,a, : U C M — R sao fungoes tais que

,Vp e U, (2.3)

entao a; € C*(U).

(C3) Sempre que V.C M, V aberto, e f € C®(V), entao Xf € C*(V), onde Xf:V — R
¢ dada por (Xf)(p) = X(p)(f) = X, (f).

Demonstragao: Vide [10]. u

Lema 2.1. (Colchete de Lie) Sejam X, Y € X(M). Entao existe um unico campo vetorial
Z € X(M) tal que, Vf € C*(M), Zf = (XY — YX)f = X(Yf) — Y(Xf).

O campo vetorial Z dado pelo lema (2.1) é chamado o colchete de Lie de X e Y, e é

denotado por [X,Y] = XY —YX.

Proposigao 2.2. Dados X, Y, Z € X(M), a, b € R, e f, g fungdes diferencidveis em M,

tem-se
(a) [X,Y] ==Y, X] (anticomutatividade),
(b) [aX+bY,Z] = alX, Z] + blY, Z],

(c) X, Y], Z] +11Y, Z], X] + [[Z, X], Y] = 0 (identidade de Jacobi),
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(d) [fX,gY] = fglX, Y] + (fX(g))Y — (gY(f)X.

Definigao 2.20. (Campos ¢-relacionados) Sejam M, N wvariedades, & : M — N
uma aplicagio suave, X € X(M) e Y € X(N). Diz-se que os campos X e Y sdo

d-relacionados, se

dd, (Xp) = (Yo d)(p) =Y(d(p)) = Yorp), Vp € M.
Se X eY sao ¢p-relacionados escrevemos X ¢ Y.

O lema seguinte é uma consequéncia direta da defini¢ao.

Lema 2.2. Sejam M, N wvariedades, & : M — N uma aplicagcio suave, X € X(M),

Y € X(N). X e Y sao d-relacionados se, e somente se,
X(god)=(Yg)od, Vge C*(N).
Demonstragao:
De fato, dada g € C®(N), X(go ¢) e (Yg) o ¢ s@o fungoes (reais) suaves em M.
X(god) = (Yg) o P sao iguais se, e somente se, dado p € M, X(gmj))(p) = ((Yg)od))(p).
Dai, dado p € M,

X(god)(p) =Xp(god) = (dd,(X;))(g), e por outro lado
((Yg) o d)(p) = Yo(p)(9), Vp € M, donde segue o resultado, ou seja X Ty, ]

Lema 2.3. Sejam ¢ : M — N uma aplica¢ao suave, M e N variedades, Xi, Xy € X(M)
(& Yl, YQ S %(N) Se X1 T, Y1 (& X2 ? YQ, entao [Xl,Xg] ’dj [Yl,YQ].

Demonstragao:
Basta mostrar que d¢,, ([Xl, Xg]p) =Yy, Yg]d)(p), Vp € M, onde [X1, Xal(p) = [Xy, Xg]p.
De fato, dados p € M e f € C®(N,R), temos que
dd)p <[X17 XQ]p) (f) = [le XQ]p(f © d)) = <[X17 XQ](f © d))) (p)a Vp € M)
isto é equivalente a,
X1, Xal(f 0 &) = Xi (Xa(f 0 §)) = Xa (X (F 0 b)) "2 X, ((Yaf) 0 ) — Xo((V1f) © )
= dd(Xy)(Yaf) — dd(X) (Yif) = Y1 (Yaf) — Yo (Yif) = [Y1, Yo (f).

Portanto, dd)p([Xl,Xg]p) = [Y17Y2]cb(p)7 Vp e M. |
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Lema 2.4. Sejam M, N wariedades e & : M — N um difeomorfismo. Para cada

X € X(M) hd um inico campo de vetores dd(X) € X(N) que € d-relacionado a X.

Demonstracgao:

De fato, como ¢ é um difeomorfismo, entao d¢,, ¢ um isomorfismo em cada p € M.

Defina Y € X(N) por Y = d¢(X) da seguinte maneira

Y: N — TN
q — Y(q) = dd,(X;),Vq =d(p) € N,
Como ¢ é um difeomorfismo, Y esta bem definido.
Y = dd(X) é suave, ja que se g € C*(N), para cada q = d(p), entdo

(Yg)(q) =Y(q)(g) = dd,(Xp)(g) = Xp(g o d)(p) = Xp(g o d)(d*(q)), portanto
Yg=X(god)od' € C*(N,R). E por definicio, X LY. n

O campo vetorial dd(X) é chamado campo vetorial transportado de X.

Definigao 2.21. Sejam M uma subvariedade de uma variedade N e X € X(N). X é um
campo vetorial tangente a M desde que X(p) =X, € T,M,Vp € M (lembre que T,M

¢ considerado um subespago de TyN).

Proposigao 2.3. Sejam M uma subvariedade de uma variedade N, e X, Y € X(N) sao

tangentes a M . Entao
(a) a restrigao X‘M de X a M € um campo suave em M, isto €, X|M € X(M).
(b) Além disso, [X,Y] € tangente a M e [X,Y]!M = [X‘M,Y‘M].

Demonstracao: Vide [9). n

k

Obs 2.8. (Novamente a variedade produto) Sejam M™ e N* variedades e considere

a variedade produto M x N.

(a) As projecoes canodnicas

m: M x N —>M7 W(paq):p;

oc:MxN-—N, op,q)=¢q
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sao aplicacoes suaves, na realidade submersoes.

(b) Uma aplicagao ¢ : P — M x N ¢ suave se, e somente se, ambas o $ e oo P sio

suaves.

(c) Para cada (p,q) € M X N os subconjuntos

M x q={(r,q) € M x N;Tr € M},

P x N ={(p,s) € M x N;s € N}

sao subvariedades mergulhadas de M x N, difeomorfas a M e N, respectivamente.

Com efeito, dados (p,q) € M x N, (U, @) e (V, ) sistemas locais de coordenadas
em torno de p € M e q € N, respectivamente, tem-se que (U XV, d)), com
d(x,y) = ((p(x),lb(y)), x € U, y €V, € uma parametrizagio de M x N em (p, q).
Defina
gt : M — MxqCMxN
X —  4i(x) = (x,q).

A aplicagao ¢i € suave, pois d 1o 4io@ : U C R*™ — R™¥* ¢ suave, com
(ptoqiop)(U) =Ux{Pp(q)} C R™¥ . Assim, a aplicagio 4i € injetiva, e como
d(¢p1to qi o @) € injetiva, dqi € injetiva. De modo andlogo, a aplicagao inversa
(qi)_l:quCMxN—>M ¢ suave. Portanto, i: M x ¢ C M x N € uma

subevariedade mergulhada. Da mesma forma, p XN € uma subvariedade mergulhada

de M x N.

E ainda,

qn::ﬂ]MXq:qu—>M, pOi=0 :pxN—N

p XN

sao difeomorfismos.

Por (¢), os espagos tangentes
T oM =TpqgMxq) e TpgN=Tpq(pxN)

s@o subespagos do espago tangente a M x N em (p, q).
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Lema 2.5. T, q)(M x N) € a soma direta dos seus subespagos T q)M € T q)N; isto €

cada elemento v € Ty, q)(M x N) tem uma unica expressao como
V = V1 + Vg, onde Vi € T(p7q)M € Lo € T(p7q)N.

Demonstragao:

Como Tp M e Ty q)N  sdo  subespagos vetoriais de T (M x N e,
dim(T(pm(M X N)) = dim(Tp, M) + dim(Tp q)N) < oo, basta mostrar que
Tp,)M N Tp,q)N ={0}, 0 € T, q)(M x N). De fato,

7| ¢ constante, logo dm(p q)(T(p,q)N) = 0. Mas, dm(p q) = d(q7), ¢ um

TpgM
isomorfismo em cada (p, q) € M x q. Dai, se existe v € T(p (yM N T q)N, v # 0, por um

pxN

lado d7t(v) = 0, pois v € T, q)N e por outro dm(v) # 0, pois v € T, (M, 0 que é um
absurdo. Logo, T(p,qyM N T )N = {0}, e portanto, T, q)(M X N) =T )M @ T, )N.
Além disso, poderiamos ter usado o ao invés de 7 na demonstragao, concluindo que
Tp,q)M C ker(do) e T, )N C ker(dm). Assim, dado v € T, o) (M X N), v = v + vy,
com dmt(v) =v; e do(v) = vs. [ ]
Segue do lema (2.5) e da observagdo (2.8) que podemos fazer a seguinte identificagao:
Tip,q) (M x N) = T,M @ TgN. E ainda, seja v € T, )(M x N), vi = dn(v) € TM e
vy =do(v) € TyN. Se f € C“((M X N),]R), entao

V(f) =vi(fo g ) +va(fo,o ). (2.4)

Para podermos relacionar propriedades geométricas de M x N com as correspondentes
propriedades das componentes M e N, uma nogao fundamental é a de levantamento, que

definimos a seguir:

Definigao 2.22. (Levantamento) Sejam M™ e N* variedades e considere a variedade

produto M x N.
(a) Sejaf e C®(M). O levantamento de f a M xN € definido por f = forr € C®°(MxN).

(b) SeveT,M eq € N entdo o levantamento dev a (p, q) € o unico vetor v € T, oM
tal que dmt(v) =v. Como Vv € T )M, do(v) = 0.

(c) Se X € X(M), o levantamento de X a M x N € o campo vetorial X em M x N cujo

valor em cada ponto (p,q) € M x N € o levantamento de X, a (p,q). Assim,



Capitulo 2. Nocgoes Preliminares 21

dnt(X(p,q)) = (X o 7t) (p,q) = Xp e do(Xp,q)) = 0. O sistema de coordenadas
produto mostra que X ¢ suave. Portanto, o levantamento de X € X(M) a M x N ¢
o tunico elemento de X(M x N) que é mt-relacionado a X e o-relacionado ao campo

vetorial nulo em N. E ainda, como do =0, o levantamento X de X € X(M)
Tp.gM
a M x N € constante em cada fibra p X N’

(d) O conjunto de todos os levantamentos X de X € X(M) € denotado por £M) e tais

levantamentos sao chamados horizontais.

e) Funcoes, vetores tangentes, e campos de vetores em N sao levantados para M x N
9 P p
da mesma forma usando-se a projecao o. O conjunto de todos os levantamentos Y

de Y € X(N) € denotado por £(N), tais levantamentos sao chamados verticais e,

Y € X(M x N).

Obs 2.9. Sejam M™, N¥ variedades e considere a variedade produto M x N.

(a) £(M) e £(N) sdo subespacos de X(M x N) mas (exceto nos casos triviais) nao
sao invariantes sob a multiplicacao por fungoes arbitrarias f € C*°(M x N). Por
exemplo, em R? o campo vetorial coordenado 9x = 0/0x € o levantamento horizontal
do campo vetorial d/dx em R! (como eizo x), mas yox ndo ¢ um levantamento.
Contudo, se C®(M)n € o anel das funcoes C°(M x N) que sao levantamento de

fungoes C*(M), entao £(M) é C®(M)n-mddulo.

(b) Se (U, @) = (U, xq,...,xn) e (V,¥) = (V,y1,...,Yx) sao parametrizacoes de M e
N, respectivamente, entao (UXV,®) = (UXV,z,...,Znik) € uma parametrizacao
em MxN, com @ : UxV C R — MxN, @(x,y) = (¢(x),¥(y)), zi = x;om,

i=1,...,n, znyj =Yyjoo0,j=1,...,Kk, e 0 sdao as projecoes canonicas de M x N

)

sobre Ml e N, respectivamente. Temos que { ==
’ oxi lp

A= 1,...,n} € uma base para

T,M, para cadap € @(U) {aiy q,j =1,... ,k} ¢ uma base para TqN, para cada
)]

q € Y(V). Assim, {aizl

cada (p,q) € e(U) x P(V) e, o campo coordenado 6%1 € dado, na parametriza¢ao

|(p7q),l =1,...,n+ k} € uma base para T(p7q)(M><N) para

o _ 2 e Iy ,
(D, pOT’a—Zi:aXi7l:1,...,n :a—yj,)zl,...,k, ondea—xleﬂ(M) €

%0 |
7 0znyj 1(p.q)

5}

o levantamento do campo 3 © aiy]- € £(N) € o levantamento de a%j'
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(c) Sejam X € £(M) e ® : U x V — M™ x N¥ um sistema local de coordenadas dado

como acima, entao neste sistema, X se escreve como

n N k
= ap i+ b
i=1 V=1

e X € X(M) € o campo em M do qual X ¢ o levantamento, entdao mo sistema

coordenado (U, @) tem-se

i=1
Assim,
N n = k = 3
X - i b = i , —
dn(X) ;adﬂ<a ) +]; ]dn(ay) ;a (p.a)3,
_X=Y Adp)
i=1 0x;
ou seja, ai(p,q) = Ai(p) = (Aiom)(p,q) e como X 20, seque que

k

0
Za1d0< )Jer do (ay]> :Zb]—(p,q)a—y:()@

j=1 )

pois a familia {dcr (aiy 6ig-’j =1,... ,k} ¢ uma base para TqN para cada ¢ € N
) )

na parametrizagao (V,\). Portanto, X € L£(M) € suave, isto é, X € X(M x N).

Corolario 2.1. Sejam M, N wvariedades e considere a variedade produto M x N. Se i,
Y € £(M) eV € £(N), entio

(a) X, Y] = [X,Y]™ € £M), e similarmente para £(N).
(b) [X,V] =0, onde 0 € X(M x N) € o campo nulo.
Demonstragao:

(a) Devemos mostrar que [>~<, v < X, Y] e [>~<, Y12 [0,0], onde 0 € X(N) & o campo vetorial

nulo em N. De fato,
Como >?, Y € £(M), entao existem X, Y € X(M) tais que Xz X, X 2 0, Yive
Y 2 0. Daf, pelo lema (2.3), [X,Y] < [X, Y] e [X,Y] 2 0. Portanto, dn([X,Y]) = [X, Y]
e do(X, Y1) = [0,0].
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(b) De modo anélogo, como X e £(M)eV e £(N), entdo existem X € X(M) e V € X(N)
tais que Xz X, X20eVZ 0, A V, onde 0 é o campo nulo em X(M) e X(N). Pelo
lema (2.3), [X, V] Z [X,0] =0, [X, V] 2 [0,V] =0. O campo [X,V] € X(M x N) em
cada ponto (p,q) € (M x N) tem como componentes o vetor nulo (ou ainda, DN(, \Y%

é o levantamento de 0 € X(M) e também o levantamento de 0 € X(N)), portanto,
pelo lema (2.5) X, V] =0€ X(M x N).

2.2 Meétricas Riemannianas

Definigao 2.23. (Métrica Riemanniana) Uma métrica Riemanniana (ou estrutura
Riemanniana) em uma variedade diferencidvel M é uma correspondéncia que associa
a cada ponto p € M wum produto interno (,), no espago tangente T,M, que varia
diferencialmente no sequinte sentido: se @ : U C R™ — M € um sistema local de
coordenadas em torno de p € M, com @(x) = @(x1,X2,....,Xn) = q € @(U) onde

0 d(fo
ox; q(f) - HT:M(@I(GI)), vq € o(U),

xi(q) = (rio @7 ')(q) = rile7'(q)) e

entao i
aXi

gij : @(U) C M = R, com gij(q) = <

9
q7 an

> = gij(q) € uma funcgao diferencidvel em @(U).
q

J;

Proposicao 2.4. FEsta definicio de métrica nao depende da escolha do sistema local de

0

aXi

9
q’ an

coordenadas, ou seja, a diferenciabilidade das fungoes gi; nao depende da escolha do

sistema local de coordenadas.

Obs 2.10. (a) Outra maneira de exprimir a diferenciabilidade da métrica Riemanniana

€ dizer que para todo par X, Y de campos de vetores diferencidveis em um aberto V

de M, a fungao (X,Y) € diferencidvel em V.

(b) As fungoes gi; sao chamadas coeficientes da métrica Riemanniana no sistema local

de coordenadas @ : U C M — V C R™.
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Definicao 2.24. (Variedade Riemanniana) Uma variedade diferencidvel com uma dada

métrica Riemanniana chama-se uma variedade Riemanniana.
Usando-se particao da unidade é possivel provar que

Teorema 2.2. Toda variedade diferencidvel admite uma métrica Riemanniana.

Defini¢ao 2.25. (Isometria) Sejam (M, gm) e (N, gn) variedades Riemannianas. Um

difeomorfismo f : M — N é chamado uma isometria se:

(1) gM(u,v)p = gn (dfp(u), dfp(v))f(p), para todo p € M, u,v € T,M.

Definigao 2.26. (Isometria Local) Sejam M e N wariedades Riemannianas. Uma
aplicacao diferencidavel f : M — N € uma isometria local em p € M se existe uma
vizinhanga U C M de p tal que f: U — f(U) € um difeomorfismo satisfazendo (1;). Dize-
mos que a wvariedade Riemanniana M € localmente isométrica a variedade
Riemanninana N se para todo p € M emiste uma vizinhanga U, C M de p e uma

isometria local f: U — f(U) C N.

Exemplo 2.7. Seja M = R™ com 6%1 identificado com ey = (0,...,1,...,0). A métrica é
dada por (ei,ej) = 8i5. R™ € chamado espago Euclidiano de dimensdo n e a geometria

Riemanniana deste espaco € a geometria métrica Euclidiana.

Exemplo 2.8. (Variedades Imersas) Seja f: M™ — N™% uma imersio. Se N tem

uma estrutura Riemanniana, f induz uma estrutura Riemanniana em M por
(w,v)p = (dfp(u), dfp, (V) ¢(p), Yu,v e T,M.

A métrica de M € chamada entdao a métrica induzida por f, e f torna-se, entdo, uma

1Mersao 1Sometrica.
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Exemplo 2.9. (Métrica Riemanniana Produto) Sejam M e N variedades Riemannianas
e considere M x N com a estrutura diferencidavel produto. Sejam mm: M x N — M e
0: M x N — N as projecoes candnicas. Definimos a métrica Riemanniana produto em

M x N por:
<u,v>(p7q) = (dm(u), dn(v)>p+<d6(u),d0(v)>q, V(p,q) € MxN, u,v € Ty q)(MxN).

A wvariedade produto munida com a métrica produto € chamada variedade Riemanniana

produto.

Obs 2.11. Na variedade Riemanniana produto M x N, dados X € L(M) e Y € L£(N),
X e Y sdo campos ortogonais em (M x N), ou seja, (i, ?} :M x N — R € a funcao

tdenticamente nula na métrica produto.

2.3 Conexoes

Definigao 2.27. (Conexao Afim) Uma connexdo afim NV em uma variedade diferencidvel
M € uma aplicacao
V. XM)xX(M) — X(M)
(X,Y) —  VxY

satisfazendo as sequintes propriedades:
(Cl) fo+gyz = foZ + ngZ,
(Ca2) Vx(Y+Z)=VxY+VxZ

(C3) Vx(fY) =fVxY +X(f)Y,

onde X, Y, Z € X(M) e f, g € C*(M).

Definicao 2.28. (Conexao Compativel) Uma conexdao V em wuma wvariedade

Riemanniana M € compativel com a métrica se e so se

X(Y,Z) = (VxY,Z) + (Y, VxZ), ¥X,Y,Z € X(M).
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Definicao 2.29. (Conezxdo Simétrica) Uma conexdo afim V em uma wvariedade

diferencidvel M € dita simétrica quando
VxY—=VyX=[X,Y], VX, Y € X(M).

Em um sistema coordenado (U, @), se X; = , o0 fato de ser V simétrica implica que

oxi
para todo i,j =1,2,...,m,

V. X5 — Vi, Xy = [Xq, X5] =0 (2.5)
o que justifica o nome adotado (observe que (2.5) é equivalente ao fato que I3; = T51).

Se V é uma conexao simétrica e compativel, entao valem as identidades,

X(Y,Z) = (VxY,Z)+ (Y,VxZ),
Y(Z,X) = (VyZ,X)+ (Z,VyX),
ZX,Y) = (VX Y)+ (X, VzY)

calculando X(Y,Z) + Y(Z,X) — Z(X,Y), teremos, usando a simetria de V, que
XY, Z)+Y(Z,X)—Z(X,Y) = ([X, Z], Y)+([Y, Z], X)+([X, Y], Z)+2(Z, VyX), e portanto

2Z, VyX) = X(Y, Z) + Y(Z,X) — Z(X,Y) — (X, Z], Y) — ([Y, Z},X) — (X, Y], Z), (2.6)

que é conhecida como formula de Koszul.

Teorema 2.3. (Levi-Civita) Dada uma wvariedade Riemanniana M, com métrica
g = (,), existe uma unica conexao afim V em M, denominada conexdo de Levi-Civita,

ou conexdo Riemanniana, satisfazendo as condigoes:
(a) V € simétrica.
(b) V € compativel com a métrica Riemanniana g.

Demonstracao: A demonstracao é simples. Faz uso da féormula de Koszul e pode ser

encontrada em [6]. n

Sejam M uma variedade Riemanniana com métrica g = (, ), conexao Riemanniana V e,

um sistema local de coordenadas (U, ¢). Denominamos as func¢oes Fi‘; definidas em U por
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Vx Xj = Z FﬁXk de coeficientes da conexao V em U ou os simbolos de Christoffel da
Kk

conexao. De (2.6) segue-se que

S g 2 0, 0
- ijglk - 2 aXi glk aX] Jxi an gl) ’

onde gi; = <X17X]'>.
Como a matriz (gxm) admite uma inversa (g*™), teremos que
1 0 0 0
R —— — gk + —Qri — —3gis ¢ g™, 2.7
i 2;{%9’”6@9“ axkgl}g (2.7)
A equacao (2.7) é a expressao classica dos simbolos de Christoffel da conexao

Riemanniana em termos dos gij. Assim, para o espaco euclidiano R™, teremos Fé =0.

Proposigao 2.5. (Conexao produto) Sejam M e N wariedades Riemannianas, e con-
sidere a variedade Riemanniana produto M x N (isto €, com a métrica produto). Sejam
MV a conexdo Riemanniana de M, NV a conexdo Riemanniana de N e V a conexio
Riemanniana de M x N. Se %, Y € L£(M) sao os levantamentos de X, Y € X(M) e \7,
W e L£(N) sao os levantamentos de V, W € X(N), entao

(a) 6XV € o levantamento de MVxY € X(M).
(b) 6\7W ¢ o levantamento de NVyW € X(N).

(c) ViV=0=VyX.

(d) A conexio Riemanniana ¥V de M x N ¢ dada por

Vo (Y +W) = MUY + N7 W,

Demonstragao:

Os itens (a), (b) e (c) seguem diretamente de um calculo direto usando-se a féormula de

Koszul. O item (d) segue de (a), (b) e (c). n

Proposicao 2.6. Sejam M, N variedades Riemannianas, com MV, NV suas respectivas

conexoes Riemannianas. Se & : M — N € uma isometria, entao

dp (MVxY) ="Vaepx)dd(Y),V X, Y € X(M).
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Demonstragao:

Dados X, Y, Z € X(M), pelo lema 2.4, existem e sdo tnicos os campos (transportados)
X = déd(X), Y = dd(Y), 7 = dd(Z) € X(N) que sao ¢-relacionados a X, Y, Z,
respectivamente, tais que Xv(q) = ddp(X;), \N((q) = dp(Yp), Z(q) = ddp(Z,), Vq €
N, q = ¢(p). Agora, como ¢ é uma isometria, dado p € M

(X, Z)M(p) = (X(p), Z(p))™ = (ddop(Xp), ddoy (Zp)N = (X(6(p)). Z(6(p)))™ =
= ((X.2No0) ().

Assim,

(Y Z)M) () = Yy (X, 2)™) () = Yy (X, 2N 0 ) (p) =

= ddp (V) ((X.2)) (6(p) = V(0(p) ((X.2)M) (o(p)).

Dai, Y(X, Z)M = Y(X, Z)N e, da formula de Koszul segue o resultado. ]

2.4 Gradiente, Divergente, Laplaciano e Hessiano

Nesta seccao serao provados alguns resultados basicos envolvendo o gradiente, o
Laplaciano de funcoes reais de classe C* definidas em M e, a divergéncia de campos

de vetores em M.

Defini¢ao 2.30. (Referencial Local Mdvel) Sejam M™ uma variedade, p € M e U uma
vizinhanga de p onde € possivel definir campos Eq,...,E,, € X(M), de modo que em cada
q € U, os vetores{Ei(q),1 =1, ...,n} formam uma base de TqM. Diremos, neste caso, que
{Ei, 1 =1,...,n} € um referencial movel em U. Se o conjunto de campos Eq, ..., E,, € X(M)
sao dois a dois ortonormais, isto €, formam uma base ortonormal de TqM para cada

q € U, entdo dizemos que {E{,i=1,...,m} é um referencial local ortonormal.

Defini¢ao 2.31. (Gradiente) Seja f: M™ — R uma fun¢ao suave. O gradiente de f é
o campo vetorial suave Vf € X(M), defindo sobre M por

(VI,X) = X(f), (2.8)

para todo X € X(M).
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E imediato, a partir da defini¢ao acima, que o gradiente de uma func¢ao suave é unicamente

determinado por (2.8). A existéncia é assegurada pela proposi¢ao a seguir.

Proposigao 2.7. Seja f : M™ — R uma funcao suave e {eq,...,en} um referencial

ortonormal local em uma vizinhanc¢a aberta U C M. Entao, em U temos:
V=) ¢lfle;, (2.9)
j=1

e o sequndo membro da iqualdade acima independe do referencial ortonormal escolhido.
Além disso, quando M™ = R™ podemos tomar, para 1 <i<n, e; = Ei, o i-ésimo campo

canénico em R™. Desse modo,

of of of
f=9Y E(f)E, = i= =, .., =
v Z (f) Zaxi (ax1 axn)

Portanto, nossa definicao de gradiente de uma funcao concorda com a dada nos cursos

de Cdlculo Diferencial e Integral para funcoes suaves f: R™ — R.

Demonstracao:Vide [6]. n

Proposigao 2.8. Se f,g: M™ — R sao fung¢des diferencidveis (suaves), entao
(a) V(f+g) =Vf+Vg.
(b) V(fg) =gVf+fVg.

Demonstragao:Vide [6]. n

Proposigao 2.9. Seja f: M™ — R uma fungdo diferencidvel (suave). Dados p € M e

v e T,M, seja oc: (—e, ) — M uma curva suave tal que x(0) =p e «’(0) =v. Entao

d
VEv), = —(fox)(t)] =v(f).
(Vi,0)p = g(foa)(t)]  =vif

Demonstragao:Vide [6]. u

Em um sistema local de coordenadas o campo gradiente pode ser reescrito da seguinte

forma:
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Proposigao 2.10. Se f : M — R ¢ uma func¢ao suave e U C M é uma vizinhanca

coordenada, com campos coordenados %, e al, entao o gradiente de f é dado por

1 Xn

n

. of 0
Vf = e

29 dx; 0%

i,j=1
Em particular, quando M = R™ tem-se que gi; = dij sao os coeficientes da métrica

euclidiana e
mn mn

. of 0 of 0
f= oY — = .
V i)'Z_l aX] aXi ; aXi aX—i

Demonstragao:
0 .
Temos que os campos coordenados § —, ..., —— ¢ formam um referencial local em U.
X1 0Xn
Assim, podemos escrever
=
Vf = E ai—
£ 0xy
i=1

Entao,

0 of d = 9 0
) o T <vaa—xi> = <,Zaja_xj’a_xi> = 4jgji

j=1

de maneira que

Definigao 2.32. (Divergente) Seja X um campo vetorial suave em M™. A divergéncia

de X € a fung¢ao suave em M dada por

divk : M — R
p — (dvX)(p) =trfv— (VuX)(p)}

onde v € T,M e tr denota o trago de operador linear entre chaves.

Dizemos que um referencial ortonormal {ej,...,e,} em um aberto U C M é geodésico

em p € Use (Vee)(p) =0 para todos 1 < 1,j <n.
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Proposicao 2.11. Seja X um campo suave em M™ e {eq,...,en} um referencial

n
ortonormal em uma vizinhanca aberta U C M. Se X = Z a;e; em U, entao
i=1

n
divX =) (ei(ai) — (Ve.ei,X)). (2.10)
i=1
Em particular, se o referencial for geodésico em p € U, entao temos em p que
div = ) ei(ay).
i=1

Demonstragao:

Pela definicao de divergéncia de um campo vetorial, temos

n

divk =) (Ve X e) =) e(X ) — (X, Veei) =
i=1 i=1
= Z (ei(ai) — (X, Ve&i))
i=1
O resto segue da defini¢ao de referencial geodésico. [ ]

Obs 2.12. Para M™ = R™ e 1 < i1 < n, podemos tomar e; = ki, o i-ésimo campo
candnico em R™. Como tais campos formam um referencial geodésico em cada ponto de

R™, tem-se

- n n aai
divX = ; Ei(ai) = Z aXi7

i=1
a qual concorda com a definicao dada usualmente nos cursos de Cdlculo Diferencial e

Integral para a divergéncia de um campo vetorial.

Proposigao 2.12. Se X, Y sao campos vetoriais suaves em M™ e f : M™ — R € uma

fungao suave, entao
(a) div(X+Y) = divX + divY.
(b) div(fX) = fdivX + (Vf, X).

Demonstracao:Vide [6]. u

Para obter a expressao de divX em um sistema de coordenadas arbitrario, comecemos

com o seguinte:



Capitulo 2. Nocgoes Preliminares 32

Lema 2.6. Seja X um campo vetorial suave sobre M™ e U C M uma vizinhang¢a coor-

0
denada com campos coordenados aixp cee %. Se X for dado em U por X = Z aia—i,
entao a divergéncia de X € dado por

n

divX = Z 0a; + > i, (2.11)

i,j=1

onde o0s Ff? sao os simbolos de Cristoffel da métrica de M em U e a; € C®(M),

i=1,....,n

Demonstragao: Seja X € X(M). Note primeiro que para cada operador linear, associado

a cada p € M, dado por

S: T,M — T,M
v — S(v) = (V,X)(p),

0
sendo os campos coordenados {a—, e um referencial local em U, a i-ésima
X1 Xn

coluna da matriz do operador S é dada por

0 n 0 a(lj 0
VaX=) Vo (“5671-) R ,Z <“jvaana_xj ! axia_xi> B
n d oa: oa;
Sy 0 : -
(a] 2 X1 0x4 GXJ) Z ol 6 Z 0x; ax)

j,l=1

Portanto, desde que o trago de um operador linear é o trago da matriz que o representa

em qualquer base, segue que

divX = Z 00; -t i ail);.

ivjzl

Definicao 2.33. (Laplaciano) Sejam M uma variedade Riemanniana e f: M — R uma

fungao suave. O Laplaciano de f € a funcao Af: M — R dada por

Af = div(VF). (2.12)
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Proposigao 2.13. Seja f : M™ — R wuma fungao suave e {eq,...,en} um referencial

ortonormal em um aberto U C M. Entao

n

Af =3 (eilei(f)) — (Veei)(f)) (2.13)

i=1

Em particular, se o referencial for geodésico em p € U, entao temos em p que
n
Af =) ei(eilf)).
i=1

Demonstragao:

n
Pela proposicao 2.7, temos que Vf = Z ei(f)e;. Agora, segue da definicao de lapla-
i=1

ciano de uma funcao e da proposicao 2.11 que

n

Af=div(Vi) =Y (eileilf)) — (Veer, V) 2 Y (eileilf) — (Ve ().

i=1 i=1

Obs 2.13. Quando M™ = R"™, a definicao dada acima para o laplaciano de uma fungao
suave também concorda com a definicao usual do Cadlculo Diferencial e Integral para o
laplaciano de uma funcao suave f : R™ — R. De fato, neste caso podemos tomar e; = Ey,
os campos coordenados candnicos de R™, os quais formam um referencial geodésico em

cada ponto de R™. Portanto, seque da proposi¢ao anterior que
n

2
Af =3 Ei(Ei(f) =) 27.

i=1 i=1

-

AN

Defini¢ao 2.34. (Fun¢dao Harmonica) Sejam M uma variedade e f : M — R uma
funcao suave. A funcao f € harmoénica quando o Laplaciano de f € identicamente nulo,

isto €, Af = 0.

Defini¢ao 2.35. (Autofuncao do Laplaciano) Sejam M uma variedade e f : M — R
uma funcao suave. A fung¢ao f € uma autofuncao do Laplaciano de f, com autovalor c,

quando existe ¢ € R, c > 0, tal que Af = cf.
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Defini¢ao 2.36. (Hessiano) Seja f: M — R uma fun¢ao suave. O Hessiano de f em

p € M € o operador linear (Hess f)p : oM — T, M, dado por
(Hess f) (v) = V, V.

Segue das propriedades da conexao Riemanniana que se X € X(M) é qualquer extensao

de v em uma vizinhanga de p € M, entao

(Hess f)p(v) = (VxVT)(p).

Proposicao 2.14. Se f : M — R ¢ wma funcao suave e p € M, entao

(Hess f)p oM — T,M € um operador linear auto-adjunto.

Demonstragao:Vide [6]. n

Proposicao 2.15. Se f: M — € uma func¢ao suave, entao
Af = tr(Hess f). (2.14)

Demonstragao: E suficiente provar a igualdade do enunciado em cada p € M, pois o
Af = div(Vf) e o div(Vf) é uma funcao real em M. Para tanto, seja U C M uma

vizinhanga de p onde esteja definido um referencial movel {ey, ..., e, }. Entao,

tr(Hess f) = ((Hess ) (ei),e:) = (Ve VF), €1)p =
= div(VT)(p) = Af(p).

O resultado acima nos permite estabelecer uma férmula simples para o Laplaciano de
uma funcao suave f : M™ — R em termos dos simbolos de Christoffel associados a um

sistema de coordenadas em M, conforme ensina a seguinte

Proposicao 2.16. Se f : M™ — R € uma funcao suave e U C M é uma vizinhanga

coordenada, entao temos em U que

e = . of
A=Y gl —y 2t
Z 9 (aXian X Y axk)

i,j=1
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Demonstragao:Vide [6]. u

Obs 2.14. Quando M™ = R™ e

= ki, a base candnica do R™, seque da proposi¢ao

Xq
acirma que
R = . of o%f
Hess f)(E;),E;) = — kK — .
<( 58 )( ) )> aXian 1]6xk aXian
k=1
De outro modo, a matriz de Hess f com respeito a base canénica{Eq, ..., En} tem entrada

[(Hess f)ij] = (afjaij>ij, 1,j = 1,...,mn, o que concorda com a definicio dada nos

cursos de Cdlculo Diferencial e Integral da matriz Hessiana de uma fungao f.
A observacgao acima sugere que a forma bilinear simétrica

(X,Y) — Hess f(X,Y) = (Hess f(X),Y) = (VxVf,Y) =
= X(V£,Y) — (Vf, VxY) = X(Y(f)) — (VxY)(f),

denominada a forma Hesiana de f, seja a generalizagao correta, em geometria Rieman-
niana, da definicao usual dada no Célculo Diferencial e Integral para a forma Hessiana de

uma funcao f: R™ — R. E este é de fato o caso.

2.5 Curvaturas

Nesta secgao relembraremos as defini¢oes e propriedades basicas a respeito das cur-
vaturas seccional, escalar e de Ricci. E ainda, observaremos que tais curvaturas tem

comportamento tensorial.

Definigao 2.37. (Tensor em Variedade) Um tensor T (suave) de ordem (r,s) em uma
variedade Riemanniana M é um tensor sobre o C*(M)-mddulo X(M), ou seja, € uma

aplicacao multilinear suave

T:X*(M) x...x X*(M) Xi{(M) X ... xX(M) — C®(M),

/
-~ -~

r fatores s fatores

onde X*(M) é o dual de X(M).
Isto quer dizer que, dados 0q,...,0, € X*(M) Yy,....Ys € X(M), T(04,...,0,,

Yi,...,Ys) é uma funcdo diferenciavel em M, e que T é C®(M)-linear em cada argu-

mento.
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O conjunto T} (M) de todos os tensores de ordem (r, s) em uma variedade Riemanniana
M é um C*-modulo. No caso em que ¥ = s = 0, um tensor de ordem (0,0) em M é
exatamente uma funcao f € C*°(M). Tensores do tipo (0, s) sao chamados de covariantes,

enquanto tensores do tipo (r,0), com v > 1, sdo chamados contravaiantes. Além disso, o

fato essencial é que quando calculamos T obtendo a fun¢ao T(01,...,0.,Y1,...,Ys), o valor
dessa fun¢ao em um ponto p € M depende apenas dos valores das 1-formas 04,...,0;, e
dos campos Yi,..., Y em p e independe do comportamento local de 04, ...,0, e Yy,...,Ys.
Formalmente:

Lema 2.7. Sejap e M eT € TL(M). Se 01,...,0, € X*(M), 04,...,0, € X*(M),
Yi,...,.Ys € X(M) eYy,...,Ys € X(M) sdo tais que 0i(p) = 0:(p), Vj(p) =Yj(p), com

1<i<rel <j<s, entao
T(01,...,0:, Y1, ..., Ys)(p) =T(61,...,0:, Y1,...,Ys)(p).

Demonstracao: Vide [9). u

Obs 2.15. Se T : XM)x...xX(M) — X(M) é C®-multilinear, defina T :

.

s fatores
X*(M) x X(M) x ... x X(M) — C*®(M) por
s f(?‘cr()res

T(O,Yr,...,Ys) =0(T(Yy,...,Ys)).

Evidentemente, T é C®-multilinear, portanto é um (1,s) tensor em M. Dessa forma,
consideraremos o proprio T como um tensor em M, pois ele estd associado a um tensor
de ordem (1,s), ou (0,s+1), no caso de M ser uma variedade Riemanniana, pois a métrica

Riemanniana faz corresponder a cada X € X(M) um unico elemento de © € X*(M) dado

por O(Y) = (X,Y), isto ¢, G(T(Yl,...,YS)) =X, T(Yy,...,Ys)).

Definigao 2.38. (Curvatura) O tensor de curvatura R de uma variedade Riemanni-

ana M € uma correspondéncia que associa a cada par X, Y € X(M) uma aplicagao

R(X,Y): X(M) — X(M) dada por
R(X,Y)Z =VyVXxZ - VxVyZ+VixyZ, VZ e X(M),

onde V é a conexao Riemanniana de M.
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Observe que se M = R™, entao R(X,Y)Z =0 para todo X, Y, Z € X(R").
Em termos de um sistema de coordenadas (U, xq,...,x,) em torno de p € M. Seja

Xi = aixi' Como [Xj, Xj] = 0, obteremos
R(Xs, X)X = Vx, V. X — Vi, Vi X

E ainda, Vx X, = ) ThXie Vx X =Y ThXi. Dai,
1 1

R(Xi, X)X = Vi, Vi, Xic — Vx, Vi Xy = Z Vi, ThXt— ) Vx X =
1

= X; (I )x1+rkvxx1]—Z[x (T} )x1+rkvxxl} =

| . 1

= rllk )Xy + T Z M Xs r)lk M Z X } =

- 0 \ .
=Y [0 - e+ X (i - r;kru)] ..
L 1i L

Proposigao 2.17. O tensor de curvatura R de uma variedade Riemanniana goza das

sequintes propriedades:
(i) R € C>®(M)-bilinear em X(M) x X(M), isto ¢,
R(fxl + 9X27Yl) — fR(XlaYl) + gR(X27Y1)7

R(X1, fY1 4 gYa) = fR(Xy, Y1) + gR(Xq, Ya),

f, ge C*(M), Xy, Xz, Y1, Yo € X(M).

(il) Para todo par X, Y € X(M), o operador curvatura R(X,Y) : X(M) — X(M) é
C>(M)-linear, isto ¢,

R(X,Y)(Z+ W) =R(X,Y)Z+R(X, Y)W,

R(X,Y)(fZ) = fR(X,Y)Z,

feC®M), Z, WeX(M).
(iil) Vale a Primeira Identidade de Bianchi.

R(X,Y)Z + R(Y,Z)X + R(Z,X)Y = 0. (2.15)



Capitulo 2. Nocgoes Preliminares 38

(iv) Para todo X, Y, Z, T € X(M) valem as sequintes proppriedades de simetria:

(@) (ROX,Y)Z,T) + (R(Y, Z)X, T) + (R(Z,X)Y,T) = 0

(d) (RX,VIZ,T) = (R(Z, TIX, ).

Demonstracao: Vide [6]. u
Consequetemente, obtemos que o tensor de curvatura é, de fato, tensorial (linear em
cada entrada e nao depende localmente dos campos, mas apenas do valor dos campos no

ponto).

Definigao 2.39. (Curvatura Seccional) Dado um ponto p € M e um subespago
bi-dimensional o C T,M o numero real

(R(x,y)x, y)

K(o) = Kixy) = = 2008,

onde {x,y} € uma base qualquer de o e | x ANy = (x,x){y,y) — (x,y)? € a drea do
paralelogramo determinado por x ey, € chamado curvatura seccional de o em p (verifica-
se que K(0) nao depende da escolha dos vetores x,y € o). Podemos denotar a curvatura

seccional também por K(x Ay).

Além do fato de que a curvatura seccional tem interessantes interpretacdes geométricas,
sua importancia provém do fato de que o conhecimento de K(o), para todo o, determina

completamente a curvatura R. Isto é um fato puramente algébrico:

Lema 2.8. Seja V um espaco vetorial de dimensao n > 2, munido de um produto interno
(,). Sejam R: VXV XV —V eR :VXVxV — YV aplicagdes tri-lineares tais que as

condigoes (1i1), iv-(a), iv-(b), iv-(c) e iv-(d) da proposicao (2.17) sejam satisfeitas para

(R(x,y)z,t), (R'(x,y)z,t).

Se x, y sao dois vetores linearmente independentes, escrevamos,

_ R yxy) - R Y)xY)
K= Tage o M oA
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onde 0 € o subespago bi-dimensional gerado por x ey. Se para todo o C V, K(o) = K'(0),

entao R =R’.

Demonstracao: Vide [6]. n

As variedades Riemannianas de curvatura seccional constante desempenham um papel
fundamental no desenvolvimento da Geometria Riemanniana, por possuirem uma geome-
tria relativamente simples e bem conhecidas, servem como espacos modelo para geometria
de comparacao e, construgoes geométricas com tais espagos sao menos complicadas de

serem feitas do que quando se considera varidveis abstratas quaisquer.

Lema 2.9. Sejam M uma variedade Riemanniana e p € M. Defina uma aplicagao

trilinear R" : T,M x T,M x T,M — T,M por
(R'(X, Y)W, Z) = (X, W)(Y,Z) — (Y, W)(X, Z) = (X, W)Y — (Y, W)X, Z),

para todo X, Y, W, Z € T,M. Entao M tem curvatura seccional constante igual a Ky se,

e somente se, R =KgR’, onde R € a curvatura de M, e R'(X, Y)W = (X, W)Y — (Y, W) X.

Definigao 2.40. (Curvatura Ricci) Sejam M uma variedade Riemanniana, p € M, x
um vetor unitario em T,M e {zy,...,zn_1,2n = X} uma base ortonormal de T,M. A

curvatura Ricci de M na diregiao x em p € definida por

n—1

Ric, (x Z (x,zj)x, ;) Z (x,zj)x, ;). (2.16)

j=1 j=1

Defini¢ao 2.41. (Curvatura FEscalar) Sejam M uma variedade Riemanniana, p € M
e{zi,...,Zn—1,2Zn} uma base ortonormal de T,M. A curvatura escalar de M em p €
definida por

n

:iRicp(zi) :i [i (ei, ej)ei, € ] = i R(ei, ej)ei, €;) :2ZK(ei/\ej).
i=1 j=1

i=1 Lj=1 ij=1
i<j

(2.17)

A curvatura Ricci e a curvatura escalar nao dependem da escolha das correspondentes

bases ortonormais.
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Exemplo 2.10. (Tensor Curvatura) O tensor curvatura de uma variedade Riemanniana
R:X(M) x X(M) x X(M) x X(M) — C*(M)
definido por
R(X,Y,Z,W) = (R(X,Y)Z,W)

€ um tensor covariante de ordem 4.

Exemplo 2.11. (Tensor métrico) Uma métrica Riemanniana em uma variedade M, €
um tensor de ordem 2 G : X(M) x X(M) — C®(M) definido por G(X,Y) = (X,Y), X,
YeX(M).

Exemplo 2.12. (Conezao) O operador T definido por:
T: XM)xX(M) xX(M) — C®(M)
(X7Y7Z) — T(XaYv Z) - <VXY7 Z>7

nao € um tensor, pois V nao € C*(M)-linear em relacao ao argumento Y.

Definigao 2.42. (Tensor de Ricci) Sejam M uma variedade Riemanniana. Dados X,

Y € X(M) o tensor de Ricci € definido por
Ric(X,Y)(p) = tr {z+— (R(X,2)Y)(p)},

ou se {Eq1,...,En} € um referencial ortonormal local

Ric(X,Y) = > (R(X,E;)Y,Ey).

i=1

Definicao 2.43. (Derivada covariante de tensor) Seja T um tensor covariante de ordem

r. A diferencial covariante VT de T é um tensor de ordem v+ 1 dada por
VTV, Y5, Z) = Z(T(Ye, oY) = T(VZY, Yo, oY) — o = T(Y, 0 Yoy, VZ2YG).

Para cada Z € X(M), a derivada covariante VzT de T em relacio a Z é um tensor
de ordem 1 dado por

VT =VT(Yi,..., Y, Z).
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Defini¢ao 2.44. (Pullback de Tensor ) Seja ¢ : M — N wuma aplicagdo suave entre as
variedades Riemannianas M e N. Se T € um tensor covariante de ordem r em N com

r > 1 definimos o tensor d*T em M por

(@ T (v, .., ve) = To(p) (dd(vi), ..., dd(vr))

para todo vi € ToM,i=1,...,7, p € M. O tensor ¢*T é chamado o pullback de T por
¢.

Exemplo 2.13. (Variedades Imersas) Seja f: M™ — N™ % uma imersdo. Se N tem

uma estrutura Riemanniana, f induz uma estrutura Riemanniana em M por
gM(u,v)p = gn (dfp(u), dfp(v))f(p), VpeM, Vu,veT,M.
Com a notagao de pullback temos:
gM(u,v)p = gn (dfp(u), dfp(v))f(p] =f*(gn) (w,v), Yu,v e T,M,

ou ainda, gm = f*(gn).

Defini¢ao 2.45. (Homotetia) Sejam M e N wvariedades Riemannianas. Um difeomor-

fismo & : M — N € chamado de homotetia de coeficiente c se
L L.
¢*(gn) = cgm, isto €, gm = < ¢ (gn), com ¢ > 0.
Portanto, (ddp(uw), ddp(v))} ) = c(w,v)}', para todo u, v.€ T,M, p € M. Ou

p)
ainda, c(u,v}i\,/l = (ddp(u), dd)‘p(V»E(p)'
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Proposicao 2.18. Homotetias preservam conexao de Levi-Civita.

Demonstragao:

Dados X, Y, Z € X(M), pelo lema 2.4, existem e sdo tnicos os campos (transportados)
X = ddp(X), Y == dd(Y), Z == dd(Z) € X(N) que sao ¢-relacionados a X, Y, Z,
respectivamente, tais que )N((q) = dd,(X;), \N((q) = do,(Yy), Z(q) =dd,(Z,), Vq €
N, q = ¢(p). Agora, como ¢ é uma homotetia, dado p € M

(X, Z)"(p) = (X(p), Z(p))™ = %(dtbp(xp), Ay (Z,))™ =~ (X(o(p), Z(d(p)))" =

S (R2No0) ).

Assim,
(Y Z)M) () =Y, (X, 2)) (p) =Yy {— (%2 ")ﬂ P)=
_y, (%) £, (RN o) (p) = 2dby(v,) (K 2N) (6p)) =
_ %\?(q)(p)) (K. 2)M) (o).

1~ ~ ~
Dai, Y(X, Z)M = EY<X’ Z)N e, da formula de Koszul segue o resultado. |

Proposicao 2.19. (Curvatura num produto) Sejam M e N wvariedades Riemannianas,
e considere a variedade produto Riemanniana M x N. Sejam R, MR, NR as respectivas
curvaturas de M x N, M e N. Se )N(, \7, Zc L£(M) sao os levantamentos de X, Y,
ZeX(M)ell,V, W e L(N) sao os levantamentos de U, V, W € X(N), entao

(a) R()z, ?)Z ¢ o levantamento de MR(X,Y)Z € X(M).
(b) R(U, V)W ¢€ o levantamento de NR(U, V)W € X(N).
(¢) R € zero em qualquer outro caso.

Esta proposicao serd provada num contexto mais geral e no capitulo de produtos

torcido.
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2.6 Imersoes

2.6.1 A segunda forma fundamental

. —n+m=k = . . . sy = :
Seja (M G, V) uma variedade Riemanniana com métrica (,) e conexao rie-

. = . . . . <5k . ~
manniana V. Seja M™ uma variedade n-dimensional e f : M™ — M~ uma imersao.
Nestas condigoes, a métrica Riemanniana de M induz de maneira natural uma métrica

Riemanniana em M através da definicao
<u7V>P = <dfp(u)a dfp(v)>f(p)> VP € M, VU«;V S TpM,

e dessa forma, a aplicacao f é uma imersao isométrica.

Dado p € M, existe uma vizinhanca U C M de p tal que f(U) € M ¢é uma
subvariedade de M. Portanto existem uma vizinhanca U de f(p) e um difeomorfismo
®: U — V C R¥ em um aberto V do R¥, tais que @ aplica difeomorficamente f(U) N U
em um aberto do subespaco R™ C R¥. Identificaremos U com f(U) e cada vetor v € TqM,
q € U, com o vetor dfq(v) € Tf(q)m. Assim, para cada p € M, o produto interno em

Tpm decompoe Tpm na soma direta
TTM=T,Ma (T,M)*,

onde (T,M)* ¢ o complemento ortogonal de T,M em Tpm. Sev e Tpm, P € M, podemos
escrever

v=vl +vt vl e T, M, vt e (TpM)L.

Denominamos v' a componente tangencial de v e v a componente normal de v. Além
disso, usando o difeomorfismo ® podemos estender localmente campos de vetores X, Y de

M definidos em f(U) N U, a campos de vetores X, Y definidos em U tal que
Xlu = X.

A conexao Riemanniana de M sera indicada por V. Se X e Y sdao campos locais de

vetores em M e X, Y sao extensoes locais a M, definimos:

VxY = (Vi)'

Lema 2.10. A conexdo Riemanniana em M relativa a métrica induzida de M por f, é

V, definida acima e, independe das extensoes X e Y.



Capitulo 2. Nocgoes Preliminares 44

Demonstracao: Vide [6]. u

Definigao 2.46. (Campo Normal) Sejam f : M — M uma imersio isométrica,
U Cc M uma vizinhanga de p € M tal que f(U) C M ¢ uma subvariedade de M e
X € X(U) um campo local em M, com U C M aberto e f(U) C U. O campo X diz-se
normal a M se X(p) = X, € (T,M)+.

Dessa forma, se X e Y sao campos locais em M
h(X,Y) = VgY — VxY (2.18)

¢ um campo local em M normal a M.

Obs 2.16. Por 6], temos que:
(a) h(X,Y) ndo depende das extensées X, Y. Portanto h(X,Y) estd bem definida.

(b) Indicaremos por %(U)l o espaco dos campos de vetores difrencidveis em U normais

a U.

Proposi¢ao 2.20. Se X, Y € X(U), a aplicagio h: ¥(U) x X(U) — X(U)" dada por
h(X,Y) = VgY — VxY
€ bilinear e simétrica.

Demonstracao: Vide [6]. n
Exprimindo h em um sistema de coordenadas, verifica-se que o valor de h(X,Y)(p) de-

pende apenas de X(p) e de Y(p) (h é tensorial).

Agora podemos definir a segunda forma fundamental. Sejam p € M en € (T,M)+.
A aplicacao H,, : T,M x T,M — R dada por

Hﬂ(xay) = <h'(xay)7n>7 X?U S TpM7 (219)

é, pela proposigao (2.20), uma forma bilinear e simétrica.
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Defini¢ao 2.47. Sejap € M en € (T,M)*. A forma quadrdtica 11, definida em T,M
por

I, (x) = Hy (x,X) = (h(x,%),m) (2.20)

¢ chamada a sequnda forma fundamental de f em p sequndo o vetor normal 1.

Obs 2.17. (a) As vezes se utiliza também a expressio segunda forma fundamental
para designar a aplicagao h que em cada p € M € uma aplicagao bilinear, simétrica,

tomando valores em (T,M)=.

(b) Associada a aplicacio Hy, temos a aplicacio linear auto-adjunta Ay : T,M — T,M
definida por
(Aq(x),y) = Hy(x,y) = (h(x,y),m).

onde x, y € T,M. O operador A, é chamado de operador forma.

Proposigao 2.21. Sejap € M, x € T,M en € (T,M)*. Seja N uma extensao local de

1N normal a M. Entao

Ag(x) =— (VoN) "

Demonstracao:Vide [6]. u

Considerando o caso particular em que a codimensao da imersao é 1, ou seja,
fi:M® — M ¢ uma imersdo isométrica; f(M) C M ¢é entdo denominada uma
hipersuperficie.

Sejam f(M) C M uma hipersuperficie, p € M en € (T,M)+, Inl = 1. Como A, :
T,M — T,M ¢ auto-ajunta, existe uma base ortonormal de {ey, ..., en} de T,M formada
por autovetores com autovalores associados Aq, ..., A, isto é, Ay(ei) = Aje;, 1 < i< n.
Supondo que M e M séo orientéveis e estdo orientadas entdo o vetor 1 fica univocamente
determinado se exigirmos que sendo {eq, ..., e, } uma base na orientacao de M, {eq, ..., e, N}
¢ uma base na orientcao de M. Neste caso, denominamos os e; direcdes principais e os
Ai = ky curvaturas principais da imersao f. O operador forma A = A, ¢ chamado de
operador de Weingarten associado a segunda forma fundamental. Nesse caso, vale a
igualdade Ay (x) = — (VXN)T =— (VXN) (Basta usar o fato de que m| = (N,N) =1e

derivar a func¢ao (N, N) = 1 na dire¢do do campo X.
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As fungoes simétricas de Ay, ..., Ay sdo as invariantes da imersao. Por exemplo: det(A,)) =
A1...An é denominada a curvatura de Gauss-Kronecker de f e %tr(An) = %(7\1 + ...+ AL

¢ denominada a curvatura média de f.

Exemplo 2.14. Um caso importante ocorre quando M = R™1. Nesse caso, podemos
dar uma interpretacao geométrica interessante de A,,. Inicialmente, seja N uma extensao
local de m, unitdria e normal a M. Seja S™ = {x € R"":||x|]| = 1} a esfera unitdria de
R™*! ¢ defina a aplicacdo normal de Gauss, g : M™ — S™, transladando a origem do

campo N para a origem do R™! e fazendo
g(q) = ponto final do transladado de N(q).

Como Tq4M e Tg(q)(S{‘) sao paralelos, podemos identificd-los, e dgq : T4M — T¢M €
dada por

dgq(v) = S (Noc(t),_, = VoN = (VoN)" = A, (v),

onde ¢ : (—e, &) — M € uma curva com c(0) = q, ¢’(0) = v. Segue-se que —A,, € a

derivada da aplicagao normal de Gauss.

Relacionaremos agora a curvatura de M com a curvatura de M e as segundas formas
fundamentais. Se x, y € T,M C T, M, sao linearmente independentes, indicaremos por
K(x,y) e K(x,y) as curvaturas seccionais de M e M, respectivamente, no plano gerado

por x e y.

. —n+m . ~ . L .
Teorema 2.4. (Teorema de Gauss) Sejam f: M™ — M uma 1mersao 1sométrica,

P € M e x, y vetores ortonormais de T,M. Entao

K(x,y) — K(x,y) = (h(x,x), h(y,y)) — h(x,y)[*. (2.21)

Obs 2.18. (a) No caso de hipersuperficie f : M™ — M““, a formula de Gauss dada
em (2.21) admite uma expressao mais simples. Sejamp € M en € (T,M)*+,In| = 1.
Seja {eq,...,en, M} € uma base ortonormal de T,M para a qual A,y = A € diagonal,
isto €, A(ei) = Ajei, 1 = 1,...,m, onde A, ..., A, sao os valores proprios de A.

Entao, H(ei, ei) = Ay e H(ei, e5) =0, sei#j. Portanto, (2.21) se escreve

K(ei, e5) — K(ei, e5) = AiA. (2.22)
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(b) No caso em que M = M? C R3, o produto My das curvaturas principais é conhecido
como a curvatura Gaussiana da superficie. Neste caso, a observacao acima mostra
que a curvatura Gaussiana coincide com a curvatura seccional em uma superficie,
e implica o famoso Teorema FEgregium de Gauss, o qual afirma que a curvatura

Gaussiana de M? C R? € invariante por isometrias.

-

Exemplo 2.15. (Curvatura de S™) A curvatura seccional da esfera unitdria S™ C R™*! ¢
constante e iqual a 1,pois orientando S™ pelo campo normal unitdrio N(x) = —x € R,
x| = 1 temos que a aplica¢ao normal de Gauss € entao igual a (—1), onde i € a identidade
de S™. Decorre dai e do fato da aplicagao linear auto-adjunta A, associada a H, ser
—A = d(—1)(a derivada da aplicagao normal de Gauss) que A tem todos os seus valores
proprios iguais a 1. Isto significa que para todo p € S™, todov € T,S™ € um vetor proprio

de A. Por (2.22), conclui-se que qualquer curvatura seccional de S™ € igual a 1.

Definigao 2.48. (Imersao Geodésica) Uma imersao f: M™ — M e geodésica em
P € M se para todom € (TpM)l, a sequnda forma fundamental 11,, € identicamente nula
em p, o que equivale a dizer que h € nula em p. A imersao f é totalmente geodésica se

ela € geodésica para todo p € M.

Proposicao 2.22. Uma imersao f: M™ — M e geodésica em p € M se, e somente

se, toda geodésicay de M partindo de p ¢ geodésica em M.

Demonstragao:Vide [6]. n
A proposicao 2.22 permite obter o que é provavelmente a melhor interpretacao da
curvatura seccional. Seja M uma varieade Riemanniana e p um ponto de M. Seja

B C T,M uma bola aberta de T,M onde a exp,|, ¢ um difeomorfismo, e seja o C

o
ToM um subespaco de dimensao dois. Entao expp(cf N B) = S é uma subvariedade de
dimensao dois em M passando por p (e observe que, toda geodésica de S partindo de p
é geodésica de M em p por construgao). Intuitivamente, S é uma superficie formada por

"pequenas"geodésicas que saem de p e sao tangentes a 0 em p. Pela proposicao 2.22,

S é geodésica em p, donde as segundas formas fundamentais da inclusao i : S — M
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sao nulas em p. Como subvariedade de M, S possui métrica Riemanniana induzida, cuja

curvatura Gaussiana em p sera indicada por Kg. Decorre da féormula de Gauss que

Ks(p) = K(p, o).

Em outras palavras, a curvatura seccional K(p, o) é a curvatura Gaussiana em p de uma

pequena superficie formada por geodésicas de M que saem de p e sao tangentes a o.

. o~ ” L. . . —n+m L.
Definicao 2.49. (Imersao Minima) Uma imersao f: M™ — M € minima se para

todo p € M e todon € (T,M)* tem-se que o trago de A, € zero, isto €, tr(A,) = 0.

Obs 2.19. (a) (Vetor Curvatura Média) Seja f: M™ — M™™ uma imersio peM
e BEi, ..., Em um referencial ortonormal local de vetores em %(U)L, onde U C M é
uma vizinhanca de p na qual f é um mergulho, podemos escrever, em p,
h(x,y) = Z Hi(x,y)Ei, x,y € T,M, onde H; = Hg,, isto ¢,

i=1
m

ZHE X y E = Z(h(x,y),Ei)Ei = Z<AE1(X)7U>E1'

i=1 i=1

O vetor normal dado por
Hp=H=1y
== Z traco A;) (2.23)
n :

onde Ai = Ag,, € chamado o vetor curvatura média de f. Ezplicitamente, como
o traco de um operador linear independe da base, seja {ei,...,en} um referencial
local em U, portanto uma base de T,M para cada p € M , logo o traco de A; (em
cada p € M) € dado por




Capitulo 2. Nocgoes Preliminares 49

(b) E claro que f ¢ minima se e sé se H(p) = 0, para todop € M.

(c) H nio depende do referencial E; escolhido.

Definicao 2.50. (Imersao Umbilica) Sejam M™, M variedades Riemannianas, f :
M™ —s M ™ uma imersio isométrica e p € M C M. A imersio f € dita ser umbilica

em p se existe um vetor normal z € (Tp M)l tal que
h(v,w) = (v,w)z, Vv, w e T,M.

Entao z € chamado vetor curvatura normal de M em p. A imersao f € (totalmente)

umbilica se f é umbilica em todo p € M.

2.6.2 As equagoes fundamentais de uma imersao isométrica

Dada uma imersdo isométrica f : M™ — M temos em cada P € M a decom-

posicao
TM=T,Ma (T,M)",

que varia diferenciavelmente com p. Isto significa que o fibrado tangente TM retrito a
M, TM}M, se decompde em um fibrado tangente TM e em um fibrado normal TM™*,
No que se segue, usaremos sistematicamente as letras latinas X, Y, Z, etc., para indicar
os campos diferenciaveis de vetores tangentes a M e as letras gregas &, 1, (, etc., para
indicar os campos diferenciaveis de vetores normais a M.

Dados X e 1, ja sabemos que a componente tangente a M de Vx1m é dada por
(vxn)T = —A,,(X). Passaremos agora a estudar a componente normal a M de Vx1, que

serd chamada conexao normal da imersao f, denotada por D. Explicitamente,

Dxn = (Vxn)" = Vxn— (Vxn)' = Vxn + Ay (X). (2.24)

Proposicao 2.23. A conexao normal D da imersao f possui as propriedades usuais de

Uma, conexao.

Demonstracao:Vide [6]. u
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Definigao 2.51. (Curvatura Normal) A curvatura normal R+ da imersao ¢ definida por

R+ (X, Y)n = DyDxn — DxDyn + Dix.ym. (2.25)

Proposicao 2.24. As sequintes equacoes se verificam:

(a) Equacdo de Gauss
R(X,Y)Z,T) = (R(X,Y)Z,T) — (R(Y,T),h(X,Z)) + (h(X, T),h(Y, Z)).  (2.26)
(b) Equagio de Ricci
(R(X, YN, ¢) — (RE(X, Y), ) = ([A,, AdX, Y), (2.27)

onde [Ay, A¢] indica o operador Ay o Ag — Ao A,.

Demonstragao:Vide [6]. n

Defini¢ao 2.52. (Tensor sequnda forma fundamental) Seja f : M™ — MY wma
imersao isométrica. A sequnda forma fundamental da imersao f pode ser considerada

como um tensor, dada por

ho X(M) x X(M) x X(M)* —  C®(M)
(X,Y,n) — h(X,Y,n) = (h(X,Y),n).

Derivando covariantemente h, na direcao de X, obtemos:

(Vxh)(Y,Z,m) = X(h(Y,Z,m)) —h(VxY,Z,n) —h(Y,VxZ,n) —h(Y,Z,Dxn) =
= X<h’(Y7 Z);T]> - <h(VXY7 Z)7n> - <h’(Y7 VXZ),T]> - <h(Y7 Z)7 DXT]>7

€ Como
X(h(Y,Z),n) = (Vxh(Y,Z),n) + (h(Y, Z),Vxn) = (Dxh(Y, Z),n) + (h(Y,Z), Dxn),
temos que

(vxh) (Y> Z)ﬂ) = <DXh(Ya Z)>T]> - <h(VXY7 Z)>Tl> - <h(Y7 VXZ)7TI> =
= (Dxh(Y,Z) —h(VxY,Z) —h(Y,VxZ),n).
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Proposicao 2.25. (Equagao de Codazzi) Com a notagdo acima

(R(X,Y)Z,m) = (Vvh) (X, Z,n) — (Vxh) (Y, Z,7). (2.28)

Obs 2.20. Se o espaco ambiente M tem curvatura seccional constante, a equacio de

Codazzi se reduz a:
(th) (X7Z7n) = (vxh) (Y7Z7n)
Se além disto, a codimensao da imersao € 1, Dxn =0, donde,

(Vxh) (Y, Z,m) = X(Aq(Y), Z) — (A (VxY), Z) — (Aq(Y), VxZ) =
= (Vx(Aq(Y)), Z) — (A, (VxY), Z).

Portanto, neste caso, a equagao de Codazzi se escreve

Vx(An(Y)) = Vy (AL (X)) = Ay (X, V).
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Produtos Torcidos

3.1 Variedade produto torcido

Sejam B e F variedades Riemannianas, sendo gg = (-, ->B e gr = (-, -)F suas respectivas
métricas. Ponha (como variedade produto) M =B x Fesejam m: M —-Beo: M — F
as projegoes canonicas de M sobre B e F. A métrica Remanniana produto (-,-) em M é

dada por
(-,-) =7 (, .>B + 0" (., .>F.

Denote por BV, TV, V as conexdes Riemannianas de B, F e M respectivamente.

Exemplo 3.1. Sejam B e F variedades Riemannianas, g = (,-)° e gr = (-,-)" suas
respectivas métricas e, M = B X F a variedade Riemanniana produto acima. Dados u,
v e Tp,q) (B X F), tem-se que existem e sao Unicos Wy, vy € (d(r(pvq))il ({O}) =Tp,qB =
T,B euy, vy € (dmp,q))_l({()}) = Tip,q)F = TqF tais que v=vi + vy e u=1u; +uy com

dt(u) = uq, do(u) = uy, dmt(v) = vy, do(v) =vy. Assim,

<u=v>(p7(ﬂ = <LL1,\)1>E + <LL2,\)2>Z = <d7[(u)7 dﬂ(")>7t(p7q) + <d0(u)7 dG(V)>U(P7Q) =

= (7*gs) (w,v) + (0" gr) (W, V), ¥(p,q) € B x F, Yu,v € T, )(B x F).

Definigao 3.1. (Produto Torcido) Sejam (B, gg) e (F,gr) variedades Riemannianas, e
seja f € C®(B) tal que f > 0. O produto torcido (warped product) M = B x¢F € a

variedade produto B X F munida com a métrica

gr =7"(gs) + (fom)*0™ (gr),

52
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onde chamamos f de fung¢do tor¢ao (ou de fungao warping), F a variedade fibra e

B a variedade base de M.

Explicitamente, se v é tangente a B x¢F em (p,q) = x, com v = v; + vy, v; € T, B,

vy € T4F, entao

gr(v,v) = <VaV>>f< = <d7t(]3,q](v)a dﬂ(p,q)("Dp + fQ(PMdG(p,q)(V)a dc(mq)("»q =

= (vi, V1) + (fom)*(p, @) (va, va) .

B x,F

Lema 3.1. Seja M = B X F o produto torcido acima. g¢ € de fato uma métrica Rieman-

niana em M, chamada de métrica torcida ou métrica warped de M.

Demonstragao: Vide [9). u

Se f = 1, entao M = B x¢ F reduz-se a variedade Riemanniana produto. Nosso objetivo

é expressar a geometria de M em termos da funcao torcao f e das geometrias de B e F.

Exemplo 3.2. (Superficie de Revolugio) Toda superficie de revolugdo é um produto tor-
cido, sendo suas folhas as diferentes posi¢oes da curva rotacionada e as fibras os circulos

de revolucao.

Explicitamente, seja C uma curva regular no plano XZ, em R3, que nao intersecta
o eixo OZ. A superficie S obtida girando a curva C em torno do eixo OZ é chamada
superficie de revolugao com geratriz C e eixo de OZ. Os circulos descritos pelos pontos

de C sao os paralelos de S e as varias posigoes de C sobre a superficie S (intersegdes de S
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com os planos que contém o eixo de revoluc¢ao) sao denominadas meridianos de S. Assim,

considerando a parametrizacao ¢ : (0,27) x (a,b) — S dada por:
X(u,v) = (f(v)cosu, f(v)senu, g(v)),

onde o : (a,b) — o((a, b)), (v) = (f(v),0,g(v)), com f(v) > 0, é uma parametrizagao

de C, entao, a métrica em S é dada por
ds? = dv? + [f(v)]?du?,

onde du® é a métrica em S'(1). Portanto, S = C x ¢ S*(1)

Meridiano
Paralelo

Exemplo 3.3. (R® — {0} como Produto Torcido) O espago euclidiano R® pode ser visto

como um produto torcido.

De fato, considerando o R?® — {0} em coordenadas esféricas, isto &,
(x,y,z) = (rsin(u)sin(v), cos(u)sin(v), rcos(v)), o elemento linha do R* —{0} ¢ dado

por
ds® = dr? + r*(du’ + sin®(u)dv?).

Evidentemente, R? — 0 é difeomorfo a R, x S? pela aplicacao (t,p) — tp. Portanto, a
formula de ds? mostra que R?® — 0 pode ser identificado com o produto torcido R x, S2.

Em R3—0 as folhas s@o os raios que partem da origem e as fibras sao as esferas S?(r), v > 0.

Proposigao 3.1. Assim como na variedade Riemanniana produto, para cada (p,q) € M,
as fibras p x F = w(p) e as folhas B x q = 071(q), com a métrica induzida de gy,
sao subvariedades Riemannianas de M, e a métrica torcida em M implica nas sequintes

condigoes geométricas:
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a) Para cada q € F, a aplicagao qm:=m € uma 1sometria sobre B.
q q B x q

b) Para cada p € B, a aplicagao ,0 := © € uma homotetia positiva sobre F,com
p P pxF

fator escalar 1/f(p).
(c) Para cada (p,q) € M, a folha 07(q) e a fibra 7 (p) sao ortogonais em (p,q).
Demonstragao: De fato,

(a) Para cada q € F, a aplicagdo 7 := N‘qu : B x ¢ — B é um difeomorfismo. Assim,

para cada (p,q) € B x g e para todos u, v e T, q)B C T(p7q)(B X F) tem-se

(W pq) = (A7), (W), A7), ()E + (Fo m)*(p, q) (d0(p,q) (W), do(p,q) (W), =

0

= <d(q7T)p(U), d(qﬁ)p(V)>pB,

. —1
pois, d(q7), = d7(p,q) e do(p,q)(Tp,q)B) = do(p,q) ((d%,q)) ({0})> = 0.

Tip.a)B

(b) Para cada p € B, a aplicagao ,0 := O"pxF :p X F— F é um difeomorfismo. Assim,

para cada (p,q) € p x F e para todos w,z € Tip )F C Tp.q) (B X F) tem-se

(W,2) (prq) = (AT (pq) (W), A8 ) (2))E +(F 0 ) (p, ) (d(0) , (W), d(p0), (2))F =

-~

0

- f2(p)(d(p0')q(w)» d(po')q(Z»Z’

. —1
pois, d7t(p,q)(Tip,q)F) = d7(p,q) ((dﬂ(pm) ({0})> =0ed(y0), =dogp,q)

T, F

(c) Segue diretamente da definigdo de métrica torcida.

]
Vetores tangentes as folhas sao denominados horizontais; vetores tangentes as fibras
sao denominados verticais. Denotaremos por H a projecao ortogonal de T, q)M sobre
seu subespaco horizontal Ti, ¢)B = T(p,q)(B X q), e por V a projecao ortogonal de T, )M
sobre seu subespaco vertical T, q)F = T(p,q)(p X F). Dessa forma, dado v € T(p )M, com
V=V +Vy, vi € T 1B, V2 € T(p,q)F, entao H(v) = v; e V(v) = vo. E ainda, dado
X e X(M), H(X) e V(X) € X(M).
Portanto, para campos vetoriais verticais V, W em M, a formula h(V,W) = H (VVW)

da o tensor segunda forma fundamental das fibras.
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Ao espago dos campos de M = B x¢ F que séo levantamentos (vide defini¢ao 2.22) de
campos de B (respectivamente de F) denotaremos por £(B) (respectivamente por £(F)).
Veja que £(B) é um C*®(M)g-modulo, onde C*®(M)g é o anel das funcoes C*°(M) que
sao levantamento de fungoes C*°(B). Analogamente, £(F) é um C*®°(M)g-mo6dulo, onde
C®(M)f é o anel das funcoes C*(M) que sao levantamento de fungdes C*(F).

Vamos determinar, agora, a conexdo Riemanniana, o tensor de curvatura e o tensor

de Ricci de uma variedade produto torcido, como fun¢ao da funcao de torcao f.

Proposicao 3.2. Sejam M = B x¢ F um produto torcido, h € C*(B) e € C*(F), entao

(a) Vh = B/%?l, onde h =N o e BVh ¢ o levantamento de BVh € X(B) para M.

P

~ F ~ - o
(b) VY = Z;b, ondep =1Ppoo, f=FfomeFVY € o levantamento de "V € X(F)

para M.
Demonstragao:

(a) Devemos mostrar que Vh ¢ horizontal (ou seja, o-relacionado com o campo nulo em
F)e Vh é 7relacionado com BVh em B. De fato, em cada (p,q) € M, dado um

vetor vertical v, isto é, v € Tip )F , entao

(Vh,v) =v(h) =v(homn) = (dn(v))(h) =0 =
— (dn(Vh), dnt(v))® + (fo )’ (do(Vh), do(v))F =
— (fom)*(do(Vh), do(v))",

pois dmt(v) = 0. Portanto, Vh é horizontal. Agora, dado um vetor horizontal w,

isto é, u € T(p q)B, entao

(Vh,u) = (dr(Vh), dr(u))E + (fon)*(de(Vh), do(u) ) = u(hom) =

= (dn(u)(h)) ot = (°*Vh, dmn(u))® o,

como d(q7t)p : Trp,q)B — T, B € isomorfismo V(p, q) € M, entao dﬂ(Vﬁ) = BVh
para todo (p, q) € M.

(b) Primeiro, vamos mostrar que V1 & vertical. De fato, em cada (p,q) € M, dado um



Capitulo 3. Produtos Torcidos Y

vetor horizontal u, isto é, u € T(, q)B , entao

(Vih,u) =u(h) = u(p o o) = (do(w))(Pp) =0 =
— (dn(VY), drr(w))® + (fo 1) (da(V), do(w))F =
= (d7(Vp), dmr(w))®,

pois do(u) = 0. Portanto, VlNI) é vertical. Agora, dado um vetor vertical v, isto é,

v € Tp,F, entao

(V,v) = (d(V), dne(v) ) B + (f o)’ (da(V), do(v))F =
——

=0
= (fom) (do(Vih), do(v))" =v(h) =v(ho o) = (do(v)(W)) o 0
= "'V, do(v))f o0,

~ F
como d(p7)q : Tip,q)F — T4F é isomorfismo V(p, q) € M, entao do(V) = ZQ
SO VA
para todo (p,q) € M, isto é V{ = Z;l).
[

Proposic¢ao 3.3. Em M =B x(F, se X,YegB) eV, W e L(F), entao

(a) VXV ¢ o levantamento de BVxY em B.

(b) ViV =ViX= (@) V.

(c) H(VyW) =h(V,W) = — <@) \3

(d) V(VVW) € £(F) € o levantamento de VW em F.
Na notacgao acima, f=fom.
Demonstragao:

(a) Devemos mostrar que Vg? ¢ horizontal e 7-relacionado com BVxY em B. De fato,

dado V um campo vetorial vertical, isto é, Ve £(F), entao pela formula de Koszul

2(VLY, V) =Y (X, V) +X (V,Y) =V(Y,X) — ([Y, V], X) — (IX, V], Y) — ([, X], V) =
=0 =0 =0 =0
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Como i, Y e £(B), temos que [i, Y] € L£(B) é o levantamento de [X,Y] em B. Logo,
([V, X], \7> = (0. Agora, pela métrica torcida, em cada x = (p, q) € M, temos

>+ (fom(x))*(doy(Y), doy (X))
=0 =0

=((Yom)(p,q), Xom(p,q))y = ((X,V)" o) (p, q),

isto &, (\7, X) = (Y, X)B o, e dai,

Y, X)(p, q) = (dmr(Y), dmre (X))

F
q

VY, X) = V((Y,X)B o rt) = dn(V) ((Y,X)B) = 0.
Assim, V;(V é horizontal. Agora, dado Z € £(B), temos que
Y(X,Z) =Y({X,Z)® omt) = (dne(Y)(X, Z)B) ot = (Y(X,Z)B) o,
logo, obtemos que
(2(dn(VY), de(Z))®) ot = 2(VY, Z) =
=Y(X,Z) + X(Z,Y) — Z(Y,X) — ([Y, Z], X) — (X, Z],Y) — ([Y, X], Z) =
= (Y(X,Z)® + X(Z,Y)® — Z(X,Y)® —([Y, Z],X)® — (X, Z], Y)® —([Y,X], Z)®) ot =
= (2(®VxY, Z)B) o m,VZ € £(B).
Portanto, segue o resultado. E ainda, como H‘qu ¢ uma isometria, em cada folha
B x q, V é a conexao Riemanniana em cada folha.
(b) 0 = Dz, V] = V)ZV — Vgi, logo Viv = Vvi. Esses campos V;(V e vvfi sa0
verticais, pois por (a),
0=X(V,Y) = (VgV,Y) + (V,VgY) = (ViV,Y) = —(V, VY) = 0.

Agora, dado W e L£(F), pela formula de Koszul

~ —~ o~ ~ ~ ~  ~

2V V, W) =V (X, W) +X(W, V) — W (V, X) — ([V, W], X) —

=0 =0 =0
— (X, W], V) — ([V, X], W) = X(W, V). (%)

=0 =0
Pela métrica torcida, em cada x = (p,q) € M temos

(V.W)(p, q) = (dm(V), d7 (W) )8 + (f o mt(x))(dox (V), doy (W)}, =
H/O—/ ~—

=0

= (fon(p,q))*{(Voo)(p,q), (Woa)(p,q))f =

—P(p.q) ((<v, W) o o) (p, q)),
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isto ¢, (V, W) = P((V, W)F o o), e dai

X(V, W) =X [P((V,W)" 0 0)| =X(P)((V,W)T 0 0) +  [X((V, W) 0 0)]

— 2fX(F) ((V, W)F 0 ) + [ do(X) ((V,W)F)] =

~ o~ ~ o~

= 2&(1?) <V;,CV2W> = Q(X%Ef)) <~,W>. (%)

Comparando (x) e (x%*)

portanto, Vg\~/ = (@) V.

(c) Temos que VVW = %(VVW)—I—V(V(/W), em cada (p,q) € M, e fH(V(,W) e X(M).
Assim, H(VgW) ¢ tal que (Vo W, X) = (H(VgW), X), VX € £(B). Dai, e por (b),

dado X € £(B) vem que
0= V(X,W) = (ViX, W) + (X, Vg W),

logo, obtemos que

(X VW) = ~(V X W) = —(W, @% - X w
_ X0 g — oz Y Wgp,
f f
ou seja, ()N(, VVW> = ()N(, <\7’];Wv> V?).

Portanto, U-C(V(/W) = h(\7, W) =— (@) V.

(d) Novamente, temos que VVW = }C(V(/W) + V(VVVV/), em cada (p,q) € M,
V(VeW) € X(M) e dn(V(VyW)) = 0, ¥(p,a) € M. Logo, V(VyW) ¢

m-relacionado com o 0 € X(B) (campo nulo). Agora, dado u e £(F), como



Capitulo 3. Produtos Torcidos 60

(V,W) = 2((V,W)" o 0), temos que
WV, T) =W [B((V, W) 0 0) | = W) ((V,W)F 0 0) + 7 [W((V,W)T 0 0)| =
= 2f(W(D) ((V. W) 0 0) + | (ao(W)(V,W)") o o =

= 2 (W(f o)) ((V,W)F 0 6) + 2 [(W(V,U)F) o 0] =
2f dT(W)(f)) (VW oo) + [(W(V,W)F) o 0] =

= £ [(W(V,W)") o],

e dai,

2V W, 1) = 2(V(V W), T) = 2(F)? ((da (W(TeW)) . do(l)" o o) _
= W(V, 1) + V(U,W) — UWW, V) — (W, U], V) — ([V, U], W) — (W, V], U) =
— f2 wa, W'+ v{uw)f —ww, v)f — ((w,ul, v)F —([v,u], w)f—
- <[W,V],u>F> o a} =
= (O2[2"VyW, W) o o] = 2(F2((FVAyW, W 0 0),
ou seja, V(VyW) ¢ o-relacionado com FVyW. Portanto, V(VyW) = FVyW e

£(F) ¢ a conexao Riemanniana em cada fibra p x F, pois ,0 ¢ uma homotetia em

cada fibra p x F.

Corolario 3.1. As folhas B x q de um produto torcido sao totalmente geodésicas; as fibras

p X F sao totalmente umbilicas.
Demonstragao:

(i) Cada folha B x q é uma isometria sobre B. Dessa forma, dados X, Y € X(B) existem
e sao unicos os levantamentos 5<', Ye £(B) de X e Y a M, respectivamente. Assim,

em cada (p, q) € M, pela proposi¢ao 3.3-(a) temos
VXV =K (Vg\?) +V (Viq) =K (Vi?) ,
implicando que

R(X,Y) = VY — BUKY = ViV — % (viV) —0
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nos da a segunda forma fundamental de cada folha B x q. Portanto, cada folha

B x q ¢ totalmente geodésica.

(ii) Cada fibra p x F é uma homotetia sobre F. Dessa forma, dados V, W € X(F) existem
e sao Unicos os levantamentos \7, W e L£(F) de Ve W a M, respectivamente. Assim,

como em cada (p,q) € M temos que VVW = J{(VVVV/) + V(VVW), e
RV, W) = VoW = PV W = VoW =V (VW) = 3¢ (VW)

nos da a segunda forma fundamental de cada fibra p x F. Dai, e pela proposi¢ao
3.3-(c)
_ AT
hV,W) =K (vvw) — (%) vt

logo cada fibra é totalmente umbilica, pois Vf € £(B), isto &, Vf e X(F)*.

Proposicao 3.4. Sejam M = B x¢ F um produto torcido, h € C*(B) e € C*(F), entao

(BVh,BVT)B
f
Laplaciano em B e h =hom.

-~ A -
(b) AY = fL;I), onde Ag € o Laplaciano em F e =1 o o.

(a) Ah = Agh +d , onde dimF = d, A € o Laplaciano em M, Ag € o

Demonstragao: Seja um referencial ortonormal local {€1,...,€n, €nq1,...,€nsal em M,

com €; € £(B), ¢ € £(F),1<i<n,n+1<j<n+d, ondedimB=nedimF=d.

(a) O Laplaciano de h é dado por

n+d

sh=3 (&(@M) - (Ve2) ).

mas, para todoi=1,...,n, como ¢;(h) = <Vﬁ, ¢;) = (BVh,e;)B o, temos que
¢ (€i(h) =& ((®Vh,e)B om) = dn(€) ((BVh, e:)®) = [ei((PVh, ei)B)] o =
= [ei(ei(h))] O TT,

e também que

(Vei)(h) = (VR, Ve &) = (°Vh, BV, e)P o= [(BV, ) ()] o
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—~—

i ay —— vF
E ainda, como Vg €5 = FV,,e; —<6)’—;J>Vf:FVe]—€j B Vi=n+1,...,n+b,

entao
(vgjej)(h):(Vh,vgjej>:<v11,—?>:— ¥< Vh,BV)E | om.

n n+d
=y (’él @Mm) — (Vee) () + > (e](e)(h)) (Vg e,)(h)> -
i=1 j=n+1 B
n n+d '
= Z (el(el(h)) (Ve el)(h)> oM+ Z ( <BVh,BVf>B> oM =
i=1 j=n-+1
n njl—d ' 1
= Z (el(el(h)) — (Veiei)(h)) + Z ( <BVh,BVf)B) o=
i=1 j=n-+1
— {Ash-i- dw} o TT.
(b) O Laplaciano de 1 ¢ dado por
n+d
Ab =Y (& (EW) — (Ved) W),
s=1
mas, para todo i = 1,...,n, como & () = &;(P o o) = do(&;)(P) = 0 temos que
e; (Ei(lT))) =0, e também temos que
- - Foaly, ———
(Ve @) (D) = (Y, Vo) = (" Varer) =0
Agora, para todo j =n-+1,...,n+d, como
_ O 2T R R Qo
(W) = (V. &) = <%76j> = §<FV1|), €j) = = [f2(<FV¢,€j>F o U)] =

= <FV11)7 ej>F 00 = [e) (ll))] ©0,
temos que
& (("Vb,¢5)" 0 0) = do(&) (("Vib,e5)") = [¢;(("Vb. €))")] o 0 = [ej (e;(W))] o 0,
e, além disso, temos que
- - vl —— -
(Ve &) () = (Vih, Ve &) = <%,Fv6jej> _ ?12 [PV, "o 0 0)| =

= "V, V) oo = [("Ve ) ()] o 0.
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Logo,
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3.2 Curvatura do produto porcido

Nesta secao vamos determinar os tensores curvaturas, de Ricci e escalar, em funcao das

correspondentes geometrias de B e F e da fungao de torcao f. Comegamos com a

Definicao 3.2. Seja M = B x¢F uma variedade produto torcido. Se A é um tensor
covariante em B, o levantamento A de A a M ¢ exatamente o pullback de A pela projecao

m: M — B, isto é, A= 7 (A). Agora, se A € uma aplicagao C*(B)-multilinear, com A :

X(B) x --- x X(B) — X(B), a qual estd associada um (1,s) tensor em B, sevq,..., s €
S c?’)gias
Tp,q)M, defina A(vy,...,Vs) para ser o vetor horizontal em (p,q) que se projeta para

A(dm(vy),...,dn(vs)) em T,B, isto €, Alvy, ..., V) € Tip.q)B. dn(K(vl,...,vs)) =
A(dm(vy), ..., dn(v,)) € T,B e do(A(vy,...,vs)) =0.
Essas definigoes nao envolvem meétrica, portanto sao correspondentemente vélidas para

levantamentos de F.

Observe que, se A : X(B) x --- x X(B) — X(B) é C*(B)-multilinear, dados(fixados)

J/

s cOpias

Xi,...,Xs € X(B), A(Xq,...,Xs) € X(B), portanto o levantamento Ade A aM é tal

que A € £(B), A: X(M) X -+ x X(M) — X(M) é C®°(M)-multilinear e se X, ..., Xs €

s copias

£(B) sao os levantamentos de X, ..., X € X(B) respectivamente, tem-se /ZL()N(l, o Xs)
¢ horizontal e dn(i(%l, o ,is)) = A(dn(il), e dﬂ(j(vs)).
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Lema 3.2. Se f € C®(B), o levantamento a M do Hessiano de f, Hess f, é o Hessiano
do levantamento de f somente em vetores horizontais. O levantamento de Hess f a M

serd denotado por HF.

Demonstragao:
Dados )N(, Ye £(B) levantamentos de X, Y € X(B), podemos considerar o Hessiano como

m (0, 2)-tensor (sua forma bilinear simétrica associada). Assim, temos que
Hess f(X,Y) = X(Y(f)) — (BVxY)(f).
Agora, seja f = f o o levantamento de f a M. Logo,
Hess f(X,Y) = X(Y(f)) — (VgY)(f) = X(VF,Y) — (VF, V5Y) =
= (X(®VF,Y)®) ot — (PVf, BVxY)P

= X(Y(f)) o — (°VxY(f)) ot = [X(Y()) — (*°VxY(f))] ot =
= Hess f(X,Y) o = Hess f(dn(X) (Y )) o7 = 7*(Hess f)()z, Y).

Proposicao 3.5. Sejam M = B x¢ F um produto torcido, R, BR e FR os tensores curvatura

Riemanniana de M, B e F, respectivamente. Se X, Y, Z € £(B) e U, V, W e L(F), entao
(a) R(i, \7)2 € £(B) € o levantamento de BR(X,Y)Z em B.

(b) Os levantamentos dos tensores curvatura Riemanniana 2R, 'R a M dao os tensores

curvatura Riemanniana de cada folha M X q e de cada fibra p x N, respectivamente.

S o HXY) S .y .
(c) R(V,X)Y = —=—V, onde H' € o levantamento do Hessiano de f a M.

(d) R(X,Y)V =R(V,W)X = 0.

(e) R(X,V)W = <V’FW ) Vi VT

(0 RV.W)T = RVWT - S (@ 0w - @ v).

Na notac¢ao acima, f=fom.

Demonstragao:
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(a) Dados S € £(B), tem-se
(dm(R(X,Y)Z),dn(S))® = (R(X,Y)Z,S) = (VyVZ — V3V3Z+ V53,2, S) =
<BVYBVXZ - BVXBVYZ + BV[XN]Z, S)B oOTl = <BR(X, Y)Z, S)B OTl =

= (BR(dn(X), dn(Y))dn(Z), dne(S))E ot = T (BR)(X, Y, Z,S).
E ainda, R(X, \7)2 ¢ horizontal. De fato,
(R(X,Y)Z,V) = (fon)*(do(R(X,Y)Z),do(V))F =
= (VgV3Z—V3VyZ+Vz3,Z, V) =0.
Logo, Rlg(s) = 7*(PR), isto &, Rlg(s) ¢ o levantamento de BR.

(b) Como em cada (p,q) € M 47 é uma isometria e ,0 ¢ uma homotetia, o resultado
segue, pela definicao de levantamento de um tensor e ambas preservam a conexao
de Levi-Civita. Dessa forma, os levantamentos BR ¢ FR dos tensores curvaturas BR
e 'R, induzidos pela métrica torcida g¢, de B e F, respectivamente, sdo tais que,
por (a) BR coincide com o tensor curvatura R de M restrito a campos horizontais e,

dados \7, W, fl, Te £(F) tem-se que

—~—

FR(V, W)U = FR(V, W)U = FV, FVy U — FVy FV U + FV y U,

(c) Como D?,\NG =0, temos que
R(V,X)Y = VgViV = VyVY + Vg Y = Vi ViV — Vi ViY.
Dai e pela proposicao 3.3, obtemos que

R(V,X)Y = ViViV — ViViY = Ve (Y(F)/HV) — (V) (F/)V =

_% [Y(ﬁ 7 0y 5 N0y _
f f f
_ X0 L vz | ve YOXO g (FxV0G
| f f fof f
_[XOUE)  YOXE |, VOXE (V0] 5
7 7 7 F
_ X)) (TN @] WXV
7 F F
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(d)
R(\7, \7\//)52 = VVT/V{/XV — VVVWX + V[\N/NNV])? =
= Vi (X(O/HV) = Vo (XO/HW) + Vg X =
W [&ﬁ v Xg oy | XD XOg Wi %
f f f f ’
mas, COIno
X(f)(p.q) = X(fom)(p, q) = X(p, q)(f o ) = dn(X(p, q)) (f) = X(p)(f) o7t =
= (X(f) o) (p, q),
entao
o X0 | _ V(X~(f)) +>?(f~)\7(l,) _ V(X(fN) om) X(A)V(fom _
f f f f f2
_an(V)(X(f)  X(Han(V)(f) _ .
f 2 ’
e assim,
R(V, W)X = %ﬂ ViV = VW] + Vg X = @[Vv, V4 Vg X =
X(f) X(f)

— T[W,\N/] + T[\7,\7v“] =0, VX € X(B), YV, W € X(F).

Portanto, pela simetria da curvatura, <R(5(v, V)V, W) = (R(\7, W)Xv, ?} = 0. Por (1),
<R(%7 Y)V, Z) = —(R()z, Y)Z, \7> = 0. Como Z € £(B) e W e £(F) sao quaisquer,
essas equagoes valem para todo Z¢c £(B) e W e £(F), logo R()z, V)\~/ =0, VX, Y €
£(B), YV € £(F).

(e) R(X, \7)\/NV ¢ horizontal, pois <R()z, \7)\/NV, ﬂ) = (R(W, wXx, \7> = 0, por (d). Como
R(\7, W))N( = 0, pela primeira identidade de Bianchi, tem-se que

R()z, \N/)W = —R(W, )N()\N/ = R()N(, W)\7 Assim, usando as simetrias da curvatura e

por (c),
(R(X, VIW,Y) = (R(V,X)Y,W) = {(H"(X,Y)/f)V,W) = H' (X, Y%W, w) _

(VLVE,Y)(V, W)
- .

Como R(K V)W & horizontal e Y & qualquer, entao

RO, V)W WTW”VWE
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(f) Dado X € £(B), R(V, W)l] é vertical pois, pela simetria da curvatura e por (d),
tem-se que (R(\7, W)ﬂ,)@ = —<R(\7, W)Xv, ﬁ) = 0. Agora, dado T e £(F), pela

proposicao 3.2 tem-se que

_ _ N W -
Vol =V (Vyll) + 3¢ (Voll) = "oyl - VU of
f
e assim,
~ U, V) _~
VVNVV(,U = VVNVFVVU. — VVN\/(< 1‘7 >Vf) =
F % -~ 1 Vi ~
vy — W) or (u V>v V- W <ufv> Vf=
F 3 £\ —~ —_~ L1 \/ ~
=FUwfVyU — (WUW) o UV (VYT G | (V)] o
f f f f
Daf,
Vo Voll, T) = (FVW VU, T (U V)(VF, V) w,T
f2
Agora,
~ ~ = u, [V, W) ~
(Vowm W, T) = (Vvw W, T) = (FViy will — %Vf T) = FViwl,T).
Logo,
RV, WU, T) = (FVW Y U, T) — (u, V>§ V) (W, T) — (FVFUWU, T)+
U, W\(Vf,Vf ~
! >1§2 ><V T+ Vvwl,T) =
= FVWFVyU — W VICVE VO FVVFV i U+

f2

U, W)(VT, V) ~ _
+ < >%<V2 >V+FV[V,W}U,T>,

VT € £(Njy). Portanto,

(<V§vi’>>[ o

R(V,W)U = FR(V, W)U — 5 (V, YW — (W, W)V].

Corolario 3.2. Seja M = B x¢ F um produto torcido, com dimF=d > 1, %,? € £(B) e
\N/,W € £(F). Entao,



Capitulo 3. Produtos Torcidos 68

(a) Ric(X,Y) =BRic(X,Y) — %,Hf(x Y).

(b) Ric(X,V) =0.

Agf Vi, Vf ~ —~
(c) Ric(V,W) = FRic(V,W) — (TB +(d— 1)%) (V,W).
Demonstracgao: Seja um referencial ortonormal local {€;,...,€n, €ni1,...,€nsal em M,

come; € £(B), g e £(F),1<i<n,n+1<j<n+d ondedimB=nedimF=d.

(a) O tensor de Ricci em )N(, Y ¢ dado por

n+d
Ric(X,Y) = > (R(X,&)Y,&).
s=1
No entanto, para i =1,...,n, pela propsi¢ao 3.5-(a) temos que

—~——

(R(X, &)Y, &) = (BR(X, e;)Y, &) = (°R(X,e1)Y,ei)B o,

eparaj=n+1,...,n+ d, pela proposi¢ao 3.5-(d) obtemos

X e V.6 = NV & HIX,Y). - Hf (X, V)
(RIXE)V, &) = —(R(&;, XY, &) = —(—=—¢,8) =
Assim
o n+d _ _ ntd
Ric(X,Y) = » (R(X,&,)Y, &) = Z<R(X e)Y, ) + Z R(X, &)V, &)
s=1 i=1 jemt1
n n+d
Hf (X, Y
= Z(BR(X, e))Y, €i>B o7 + Z . Oj’ ) _
i=1 j=n+1 f

= [BRiC(X,Y) — %Hess f(X,Y)} o7t

(b) Observe agora que, parai=1,...,n,j=n+1,...,n+d, e pela proposi¢ao 3.5-(d)
temos que R(X, &)V =0 ¢ (R(X, &)V, &) = (R(V,&)X, &) = 0, portanto

n+d n n+d
Ric(X, V) = ) (RIX,&)V,&) =) (RX, &)V, &)+ Y (RX,&)V,&)=0
s=1 i=1 j=n+1

c) Por altimo, parai=1,...,n,j =n+1,...,n+ d, pela proposicao 3.5-(e) e pela
)
proposic¢ao 3.5-(f) temos que

RV, &)W, &) = (—R(@ V)W, &) = ﬂwavﬁ 2,
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e também que

ROV.&)W. ) = (FR(V. o)W — YV VI 10 Vg, — (W, 2)V],3,).

f2
Daf,
o n+d . N n n+d
Ric(V,W) = ) (R(V, &)W, &) =Y R(V.&)W, &)+ Y (R(V,.§W,&) =
s=1 i=1 n+1
_<\7 W> n _ n+d P ]+
— fLZWEiVﬂaH D> (FR(V, )W, €))—
i=1 j=n+1
n+d n+d
@ (VW) Y (@.8)— ) (W g)V.&)| =
=n+1 j=m—+1
<V W) ] n+d ]
= ——~ L (Agfom)+ Y (("R(V, ¢;)W, ¢;)F 0 0)—
f j=n+1
= ("Ric(V,W) 0 0) — KA]‘ff +(d— 1)<V‘:;_2Vf>) ° ﬂ] (V,W).

Corolario 3.3. Seja M = B x¢ F um produto torcido, sendo B =1 C R um intervalo da
reta com dimF=d>1, X,Y € £(I) e \7,VNV € £(F). Entao,

e £
(a) Ric(X.Y) = —d—.

(b) Ric(X,V) =0.

(c) Ric( V W) FRic(V,W) — (fﬂ (f;)2
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Imersoes em Produtos Torcidos

4.1 Introducao

Sejam Np e Ny variedades Riemannianas munidas com métricas Riemannianas g; e g,
respectivamente, e seja f uma funcao diferenciavel positiva em N;. Considere a variedade
produto torcido Ny x¢Ns. Denotamos a dimensao de N; e No por n; e no, respecti-
vamente. Sabe-se que a noc¢ao de produto torcido desempenha func¢oes importantes em
geometria diferencial bem como na fisica (cf. [9]).

Sejam, ¢ : Ny x¢ Ny — M uma imersio isométrica de um produto torcido Ny X ¢ Ny
em uma variedade Riemanniana M™+™ , 71 - Ny Xg Ny —> Ny e 75 : Ny X¢ Ny —> Ny
as projecoes canonicas e h a segunda forma fundamental da imersao ¢. Indique por hy e
hy a restricao de h a £(N;) e a £(Njy), respectivamente. O vetor curvatura média ﬁ de
¢ é dado por

m n

ﬁ(p) ~H-= %Z (traco A;)E; = %Zh(e]-, e;),

i=1 j=1
onde {Eq,...,En} um referencial ortonormal local normal a N; x¢ No, {e;,...,ex} um
referencial local em Nj x¢ Ny , Aj = Ag,, n = n; + ny. Definimos os vetores curvatura

média parciais ﬁl e ﬁg pelos seguintes tragos parciais:

1 ny 1 ni+mnsg
ﬁ1 = Zh(e‘ﬁ er)u ﬁQ = Z h(esu es) (41)
mn Ny
r=1 s=mni+1
onde ey, ...,en, €€n,41,--.,€En,+n, S0 referenciais ortonormais locais de £(N1) e £(Ns),

respectivamente.

70
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Definicao 4.1. Seja ¢ : Ny x¢ Ny — M wma imersao isométrica de um produto torcido

N; x¢ Ny em uma variedade Riemanniana M™T™.

(a) (Nj-totalmente geodésica) A imersao ¢ € dita Nj-totalmente geodésica, j = 1,2,
se a sequnda forma fundamental parcial hy = h‘g(N.) € identicamente nula. E ¢ €
)

dita totalmente geodésica mista se a sua sequnda forma fundamental h satisfaz

h(X,Z) =0 VX € £(N;) e VZ € £(N,).

(b) (Nj-minima) A imersao ¢ € dita Nj-minima, j = 1,2, se o vetor curvatura média

parcial ﬁj, j=1,2, € identicamente nulo.

Sejam P : M — M uma imersao isométrica e f uma fungao diferenciavel em M. Como

em cada p € M Tpm =T,Me® (Tpl\/l)L e o gradiente de f, Vf, é um campo tangente a

M, entao em cada p € M temos que

(V) = (V@] +[(VH®)] ", [(VOP)]' € M, [(VA)(p)]" € (T,M)*

Dessa forma, denotaremos a componente normal de Vf restrita a M, [(Vf)]L, por Df.

Proposigao 4.1. (Imersao-Produto Torcida) Sejam My X, My um produto torcido, ¢y :
N; — M; e ds : Ny — My imersoes isométricas entre variedades Riemannianas.

Defina a fungao positiva f € C®(Ny) por f = po dy. Entao, a aplicag¢io
d)INl XfNQ — M, XpM2

dada por ¢ (p1,p2) = (G1(p1), d2(p2)) = (b1 0m(p1, p2), d2072(p1,P2)) € uma imersao

1sométrica, chamada imersao-produto torcida. Se p = 1, ¢ é chamada tmersao-

produto (direta).
Demonstracao:
(i) Considere o produto torcido M = M; X, My. Sejam as projecoes canonicas

(O Mlxng — Ml,
Oy : Mlxng — MQ-

A métrica torcida g de M é dada por g = 0}(gm,) + (p o 01)%05(gm,). Explicita-

mente,
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g, V)rs) = (W, V(s = (doy(w), do(v))M + (p o 07)*(doa(u), doy(v))M2) em

cada (r,8) € M, YV u,v € Ty s)M.
A meétrica produto é dada por
gO(uvv)(T,S) = <u7v>(1”7s) = <d(71(U),dO'1(V)>TM1 + <d0-2(u)7d0-2(v)>]svl27 em cada
(r,8) € My x My, YV u,v € T(y ) (Mg X My).
(ii) Sejam as imersoes isométricas
b1: Ny — My,
(I)Q : N2 — MQ.

Dessa forma,

<LL,V>§1 = <d(b1(u)> dd)l(v»d’\:[ll(p), VP c Nl, 4 u,v e Tle;

<u,v)2‘2 = (dd2(u), dd>2(v))2,/;“’(q), Vg € Na, Vu,v € TgNa.

(iii) Considere o produto torcido N = Nj x¢ Ny, com f = p o ¢;. Sejam as projegoes

canodnicas
T 2 N1 XfNQ — Nl,

Tl @ N1 XfN2 — NQ.

A métrica torcida g de N é dada por g = 7t} (g, )+ (forty)?75 (g, ). Explicitamente,

guVp,q) = (WV)(pq) = <d7T1(u)7d7f1(V)>le + (foﬂl)2<d7'f2(u)ad7T2(V)>El27 em

cada (p,q) € N, Vu,v e Ty q)N.

A métrica produto é dada por

QO(u»V)(p,q) = <U7V>(p,q) = (dm (u), dm(v)>§1 + (dmy(u), d7T2(V)>]c?27 em cada
(p.q) € Ny x Ng, Vu,v e T )N.

(iv) Agora, a aplicagdo ¢ ¢ dada por

¢ = (d1,P2) 1 Nix¢Ny — My x, My
(p,q) +— &p,q) = (¢1(P)7¢2(q))'

E ainda, ¢(p,q) = ((43107'(1)(137 q), (2 07)(p, Q)) = (¢1(P),¢2(Q))~ Observe que

Grom =010¢p e dyomy =0y0.
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(v) Dado um referencial ortonormal local {E, ..., En,, Enji1,.- o, Enjin,t em N, com
Ei € £(Ny), 1 <i<ny, el € £(Ny), ny +1 < j <ny +ny, a diferencial de ¢,

ddp.q) : Tip,q)N — To(p,q)M, € dada por
dd) = d((bl @) 7'[1) ) d(d)Q o) 7'[2) = dd)l o d7-[1 fan) dd)2 o dﬂ27

em cada (p,q) € N. Dessa forma, como T, N = T q)Ni @ Tp q)N2 €
Tom.aM = Tom.q)Mi @ Top.qMa, temos que dd(p.q)(Tp.a)N1) € Tpm.a)Mi
¢ dP(p.q) (Tip.g)N2) C T (p,q)Mo.

(vi) Mostraremos que d¢ é injetiva em cada (p,q) € N, isto é, dd(p.q)(v) =0 v =0.

Seja v € Tp q)N, com v =v; + vy, vi € T )Ny e vy € T q)N2. Assim, se

0=ddmp,q)(v) =dd(p,q) (Vi +v2) = (ddy o drry) (v +va) + (ddy o d7mo) (v +V,) =
= dd1 (V1) + dda(Vs),

com dT[l(\)l) = 61, dT[Q(VQ) = /\72. Como dd)l(ﬁl) S Td)(p,q)Ml e dd)g(ﬁg) €
T (p,q)M2, entdo ddi(vi) = 0, dd2(vy) = 0. E ainda, dd; e dd, sdo injetivas.

Dai, e pelo lema 2.5

dﬂl(vl) =0=v; € T(p’q)NQ =v;=0
0

—9
:i)\Q:

d7T2(V2) = Vg € T(p,q)Nl = vy =0,

entao, v=v; +v, = 0. A volta é imediata. Portanto, ¢ é uma imersao.

(vii) Vamos mostrar agora que a imersao ¢ é isométrica, isto é, g = d*(g). Em cada

(p,q) € N, dados u, v € Tip q)N, tem-se

¢*(g)(w,v) = gldd(u),dd(v)) g (p,q) = (db (W), AP (V) ¢ (p,q) =

= (doy(dp(w), doy(ddp(uw)) )+

{

+ (o 01(d(p. 0))) (doa(d(w)). dos(dd(u)) it =
{
(
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e, por (iv), (ii) e (iii),

¢ (9)(w,v) = gldd(u), dd (V) p(p.q) =

= (d(P1 o7 ) (1), d(dr o ) (V) +

+ (Formi(p,q))) (dlda 0 M) (1), d(r 0 M) (V)2 | =

= (dd1(d7m (w)), dds (dm (v) it +

(Fom(p, q)))*(dda(dms(w)), dba(dm(v)}2 | =

= (dm (W), dm (V)N + (Fom(p, q))) {dma(w), drmp(v)N2 =

+

= g(u7v)(P7q)'

Portanto, ¢ é uma imersao isométrica.

Lema 4.1. Seja M uma variedade. Se 'V e 2V sdo conexdes afim em M, entio a

diferenca 'V — 2V = T definida por TxY = 'VxY —2VxY € tensorial, isto €, T € TE(M).

Demonstragao:
Basta mostrarmos que T = 1V — 2V ¢ C™-bilinear, isto é, basta mostrar que T é
C™-linear em relagao ao argumento Y, pois T é R-bilinear e C*®-linear em relagao ao

argumento X. Entao, dada f € C® temos
'WxTY = 2VxfY = VXY + X(f)Y — FPVxY = X(f)Y = f (*VxY = 'VxY).
Logo, T =1V — 2V ¢ C*™-bilinear. [ ]
Agora, temos ferramentas suficientes para demonstrar os teoremas 1.1, 1.2, 1.3 e 1.4.

Demonstragao: Teorema 1.1

Considere as identificagdes usuais nas imersoes isométricas mencionadas. Indique por
1V e TV as conexoes de Levi-Civita da variedade Riemanniana produto N; x Ny e do
produto torcido Nj x¢ Ny, respectivamente, sendo go = g1 + g2 € g = ¢, + f2gs suas
respectivas métricas. Analogamente, indique por 1V e PV as conexdes de Levi-Civita da
variedade Riemanniana produto M; x My e do produto torcido M; x, Ms, respectiva-

mente, sendo gop = g1 + g2 € § = g1 + p?Ja suas respectivas métricas.
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Sabemos que a diferenca de conexoes, T = v 1%, é tensorial, isto é, em cada ponto
me M, (fTXY) (m) depende apenas dos valores dos campos X e Y em m e independe do
comportamento local de X e Y. Dados U,V € X(M), m € M, entao U, Vi, € T,nM.
Escolha campos Uy, Vi € £(My) e Uy, Vo € £(My) de modo que U,,, = U;(m) + Uy(m)
e Vin = Vi(m) + Vo (m). Como (’.TuV)(m) depende apenas dos valores U, e V,, segue

que
(‘IuV)m = (‘Iuﬁ_uz (Vl + VQ))m = ‘:Tulvl + TUIVQ + ‘Iu2V1 + TU2V2,
ou seja, em m € M; x ;My, temos

VLV —'VyV = p§(u1+u2) (Vi+V,) — 1€(u1+u2) (Vi+V,) =
=PV, Vi +° VL, Vi + PV, Ve + PV Ve — 'V VL — 'V, Vs =

=PV, Vi + PV, Ve + PV, Ve — 'V, Ve =

_ - v
= PV, Vi + PV, Vs — <u2,v2>7p _

Vo,V Vp, U \Y
_ <p_pl>uQ+ %W_ <UQ’VZ>Tp _

Vp,V Vp, U \Y
:—< f; >U2+—< F:) >V2—<U2,V2>Tp,

o que deixa explicita a tensorialidade em U e V. Portanto, usando a decomposigao natural

de cada T,,M e pondo U =U; + Uy, V=V; +V,

Ve, V) (Vp, U) Vp

Vg — <u2,VQ>T. (42)

VLV — VLV = U, +

Da mesma forma, dados U, V € X(N), as conexdes 'V e 'V estao relacionadas por
(VFf, ) Vf

V£,V
< ; Ju, + Vs (U Vo) (4.3)

f'YuV—-1vyVv =

onde U=U;+Uy eV =V, +V,. Daequagao (4.2), para X, Y € £(M;) e Z, W € £(M,),

obtemos
PVXY = 1VxY, (4.4)
VW =1V, W— <Z,W>%, (4.5)
PVXZ =°VzX = %z (4.6)

Assim, dados X, Y € £(N;), Z, W € £(N,), sendo X, Y, Z, W € X(M) suas respectivas

extensoes, h a segunda forma fundamental da imersao produto torcido ¢ e h' a segunda
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forma fundamental da imersao produto direto (¢, ¢o) : Ny x {No — My X My vem
que

h(X,Y) —ho(X,Y) = (P%YV— vaY) - (lﬁﬂ— 1VXY) = VLY — 1V,

mas como h é tensorial, X‘N =X, \_(‘N =Ye X(p,q), Y(p,q) € Tp, N1 C Tp,qyMu,

Y(p,q) € N C M, logo Xa|,, =0 e Yy|, =0. Dai, e por (4.2) e (4.4),

In In

h(X,Y) —ho(X,Y) = PVxY — 'VxY =0,

ou seja,

h(X,Y) =h%(X,Y). (4.7)
Agora,
hZ, W) —h'(Z, W) = (pﬁzW— fvzw) - <1€7W— 1vzw) -
= ("YW VW) - (VW VW),

novamente, h é tensorial, Z|N =7, W‘N =WeZ(p,q), W(p,q) € Tip,q)N2 C Ty, q)Ma,
=Z e Wy|, =W. Dai, e por (4.2) e (4.4),

h(Z,W)—h’(Z,W) = —(Z,W)% +(Z, W>¥.

Como (Vf,v) = df(v) = d(pod1)(v) = dp(dd1(v)) = (Vp, dd:1(v)), entdo Vf = (Vp)T,
Vv € T,Ny, isto ¢, Vp = V& (Vp)t = Vf@ Dp, em cada p € N; C M;. Assim,
Dp

h(Z,W) —h'(Z,W) = —(Z,W)T. (4.8)

A restricao de h? a £(N;) e a £(N;) sdo a segunda forma fundamental de ¢; : N; — M,

Y(p,q) € N, logo Z,

In In

e ¢®s : No —> M, respectivamente, pois como h é tensorial, independe das extensoes,
X[ =X Y] =Y Z|,=Z W|, =W, com X(p,q), Y(p,q) € Tp,q)N1 C Tip,q)M1
e Z(p,q), W(p,q) € Tp,q)N2 C T(p,q)M2, em cada (p,q) € N, logo podemos tomar X,
Ye&(M;)eZ We £M,). Assim,

WY —1'VxY = h%(X,Y) € (TN, V(p, q) € N,

pois lﬁyv € S(Ml), 1V)(Y S S(Nl), T(p7q)N1 C T(p7q)M1 e T(p7q)M1 = T(p,q)Nl @&
(T(p7q)N1)J‘M1, V(p, CI) € N, onde (T(p’q)Nl)J‘Ml = (T(p’q)Nl)J‘ ﬂT(p7q)M1. No entanto,

ToNy = Tp, )Ny e To,My = T oyMi. Da mesma maneira,

lﬁfw_ VW = hO(Z,W) € (T(p,q)N2)LM27 V(p,q) €N,
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pOiS 1%ZW € S(Mz), 1VzW € £(N2), T(p,q)NQ C T(p’q)MQ e T(p7q)M2 = T(p’q)Nz @D
(T(p7q)N2)LM2, V(p, q) € N, onde (T(p7q)N2)LM2 = (T(p7q)N2)J‘ N T(p7q)M2. No entanto,
TpN2 = T(p7q)N2 (§ TPMQ = T(p,q)MQ.

Dai, h%(X,Y) e h%(Z, W) sdo ortogonais para X, Y € £(N;) e Z, W € £(N,).

(a) Dados X € £(N;) e Z € £(Ny), sendo X, Z € X(M) suas respectivas extensdes, como
h é tensorial, independe das extensoes, podemos tomar X € £(M;) e Z € £(M,).
Assim, por (4.6)

h(X,Z) =P VxZ—VxZ = ¥Z— @Z =0, V(p,q) € N.

Portanto, ¢ é totalmente geodésica mista.

(b) Dado um referencial ortonormal local {ej,...,en,,€n,41,---,€n,+n,; em N, com
e1,...,en, € L(Ny) e ent1,---5 €nyon, € £(N3), de 4.7, 4.8 ¢ do fato que Dp

e h(Z, W) sdo ortogonais em N, como

ni+ng ni+no
Z <h(ejaej)7h(ejaej)>: Z [<h0(e)~,e]-)—Dlnp,ho(ej,ej)—Dlnpﬂ =
j=ni+1 j=ni+1
ni+mng
= > (h’(ej,€)),h(e5,¢)) + ol D InplP,
j=ni1+1
obtemos
ni+ns ni+ns
INIP= > (h(ei,¢),hleie) > Y (hlej,e) hlej,¢)) > nslIDInpl,
i,j=1 j=mi1+1

pOiS <h(ei,e]’),h(ei,€j)> = 0e <h0(€j,ej),h0(ej,ej)> = Oa vLj? I < i SNy + My,
1 <j €<y +ny, com a igualdade ocorrendo se, e somente se, ¢; : Ny — M; e

b2 : Ny — My sao ambas imersoes totalmente geodésicas.

(c) Se ¢ ¢ Nj-totalmente geodésica, entdao hy = h
h()

en;) = 0- Dai, e por (4.7), hy =

Ny = 0, logo ¢ é totalmente geodésica. Agora, se ¢ é totalmente geodésica,

hO‘Q(Nl) =0e, por (4.7), hy = hO}Q(NI) =0, logo ¢ & N;-totalmente geodésica.

(d) Se ¢ é No-totalmente geodésica, entao hy = h|£N2 = 0. Segue-se de (4.8) que, dados
D

Z7 W e ’S(NQ)? hO(Z,W) = <Z7W>Tp Dp € T(P7q)M1 € hO(Z,W) € T(P’q)M%

V(p,q) € N, isto &, Dp e h’(Z, W) sao ortogonais em N, temos que h%(Z, W) = 0

e Dp = 0. Assim, h® ) = 0, ou seja, ¢ é totalmente geodésica. E Dp = 0

|£(N2
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implica que (Vp)‘N1 = Vf, pois como Vf = (Vp)T, Vp = Vf® Dp = VT, em cada
Vp \Y4i

€ Ny, entao, | —
P ' (p>N1 f

\Y4i

Vo .
= — ocorre, entao de

Reciprocamente, se ¢ é totalmente geodésica e (—)

N;
(4.8) temos que h(Z,W) =0, VZ,W € £(N,). Dai, ¢ é No-totalmente geodésica.
(e) Se ¢ é totalmente geodésica, entao h(U, V) = 0, VU,V € X(N). Em particular, se
X, Y e LNy, Z, W € €Ny, entao ¢ é Nj-totalmente geodésica e No-totalmente

geodésica.

Agora, se ¢ é Ni-totalmente geodésica e No-totalmente geodésica, como h é tenso-
rial, dados U, V € X(N), temos que existem Uy, Vi € £(Ny), Us, Vo € £(N,), tal
que, h(U,V) = h(U; + Uy, V; + V3), em cada (p,q) € N, logo, por (a), (c) e (d)
h(U, V) = 0. Portanto, ¢ é totalmente geodésica.

[ ]
Demonstracao: Teorema 1.2
Suponha que ¢ é uma imersao totalmente umbilica. Entao, temos
hX,Y) = (X, YVH, h(Z,W)=(Z,W)H, (4.9)

VX, Y € £(Ny) e VZ, W € £(Ny). Por outro lado, de (4.7) e (4.9)
R(X,Y) = hO(X,Y) = (X, V) H € (Tp.g)N1E C TpgMy, Y(p, q) € N,
isto é, He tangente a M;. Dali, segue-se de (4.8) e (4.9) que
h(Z,W) = R(Z,W) — <z,w>% — (ZW)H,

e como h%(Z, W) € (T(p,q)Na)™™2 C T( q)Ma, h°(Z, W) =0, VZ, W € £(N,). Portanto,
¢2 é totalmente geodésica. Consequentemente, obtemos (b).

E também de (4.7), de (4.8) e de (4.9), encontramos

D D
RO(X,Y) = (X, \\'H, —(Z, W)Tp —(ZW)H=H= _Tp’

VX, Y € £(Ny). Isso nos da (a).

Reciprocamente, se ¢ satisfaz (a) e (b), como h é tensorial, dados U, V € X(N),
temos que existem U, Vi € £(Ny), Uy, Vo € £(Ny), em cada (p,q) € N, tal que,
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h(U, V) = h(U1 + UQ, V1 + VQ), entao
h(U,V) = h(U; + Uy, Vi + Vo) = h(Uy, Vi) + h(Uy, Vo) + h(Uy, Vi) + h(Us, Vo) =

=h(Uy, Vi) + h(Us, Vo) = (Uy, Vi) (—%) + (U, V,) (_%) _

= (U1, Vi) + (Us, Va)) (_T> =(U,V) (—%) , Y(p,q) € N.

Portanto, ¢ é totalmente umbilica. ]

Demonstragao: Teorema 1.3

(a) Uma vez que cada folha N; x g ¢ uma subvariedade totalmente geodésica da variedade
produto torcido Ny x ¢ Ny (cf corolério 3.1), a equagao (4.7) implica que ﬁl é o vetor

curvatura média de ¢, pois ho‘ S(Ny) ¢é a segunda forma fundamental de ¢;.

(b) Se ¢ é No-minima, entao ﬁg = 0. Dai e por (4.8), dado um referencial ortonormal
local {e1,...,€en;,€n 4155 €nyen,t €m N, com eq,....eq, € £(Ny) e en,v1,-.-,

en,+n, € £(N3) temos

ni+mnsg

1
Ozﬁgz— Z h(es,es) = h(es,e5) =0, i +1<s <Ny +ny =
n2 s=nji+1
D 1 ni+nsa D
0 :h’o(eS’eS) - <es,€s> (_p) = g Z <h0(esaes) — <esaes> (_p)> —0=
P n2 s=mi+1 P

D
traco hy = n, (Tp) ,

pois ho} S(N) ¢ a segunada forma fundamental de ¢,. Como Dp e trago h9 sdo

\Y% Vf
ortogonais, temos que Dp = 0, trago hy = 0, logo ¢ ¢ minima e (Tp> =5
Ni
Vf

= —— ocorre, entao

: ) L Vp
Reciprocamente, se ¢, é uma imersao minima e | —

p N,

segue-se da equagao (4.8) que trago hy =0.
(c) Suponha que ¢ ¢ uma imersao minima. Logo, temos que ﬁ = 0, o que implica

trago h = 0. Como H= %ﬁl + %ﬁ% aplicando (4.7) e (4.8),

D
0= nlﬁl + T\.Qﬁg = traco h{ + f* traco h) —n, (Tp> = 0. (4.10)

Como trago h{ e Dp sdo tangentes a M; e traco hJ ¢ tangente a My, de (4.10)

obtemos que

D
traco h) —n, (Tp) =0, trago hy =0, (4.11)
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isto implica que, ¢, é uma imersao minima e o vetor curvatura média de ¢, é dado

D
por ﬁl = Tﬁ—p
ng P

Reciprocamente, se ¢, é uma imersao minima e o vetor curvatura média de ¢, é

ny, D
dado por ﬁl = —2—p, entao
n p

Dp 1 D
HoTuy, ey, oMMl L 2 e o h)—ny—P | =0,
2
n n nn; p n —_—— P

=0

portanto, ¢ é minima.

Definigao 4.2. (Imersao Pseudo-Umbilica) Uma imersao isométrica p : N — M entre
variedades Riemannianas € chamada pseudo-umbilica se seu operador forma A+ sobre

o vetor curvatura média ﬁ satisfaz
A (x) = Ax

para todo vetor x tangente a N, onde A € uma funcao sobre N.
Similarmente, uma imersao ¢ : Ny X Ny —> M € chamada Nsy-pseudo-umbilica

se seu operador de Weingarten Ay satisfaz
Ag(z) =Az

para todo vetor tangente z em £(Ny).

Definigao 4.3. (Representagao Produto Torcido) Uma variedade produto torcido My X , My
€ chamada uma representacao produto torcido de um esapco forma R™(c) de cur-

vatura seccional constante ¢ se o produto torcido My x, My é um subconjunto aberto

denso de R™(c).

Exemplo 4.1. EmR"™(c), temos a representacao produto torcido (0, a) x¢ S™t. Tomamos

f:(0,a) — (0,00) dada por

M, se >0 e a= ¢ (Rn(c) :Sn(\/LED
fo(r) = T, se ¢c=0 e a=+4o00 (R™(0) =R™)
w, se c<0 ea=o0  (R"(c)=H"(c))
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Assim,

Demonstragao: Teorema 1.4
Sejam TV e PV as conexdes de Levi-Civita, R e R os tensores de curvatura, K e K as

curvaturas seccionais de N e M, respectivamente. Do teorema 1.1-(a), temos que
h(X,Z) =0, VX € £(N;), VZ € £(Ny). (4.12)
Como Nj x ¢Ny é um produto torcido, da proposigao (3.3) temos
FVxZ ="VzX = @z, (FVxY,Z) =0, (4.13)

para campos vetoriais unitarios X, Y € £(N;) e Z € £(N,). E ainda, para os mesmos X

e Z, alicando (4.13) e a proposicao 3.5-(c),

Hf(X, X WV X) (f) — X3(f
K(XAZ) = (R(X,Z)X,Z) = <—((—f)>z, Z) = (Vx )(f) f) (4.14)
Dado um referencial ortonormal local {ej,...,en,,€n;+1,---,€n;4n,) €m N, com

er € £(N;) ees € L(Ny), paral < r < ny, ny +1 < s < ny+ ny, usando (4.14)

obtemos
Ve e )(f) —e (e (f
o Aey) = (Te) O —erler?)
e isso implica que
Af &
T:ZIK(er/\es), n;+1<s<n+ny. (4.15)

Por outro lado, da equacao de Gauss, sabemos que o tensor curvatura R de N satisfaz

(R(X,Y)Z,W) — (R(X,Y)Z,W) = —(h(Y, W), h(X, Z)) + (h(X, W), h(Y, Z)),
0 que equivale a dizer que

4 el(X, Z) Y, W) — (X, W)Y, Z)], (4.16)
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para campos vetoriais X, Y, Z € X(N). Assim, para 1 <1< n; e Z € £(Ny) unitério, de
(4.12), (4.15) e (4.16), temos

K(er /\Z) = <R(€T, Z)eraz> = <h(Z, Z)Jh(eT7 er)> - <h(€r, Z),h(Z, er)>+
=0
+cller, e0) (Z,Z) — (en, ZVZ, e,)] <
=1 =1 =0

K(e, NZ) =c+ (h(Z,Z),h(e,,e;)).

— = Z Kler NZ) =cny + (h(Z,Z), Zl h(er,er)) = cny + (h(Z, Z),nlﬁﬁ,

r=1 T=1

o que nos da,

(h(Z,2),H}) = f—; e (4.17)

Agora, sejam X € £(N;) unitario e Z, W € £(N,) ortonormais. Usando a proposi¢ao
3.3-(c), temos

K(XA(Z+W)) = (RIX,Z+ W)X, Z+ W) =

/

= (R(X, Z)X, Z) + (R(X, Z)X, W) + (R(X, W)X, Z) +(R(X, W)X, W) =

~
=0 =0

— K(XAZ) + K(XAW).
Dat, de (4.17) ¢ aplicando a polarizacio 2h(Z, W) = h(Z+W, Z+W)—h(Z, Z)—h(W, W)
(H1,2h(Z,W)) = (H1,h(Z + W, Z + W) — h(Z, Z) — h(W, W)) =
— (Hi, h(Z +W,Z+W)) — (Hyi,h(Z,2)) — (H1, h(W, W) =0,
logo,
(Hy,h(z, W) =0, (4.18)
¥ Z, W € £(N,) ortonormais. Portanto,

(a) Considerando o referencial ortonormal local {e1,...,€n,,€n 41, -, €n,4n,; €m N,

para 1 <r<ny, n;+1<s,t<ny+ny, de (4.17) e (4.18) obtemos

(At ecer) = (Hihlese,) =0,

(Agiese) = (Hihlese)) =0, s£t,

— Af
A s; €s) = H 7h sy€s)) = —— —C.
(Agt,es €s) (Hi,h(es,es)) - c
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Dai, paran; +1 < s <ny + 1y

ni+ng ni+mng — Af
At €s = Z (Agr,es,ei)ei = Z (Hi,h(es,ei))e; = <— — c) €s.

i=1 i=1
portanto, dado Z € £(N,), temos

Af
Ap Z= (n_lf — c) Z (4.19)

(b) Dados X, Y € £(Ny) e, Z € £(Ny), segue de (4.12) e de (4.13) que a derivada

covariante da segunda forma fundamental h, de ¢, satisfaz

(PVxh)(Y,Z,m) = (Dxh(Y,Z) —h("VxY, Z) —h(Y,"VxZ),n) (4.20)
= <_h(FVXY7 Z)7n> = 07 VTI € %(N)J—a

pois N; ¢é totalmente geodésica em N. Logo
—h("VxY,Z) = 0.
Por outro lado, aplicando (4.12) e (4.13), também encontramos

(PVZh) (X, Y,n) = (Dzh(X,Y) —h("VzX,Y) —h(X,"V,Y),n) = (DZh(X,Y),n).

(4.21)
No entanto, aplicando (4.20), (4.21), e a equagao de Codazzi obtemos que
(PVxh) (Y, Z,m) = (°VZh) (X, Y,n),
isto é,
0= (Dzh(X,Y),n), Vn € X(M)*.
Portanto, Dzh(X,Y) = 0 e, em particular, Dzﬁl =0.
(c) Novamente, considerando o referencial ortonormal {ej, ..., €n,, €n 41, -+, €n 4n.), de

(4.17) temos

— .y T ANz s Af Af
<H17n2H2> == <H17 Z h(es,es)> = Z (——C) :n2 (__C> ,

s=ni+1 s=ni+1

consequentemente

— = Af

(Hy, Ha) of (4.22)

Portanto, ﬁl e ﬁg sao perpendiculares se, e somente se, f é uma autofungao do

operador Laplaciano A com autovalor n;c.
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(d) Como f é uma autofuncao do operador Laplaciano A com autovalor nc se, e somente
se, ﬁl e ﬁg sao perpendiculares, segue-se das equagoes (4.7) e (4.8) que ﬁl e ﬁg

sao perpendiculares quando tivermos

(1) ﬁl =0, ou

(ii) (@)’ _E
p )N

pois, h’(X,Y) € (T(p,q)Nl)LMl e Dp € (T(p,q)Nl)LMl. Assim, do teorema 1.3-(a),

(1) ocorre quando, e somente quando, ¢; é minima.
(e) Segue diretamente de (c) e da defini¢ao de fun¢ao harmonica.

(f) Se ¢; ¢ uma imersdo ndo-minima (isto é, ﬁl # 0) e se os dois vetores curvatura

média parciais ﬁl e ﬁz sao paralelos, entao existe uma funcao p em N tal que

ﬁg = uﬁl. Dessa forma, como ﬁ = Eﬁl + Eﬁg, entao
n n

ﬁ = %ﬁl + %}l 1= (—nl +T12LL) ﬁl.

n

Assim, dado Z € £(Ns), de (4.19), temos

n; + nopt n; + napu Af
g - (B g (e (310

portanto, ¢ é Ny-pseudo-umbilica.

Como, por hipétese, ¢ é uma imersao nao-minima, temos que ﬁl = ( pelo teorema
1.3-(a). Com isso, usando o fato que ﬁl, ﬁg sao paralelos, que h°(X,Y), h%(Z, W)
sao ortogonais e h’(Z, W), De também sao ortogonais para X,Y € £(N,), Z,W €
£(N3), de (4.7) e (4.8) obtelflos

ni+nq

ny
H, = Hﬁl @n% Z h(es, es) = unil ;h(er,er) &

s=ni;+1

ni+nq

Dp 1 &
1 hO(es,es)——}: LN e en) =
~ Y| NS

portanto, ¢o é uma imersao minima.
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Lema 4.2. Seja & : N = Ny x¢ Ny — R™(c) wma imersao isométrica de um produto
torcido em uma forma espacial real R™(c) de curvatura constante c. Entao o quadrado

do vetor curvatura média H? de ¢ satisfaz a desigualdade:

Af  n?
— < —H? 4.23
f 4T12 * e, ( )

ondeny =dimNi,1=1,2, n=n; +ny e A € 0 operador Laplaciano de Nj.
A igualdade ocorre se, e somente se, & = (b, bd2) : Ny x¢ Ny — R™(c) € uma
imersao totalmente geodésica mista com trhy = trhsy, onde trhy, trhy denotam os tracos

de h restritos a £(N1) e £(Nsy), respectivamente.

Demonstragao:
Sejam My, Ny, 1 = N +ny as respectivas dimensoes de N, No, Ny x¢ No, e{eq, ..., en,,
€n,t1,---,€n,in, um referencial ortonormal local em N, com e, € £(N;), 1 <r < ny, e

es € £(N3), ny +1 < s < ny+ny. Vamos considerar (para efeito de célculo) a curvatura
escalar de N dada por

n

2T—2Z (ei,ejlei, e5) = Z(R(ei,ej)ei,ej).

i,j=1 i,j=1

i<j

Da equagao de Gauss, temos
(R(eq, e)’)eia €j> = (h(ey, i), h(ejv ej)> — (h(es, e)’)ah(e)’7 ei)) +c—cfey, €j><€]w ei).

Dai e de (4.7) e de (4.8), obtemos

2t= > [(h(ei,e:),h(ej, )) — (h(ei ), hiej, e)) +c—cler, e5)(ej, e1)] =
ij=1
= Y (h(ei,ei),h(ej,e)) — Y (hlei,e5) heje)) +n’c— ) clei e)(ej, er) =
ij=1 ij=1 1j—1

I
F/]:

i=1

n
h(ei, e; ,Zh ej,e;)) — lhI> +n° c—nc—<nﬁ nﬁ>—!th2+n c—nc=
j=1

=n?H? —||h|]? + n%c — nc, (4.24)

onde H? é o quadrado do vetor curvatura média de N e [[h|[> ¢ o quadrado da norma da

segunda forma fundamental h de N em R™(c). Ponhamos

1
§=21—nn—1)c— §n2H2. (4.25)
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Entao, (4.24) torna-se
n?H? = 25 + 2||h||%. (4.26)

Se escolhermos um referencial ortonormal local {e,,,1, ..., emn} do fibrado normal tal que

en+1 esta na diregdo do vetor curvatura média, entdo (4.26) tornar-se

(Z h““) 5+Z (R4 ) (™2 + Y > (h{j)2] . (4.27)

igj r=n+21i,j=1
A equagao (4.27) é equivalente a

m n
(a; + ap + az)* =2 [5 +aj+ai+a3+2 Y (hyT)P+ Y ) (hy)?
1I<igign r=n+21i,j=1
—9 Z hn+1hn+1 9 Z h25+1h&+11 7 (428)
2<j<k<n n+1l<s<t<n
onde
a,=hll,, a=hp"+. . +hM"% ag=hrAt™m R (4.29)
Aplicando o 4.2 de [2] ou [3] para (4.28) produz
PR i R W e i
1<j<k<my ni+l<<t<n
1 1 m n
n+1 2
>0+ ) (g +g Z (4.30)
ISax<Bn r=n+ [5:
com o a igualdade assegurada se, e somente se nos tivermos
R+ h e = R e R (4.31)
Da equagao de Gauss e (4.15), n6 temos
Ny Af
2f =1— Z K(e; Nex) — Z K(es A ey)
1<i<ksn ni+l<s<t<n
1
=T 2(n1 n—1))c— Z Z (hj;hi — (h))?)
r=n+11j<k<n;
1 m
—me—1))e— 3> 3 (hiki —(h)?). (4.32)

T=n+2 ni+1l<s<t<n
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Portanto, por (4.25),(4.30) e (4.32), nos obtemos

N Af 1 1
2f <T—§(n(n—1))c—|—n1n2c—§6— Z (hjy"H)?
1<j<n—1
niy+1<t<n
1 m n
T T T 1T
DD WD WD M AN
r=n+2 «,=1 r=n+21j<k<ny

+ ) > ((h;t)z—hzshit)

T=n4+2n;+1<s<t<

(nln— 1)) +munse — 55 YOY Y mp

r=n+11G<n ni+1<t<n

Ly (Z h%)g—% > ( > h&)g

r=n+2 \1j<n, r=n+2 \n;+1<t<n

l\')l»—l

1 1
<T— §(n(n— 1))c +nimngc — 56
1
= ZTI,QH2 + nynscC, (433)
o que prova a desigualdade (4.23). De (4.31) e (4.33) temos que a igualdade de (4.23)

ocorre se, e somente se,

hj; =0 para n+1<r<m, (4.34)

e
h‘{l + + h:Llnl = h:Ll+1TL1+1 + T + h:LTL = 0’ (435)
paral <j<n,n+1<t<n,n+2<r<m. m A condigao (4.34) implica

que a segunda forma fundamental de N; x¢ Ny em R™(c) é totalmente geodésica mista,
isto é, h(X,Z) = 0, VX € £(N;) e VZ € £(N,). Portanto, aplicando um resultado de
Nolker [8], sabemos que, localmente, existe uma representagao produto torcido My x, My
de R™(c) tal que ¢ : Ny x¢ Ny — M x, My = R™(c) é uma imersao-produto torcida
de ¢1 : Ny — My e ¢y : No — My, tal que ¢p(p,q) = (d1(p), d2(q)), Vp € Ny,
q € Ny. Além disso, de (4.31) e (4.35), obtemos

ng ni+mnsg
D hlene)= )Y Thee). (4.36)
r=1 s=nji+1

Portanto, temos trh; = tr hs.
Reciprocamente, se ¢ : Ny x¢ Ny — My x, My = R™(c) é uma imersao totalmente
geodésica mista com trh; = trhy, entdo as desigualdades em (4.30) e (4.33) tornam-se

igualdades. Portanto, de (4.33) obtemos a igualdade de (4.23).
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Usando os teoremas 1.1, 1.2, 1.3 e 1.4, agora podemos demonstrar o teorema 1.5 que

¢é o refinamento do lema 4.2.

Demonstracao: Teorema 1.5
Segue do lema 4.2 que toda imersao isométrica ¢ : N; xfNy — R™(c) de um
produto torcido Ny x¢ Ny em um espago forma real R™(c) satisfaz a desigualdade (4.23),

com igualdade ocorrendo se, e somente se, temos
e { ¢ uma imersao totalmente geodésica mista e

° nlﬁl = TlgﬁQ ocorrem.

(i) Primeiro, assumiremos que a imersao ¢ satisfaz a igualdade de (4.23), isto é,

Af :
——n—H2+n1c<:)Af— TL—H2—|—nlc f.
f 4n, 4ny

Se Af = (nc)f, entdo a igualdade de (4.23) implica que

—H2_0<:>H2—0
4T12

ou seja, ¢ é uma imersao minima. Logo, a igualdade de (4.23) implica (a).

Agora, se Af #£ (nic)f, entdo ¢ é uma imersao nao minima. Como a imersao ¢ é
totalmente geodésica mista — pois satisfaz a igualdade de (4.23) — o Teorema 16 de
[8] implica que localmente existe uma representagao produto torcido My x, My de

R™(c) tal que ¢ é uma imersao produto torcido:
(b:Nl XfN2 — Ml XpM2

de Nj x¢ Ny em My x, Ma. Visto que Af # (n,c)f, segue do teorema 1.4-(a) que
ﬁl # 0. Portanto, pelo teorema 1.3-(a), ¢1 : Ny — M; é uma imersao nao-

minima.

Continuando, como nlﬁl = ngﬁg, isto é, ﬁl e ﬁg sao paralelos, pelo teorema
A-(), &o : N2 — My é uma imersdo minima. Portanto, usando (4.8), obtemos

D
que ﬁ ———, 0 que implica que ﬁ (—) =P , onde ﬁl é o vetor curvatura

n/ p
média de ¢y : N1 — M, pelo teorema 1.3-(a). Assim, a igualdade de (4.23) implica

(b).
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(ii) Obviamente, quando a fungao tor¢ao ¢ uma autofungao do operador Laplaciano com

autovalor nic e ¢ é uma imersao minima, entao a igualdade de (4.23) ocorre, pois

2
n
nic=— < — H? +n,c =nyc.
! f\4n2§’{f+1 1

(iii) Pro ultimo, suponhamos que f nao é uma autofun¢do com autovalor nic, isto é,
Af # nicf, e d @ Ny XNy — My Xy My é uma imersao produto torcido nao-
minima de N; X Ny em uma representacao produto torcido My x¢ My de R™(c) a

qual satisfaz as duas condigoes:

(b-1) ¢2 é uma imersdo minima e

D
(b-2) o vetor curvatura média de ¢; : Ny — M, é dado por _% (Tp)
2

Entao, pelo teorema 1.1-(a), sabemos que ¢ é totalmente geodésica mista.

Também, sendo {ey,...,€n,,€n,41,---,€n,+n,; um referencial local em N, com

e1,.--,en,, € L(N1) e en 11,5 €n,4n, € £(N2), de (b-1) e (4.8) temos

1 ni+nsg 1 ni+nq D D
ﬁQ = TL_ Z h(es> 65) - Z (h0(657 65) - Tp) - __p- (437)
2

1% Y

s=nji+1 s=nji+1

Por outro lado, usando (b-2) e o teorema 1.3-(a), também temos,
D
H, =22 (—p) . (4.38)
Usando (4.37) e (4.38) obtemos

Tllﬁl = ngﬁg.

Portanto, aplicando o lema 4.2, obtemos a igualdade de (4.23).

Exemplo 4.2. Sejam (1,0,z) as coordenadas cilindricas do espaco euclidiano E3. Entdo

o tensor métrico g de B3 € dado por

g = dr? + dz? + r?do?
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Seja B2 = Ry x R denotando o semiplano definido por R%2 = {(r,z) : v > 0} munido
da métrica euclidiana padrao g, = dr* 4+ dz? e seja S' o circulo unitdrio com a métrica
g2 = d0%  Entio E2 x,S' munido da métrica § = g1 + 1°ga € um produto torcido
representado por E3.

Seja s uma coordenada natural do intervalo aberto (—g, E) Considere o produto

T T
torcido N1 x¢ Ny —: (

—. =) X St e também considere a imersao:
2 ) 2 COS S

T T

& = (01,425 (=55 ) Xeoss ST — B2 x, S

T T
—) e dy: St — St ¢ a aplicacio

onde ¢y € definido por ¢y = (coss,sins) para s € <—§, i

wdentidade.

Verifica-se que ¢ € uma tmersao produto torcido isométrica cuja imagem € um subcon-
junto aberto denso da esfera unitdria padrao S?> em E3. O quadrado da curvatura média
H? de ¢ € igual a 1. Uma vez que a funcao tor¢io f de Ny x¢ Ny € coss e s € o com-
primento de arco de &1, o Laplaciano Af de f € dado por —f"(s). Assim encontramos
Af =f o que mostra que a igualdade (4.21) ocorre.

1

0
Por outro lado, verifica-se que VInr =1~ P Dai temos

0
Dlnp = — ins—
np cossar—ksmsaZ

Da equagao acima seque que H, = —DlInp. Desta forma a condig¢ao (b-Q) do teorema

1.5-(b) € satisfeita. Isto nos dda um exemplo do item (b) do teorema 1.5.

)




Apéndice A

Produto Torcido Multiplo

Sejam B™ e F{'* variedades diferenciaveis, i = 1,...,m, e considere a variedade produto

M =B x F; x --- x Fiy, entao de forma analoga ao que foi feito anteriormente, temos:
(a) As projegbes canonicas
n:M — B, nt(p,q1,...,q9m) =P,
oi:M —Fi, oilp,q1,---,9m) = qi
sao aplicagoes suaves, na realidade submersoes, i =1,..., m.

(b) Uma aplicagao ¢ : P — M ¢é suave se, e somente se, as aplicagoes mo ¢ e 070 ¢ sdo

suaves, 1=1,...,m.
(c) Para cada (p,q) = (p,q1,-..,qm) € M o0s subconjuntos
Bxq=Bxq X - xqm={(r,q1,...,q9m) € M;T € B},

pxFi=pxq x- -+ xFx--xqm={(p,q1,---,Si,---,9m) € M;s; € Fi},

sao subvariedades mergulhadas de M, difeomorfas a B e F;, respectivamente, com

i=1,...,m.

Com efeito, dados (p,q) = (p,q1,---,9m) € M, (U, @) e (Vi, ;) parametrizagoes

em torno de p € B e q; € Fy, respectivamente, U C R™ e V; C R™ abertos, tem-se

91
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que (U.XV1><' ' 'va,d)), Comd)(xayb s 7Um) = ((p(x)all)l(yl)7 s 71bm(ym))7 X €
U, y; € Vi, é uma parametrizagdo de M em (p, (1, ..., qm). Defina

qJ i B — BxqCM
x —  JJxX)= (x%qi,...,qm)-

A aplicacdo 4] ¢ suave, pois ¢ 1o 4Jop: U C R — RN & suave, com N =
S dimFo =Y nie (b Lo qfo@)(U) = Ux by (qm)}x - x byt (qm)} € RPN,
Assim, a aplicagdo 4] ¢ injetiva, e como d(¢ ' o 4] o @) € injetiva, d(4]) ¢ injetiva.
Da mesma forma, a aplicacao inversa de 4] dada por (q])*1 :(Bxq)cM— B
¢ suave. Portanto, 4] : B x ¢ C M ¢ uma subvariedade mergulhada. Da mesma

forma, p x F; é uma subvariedade mergulhada de M, i=1,...,m.

E ainda,

g =7y, 1B xq— B, pcfi::cyi\pxFi:pxFi—Wi

sao difeomorfismos.

Por (c), os espagos tangentes

sao subespagos do espago tangente a M em (p, q1,...,qm), que denotaremos por
Tp.aM=Tpq1,0mM-
Lema A.1. Ty M € a soma direta dos seus subespagos Ty q)B, Tp.q)F1, -+, Tip,q)Fm,

isto €, cada elemento v € T, )M tem uma tinica expressao como
V=u+vi+---+vy, ondeue I, B e vi €Ty ki

Demonstragao:

Dado (p,q) = (p,q1,..-,qm) € M, como Ty, q)B, T q)Fi s@o subespagos vetoriais de
Tp.goM, Vi e, dim(Tp M) = dim(T(, q)B) + dim(Tp gy F1) + -+ + dim(T(p q)Fm),
devemos mostrar que T(p q)BNTpq)Fi ={0} i=1....m, Tp.q)F5NTp,q)Fi =1{0}, 1,j =
L...,m, i#]j,0¢€ T qM. De fato,
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71‘ ¢ constante Vi, logo dmt(p q)(Tp,q)Fi) = 0. Mas, dm(p q)

pxFy
Tp.a)B

um isomorfismo em cada (p,q) € B x q. Dai, se existe v € Ty q)B N Tip,q)Fi,v # 0,
por um lado d7mt(v) = 0, pois v € T q)Fi e por outro dm(v) # 0, pois v € Ty B,

o que ¢ um absurdo. Logo, T qyM N T q)Fi = {0}. Analogamente, usando-se oy,

Tip.a)F5 N Tpoa Fe = {0}, Vi #3, 1§ = 1,...,m. Assim, TpyBN (D Tip.Fi) = {0} e
i=1

Tp,a)Fi O (Tip,a) B+ TipayFir -+ Tp g Fit + Tip, o) Fisr +- - T, qyM) = {0}, portanto,
Tp,q)M = T(5,q)BOT(p,q)F1®- - -®T(p,q)Fm. E ainda, concluimos que T, q)B C ker(doy),
Tp,q)Fi C ker(dm), Vi, e T, yF; C ker(doi), 1 # j, i,j = 1,...,m. Assim, dado

veETpgM,v=u+v+--+vy, com dn(v) =ue doi(v) = v;. [ ]

Segue do lema A.1 e das consideragoes (a) até (e) feitas no comeco deste apéndice, que
podemos fazer a seguinte identificacao: T, qyM =T, B® Tq, F; @ --- & Tq, Frn. E ainda,
seja v € Tp. )M, u = dn(v) € T,B e v; = doy(v) € Ty, Fi. Se f € C*(M,R), entdo

v(f) =u(foqm ) +vi(fop,o )+ - +vn(fo,om™). (A.1)

Para podermos relacionar propriedades geométricas de M = B x F; x ... x F; com as
correspondentes propriedades das componentes B e F;, uma nocao fundamental é a de

levantamento, que definimos a seguir:

Definigao A.1. (Levantamento) Sejam B e Fy variedades, i = 1,...,m, e considere a

variedade produto M =B X Fy x -+ X Fp..
(a) Seja f € C®(B). O levantamento de f a M € definido por f=fome C®(M).

(b) SeveT,B eqieFi entdo o levantamento dev a (p,q) € o inico vetor v € T, )B
tal que dm(v) =v. Como v € T q)B, doy(v) =0, Vi.

(c) SeX € X(B), o levantamento de X a M € o campo vetorial X cujo valor em cada ponto
(p,q) € o levantamento de X, a (p,q). Assim, dn()~((p7q)) =X, e d(ri()z(p,q]) =0,
Vi. O sistema de coordenadas produto mostra que X ¢é suave. Portanto, o levanta-

mento de X € X(B) a M € o unico elemento de X(M) que é mt-relacionado a X e

oi-relacionado ao campo vetorial nulo em Fi, Vi. E ainda, como doy =0, o0
Tp.a)B

levantamento X de X € X(B) a M € constante em cada subvariedade p X F.
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(d) O conjunto de todos os levantamentos X de X € X(B) ¢ denotado por £(B).

(e) Funcoes, vetores tangentes, e campos de vetores em Fi sio levantados para M da
mesma forma usando-se a projecao oy, Yi. Dessa forma, o levantamento de V €
X(Fi) a M ¢ o tnico elemento de X(M) que € oi-relacionado a V, oj-relacionado
ao campo vetorial nulo em F;, Vj # 1 e m-relacionado ao campo vetorial nulo em B.

O conjunto de todos os levantamentos V de V € X(F) ¢ denotado por £(Fy).

Obs A.1. Considere a variedade produto M =B X Fy x --- x F..

(a) £(B) e £(F;) sao subespagos de X(M), mas (exceto nos casos triviais) nao sao invari-
antes sob a multiplicacao por funcoes arbitrarias f € C*°(M). Contudo, se C*°(M)g
¢ o anel das funcoes C®°(M) que sao levantamento de funcoes C®(B), entao £(B)

€ C®(M)g-mddulo.

(b) Se (U, @) = (U, x1,...,xq) e (Vi, 1) = (Vi,yi, ... ,yil,l) sao sistemas locais de coor-
denadas de B em p e de Fy em (i, respectivamente, entao temos que

(UX Vi XXV, @)= (UXV; X+ XVp,21,...,2a+n) € uma parametriza¢ao
m

de M em (p7q)7 n:Znia Zy =% 0m, 1 <1< d: Zd-+j :y;jif J :Nj_Nj7

1

P—1 P—1
1 <N K np,, Py =max{p € ]N;Zni <jh, Nj = Z Ny, 7 e 0y $Go as projecoes
i=0 i=0
A : 0
canonicas de M sobre B e Fyi, respectivamente. Temos que 3 ,r=1,...,d
X
P

0
¢ uma base para T,B, para cada p € @(U) e {6 - k= 1,...,ni} € uma base
Yicla
: 0 )
para Tq.Fi, para cada q; € Pi(Vi). Assim, ,s=1,...,d+n, € uma
z
s 1(p,q)
base para T, ()M para cada (p,q) € @(U) x Py (Vi) X -+ X Y (Vi) €, 0 campo
k3
coordenado € dado, na parametrizacao ©, por = , T =1,...,d,
zs 0z, 0X,
0 0 . )
:—P_,lnggm,lgNlénpj,ondea e M) € o
0zq+j (p,q) UNG - Xr
0 ) 0
levantamento do campo e — € £(N) € o levantamento de —.
ox, Oyp oy

(c) Seja a variedade produto M =B x Fy X -+ x Fip. Se (U XV X -+ X Vi, @) € uma

parametrizacao local de M em (p, q) dada como acima e X € £(B), entao nesta
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parametrizagao X se escreve como

m

Zarp q —+ZZpr )5+

i=1 k=1

e X € X(M) € o campo em M do qual X € o levantamento, entao mo sistema

(p,q) 0xr

N n /6/ mo S . fé—/ n d
)= 3 i (L) + 5 3 o () =5 atrar -

r=1 T

coordenado (U, @) tem-se

P

ou seja, ar(p, q) = Ar(p) = (A, o) (p,q) € como X~ 0, 1 <j < m, segue que

dcj(i):Zarde< )JrZZb‘dGJ <_1>:Z L (ps q)a?j| =0&
r=1 k

i=1 k=1 k=1
bl.(p,q) =0, Vj, Vk,
pois a familia {do') (a ]> = %{;’k: 1,... ,sj} € uma base para Tq;F; para cada
q; € Vj na parametrizagao (Vj,\p;). Portanto, X e L£(B) € suave, isto ¢, X € X(M).

Corolario A.1. Seja a variedade produto M = B x Fy x --- x F,. Se X, Y € £(B) ¢
Ve L(Fy), W e £(F), entao

(a) [X,Y] = [X,Y]™ € £B), e similarmente para £(F;), 1 <i< m.
(b) [52, V] = 0, onde 0 € X(M) € o campo nulo.

(c) [\7, W] = 0, sei+#7j, onde 0 € X(M) € o campo nulo.
Demonstracgao:

(a) Devemos mostrar que [i, Y] z X,Y] e [X Y] © [0,0], onde 0 € X(F;) é o campo
vetorial nulo em F;, 1 <1< m. De fato,
Como >~<, Y € £(B), entao existem X, Y € X(B) tais que X < X, >? < 0, YZve
y < 0, 1 < i< m. Dai, pelo lema (2.3), [X, v < X,Y] e [X Y] ~ 0. Portanto,
dne([X,Y]) = [X,Y] e doy(IX, Y]) = [0,0], 1 <i<m.
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(b) De modo analogo, como X € £(B) e V € £(F;), entdo existem X € X(B) e V € X(F;)
taisque)zfx,f(ii()evzo,f/iiv, 1 <1< m, ondeOéocamponuloem
X(B) e X(F;). Pelo lema 2.3, DN(, v = X,0] = [X V] < ©[0,V] = 0. Assim, o
campo [52, V] e X(M) em cada ponto (p,q) € (M) tem como componentes o vetor
nulo (ou ainda, [X, V] é o levantamento de 0 € X(B) e também o levantamento de

0 € X(F;i), 1 <i< m), portanto, pelo lema A.1 X, V] =0 € X(M).

(c) Sei# j, como V € £(F;) e W e £(F;), entao existem V € X(F;) e W € X(F;) tais
queV VV~0V~OeW~OW WW~OondeOeocamponulo
em X(F;), X(F;), X(B). Pelo lema 2.3, [V w] 2 [V, 0] = [V W] “0,VI=0e
v, w] < [0,0) = 0. Assim, o campo [V, W] € X(M) em cada ponto (p,q) € (M)

tem como componentes o vetor nulo, portanto, pelo lema A.1 \2 Wl =0c¢ X(M).

Exemplo A.1. (Métrica Riemanniana Produto) Sejam (B, gg), (Fi, gr,) variedades Rie-
mannianas com gg = (-, ->B e gr, = (-, ->Fi, 1 <1< m. Considere a variedade produto
M=BxF x---xF,esejamm: M — B e oy : M — F; as projecoes candénicas de M

sobre B e Fy, respectivamente. A métrica Remanniana produto (-,-) em M é dada por

e M ¢é chamada de variedade Riemanniana produto entre B, Fy, ... Fy.

Obs A.2. Na variedade Riemanniana produto M =B X Fy x --- X Fy., dados X e £(B),
Ve L£(F;) e W e £(F), 1 #7, )N(, V e W sio campos dois a dois ortogonais em M, ou
seja, (Xv, \7} : M — R € a funcao identicamente nula na métrica produto assim como

<X,\/A\7) "M —Re <\7,W> : M — R também o sao.

Denote por BV, FiV, V as conexdes Riemannianas de B, F; ¢ M respectivamente.

Definicao A.2. (Produto Torcido Muiltiplo) Sejam (B, gg), (Fi,gr,) variedades

Riemannianas, by : B — (0,00) fungoes suaves, 1 < i1 < m. O produto torcido
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maltiplo M = B Xy, F; X -+ Xy, Fin € a variedade produto M = B Xy, Fy X -+ Xy, Fiy

munida com a métrica
g ="(gg) + (by om)?07(gr,) + - - - + (bm 0 %075, (gF,,)-

Cada funcao b; : B — (0, 00) é chamada uma fungao torgao e cada variedade (Fi, gr,)
é chamada uma variedade fibra, Vi =1,...,m. A variedade (B, gg) é a variedade base

do produto torcido multiplo:

e Se m = 1, ent@ao obtemos um produto torcido (simples).
e Seb; =1, 1 <1< m, entao temos uma variedade Riemanniana produto.

e Se by =bj, 1 <1i,j < m, entdo temos um produto torcido (simples).

Lema A.2. Seja M = B Xy, Fi X -+ Xy, Fin um produto torcido mailtiplo. g € de fato

uma métrica Riemanniana em M, chamada de métrica torcida ou métrica warped de

M.

Demonstracao: Analoga a do lema 3.1. ]

Nosso objetivo é expressar a geometria de M em termos das funcoes tor¢ao by, 1 <1< m,

e das geometrias de B, Fy, ..., F,.

Exemplo A.2 (Teorema 7 [2]). . Seja M = Ix¢, Fy X -+ x¢, Fiy um produto torcido
multiplo, onde I C R é um intervalo aberto. Entao, M tem curvatura seccional constante

K se, e somente se, m < 2 e, além disso, uma das sequintes condig¢oes ocorre:

(i) Se K =0, entao M = Ix¢ Fy ou M = Ixy, FiXg, Fo, com fungoes de tor¢ao dadas
por fi(t) = ait+ by, i =1,2. Além disso, as fibras (Fi, gi) tem curvatura seccional
constante, a saber K't = a2, desde que dim F; > 2 (i =1, 2), e as fungoes de tor¢ao

satisfazem a condi¢ao de compatibilidade a,as = 0 no caso de duas fibras.

(ii) Se K =c?, entdio M =1 x¢, F; ou M =1 x¢, Fix¢, Fo, com fungdes de tor¢io dadas
por fi(t) = aisen(ct) + by cos(ct), i = 1,2. Além disso, as fibras (Fi, gi) tem
curvatura seccional constante, a saber X't = c? (a? 4+ b?), desde que dimF; > 2
(i =1, 2), e as funcoes de tor¢ao satisfazem a condi¢ao de compatibilidade a;as +

bibs =0 no caso de duas fibras.
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(iii) Se K = —c?, entdgo M = I x¢, Fy ou M = I x¢, Fix¢, Fy, com fungdes de torgao
dadas por fi(t) = ajysenh (ct) + by cosh (ct), i =1,2. Além disso, as fibras (Fi, gi)
tem curvatura seccional constante, a saber K' = ¢? (a? —b?), desde que dimF; > 2
(i =1, 2), e as funcoes de torcao satisfazem a condi¢ao de compatibilidade a;a, —

biby =0 no caso de duas fibras.

Proposicao A.1. No produto torcido mailtiplo M = B xp, Fy X -+ Xy, Fin, as fibras
p x Fi e as folhas B x q, com a métrica induzida de g, sao subvariedades Riemannianas

de M, e a métrica torcida em M implica nas sequintes condi¢oes geométricas:

(a) Para cada (p,q) € M, a aplicacio qm = 71‘8 X € uma isometria sobre B.

b) Para cada (p,q) € M, a aplicacdo ,0; := O _ € uma homotetia positiva sobre
P:q p pxF

Fi, com fator escalar 1/bi(p).

(c) Para cada (p,q) € M, a folha B x q, a fibra p X F; e a fibra p x Fj sdo dois a dois

ortogonais em (p,q), comi#j, 1 <i,j<m

Demonstragao: De fato,

(a) Para cada (p,q) € M, a aplicagao 7 := W‘qu : B x ¢ — B é um difeomorfismo.

Assim, para cada (p, q) € B x g e para todos u, v € T, )B C T q)M tem-se
VoW ) = (A7), (W), Al ), () B+

+ Z(bi o )*(p, q) (Ao (p,q) (W), dGi(p,q)("»Ei =

= (d(qm), (W), d(qm),, (V))E,

pois, d(qTr)p = d7t(p q)

e Tip,q)B C (dUi(p,q))_l({O})'

T(p,q)B

(b) Para cada (p, q) € M, a aplicacdo ,0; := Gi|pxFi :p x F; — F é um difeomorfismo.

Assim, para cada (p,q) € p x F; e para todos w,z € T, )Fi C T q)M tem-se

W, 2)(p,q) = <d7T (p,q) (W), dﬂ(pvq)(ZDE +

0

+ 3 (b om)?(p, q){d(,0;),.
j=1

)

= (bi o 7-[)2(]9’ q)<d(p0i)q.

1

(w), d(po1),,

1
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pois, Tip ) Fi = (d(p.q)) ({03), Tip.a)Fi = (dGi(p,q))fl({O}): i#§,1<1i,j<m,

e d(,01),, = doi(p,q)

T

qi
p«,q)Fi

(c) Segue diretamente da definigdo de métrica torcida.

Vetores tangentes as folhas sao denominados horizontais; vetores tangentes as fibras
sao denominados verticais. Assim, se v € Ty oyFi, 1 <1< m, v ¢ denominado i-vertical.
Denotaremos por H a projecao ortogonal de T, q)M sobre seu subespaco horizontal
Tip.q)B = Tip.q)(B x q), e por 'V a projegao ortogonal de T, )M sobre seu subespago
vertical Tp q)Fi = T(p,q)(p X Fi). Dessa forma, dadov € T, ()M, com v = u+v;+- - vy,
u € T(p,q)B, Vi € Tp,q)Fi, entao H(v) = u e *V(v) =v;. E ainda, dado X € X(M), H(X)
e "V(X) € X(M).

Observaremos que para campos vetoriais verticais V, W e £(Fi)em M, 1 <1< m, a
formula h(V,W) = fH(VVW) da o tensor segunda forma fundamental de todas as fibras.

As relagbes geométricas (métrica, conexdo e curvatura) entre um produto torcido
miultiplo e a sua base B é quase tao simples como no caso espacial da variedade Rieman-
niana produto; entretanto, as relacoes geométricas entre o produto torcido miiltiplo e as

sua fibras F; frequentemente envolvem as fungoes torcao bj.

Proposicao A.2. Sejam M = B Xy, F; X -+ Xy, Fiy um produto torcido miltiplo, h €
C*(B) e € C>(F;), para qualqueri=1,...,m. Entao,

(a) Vh = B/%TL, onde BVh ¢ o levantamento de BVh € X(B)aMeh=hon

~ Fi . —_ — ~

(b) Vi = (g;il, onde FiV; € o levantamento de iV € X(Fi) a M, {; = ;o 0}
e El = bi oTt

Demonstracgao:

(a) Devemos mostrar que Vh é oj-relacionado com o campo nulo em Fi, 1 <i<me

Vh & m-relacionado com BVh em B. De fato, em cada (p,q) € M, dado um vetor
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v E Tp,qFi, 1 <i<m, entao
(Vh,v) =v(h) =v(homn) = (dn(v))(h) =0 =

= (dn(Vh),d Z (bj o 7)2(do;(Vh), doj (v)) i =
= (by o m)? <doi(Vh),doi(V)> i

pois dmt(v) = 0. Logo, Vh & oi-relacionado com o campo nulo em Fi, 1 <1< m,

isto ¢, Vh ¢ horizontal. Agora, dado um vetor u € T(p,q)B, entao
(Vh,u) = (dn(Vh), dm(w))® + ) (bj o m)*(do;(Vh), doy(u))5 = u(hom) =
j=1
= (dﬂ(u)(h)) om = (®Vh,dn(u))® om,

pois doj(u) =0, 1 <j < m, e, como d(q7)p : Tp,q)B — T,B ¢é um isomorfismo
Y(p,q) € M, segue que dn(Vh) = BVh para todo (p,q) € M, ou seja, Vh ¢

m-relacionado com BVh.

(b) Primeiro, vamos mostrar que VlT)i é i-vertical. De fato, em cada (p,q) € M, dado

um vetor horizontal u, isto ¢, u € Ti, ¢)B , entao

(Vibi,u) = u(hi) = u(th; 0 01) = (doy(u)) (1h;) =0 =
= (dn(Vihy), drm(w))® + > (bj 0 ) (doj(Va;), doy(w)) "
j=1

= (d7e(Vy), dre(w))®,

pois doj(u) =0, para j =1,...,m, em particular para j = i. Dessa forma, V@i é
m-relacionado com o campo nulo em B. Agora, dado um vetor l-vertical v, isto é,

v € Tp,q)F1, L # 1, entao

<V1~1’17V> — (i) =v(hi 0 0y) = (d(ri(v))(xl)i) =0 =

= (dn(Ve), dn(v)® + 3 (by 0 m)*(doy (V). doy(v)" =

j=1

= (byo 7t)2<d01(V1TJl), do(v)T,

pois d7t(v) =0, doj(v) =0, paraj =1,...,mej # L. Assim, VlT)i é oy-relacionado

com o campo nulo em Fy, para l = 1,...,m e l # i. Por ultimo, dado um vetor
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i-vertical w, isto é, w € T(;, ¢ Fi, entao
(Vhi, W) = (d7e(Viy), B+ Y (bj om)*(doy (Vihy), doj(w))F =
j=1

= (bso 7T) (doy(Vi), doy(w) = w(ih;) = w(pi o 07) =
= (doi(w) (1)) 0 o5 = ("Vhy, doi(w)) ™ o o,

pois drt(w) =0, doj(w) =0,1 <j<m,j#1, ecomo d(,01)q: Tip,qyFi — TqF €

~ Fi .
isomorfismo V(p, q) € M, entao do;(V;) = (B?;l;l para todo (p,q) € M, isto é,
Ry
VY = Ylbl.
(bi)?

Proposicao A.3. Seja M = B Xy, F1 X -+ Xy, F;n um produto torcido miltiplo com

métrica torcida g. Se )N(, Y e £(B) e Ve £(Fy), W e £(F), entdo

(a) vi?' ¢ o levantamento de BV xY em B.

(b) VgV =VX= (X%bi)) V.

(c) iV(Vf/W) € £(F;) € o levantamento de ""VyW em Fy, sei=j.

(V. W)

(d) H(VgW) =h(V,W) = — ( -

)Vbl, sei=j.

(e) VW =0, sei#].
Na notacao acima, Bi =bjor.

Demonstragao:

(a) Devemos mostrar que V;(? ¢ horizontal e 7-relacionado com BVxY em B. De fato,
dado V um campo vetorial i-vertical, isto &, Ve £(F;y), 1 < i < m, entao pela

formula de Koszul

2(VY, V) =Y (X, V) +X (V,Y) =V(Y,X) — ([Y, V], X) — (IX, V], Y) — ([Y, X], V) =
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Como i, Y e £(B), temos que [i, Y] € L£(B) é o levantamento de [X,Y] em B. Logo,
([V, X], \7> = (0. Agora, pela métrica torcida, em cada x = (p, q) € M temos

(Y, X)(p, q) = (dme(V), dme(X))® + 3 ((b5 0 m)2(x){(do; )
j=1 e

=0

=%
= ((Yom)(p,q), Xom)(p,q))y = ((X,Y)? om)(p
dai,
V(Y,X) = V((Y,X)B o 7t) = dre(V) ((Y,X)B) = 0.
Assim, VY é horizontal. Dado Z € £(B), temos que
Y(X,Z) =Y((X,Z)® omt) = (dn(Y)(X, Z)B) ot = (Y(X, Z)B) ot
logo, obtemos que

2(dn(VY), dr(Z))® = 2(ViY, Z) =

= Y(X,Z) + X(Z,Y) = Z(Y,X) — (I, Z),X) — (X, Z, Y) — ([Y,X], Z) =

= (Y(X,Z)® + X(Z,Y)® — Z(X,Y)® —([Y, Z], X)® — (X, Z],Y)® —([V,X], Z)®) ot =
= 2(®VxY, Z)® o, VZ € £(B).

Portanto, segue o resultado. E ainda, como ”’qu é uma isometria, em cada folha

B x q, V é a conexao Riemanniana em cada folha.

(b) Para cada i fixo,i=1,...,m, 0= X, V] = Vi\N/ — VV)N(, logo Vg\N/ = V(,)N(. Esses
campos V>~<\~/ e ij(v sao i-verticais, pois por (a), dado Y e £(B) temos que

0=X(V,Y) = (VgV,Y) + (V,VgY) = (VgV,Y) = —(V,VgY) =0,

e dado W € £(F), j # 1, obtemos que

~ o~ ~ o~ ~ ~ o~ ~ ~ o~ ~ ~ o~ ~

2(VV, W) =V(X, W) + X(V, W) = W(V,X) — (IV, W], X) — (X, W], V)~

Agora, dado U € £(F;), pela formula de Koszul

2(VV, W) =V (X, W) +X(U, V) — U (V,X) — ([V,U],X) —

=0 =0 =0
— (X, U], V) — ([V, X], 1) = X(U, V). (%)
~—— ~—~—
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Pela métrica torcida, em cada (p, q) € M temos

(V. U)(p, q) = (dn £ Y (by 0 m)2(p, q)(do; (V), doy (L) H =
\:0, ~- ; j j q

= (b om)>?(p, q)(doy(V), doy (W) =

= (biom)*(p, q){(Vooi)(p,q), (Uooi)(p, q))g =

=bi(p, q) ((<V, ) oo (p, q)),
isto ¢, (V,U) = b2((V,WF o 0;), e daf

X(V, 1) = X [gg(w, u)Fe oai)] = X)) ((V,W)" 0 0y) + b? [>~<(<v, u)* om)} =

— 26 X(b:) ((V, W) 0 0y) + b2 [ doi(X) ((V,W)™)] =
0

= o) S - Q(X,éb”) V.0 (4

1

Comparando (x) e (%)

2(VgV, U) = Q(Xéb ) (V,1), VU € £(F;)
portanto, V>~<\7 = (X%bi)> V.

m
(c) Sejam V., W € £(F;). Temos que VW = J—C(VVW) + ZjV(VVW) em cada
j=1

(p,q) € M. Assim, iV(V(/W) é tal que (V\N,W, l]) = (iV(V\N,W),fD, vU € £(Fy).
E ainda, "V(VyW) € X(M), dn("V(VyW)) =0 e do; ((V(VgW)) =0,1<j < m,
j # 1, isto &, iV(Vf/W) ¢ m-relacionado com o campo nulo 0 € X(B) e iV(VVW)
¢ oj-relacionado com o campo nulo 0 € X(F;). Agora, dado U € £(F), como

(\7, ﬂ) = (61)2((V, W)Fio o‘i), temos que

WV, U) =W [E§(<v, Who ai)} — WA ((V, W o 0;) + b2 [W [

‘oO‘i)] =

(v
2b: (W(b1)) ((V, W) o 01) + b2 [ (dou(W)(v, U lod]

\
2% 1(Wb on)(v Whooy) + 02 [(W(V, W) ooy] =
(dn(W

2b; (dre(W) (1)) ((V, W)™ 0 0) + b2 [(W(V, W) 0 0] =

0

bs [(W<V, U>Fi) o O'i] ,

[\

=
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e da,
2V W, T = 2(V(V W), T) = 2(6,)° <<doi (V(TeW)) . dos ()" o ai> _
= W(V,U) + V(U,W) — (W, V) — (W, U], V) — ([V,U], W) — (W, V], U) =
—b? wa, W+ VU, W) —w(w, viF — ((w, U], V)T — (v, U], W)Fi—
— ([W,V],U)Fi> o a} =
= 2(by)*(("VyW, )" 0 01),

ou seja, iV(V(,W) ¢ o;-relacionado com iV W. Portanto, iV(V(,W) = Fm €
£(Fi) é a conexdo Riemanniana em cada fibra p x Fy, pois , 03 ¢ uma homotetia em
cada fibra p x F;.
(d) Novamente, para V, W e £(F;), temos que VVW = %(VVW) + ZjV(VVW)
j=1

em cada (p,q) € M. Assim, h(\7, W) = %(VVW) + Z jV(V(,W), em cada
j=1j#1
(p,q) € M. Mas, jV(Vf/W) =0,Vj=1,...,m,j #1i, pois j\?(Vf/W) é tal que,

(VVW, tl} = <1V(V\7W),Cl), VU € £(F;). Assim, dado Ue £(F), j # 1, temos que
(VeW, 1) = (V(VeW), 1) =

=W (V,U) +V (U, W) —W(W, V) — (W, U], V) — ([V, U], W) — (W, V], U) =

=0 =0 =0 =0
= W(W, V) — (W, V]", 1) = (W, V).
~—_——

=0

Mas, como <W, \7> = (61)2(<W7 V)Fio Gi)
(W, V) = T [(b 2 (W, V) o )| =
= U (W, V)Tt o 0y) + b2 [U(W, V)T 0 0y)| =

= 2b; (U(by)) (W, V)Tt 0 03) + b? {( doy (U) (W, V)T) o oi] _

= 2b1(U(b1 0 7'() ) (<W, \/>Fi o O'i) = 0.

Logo, h(V,W) = H(VyW) e H(VW) 6 tal que (VoW,X) = (H(VW), X),
V X € £(B). Dai e por (b), dado X € £(B) vem que

0= VX, W) = (ViX, W) + (X, Vg W),
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logo, obtemos que

(X, VgW) = —(VoX, W) = —(W, (Xgi)) V)=— (X (gbf)) (V, W) =
= V) vy — —(x, Y Wige,,
bi bi
ou seja, (X, VVVNV> = (X, <\7{;W> Vb,).

—~ o~ V, W
Portanto, H(VyW) = h(V,W) = — (0% >> Vb;.

(e) Dados X € £(B), U € £(F;), Z € £(F), T € £(F), 1 <1,j <m, i #]j, pela formula

de Koszul, obtemos que
2(VyW, X) =W(V, X) + V(W,X) — X(W, V) — (IW,X], V) — (IV,X], W)~
— (W, V],X) =0,

também que

2(VyW, W) =W(V, 1) + V(W,U) — WW, V) — (W, U], V) — ([V, U], W)—
— (W, V],U) =0,
e ainda que
2AVyW, Z) =WV, Z) + V(W, Z) — Z(W, V) — (W, Z], V) = (IV, Z}, W)~
— (W, V1,Z) =0,
por tltimo
VW, T) =W(V, T) + V(W, T) — T(W, V) — (IW, T1, V) — (IV, T], W)—
— (W, VI, T) =0.

Portanto, VVW = 0.

Corolario A.2. As folhas B x q de um produto torcido miltiplo sao totalmente geodésicas;

as fibras p X F sao totalmente umbilicas.
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Demonstragao:

(i) Cada folha B x q é uma isometria sobre B. Dessa forma, dados X, Y € X(B) existem
e sao unicos os levantamentos i, Ye £(B) de X e Y a M, respectivamente. Assim,
em cada (p,q) € M, pela proposi¢ao A.3-(a) temos

VXV =K <V>ZV> + Z Iy (V§?> =H (Vg?) ,
j=1

implicando que
h(X,Y) = ViV — BUxY = ViV — K (vﬁ) —0

nos da a segunda forma fundamental de cada folha B x q. Portanto, cada folha

B x q ¢ totalmente geodésica.

(ii) Cada fibra p x F; é uma homotetia sobre F;, para cada i = 1,..., m. Dessa forma,
dados V,W € X(F;) existem e s@o tnicos os levantamentos V,W € L£(F;) de Ve
W a M, respectivamente. Assim, como em cada (p,q) € M temos que V(,W =
H(VoW) + V(VgW), e

RV, W) = VoW = SVyW = VoW — 9 (VW) = 3¢ (VW)

nos da a segunda forma fundamental de cada fibra p x F. Dai, e pela proposi¢ao
A.3-(d)
_ AT A
n(V, W) =K (vvw) — <<'6—>) Vb,

logo cada fibra é totalmente umbilica, pois Vb; € £(B), isto é, Vb; € X(Fy)* .

Proposicao A.4. Sejam M = B Xy, F; X -+ Xy, Fiy um produto torcido mailtiplo, f €
C®(B) e; € C*(Fy), para qualqueri=1,...,m. Entao,
" -~ -
~ f, Vb,
(a) Af=Af+ me

i=1

Ay
(bi)?

Demonstragao:

, onde ny = dimF;.

(b) Ay =

A demonstragao é analoga a demonstracao da proposi¢ao 3.4. ]
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A.1 Curvatura do Produto Torcido Miltiplo

Nesta secao vamos determinar os tensores curvaturas, de Ricci e escalar, em funcao das
correspondentes geometrias de B, Fy,... F, e das fungoes de tor¢ao b;, 1 < i < m.

Comegamos com a

Definicao A.3. Seja M = B Xy, F1 X - -+ Xy, Fiy um produto torcido mailtiplo. Se A é
um tensor covariante em B, o levantamento A de A a M ¢ ezatamente o pullback de A
pela projecao : M — B, isto €, A = ™ (A). Agora, se A é uma aplicagio C®(B)-

multilinear, com A : X(B) x -+ x X(B) — X(B), a qual estd associada um (1,s) campo
s copias

tensorial em B, se vy,...,Vs € Tp )M, defina K(vl, ..., Vg) para ser o vetor horizontal

em (p,q) que se projeta para A(dﬂ(vl),...,dn(vs)) em T,B, isto €, /X\(vl,...,vs) €

Tip,q)B, A(A(v1,...,04)) == A(dn(v1),...,dm(vs)) € T,B e doy(A(vy,...,v5)) =0,
Vi

Essas defini¢oes nao envolvem geometria, portanto sao correspondentemente validas para
levantamentos de F;, V 1.

Observe que, se A : X(B) x -+ x X(B) — X(B) é C*(B)-multilinear, dados(fixados)
s coépias

X1,...,Xs € X(B), A(Xy,...,Xs) € X(B), portanto o levantamento Ade A aM é tal

que A€ £(B), A: X(M) X -+ x X(M) — X(M) é C*(M)-multilinear e se %1, X €
s copias

£(B) sao os levantamentos de Xi,...,Xs € X(B) respectivamente, tem-se K(j(vl, D &

é horizontal e dmt(A(Xy, ..., X,)) = A(dn(Xy),.. ., dn(Xs)).

Lema A.3. Se f € C*(B), o levantamento a M do Hessiano de f, Hess f, é o Hessiano
do levantamento de f somente em vetores horizontais. O levantamento de Hess f a M

serd denotado por HF.

Demonstragao:
Dados )N(, Ye £(B) levantamentos de X, Y € X(B), podemos considerar o Hessiano como

um (0, 2)-tensor (sua forma bilinear simétrica associada). Assim, temos que

Hess f(X,Y) = X(Y(f)) — (BVxY)(f).
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Agora, seja f = f o7 0 levantamento de f a M. Logo,
Hess f(X,Y) = X(Y(f)) — (VgY)(f) = X(VF,Y) — (Vf, V4Y) =
= (X(®VF,Y)B) o m— (PVf, BVxY)P
= X(Y(f)) ot — (°VxY(f)) ot = [X(Y(f)) — (°VxY(f))] ot =
= (Hess f(X,Y)) ot = Hess f(dn(X) n(Y )) 7" (Hess f)(X Y)

Proposicao A.5. Sejam M = B xp, Fy X -+ Xy, Fin um produto torcido mailtiplo, R,
BR e TR o0s tensores curvatura Riemanniana de M, B e Fy, respectivamente. Se i, \7,
ZegB)eVeLF),WeLF), UcLFR), condimB=n edimF; =d;, 1 <i<m,

entao

(a) R(j(v, V)Z € £(B) € o levantamento de BR(X,Y)Z em B.

(b) Os levantamentos dos tensores curvatura Riemanniana ®R, T'R a M dao os tensores

curvatura Riemanniana de cada folha B X q e de cada fibra p X Fy, respectivamente.

(0) RV. %7 = XY g

i

(d) R(X,V)W =R(V,W)X = R(V,X)W =0, se i#].
(e) R(X,Y)V=0 e R(V,W)X =0, sei=j.

(f) RV, W)U =0, sei=j, ei,j#k.

Vbi, Vby) ~

(g) R(U, V)W = (VW)< U, sei=j, ei,j#k.
bbk

(h) R(X, V)W = (<V{~)—W>>V§VE, sei=j.

((Vbi, Vb))

B ROV, W) = FR(V, W)l — (V08
(i) RIV.W)U = FR(V. W) T

[(V, )W — (W, W)V], sei=j =k.
Demonstragao:
(a) Dados S € £(B), tem-se

(dm(R(X,Y)Z),dn(S))® = (R(X,Y)Z,S) = (VyVZ — V3VyZ+ V53,2, S) =
(PVyPVXZ —BVXPVYyZ+ PV ixvZ,S)P o= (PR(X,Y)Z,S)P ot =

— (*R(dn(X), dn(Y))dn(Z), dn(S))® o = 7" (*R)(X, Y, Z, ).
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E ainda, R(i, ?)Z ¢é horizontal. De fato, dado Ve L(F),i=1,....m

(R(X,Y)Z, V) = (b; o m)*(doy(R(X, Y)Z), doy (V)T =
= (VyVRZ = VVyZ+ Vg yZ, V) = 0.

Logo, Rlgs) = 7*(PR), isto &, Rlg(s) ¢ o levantamento de BR.

(b) Como em cada (p,q) € M 47 é uma isometria e ,0; é uma homotetia, o resultado
segue, pela definicao de levantamento de um tensor e ambas preservam a conexao
de Levi-Civita. Dessa forma, os levantamentos BR ¢ FiR dos tensores curvaturas PR
e TR, induzidos pela métrica torcida gf, de B e Fy, respectivamente, sao tais que,
por (a) BR coincide com o tensor curvatura R de M restrito a campos horizontais e,

dados \~/, W, ﬁ, Te L£(F;) tem-se que

—_——

FR(V, W)U = FR(V, W)U = iV iy U — BV RV U + RV iy U,

~ e~ o~ ~

(c) Como [>~<, \7] =0, temos que
R(\7, X)? = VXV;\N/ — V(/Vi? + V[V,X]V = VQVQV — V\N/V)ZV.
Dai e pela proposicao A.3, obtemos que

R(V,X)Y = ViViV — Vo VY = Vi (Y(bi)/b:)V) — ((VY)(b1)/b)V =

_x | Yoy Vg (Vb
b; b; b;
= | X0 GgR(L)| v YR Xty (TN (g
L bi bi bl bi b1
_[XOM00)  VBIX(B) | VBIK(B)  (VxV)(00)] o
L gl E% B% gl
_ X)) (YY) (b) Vo Hf(~>N(, V)v
b b; b;

(d) Segue diretamente da definigdo de curvatura e da proposigao A.3.

(e) Analogo a demonstragao da proposi¢ao 3.5-(d).
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(f) Segue diretamente da definigdo de curvatura e da proposigao A.3-(e).
(g) Para Ve £(F), We £(F), Ue £(F),i=j,i,j £k

R(ﬂ, V)W = VVVGW — VGVVW + V[&V]W = —V&VVN =

=V (FVyW) + Vg ( <V’EW> Vbi)= Vg ( <v,qxv> Vby)=
= u( <VbW>)Vb <VbW> Vi <Vgi):
_ VW) Vb i Y0 Yo

b; by b; by

(h) Analogo a demonstracao da proposi¢ao 3.5-(e).

(i) Anélogo a demonstragao da proposicao 3.5-(f).

Corolario A.3. Sejam M = B Xy, F1 X - Xy, Fi um produto torcido mailtiplo, X, \7, Ze
£(B), V € £(F) e W € £(F;). Entio,

(a) Ric(X,Y) = BRic(X,Y) — ZS‘HbXY

(b) Ric(X,V) =0.

(c) Ric(V,W) =0, sei#].

m
- bi, Vb -
(d) Ric(V,W) = FRic(V,W)— (Ab—b +(si— DI 4 S Vb bvk k>> V. w),
k=1,k#i

sei=j.
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