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Resumo

Nesta dissertação estudamos a geometria das imersões de variedades do tipo produto

torcido em variedades também produto torcido (veja, Chen [4]). São obtidas as fórmulas

da conexão Riemanniana, do tensor de curvatura, do tensor de Ricci de um produto

torcido simples (cf. O’Neill [9]) e, no apêndice, é apresentada uma generalização destas

fórmulas para o caso de um produto torcido múltiplo (cf. Dobarro [5]). Os resultados

contidos neste trabalho foram extraídos dos artigos “On warped product immersions” e

“On isometric minimal immersions from warped products into real space forms” de Bang-

Yen Chen, e “Curvature of multiply warped products” de Fernando Dobarro e Bülent

Ünal.
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Abstract

In this report we study the geometry of immersions of manifolds of warped

product type into warped product manifolds (see Chen [4]). We obtain formulas for the

Riemannian connection, the curvature tensor and the Ricci tensor on a warped product

(see O’Neill [9]) and, in the appendix, we present a generalization of these formulas for

the case of a multiply warped product (see Dobarro [5]). The results contained in this

work were extracted from the papers "On warped product immersions", "On isometric

minimal immersions from warped products into real space forms" of Bang-Yen Chen,

and "Curvature of multiply warped products" of Fernando Dobarro and Bülent Ünal.
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Capítulo 1

Introdução

O conceito de produto torcido (warped product) entre duas variedades Riemannianas

foi primeiramente introduzido por Bishop e O’Neill, no artigo Manifolds of negative cur-

vature [1], onde apresentam a construção de uma deformação do produto direto entre duas

variedades Riemannianas – o produto torcido – a fim de obter novos exemplos de vari-

edades Riemannianas com curvatura negativa. Em geometria Riemanniana, variedades

produtos torcido e suas formas genéricas tem sido usadas para construir novos exemplos

com interessantes propriedades de curvatura desde então.

Em geometria Riemanniana, variedades do tipo produto torcido são frequentemente

construídas de modo a satisfazerem certas condições ou restrições geométricas específicas

- por exemplo, controle sobre as curvaturas seccional, de Ricci ou escalar, controle sobre

o comportamento das geodésicas, etc. Também são importantes na obtenção de contra-

exemplos em Geometria Riemanniana e Lorentziana.

Em Geometria Lorentziana algumas soluções bem conhecidas para as equações de

campo de Einstein podem ser expressas em termos de produtos torcidos Lorentzianos.

Por exemplo, na Teoria Geral da Relatividade os modelos de espaço-tempo de Robertson-

Walker – dado por, M(k,S) é a variedade I×f S com elemento linha [−dt2 + f2(t)dσ2],

onde dσ2 é o elemento linha de S, sendo S uma variedade Riemanniana conexa tridi-

mensional de curvatura constante k = −1, 0 ou 1 – e de Schwarzschild – dado por, para

M > 0 sejam PI e PII as regiões r > 2M e 0 < r < 2M no 3-semi-plano R × R+, cada

uma munida com elemento linha [−hdt2 + h−1dr2], onde h(r) = 1 − (2M/r) e, S2 é a

esfera unitária, então os produtos torcidos N = PI×r S2, B = PII×r S2 são chamados de

espaço-tempo exterior de Schwarzschild e buraco negro de Schwarzschild, ambos de massa

1



Capítulo 1. Introdução 2

M e elemento linha [−hdt2+h−1dr2+ r2dσ2] – e suas generalizações são do tipo produto

torcido.

Além disso, atualmente, vem sendo bastante estudados resultados da teoria de imer-

são em espaços produto torcido. Uma noção muito importante é a de imersão-produto

torcida que aparece naturalmente em vários estudos recentes relacionados a aspectos

geométricos diferentes. Por exemplo, ela aparece no estudo de superfícies de multi-

rotação, em problemas de decomposição, em desigualdades geométricas e em problemas de

imersões mínimas. Portanto, é natural e desejado investigar propriedades fundamentais

de imersão-produto torcida entre produtos torcidos.

Recordamos a definição de um produto torcido de duas variedades Riemannianas:

Sejam (B,gB) e (F,gF) variedades Riemannianas. Se f : B → (0,∞) é uma função

suave, então o produto torcido, B×f F, é a variedade produto B×F munida com a métrica

g = gB + f2gF. Mais precisamente

g = π∗(gB) + (f ◦ π)2σ∗(gF),

onde π : B × F → B e σ : B × F → F são as projeções usuais e ∗ denota o operador

pull-back atuando em tensores. Aqui, (B,gB) é chamada base, (F,gF) é chamada fibra e

f é chamada função torcão.

Se M1×ρM2 é um produto torcido, φ1 : N1 −→M1 e φ2 : N2 −→M2 são imersões

isométricas entre variedades Riemannianas. Defina a função positiva f ∈ C∞(N1) por

f = ρ ◦ φ1. Então, a aplicação

φ : N1×fN2 −→M1×ρM2

dada por φ
(
p1,p2

)
=
(
φ1(p1),φ2(p2)

)
é uma imersão isométrica, chamada de imersão-

produto torcida. Se ρ ≡ 1, φ é chamada imersão-produto (direta).

Esta dissertação esta organizada da seguinte maneira:

No 2o capítulo são apresentados os resultados básicos da teoria de variedades

Riemannianas que faremos uso ao longo desta dissertação. Demonstraremos apenas os

resultados "não tão clássicos" e que utilizaremos de forma recorrente ao longo deste

trabalho. Toda a teoria básica pode ser encontrada em textos clássicos de geometria

Riemanniana, como por exemplo os livros de do Carmo [6], O’Neill [9], Warner [10], Lee

[7], entre outros.
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No 3o capítulo definimos produtos torcidos e estabelecemos as relações geométricas

(métrica, conexão e curvatura) em um produto torcido, em termos das correspondentes

informações em sua base, fibra e função torção, seguindo os mesmos argumentos de O’Neill

[9].

No 4o capítulo, depois de definirmos imersão-produto torcida, apresentaremos quatro

resultados de Chen [4] envolvendo a segunda forma fundamental e o vetor curvatura média,

os quais servem para melhorar o teorema 1.4 de [3], provado em 2001 por B. Y. Chen. Os

resultados que apresentaremos são os seguintes:

Teorema 1.1 (Teorema 1 de [4]). Seja φ = (φ1,φ2) : N = N1×fN2 −→M =M1×ρM2

uma imersão produto torcido entre duas variedades produto torcido. Então, temos:

(a) φ é totalmente geodésica mista.

(b) O quadrado da norma da segunda forma fundamental h de φ satisfaz

||h||2 > n2||D ln ρ||2, n2 = dimN2,

com a igualdade ocorrendo se ,e somente se, φ1 : N1 −→M1 e φ2 : N2 −→M2 são

ambas imersões totalmente geodésicas.

(c) φ é N1-totalmente geodésica se, e somente se, φ1 : N1 −→M1 é totalmente geodésica.

(d) φ é N2-totalmente geodésica se, e somente se, φ2 : N2 −→M2 é totalmente geodésica

e
(
∇ ln ρ

)
|N1 = ∇ ln f ocorre, isto é, a restrição do gradiente de ln ρ a N1 é o

gradiente de ln f, ou equivalentemente, D ln ρ = 0.

(e) φ é uma imersão totalmente geodésica se, e somente se, φ é N1-totalmente geodésica

e N2-totalmente geodésica.

Teorema 1.2 (Teorema 2 de [4]). Uma imersão produto torcido φ = (φ1,φ2) :

N = N1×fN2 −→ M = M1×ρM2 entre variedades produto torcido é totalmente um-

bílica se, e somente se, tivermos:

(a) φ1 : N1 −→M1 é uma imersão totalmente umbílica com vetor curvatura média dado

por −D ln ρ e
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(b) φ2 : N2 −→M2 é uma imersão totalmente geodésica.

Teorema 1.3 (Teorema 3 de [4]). Seja φ = (φ1,φ2) : N = N1×fN2 −→M =M1×ρM2

uma imersão produto torcido entre variedades produto torcido. Então, temos:

(a) O vetor curvatura média de φ1 : N1 −→M1 é igual ao vetor curvatura média parcial
−→
H 1 ; portanto, φ é N1-mínima se, e somente se, φ1 : N1 −→ M1 é uma imersão

mínima.

(b) φ é N2-mínima se, e somente se, φ2 : N2 −→ M2 é uma imersão mínima e(
∇ ln ρ

)
|N1 = ∇ ln f ocorre.

(c) φ = (φ1,φ2) é uma imersão mínima se, e somente se, φ2 : N2 −→ M2 é uma

imersão mínima e o vetor curvatura média de φ1 : N1 −→M1 é dado por n2
n1

Dρ
ρ

Teorema 1.4 (Teorema 4 de [4]). Seja φ = (φ1,φ2) : N = N1×fN2 −→M =M1×ρM2

uma imersão produto torcido de um produto torcido N1×fN2 em uma representação

produto torcido M1×ρM2 de uma forma espacial real Rm(c). Então, temos:

(a) O operador forma de φ em
−→
H 1, A−→H 1

, satisfaz

A−→
H 1
Z =

[
∆

n1f
− c

]
Z,

para Z em L(N2), onde ∆ é o operador Laplaciano de N1.

(b) Para quaisquer X, Y ∈ L(N1) e Z ∈ L(N2), DZh(X, Y) = 0 ocorre, onde D é a

conexão normal de φ. Em particular, temos DZ
−→
H 1 = 0.

(c) Os vetores curvatura média parciais
−→
H 1 e

−→
H 2 são perpendiculares entre si se, e so-

mente se, a função torção f é uma autofunção do operador Laplaciano ∆ com au-

tovalor n1c.

(d) A função torção f é uma autofunção de ∆ com autovalor n1c se, e somente se, ou

φ1 : N1 −→M1 é uma imersão mínima ou
(
∇ρ
ρ

) ∣∣∣∣
N1

=
∇f
f

ocorre.

(e) Quando c = 0, os vetores curvatura média parcial
−→
H 1 e

−→
H 2 são perpendiculares se,

e somente se, a função torção f é uma função harmônica.
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(f) Se φ1 : N1 −→ M1 é uma imersão não-mínima e os dois vetores curvatura média

parcial
−→
H 1 e

−→
H 2 são paralelos em cada ponto, então φ é N2-pseudo-umbílica e

φ2 : N2 −→M2 é uma imersão mínima.

Teorema 1.5 (Teorema 5 de [4]). Seja φ : N = N1×fN2 −→ Rm(c) uma imersão

isométrica de um produto torcido em uma forma espacial real Rm(c) de curvatura con-

stante c. Então o quadrado do vetor curvatura média H2 de φ satisfaz a desigualdade:

∆f

f
6
n2

4n2
H2 + n1c, (1.1)

onde ni = dimNi, i = 1, 2, n = n1 + n2 e ∆ é o operador Laplaciano de N1.

A igualdade de (1.1) ocorre se, e somente se, exatamente um dos dois seguintes casos

acontece:

(a) A função torção f é uma autofunção do operador Laplaciano ∆ com autovalor n1c e

φ é uma imersão mínima;

(b) ∆f 6= (n1c)f e localmente φ = (φ1,φ2) : N1×fN2 −→ M1×ρM2 é uma imersão

produto torcido não-mínima de N1×fN2 em alguma representação produto torcido

M1×ρM2 de Rm(c) tal que φ2 : N2 −→ M2 é uma imersão mínima e o vetor

curvatura média de φ1 : N1 −→M1 é dado por −
n2

n1

(
Dρ

ρ

)
.

No apêndice usamos um dos modos de generalizar produtos torcidos, no qual consiste

em considerar o caso de multifibras e, nesse caso, o produto correspondente é chamado de

produto torcido múltiplo. Também desenvolvemos as fórmulas gerais para a determinação

da conexão, do gradiente, do laplaciano e das curvaturas de um tal produto torcido

múltiplo.

Pretendemos que estes resultados possam servir de apoio a futuros projetos de pesquisa

em geometria das variedades.

Por fim, gostaríamos de salientar que este trabalho abre espaço para novas e

interessantes extensões de resultados da geometria das imersões. Por exemplo, pode-

mos considerar deformações sobre a base a partir de funções definidas sobre as fibras,

etc.



Capítulo 2

Noções Preliminares

Neste capítulo iremos estabelecer a notação a ser usada e recordar alguns conceitos e fatos

básicos, necessários ao desenvolvimento dos capítulos seguintes. Sendo assim, a prova de

alguns resultados não será feita, mas em todo o texto ficará clara a referência para obter

tais justificativas.

2.1 Variedades

As definições a seguir foram extraídas das referências [6] e [9].

Definição 2.1. (Variedade Diferenciável) Uma variedade diferenciável de dimensão n é

um conjunto M e uma família de aplicações biunívocas ϕα : Uα ⊂ Rn −→M, α ∈ J, de

abertos Uα de Rn em M tais que:

(V1)
⋃
α

ϕα (Uα) =M.

(V2) Para todo par α, β, com ϕα(Uα) ∩ ϕβ(Uβ) = W 6= ∅, os conjuntos ϕ−1
α (W) e

ϕ−1
β (W) são abertos em Rn e as aplicações ϕ−1

β ◦ϕα
∣∣∣∣
ϕ−1
α (W)

: ϕ−1
α (W) −→ ϕ−1

β (W)

são diferenciáveis.

(V3) A família {(Uα,ϕα)}α é máxima relativamente às condições (V1) e (V2).

6
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Obs 2.1. (a) Uma família F = {(Uα,ϕα)}α satisfazendo (V1), (V2), (V3) é chamada

uma estrutura diferenciável em M.

(b) Dado p ∈ M, o par (U,ϕ) ∈ F, (ou a aplicação ϕ), com p ∈ ϕ(U) é chamado

uma parametrização (ou sistema local de coordenadas ) de M em p; ϕ(U) é então

chamada uma vizinhança coordenada em p. As funções xi : ϕ(U) ⊂ M −→ R,

dadas por xi = ri ◦ ϕ−1, onde ri é i-ésima projeção canônica, são as funções coor-

denadas da parametrização.

(c) Dada uma estrutura diferenciável em M, é possível completá-la a uma família

máxima, agregando a ela todas as parametrizações que junto com alguma

parametrização da estrutura satisfazem a condição (V2).

(d) Uma estrutura diferenciável F = {(Uα,ϕα)}α em um conjunto M induz de maneira

natural uma topologia em M. Basta definir que A ⊂ M é um aberto de M se

ϕ−1
α (A ∩ϕα(Uα)) é um aberto de Rn para todo α. Observe que a topologia é

definida de tal modo que os conjuntos ϕα(Uα) são abertos e as aplicações ϕα são

homeomorfismos (na realidade serão difeomorfismos ).

(e) Por variedade diferenciável ou suave entenderemos sempre diferenciável de classe C∞.
Nos referiremos também a variedades diferenciáveis simplesmente como varidades,
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com diferenciabilidade de classe C∞ sempre assumida implicitamente.

Exemplo 2.1. A estrutura diferenciável canônica no espaço Euclidiano Rn é obtida

tomando F para ser a estrutura diferenciável (máxima em relação a (V2)) contendo (Rn, i),

onde: i : Rn → Rn é a aplicação identidade.

Exemplo 2.2. Seja Sn =

{
(x1, . . . , xn+1) ∈ Rn+1;

n+1∑
i=1

x2
i = 1

}
a esfera unitária em

Rn+1,

N = (0, 0, . . . , 1) o pólo norte e S = (0, 0, . . . ,−1) o pólo sul de Sn. Sejam

π1 : Sn − {N} −→ Rn e π2 : Sn − {S} −→ Rn as projeções estereográficas em relação

aos pólos norte e sul, respectivamente, e sejam σ1 e σ2 as correspondentes inversas, com

σ1 : Rn −→ Sn − {N} dada por

σ1(x1, x2, . . . , xn) =
(

2x1

x2
1 + · · ·+ x2

n + 1
, · · · , 2xn

x2
1 + · · ·+ x2

n + 1
,
x2

1 + · · ·+ x2
n − 1

x2
1 + · · ·+ x2

n + 1

)
e σ2 : Rn −→ Sn − {S} dada por

σ2(x1, x2, . . . , xn) =
(

2x1

x2
1 + · · ·+ x2

n + 1
, . . . ,

2xn
x2

1 + · · ·+ x2
n + 1

,
1− x2

1 − · · ·− x2
n

x2
1 + · · ·+ x2

n + 1

)
.

A família {(Rn,σ1), (Rn,σ2)} é uma estrutura diferenciável em Sn.
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Exemplo 2.3. Seja f : U ⊂ Rn+m −→ Rn de classe C∞ no aberto U. Se c ∈ Rn é valor

regular de f, então f−1(c) é uma superfície de classe C∞ e dimensão m em Rn+m.

Definição 2.2. (Função Suave) Seja Mn uma variedade (suave) n-dimensional. Uma

função f : U ⊂M −→ R, U aberto em M, é suave ou diferenciável de classe C∞ se para

cada ϕα : Uα ⊂ Rn →M, com (Uα,ϕα) ∈ F e ϕα(Uα) ∩U 6= ∅, tivermos

f ◦ϕα :W ⊂ Rn −→ R, f ◦ϕα de classe C∞,
com W = ϕ−1

α (ϕα(Uα) ∩U) 6= ∅ e W ⊂ Rn aberto. Indicaremos por C∞(M) o anel das

funções suaves de M em R.

Definição 2.3. (Aplicação Suave) Sejam Mn e Nk variedades. Uma aplicação f,

f : U ⊂ M −→ N, com U aberto, é uma aplicação suave ou diferenciável de classe

C∞ se para toda função g : V ⊂ N −→ R, com f(U) ⊂ V e V aberto, g suave, tivermos

g ◦ f suave, com g ◦ f : U ⊂M −→ R.

Equivalentemente, f : U ⊂ M −→ N é suave se dados (Uα,ϕα) ∈ FM e (Vβ,ψβ) ∈

FN tivermos ψ−1
β ◦ f ◦ϕα ∈ C∞(Rn,Rk).

Exemplo 2.4. (Variedade Produto) Sejam M e N variedades diferenciáveis, sendo F ={
(Uα,ϕα);α ∈ A

}
e G =

{
(Vβ,ψβ);β ∈ B

}
estruturas diferenciáveis de M e N respec-

tivamente. Considere o produto cartesiano M×N e as aplicações

φαβ(p,q) =
(
ϕα(p),ψβ(q)

)
, p ∈ Uα, q ∈ Vβ.

H =
{
(Uα × Vβ,φαβ); (α,β) ∈ A × B

}
é uma estrutura diferenciável em M × N, na

qual as projeções π1 : M ×N −→ M e π2 : M ×N −→ N são diferenciáveis. Com esta

estrutura diferenciável, M×N é chamada a variedade produto de M por N.

Definição 2.4. (Curva) Seja M uma variedade suave. Uma aplicação diferenciável α :

I ⊂ R −→ M, I ⊂ R um intervalo aberto, é chamada uma curva em M. Se α for de

classe C∞, então α é uma curva suave.
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Sejam p ∈ M, M variedade e α : I ⊂ R −→ M uma curva com α(t0) = p. Se

ϕ : U ⊂ Rn −→M é uma parametrização em p = ϕ(q), q ∈ U, então a expressão local

de α, em uma vizinhança de t0 ∈ I, em termos da parametrização ϕ é dada por(
ϕ−1 ◦ α

)
(t) = (x1(t), . . . , xn(t)), ou seja, α(t) = ϕ(x1(t), . . . , xn(t)),

em uma vizinhança de p.

Definição 2.5. (Vetor Tangente) Sejam M uma variedade, α : (−ε, ε) −→ M uma

curva suave em M com α(0) = p, p ∈ M. Seja D(M) o anel das funções (reais) de

M diferenciáveis em uma vizinhança de p. O vetor tangente à curva α em t = 0 é o

operador linear α ′(0) : D(M) −→ R dada por

α ′(0)(f) =
d(f ◦ α)
dt

∣∣∣∣
t=0

, f ∈ C∞(M).

Um vetor tangente a M em p, υ, é o vetor tangente em t = 0 de alguma curva suave

α : (−ε,−ε) −→ M, com α(0) = p e α ′(0) = υ. Se (U,ϕ) é uma parametrização em

p = ϕ(q), q ∈ U, exprimindo a função f e a curva α nesta parametrização, tem-se(
f ◦ϕ

)
(x) = f(x1, . . . , xn), x = (x1, . . . , xn) ∈ U

e (
ϕ−1 ◦ α

)
(t) =

(
x1(t), . . . , xn(t)

)
respectivamente. Portanto, restringindo f a α, obteremos

υ(f) = α ′(0)f =
d(f ◦ α)
dt

∣∣∣∣
t=0

=
d(f ◦ (ϕ ◦ϕ−1) ◦ α)

dt

∣∣∣∣
t=0

=
d((f ◦ϕ) ◦ (ϕ−1 ◦ α)

dt

∣∣∣∣
t=0

=

=

n∑
i=1

x ′i(0)
∂f

∂xi
(q) =

(
n∑
i=1

x ′i(0)
(
∂

∂xi

)
q

)
(f).

Em outras palavras, o vetor α ′(0) pode ser expresso na parametrização ϕ por

α ′(0) =
n∑
i=1

x ′i(0)
(
∂

∂xi

)
q

. (2.1)

Observe que
(
∂

∂xi

)
q

é o vetor tangente em p à "curva coordenada"dada por

α(t) = ϕ(β(t)), β : (−ε,−ε) −→ Rn, β(t) = q+ t.ei,

onde {ei, i = 1, . . . ,n} é a base canônica do Rn.
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A expressão (2.1) mostra que um vetor υ tangente aM em p − o vetor tangente a uma

curva α em p − depende apenas das derivadas de α em um sistema de coordenadas, isto

é, υ independe da curva localmente e, além disso, υ(f) não depende da parametrização.

Definição 2.6. (Espaço Tangente) O espaço tangente a p ∈ M é o conjunto dos

vetores tangentes a M em p, denotado por TpM = {υ;υ é vetor tangente a M em p}.

Obs 2.2. O espaço tangente aM em p, TpM, para cada p ∈M, admite estrutura natural

de espaço vetorial real.

Definição 2.7. Sejam M uma variedade e (U,ϕ) um sistema local de coordenadas em

uma vizinhança ϕ(U) de p ∈ M com funções coordenadas (x1, x2, . . . , xn). Para cada

i ∈ {1, 2, . . . ,n}, denotamos por
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

ao vetor tangente a M em p definido por

∂

∂xi

∣∣∣∣
p

(f) =
∂(f ◦ϕ)
∂ri

(ϕ−1(p)), (2.2)

para cada função f ∈ C∞(V ⊂M,R) definida em uma vizinhança V de p. Chamamos os
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

de campos coordenados.

Usamos também a notação
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

(f) =
∂f

∂xi
(p). Não é difícil verificar que

∂

∂xi

∣∣∣∣
p

é de

fato um vetor tangente a M em p.

Obs 2.3. (a) Sejam M uma variedade e (U,ϕ) uma parametrização de M em p com

funções coordenadas (x1, x2, . . . , xn). Então, a família

{
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

, i = 1, 2, . . . ,n

}
é

uma base para TpM.

(b) Todo υ ∈ TpM é da forma υ =
∑

αi
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

, com αi = υ(xi), sendo xi as funções

coordenadas da parametrização.

Definição 2.8. (Diferencial de Aplicações) Sejam M e N variedades e f : M −→ N

aplicação C∞. Definimos a diferencial de f em p ∈ M, dfp, como a associação que a

cada υ ∈ TpM e cada g ∈ C∞(V ⊂ N,R), V aberto, com f(p) ∈ V, satisfaz

(dfp(υ))g := υ
(
g ◦ f

)
(p), ou ainda

(
df(υ)

)
(g) = υ(g ◦ f).
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Dessa forma, dfp(υ) ∈ Tf(p)N, isto é, dfp(υ) é um vetor tangente a N em f(p). Além

disso, a diferencial de f em p ∈M é uma aplicação linear dfp : TpM −→ Tf(p)N.

Obs 2.4. (a) (Teorema da aplicação composta) Se f : M −→ N e g : N −→ P são

aplicações suaves, então para cada p ∈M

d(g ◦ f)p = dgf(p) ◦ dfp.

(b) Seja agora Mn uma variedade, p ∈M e (U,ϕ) um sistema local de coordenadas em

p = ϕ(q). Considere Rn com a estrutura diferencável padrão (Rn como variedade).

Dessa forma, ϕ, ϕ−1 são suaves e dϕq(ei) =
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

e dϕ−1
p

(
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

)
= ei.

Definição 2.9. (Fibrado Tangente) Seja Mn uma variedade diferenciável. O fibrado

tangente de M é o espaço TM = {(p,υ);p ∈ M,υ ∈ TpM} =
⊔
p∈M

TpM, onde
⊔

é

a união disjunta. TM possui estrutura de variedade diferenciável. Seja {(Uα,ϕα)}α a

estrutura diferenciável de M. Indicaremos por (xα1 , . . . , xαn) as coordenadas de Uα e por{
∂

∂xα1
, . . . ,

∂

∂xαn

}
o referencial local associado. Para cada α, defina

Φα : Uα × Rn −→ TM,

por

Φα(x
α
1 , . . . , x

α
n,u1, . . . ,un) =

(
ϕα(x

α
1 , . . . , x

α
n),

n∑
i=1

ui
∂

∂xαi

)
, (u1, . . . ,un) ∈ Rn.

Isto significa que tomamos como coordenadas de um ponto (p,υ) ∈ TM as coordenadas

xα1 , . . . , xαn de p junto com as coordenadas de υ na base
{
∂

∂xα1
, . . . ,

∂

∂xαn

}
.

{(Uα×Rn,Φα)} é uma estrutura diferenciável em TM, portanto TM é uma variedade

2n-dimensional.

Existe uma projeção natural de TM em M, π : TM −→M, dada por π(p,υ) = p ou

π(υ) = p, ∀υ ∈ TpM. Assim π−1(p) = TpM , ∀p ∈M.

Definição 2.10. (Imersão) SejamM, N variedades. Uma aplicação diferenciável (suave)

f :M −→ N é uma imersão se dfp : TpM −→ Tf(p)N é injetiva para todo p ∈M.
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Definição 2.11. (Subvariedade) Sejam M, N variedades e uma aplicação suave

φ :M −→ N. O par (M,φ) é uma subvariedade de N se φ for uma imersão injetiva.

Equivalentemente, uma variedade M é uma subvariedade de uma variedade N desde

que:

(Sv1) M é um subespaço topológico de N.

(Sv2) A aplicação inclusão i : M −→ N é suave e em cada ponto p ∈ M sua aplicação

diferencial dip é injetiva.

Obs 2.5. Seja M uma subvariedade de N.

(a) Se f : N −→ P é uma aplicação suave (P variedade), então a restrição de f
∣∣
M

de f

em M é suave, pois f
∣∣
M

é exatamente f ◦ i (ou f ◦ φ).

(b) Se i :M ⊂ N é uma subvariedade de N, é usual identificar-se o espaço tangente TpM

como um subespaço de TpN para cada p ∈M
(
isto é, TpM ≈ dip(TpM)

)
.

(c) Se φ : P −→ N é uma aplicação suave (P variedade), tal que φ(P) ⊂ M, então a

aplicação induzida φ : P −→M, com φ(x) = φ(x) ∀x ∈ P, é suave.

Definição 2.12. (Mergulho) SejamM, N variedades. Uma aplicação suave φ :M −→ N

é um mergulho se φ for uma imersão e φ : M −→ φ(M) ⊂ N for um homeomorfismo

sobre a imagem, munida da topologia subespaço. Portanto, φ̃ : M −→ φ(M), com

φ̃(p) = φ(p), é uma aplicação aberta sobre φ(M),munido com a topologia subespaço.

Subvariedades e mergulhos estão intimamente relacionados: seM é uma subvariedade

de N, então a aplicação inclusão i :M ⊂ N é um mergulho.

Exemplo 2.5. O exemplo clássico de mergulho é a aplicação f : Rm −→ Rn dada por

f(x1, ..., xm) = (x1, ..., xm, 0, ..., 0). (m 6 n).

Definição 2.13. (Valor regular) Sejam M, N variedades e ψ :M −→ N uma aplicação

suave. Um ponto q ∈ N é chamado um valor regular de ψ se dψp : TpM −→ Tψ(p)N é

sobrejetiva ∀p ∈ ψ−1(q).
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Obs 2.6. Se q ∈ ψ(M) é um valor regular de uma aplicação suave ψ :M −→ N, então

ψ−1(q) é uma subvariedade de M e dim(M) = dim(N) + dim(ψ−1(q)).

Definição 2.14. (Difeomorfismo) Uma aplicação f : M −→ N, entre as variedades M

e N, é um difeomorfismo se f é diferenciável, bijetiva e sua inversa f−1 : M −→ N é

diferenciável. A aplicação f é um difeomorfismo local em p ∈ M se existem vizinhanças

U de p e V de f(p) tais que f : U −→ V é um difeomorfismo.

Uma consequência imediata do teorema da função composta é que se f :M −→ N é um

difeomorfismo, então dfp : TpM −→ Tf(p)N é um isomorfismo para todo p ∈ M; em

particular as dimensões de M e N são iguais. Além disso, vale o teorema da aplicação

inversa:

Teorema 2.1. (Teorema da Aplicação Inversa) Seja f : M −→ N uma aplicação difer-

enciável e seja p ∈ M tal que dfp : TpM −→ Tf(p)N é um isomorfismo. Então f é um

difeomorfismo local em p.

Definição 2.15. (Variedade Orientável) SejaM uma variedade diferenciável. Diz-se que

M é orientável se M admite uma estrutura diferenciável {(Uα,ϕα)} tal que:

(i) para todo par α, β, com ϕα(Uα) ∩ ϕβ(Uβ) = W 6= ∅, a diferencial da mudança de

coordenadas ϕβ ◦ϕ−1
α tem determinante positivo.

Caso contrário, diz-se que M não é orientável. Se M é orientável, a escolha de uma

estrutura diferenciável satisfazendo (i) é chamada uma orientação de M e M é, então

dita estar orientada.

Duas estruturas diferenciáveis determinam a mesma orientação se a união delas ainda

satisfaz (i).

Obs 2.7. (a) Seja M uma variedade. Se M é orientável e conexa existem exatamente

duas orientações distintas em M.
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(b) Sejam agora M e N variedades diferenciáveis e f : M −→ N um difeomorfismo.

Verifica-se que M é orientável se, e somente se, N é orientável. Se, além disso,

M e N são conexas e estão orientadas, f induz uma orientação em N que pode ou

não coincidir com a orientação inicial de N. Se coincidir, diz-se que f preserva

orientação e, caso contrário, f reverte a orientação.

Exemplo 2.6. Seja M uma variedade. Se M pode ser coberta por duas vizinhanças

coordenadas V1 e V2 de modo que a interseção V1 ∩ V2 é conexa, então M é orientável.

Definição 2.16. (Seção de TM) Uma aplicação σ : M −→ TM tal que π ◦ σ = idM é

chamada uma seção de TM.

Identifica-seM com uma subvariedade de TM (a seção nula de TM). Isto é, (p, 0) ' p.

Definição 2.17. Diz-se que α : [a,b] ⊂ R −→M é uma curva diferenciável na variedade

M se α admite uma extensão α̂ : (a− ε,b+ ε) −→M diferenciável tal que α̂
∣∣
[a,b] = α.

Definição 2.18. Dada uma curva suave α : [a,b] ⊂ R −→ M, um campo de vetores

suave ao longo de α é uma aplicação suave

X : [a,b] −→ TM

que é um "levantamento"da curva α, isto é, se

π : TM −→ M

υ 7−→ π(υ) = p, υ ∈ TpM,

então (π ◦ X)(t) = α(t), ∀t, isto é, X(t) ∈ Tα(t)M, ∀t.

Definição 2.19. (Campo Suave) Seja U ⊂ M um aberto da variedade M. Um campo

(suave) de vetores sobre U é uma aplicação (suave) X : U −→ TM que é uma seção

suave de U em TM, isto é,

π ◦ X = id
∣∣
U.

Assim, um campo suave de vetores X em uma variedade diferenciável M é uma

correspondência suave que a cada ponto p ∈ M associa um vetor X(p) = Xp ∈ TpM.

Indicaremos por X(U) o conjunto dos campos de vetores suaves em U.
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O espaço dos campos vetoriais suaves sobre um aberto U ⊂ M, X(U), admite de

modo natural a estrutura de espaço vetorial real (de dimensão infinita) com as operações

naturais de soma e produto por escalar, isto é, (X + Y)(p) = Xp + Yp e (cX)(p) = cXp,

quaisquer que sejam X, Y ∈ X(U) e c ∈ R. De fato, X(U) é um C∞(U)-módulo sobre anel

das funções f ∈ C∞(U), isto é, X(U) tem uma estrutura linear quando tomamos como

"escalares"as funções f ∈ C∞(U).

Proposição 2.1. (Caracterização de campos suaves) Se X : M −→ TM é um campo de

vetores (não necessariamente suave), então são equivalentes as seguintes condições:

(C1) X ∈ X(M), isto é, X é um campo suave.

(C2) Dado um sistema local de coordenadas (U, (x1, ..., xn)) arbitrário em M, se

a1, ...,an : U ⊂M −→ R são funções tais que

X(p) =

n∑
i=1

ai
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

, ∀p ∈ U, (2.3)

então ai ∈ C∞(U).
(C3) Sempre que V ⊂M, V aberto, e f ∈ C∞(V), então Xf ∈ C∞(V), onde Xf : V −→ R

é dada por (Xf)(p) = X(p)(f) = Xp(f).

Demonstração: Vide [10].

Lema 2.1. (Colchete de Lie) Sejam X, Y ∈ X(M). Então existe um único campo vetorial

Z ∈ X(M) tal que, ∀f ∈ C∞(M), Zf = (XY − YX)f = X(Yf) − Y(Xf).

O campo vetorial Z dado pelo lema (2.1) é chamado o colchete de Lie de X e Y, e é

denotado por [X, Y] = XY − YX.

Proposição 2.2. Dados X, Y, Z ∈ X(M), a, b ∈ R, e f, g funções diferenciáveis em M,

tem-se

(a) [X, Y] = −[Y,X] (anticomutatividade),

(b) [aX+ bY,Z] = a[X,Z] + b[Y,Z],

(c) [[X, Y],Z] + [[Y,Z],X] + [[Z,X], Y] = 0 (identidade de Jacobi),
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(d) [fX,gY] = fg[X, Y] + (fX(g))Y − (gY(f))X.

Definição 2.20. (Campos φ-relacionados) Sejam M, N variedades, φ : M −→ N

uma aplicação suave, X ∈ X(M) e Y ∈ X(N). Diz-se que os campos X e Y são

φ-relacionados, se

dφp(Xp) =
(
Y ◦ φ

)
(p) = Y

(
φ(p)

)
= Yφ(p), ∀p ∈M.

Se X e Y são φ-relacionados escrevemos X
φ
∼ Y.

O lema seguinte é uma consequência direta da definição.

Lema 2.2. Sejam M, N variedades, φ : M −→ N uma aplicação suave, X ∈ X(M),

Y ∈ X(N). X e Y são φ-relacionados se, e somente se,

X(g ◦ φ) = (Yg) ◦ φ, ∀g ∈ C∞(N).

Demonstração:

De fato, dada g ∈ C∞(N), X(g ◦ φ) e (Yg) ◦ φ são funções (reais) suaves em M.

X(g◦φ) = (Yg)◦φ são iguais se, e somente se, dado p ∈M, X
(
g◦φ

)
(p) =

(
(Yg)◦φ

)
(p).

Daí, dado p ∈M,

X
(
g ◦ φ

)
(p) = Xp

(
g ◦ φ

)
=
(
dφp(Xp)

)
(g), e por outro lado(

(Yg) ◦ φ
)
(p) = Yφ(p)(g), ∀p ∈M, donde segue o resultado, ou seja X

φ
∼ Y.

Lema 2.3. Sejam φ :M −→ N uma aplicação suave, M e N variedades, X1, X2 ∈ X(M)

e Y1, Y2 ∈ X(N). Se X1
φ
∼ Y1 e X2

φ
∼ Y2, então [X1,X2]

φ
∼ [Y1, Y2].

Demonstração:

Basta mostrar que dφp
(
[X1,X2]p

)
= [Y1, Y2]φ(p), ∀p ∈M, onde [X1,X2](p) = [X1,X2]p.

De fato, dados p ∈M e f ∈ C∞(N,R), temos que

dφp
(
[X1,X2]p

)
(f) = [X1,X2]p(f ◦ φ) =

(
[X1,X2](f ◦ φ)

)
(p), ∀p ∈M,

isto é equivalente a,

[X1,X2](f ◦ φ) = X1
(
X2(f ◦ φ)

)
− X2

(
X1(f ◦ φ)

) lema2.2
= X1

(
(Y2f) ◦ φ

)
− X2

(
(Y1f) ◦ φ

)
= dφ(X1)(Y2f) − dφ(X2)(Y1f) = Y1(Y2f) − Y2(Y1f) = [Y1, Y2](f).

Portanto, dφp
(
[X1,X2]p

)
= [Y1, Y2]φ(p), ∀p ∈M.
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Lema 2.4. Sejam M, N variedades e φ : M −→ N um difeomorfismo. Para cada

X ∈ X(M) há um único campo de vetores dφ(X) ∈ X(N) que é φ-relacionado a X.

Demonstração:

De fato, como φ é um difeomorfismo, então dφp é um isomorfismo em cada p ∈ M.

Defina Y ∈ X(N) por Y = dφ(X) da seguinte maneira

Y : N −→ TN

q 7−→ Y(q) := dφp(Xp), ∀q = φ(p) ∈ N.

Como φ é um difeomorfismo, Y está bem definido.

Y = dφ(X) é suave, já que se g ∈ C∞(N), para cada q = φ(p), então

(Yg)(q) = Y(q)(g) = dφp(Xp)(g) = Xp(g ◦ φ)(p) = Xp(g ◦ φ)(φ−1(q)), portanto

Yg = X(g ◦ φ) ◦ φ−1 ∈ C∞(N,R). E por definição, X
φ
∼ Y.

O campo vetorial dφ(X) é chamado campo vetorial transportado de X.

Definição 2.21. Sejam M uma subvariedade de uma variedade N e X ∈ X(N). X é um

campo vetorial tangente a M desde que X(p) = Xp ∈ TpM,∀p ∈M (lembre que TpM

é considerado um subespaço de TpN).

Proposição 2.3. Sejam M uma subvariedade de uma variedade N, e X, Y ∈ X(N) são

tangentes a M . Então

(a) a restrição X
∣∣
M

de X a M é um campo suave em M, isto é, X
∣∣
M
∈ X(M).

(b) Além disso, [X, Y] é tangente a M e [X, Y]
∣∣
M

=
[
X
∣∣
M
, Y
∣∣
M

]
.

Demonstração: Vide [9].

Obs 2.8. (Novamente a variedade produto) Sejam Mn e Nk variedades e considere

a variedade produto M×N.

(a) As projeções canônicas

π :M×N −→M, π(p,q) = p;

σ :M×N −→ N, σ(p,q) = q
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são aplicações suaves, na realidade submersões.

(b) Uma aplicação φ : P −→M×N é suave se, e somente se, ambas π ◦ φ e σ ◦ φ são

suaves.

(c) Para cada (p,q) ∈M×N os subconjuntos

M× q = {(r,q) ∈M×N; r ∈M},

p×N = {(p, s) ∈M×N; s ∈ N}

são subvariedades mergulhadas de M×N, difeomorfas a M e N, respectivamente.

Com efeito, dados (p,q) ∈M×N, (U,ϕ) e (V ,ψ) sistemas locais de coordenadas

em torno de p ∈ M e q ∈ N, respectivamente, tem-se que
(
U × V ,φ

)
, com

φ(x,y) =
(
ϕ(x),ψ(y)

)
, x ∈ U, y ∈ V, é uma parametrização deM×N em (p,q).

Defina

qi : M −→ M× q ⊂M×N

x 7−→ qi(x) = (x,q).

A aplicação qi é suave, pois φ−1 ◦ qi ◦ ϕ : U ⊂ Rn −→ Rn+k é suave, com

(φ−1 ◦qi◦ϕ)(U) = U× {ψ−1(q)} ⊂ Rn+k. Assim, a aplicação qi é injetiva, e como

d(φ−1 ◦ qi ◦ ϕ) é injetiva, dqi é injetiva. De modo análogo, a aplicação inversa

(qi)
−1 : M × q ⊂ M ×N −→ M é suave. Portanto, qi : M × q ⊂ M ×N é uma

subevariedade mergulhada. Da mesma forma, p×N é uma subvariedade mergulhada

de M×N.

E ainda,

qπ := π
∣∣
M× q :M× q −→M, pσ := σ

∣∣
p×N : p×N −→ N

são difeomorfismos.

Por (c), os espaços tangentes

T(p,q)M ≡ T(p,q)(M× q) e T(p,q)N ≡ T(p,q)(p×N)

são subespaços do espaço tangente a M×N em (p,q).
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Lema 2.5. T(p,q)(M×N) é a soma direta dos seus subespaços T(p,q)M e T(p,q)N; isto é

cada elemento υ ∈ T(p,q)(M×N) tem uma única expressão como

υ = υ1 + υ2, onde υ1 ∈ T(p,q)M e υ2 ∈ T(p,q)N.

Demonstração:

Como T(p,q)M e T(p,q)N são subespaços vetoriais de T(p,q)(M × N) e,

dim
(
T(p,q)(M × N)

)
= dim(T(p,q)M) + dim(T(p,q)N) < ∞, basta mostrar que

T(p,q)M ∩ T(p,q)N = {0}, 0 ∈ T(p,q)(M×N). De fato,

π
∣∣
p×N é constante, logo dπ(p,q)(T(p,q)N) = 0. Mas, dπ(p,q)

∣∣∣∣
T(p,q)M

= d(qπ)p é um

isomorfismo em cada (p,q) ∈M×q. Daí, se existe υ ∈ T(p,q)M∩T(p,q)N,υ 6= 0, por um

lado dπ(υ) = 0, pois υ ∈ T(p,q)N e por outro dπ(υ) 6= 0, pois υ ∈ T(p,q)M, o que é um

absurdo. Logo, T(p,q)M∩ T(p,q)N = {0}, e portanto, T(p,q)(M×N) = T(p,q)M⊕ T(p,q)N.

Além disso, poderíamos ter usado σ ao invés de π na demonstração, concluindo que

T(p,q)M ⊂ ker(dσ) e T(p,q)N ⊂ ker(dπ). Assim, dado υ ∈ T(p,q)(M×N), υ = υ1 + υ2,

com dπ(υ) = υ1 e dσ(υ) = υ2.

Segue do lema (2.5) e da observação (2.8) que podemos fazer a seguinte identificação:

T(p,q)(M × N) = TpM ⊕ TqN. E ainda, seja v ∈ T(p,q)(M × N), v1 = dπ(v) ∈ TpM e

v2 = dσ(v) ∈ TqN. Se f ∈ C∞((M×N),R
)
, então

v(f) = v1(f ◦ qπ−1) + v2(f ◦ pσ−1). (2.4)

Para podermos relacionar propriedades geométricas de M × N com as correspondentes

propriedades das componentesM e N, uma noção fundamental é a de levantamento, que

definimos a seguir:

Definição 2.22. (Levantamento) Sejam Mn e Nk variedades e considere a variedade

produto M×N.

(a) Seja f ∈ C∞(M). O levantamento de f aM×N é definido por f̃ = f◦π ∈ C∞(M×N).

(b) Se v ∈ TpM e q ∈ N então o levantamento de v a (p,q) é o único vetor ṽ ∈ T(p,q)M

tal que dπ(ṽ) = v. Como ṽ ∈ T(p,q)M, dσ(ṽ) = 0.

(c) Se X ∈ X(M), o levantamento de X a M×N é o campo vetorial X̃ em M×N cujo

valor em cada ponto (p,q) ∈ M × N é o levantamento de Xp a (p,q). Assim,
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dπ(X̃(p,q)) =
(
X ◦ π

)
(p,q) = Xp e dσ(X̃(p,q)) = 0. O sistema de coordenadas

produto mostra que X̃ é suave. Portanto, o levantamento de X ∈ X(M) a M×N é

o único elemento de X(M×N) que é π-relacionado a X e σ-relacionado ao campo

vetorial nulo em N. E ainda, como dσ
∣∣∣∣
T(p,q)M

= 0, o levantamento X̃ de X ∈ X(M)

a M×N é constante em cada fibra p×N.

(d) O conjunto de todos os levantamentos X̃ de X ∈ X(M) é denotado por L(M) e tais

levantamentos são chamados horizontais.

(e) Funções, vetores tangentes, e campos de vetores em N são levantados para M × N

da mesma forma usando-se a projeção σ. O conjunto de todos os levantamentos Ỹ

de Y ∈ X(N) é denotado por L(N), tais levantamentos são chamados verticais e,

Ỹ ∈ X(M×N).

Obs 2.9. Sejam Mn, Nk variedades e considere a variedade produto M×N.

(a) L(M) e L(N) são subespaços de X(M × N) mas (exceto nos casos triviais) não

são invariantes sob a multiplicação por funções arbitrárias f ∈ C∞(M × N). Por

exemplo, em R2 o campo vetorial coordenado ∂x = ∂/∂x é o levantamento horizontal

do campo vetorial d/dx em R1 (como eixo x), mas y∂x não é um levantamento.

Contudo, se C∞(M)N é o anel das funções C∞(M × N) que são levantamento de

funções C∞(M), então L(M) é C∞(M)N-módulo.

(b) Se (U,ϕ) = (U, x1, . . . , xn) e (V ,ψ) = (V ,y1, . . . ,yk) são parametrizações de M e

N, respectivamente, então (U×V ,Φ) = (U×V , z1, . . . , zn+k) é uma parametrização

emM×N, com Φ : U×V ⊂ Rn+k −→M×N, Φ(x,y) =
(
ϕ(x),ψ(y)

)
, zi = xi◦π,

i = 1, . . . ,n, zn+j = yj ◦σ, j = 1, . . . ,k, π e σ são as projeções canônicas deM×N

sobre M e N, respectivamente. Temos que
{
∂
∂xi

∣∣
p
, i = 1, . . . ,n

}
é uma base para

TpM, para cada p ∈ ϕ(U) ,
{
∂
∂yj

∣∣
q
, j = 1, . . . ,k

}
é uma base para TqN, para cada

q ∈ ψ(V). Assim,
{
∂
∂zl

∣∣
(p,q), l = 1, . . . ,n+ k

}
é uma base para T(p,q)

(
M×N

)
para

cada (p,q) ∈ ϕ(U) × ψ(V) e, o campo coordenado ∂
∂zl

é dado, na parametrização

Φ, por ∂
∂zi

= ∂̃
∂xi

, i = 1, . . . ,n, ∂
∂zn+j

∣∣
(p,q) =

∂̃
∂yj

, j = 1, . . . ,k, onde ∂̃
∂xi
∈ L(M) é

o levantamento do campo ∂
∂xi

e ∂̃
∂yj
∈ L(N) é o levantamento de ∂

∂yj
.
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(c) Sejam X̃ ∈ L(M) e Φ : U × V −→Mn ×Nk um sistema local de coordenadas dado

como acima, então neste sistema, X̃ se escreve como

X̃(p,q) =
n∑
i=1

ai(p,q)
∂̃

∂xi
+

k∑
j=1

bj(p,q)
∂̃

∂yj

e X ∈ X(M) é o campo em M do qual X̃ é o levantamento, então no sistema

coordenado (U,ϕ) tem-se

X(p) =

n∑
i=1

Ai(p)
∂

∂xi
e dπ

(
∂̃

∂xi

∣∣∣∣
(p,q)

)
=

∂

∂xi

∣∣∣∣
p

.

Assim,

dπ(X̃) =

n∑
i=1

aidπ

(
∂̃

∂xi

)
+

k∑
j=1

bjdπ

(
∂̃

∂yj

)
=

n∑
i=1

ai(p,q)
∂

∂xi
=

= X =

n∑
i=1

Ai(p)
∂

∂xi
,

ou seja, ai(p,q) = Ai(p) = (Ai ◦ π)(p,q) e como X̃
σ
∼ 0, segue que

dσ(X̃) =

n∑
i=1

aidσ

(
∂̃

∂xi

)
+

k∑
j=1

bjdσ

(
∂̃

∂yj

)
=

k∑
j=1

bj(p,q)
∂

∂yj
= 0⇔

bj(p,q) ≡ 0,

pois a família
{
dσ
(
∂̃
∂yj

)
= ∂
∂yj

, j = 1, . . . ,k
}
é uma base para TqN para cada q ∈ N

na parametrização (V ,ψ). Portanto, X̃ ∈ L(M) é suave, isto é, X̃ ∈ X(M×N).

Corolário 2.1. Sejam M, N variedades e considere a variedade produto M ×N. Se X̃,

Ỹ ∈ L(M) e Ṽ ∈ L(N), então

(a) [X̃, Ỹ] = [X, Y]∼ ∈ L(M), e similarmente para L(N).

(b) [X̃, Ṽ] = 0, onde 0 ∈ X(M×N) é o campo nulo.

Demonstração:

(a) Devemos mostrar que [X̃, Ỹ]
π
∼ [X, Y] e [X̃, Ỹ]

σ
∼ [0, 0], onde 0 ∈ X(N) é o campo vetorial

nulo em N. De fato,

Como X̃, Ỹ ∈ L(M), então existem X, Y ∈ X(M) tais que X̃
π
∼ X, X̃

σ
∼ 0, Ỹ

π
∼ Y e

Ỹ
σ
∼ 0. Daí, pelo lema (2.3), [X̃, Ỹ]

π
∼ [X, Y] e [X̃, Ỹ]

σ
∼ 0. Portanto, dπ([X̃, Ỹ]) = [X, Y]

e dσ([X̃, Ỹ]) = [0, 0].
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(b) De modo análogo, como X̃ ∈ L(M) e Ṽ ∈ L(N), então existem X ∈ X(M) e V ∈ X(N)

tais que X̃
π
∼ X, X̃

σ
∼ 0 e Ṽ

π
∼ 0, Ṽ

σ
∼ V , onde 0 é o campo nulo em X(M) e X(N). Pelo

lema (2.3), [X̃, Ṽ]
π
∼ [X, 0] = 0, [X̃, Ṽ]

σ
∼ [0,V] = 0. O campo [X̃, Ṽ] ∈ X(M×N) em

cada ponto (p,q) ∈ (M×N) tem como componentes o vetor nulo (ou ainda, [X̃, Ṽ]

é o levantamento de 0 ∈ X(M) e também o levantamento de 0 ∈ X(N)), portanto,

pelo lema (2.5) [X̃, Ṽ] = 0 ∈ X(M×N).

2.2 Métricas Riemannianas

Definição 2.23. (Métrica Riemanniana) Uma métrica Riemanniana (ou estrutura

Riemanniana) em uma variedade diferenciável M é uma correspondência que associa

a cada ponto p ∈ M um produto interno 〈, 〉p no espaço tangente TpM, que varia

diferencialmente no seguinte sentido: se ϕ : U ⊂ Rn −→ M é um sistema local de

coordenadas em torno de p ∈ M, com ϕ(x) = ϕ(x1, x2, ..., xn) = q ∈ ϕ(U) onde

xi(q) = (ri ◦ ϕ−1)(q) = ri(ϕ
−1(q)) e

∂

∂xi

∣∣∣∣
q

(f) =
∂(f ◦ϕ)
∂ri

(ϕ−1(q)), ∀q ∈ ϕ(U),

então

〈
∂

∂xi

∣∣∣∣
q

,
∂

∂xj

∣∣∣∣
q

〉
q

= gij(q) é uma função diferenciável em ϕ(U).

gij : ϕ(U) ⊂M→ R, com gij(q) =

〈
∂

∂xi

∣∣∣∣
q

,
∂

∂xj

∣∣∣∣
q

〉
q

.

Proposição 2.4. Esta definição de métrica não depende da escolha do sistema local de

coordenadas, ou seja, a diferenciabilidade das funções gij não depende da escolha do

sistema local de coordenadas.

Obs 2.10. (a) Outra maneira de exprimir a diferenciabilidade da métrica Riemanniana

é dizer que para todo par X, Y de campos de vetores diferenciáveis em um aberto V

de M, a função 〈X, Y〉 é diferenciável em V.

(b) As funções gij são chamadas coeficientes da métrica Riemanniana no sistema local

de coordenadas ϕ : U ⊂M→ V ⊂ Rn.
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Definição 2.24. (Variedade Riemanniana) Uma variedade diferenciável com uma dada

métrica Riemanniana chama-se uma variedade Riemanniana.

Usando-se partição da unidade é possível provar que

Teorema 2.2. Toda variedade diferenciável admite uma métrica Riemanniana.

Definição 2.25. (Isometria) Sejam (M,gM) e (N,gn) variedades Riemannianas. Um

difeomorfismo f :M→ N é chamado uma isometria se:

(I1) gM
(
u, v
)
p
= gN

(
dfp(u),dfp(v)

)
f(p)

, para todo p ∈M, u,v ∈ TpM.

Definição 2.26. (Isometria Local) Sejam M e N variedades Riemannianas. Uma

aplicação diferenciável f : M → N é uma isometria local em p ∈ M se existe uma

vizinhança U ⊂M de p tal que f : U→ f(U) é um difeomorfismo satisfazendo (I1). Dize-

mos que a variedade Riemanniana M é localmente isométrica à variedade

Riemanninana N se para todo p ∈ M existe uma vizinhança Up ⊂ M de p e uma

isometria local f : U→ f(U) ⊂ N.

Exemplo 2.7. Seja M = Rn com ∂
∂xi

identificado com ei = (0, ..., 1, ..., 0). A métrica é

dada por 〈ei, ej〉 = δij. Rn é chamado espaço Euclidiano de dimensão n e a geometria

Riemanniana deste espaço é a geometria métrica Euclidiana.

Exemplo 2.8. (Variedades Imersas) Seja f : Mn −→ Nn+k uma imersão. Se N tem

uma estrutura Riemanniana, f induz uma estrutura Riemanniana em M por

〈u, v〉p = 〈dfp(u),dfp(v)〉f(p), ∀u, v ∈ TpM.

A métrica de M é chamada então a métrica induzida por f, e f torna-se, então, uma

imersão isométrica.
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Exemplo 2.9. (Métrica Riemanniana Produto) Sejam M e N variedades Riemannianas

e considere M × N com a estrutura diferenciável produto. Sejam π : M × N −→ M e

σ :M×N −→ N as projeções canônicas. Definimos a métrica Riemanniana produto em

M×N por:

〈
u, v
〉
(p,q) =

〈
dπ(u),dπ(v)

〉
p
+
〈
dσ(u),dσ(v)

〉
q
, ∀(p,q) ∈M×N, u, v ∈ T(p,q)(M×N).

A variedade produto munida com a métrica produto é chamada variedade Riemanniana

produto.

Obs 2.11. Na variedade Riemanniana produto M × N, dados X̃ ∈ L(M) e Ỹ ∈ L(N),

X̃ e Ỹ são campos ortogonais em (M × N), ou seja, 〈X̃, Ỹ〉 : M × N −→ R é a função

identicamente nula na métrica produto.

2.3 Conexões

Definição 2.27. (Conexão Afim) Uma connexão afim ∇ em uma variedade diferenciável

M é uma aplicação
∇ : X(M)× X(M) −→ X(M)

(X, Y) 7−→ ∇XY

satisfazendo as seguintes propriedades:

(C1) ∇fX+gYZ = f∇XZ+ g∇YZ,

(C2) ∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ

(C3) ∇X(fY) = f∇XY + X(f)Y,

onde X, Y, Z ∈ X(M) e f, g ∈ C∞(M).

Definição 2.28. (Conexão Compatível) Uma conexão ∇ em uma variedade

Riemanniana M é compatível com a métrica se e só se

X〈Y,Z〉 = 〈∇XY,Z〉+ 〈Y,∇XZ〉, ∀X, Y,Z ∈ X(M).



Capítulo 2. Noções Preliminares 26

Definição 2.29. (Conexão Simétrica) Uma conexão afim ∇ em uma variedade

diferenciável M é dita simétrica quando

∇XY −∇YX = [X, Y], ∀ X, Y ∈ X(M).

Em um sistema coordenado (U,ϕ), se Xi =
∂

∂xi
, o fato de ser ∇ simétrica implica que

para todo i, j = 1, 2, ...,n,

∇XiXj −∇XjXi = [Xi,Xj] = 0 (2.5)

o que justifica o nome adotado (observe que (2.5) é equivalente ao fato que Γij = Γji).

Se ∇ é uma conexão simétrica e compatível, então valem as identidades,

X〈Y,Z〉 = 〈∇XY,Z〉+ 〈Y,∇XZ〉,

Y〈Z,X〉 = 〈∇YZ,X〉+ 〈Z,∇YX〉,

Z〈X, Y〉 = 〈∇ZX, Y〉+ 〈X,∇ZY〉

calculando X〈Y,Z〉+ Y〈Z,X〉− Z〈X, Y〉, teremos, usando a simetria de ∇, que

X〈Y,Z〉+Y〈Z,X〉−Z〈X, Y〉 = 〈[X,Z], Y〉+〈[Y,Z],X〉+〈[X, Y],Z〉+2〈Z,∇YX〉, e portanto

2〈Z,∇YX〉 = X〈Y,Z〉+ Y〈Z,X〉− Z〈X, Y〉− 〈[X,Z], Y〉− 〈[Y,Z],X〉− 〈[X, Y],Z〉, (2.6)

que é conhecida como fórmula de Koszul.

Teorema 2.3. (Levi–Civita) Dada uma variedade Riemanniana M, com métrica

g = 〈, 〉, existe uma única conexão afim ∇ em M, denominada conexão de Levi-Civita,

ou conexão Riemanniana, satisfazendo as condições:

(a) ∇ é simétrica.

(b) ∇ é compatível com a métrica Riemanniana g.

Demonstração: A demonstração é simples. Faz uso da fórmula de Koszul e pode ser

encontrada em [6].

Sejam M uma variedade Riemanniana com métrica g = 〈, 〉, conexão Riemanniana ∇ e,

um sistema local de coordenadas (U,ϕ). Denominamos as funções Γkij definidas em U por
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∇XiXj =
∑
k

ΓkijXk de coeficientes da conexão ∇ em U ou os símbolos de Christoffel da

conexão. De (2.6) segue-se que∑
l

Γ lijglk =
1
2

{
∂

∂xi
gjk +

∂

∂xj
gki −

∂

∂xk
gij

}
,

onde gij = 〈Xi,Xj〉.

Como a matriz (gkm) admite uma inversa (gkm), teremos que

Γmij =
1
2

∑
k

{
∂

∂xi
gjk +

∂

∂xj
gki −

∂

∂xk
gij

}
gkm. (2.7)

A equação (2.7) é a expressão clássica dos símbolos de Christoffel da conexão

Riemanniana em termos dos gij. Assim, para o espaço euclidiano Rn, teremos Γkij = 0.

Proposição 2.5. (Conexão produto) Sejam M e N variedades Riemannianas, e con-

sidere a variedade Riemanniana produto M×N (isto é, com a métrica produto). Sejam
M∇ a conexão Riemanniana de M, N∇ a conexão Riemanniana de N e ∇̃ a conexão

Riemanniana de M ×N. Se X̃, Ỹ ∈ L(M) são os levantamentos de X, Y ∈ X(M) e Ṽ,

W̃ ∈ L(N) são os levantamentos de V, W ∈ X(N), então

(a) ∇̃X̃Ỹ é o levantamento de M∇XY ∈ X(M).

(b) ∇̃ṼW̃ é o levantamento de N∇VW ∈ X(N).

(c) ∇̃X̃Ṽ = 0 = ∇̃Ṽ X̃.

(d) A conexão Riemanniana ∇̃ de M×N é dada por

∇̃X̃+Ṽ(Ỹ + W̃) = M̃∇XY + Ñ∇VW.

Demonstração:

Os itens (a), (b) e (c) seguem diretamente de um cálculo direto usando-se a fórmula de

Koszul. O item (d) segue de (a), (b) e (c).

Proposição 2.6. Sejam M, N variedades Riemannianas, com M∇, N∇ suas respectivas

conexões Riemannianas. Se φ :M −→ N é uma isometria, então

dφ
(
M∇XY

)
= N∇dφ(X)dφ(Y), ∀ X, Y ∈ X(M).
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Demonstração:

Dados X, Y, Z ∈ X(M), pelo lema 2.4, existem e são únicos os campos (transportados)

X̃ := dφ(X), Ỹ := dφ(Y), Z̃ := dφ(Z) ∈ X(N) que são φ-relacionados a X, Y, Z,

respectivamente, tais que X̃(q) = dφp(Xp), Ỹ(q) = dφp(Yp), Z̃(q) = dφp(Zp), ∀q ∈

N, q = φ(p). Agora, como φ é uma isometria, dado p ∈M

〈X,Z〉M(p) = 〈X(p),Z(p)〉M = 〈dφp(Xp),dφp(Zp)〉N = 〈X̃
(
φ(p)

)
, Z̃
(
φ(p)

)
〉N =

=
(
〈X̃, Z̃〉N ◦ φ

)
(p).

Assim,

(
Y〈X,Z〉M

)
(p) = Yp

(
〈X,Z〉M

)
(p) = Yp

(
〈X̃, Z̃〉N ◦ φ

)
(p) =

= dφp(Yp)
(
〈X̃, Z̃〉N

) (
φ(p)

)
= Ỹ

(
φ(p)

) (
〈X̃, Z̃〉N

) (
φ(p)

)
.

Daí, Y〈X,Z〉M = Ỹ〈X̃, Z̃〉N e, da fórmula de Koszul segue o resultado.

2.4 Gradiente, Divergente, Laplaciano e Hessiano

Nesta secção serão provados alguns resultados básicos envolvendo o gradiente, o

Laplaciano de funções reais de classe C∞ definidas em M e, a divergência de campos

de vetores em M.

Definição 2.30. (Referencial Local Móvel) Sejam Mn uma variedade, p ∈ M e U uma

vizinhança de p onde é possível definir campos E1, ...,En ∈ X(M), de modo que em cada

q ∈ U, os vetores {Ei(q), i = 1, ...,n} formam uma base de TqM. Diremos, neste caso, que

{Ei, i = 1, ...,n} é um referencial móvel em U. Se o conjunto de campos E1, ...,En ∈ X(M)

são dois a dois ortonormais, isto é, formam uma base ortonormal de TqM para cada

q ∈ U, então dizemos que {Ei, i = 1, ...,n} é um referencial local ortonormal.

Definição 2.31. (Gradiente) Seja f :Mn −→ R uma função suave. O gradiente de f é

o campo vetorial suave ∇f ∈ X(M), defindo sobre M por

〈∇f,X〉 = X(f), (2.8)

para todo X ∈ X(M).



Capítulo 2. Noções Preliminares 29

É imediato, a partir da definição acima, que o gradiente de uma função suave é unicamente

determinado por (2.8). A existência é assegurada pela proposição a seguir.

Proposição 2.7. Seja f : Mn −→ R uma função suave e {e1, . . . , en} um referencial

ortonormal local em uma vizinhança aberta U ⊂M. Então, em U temos:

∇f =
n∑
j=1

ej(f)ej, (2.9)

e o segundo membro da igualdade acima independe do referencial ortonormal escolhido.

Além disso, quando Mn = Rn podemos tomar, para 1 6 i 6 n, ei = Ei, o i-ésimo campo

canônico em Rn. Desse modo,

∇f =
n∑
i=1

Ei(f)Ei =

n∑
i=1

∂f

∂xi
Ei =

(
∂f

∂x1
, . . . ,

∂f

∂xn

)
.

Portanto, nossa definição de gradiente de uma função concorda com a dada nos cursos

de Cálculo Diferencial e Integral para funções suaves f : Rn −→ R.

Demonstração:Vide [6].

Proposição 2.8. Se f,g :Mn −→ R são funções diferenciáveis (suaves), então

(a) ∇(f+ g) = ∇f+∇g.

(b) ∇(fg) = g∇f+ f∇g.

Demonstração:Vide [6].

Proposição 2.9. Seja f :Mn −→ R uma função diferenciável (suave). Dados p ∈M e

υ ∈ TpM, seja α : (−ε, ε) −→M uma curva suave tal que α(0) = p e α ′(0) = υ. Então

〈∇f,υ〉p =
d

dt
(f ◦ α)(t)

∣∣∣∣
t=0

= υ(f).

Demonstração:Vide [6].

Em um sistema local de coordenadas o campo gradiente pode ser reescrito da seguinte

forma:
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Proposição 2.10. Se f : M −→ R é uma função suave e U ⊂ M é uma vizinhança

coordenada, com campos coordenados ∂
∂x1

, . . . , ∂
∂xn

, então o gradiente de f é dado por

∇f =
n∑
i,j=1

gij
∂f

∂xj

∂

∂xi
.

Em particular, quando M = Rn tem-se que gij = δij são os coeficientes da métrica

euclidiana e

∇f =
n∑
i,j=1

δij
∂f

∂xj

∂

∂xi
=

n∑
i=1

∂f

∂xi

∂

∂xi
.

Demonstração:

Temos que os campos coordenados
{
∂

∂x1
, . . . ,

∂

∂xn

}
formam um referencial local em U.

Assim, podemos escrever

∇f =
n∑
i=1

ai
∂

∂xi
.

Então,
∂

∂xi
(f) =

∂f

∂xi
=
〈
∇f, ∂

∂xi

〉
=
〈 n∑
j=1

aj
∂

∂xj
,
∂

∂xi

〉
= ajgji

de maneira que

aj =

n∑
i=1

gij
∂f

∂xi
,

onde [gij] é a matriz inversa de [gij]. Portanto,

∇f =
n∑
i=1

ai
∂

∂xi
= ∇f =

n∑
i=1

(
n∑
j=1

gji
∂f

∂xj

)
∂

∂xi
.

Definição 2.32. (Divergente) Seja X um campo vetorial suave em Mn. A divergência

de X é a função suave em M dada por

divX : M −→ R

p 7−→ (divX)(p) = tr{υ 7−→ (∇υX)(p)}

onde υ ∈ TpM e tr denota o traço de operador linear entre chaves.

Dizemos que um referencial ortonormal {e1, . . . , en} em um aberto U ⊂ M é geodésico

em p ∈ U se (∇eiej)(p) = 0 para todos 1 6 i, j 6 n.
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Proposição 2.11. Seja X um campo suave em Mn e {e1, . . . , en} um referencial

ortonormal em uma vizinhança aberta U ⊂M. Se X =

n∑
i=1

aiei em U, então

divX =

n∑
i=1

(
ei(ai) − 〈∇eiei,X〉

)
. (2.10)

Em particular, se o referencial for geodésico em p ∈ U, então temos em p que

divX =

n∑
i=1

ei(ai).

Demonstração:

Pela definição de divergência de um campo vetorial, temos

divX =

n∑
i=1

〈∇eiX, ei〉 =
n∑
i=1

ei〈X, ei〉− 〈X,∇eiei〉 =

=

n∑
i=1

(
ei(ai) − 〈X,∇eiei〉

)
O resto segue da definição de referencial geodésico.

Obs 2.12. Para Mn = Rn e 1 6 i 6 n, podemos tomar ei = Ei, o i-ésimo campo

canônico em Rn. Como tais campos formam um referencial geodésico em cada ponto de

Rn, tem-se

divX =

n∑
i=1

Ei(ai) =

n∑
i=1

∂ai

∂xi
,

a qual concorda com a definição dada usualmente nos cursos de Cálculo Diferencial e

Integral para a divergência de um campo vetorial.

Proposição 2.12. Se X, Y são campos vetoriais suaves em Mn e f : Mn −→ R é uma

função suave, então

(a) div(X+ Y) = divX+ divY.

(b) div(fX) = fdivX+ 〈∇f,X〉.

Demonstração:Vide [6].

Para obter a expressão de divX em um sistema de coordenadas arbitrário, comecemos

com o seguinte:
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Lema 2.6. Seja X um campo vetorial suave sobre Mn e U ⊂ M uma vizinhança coor-

denada com campos coordenados ∂
∂x1

, . . . , ∂
∂xn

. Se X for dado em U por X =

n∑
i=1

ai
∂

∂xi
,

então a divergência de X é dado por

divX =

n∑
i=1

∂ai

∂xi
+

n∑
i,j=1

aiΓ
j
ij, (2.11)

onde os Γkij são os símbolos de Cristoffel da métrica de M em U e ai ∈ C∞(M),

i = 1, . . . ,n.

Demonstração: Seja X ∈ X(M). Note primeiro que para cada operador linear, associado

a cada p ∈M, dado por

S : TpM −→ TpM

υ 7−→ S(υ) = (∇υX)(p),

sendo os campos coordenados
{
∂

∂x1
, . . . ,

∂

∂xn

}
um referencial local em U, a i-ésima

coluna da matriz do operador S é dada por

∇ ∂
∂xi

X =

n∑
j=1

∇ ∂
∂xi

(
aj
∂

∂xj

)
=

n∑
j=1

(
aj∇ ∂

∂xi

∂

∂xj
+
∂aj

∂xi

∂

∂xj

)
=

=

n∑
j=1

(
aj

n∑
l=1

Γ lij
∂

∂xl
+
∂aj

∂xi

∂

∂xj

)
=

n∑
j,l=1

ajΓ
l
ij

∂

∂xl
+

n∑
j=1

∂aj

∂xi

∂

∂xj
=

=

n∑
l=1

(
n∑
j=1

ajΓ
l
ij +

∂al

∂xi

)
∂

∂xl
.

Portanto, desde que o traço de um operador linear é o traço da matriz que o representa

em qualquer base, segue que

divX =

n∑
i=1

∂ai

∂xi
+

n∑
i,j=1

aiΓ
j
ij.

Definição 2.33. (Laplaciano) SejamM uma variedade Riemanniana e f :M −→ R uma

função suave. O Laplaciano de f é a função ∆f :M −→ R dada por

∆f = div(∇f). (2.12)
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Proposição 2.13. Seja f : Mn −→ R uma função suave e {e1, . . . , en} um referencial

ortonormal em um aberto U ⊂M. Então

∆f =

n∑
i=1

(
ei(ei(f)) − (∇eiei)(f)

)
(2.13)

Em particular, se o referencial for geodésico em p ∈ U, então temos em p que

∆f =

n∑
i=1

ei(ei(f)).

Demonstração:

Pela proposição 2.7, temos que ∇f =
n∑
i=1

ei(f)ei. Agora, segue da definição de lapla-

ciano de uma função e da proposição 2.11 que

∆f = div(∇f) =
n∑
i=1

(
ei(ei(f)) − 〈∇eiei,∇f

〉) (2.8)
=

n∑
i=1

(
ei(ei(f)) − (∇eiei)(f)

)
.

Obs 2.13. Quando Mn = Rn, a definição dada acima para o laplaciano de uma função

suave também concorda com a definição usual do Cálculo Diferencial e Integral para o

laplaciano de uma função suave f : Rn −→ R. De fato, neste caso podemos tomar ei = Ei,

os campos coordenados canônicos de Rn, os quais formam um referencial geodésico em

cada ponto de Rn. Portanto, segue da proposição anterior que

∆f =

n∑
i=1

Ei
(
Ei(f)

)
=

n∑
i=1

∂2f

∂x2
i

.

Definição 2.34. (Função Harmônica) Sejam M uma variedade e f : M −→ R uma

função suave. A função f é harmônica quando o Laplaciano de f é identicamente nulo,

isto é, ∆f = 0.

Definição 2.35. (Autofunção do Laplaciano) Sejam M uma variedade e f : M −→ R

uma função suave. A função f é uma autofunção do Laplaciano de f, com autovalor c,

quando existe c ∈ R, c > 0, tal que ∆f = cf.
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Definição 2.36. (Hessiano) Seja f :M −→ R uma função suave. O Hessiano de f em

p ∈M é o operador linear
(
Hess f

)
p
: TpM −→ TpM, dado por

(
Hess f

)
p
(υ) = ∇υ∇f.

Segue das propriedades da conexão Riemanniana que se X ∈ X(M) é qualquer extensão

de υ em uma vizinhança de p ∈M, então

(
Hess f

)
p
(υ) =

(
∇X∇f

)
(p).

Proposição 2.14. Se f : M −→ R é uma função suave e p ∈ M, então(
Hess f

)
p
: TpM −→ TpM é um operador linear auto-adjunto.

Demonstração:Vide [6].

Proposição 2.15. Se f :M −→ é uma função suave, então

∆f = tr
(
Hess f

)
. (2.14)

Demonstração: É suficiente provar a igualdade do enunciado em cada p ∈ M, pois o

∆f = div(∇f) e o div(∇f) é uma função real em M. Para tanto, seja U ⊂ M uma

vizinhança de p onde esteja definido um referencial móvel {e1, ..., en}. Então,

tr
(
Hess f

)
p
= 〈
(
Hess f

)
p
(ei), ei〉 = 〈

(
∇ei∇f

)
, ei〉p =

= div
(
∇f
)
(p) = ∆f(p).

O resultado acima nos permite estabelecer uma fórmula simples para o Laplaciano de

uma função suave f : Mn −→ R em termos dos símbolos de Christoffel associados a um

sistema de coordenadas em M, conforme ensina a seguinte

Proposição 2.16. Se f : Mn −→ R é uma função suave e U ⊂ M é uma vizinhança

coordenada, então temos em U que

∆f =

n∑
i,j=1

gij

(
∂2f

∂xi∂xj
−

n∑
k=1

Γkij
∂f

∂xk

)
.
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Demonstração:Vide [6].

Obs 2.14. Quando Mn = Rn e
∂

∂xi
= Ei, a base canônica do Rn, segue da proposição

acima que

〈(
Hess f

)
(Ei),Ej

〉
=

∂2f

∂xi∂xj
−

n∑
k=1

Γkij
∂f

∂xk
=

∂2f

∂xi∂xj
.

De outro modo, a matriz de Hess f com respeito à base canônica {E1, . . . ,En} tem entrada[(
Hess f

)
ij

]
=
(

∂2f
∂xi∂xj

)
i,j
, i, j = 1, . . . ,n, o que concorda com a definição dada nos

cursos de Cálculo Diferencial e Integral da matriz Hessiana de uma função f.

A observação acima sugere que a forma bilinear simétrica(
X, Y

)
7−→ Hess f

(
X, Y

)
= 〈Hess f(X), Y〉 = 〈∇X∇f, Y〉 =

= X〈∇f, Y〉− 〈∇f,∇XY〉 = X
(
Y(f)

)
−
(
∇XY

)
(f),

denominada a forma Hesiana de f, seja a generalização correta, em geometria Rieman-

niana, da definição usual dada no Cálculo Diferencial e Integral para a forma Hessiana de

uma função f : Rn −→ R. E este é de fato o caso.

2.5 Curvaturas

Nesta secção relembraremos as definições e propriedades básicas a respeito das cur-

vaturas seccional, escalar e de Ricci. E ainda, observaremos que tais curvaturas tem

comportamento tensorial.

Definição 2.37. (Tensor em Variedade) Um tensor T (suave) de ordem (r, s) em uma

variedade Riemanniana M é um tensor sobre o C∞(M)-módulo X(M), ou seja, é uma

aplicação multilinear suave

T : X∗(M)× . . .× X∗(M)︸ ︷︷ ︸
r fatores

×X(M)× . . .× X(M)︸ ︷︷ ︸
s fatores

−→ C∞(M),

onde X∗(M) é o dual de X(M).

Isto quer dizer que, dados θ1, . . . , θr ∈ X∗(M) Y1, . . . ,Ys ∈ X(M), T(θ1, . . . , θr,

Y1, . . . ,Ys) é uma função diferenciável em M, e que T é C∞(M)-linear em cada argu-

mento.
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O conjunto Trs(M) de todos os tensores de ordem (r, s) em uma variedade Riemanniana

M é um C∞-módulo. No caso em que r = s = 0, um tensor de ordem (0, 0) em M é

exatamente uma função f ∈ C∞(M). Tensores do tipo (0, s) são chamados de covariantes,

enquanto tensores do tipo (r, 0), com r > 1, são chamados contravaiantes. Além disso, o

fato essencial é que quando calculamos T obtendo a função T(θ1, . . . , θr, Y1, . . . ,Ys), o valor

dessa função em um ponto p ∈ M depende apenas dos valores das 1-formas θ1, . . . , θr e

dos campos Y1, . . . ,Ys em p e independe do comportamento local de θ1, . . . , θr e Y1, . . . ,Ys.

Formalmente:

Lema 2.7. Seja p ∈ M e T ∈ Trs(M). Se θ1, . . . , θr ∈ X∗(M), θ1, . . . , θr ∈ X∗(M),

Y1, . . . ,Ys ∈ X(M) e Y1, . . . ,Ys ∈ X(M) são tais que θi(p) = θi(p), Yj(p) = Yj(p), com

1 6 i 6 r e 1 6 j 6 s, então

T(θ1, . . . , θr, Y1, . . . ,Ys)(p) = T(θ1, . . . , θr, Y1, . . . ,Ys)(p).

Demonstração: Vide [9].

Obs 2.15. Se T : X(M)× . . .× X(M)︸ ︷︷ ︸
s fatores

−→ X(M) é C∞-multilinear, defina T :

X∗(M)× X(M)× . . .× X(M)︸ ︷︷ ︸
s fatores

−→ C∞(M) por

T(θ, Y1, . . . ,Ys) = θ
(
T(Y1, . . . ,Ys)

)
.

Evidentemente, T é C∞-multilinear, portanto é um (1, s) tensor em M. Dessa forma,

consideraremos o próprio T como um tensor em M, pois ele está associado a um tensor

de ordem (1, s), ou (0, s+1), no caso deM ser uma variedade Riemanniana, pois a métrica

Riemanniana faz corresponder a cada X ∈ X(M) um único elemento de θ ∈ X∗(M) dado

por θ(Y) = 〈X, Y〉, isto é, θ
(
T(Y1, . . . ,Ys)

)
= 〈X, T(Y1, . . . ,Ys)〉.

Definição 2.38. (Curvatura) O tensor de curvatura R de uma variedade Riemanni-

ana M é uma correspondência que associa a cada par X, Y ∈ X(M) uma aplicação

R(X, Y) : X(M) −→ X(M) dada por

R(X, Y)Z = ∇Y∇XZ−∇X∇YZ+∇[X,Y]Z, ∀Z ∈ X(M),

onde ∇ é a conexão Riemanniana de M.
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Observe que se M = Rn, então R(X, Y)Z = 0 para todo X, Y, Z ∈ X(Rn).

Em termos de um sistema de coordenadas (U, x1, ..., xn) em torno de p ∈ M. Seja

Xi =
∂
∂xi

. Como [Xi,Xj] = 0, obteremos

R(Xi,Xj)Xk = ∇Xj∇XiXk −∇Xi∇XjXk.

E ainda, ∇XiXk =
∑
l

Γ likXl e ∇XjXk =
∑
l

Γ ljkXl. Daí,

R(Xi,Xj)Xk = ∇Xj∇XiXk −∇Xi∇XjXk =
∑
l

∇XjΓ likXl −
∑
l

∇XiΓ ljkXl =

=
∑
l

[
Xj(Γ

l
ik)Xl + Γ

l
ik∇XjXl

]
−
∑
l

[
Xi(Γ

l
jk)Xl + Γ

l
jk∇XiXl

]
=

=
∑
l

[
Xj(Γ

l
ik)Xl + Γ

l
ik

∑
s

ΓsjlXs − Xi(Γ
l
jk)Xl − Γ

l
jk

∑
s

ΓsilXs

]
=

=
∑
s

[
∂

∂xj
(Γsik) −

∂

∂xi
(Γsjk) +

∑
l

(
Γ likΓ

s
jl − Γ

l
jkΓ

s
il

)]
Xs.

Proposição 2.17. O tensor de curvatura R de uma variedade Riemanniana goza das

seguintes propriedades:

(i) R é C∞(M)-bilinear em X(M)× X(M), isto é,

R(fX1 + gX2, Y1) = fR(X1, Y1) + gR(X2, Y1),

R(X1, fY1 + gY2) = fR(X1, Y1) + gR(X1, Y2),

f, g ∈ C∞(M), X1, X2, Y1, Y2 ∈ X(M).

(ii) Para todo par X, Y ∈ X(M), o operador curvatura R(X, Y) : X(M) −→ X(M) é

C∞(M)-linear, isto é,

R(X, Y)(Z+W) = R(X, Y)Z+ R(X, Y)W,

R(X, Y)(fZ) = fR(X, Y)Z,

f ∈ C∞(M), Z, W ∈ X(M).

(iii) Vale a Primeira Identidade de Bianchi.

R(X, Y)Z+ R(Y,Z)X+ R(Z,X)Y = 0. (2.15)
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(iv) Para todo X, Y, Z, T ∈ X(M) valem as seguintes proppriedades de simetria:

(a) 〈R(X, Y)Z, T〉+ 〈R(Y,Z)X, T〉+ 〈R(Z,X)Y, T〉 = 0

(b) 〈R(X, Y)Z, T〉 = −〈R(Y,X)Z, T〉

(c) 〈R(X, Y)Z, T〉 = −〈R(X, Y)T ,Z〉

(d) 〈R(X, Y)Z, T〉 = 〈R(Z, T)X, Y〉.

Demonstração: Vide [6].

Consequetemente, obtemos que o tensor de curvatura é, de fato, tensorial (linear em

cada entrada e não depende localmente dos campos, mas apenas do valor dos campos no

ponto).

Definição 2.39. (Curvatura Seccional) Dado um ponto p ∈ M e um subespaço

bi-dimensional σ ⊂ TpM o número real

K(σ) = K(x,y) =
〈R(x,y)x,y〉

|x∧ y|2
,

onde {x,y} é uma base qualquer de σ e | x ∧ y |2= 〈x, x〉〈y,y〉 − 〈x,y〉2 é a área do

paralelogramo determinado por x e y, é chamado curvatura seccional de σ em p (verifica-

se que K(σ) não depende da escolha dos vetores x,y ∈ σ). Podemos denotar a curvatura

seccional também por K(x∧ y).

Além do fato de que a curvatura seccional tem interessantes interpretações geométricas,

sua importância provém do fato de que o conhecimento de K(σ), para todo σ, determina

completamente a curvatura R. Isto é um fato puramente algébrico:

Lema 2.8. Seja V um espaço vetorial de dimensão n > 2, munido de um produto interno

〈, 〉. Sejam R : V ×V ×V −→ V e R ′ : V ×V ×V −→ V aplicações tri-lineares tais que as

condições (iii), iv-(a), iv-(b), iv-(c) e iv-(d) da proposição (2.17) sejam satisfeitas para

〈R(x,y)z, t〉, 〈R ′(x,y)z, t〉.

Se x, y são dois vetores linearmente independentes, escrevamos,

K(σ) =
〈R(x,y)x,y〉

|x∧ y|2
, K ′(σ) =

〈R ′(x,y)x,y〉
|x∧ y|2

,
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onde σ é o subespaço bi-dimensional gerado por x e y. Se para todo σ ⊂ V, K(σ) = K ′(σ),

então R = R ′.

Demonstração: Vide [6].

As variedades Riemannianas de curvatura seccional constante desempenham um papel

fundamental no desenvolvimento da Geometria Riemanniana, por possuirem uma geome-

tria relativamente simples e bem conhecidas, servem como espaços modelo para geometria

de comparação e, construções geométricas com tais espaços são menos complicadas de

serem feitas do que quando se considera variáveis abstratas quaisquer.

Lema 2.9. Sejam M uma variedade Riemanniana e p ∈ M. Defina uma aplicação

trilinear R ′ : TpM× TpM× TpM −→ TpM por

〈R ′(X, Y)W,Z〉 = 〈X,W〉〈Y,Z〉− 〈Y,W〉〈X,Z〉 =
〈
〈X,W〉Y − 〈Y,W〉X,Z

〉
,

para todo X, Y, W, Z ∈ TpM. Então M tem curvatura seccional constante igual a K0 se,

e somente se, R = K0R
′, onde R é a curvatura de M, e R ′(X, Y)W = 〈X,W〉Y − 〈Y,W〉X.

Definição 2.40. (Curvatura Ricci) Sejam M uma variedade Riemanniana, p ∈ M, x

um vetor unitário em TpM e {z1, . . . , zn−1, zn = x} uma base ortonormal de TpM. A

curvatura Ricci de M na direção x em p é definida por

Ricp(x) =

n−1∑
j=1

〈R(x, zj)x, zj〉 =
n∑
j=1

〈R(x, zj)x, zj〉. (2.16)

Definição 2.41. (Curvatura Escalar) Sejam M uma variedade Riemanniana, p ∈ M

e {z1, . . . , zn−1, zn} uma base ortonormal de TpM. A curvatura escalar de M em p é

definida por

τ(p) =

n∑
i=1

Ricp(zi) =

n∑
i=1

[
n∑
j=1

〈R(ei, ej)ei, ej〉

]
= 2

n∑
i,j=1
i<j

〈R(ei, ej)ei, ej〉 = 2
n∑
i,j=1
i<j

K(ei∧ej).

(2.17)

A curvatura Ricci e a curvatura escalar não dependem da escolha das correspondentes

bases ortonormais.
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Exemplo 2.10. (Tensor Curvatura) O tensor curvatura de uma variedade Riemanniana

R : X(M)× X(M)× X(M)× X(M) −→ C∞(M)

definido por

R(X, Y,Z,W) = 〈R(X, Y)Z,W〉

é um tensor covariante de ordem 4.

Exemplo 2.11. (Tensor métrico) Uma métrica Riemanniana em uma variedade M, é

um tensor de ordem 2 G : X(M) × X(M) −→ C∞(M) definido por G(X, Y) = 〈X, Y〉, X,

Y ∈ X(M).

Exemplo 2.12. (Conexão) O operador T definido por:

T : X(M)× X(M)× X(M) −→ C∞(M)

(X, Y,Z) 7−→ T(X, Y,Z) = 〈∇XY,Z〉,

não é um tensor, pois ∇ não é C∞(M)-linear em relação ao argumento Y.

Definição 2.42. (Tensor de Ricci) Sejam M uma variedade Riemanniana. Dados X,

Y ∈ X(M) o tensor de Ricci é definido por

Ric(X, Y)(p) = tr
{
z 7−→

(
R(X, z)Y

)
(p)
}
,

ou se {E1, . . . ,En} é um referencial ortonormal local

Ric(X, Y) =
n∑
i=1

〈R(X,Ei)Y,Ei〉.

Definição 2.43. (Derivada covariante de tensor) Seja T um tensor covariante de ordem

r. A diferencial covariante ∇T de T é um tensor de ordem r+ 1 dada por

∇T(Y1, . . . ,Yr,Z) = Z(T(Y1, . . . ,Yr) − T(∇ZY1, Y2, . . . ,Yr) − . . .− T(Y1, . . . ,Yr−1,∇ZYr).

Para cada Z ∈ X(M), a derivada covariante ∇ZT de T em relação a Z é um tensor

de ordem r dado por

∇ZT = ∇T(Y1, . . . ,Yr,Z).
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Definição 2.44. (Pullback de Tensor ) Seja φ :M −→ N uma aplicação suave entre as

variedades Riemannianas M e N. Se T é um tensor covariante de ordem r em N com

r > 1 definimos o tensor φ∗T em M por

(φ∗T)(v1, . . . , vr) = Tφ(p)(dφ(v1), . . . ,dφ(vr))

para todo vi ∈ TpM, i = 1, . . . , r, p ∈M. O tensor φ∗T é chamado o pullback de T por

φ.

Exemplo 2.13. (Variedades Imersas) Seja f : Mn −→ Nn+k uma imersão. Se N tem

uma estrutura Riemanniana, f induz uma estrutura Riemanniana em M por

gM
(
u, v
)
p
= gN

(
dfp(u),dfp(v)

)
f(p)

, ∀ p ∈M, ∀u, v ∈ TpM.

Com a notação de pullback temos:

gM
(
u, v
)
p
= gN

(
dfp(u),dfp(v)

)
f(p)

= f∗
(
gN
)(
u, v
)
, ∀ u, v ∈ TpM,

ou ainda, gM = f∗(gN).

Definição 2.45. (Homotetia) Sejam M e N variedades Riemannianas. Um difeomor-

fismo φ :M −→ N é chamado de homotetia de coeficiente c se

φ∗(gN) = cgM, isto é, gM =
1
c
φ∗(gN), com c > 0.

Portanto, 〈dφp(u),dφp(v)〉Nφ(p) = c〈u, v〉Mp , para todo u, v ∈ TpM, p ∈ M. Ou

ainda, c〈u, v〉Mp = 〈dφp(u),dφp(v)〉Nφ(p).
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Proposição 2.18. Homotetias preservam conexão de Levi-Civita.

Demonstração:

Dados X, Y, Z ∈ X(M), pelo lema 2.4, existem e são únicos os campos (transportados)

X̃ := dφ(X), Ỹ := dφ(Y), Z̃ := dφ(Z) ∈ X(N) que são φ-relacionados a X, Y, Z,

respectivamente, tais que X̃(q) = dφp(Xp), Ỹ(q) = dφp(Yp), Z̃(q) = dφp(Zp), ∀q ∈

N, q = φ(p). Agora, como φ é uma homotetia, dado p ∈M

〈X,Z〉M(p) = 〈X(p),Z(p)〉M =
1
c
〈dφp(Xp),dφp(Zp)〉N =

1
c
〈X̃
(
φ(p)

)
, Z̃
(
φ(p)

)
〉N =

=
1
c

(
〈X̃, Z̃〉N ◦ φ

)
(p).

Assim,

(
Y〈X,Z〉M

)
(p) = Yp

(
〈X,Z〉M

)
(p) = Yp

[
1
c

(
〈X̃, Z̃〉N ◦ φ

)]
(p) =

= Yp

(
1
c

)
+

1
c
Yp

(
〈X̃, Z̃〉N ◦ φ

)
(p) =

1
c
dφp(Yp)

(
〈X̃, Z̃〉N

) (
φ(p)

)
=

=
1
c
Ỹ
(
φ(p)

) (
〈X̃, Z̃〉N

) (
φ(p)

)
.

Daí, Y〈X,Z〉M =
1
c
Ỹ〈X̃, Z̃〉N e, da fórmula de Koszul segue o resultado.

Proposição 2.19. (Curvatura num produto) Sejam M e N variedades Riemannianas,

e considere a variedade produto Riemanniana M ×N. Sejam R, MR, NR as respectivas

curvaturas de M × N, M e N. Se X̃, Ỹ, Z̃ ∈ L(M) são os levantamentos de X, Y,

Z ∈ X(M) e Ũ, Ṽ, W̃ ∈ L(N) são os levantamentos de U, V, W ∈ X(N), então

(a) R(X̃, Ỹ)Z̃ é o levantamento de MR(X, Y)Z ∈ X(M).

(b) R(Ũ, Ṽ)W̃ é o levantamento de NR(U,V)W ∈ X(N).

(c) R é zero em qualquer outro caso.

Esta proposição será provada num contexto mais geral e no capítulo de produtos

torcido.
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2.6 Imersões

2.6.1 A segunda forma fundamental

Seja
(
M
n+m=k

, 〈, 〉,∇
)
uma variedade Riemanniana com métrica 〈, 〉 e conexão rie-

manniana ∇. Seja Mn uma variedade n-dimensional e f : Mn −→ M
k
uma imersão.

Nestas condições, a métrica Riemanniana de M induz de maneira natural uma métrica

Riemanniana em M através da definição

〈u, v〉p = 〈dfp(u),dfp(v)〉f(p), ∀p ∈M, ∀u, v ∈ TpM,

e dessa forma, a aplicação f é uma imersão isométrica.

Dado p ∈ M, existe uma vizinhança U ⊂ M de p tal que f(U) ⊂ M é uma

subvariedade de M. Portanto existem uma vizinhança U de f(p) e um difeomorfismo

Φ : U −→ V ⊂ Rk em um aberto V do Rk, tais que Φ aplica difeomorficamente f(U)∩U

em um aberto do subespaço Rn ⊂ Rk. Identificaremos U com f(U) e cada vetor v ∈ TqM,

q ∈ U, com o vetor dfq(v) ∈ Tf(q)M. Assim, para cada p ∈ M, o produto interno em

TpM decompõe TpM na soma direta

TpM = TpM⊕ (TpM)⊥,

onde (TpM)⊥ é o complemento ortogonal de TpM em TpM. Se v ∈ TpM, p ∈M, podemos

escrever

v = vT + v⊥, vT ∈ TpM, v⊥ ∈ (TpM)⊥.

Denominamos vT a componente tangencial de v e v⊥ a componente normal de v. Além

disso, usando o difeomorfismo Φ podemos estender localmente campos de vetores X, Y de

M definidos em f(U) ∩U, a campos de vetores X, Y definidos em U tal que

X|U = X.

A conexão Riemanniana de M será indicada por ∇. Se X e Y são campos locais de

vetores em M e X, Y são extensões locais a M, definimos:

∇XY =
(
∇XY

)T
.

Lema 2.10. A conexão Riemanniana em M relativa à métrica induzida de M por f, é

∇, definida acima e, independe das extensões X e Y.
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Demonstração: Vide [6].

Definição 2.46. (Campo Normal) Sejam f : M −→ M uma imersão isométrica,

U ⊂ M uma vizinhança de p ∈ M tal que f(U) ⊂ M é uma subvariedade de M e

X ∈ X(U) um campo local em M, com U ⊂ M aberto e f(U) ⊂ U. O campo X diz-se

normal a M se X(p) = Xp ∈ (TpM)⊥.

Dessa forma, se X e Y são campos locais em M

h(X, Y) = ∇XY −∇XY (2.18)

é um campo local em M normal a M.

Obs 2.16. Por [6], temos que:

(a) h(X, Y) não depende das extensões X, Y. Portanto h(X, Y) está bem definida.

(b) Indicaremos por X(U)⊥ o espaço dos campos de vetores difrenciáveis em U normais

a U.

Proposição 2.20. Se X, Y ∈ X(U), a aplicação h : X(U)× X(U) −→ X(U)⊥ dada por

h(X, Y) = ∇XY −∇XY

é bilinear e simétrica.

Demonstração: Vide [6].

Exprimindo h em um sistema de coordenadas, verifica-se que o valor de h(X, Y)(p) de-

pende apenas de X(p) e de Y(p) (h é tensorial).

Agora podemos definir a segunda forma fundamental. Sejam p ∈ M e η ∈ (TpM)⊥.

A aplicação Hη : TpM× TpM −→ R dada por

Hη(x,y) = 〈h(x,y),η〉, x,y ∈ TpM, (2.19)

é, pela proposição (2.20), uma forma bilinear e simétrica.
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Definição 2.47. Seja p ∈ M e η ∈ (TpM)⊥. A forma quadrática IIη definida em TpM

por

IIη(x) = Hη(x, x) = 〈h(x, x),η〉 (2.20)

é chamada a segunda forma fundamental de f em p segundo o vetor normal η.

Obs 2.17. (a) Às vezes se utiliza também a expressão segunda forma fundamental

para designar a aplicação h que em cada p ∈M é uma aplicação bilinear, simétrica,

tomando valores em (TpM)⊥.

(b) Associada à aplicação Hη temos a aplicação linear auto-adjunta Aη : TpM −→ TpM

definida por

〈Aη(x),y〉 = Hη(x,y) = 〈h(x,y),η〉.

onde x, y ∈ TpM. O operador Aη é chamado de operador forma.

Proposição 2.21. Seja p ∈M, x ∈ TpM e η ∈ (TpM)⊥. Seja N uma extensão local de

η normal a M. Então

Aη(x) = −
(
∇xN

)> .

Demonstração:Vide [6].

Considerando o caso particular em que a codimensão da imersão é 1, ou seja,

f : Mn −→ M
n+1

é uma imersão isométrica; f(M) ⊂ M é então denominada uma

hipersuperfície.

Sejam f(M) ⊂ M uma hipersuperfície, p ∈ M e η ∈ (TpM)⊥, |η| = 1. Como Aη :

TpM −→ TpM é auto-ajunta, existe uma base ortonormal de {e1, ..., en} de TpM formada

por autovetores com autovalores associados λ1, ..., λn, isto é, Aη(ei) = λiei, 1 6 i 6 n.

Supondo queM eM são orientáveis e estão orientadas então o vetor η fica univocamente

determinado se exigirmos que sendo {e1, ..., en} uma base na orientação deM, {e1, ..., en,η}

é uma base na orientção de M. Neste caso, denominamos os ei direções principais e os

λi = ki curvaturas principais da imersão f. O operador forma A = Aη é chamado de

operador de Weingarten associado à segunda forma fundamental. Nesse caso, vale a

igualdade Aη(x) = −
(
∇xN

)>
= −

(
∇xN

)
(Basta usar o fato de que |η| = 〈N,N〉 = 1 e

derivar a função 〈N,N〉 = 1 na direção do campo X.
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As funções simétricas de λ1, ..., λn são as invariantes da imersão. Por exemplo: det(Aη) =

λ1...λn é denominada a curvatura de Gauss-Kronecker de f e 1
n
tr(Aη) =

1
n
(λ1 + ...+ λn)

é denominada a curvatura média de f.

Exemplo 2.14. Um caso importante ocorre quando M = Rn+1. Nesse caso, podemos

dar uma interpretação geométrica interessante de Aη. Inicialmente, seja N uma extensão

local de η, unitária e normal a M. Seja Sn = {x ∈ Rn+1; ||x|| = 1} a esfera unitária de

Rn+1 e defina a aplicação normal de Gauss, g : Mn −→ Sn, transladando a origem do

campo N para a origem do Rn+1 e fazendo

g(q) = ponto final do transladado de N(q).

Como TqM e Tg(q)
(
Sn1
)
são paralelos, podemos identificá-los, e dgq : TqM −→ TqM é

dada por

dgq(υ) =
d

dt

(
N ◦ c(t)

)
t=0 = ∇υN =

(
∇υN

)T
= −Aη(υ),

onde c : (−ε, ε) −→ M é uma curva com c(0) = q, c ′(0) = υ. Segue-se que −Aη é a

derivada da aplicação normal de Gauss.

Relacionaremos agora a curvatura de M com a curvatura de M e as segundas formas

fundamentais. Se x, y ∈ TpM ⊂ TpM, são linearmente independentes, indicaremos por

K(x,y) e K(x,y) as curvaturas seccionais de M e M, respectivamente, no plano gerado

por x e y.

Teorema 2.4. (Teorema de Gauss) Sejam f : Mn −→ M
n+m

uma imersão isométrica,

p ∈M e x, y vetores ortonormais de TpM. Então

K(x,y) − K(x,y) =
〈
h(x, x),h(y,y)

〉
− |h(x,y)|2. (2.21)

Obs 2.18. (a) No caso de hipersuperfície f : Mn −→ M
n+1

, a fórmula de Gauss dada

em
(
2.21

)
admite uma expressão mais simples. Sejam p ∈M e η ∈ (TpM)⊥, |η| = 1.

Seja {e1, ..., en,η} é uma base ortonormal de TpM para a qual Aη = A é diagonal,

isto é, A(ei) = λiei, i = 1, ...,n, onde λ1, ..., λn são os valores próprios de A.

Então, H(ei, ei) = λi e H(ei, ej) = 0, se i 6= j. Portanto,
(
2.21

)
se escreve

K(ei, ej) − K(ei, ej) = λiλj. (2.22)
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(b) No caso em queM =M2 ⊂ R3, o produto λ1λ2 das curvaturas principais é conhecido

como a curvatura Gaussiana da superfície. Neste caso, a observação acima mostra

que a curvatura Gaussiana coincide com a curvatura seccional em uma superfície,

e implica o famoso Teorema Egregium de Gauss, o qual afirma que a curvatura

Gaussiana de M2 ⊂ R3 é invariante por isometrias.

Exemplo 2.15. (Curvatura de Sn) A curvatura seccional da esfera unitária Sn ⊂ Rn+1 é

constante e igual a 1,pois orientando Sn pelo campo normal unitário N(x) = −x ∈ Rn+1,

|x| = 1 temos que a aplicação normal de Gauss é então igual a (−i), onde i é a identidade

de Sn. Decorre daí e do fato da aplicação linear auto-adjunta A, associada a H, ser

−A = d(−i)(a derivada da aplicação normal de Gauss) que A tem todos os seus valores

próprios iguais a 1. Isto significa que para todo p ∈ Sn, todo υ ∈ TpSn é um vetor próprio

de A. Por (2.22), conclui-se que qualquer curvatura seccional de Sn é igual a 1.

Definição 2.48. (Imersão Geodésica) Uma imersão f : Mn −→ M
n+m

é geodésica em

p ∈M se para todo η ∈ (TpM)⊥, a segunda forma fundamental IIη é identicamente nula

em p, o que equivale a dizer que h é nula em p. A imersão f é totalmente geodésica se

ela é geodésica para todo p ∈M.

Proposição 2.22. Uma imersão f :Mn −→M
n+m

é geodésica em p ∈M se, e somente

se, toda geodésica γ de M partindo de p é geodésica em M.

Demonstração:Vide [6].

A proposição 2.22 permite obter o que é provavelmente a melhor interpretação da

curvatura seccional. Seja M uma varieade Riemanniana e p um ponto de M. Seja

B ⊂ TpM uma bola aberta de TpM onde a expp
∣∣
B

é um difeomorfismo, e seja σ ⊂

TpM um subespaço de dimensão dois. Então expp
(
σ ∩ B

)
= S é uma subvariedade de

dimensão dois em M passando por p (e observe que, toda geodésica de S partindo de p

é geodésica de M em p por construção). Intuitivamente, S é uma superfície formada por

"pequenas"geodésicas que saem de p e são tangentes a σ em p. Pela proposição 2.22,

S é geodésica em p, donde as segundas formas fundamentais da inclusão i : S −→ M
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são nulas em p. Como subvariedade de M, S possui métrica Riemanniana induzida, cuja

curvatura Gaussiana em p será indicada por KS. Decorre da fórmula de Gauss que

KS(p) = K(p,σ).

Em outras palavras, a curvatura seccional K(p,σ) é a curvatura Gaussiana em p de uma

pequena superfície formada por geodésicas de M que saem de p e são tangentes a σ.

Definição 2.49. (Imersão Mínima) Uma imersão f :Mn −→M
n+m

é mínima se para

todo p ∈M e todo η ∈ (TpM)⊥ tem-se que o traço de Aη é zero, isto é, tr(Aη) = 0.

Obs 2.19. (a) (Vetor Curvatura Média) Seja f :Mn −→M
n+m

uma imersão , p ∈M

e E1, . . . ,Em um referencial ortonormal local de vetores em X(U)⊥, onde U ⊂M é

uma vizinhança de p na qual f é um mergulho, podemos escrever, em p,

h(x,y) =
m∑
i=1

Hi(x,y)Ei, x,y ∈ TpM, onde Hi = HEi , isto é,

h(x,y) =
m∑
i=1

HEi(x,y)Ei =
m∑
i=1

〈h(x,y),Ei〉Ei =
m∑
i=1

〈AEi(x),y〉Ei.

O vetor normal dado por

−→
H(p) =

−→
H =

1
n

m∑
i=1

(
traço Ai

)
Ei, (2.23)

onde Ai = AEi, é chamado o vetor curvatura média de f. Explicitamente, como

o traço de um operador linear independe da base, seja {e1, . . . , en} um referencial

local em U, portanto uma base de TpM para cada p ∈M , logo o traço de Ai (em

cada p ∈M) é dado por

tr(Ai) =

n∑
j=1

〈Ai(ej), ej〉.

Assim,

−→
H(p) =

−→
H =

1
n

m∑
i=1

(
traço Ai

)
Ei =

1
n

m∑
i=1

[
n∑
j=1

〈Ai(ej), ej〉

]
Ei =

=
1
n

m∑
i=1

[
n∑
j=1

〈h(ej, ej),Ei〉

]
Ei =

1
n

m∑
i=1

n∑
j=1

〈h(ej, ej),Ei〉Ei =

=
1
n

n∑
j=1

[
m∑
i=1

〈h(ej, ej),Ei〉Ei

]
=

1
n

n∑
j=1

[
m∑
i=1

HEi(ej, ej)Ei

]
=

1
n

n∑
j=1

h(ej, ej).
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(b) É claro que f é mínima se e só se H(p) = 0, para todo p ∈M.

(c)
−→
H não depende do referencial Ei escolhido.

Definição 2.50. (Imersão Umbílica) Sejam Mn, M
n+m

variedades Riemannianas, f :

Mn −→M
n+m

uma imersão isométrica e p ∈M ⊂M. A imersão f é dita ser umbílica

em p se existe um vetor normal z ∈
(
TpM

)⊥ tal que

h(v,w) = 〈v,w〉z, ∀v, w ∈ TpM.

Então z é chamado vetor curvatura normal de M em p. A imersão f é (totalmente)

umbílica se f é umbílica em todo p ∈M.

2.6.2 As equações fundamentais de uma imersão isométrica

Dada uma imersão isométrica f : Mn −→ M
n+m

temos em cada p ∈ M a decom-

posição

TpM = TpM⊕ (TpM)⊥,

que varia diferenciavelmente com p. Isto significa que o fibrado tangente TM retrito a

M, TM
∣∣
M
, se decompõe em um fibrado tangente TM e em um fibrado normal TM⊥.

No que se segue, usaremos sistematicamente as letras latinas X, Y, Z, etc., para indicar

os campos diferenciáveis de vetores tangentes a M e as letras gregas ξ, η, ζ, etc., para

indicar os campos diferenciáveis de vetores normais a M.

Dados X e η, já sabemos que a componente tangente a M de ∇Xη é dada por(
∇Xη

)>
= −Aη(X). Passaremos agora a estudar a componente normal aM de ∇Xη, que

será chamada conexão normal da imersão f, denotada por D. Explicitamente,

DXη =
(
∇Xη

)N
= ∇Xη−

(
∇Xη

)T
= ∇Xη+Aη(X). (2.24)

Proposição 2.23. A conexão normal D da imersão f possui as propriedades usuais de

uma conexão.

Demonstração:Vide [6].



Capítulo 2. Noções Preliminares 50

Definição 2.51. (Curvatura Normal) A curvatura normal R⊥ da imersão é definida por

R⊥(X, Y)η = DYDXη−DXDYη+D[X,Y]η. (2.25)

Proposição 2.24. As seguintes equações se verificam:

(a) Equação de Gauss

〈R(X, Y)Z, T〉 = 〈R(X, Y)Z, T〉− 〈h(Y, T),h(X,Z)〉+ 〈h(X, T),h(Y,Z)〉. (2.26)

(b) Equação de Ricci

〈R(X, Y)η, ζ〉− 〈R⊥(X, Y)η, ζ〉 = 〈[Aη,Aζ]X, Y〉, (2.27)

onde [Aη,Aζ] indica o operador Aη ◦Aζ −Aζ ◦Aη.

Demonstração:Vide [6].

Definição 2.52. (Tensor segunda forma fundamental) Seja f : Mn −→ M
n+m

uma

imersão isométrica. A segunda forma fundamental da imersão f pode ser considerada

como um tensor, dada por

h : X(M)× X(M)× X(M)⊥ −→ C∞(M)

(X, Y,η) 7−→ h(X, Y,η) = 〈h(X, Y),η〉.

Derivando covariantemente h, na direção de X, obtemos:

(
∇Xh

)(
Y,Z,η

)
= X

(
h(Y,Z,η)

)
− h(∇XY,Z,η) − h(Y,∇XZ,η) − h(Y,Z,DXη) =

= X〈h(Y,Z),η〉− 〈h(∇XY,Z),η〉− 〈h(Y,∇XZ),η〉− 〈h(Y,Z),DXη〉,

e como

X〈h(Y,Z),η〉 = 〈∇Xh(Y,Z),η〉+ 〈h(Y,Z),∇Xη〉 = 〈DXh(Y,Z),η〉+ 〈h(Y,Z),DXη〉,

temos que

(
∇Xh

)(
Y,Z,η

)
= 〈DXh(Y,Z),η〉− 〈h(∇XY,Z),η〉− 〈h(Y,∇XZ),η〉 =

= 〈DXh(Y,Z) − h(∇XY,Z) − h(Y,∇XZ),η〉.
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Proposição 2.25. (Equação de Codazzi) Com a notação acima

〈R(X, Y)Z,η〉 =
(
∇Yh

)
(X,Z,η) −

(
∇Xh

)
(Y,Z,η). (2.28)

Obs 2.20. Se o espaço ambiente M tem curvatura seccional constante, a equação de

Codazzi se reduz a:

(
∇Yh

)
(X,Z,η) =

(
∇Xh

)
(Y,Z,η).

Se além disto, a codimensão da imersão é 1, DXη = 0, donde,

(
∇Xh

)
(Y,Z,η) = X〈Aη(Y),Z〉− 〈Aη(∇XY),Z〉− 〈Aη(Y),∇XZ〉 =

= 〈∇X
(
Aη(Y)

)
,Z〉− 〈Aη(∇XY),Z〉.

Portanto, neste caso, a equação de Codazzi se escreve

∇X
(
Aη(Y)

)
−∇Y

(
Aη(X)

)
= Aη

(
[X, Y]

)
.
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Produtos Torcidos

3.1 Variedade produto torcido

Sejam B e F variedades Riemannianas, sendo gB = 〈·, ·〉B e gF = 〈·, ·〉F suas respectivas

métricas. Ponha (como variedade produto) M = B× F e sejam π :M → B e σ :M → F

as projeções canônicas de M sobre B e F. A métrica Remanniana produto 〈·, ·〉 em M é

dada por

〈·, ·〉 = π∗〈·, ·〉B + σ∗〈·, ·〉F.

Denote por B∇, F∇, ∇ as conexões Riemannianas de B, F e M respectivamente.

Exemplo 3.1. Sejam B e F variedades Riemannianas, gB = 〈·, ·〉B e gF = 〈·, ·〉F suas

respectivas métricas e, M = B × F a variedade Riemanniana produto acima. Dados u,

v ∈ T(p,q)
(
B× F

)
, tem-se que existem e são únicos u1, v1 ∈

(
dσ(p,q)

)−1(
{0}
)
= T(p,q)B ≡

TpB e u2, v2 ∈
(
dπ(p,q)

)−1(
{0}
)
= T(p,q)F ≡ TqF tais que v = v1 + v2 e u = u1 + u2 com

dπ(u) = u1, dσ(u) = u2, dπ(v) = v1, dσ(v) = v2. Assim,

〈u, v〉(p,q) = 〈u1, v1〉Bp + 〈u2, v2〉Fq = 〈dπ(u),dπ(v)〉π(p,q) + 〈dσ(u),dσ(v)〉σ(p,q) =

=
(
π∗gB

)
(u, v) +

(
σ∗gF

)
(u, v), ∀(p,q) ∈ B× F, ∀u, v ∈ T(p,q)

(
B× F

)
.

Definição 3.1. (Produto Torcido) Sejam (B,gB) e (F,gF) variedades Riemannianas, e

seja f ∈ C∞(B) tal que f > 0. O produto torcido (warped product) M = B×f F é a

variedade produto B× F munida com a métrica

gf = π
∗(gB) + (f ◦ π)2σ∗(gF),

52
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onde chamamos f de função torção (ou de função warping), F a variedade fibra e

B a variedade base de M.

Explicitamente, se v é tangente a B×f F em (p,q) = x, com v = v1 + v2, v1 ∈ TpB,

v2 ∈ TqF, então

gf(v, v) = 〈v, v〉fx = 〈dπ(p,q)(v),dπ(p,q)(v)〉p + f2(p)〈dσ(p,q)(v),dσ(p,q)(v)〉q =

= 〈v1, v1〉Bp + (f ◦ π)2(p,q)〈v2, v2〉Fq.

Lema 3.1. Seja M = B×f F o produto torcido acima. gf é de fato uma métrica Rieman-

niana em M, chamada de métrica torcida ou métrica warped de M.

Demonstração: Vide [9].

Se f ≡ 1, então M = B×f F reduz-se à variedade Riemanniana produto. Nosso objetivo

é expressar a geometria de M em termos da função torção f e das geometrias de B e F.

Exemplo 3.2. (Superfície de Revolução) Toda superfície de revolução é um produto tor-

cido, sendo suas folhas as diferentes posições da curva rotacionada e as fibras os círculos

de revolução.

Explicitamente, seja C uma curva regular no plano XZ, em R3, que não intersecta

o eixo OZ. A superfície S obtida girando a curva C em torno do eixo OZ é chamada

superfície de revolução com geratriz C e eixo de OZ. Os círculos descritos pelos pontos

de C são os paralelos de S e as várias posições de C sobre a superfície S (interseções de S
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com os planos que contêm o eixo de revolução) são denominadas meridianos de S. Assim,

considerando a parametrização ϕ : (0, 2π)× (a,b) −→ S dada por:

X(u, v) = (f(v)cosu, f(v)senu,g(v)),

onde α : (a,b) −→ α
(
(a,b)

)
, α(v) =

(
f(v), 0,g(v)

)
, com f(v) > 0, é uma parametrização

de C, então, a métrica em S é dada por

ds2 = dv2 + [f(v)]2du2,

onde du2 é a métrica em S1(1). Portanto, S = C×f S1(1)

Exemplo 3.3. (R3 − {0} como Produto Torcido) O espaço euclidiano R3 pode ser visto

como um produto torcido.

De fato, considerando o R3 − {0} em coordenadas esféricas, isto é,(
x,y, z

)
=
(
r sin(u) sin(v), cos(u) sin(v), r cos(v)

)
, o elemento linha do R3 − {0} é dado

por

ds2 = dr2 + r2
(
du2 + sin2(u)dv2).

Evidentemente, R3 − 0 é difeomorfo a R+ × S2 pela aplicação (t,p) 7−→ tp. Portanto, a

fórmula de ds2 mostra que R3 − 0 pode ser identificado com o produto torcido R+×r S2.

Em R3−0 as folhas são os raios que partem da origem e as fibras são as esferas S2(r), r > 0.

Proposição 3.1. Assim como na variedade Riemanniana produto, para cada (p,q) ∈M,

as fibras p × F = π−1(p) e as folhas B × q = σ−1(q), com a métrica induzida de gf,

são subvariedades Riemannianas de M, e a métrica torcida em M implica nas seguintes

condições geométricas:



Capítulo 3. Produtos Torcidos 55

(a) Para cada q ∈ F, a aplicação qπ := π
∣∣
B× q é uma isometria sobre B.

(b) Para cada p ∈ B, a aplicação pσ := σ
∣∣
p× F é uma homotetia positiva sobre F,com

fator escalar 1/f(p).

(c) Para cada (p,q) ∈M, a folha σ−1(q) e a fibra π−1(p) são ortogonais em (p,q).

Demonstração: De fato,

(a) Para cada q ∈ F, a aplicação qπ := π
∣∣
B×q : B× q −→ B é um difeomorfismo. Assim,

para cada (p,q) ∈ B× q e para todos u, v ∈ T(p,q)B ⊂ T(p,q)
(
B× F

)
tem-se

〈v,u〉(p,q) = 〈d(qπ)p(u),d(qπ)p(v)〉
B
p + (f ◦ π)2(p,q) 〈dσ(p,q)(u),dσ(p,q)(v)〉Fq︸ ︷︷ ︸

0

=

= 〈d(qπ)p(u),d(qπ)p(v)〉
B
p ,

pois, d(qπ)p = dπ(p,q)

∣∣∣∣
T(p,q)B

e dσ(p,q)(T(p,q)B) = dσ(p,q)

((
dσ(p,q)

)−1(
{0}
))

= 0.

(b) Para cada p ∈ B, a aplicação pσ := σ
∣∣
p×F : p× F −→ F é um difeomorfismo. Assim,

para cada (p,q) ∈ p× F e para todos w,z ∈ T(p,q)F ⊂ T(p,q)
(
B× F

)
tem-se

〈w, z〉(p,q) = 〈dπ(p,q)(w),dπ(p,q)(z)〉Bp︸ ︷︷ ︸
0

+(f ◦ π)2(p,q)〈d(pσ)q(w),d(pσ)q(z)〉
F
q =

= f2(p)〈d(pσ)q(w),d(pσ)q(z)〉
F
q,

pois, dπ(p,q)(T(p,q)F) = dπ(p,q)

((
dπ(p,q)

)−1(
{0}
))

= 0 e d(pσ)q = dσ(p,q)

∣∣∣∣
T(p,q)F

.

(c) Segue diretamente da definição de métrica torcida.

Vetores tangentes às folhas são denominados horizontais; vetores tangentes as fibras

são denominados verticais. Denotaremos por H a projeção ortogonal de T(p,q)M sobre

seu subespaço horizontal T(p,q)B ≡ T(p,q)(B×q), e por V a projeção ortogonal de T(p,q)M

sobre seu subespaço vertical T(p,q)F = T(p,q)(p× F). Dessa forma, dado v ∈ T(p,q)M, com

v = v1 + v2, v1 ∈ T(p,q)B, v2 ∈ T(p,q)F, então H(v) = v1 e V(v) = v2. E ainda, dado

X ∈ X(M), H(X) e V(X) ∈ X(M).

Portanto, para campos vetoriais verticais V ,W emM, a fórmula h(V ,W) = H
(
∇VW

)
dá o tensor segunda forma fundamental das fibras.
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Ao espaço dos campos de M = B×f F que são levantamentos (vide definição 2.22) de

campos de B (respectivamente de F) denotaremos por L(B) (respectivamente por L(F)).

Veja que L(B) é um C∞(M)B-módulo, onde C∞(M)B é o anel das funções C∞(M) que

são levantamento de funções C∞(B). Analogamente, L(F) é um C∞(M)F-módulo, onde

C∞(M)F é o anel das funções C∞(M) que são levantamento de funções C∞(F).
Vamos determinar, agora, a conexão Riemanniana, o tensor de curvatura e o tensor

de Ricci de uma variedade produto torcido, como função da função de torção f.

Proposição 3.2. SejamM = B×f F um produto torcido, h ∈ C∞(B) e ψ ∈ C∞(F), então
(a) ∇h̃ = B̃∇h, onde h̃ = h ◦ π e B̃∇h é o levantamento de B∇h ∈ X(B) para M.

(b) ∇ψ̃ =
F̃∇ψ
f̃2

, onde ψ̃ = ψ ◦ σ, f̃ = f ◦ π e F̃∇ψ é o levantamento de F∇ψ ∈ X(F)

para M.

Demonstração:

(a) Devemos mostrar que ∇h̃ é horizontal (ou seja, σ-relacionado com o campo nulo em

F) e ∇h̃ é π-relacionado com B∇h em B. De fato, em cada (p,q) ∈ M, dado um

vetor vertical v, isto é, v ∈ T(p,q)F , então

〈∇h̃, v〉 = v(h̃) = v(h ◦ π) =
(
dπ(v)

)
(h) = 0 =

= 〈dπ(∇h̃),dπ(v)〉B +
(
f ◦ π

)2〈dσ(∇h̃),dσ(v)〉F =
=
(
f ◦ π

)2〈dσ(∇h̃),dσ(v)〉F,
pois dπ(v) = 0. Portanto, ∇h̃ é horizontal. Agora, dado um vetor horizontal u,

isto é, u ∈ T(p,q)B, então

〈∇h̃,u〉 = 〈dπ(∇h̃),dπ(u)〉Bp +
(
f ◦ π

)2〈dσ(∇h̃),dσ(u)︸ ︷︷ ︸
= 0

〉Fq = u(h ◦ π) =

=
(
dπ(u)(h)

)
◦ π = 〈B∇h,dπ(u)〉B ◦ π,

como d(qπ)p : T(p,q)B −→ TpB é isomorfismo ∀(p,q) ∈ M, então dπ(∇h̃) = B∇h

para todo (p,q) ∈M.

(b) Primeiro, vamos mostrar que ∇ψ̃ é vertical. De fato, em cada (p,q) ∈M, dado um
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vetor horizontal u, isto é, u ∈ T(p,q)B , então

〈∇ψ̃,u〉 = u(ψ̃) = u(ψ ◦ σ) =
(
dσ(u)

)
(ψ) = 0 =

= 〈dπ(∇ψ̃),dπ(u)〉B +
(
f ◦ π

)2〈dσ(∇ψ̃),dσ(u)〉F =
= 〈dπ(∇ψ̃),dπ(u)〉B,

pois dσ(u) = 0. Portanto, ∇ψ̃ é vertical. Agora, dado um vetor vertical v, isto é,

v ∈ T(p,q)F, então

〈∇ψ̃, v〉 = 〈dπ(∇ψ̃),dπ(v)︸ ︷︷ ︸
= 0

〉B +
(
f ◦ π

)2〈dσ(∇ψ̃),dσ(v)〉F =
=
(
f ◦ π

)2〈dσ(∇ψ̃),dσ(v)〉F = v(ψ̃) = v(ψ ◦ σ) = (dσ(v)(ψ)) ◦ σ
= 〈F∇ψ,dσ(v)〉F ◦ σ,

como d(pπ)q : T(p,q)F −→ TqF é isomorfismo ∀(p,q) ∈ M, então dσ(∇ψ̃) =
F∇ψ
f̃2

para todo (p,q) ∈M, isto é ∇ψ̃ =
F̃∇ψ
f̃2

.

Proposição 3.3. Em M = B×f F, se X̃, Ỹ ∈ L(B) e Ṽ, W̃ ∈ L(F), então

(a) ∇X̃Ỹ é o levantamento de B∇XY em B.

(b) ∇X̃Ṽ = ∇Ṽ X̃ =

(
X̃(f̃)

f̃

)
Ṽ.

(c) H
(
∇ṼW̃

)
= h(Ṽ , W̃) = −

(
〈Ṽ , W̃〉
f̃

)
∇f̃.

(d) V
(
∇ṼW̃

)
∈ L(F) é o levantamento de F∇VW em F.

Na notação acima, f̃ = f ◦ π.

Demonstração:

(a) Devemos mostrar que ∇X̃Ỹ é horizontal e π-relacionado com B∇XY em B. De fato,

dado Ṽ um campo vetorial vertical, isto é, Ṽ ∈ L(F), então pela fórmula de Koszul

2〈∇X̃Ỹ, Ṽ〉 = Ỹ 〈X̃, Ṽ〉︸ ︷︷ ︸
= 0

+X̃ 〈Ṽ , Ỹ〉︸ ︷︷ ︸
= 0

−Ṽ〈Ỹ, X̃〉− 〈[Ỹ, Ṽ]︸ ︷︷ ︸
= 0

, X̃〉− 〈[X̃, Ṽ]︸ ︷︷ ︸
= 0

, Ỹ〉− 〈[Ỹ, X̃], Ṽ〉 =

= −Ṽ〈Ỹ, X̃〉− 〈[Ỹ, X̃], Ṽ〉.
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Como X̃, Ỹ ∈ L(B), temos que [X̃, Ỹ] ∈ L(B) é o levantamento de [X, Y] em B. Logo,

〈[Ỹ, X̃], Ṽ〉 = 0. Agora, pela métrica torcida, em cada x = (p,q) ∈M, temos

〈Ỹ, X̃〉(p,q) = 〈dπx(Ỹ),dπx(X̃)〉Bp + (f ◦ π(x))2〈dσx(Ỹ)︸ ︷︷ ︸
= 0

,dσx(X̃)︸ ︷︷ ︸
= 0

〉Fq =

= 〈(Y ◦ π)(p,q), (X ◦ π)(p,q)〉Bp =
(
〈X, Y〉B ◦ π

)
(p,q),

isto é, 〈Ỹ, X̃〉 = 〈Y,X〉B ◦ π, e daí,

Ṽ〈Ỹ, X̃〉 = Ṽ
(
〈Y,X〉B ◦ π

)
= dπ(Ṽ)

(
〈Y,X〉B

)
= 0.

Assim, ∇X̃Ỹ é horizontal. Agora, dado Z̃ ∈ L(B), temos que

Ỹ〈X̃, Z̃〉 = Ỹ
(
〈X,Z〉B ◦ π

)
=
(
dπ(Ỹ)〈X,Z〉B

)
◦ π =

(
Y〈X,Z〉B

)
◦ π,

logo, obtemos que(
2〈dπ(∇X̃Ỹ),dπ(Z̃)〉

B
)
◦ π = 2〈∇X̃Ỹ, Z̃〉 =

= Ỹ〈X̃, Z̃〉+ X̃〈Z̃, Ỹ〉− Z̃〈Ỹ, X̃〉− 〈[Ỹ, Z̃], X̃〉− 〈[X̃, Z̃], Ỹ〉− 〈[Ỹ, X̃], Z̃〉 =

=
(
Y〈X,Z〉B + X〈Z, Y〉B − Z〈X, Y〉B − 〈[Y,Z],X〉B − 〈[X,Z], Y〉B − 〈[Y,X],Z〉B

)
◦ π =

=
(
2〈B∇XY,Z〉B

)
◦ π,∀Z̃ ∈ L(B).

Portanto, segue o resultado. E ainda, como π
∣∣
B×q é uma isometria, em cada folha

B× q, ∇ é a conexão Riemanniana em cada folha.

(b) 0 = [X̃, Ṽ] = ∇X̃Ṽ − ∇Ṽ X̃, logo ∇X̃Ṽ = ∇Ṽ X̃. Esses campos ∇X̃Ṽ e ∇Ṽ X̃ são

verticais, pois por (a),

0 = X̃〈Ṽ , Ỹ〉 = 〈∇X̃Ṽ , Ỹ〉+ 〈Ṽ ,∇X̃Ỹ〉 ⇒ 〈∇X̃Ṽ , Ỹ〉 = −〈Ṽ ,∇X̃Ỹ〉 = 0.

Agora, dado W̃ ∈ L(F), pela fórmula de Koszul

2〈∇X̃Ṽ , W̃〉 = Ṽ 〈X̃, W̃〉︸ ︷︷ ︸
= 0

+X̃〈W̃, Ṽ〉− W̃ 〈Ṽ , X̃〉︸ ︷︷ ︸
= 0

− 〈[Ṽ , W̃], X̃〉︸ ︷︷ ︸
= 0

−

− 〈[X̃, W̃]︸ ︷︷ ︸
= 0

, Ṽ〉− 〈[Ṽ , X̃]︸ ︷︷ ︸
= 0

, W̃〉 = X̃〈W̃, Ṽ〉. (∗)

Pela métrica torcida, em cada x = (p,q) ∈M temos

〈Ṽ , W̃〉(p,q) = 〈dπx(Ṽ)︸ ︷︷ ︸
= 0

,dπx(W̃)︸ ︷︷ ︸
= 0

〉Bp + (f ◦ π(x))2〈dσx(Ṽ),dσx(W̃)〉Fq =

= (f ◦ π(p,q))2〈(V ◦ σ)(p,q), (W ◦ σ)(p,q)〉Fq =

= f̃2(p,q)
((
〈V ,W〉F ◦ σ

)
(p,q)

)
,
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isto é, 〈Ṽ , W̃〉 = f̃2
(
〈V ,W〉F ◦ σ

)
, e daí

X̃〈Ṽ , W̃〉 = X̃
[
f̃2
(
〈V ,W〉F ◦ σ

)]
= X̃(f̃2)

(
〈V ,W〉F ◦ σ

)
+ f̃2

[
X̃
(
〈V ,W〉F ◦ σ

)]
=

= 2f̃X̃(f̃)
(
〈V ,W〉F ◦ σ

)
+ f̃2

[
dσ(X̃)︸ ︷︷ ︸

= 0

(
〈V ,W〉F

)]
=

= 2f̃X̃(f̃)
〈Ṽ , W̃〉
f̃2

=
2
(
X̃(f̃)

)
f̃
〈Ṽ , W̃〉. (∗∗)

Comparando (∗) e (∗∗)

2〈∇X̃Ṽ , W̃〉 =
2
(
X̃(f̃)

)
f̃
〈Ṽ , W̃〉, ∀W̃ ∈ L(F),

portanto, ∇X̃Ṽ =

(
X̃(f̃)

f̃

)
Ṽ .

(c) Temos que ∇ṼW̃ = H(∇ṼW̃)+V(∇ṼW̃), em cada (p,q) ∈M, e H(∇ṼW̃) ∈ X(M).

Assim, H(∇ṼW̃) é tal que 〈∇ṼW̃, X̃〉 = 〈H(∇ṼW̃), X̃〉, ∀X̃ ∈ L(B). Daí, e por (b),

dado X̃ ∈ L(B) vem que

0 = Ṽ〈X̃, W̃〉 = 〈∇Ṽ X̃, W̃〉+ 〈X̃,∇ṼW̃〉,

logo, obtemos que

〈X̃,∇ṼW̃〉 = −〈∇Ṽ X̃, W̃〉 = −〈W̃,
(
X̃(f̃)

)
f̃

Ṽ〉 = −

(
X̃(f̃)

)
f̃
〈Ṽ , W̃〉 =

= −
〈X̃,∇f̃〉
f̃
〈Ṽ , W̃〉 = −

〈
X̃,
〈Ṽ , W̃〉
f̃
∇f̃
〉
,

ou seja, 〈X̃,∇ṼW̃〉 = 〈X̃,
〈Ṽ , W̃〉
f̃
∇f̃〉.

Portanto, H
(
∇ṼW̃

)
= h(Ṽ , W̃) = −

(
〈Ṽ , W̃〉
f̃

)
∇f̃.

(d) Novamente, temos que ∇ṼW̃ = H(∇ṼW̃) + V(∇ṼW̃), em cada (p,q) ∈ M,

V
(
∇ṼW̃

)
∈ X(M) e dπ

(
V
(
∇ṼW̃

))
= 0, ∀(p,q) ∈ M. Logo, V(∇ṼW̃) é

π-relacionado com o 0 ∈ X(B) (campo nulo). Agora, dado Ũ ∈ L(F), como
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〈Ṽ , Ũ〉 = f̃2
(
〈V ,U〉F ◦ σ

)
, temos que

W̃〈Ṽ , Ũ〉 = W̃
[
f̃2
(
〈V ,U〉F ◦ σ

)]
= W̃(f̃2)

(
〈V ,U〉F ◦ σ

)
+ f̃2

[
W̃
(
〈V ,U〉F ◦ σ

)]
=

= 2f̃
(
W̃(f̃)

)(
〈V ,U〉F ◦ σ

)
+ f̃2

[(
dσ(W̃)〈V ,U〉F

)
◦ σ
]
=

= 2f̃
(
W̃(f ◦ π)

)(
〈V ,U〉F ◦ σ

)
+ f̃2

[(
W〈V ,U〉F

)
◦ σ
]
=

= 2f̃
(
dπ(W̃︸ ︷︷ ︸

= 0

)(f)
)(
〈V ,U〉F ◦ σ

)
+ f̃2

[(
W〈V ,U〉F

)
◦ σ
]
=

= f̃2
[(
W〈V ,U〉F

)
◦ σ
]
,

e daí,

2
〈
∇ṼW̃, Ũ

〉
= 2
〈
V
(
∇ṼW̃

)
, Ũ
〉
= 2(f̃)2

(〈
dσ
(
V
(
∇ṼW̃

))
,dσ(Ũ)

〉F ◦ σ) =

= W̃〈Ṽ , Ũ〉+ Ṽ〈Ũ, W̃〉− Ũ〈W̃, Ṽ〉− 〈[W̃, Ũ], Ṽ〉− 〈[Ṽ , Ũ], W̃〉− 〈[W̃, Ṽ], Ũ〉 =

= f̃2
[(
W〈V ,U〉F + V〈U,W〉F −U〈W,V〉F − 〈[W,U],V〉F − 〈[V ,U],W〉F−

− 〈[W,V],U〉F
)
◦ σ
]
=

= (f̃)2
[(
2〈F∇VW,U〉F

)
◦ σ
]
= 2(f̃)2

(
〈F∇VW,U〉F ◦ σ

)
,

ou seja, V
(
∇ṼW̃

)
é σ-relacionado com F∇VW. Portanto, V

(
∇ṼW̃

)
= F̃∇VW ∈

L(F) é a conexão Riemanniana em cada fibra p × F, pois pσ é uma homotetia em

cada fibra p× F.

Corolário 3.1. As folhas B×q de um produto torcido são totalmente geodésicas; as fibras

p× F são totalmente umbílicas.

Demonstração:

(i) Cada folha B× q é uma isometria sobre B. Dessa forma, dados X, Y ∈ X(B) existem

e são únicos os levantamentos X̃, Ỹ ∈ L(B) de X e Y a M, respectivamente. Assim,

em cada (p,q) ∈M, pela proposição 3.3-(a) temos

∇X̃Ỹ = H
(
∇X̃Ỹ

)
+ V

(
∇X̃Ỹ

)
= H

(
∇X̃Ỹ

)
,

implicando que

h(X, Y) = ∇X̃Ỹ − B∇XY = ∇X̃Ỹ −H
(
∇X̃Ỹ

)
= 0
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nos dá a segunda forma fundamental de cada folha B × q. Portanto, cada folha

B× q é totalmente geodésica.

(ii) Cada fibra p× F é uma homotetia sobre F. Dessa forma, dados V ,W ∈ X(F) existem

e são únicos os levantamentos Ṽ , W̃ ∈ L(F) de V eW aM, respectivamente. Assim,

como em cada (p,q) ∈M temos que ∇ṼW̃ = H(∇ṼW̃) + V(∇ṼW̃), e

h(V ,W) = ∇ṼW̃ − F∇VW = ∇ṼW̃ − V
(
∇ṼW̃

)
= H

(
∇ṼW̃

)
nos dá a segunda forma fundamental de cada fibra p × F. Daí, e pela proposição

3.3-(c)

h(V ,W) = H
(
∇ṼW̃

)
= −

(
〈Ṽ , W̃〉
f̃

)
∇f̃,

logo cada fibra é totalmente umbílica, pois ∇f̃ ∈ L(B), isto é, ∇f̃ ∈ X(F)⊥.

Proposição 3.4. SejamM = B×f F um produto torcido, h ∈ C∞(B) e ψ ∈ C∞(F), então
(a) ∆h̃ = ∆Bh + d

〈B∇h, B∇f〉B

f
, onde dim F = d, ∆ é o Laplaciano em M, ∆B é o

Laplaciano em B e h̃ = h ◦ π.

(b) ∆ψ̃ =
∆Fψ

f2
, onde ∆F é o Laplaciano em F e ψ̃ = ψ ◦ σ.

Demonstração: Seja um referencial ortonormal local {ẽ1, . . . , ẽn, ẽn+1, . . . , ẽn+d} emM,

com ẽi ∈ L(B), ẽj ∈ L(F), 1 6 i 6 n, n+ 1 6 j 6 n+ d, onde dimB = n e dim F = d.

(a) O Laplaciano de h̃ é dado por

∆h̃ =

n+d∑
s=1

(
ẽs
(
ẽs(h̃)

)
−
(
∇ẽs ẽs

)
(h̃)
)
,

mas, para todo i = 1, . . . ,n, como ẽi(h̃) = 〈∇h̃, ẽi〉 = 〈B∇h, ei〉B ◦ π, temos que

ẽi
(
ẽi(h̃)

)
= ẽi

(
〈B∇h, ei〉B ◦ π

)
= dπ(ẽi)

(
〈B∇h, ei〉B

)
=
[
ei
(
〈B∇h, ei〉B

)]
◦ π =

=
[
ei
(
ei(h)

)]
◦ π,

e também que(
∇ẽi ẽi

)
(h̃) = 〈∇h̃,∇ẽi ẽi〉 = 〈

B∇h, B∇eiei〉B ◦ π =
[(
B∇eiei

)
(h)
]
◦ π.
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E ainda, como ∇ẽj ẽj = F̃∇ejej −
〈ẽj, ẽj〉
f̃
∇f̃ = F̃∇ejej −

∇f̃
f̃
, ∀j = n+ 1, . . . ,n+ b,

então (
∇ẽj ẽj

)
(h̃) = 〈∇h̃,∇ẽj ẽj〉 = 〈∇h̃,−

∇f̃
f̃
〉 = −

(
1
f
〈B∇h, B∇f〉B

)
◦ π.

Logo,

∆h̃ =

n+d∑
s=1

(
ẽs
(
ẽs(h̃)

)
−
(
∇ẽs ẽs

)
(h̃)
)
=

=

n∑
i=1

(
ẽi
(
ẽi(h̃)

)
−
(
∇ẽi ẽi

)
(h̃)
)
+

n+d∑
j=n+1

ẽj( ẽj(h̃)︸ ︷︷ ︸
= 0

)
−
(
∇ẽj ẽj

)
(h̃)

 =

=

n∑
i=1

(
ei
(
ei(h)

)
−
(
∇eiei

)
(h)

)
◦ π+

n+d∑
j=n+1

(
1
f
〈B∇h, B∇f〉B

)
◦ π =

=

[
n∑
i=1

(
ei
(
ei(h)

)
−
(
∇eiei

)
(h)

)
+

n+d∑
j=n+1

(
1
f
〈B∇h, B∇f〉B

)]
◦ π =

=

[
∆Bh+ d

〈B∇h, B∇f〉B

f

]
◦ π.

(b) O Laplaciano de ψ̃ é dado por

∆ψ̃ =

n+d∑
s=1

(
ẽs
(
ẽs(ψ̃)

)
−
(
∇ẽs ẽs

)
(ψ̃)
)
,

mas, para todo i = 1, . . . ,n, como ẽi(ψ̃) = ẽi(ψ ◦ σ) = dσ(ẽi)(ψ) = 0 temos que

ẽi
(
ẽi(ψ̃)

)
= 0, e também temos que

(
∇ẽi ẽi

)
(ψ̃) = 〈∇ψ̃,∇ẽi ẽi〉 = 〈

F̃∇ψ
f̃2

, B̃∇eiei〉 = 0.

Agora, para todo j = n+ 1, . . . ,n+ d, como

ẽj(ψ̃) = 〈∇ψ̃, ẽj〉 = 〈
F̃∇ψ
f̃2

, ẽj〉 =
1
f̃2
〈F̃∇ψ, ẽj〉 =

1
f̃2

[
f̃2
(
〈F∇ψ, ej〉F ◦ σ

)]
=

= 〈F∇ψ, ej〉F ◦ σ = [ej(ψ)] ◦ σ,

temos que

ẽj
(
〈F∇ψ, ej〉F ◦ σ

)
= dσ(ẽj)

(
〈F∇ψ, ej〉F

)
=
[
ej
(
〈F∇ψ, ej〉F

)]
◦ σ =

[
ej
(
ej(ψ)

)]
◦ σ,

e, além disso, temos que(
∇ẽj ẽj

)
(ψ̃) = 〈∇ψ̃,∇ẽj ẽj〉 = 〈

F̃∇ψ
f̃2

, F̃∇ejej〉 =
1
f̃2

[
f̃2
(
〈F∇ψ, F∇ejej〉F ◦ σ

)]
=

= 〈F∇ψ, F∇ejej〉F ◦ σ =
[(
F∇ejej

)
(ψ)
]
◦ σ.
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Logo,

∆ψ̃ =

n+d∑
s=1

(
ẽs
(
ẽs(ψ̃)

)
−
(
∇ẽs ẽs

)
(ψ̃)
)
=

=

n∑
i=1

(
ẽi
(
ẽi(ψ̃)

)
−
(
∇ẽi ẽi

)
(ψ̃)
)
+

n+d∑
j=n+1

(
ẽj
(
ẽj(ψ̃)

)
−
(
∇ẽj ẽj

)
(ψ̃)
)
=

=

n+d∑
j=n+1

(
ẽj
(
ẽj(ψ̃)

)
−
(
∇ẽj ẽj

)
(ψ̃)
)
=

=

n+d∑
j=n+1

(
ej
(
ej(ψ)

)
−
(
F∇ejej

)
(ψ)

)
◦ σ = ∆Fψ ◦ σ.

3.2 Curvatura do produto porcido

Nesta seção vamos determinar os tensores curvaturas, de Ricci e escalar, em função das

correspondentes geometrias de B e F e da função de torção f. Começamos com a

Definição 3.2. Seja M = B×f F uma variedade produto torcido. Se A é um tensor

covariante em B, o levantamento Ã de A aM é exatamente o pullback de A pela projeção

π :M −→ B, isto é, Ã := π∗(A). Agora, se A é uma aplicação C∞(B)-multilinear, com A :

X(B)× · · · × X(B)︸ ︷︷ ︸
s cópias

−→ X(B), a qual está associada um (1, s) tensor em B, se υ1, . . . ,υs ∈

T(p,q)M, defina Ã(υ1, . . . ,υs) para ser o vetor horizontal em (p,q) que se projeta para

A
(
dπ(υ1), . . . ,dπ(υs)

)
em TpB, isto é, Ã(υ1, . . . ,υs) ∈ T(p,q)B, dπ

(
Ã(υ1, . . . ,υs)

)
:=

A
(
dπ(υ1), . . . ,dπ(υs)

)
∈ TpB e dσ

(
Ã(υ1, . . . ,υs)

)
= 0.

Essas definições não envolvem métrica, portanto são correspondentemente válidas para

levantamentos de F.

Observe que, se A : X(B)× · · · × X(B)︸ ︷︷ ︸
s cópias

−→ X(B) é C∞(B)-multilinear, dados(fixados)

X1, . . . ,Xs ∈ X(B), A(X1, . . . ,Xs) ∈ X(B), portanto o levantamento Ã de A a M é tal

que Ã ∈ L(B), Ã : X(M)× · · · × X(M)︸ ︷︷ ︸
s cópias

−→ X(M) é C∞(M)-multilinear e se X̃1, . . . , X̃s ∈

L(B) são os levantamentos de X1, . . . ,Xs ∈ X(B) respectivamente, tem-se Ã(X̃1, . . . , X̃s)

é horizontal e dπ
(
Ã(X̃1, . . . , X̃s)

)
= A

(
dπ(X̃1), . . . ,dπ(X̃s)

)
.



Capítulo 3. Produtos Torcidos 64

Lema 3.2. Se f ∈ C∞(B), o levantamento a M do Hessiano de f, Hess f, é o Hessiano

do levantamento de f somente em vetores horizontais. O levantamento de Hess f a M

será denotado por Hf.

Demonstração:

Dados X̃, Ỹ ∈ L(B) levantamentos de X, Y ∈ X(B), podemos considerar o Hessiano como

um (0, 2)-tensor (sua forma bilinear simétrica associada). Assim, temos que

Hess f(X, Y) = X
(
Y(f)

)
−
(
B∇XY

)
(f).

Agora, seja f̃ = f ◦ π o levantamento de f a M. Logo,

Hess f̃(X̃, Ỹ) = X̃
(
Ỹ(f̃)

)
−
(
∇X̃Ỹ

)
(f̃) = X̃〈∇f̃, Ỹ〉− 〈∇f̃,∇X̃Ỹ〉 =

=
(
X〈B∇f, Y〉B

)
◦ π− 〈B∇f, B∇XY〉B ◦ π =

= X
(
Y(f)

)
◦ π−

(
B∇XY(f)

)
◦ π =

[
X
(
Y(f)

)
−
(
B∇XY(f)

)]
◦ π =

= Hess f(X, Y) ◦ π = Hess f
(
dπ(X̃),dπ(Ỹ)

)
◦ π = π∗

(
Hess f

)
(X̃, Ỹ).

Proposição 3.5. SejamM = B×f F um produto torcido, R, BR e FR os tensores curvatura

Riemanniana deM, B e F, respectivamente. Se X̃, Ỹ, Z̃ ∈ L(B) e Ũ, Ṽ, W̃ ∈ L(F), então

(a) R(X̃, Ỹ)Z̃ ∈ L(B) é o levantamento de BR(X, Y)Z em B.

(b) Os levantamentos dos tensores curvatura Riemanniana BR, FR a M dão os tensores

curvatura Riemanniana de cada folhaM×q e de cada fibra p×N, respectivamente.

(c) R(Ṽ , X̃)Ỹ =
Hf(X̃, Ỹ)

f̃
Ṽ, onde Hf é o levantamento do Hessiano de f a M.

(d) R(X̃, Ỹ)Ṽ = R(Ṽ , W̃)X̃ = 0.

(e) R(X̃, Ṽ)W̃ =
〈Ṽ , W̃〉
f̃
∇X̃∇f̃.

(f) R(Ṽ , W̃)Ũ = F̃R(Ṽ , W̃)Ũ−
〈∇f̃,∇f̃〉
f̃2

(
〈Ṽ , Ũ〉W̃ − 〈W̃, Ũ〉Ṽ

)
.

Na notação acima, f̃ = f ◦ π.

Demonstração:
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(a) Dados S̃ ∈ L(B), tem-se

〈dπ(R(X̃, Ỹ)Z̃),dπ(S̃)〉B = 〈R(X̃, Ỹ)Z̃, S̃〉 = 〈∇Ỹ∇X̃Z̃−∇X̃∇ỸZ̃+∇[X̃,Ỹ]Z̃, S̃〉 =

= 〈B∇YB∇XZ− B∇XB∇YZ+ B∇[X,Y]Z,S〉B ◦ π = 〈BR(X, Y)Z,S〉B ◦ π =

= 〈BR
(
dπ(X̃),dπ(Ỹ)

)
dπ(Z̃),dπ(S̃)〉B ◦ π = π∗(BR)(X̃, Ỹ, Z̃, S̃).

E ainda, R(X̃, Ỹ)Z̃ é horizontal. De fato,

〈R(X̃, Ỹ)Z̃, Ṽ〉 = (f ◦ π)2〈dσ(R(X̃, Ỹ)Z̃),dσ(Ṽ)〉F =

= 〈∇Ỹ∇X̃Z̃−∇X̃∇ỸZ̃+∇[X̃,Ỹ]Z̃, Ṽ〉 = 0.

Logo, R|L(B) = π
∗(BR), isto é, R|L(B) é o levantamento de BR.

(b) Como em cada (p,q) ∈ M qπ é uma isometria e pσ é uma homotetia, o resultado

segue, pela definição de levantamento de um tensor e ambas preservam a conexão

de Levi-Civita. Dessa forma, os levantamentos B̃R e F̃R dos tensores curvaturas BR

e FR, induzidos pela métrica torcida gf, de B e F, respectivamente, são tais que,

por (a) B̃R coincide com o tensor curvatura R deM restrito a campos horizontais e,

dados Ṽ , W̃, Ũ, T̃ ∈ L(F) tem-se que

F̃R(Ṽ , W̃)Ũ = ˜FR(V ,W)U = ˜F∇WF∇VU− ˜F∇VF∇WU+ ˜F∇[V ,W]U,

e

〈F̃R(Ṽ , W̃)Ũ, T̃〉 = f̃2
(
〈FR(V ,W)U, T〉F ◦ σ

)
.

(c) Como [X̃, Ṽ] = 0, temos que

R(Ṽ , X̃)Ỹ = ∇X̃∇ỸṼ −∇Ṽ∇X̃Ỹ +∇[Ṽ ,X̃]Ỹ = ∇X̃∇ỸṼ −∇Ṽ∇X̃Ỹ.

Daí e pela proposição 3.3, obtemos que

R(Ṽ , X̃)Ỹ = ∇X̃∇ỸṼ −∇Ṽ∇X̃Ỹ = ∇X̃
(
(Ỹ(f̃)/f̃)Ṽ

)
−
(
(∇X̃Ỹ)(f̃)/f̃

)
Ṽ =

= X̃

[
Ỹ(f̃)

f̃

]
Ṽ +

Ỹ(f̃)

f̃
∇X̃Ṽ −

(
∇X̃Ỹ

)
(f̃)

f̃
Ṽ =

=

[
X̃
(
Ỹ(f̃)

)
f̃

+ Ỹ(f̃)X̃
(1
f̃

)]
Ṽ +

Ỹ(f̃)

f̃

X̃(f̃)

f̃
Ṽ −

(
∇X̃Ỹ

)
(f̃)

f̃
Ṽ =

=

[
X̃
(
Ỹ(f̃)

)
f̃

−
Ỹ(f̃)X̃(f̃)

f̃2
+
Ỹ(f̃)X̃(f̃)

f̃2
−

(
∇X̃Ỹ

)
(f̃)

f̃

]
Ṽ =

=

[
X̃
(
Ỹ(f̃)

)
f̃

−

(
∇X̃Ỹ

)
(f̃)

f̃

]
Ṽ =

Hf(X̃, Ỹ)
f̃

Ṽ .
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(d)

R(Ṽ , W̃)X̃ = ∇
W̃
∇Ṽ X̃−∇Ṽ∇W̃X̃+∇[Ṽ ,W̃]X̃ =

= ∇
W̃

(
(X̃(f̃)/f̃)Ṽ

)
−∇Ṽ

(
(X̃(f̃)/f̃)W̃

)
+∇[Ṽ ,W̃]X̃ =

= W̃

[
X̃(f̃)

f̃

]
Ṽ +

X̃(f̃)

f̃
∇
W̃
Ṽ − Ṽ

[
X̃(f̃)

f̃

]
W̃ −

X̃(f̃)

f̃
∇ṼW̃ +∇[Ṽ ,W̃]X̃,

mas, como

X̃(f̃)(p,q) = X̃(f ◦ π)(p,q) = X̃(p,q)(f ◦ π) = dπ
(
X̃(p,q)

)
(f) = X(p)(f) ◦ π =

=
(
X(f) ◦ π

)
(p,q),

então

Ṽ

[
X̃(f̃)

f̃

]
=
Ṽ
(
X̃(f̃)

)
f̃

+ X̃(f̃)Ṽ
(1
f̃

)
=
Ṽ
(
X(f) ◦ π

)
f̃

−
X̃(f̃)Ṽ(f ◦ π)

f̃2
=

=
dπ
(
Ṽ
)(
X(f)

)
f̃

−
X̃(f̃)dπ

(
Ṽ
)
(f)

f̃2
= 0,

e assim,

R(Ṽ , W̃)X̃ =
X̃(f̃)

f̃

[
∇
W̃
Ṽ −∇ṼW̃

]
+∇[Ṽ ,W̃]X̃ =

X̃(f̃)

f̃
[W̃, Ṽ] +∇[Ṽ ,W̃]X̃ =

=
X̃(f̃)

f̃
[W̃, Ṽ] +

X̃(f̃)

f̃
[Ṽ , W̃] = 0, ∀X̃ ∈ X(B), ∀Ṽ , W̃ ∈ X(F).

Portanto, pela simetria da curvatura, 〈R(X̃, Ỹ)Ṽ , W̃〉 = 〈R(Ṽ , W̃)X̃, Ỹ〉 = 0. Por (1),

〈R(X̃, Ỹ)Ṽ , Z̃〉 = −〈R(X̃, Ỹ)Z̃, Ṽ〉 = 0. Como Z̃ ∈ L(B) e W̃ ∈ L(F) são quaisquer,

essas equações valem para todo Z̃ ∈ L(B) e W̃ ∈ L(F), logo R(X̃, Ỹ)Ṽ = 0, ∀X̃, Ỹ ∈

L(B), ∀Ṽ ∈ L(F).

(e) R(X̃, Ṽ)W̃ é horizontal, pois 〈R(X̃, Ṽ)W̃, Ũ〉 = 〈R(W̃, Ũ)X̃, Ṽ〉 = 0, por (d). Como

R(Ṽ , W̃)X̃ = 0, pela primeira identidade de Bianchi, tem-se que

R(X̃, Ṽ)W̃ = −R(W̃, X̃)Ṽ = R(X̃, W̃)Ṽ . Assim, usando as simetrias da curvatura e

por (c),

〈R(X̃, Ṽ)W̃, Ỹ〉 = 〈R(Ṽ , X̃)Ỹ, W̃〉 =
〈(
Hf(X̃, Ỹ)/f̃

)
Ṽ , W̃

〉
=
Hf(X̃, Ỹ)〈Ṽ , W̃〉

f̃
=

=
〈∇X̃∇f̃, Ỹ〉〈Ṽ , W̃〉

f̃
.

Como R(X̃, Ṽ)W̃ é horizontal e Ỹ é qualquer, então

R(X̃, Ṽ)W̃ =

(
〈Ṽ , W̃〉

)
f̃

∇X̃∇f̃.
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(f) Dado X̃ ∈ L(B), R(Ṽ , W̃)Ũ é vertical pois, pela simetria da curvatura e por (d),

tem-se que 〈R(Ṽ , W̃)Ũ, X̃〉 = −〈R(Ṽ , W̃)X̃, Ũ〉 = 0. Agora, dado T̃ ∈ L(F), pela

proposição 3.2 tem-se que

∇ṼŨ = V
(
∇ṼŨ

)
+H

(
∇ṼŨ

)
= F̃∇VU−

〈Ṽ , Ũ〉
f̃
∇f̃,

e assim,

∇
W̃
∇ṼŨ = ∇

W̃
F̃∇VU−∇

W̃

(〈Ũ, Ṽ〉
f̃
∇f̃
)
=

= ˜F∇WF∇VU−
〈F̃∇VU, W̃〉

f̃
∇f̃− 〈Ũ, Ṽ〉

f̃
∇
W̃
∇f̃− W̃

[
〈Ũ, Ṽ〉
f̃

]
∇f̃ =

= ˜F∇WF∇VU−
〈F̃∇VU, W̃〉

f̃
∇f̃− 〈Ũ, Ṽ〉

f̃

〈∇f̃,∇f̃〉
f̃

W̃ − W̃

[
〈Ũ, Ṽ〉
f̃

]
∇f̃.

Daí,

〈∇
W̃
∇ṼŨ, T̃〉 = 〈 ˜F∇WF∇VU, T̃〉−

〈Ũ, Ṽ〉〈∇f̃,∇f̃〉
f̃2

〈W̃, T̃〉.

Agora,

〈∇[Ṽ ,W̃]Ũ, T̃〉 = 〈∇[V ,W]∼Ũ, T̃〉 = 〈 ˜F∇[V ,W]U−
〈Ũ, [V ,W]∼〉

f̃
∇f̃, T̃〉 = 〈 ˜F∇[V ,W]U, T̃〉.

Logo,

〈R(Ṽ , W̃)Ũ, T̃〉 = 〈 ˜F∇WF∇VU, T̃〉−
〈Ũ, Ṽ〉〈∇f̃,∇f̃〉

f̃2
〈W̃, T̃〉− 〈 ˜F∇VF∇WU, T̃〉+

+
〈Ũ, W̃〉〈∇f̃,∇f̃〉

f̃2
〈Ṽ , T̃〉+ 〈 ˜F∇[V ,W]U, T̃〉 =

= 〈 ˜F∇WF∇VU−
〈Ũ, Ṽ〉〈∇f̃,∇f̃〉

f̃2
W̃ − ˜F∇VF∇WU+

+
〈Ũ, W̃〉〈∇f̃,∇f̃〉

f̃2
Ṽ + ˜F∇[V ,W]U, T̃〉,

∀T̃ ∈ L(N2). Portanto,

R(Ṽ , W̃)Ũ = F̃R(Ṽ , W̃)Ũ−

(
〈∇f̃,∇f̃〉

)
f̃2

[
〈Ṽ , Ũ〉W̃ − 〈W̃, Ũ〉Ṽ

]
.

Corolário 3.2. Seja M = B×f F um produto torcido, com dim F = d > 1, X̃, Ỹ ∈ L(B) e

Ṽ , W̃ ∈ L(F). Então,
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(a) Ric(X̃, Ỹ) = BRic(X, Y) −
d

f̃
Hf(X̃, Ỹ).

(b) Ric(X̃, Ṽ) = 0.

(c) Ric(Ṽ , W̃) = FRic(V ,W) −

(
∆Bf

f
+ (d− 1)

〈∇f,∇f〉
f2

)
〈Ṽ , W̃〉.

Demonstração: Seja um referencial ortonormal local {ẽ1, . . . , ẽn, ẽn+1, . . . , ẽn+d} emM,

com ẽi ∈ L(B), ẽj ∈ L(F), 1 6 i 6 n, n+ 1 6 j 6 n+ d, onde dimB = n e dim F = d.

(a) O tensor de Ricci em X̃, Ỹ é dado por

Ric(X̃, Ỹ) =
n+d∑
s=1

〈R(X̃, ẽs)Ỹ, ẽs〉.

No entanto, para i = 1, . . . ,n, pela propsição 3.5-(a) temos que

〈R(X̃, ẽi)Ỹ, ẽi〉 = 〈 ˜BR(X, ei)Y, ẽi〉 = 〈BR(X, ei)Y, ei〉B ◦ π,

e para j = n+ 1, . . . ,n+ d, pela proposição 3.5-(d) obtemos

〈R(X̃, ẽj)Ỹ, ẽj〉 = −〈R(ẽj, X̃)Ỹ, ẽj〉 = −〈H
f(X̃, Ỹ)
f̃

ẽj, ẽj〉 = −
Hf(X̃, Ỹ)

f̃
.

Assim,

Ric(X̃, Ỹ) =
n+d∑
s=1

〈R(X̃, ẽs)Ỹ, ẽs〉 =
n∑
i=1

〈R(X̃, ẽi)Ỹ, ẽi〉+
n+d∑
j=n+1

〈R(X̃, ẽj)Ỹ, ẽj〉 =

=

n∑
i=1

〈BR(X, ei)Y, ei〉B ◦ π+

n+d∑
j=n+1

−
Hf(X̃, Ỹ)

f̃
=

=

[
BRic(X, Y) −

d

f
Hess f(X, Y)

]
◦ π.

(b) Observe agora que, para i = 1, . . . ,n, j = n+ 1, . . . ,n+ d, e pela proposição 3.5-(d)

temos que R(X̃, ẽi)Ṽ = 0 e 〈R(X̃, ẽj)Ṽ , ẽj〉 = 〈R(Ṽ , ẽj)X̃, ẽj〉 = 0, portanto

Ric(X̃, Ṽ) =
n+d∑
s=1

〈R(X̃, ẽs)Ṽ , ẽs〉 =
n∑
i=1

〈R(X̃, ẽi)Ṽ , ẽi〉+
n+d∑
j=n+1

〈R(X̃, ẽj)Ṽ , ẽj〉 = 0.

(c) Por último, para i = 1, . . . ,n, j = n + 1, . . . ,n + d, pela proposição 3.5-(e) e pela

proposição 3.5-(f) temos que

〈R(Ṽ , ẽi)W̃, ẽi〉 = 〈−R(ẽi, Ṽ)W̃, ẽi〉 =
−〈Ṽ , W̃〉

f̃
〈∇ẽi∇f̃, ẽi〉,
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e também que

〈R(Ṽ , ẽj)W̃, ẽj〉 =
〈 ˜FR(V , ej)W −

〈∇f̃,∇f̃〉
f̃2

[
〈Ṽ , W̃〉ẽj − 〈W̃, ẽj〉Ṽ

]
, ẽj
〉
.

Daí,

Ric(Ṽ , W̃) =

n+d∑
s=1

〈R(Ṽ , ẽs)W̃, ẽs〉 =
n∑
i=1

〈R(Ṽ , ẽi)W̃, ẽi〉+
n+d∑
j=n+1

〈R(Ṽ , ẽj)W̃, ẽj〉 =

=
−〈Ṽ , W̃〉

f̃

n∑
i=1

〈∇ẽi∇f̃, ẽi〉+
n+d∑
j=n+1

〈 ˜FR(V , ej)W, ẽj〉−

−
〈∇f̃,∇f̃〉
f̃2

[
〈Ṽ , W̃〉

n+d∑
j=n+1

〈ẽj, ẽj〉−
n+d∑
j=n+1

〈W̃, ẽj〉〈Ṽ , ẽj〉

]
=

=
−〈Ṽ , W̃〉

f̃

(
∆Bf ◦ π

)
+

n+d∑
j=n+1

f̃2
(
〈FR(V , ej)W, ej〉F ◦ σ

)
−

−
〈∇f̃,∇f̃〉
f̃2

[
d〈Ṽ , W̃〉− 〈Ṽ , W̃〉

]
=

= f̃2
(
FRic(V ,W) ◦ σ

)
−

[(
∆Bf

f
+ (d− 1)

〈∇f,∇f〉
f2

)
◦ π
]
〈Ṽ , W̃〉.

Corolário 3.3. Seja M = B×f F um produto torcido, sendo B = I ⊂ R um intervalo da

reta com dim F = d > 1, X̃, Ỹ ∈ L(I) e Ṽ , W̃ ∈ L(F). Então,

(a) Ric(X̃, Ỹ) = −d
f ′′

f
.

(b) Ric(X̃, Ṽ) = 0.

(c) Ric(Ṽ , W̃) = FRic(V ,W) −

(
f ′′

f
+ (d− 1)

(f ′)2

f2

)
〈Ṽ , W̃〉.
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Imersões em Produtos Torcidos

4.1 Introdução

Sejam N1 e N2 variedades Riemannianas munidas com métricas Riemannianas g1 e g2,

respectivamente, e seja f uma função diferenciável positiva em N1. Considere a variedade

produto torcido N1×fN2. Denotamos a dimensão de N1 e N2 por n1 e n2, respecti-

vamente. Sabe-se que a noção de produto torcido desempenha funções importantes em

geometria diferencial bem como na física (cf. [9]).

Sejam, φ : N1×fN2 −→ M̃ uma imersão isométrica de um produto torcido N1×fN2

em uma variedade Riemanniana M̃n+m , π1 : N1×fN2 −→ N1 e π2 : N1×fN2 −→ N2

as projeções canônicas e h a segunda forma fundamental da imersão φ. Indique por h1 e

h2 a restrição de h a L(N1) e a L(N2), respectivamente. O vetor curvatura média
−→
H de

φ é dado por

−→
H(p) =

−→
H =

1
n

m∑
i=1

(
traço Ai

)
Ei =

1
n

n∑
j=1

h(ej, ej),

onde {E1, . . . ,Em} um referencial ortonormal local normal a N1×fN2, {e1, . . . , en} um

referencial local em N1×fN2 , Ai = AEi , n = n1 + n2. Definimos os vetores curvatura

média parciais
−→
H 1 e

−→
H 2 pelos seguintes traços parciais:

−→
H 1 =

1
n1

n1∑
r=1

h(er, er),
−→
H 2 =

1
n2

n1+n2∑
s=n1+1

h(es, es) (4.1)

onde e1, . . . , en1 e en1+1, . . . , en1+n2 são referenciais ortonormais locais de L(N1) e L(N2),

respectivamente.

70
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Definição 4.1. Seja φ : N1×fN2 −→ M̃ uma imersão isométrica de um produto torcido

N1×fN2 em uma variedade Riemanniana M̃n+m.

(a) (Nj-totalmente geodésica) A imersão φ é dita Nj-totalmente geodésica, j = 1, 2,

se a segunda forma fundamental parcial hj = h
∣∣
L(Nj)

é identicamente nula. E φ é

dita totalmente geodésica mista se a sua segunda forma fundamental h satisfaz

h(X̃, Z̃) = 0 ∀X̃ ∈ L(N1) e ∀Z̃ ∈ L(N2).

(b) (Nj-mínima) A imersão φ é dita Nj-mínima, j = 1, 2, se o vetor curvatura média

parcial
−→
H j, j = 1, 2, é identicamente nulo.

Sejam ψ :M −→M uma imersão isométrica e f uma função diferenciável em M. Como

em cada p ∈M TpM = TpM⊕ (TpM)⊥ e o gradiente de f, ∇f, é um campo tangente a

M, então em cada p ∈M temos que

(
∇f
)
(p) =

[(
∇f
)
(p)
]T

+
[(
∇f
)
(p)
]⊥ ,

[(
∇f
)
(p)
]T ∈ TpM,

[(
∇f
)
(p)
]⊥ ∈ (TpM)⊥.

Dessa forma, denotaremos a componente normal de ∇f restrita a M,
[(
∇f
)]⊥, por Df.

Proposição 4.1. (Imersão-Produto Torcida) Sejam M1×ρM2 um produto torcido, φ1 :

N1 −→ M1 e φ2 : N2 −→ M2 imersões isométricas entre variedades Riemannianas.

Defina a função positiva f ∈ C∞(N1) por f = ρ ◦ φ1. Então, a aplicação

φ : N1×fN2 −→M1×ρM2

dada por φ
(
p1,p2

)
=
(
φ1(p1),φ2(p2)

)
=
(
φ1 ◦π1(p1,p2),φ2 ◦π2(p1,p2)

)
é uma imersão

isométrica, chamada imersão-produto torcida. Se ρ ≡ 1, φ é chamada imersão-

produto (direta).

Demonstração:

(i) Considere o produto torcido M =M1×ρM2. Sejam as projeções canônicas

σ1 : M1×ρM2 −→ M1,

σ2 : M1×ρM2 −→ M2.

A métrica torcida g̃ de M é dada por g̃ = σ∗1(gM1) + (ρ ◦ σ1)
2σ∗2(gM2). Explicita-

mente,
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g̃(u, v)(r,s) = 〈u, v〉(r,s) = 〈dσ1(u),dσ1(v)〉M1
r + (ρ ◦ σ1)

2〈dσ2(u),dσ2(v)〉M2
s , em

cada (r, s) ∈M, ∀ u, v ∈ T(r,s)M.

A métrica produto é dada por

g̃0(u, v)(r,s) = 〈u, v〉(r,s) = 〈dσ1(u),dσ1(v)〉M1
r + 〈dσ2(u),dσ2(v)〉M2

s , em cada

(r, s) ∈M1 ×M2, ∀ u, v ∈ T(r,s)(M1 ×M2).

(ii) Sejam as imersões isométricas

φ1 : N1 −→ M1,

φ2 : N2 −→ M2.

Dessa forma,

〈u, v〉N1
p = 〈dφ1(u),dφ1(v)〉M1

φ1(p)
, ∀p ∈ N1, ∀ u, v ∈ TpN1;

〈u, v〉N2
q = 〈dφ2(u),dφ2(v)〉M2

φ2(q)
, ∀q ∈ N2, ∀ u, v ∈ TqN2.

(iii) Considere o produto torcido N = N1×fN2, com f = ρ ◦ φ1. Sejam as projeções

canônicas
π1 : N1×fN2 −→ N1,

π2 : N1×fN2 −→ N2.

A métrica torcida g deN é dada por g = π∗1(gN1)+(f◦π1)
2π∗2(gN2). Explicitamente,

g(u, v)(p,q) = 〈u, v〉(p,q) = 〈dπ1(u),dπ1(v)〉N1
p + (f ◦ π1)

2〈dπ2(u),dπ2(v)〉N2
q , em

cada (p,q) ∈ N, ∀ u, v ∈ T(p,q)N.

A métrica produto é dada por

g0(u, v)(p,q) = 〈u, v〉(p,q) = 〈dπ1(u),dπ1(v)〉N1
p + 〈dπ2(u),dπ2(v)〉N2

q , em cada

(p,q) ∈ N1 ×N2, ∀ u, v ∈ T(p,q)N.

(iv) Agora, a aplicação φ é dada por

φ = (φ1,φ2) : N1×fN2 −→ M1×ρM2

(p,q) 7−→ φ(p,q) =
(
φ1(p),φ2(q)

)
.

E ainda, φ(p,q) =
(
(φ1 ◦π1)(p,q), (φ2 ◦π2)(p,q)

)
=
(
φ1(p),φ2(q)

)
. Observe que

φ1 ◦ π1 = σ1 ◦ φ e φ2 ◦ π2 = σ2 ◦ φ.
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(v) Dado um referencial ortonormal local {E1, . . . ,En1 ,En1+1, . . . ,En1+n2} em N, com

Ei ∈ L(N1), 1 6 i 6 n1, e Ej ∈ L(N2), n1 + 1 6 j 6 n1 + n2, a diferencial de φ,

dφ(p,q) : T(p,q)N −→ Tφ(p,q)M, é dada por

dφ = d(φ1 ◦ π1)⊕ d(φ2 ◦ π2) = dφ1 ◦ dπ1 ⊕ dφ2 ◦ dπ2,

em cada (p,q) ∈ N. Dessa forma, como T(p,q)N = T(p,q)N1 ⊕ T(p,q)N2 e

Tφ(p,q)M = Tφ(p,q)M1 ⊕ Tφ(p,q)M2, temos que dφ(p,q)
(
T(p,q)N1

)
⊂ Tφ(p,q)M1

e dφ(p,q)
(
T(p,q)N2

)
⊂ Tφ(p,q)M2.

(vi) Mostraremos que dφ é injetiva em cada (p,q) ∈ N, isto é, dφ(p,q)(v) = 0⇔ v = 0.

Seja v ∈ T(p,q)N, com v = v1 + v2, v1 ∈ T(p,q)N1 e v2 ∈ T(p,q)N2. Assim, se

0 = dφ(p,q)(v) = dφ(p,q)(v1 + v2) = (dφ1 ◦ dπ1)(v1 + v2) + (dφ2 ◦ dπ2)(v1 + v2) =

= dφ1(v̂1) + dφ2(v̂2),

com dπ1(v1) = v̂1, dπ2(v2) = v̂2. Como dφ1(v̂1) ∈ Tφ(p,q)M1 e dφ2(v̂2) ∈

Tφ(p,q)M2, então dφ1(v̂1) = 0, dφ2(v̂2) = 0. E ainda, dφ1 e dφ2 são injetivas.

Daí, e pelo lema 2.5 dπ1(v1) = v̂1 = 0⇒ v1 ∈ T(p,q)N2 ⇒ v1 = 0

dπ2(v2) = v̂2 = 0⇒ v2 ∈ T(p,q)N1 ⇒ v2 = 0,

então, v = v1 + v2 = 0. A volta é imediata. Portanto, φ é uma imersão.

(vii) Vamos mostrar agora que a imersão φ é isométrica, isto é, g = φ∗(g̃). Em cada

(p,q) ∈ N, dados u, v ∈ T(p,q)N, tem-se

φ∗(g̃)(u, v) = g̃(dφ(u),dφ(v))φ(p,q) = 〈dφ(u),dφ(v)〉φ(p,q) =

= 〈dσ1(dφ(u)),dσ1(dφ(u))〉M1
φ1(p)

+

+
(
ρ ◦ σ1(φ(p,q))

)2〈dσ2(dφ(u)),dσ2(dφ(u))〉M2
φ2(p)

=

= 〈d(σ1 ◦ φ)(u),d(σ1 ◦ φ)(v)〉M1
φ1(p)

+

+
(
ρ ◦ φ1(π1(p,q))

)2〈d(σ2 ◦ φ)(u),d(σ2 ◦ φ)(v)〉M2
φ2(q)

,
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e, por (iv), (ii) e (iii),

φ∗(g̃)(u, v) = g̃(dφ(u),dφ(v))φ(p,q) =

= 〈d(φ1 ◦ π1)(u),d(φ1 ◦ π1)(v)〉M1
φ1(p)

+

+
(
f ◦ π1(p,q))

)2〈d(φ2 ◦ π2)(u),d(φ2 ◦ π2)(v)〉M2
φ2(q)

=

= 〈dφ1(dπ1(u)),dφ1(dπ1(v))〉M1
φ1(p)

+

+
(
f ◦ π1(p,q))

)2〈dφ2(dπ2(u)),dφ2(dπ2(v))〉M2
φ2(q)

=

= 〈dπ1(u),dπ1(v)〉N1
p +

(
f ◦ π1(p,q))

)2〈dπ2(u),dπ2(v)〉N2
q =

= g(u, v)(p,q).

Portanto, φ é uma imersão isométrica.

Lema 4.1. Seja M uma variedade. Se 1∇ e 2∇ são conexões afim em M, então a

diferença 1∇− 2∇ = T definida por TXY = 1∇XY − 2∇XY é tensorial, isto é, T ∈ T 2
1 (M).

Demonstração:

Basta mostrarmos que T = 1∇ − 2∇ é C∞-bilinear, isto é, basta mostrar que T é

C∞-linear em relação ao argumento Y, pois T é R-bilinear e C∞-linear em relação ao

argumento X. Então, dada f ∈ C∞ temos

1∇XfY − 2∇XfY = f1∇XY + X(f)Y − f2∇XY − X(f)Y = f
(1∇XY − 1∇XY

)
.

Logo, T = 1∇− 2∇ é C∞-bilinear.
Agora, temos ferramentas suficientes para demonstrar os teoremas 1.1, 1.2, 1.3 e 1.4.

Demonstração: Teorema 1.1

Considere as identificações usuais nas imersões isométricas mencionadas. Indique por
1∇ e f∇ as conexões de Levi-Civita da variedade Riemanniana produto N1 × N2 e do

produto torcido N1×fN2, respectivamente, sendo g0 = g1 + g2 e g = g1 + f
2g2 suas

respectivas métricas. Analogamente, indique por 1∇̃ e ρ∇̃ as conexões de Levi-Civita da

variedade Riemanniana produto M1 ×M2 e do produto torcido M1×ρM2, respectiva-

mente, sendo g̃0 = g̃1 + g̃2 e g̃ = g̃1 + ρ
2g̃2 suas respectivas métricas.
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Sabemos que a diferença de conexões, T = ρ∇̃− 1∇̃, é tensorial, isto é, em cada ponto

m ∈M,
(
TXY

)
(m) depende apenas dos valores dos campos X e Y em m e independe do

comportamento local de X e Y. Dados U,V ∈ X(M), m ∈ M, então Um,Vm ∈ TmM.

Escolha campos U1,V1 ∈ L(M1) e U2,V2 ∈ L(M2) de modo que Um = U1(m) +U2(m)

e Vm = V1(m) + V2(m). Como
(
TUV

)
(m) depende apenas dos valores Um e Vm segue

que (
TUV

)
m

=
(
TU1+U2(V1 + V2)

)
m

= TU1V1 + TU1V2 + TU2V1 + TU2V2,

ou seja, em m ∈M1 × ρM2, temos

ρ∇̃UV − 1∇̃UV = ρ∇̃(U1+U2)(V1 + V2) −
1∇̃(U1+U2)(V1 + V2) =

= ρ∇̃U1V1 +
ρ∇̃U2V1 +

ρ∇̃U1V2 +
ρ∇̃U2V2 −

1∇̃U1V1 −
1∇̃U2V2 =

= ρ∇̃U2V1 +
ρ∇̃U1V2 +

ρ∇̃U2V2 −
1∇̃U2V2 =

= ρ∇̃U2V1 +
ρ∇̃U1V2 − 〈U2,V2〉

∇ρ
ρ

=

=
〈∇ρ,V1〉

ρ
U2 +

〈∇ρ,U1〉
ρ

V2 − 〈U2,V2〉
∇ρ
ρ

=

=
〈∇ρ,V〉
ρ

U2 +
〈∇ρ,U〉
ρ

V2 − 〈U2,V2〉
∇ρ
ρ

,

o que deixa explicita a tensorialidade em U e V . Portanto, usando a decomposição natural

de cada TmM e pondo U = U1 +U2, V = V1 + V2

ρ∇̃UV − 1∇̃UV =
〈∇ρ,V〉
ρ

U2 +
〈∇ρ,U〉
ρ

V2 − 〈U2,V2〉
∇ρ
ρ

. (4.2)

Da mesma forma, dados U, V ∈ X(N), as conexões f∇ e 1∇ estão relacionadas por

f∇UV − 1∇UV =
〈∇f,V〉
f

U2 +
〈∇f,U〉
ρ

V2 − 〈U2,V2〉
∇f
f
, (4.3)

onde U = U1+U2 e V = V1+V2. Da equação (4.2), para X, Y ∈ L(M1) e Z,W ∈ L(M2),

obtemos

ρ∇̃XY = 1∇̃XY, (4.4)

ρ∇̃ZW = 1∇̃ZW − 〈Z,W〉∇ρ
ρ

, (4.5)

ρ∇̃XZ = ρ∇̃ZX =
X(ρ)

ρ
Z (4.6)

Assim, dados X, Y ∈ L(N1), Z, W ∈ L(N2), sendo X, Y, Z, W ∈ X(M) suas respectivas

extensões, h a segunda forma fundamental da imersão produto torcido φ e h0 a segunda
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forma fundamental da imersão produto direto (φ1,φ2) : N1 × 1N2 −→ M1 × 1M2 vem

que

h(X, Y) − h0(X, Y) =
(
ρ∇̃XY − f∇XY

)
−
(

1∇̃XY − 1∇XY
)
= ρ∇̃XY − 1∇̃XY,

mas como h é tensorial, X
∣∣
N

= X, Y
∣∣
N

= Y e X(p,q), Y(p,q) ∈ T(p,q)N1 ⊂ T(p,q)M1,

∀(p,q) ∈ N ⊂M, logo X2
∣∣
N
= 0 e Y2

∣∣
N
= 0. Daí, e por (4.2) e (4.4),

h(X, Y) − h0(X, Y) = ρ∇̃XY − 1∇̃XY = 0,

ou seja,

h(X, Y) = h0(X, Y). (4.7)

Agora,

h(Z,W) − h0(Z,W) =
(
ρ∇̃ZW − f∇ZW

)
−
(

1∇̃ZW − 1∇ZW
)
=

=
(
ρ∇̃ZW − 1∇̃ZW

)
−
(
f∇ZW − 1∇ZW

)
,

novamente, h é tensorial, Z
∣∣
N
= Z,W

∣∣
N
=W e Z(p,q), W(p,q) ∈ T(p,q)N2 ⊂ T(p,q)M2,

∀(p,q) ∈ N, logo Z2
∣∣
N
= Z e W2

∣∣
N
=W. Daí, e por (4.2) e (4.4),

h(Z,W) − h0(Z,W) = −〈Z,W〉∇ρ
ρ

+ 〈Z,W〉∇f
f
.

Como 〈∇f, v〉 = df(v) = d(ρ ◦φ1)(v) = dρ
(
dφ1(v)

)
= 〈∇ρ,dφ1(v)〉, então ∇f = (∇ρ)>,

∀v ∈ TpN1, isto é, ∇ρ = ∇f⊕ (∇ρ)⊥ = ∇f⊕Dρ, em cada p ∈ N1 ⊂M1. Assim,

h(Z,W) − h0(Z,W) = −〈Z,W〉Dρ
ρ

. (4.8)

A restrição de h0 a L(N1) e a L(N2) são a segunda forma fundamental de φ1 : N1 −→M1

e φ2 : N2 −→ M2, respectivamente, pois como h é tensorial, independe das extensões,

X
∣∣
N

= X, Y
∣∣
N

= Y, Z
∣∣
N

= Z, W
∣∣
N

= W, com X(p,q), Y(p,q) ∈ T(p,q)N1 ⊂ T(p,q)M1

e Z(p,q), W(p,q) ∈ T(p,q)N2 ⊂ T(p,q)M2, em cada (p,q) ∈ N, logo podemos tomar X,

Y ∈ L(M1) e Z, W ∈ L(M2). Assim,

1∇̃XY − 1∇XY = h0(X, Y) ∈ (T(p,q)N1)
⊥M1 , ∀(p,q) ∈ N,

pois 1∇̃XY ∈ L(M1), 1∇XY ∈ L(N1), T(p,q)N1 ⊂ T(p,q)M1 e T(p,q)M1 = T(p,q)N1 ⊕

(T(p,q)N1)
⊥M1 , ∀(p,q) ∈ N, onde (T(p,q)N1)

⊥M1 = (T(p,q)N1)
⊥ ∩ T(p,q)M1. No entanto,

TpN1 ≡ T(p,q)N1 e TpM1 ≡ T(p,q)M1. Da mesma maneira,

1∇̃ZW − 1∇ZW = h0(Z,W) ∈ (T(p,q)N2)
⊥M2 , ∀(p,q) ∈ N,
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pois 1∇̃ZW ∈ L(M2), 1∇ZW ∈ L(N2), T(p,q)N2 ⊂ T(p,q)M2 e T(p,q)M2 = T(p,q)N2 ⊕

(T(p,q)N2)
⊥M2 , ∀(p,q) ∈ N, onde (T(p,q)N2)

⊥M2 = (T(p,q)N2)
⊥ ∩ T(p,q)M2. No entanto,

TpN2 ≡ T(p,q)N2 e TpM2 ≡ T(p,q)M2.

Daí, h0(X, Y) e h0(Z,W) são ortogonais para X, Y ∈ L(N1) e Z, W ∈ L(N2).

(a) Dados X ∈ L(N1) e Z ∈ L(N2), sendo X, Z ∈ X(M) suas respectivas extensões, como

h é tensorial, independe das extensões, podemos tomar X ∈ L(M1) e Z ∈ L(M2).

Assim, por (4.6)

h(X,Z) = ρ∇̃XZ− f∇XZ =
X(ρ)

ρ
Z−

X(f)

f
Z = 0, ∀(p,q) ∈ N.

Portanto, φ é totalmente geodésica mista.

(b) Dado um referencial ortonormal local {e1, . . . , en1 , en1+1, . . . , en1+n2} em N, com

e1, . . . , en1 ∈ L(N1) e en1+1, . . . , en1+n2 ∈ L(N2), de 4.7, 4.8 e do fato que Dρ

e h0(Z,W) são ortogonais em N, como

n1+n2∑
j=n1+1

〈
h(ej, ej),h(ej, ej)

〉
=

n1+n2∑
j=n1+1

[〈
h0(ej, ej) −D ln ρ,h0(ej, ej) −D ln ρ

〉]
=

=

n1+n2∑
j=n1+1

〈
h0(ej, ej),h0(ej, ej)

〉
+ n2||D ln ρ||2,

obtemos

||h||2 =

n1+n2∑
i,j=1

〈
h(ei, ej),h(ei, ej)

〉
>

n1+n2∑
j=n1+1

〈
h(ej, ej),h(ej, ej)

〉
> n2||D ln ρ||2,

pois
〈
h(ei, ej),h(ei, ej)

〉
> 0 e

〈
h0(ej, ej),h0(ej, ej)

〉
> 0, ∀i, j, 1 6 i 6 n1 + n2,

1 6 j 6 n1 + n2, com a igualdade ocorrendo se, e somente se, φ1 : N1 −→ M1 e

φ2 : N2 −→M2 são ambas imersões totalmente geodésicas.

(c) Se φ é N1-totalmente geodésica, então h1 = h
∣∣
L(N1)

= 0. Daí, e por (4.7), h1 =

h0
∣∣
L(N1)

= 0, logo φ1 é totalmente geodésica. Agora, se φ1 é totalmente geodésica,

h0
∣∣
L(N1)

= 0 e, por (4.7), h1 = h
0
∣∣
L(N1)

= 0, logo φ é N1-totalmente geodésica.

(d) Se φ é N2-totalmente geodésica, então h2 = h
∣∣
LN2

= 0. Segue-se de (4.8) que, dados

Z, W ∈ L(N2), h0(Z,W) = 〈Z,W〉Dρ
ρ

. Dρ ∈ T(p,q)M1 e h0(Z,W) ∈ T(p,q)M2,

∀(p,q) ∈ N, isto é, Dρ e h0(Z,W) são ortogonais em N, temos que h0(Z,W) = 0

e Dρ = 0. Assim, h0
∣∣
L(N2)

= 0, ou seja, φ2 é totalmente geodésica. E Dρ = 0
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implica que (∇ρ)
∣∣
N1

= ∇f, pois como ∇f = (∇ρ)>, ∇ρ = ∇f⊕Dρ = ∇f, em cada

p ∈ N1, então,
(
∇ρ
ρ

) ∣∣∣∣
N1

=
∇f
f
.

Reciprocamente, se φ2 é totalmente geodésica e
(
∇ρ
ρ

) ∣∣∣∣
N1

=
∇f
f

ocorre, então de

(4.8) temos que h(Z,W) = 0, ∀Z,W ∈ L(N2). Daí, φ é N2-totalmente geodésica.

(e) Se φ é totalmente geodésica, então h(U,V) = 0, ∀U,V ∈ X(N). Em particular, se

X, Y ∈ LN1, Z, W ∈ LN2, então φ é N1-totalmente geodésica e N2-totalmente

geodésica.

Agora, se φ é N1-totalmente geodésica e N2-totalmente geodésica, como h é tenso-

rial, dados U, V ∈ X(N), temos que existem U1, V1 ∈ L(N1), U2, V2 ∈ L(N2), tal

que, h(U,V) = h(U1 + U2,V1 + V2), em cada (p,q) ∈ N, logo, por (a), (c) e (d)

h(U,V) = 0. Portanto, φ é totalmente geodésica.

Demonstração: Teorema 1.2

Suponha que φ é uma imersão totalmente umbílica. Então, temos

h(X, Y) = 〈X, Y〉
−→
H , h(Z,W) = 〈Z,W〉

−→
H , (4.9)

∀X, Y ∈ L(N1) e ∀Z, W ∈ L(N2). Por outro lado, de (4.7) e (4.9)

h(X, Y) = h0(X, Y) = 〈X, Y〉
−→
H ∈ (T(p,q)N1)

⊥ ⊂ T(p,q)M1, ∀(p,q) ∈ N,

isto é,
−→
H é tangente a M1. Daí, segue-se de (4.8) e (4.9) que

h(Z,W) = h0(Z,W) − 〈Z,W〉Dρ
ρ

= 〈Z,W〉
−→
H ,

e como h0(Z,W) ∈ (T(p,q)N2)
⊥M2 ⊂ T(p,q)M2, h0(Z,W) = 0, ∀Z,W ∈ L(N2). Portanto,

φ2 é totalmente geodésica. Consequentemente, obtemos (b).

E também de (4.7), de (4.8) e de (4.9), encontramos

h0(X, Y) = 〈X, Y〉
−→
H , −〈Z,W〉Dρ

ρ
= 〈Z,W〉

−→
H ⇒

−→
H = −

Dρ

ρ
,

∀X, Y ∈ L(N1). Isso nos dá (a).

Reciprocamente, se φ satisfaz (a) e (b), como h é tensorial, dados U, V ∈ X(N),

temos que existem U1, V1 ∈ L(N1), U2, V2 ∈ L(N2), em cada (p,q) ∈ N, tal que,
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h(U,V) = h(U1 +U2,V1 + V2), então

h(U,V) = h(U1 +U2,V1 + V2) = h(U1,V1) + h(U1,V2) + h(U2,V1) + h(U2,V2) =

= h(U1,V1) + h(U2,V2) = 〈U1,V1〉
(
−
Dρ

ρ

)
+ 〈U2,V2〉

(
−
Dρ

ρ

)
=

=
(
〈U1,V1〉+ 〈U2,V2〉

)(
−
Dρ

ρ

)
= 〈U,V〉

(
−
Dρ

ρ

)
, ∀(p,q) ∈ N.

Portanto, φ é totalmente umbílica.

Demonstração: Teorema 1.3

(a) Uma vez que cada folhaN1×q é uma subvariedade totalmente geodésica da variedade

produto torcidoN1×fN2 (cf corolário 3.1), a equação (4.7) implica que
−→
H 1 é o vetor

curvatura média de φ1, pois h0
∣∣
L(N1)

é a segunda forma fundamental de φ1.

(b) Se φ é N2-mínima, então
−→
H 2 = 0. Daí e por (4.8), dado um referencial ortonormal

local {e1, . . . , en1 , en1+1, . . . , en1+n2} em N, com e1, . . . , en1 ∈ L(N1) e en1+1, . . . ,

en1+n2 ∈ L(N2) temos

0 =
−→
H 2 =

1
n2

n1+n2∑
s=n1+1

h(es, es)⇒ h(es, es) = 0, n1 + 1 6 s 6 n1 + n2 ⇒

0 = h0(es, es) − 〈es, es〉
(
Dρ

ρ

)
⇒ 1
n2

n1+n2∑
s=n1+1

(
h0(es, es) − 〈es, es〉

(
Dρ

ρ

))
= 0⇒

traço h0
2 = n2

(
Dρ

ρ

)
,

pois h0
∣∣
L(N2)

é a segunada forma fundamental de φ2. Como Dρ e traço h0
2 são

ortogonais, temos que Dρ = 0, traço h0
2 = 0, logo φ2 é mínima e

(
∇ρ
ρ

) ∣∣∣∣
N1

=
∇f
f
.

Reciprocamente, se φ2 é uma imersão mínima e
(
∇ρ
ρ

) ∣∣∣∣
N1

=
∇f
f

ocorre, então

segue-se da equação (4.8) que traço h2 = 0.

(c) Suponha que φ é uma imersão mínima. Logo, temos que
−→
H = 0, o que implica

traço h = 0. Como
−→
H =

n1

n

−→
H 1 +

n2

n

−→
H 2, aplicando (4.7) e (4.8),

0 = n1
−→
H 1 + n2

−→
H 2 ⇒ traço h0

1 + f
2 traço h0

2 − n2

(
Dρ

ρ

)
= 0. (4.10)

Como traço h0
1 e Dρ são tangentes a M1 e traço h0

2 é tangente a M2, de (4.10)

obtemos que

traço h0
1 − n2

(
Dρ

ρ

)
= 0, traço h0

2 = 0, (4.11)
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isto implica que, φ2 é uma imersão mínima e o vetor curvatura média de φ1 é dado

por
−→
H 1 =

n2

n1

Dρ

ρ
.

Reciprocamente, se φ2 é uma imersão mínima e o vetor curvatura média de φ1 é

dado por
−→
H 1 =

n2

n1

Dρ

ρ
, então

−→
H =

n1

n

−→
H 1 +

n2

n

−→
H 2 =

n1

n

n2

n1

Dρ

ρ
+

1
n

f2 traço h0
2︸ ︷︷ ︸

= 0

−n2
Dρ

ρ

 = 0,

portanto, φ é mínima.

Definição 4.2. (Imersão Pseudo-Umbílica) Uma imersão isométrica ψ : N −→M entre

variedades Riemannianas é chamada pseudo-umbílica se seu operador forma A−→
H

sobre

o vetor curvatura média
−→
H satisfaz

A−→
H
(x) = λx

para todo vetor x tangente a N, onde λ é uma função sobre N.

Similarmente, uma imersão φ : N1×fN2 −→ M é chamada N2-pseudo-umbílica

se seu operador de Weingarten A−→
H

satisfaz

A−→
H
(z) = λz

para todo vetor tangente z em L(N2).

Definição 4.3. (Representação Produto Torcido) Uma variedade produto torcidoM1×ρM2

é chamada uma representação produto torcido de um esapço forma Rm(c) de cur-

vatura seccional constante c se o produto torcido M1×ρM2 é um subconjunto aberto

denso de Rm(c).

Exemplo 4.1. Em Rn(c), temos a representação produto torcido (0,a)×f Sn−1. Tomamos

f : (0,a) −→ (0,∞) dada por

fc(r) =



sen
(√
cr
)

c
, se c > 0 e a = π√

c

(
Rn(c) = Sn

(
1√
c

))
r, se c = 0 e a = +∞ (

Rn(0) = Rn
)

senh
(√

|c|r
)

|c|
, se c < 0 ea =∞ (

Rn(c) = Hn(c)
) .
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Assim,

Sn
( 1√
c

)
− {N,S} ≈

(
0,
π√
c

)
×fc Sn−1,

Rn − {0} ≈
(
0,∞)×f0 Sn−1,

Hn − {0} ≈
(
0,∞)×fc Sn−1.

Demonstração: Teorema 1.4

Sejam f∇ e ρ∇̃ as conexões de Levi-Civita, R e R̃ os tensores de curvatura, K e K̃ as

curvaturas seccionais de N e M, respectivamente. Do teorema 1.1-(a), temos que

h(X,Z) = 0, ∀X ∈ L(N1), ∀Z ∈ L(N2). (4.12)

Como N1 × fN2 é um produto torcido, da proposição (3.3) temos

F∇XZ = F∇ZX =
X(f)

f
Z, 〈F∇XY,Z〉 = 0, (4.13)

para campos vetoriais unitários X, Y ∈ L(N1) e Z ∈ L(N2). E ainda, para os mesmos X

e Z, alicando (4.13) e a proposição 3.5-(c),

K(X∧ Z) = 〈R(X,Z)X,Z〉 = 〈−
(
Hf(X,X)

)
f

Z,Z〉 =
(
f∇XX

)
(f) − X2(f)

f
. (4.14)

Dado um referencial ortonormal local {e1, . . . , en1 , en1+1, . . . , en1+n2} em N, com

er ∈ L(N1) e es ∈ L(N2), para 1 6 r 6 n1, n1 + 1 6 s 6 n1 + n2, usando (4.14)

obtemos

K(er ∧ es) =

(
f∇erer

)
(f) − er(er(f))

f
,

e isso implica que

∆f

f
=

n1∑
r=1

K(er ∧ es), n1 + 1 6 s 6 n1 + n2. (4.15)

Por outro lado, da equação de Gauss, sabemos que o tensor curvatura R de N satisfaz

〈R̃(X, Y)Z,W〉− 〈R(X, Y)Z,W〉 = −〈h(Y,W),h(X,Z)〉+ 〈h(X,W),h(Y,Z)〉,

o que equivale a dizer que

〈R(X, Y)Z,W〉 =〈h(Y,W),h(X,Z)〉− 〈h(X,W),h(Y,Z)〉+

+ c[〈X,Z〉〈Y,W〉− 〈X,W〉〈Y,Z〉], (4.16)
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para campos vetoriais X, Y, Z ∈ X(N). Assim, para 1 6 r 6 n1 e Z ∈ L(N2) unitário, de

(4.12), (4.15) e (4.16), temos

K(er ∧ Z) = 〈R(er,Z)er,Z〉 = 〈h(Z,Z),h(er, er)〉− 〈h(er,Z)︸ ︷︷ ︸
=0

,h(Z, er)〉+

+ c[〈er, er〉︸ ︷︷ ︸
=1

〈Z,Z〉︸ ︷︷ ︸
=1

− 〈er,Z〉︸ ︷︷ ︸
=0

〈Z, er〉]⇔

K(er ∧ Z) = c+ 〈h(Z,Z),h(er, er)〉.

Daí,

∆f

f
=

n1∑
r=1

K(er ∧ Z) = cn1 + 〈h(Z,Z),
n1∑
r=1

h(er, er)〉 = cn1 + 〈h(Z,Z),n1
−→
H 1〉,

o que nos dá,

〈h(Z,Z),
−→
H 1〉 =

∆f

n1f
− c. (4.17)

Agora, sejam X ∈ L(N1) unitário e Z, W ∈ L(N2) ortonormais. Usando a proposição

3.3-(c), temos

K
(
X∧ (Z+W)

)
= 〈R(X,Z+W)X,Z+W〉 =

= 〈R(X,Z)X,Z〉+ 〈R(X,Z)X,W〉︸ ︷︷ ︸
=0

+ 〈R(X,W)X,Z〉︸ ︷︷ ︸
=0

+〈R(X,W)X,W〉 =

= K(X∧ Z) + K(X∧W).

Daí, de (4.17) e aplicando a polarização 2h(Z,W) = h(Z+W,Z+W)−h(Z,Z)−h(W,W)

〈
−→
H 1, 2h(Z,W)〉 = 〈

−→
H 1,h(Z+W,Z+W) − h(Z,Z) − h(W,W)〉 =

= 〈
−→
H 1,h(Z+W,Z+W)〉− 〈

−→
H 1,h(Z,Z)〉− 〈

−→
H 1,h(W,W)〉 = 0,

logo,

〈
−→
H 1,h(Z,W)〉 = 0, (4.18)

∀ Z, W ∈ L(N2) ortonormais. Portanto,

(a) Considerando o referencial ortonormal local {e1, . . . , en1 , en1+1, . . . , en1+n2} em N,

para 1 6 r 6 n1, n1 + 1 6 s, t 6 n1 + n2, de (4.17) e (4.18) obtemos

〈A−→
H 1
es, er〉 = 〈

−→
H1,h(es, er)〉 = 0,

〈A−→
H 1
es, et〉 = 〈

−→
H1,h(es, et)〉 = 0, s 6= t,

〈A−→
H 1
es, es〉 = 〈

−→
H1,h(es, es)〉 =

∆f

n1f
− c.
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Daí, para n1 + 1 6 s 6 n1 + n2

A−→
H 1
es =

n1+n2∑
i=1

〈A−→
H 1
es, ei〉ei =

n1+n2∑
i=1

〈
−→
H1,h(es, ei)〉ei =

(
∆f

n1f
− c

)
es.

portanto, dado Z ∈ L(N2), temos

A−→
H 1
Z =

(
∆f

n1f
− c

)
Z. (4.19)

(b) Dados X, Y ∈ L(N1) e, Z ∈ L(N2), segue de (4.12) e de (4.13) que a derivada

covariante da segunda forma fundamental h, de φ, satisfaz(
ρ∇̃Xh

)(
Y,Z,η

)
= 〈DXh(Y,Z) − h(F∇XY,Z) − h(Y, F∇XZ),η〉 (4.20)

= 〈−h(F∇XY,Z),η〉 = 0, ∀η ∈ X(N)⊥,

pois N1 é totalmente geodésica em N. Logo

−h(F∇XY,Z) = 0.

Por outro lado, aplicando (4.12) e (4.13), também encontramos(
ρ∇̃Zh

)(
X, Y,η

)
= 〈DZh(X, Y) − h(F∇ZX, Y) − h(X, F∇ZY),η〉 = 〈DZh(X, Y),η〉.

(4.21)

No entanto, aplicando (4.20), (4.21), e a equação de Codazzi obtemos que(
ρ∇̃Xh

)(
Y,Z,η

)
=
(
ρ∇̃Zh

)(
X, Y,η

)
,

isto é,

0 = 〈DZh(X, Y),η〉, ∀η ∈ X(M)⊥.

Portanto, DZh(X, Y) = 0 e, em particular, DZ
−→
H 1 = 0.

(c) Novamente, considerando o referencial ortonormal {e1, . . . , en1 , en1+1, . . . , en1+n2}, de

(4.17) temos

〈
−→
H1,n2

−→
H2〉 = 〈

−→
H1,

n1+n2∑
s=n1+1

h(es, es)〉 =
n1+n2∑
s=n1+1

(
∆f

n1f
− c

)
= n2

(
∆f

n1f
− c

)
,

consequentemente

〈
−→
H1,
−→
H2〉 =

∆f

n1f
− c. (4.22)

Portanto,
−→
H 1 e

−→
H 2 são perpendiculares se, e somente se, f é uma autofunção do

operador Laplaciano ∆ com autovalor n1c.
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(d) Como f é uma autofunção do operador Laplaciano ∆ com autovalor n1c se, e somente

se,
−→
H 1 e

−→
H 2 são perpendiculares, segue-se das equações (4.7) e (4.8) que

−→
H 1 e

−→
H 2

são perpendiculares quando tivermos

(i)
−→
H 1 = 0, ou

(ii)

(
∇ρ
ρ

) ∣∣
N1

=
∇f
f
,

pois, h0(X, Y) ∈ (T(p,q)N1)
⊥M1 e Dρ ∈ (T(p,q)N1)

⊥M1 . Assim, do teorema 1.3-(a),

(i) ocorre quando, e somente quando, φ1 é mínima.

(e) Segue diretamente de (c) e da definição de função harmônica.

(f) Se φ1 é uma imersão não-mínima (isto é,
−→
H 1 6= 0) e se os dois vetores curvatura

média parciais
−→
H 1 e

−→
H 2 são paralelos, então existe uma função µ em N tal que

−→
H 2 = µ

−→
H 1. Dessa forma, como

−→
H =

n1

n

−→
H 1 +

n2

n

−→
H 2, então

−→
H =

n1

n

−→
H 1 +

n2

n
µ
−→
H 1 =

(
n1 + n2µ

n

)
−→
H 1.

Assim, dado Z ∈ L(N2), de (4.19), temos

A−→
H
Z =

(
n1 + n2µ

n

)
A−→
H 1
Z =

(
n1 + n2µ

n

)(
∆f

n1f
− c

)
Z,

portanto, φ é N2-pseudo-umbílica.

Como, por hipótese, φ1 é uma imersão não-mínima, temos que
−→
H 1 6= 0 pelo teorema

1.3-(a). Com isso, usando o fato que
−→
H 1,
−→
H 2 são paralelos, que h0(X, Y), h0(Z,W)

são ortogonais e h0(Z,W),
Dρ

ρ
também são ortogonais para X, Y ∈ L(N1), Z,W ∈

L(N2), de (4.7) e (4.8) obtemos

−→
H 2 = µ

−→
H 1 ⇔

1
n2

n1+n2∑
s=n1+1

h(es, es) = µ
1
n1

n1∑
r=1

h(er, er)⇔

1
n2

n1+n2∑
s=n1+1

[
h0(es, es) −

Dρ

ρ

]
= µ

1
n1

n1∑
r=1

h0(er, er)⇒

1
n2

n1+n2∑
s=n1+1

h0(es, es) = 0,

portanto, φ2 é uma imersão mínima.
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Lema 4.2. Seja φ : N = N1×fN2 −→ Rm(c) uma imersão isométrica de um produto

torcido em uma forma espacial real Rm(c) de curvatura constante c. Então o quadrado

do vetor curvatura média H2 de φ satisfaz a desigualdade:

∆f

f
6
n2

4n2
H2 + n1c, (4.23)

onde ni = dimNi, i = 1, 2, n = n1 + n2 e ∆ é o operador Laplaciano de N1.

A igualdade ocorre se, e somente se, φ = (φ1,φ2) : N1×fN2 −→ Rm(c) é uma

imersão totalmente geodésica mista com trh1 = trh2, onde trh1, trh2 denotam os traços

de h restritos a L(N1) e L(N2), respectivamente.

Demonstração:

Sejam n1, n2, n = n1+n2 as respectivas dimensões deN1,N2,N1×fN2, e {e1, . . . , en1 ,

en1+1, . . . , en1+n2} um referencial ortonormal local em N, com er ∈ L(N1), 1 6 r 6 n1, e

es ∈ L(N2), n1 + 1 6 s 6 n1 +n2. Vamos considerar (para efeito de cálculo) a curvatura

escalar de N dada por

2τ = 2
n∑
i,j=1
i<j

〈R(ei, ej)ei, ej〉 =
n∑
i,j=1

〈R(ei, ej)ei, ej〉.

Da equação de Gauss, temos

〈R(ei, ej)ei, ej〉 = 〈h(ei, ei),h(ej, ej)〉− 〈h(ei, ej),h(ej, ei)〉+ c− c〈ei, ej〉〈ej, ei〉.

Daí e de (4.7) e de (4.8), obtemos

2τ =
n∑
i,j=1

[
〈h(ei, ei),h(ej, ej)〉− 〈h(ei, ej),h(ej, ei)〉+ c− c〈ei, ej〉〈ej, ei〉

]
=

=

n∑
i,j=1

〈h(ei, ei),h(ej, ej)〉−
n∑
i,j=1

〈h(ei, ej),h(ej, ei)〉+ n2c−

n∑
i,j=1

c〈ei, ej〉〈ej, ei〉 =

=
〈 n∑
i=1

h(ei, ei),
n∑
j=1

h(ej, ej)
〉
− ||h||2 + n2c− nc =

〈
n
−→
H ,n
−→
H
〉
− ||h||2 + n2c− nc =

= n2H2 − ||h||2 + n2c− nc, (4.24)

onde H2 é o quadrado do vetor curvatura média de N e ||h||2 é o quadrado da norma da

segunda forma fundamental h de N em Rm(c). Ponhamos

δ = 2τ− n(n− 1)c−
1
2
n2H2. (4.25)
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Então, (4.24) torna-se

n2H2 = 2δ+ 2||h||2. (4.26)

Se escolhermos um referencial ortonormal local {en+1, . . . , em} do fibrado normal tal que

en+1 está na direção do vetor curvatura média, então (4.26) tornar-se(
n∑
i=1

hn+1
ii

)2

= 2

[
δ+

n∑
i=1

(hn+1
ii )2 +

∑
i6j

(hn+1
ij )2 +

m∑
r=n+2

n∑
i,j=1

(hrij)
2

]
. (4.27)

A equação (4.27) é equivalente a

(ā1 + ā2 + ā3)
2 =2

[
δ+ ā2

1 + ā
2
1 + ā

2
3 + 2

∑
16i<j6n

(hn+1
ij )2 +

m∑
r=n+2

n∑
i,j=1

(hrij)
2

− 2
∑

26j<k6n1

hn+1
jj hn+1

kk − 2
∑

n1+16s<t6n

hn+1
ss hn+1

tt

]
, (4.28)

onde

ā1 = h
11
n+1, ā2 = h

n+1
22 + . . .+ hn1n1

n+1 , ā3 = h
n1+1n1+1
n+1 + . . .+ hn+1

nn . (4.29)

Aplicando o 4.2 de [2] ou [3] para (4.28) produz∑
16j<k6n1

hn+1
jj hn+1

kk +
∑

n1+16<t6n

hn+1
ss hn+1

tt

>
1
2
δ+

∑
16α<β6n

(hn+1
αβ )2 +

1
2

m∑
r=n+2

n∑
α,β=1

(hrαβ)
2 (4.30)

com o a igualdade assegurada se, e somente se nos tivermos

hn+1
11 + . . .+ hn+1

n1n1
= hn+1

n1+1n1+1 + . . .+ hn+1
nn . (4.31)

Da equação de Gauss e (4.15), nó temos

n2∆f

f
= τ−

∑
16j<k6n1

K(ej ∧ ek) −
∑

n1+16s<t6n

K(es ∧ et)

= τ−
1
2
(n1(n1 − 1))c−

m∑
r=n+1

∑
16j<k6n1

(hrjjh
r
kk − (hrjk)

2)

−
1
2
(n2(n2 − 1))c−

m∑
r=n+2

∑
n1+16s<t<n

(hrssk
r
tt − (hrst)

2). (4.32)
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Portanto, por (4.25),(4.30) e (4.32), nós obtemos

n2∆f

f
6 τ−

1
2
(n(n− 1))c+ n1n2c−

1
2
δ−

∑
16j6n−1
n1+16t6n

(hn+1
jt )2

−
1
2

m∑
r=n+2

n∑
α,β=1

(hrαβ)
2 +

m∑
r=n+2

∑
16j<k6n1

((hrjk)
2 − hrjjh

r
kk)

+

m∑
r=n+2

∑
n1+16s<t<n

((hrst)
2 − hrssh

r
tt)

= τ−
1
2
(n(n− 1))c+ n1n2c−

1
2
δ−

m∑
r=n+1

∑
16j6n1

∑
n1+16t6n

(hrjt)
2

−
1
2

m∑
r=n+2

( ∑
16j6n1

hrjj

)2

−
1
2

m∑
r=n+2

( ∑
n1+16t6n

hrtt

)2

6 τ−
1
2
(n(n− 1))c+ n1n2c−

1
2
δ

=
1
4
n2H2 + n1n2c, (4.33)

o que prova a desigualdade (4.23). De (4.31) e (4.33) temos que a igualdade de (4.23)

ocorre se, e somente se,

hrjt = 0 para n+ 1 6 r 6 m, (4.34)

e

hr11 + · · ·+ hrn1n1
= hrn1+1n1+1 + · · ·+ hrnn = 0, (4.35)

para 1 6 j 6 n1, n1 + 1 6 t 6 n, n+ 2 6 r 6 m. A condição (4.34) implica

que a segunda forma fundamental de N1×fN2 em Rm(c) é totalmente geodésica mista,

isto é, h(X,Z) = 0, ∀X ∈ L(N1) e ∀Z ∈ L(N2). Portanto, aplicando um resultado de

Nölker [8], sabemos que, localmente, existe uma representação produto torcidoM1×ρM2

de Rm(c) tal que φ : N1×fN2 −→ M1×ρM2 = Rm(c) é uma imersão-produto torcida

de φ1 : N1 −→ M1 e φ2 : N2 −→ M2, tal que φ
(
p,q

)
=
(
φ1(p),φ2(q)

)
, ∀p ∈ N1,

q ∈ N2. Além disso, de (4.31) e (4.35), obtemos
n1∑
r=1

h(er, er) =
n1+n2∑
s=n1+1

h(es, es). (4.36)

Portanto, temos tr h1 = tr h2.

Reciprocamente, se φ : N1×fN2 −→M1×ρM2 = Rm(c) é uma imersão totalmente

geodésica mista com tr h1 = tr h2, então as desigualdades em (4.30) e (4.33) tornam-se

igualdades. Portanto, de (4.33) obtemos a igualdade de (4.23).
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Usando os teoremas 1.1, 1.2, 1.3 e 1.4, agora podemos demonstrar o teorema 1.5 que

é o refinamento do lema 4.2.

Demonstração: Teorema 1.5

Segue do lema 4.2 que toda imersão isométrica φ : N1×fN2 −→ Rm(c) de um

produto torcido N1×fN2 em um espaço forma real Rm(c) satisfaz a desigualdade (4.23),

com igualdade ocorrendo se, e somente se, temos

• φ é uma imersão totalmente geodésica mista e

• n1
−→
H 1 = n2

−→
H 2 ocorrem.

(i) Primeiro, assumiremos que a imersão φ satisfaz a igualdade de (4.23), isto é,

∆f

f
=
n2

4n2
H2 + n1c⇔ ∆f =

(
n2

4n2
H2 + n1c

)
f.

Se ∆f = (n1c)f, então a igualdade de (4.23) implica que

n2

4n2
H2 = 0⇔ H2 = 0,

ou seja, φ é uma imersão mínima. Logo, a igualdade de (4.23) implica (a).

Agora, se ∆f 6= (n1c)f, então φ é uma imersão não mínima. Como a imersão φ é

totalmente geodésica mista – pois satisfaz a igualdade de (4.23) – o Teorema 16 de

[8] implica que localmente existe uma representação produto torcido M1×ρM2 de

Rm(c) tal que φ é uma imersão produto torcido:

φ : N1×fN2 −→M1×ρM2

de N1×fN2 em M1×ρM2. Visto que ∆f 6= (n1c)f, segue do teorema 1.4-(a) que
−→
H 1 6= 0. Portanto, pelo teorema 1.3-(a), φ1 : N1 −→ M1 é uma imersão não-

mínima.

Continuando, como n1
−→
H 1 = n2

−→
H 2, isto é,

−→
H 1 e

−→
H 2 são paralelos, pelo teorema

1.4-(f), φ2 : N2 −→ M2 é uma imersão mínima. Portanto, usando (4.8), obtemos

que
−→
H 2 = −

Dρ

ρ
, o que implica que

−→
H 1 = −

(
n2

n1

)
Dρ

ρ
, onde

−→
H 1 é o vetor curvatura

média de φ1 : N1 −→M1 pelo teorema 1.3-(a). Assim, a igualdade de (4.23) implica

(b).
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(ii) Obviamente, quando a função torção é uma autofunção do operador Laplaciano com

autovalor n1c e φ é uma imersão mínima, então a igualdade de (4.23) ocorre, pois

n1c =
∆f

f
6
n2

4n2
H2︸︷︷︸
= 0

+n1c = n1c.

(iii) Pro último, suponhamos que f não é uma autofunção com autovalor n1c, isto é,

∆f 6= n1cf, e φ : N1×fN2 −→ M1×fM2 é uma imersão produto torcido não-

mínima de N1×fN2 em uma representação produto torcido M1×fM2 de Rm(c) a

qual satisfaz as duas condições:

(b-1) φ2 é uma imersão mínima e

(b-2) o vetor curvatura média de φ1 : N1 −→M1 é dado por −
n1

n2

(
Dρ

ρ

)
.

Então, pelo teorema 1.1-(a), sabemos que φ é totalmente geodésica mista.

Também, sendo {e1, . . . , en1 , en1+1, . . . , en1+n2} um referencial local em N, com

e1, . . . , en1 ,∈ L(N1) e en1+1, . . . , en1+n2 ∈ L(N2), de (b-1) e (4.8) temos

−→
H 2 =

1
n2

n1+n2∑
s=n1+1

h(es, es) =
1
n2

n1+n2∑
s=n1+1

(
h0(es, es) −

Dρ

ρ

)
= −

Dρ

ρ
. (4.37)

Por outro lado, usando (b-2) e o teorema 1.3-(a), também temos,

−→
H 1 = −

n2

n1

(
Dρ

ρ

)
. (4.38)

Usando (4.37) e (4.38) obtemos

n1
−→
H 1 = n2

−→
H 2.

Portanto, aplicando o lema 4.2, obtemos a igualdade de (4.23).

Exemplo 4.2. Sejam (r, θ, z) as coordenadas cilíndricas do espaço euclidiano E3. Então

o tensor métrico g̃ de E3 é dado por

g̃ = dr2 + dz2 + r2dθ2
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Seja E2
+ = R+ × R denotando o semiplano definido por R2

+ = {(r, z) : r > 0} munido

da métrica euclidiana padrão g̃1 = dr2 + dz2 e seja S1 o círculo unitário com a métrica

g̃2 = dθ2. Então E2
+×r S1 munido da métrica g̃ = g̃1 + r2g̃2 é um produto torcido

representado por E3.

Seja s uma coordenada natural do intervalo aberto
(
−
π

2
,
π

2

)
. Considere o produto

torcido N1×fN2 =:
(
−
π

2
,
π

2

)
×coss S

1 e também considere a imersão:

φ = (φ1,φ2) :
(
−
π

2
,
π

2

)
×coss S

1 −→ E2
+×r S1.

onde φ1 é definido por φ1 = (cos s, sin s) para s ∈
(
−
π

2
,
π

2

)
e φ2 : S

1 −→ S1 é a aplicação

identidade.

Verifica-se que φ é uma imersão produto torcido isométrica cuja imagem é um subcon-

junto aberto denso da esfera unitária padrão S2 em E3. O quadrado da curvatura média

H2 de φ é igual a 1. Uma vez que a função torção f de N1 ×f N2 é cos s e s é o com-

primento de arco de φ1, o Laplaciano ∆f de f é dado por −f ′′(s). Assim encontramos

∆f = f o que mostra que a igualdade (4.21) ocorre.

Por outro lado, verifica-se que ∇ ln r = r−1 ∂

∂r
. Daí temos

D ln ρ = cos s
∂

∂r
+ sin s

∂

∂z

Da equação acima segue que ~H1 = −D ln ρ. Desta forma a condição
(
b-2
)
do teorema

1.5-
(
b
)
é satisfeita. Isto nos dá um exemplo do item

(
b
)
do teorema 1.5.



Apêndice A

Produto Torcido Múltiplo

Sejam Bn e Fnii variedades diferenciáveis, i = 1, . . . ,m, e considere a variedade produto

M = B× F1 × · · · × Fm, então de forma análoga ao que foi feito anteriormente, temos:

(a) As projeções canônicas

π :M −→ B, π(p,q1, . . . ,qm) = p,

σi :M −→ Fi, σi(p,q1, . . . ,qm) = qi

são aplicações suaves, na realidade submersões, i = 1, . . . ,m.

(b) Uma aplicação φ : P −→M é suave se, e somente se, as aplicações π ◦φ e σi ◦φ são

suaves, i = 1, . . . ,m.

(c) Para cada (p,q) = (p,q1, . . . ,qm) ∈M os subconjuntos

B× q = B× q1 × · · · × qm = {(r,q1, . . . ,qm) ∈M; r ∈ B},

p× Fi = p× q1 × · · · × Fi × · · · × qm = {(p,q1, . . . , si, . . . ,qm) ∈M; si ∈ Fi},

são subvariedades mergulhadas de M, difeomorfas a B e Fi, respectivamente, com

i = 1, . . . ,m.

Com efeito, dados (p,q) = (p,q1, . . . ,qm) ∈M, (U,ϕ) e (Vi,ψi) parametrizações

em torno de p ∈ B e qi ∈ Fi, respectivamente, U ⊂ Rn e Vi ⊂ Rni abertos, tem-se

91
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que
(
U×V1×· · ·×Vm,φ

)
, comφ(x,y1, . . . ,ym) =

(
ϕ(x),ψ1(y1), . . . ,ψm(ym)

)
, x ∈

U, yi ∈ Vi, é uma parametrização de M em (p,q1, . . . ,qm). Defina

qJ : B −→ B× q ⊂M

x 7−→ qJ(x) = (x,q1, . . . ,qm).

A aplicação qJ é suave, pois φ−1 ◦ qJ ◦ ϕ : U ⊂ Rn −→ Rn+N é suave, com N =∑
dim Fi =

∑
ni e (φ−1 ◦ qJ ◦ϕ)(U) = U× {ψ−1

1 (q1)}× · · · × {ψ−1
m (qm)} ⊂ Rn+N.

Assim, a aplicação qJ é injetiva, e como d(φ−1 ◦ qJ ◦ϕ) é injetiva, d(qJ) é injetiva.

Da mesma forma, a aplicação inversa de qJ dada por (qJ)
−1 : (B × q) ⊂ M −→ B

é suave. Portanto, qJ : B × q ⊂ M é uma subvariedade mergulhada. Da mesma

forma, p× Fi é uma subvariedade mergulhada de M, i = 1, . . . ,m.

E ainda,

qπ := π
∣∣
B×q : B× q −→ B, pσi := σi

∣∣
p×Fi

: p× Fi −→ Fi

são difeomorfismos.

Por (c), os espaços tangentes

T(p,q)B ≡ T(p,q1,...,qm)(B× q) e T(p,q)Fi ≡ T(p,q1,...,qm)(p× Fi)

são subespaços do espaço tangente a M em (p,q1, . . . ,qm), que denotaremos por

T(p,q)M ≡ T(p,q1,...,qm)M.

Lema A.1. T(p,q)M é a soma direta dos seus subespaços T(p,q)B, T(p,q)F1, . . . , T(p,q)Fm,

isto é, cada elemento v ∈ T(p,q)M tem uma única expressão como

v = u+ v1 + · · ·+ vm, onde u ∈ T(p,q)B e vi ∈ T(p,q)Fi.

Demonstração:

Dado (p,q) = (p,q1, . . . ,qm) ∈ M, como T(p,q)B, T(p,q)Fi são subespaços vetoriais de

T(p,q)M, ∀i e, dim
(
T(p,q)M

)
= dim(T(p,q)B) + dim(T(p,q)F1) + · · · + dim(T(p,q)Fm),

devemos mostrar que T(p,q)B∩ T(p,q)Fi = {0}, i = 1 . . . ,m, T(p,q)Fj∩ T(p,q)Fi = {0}, i, j =

1, . . . ,m, i 6= j, 0 ∈ T(p,q)M. De fato,
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π
∣∣
p×Fi

é constante ∀i, logo dπ(p,q)(T(p,q)Fi) = 0. Mas, dπ(p,q)

∣∣∣∣
T(p,q)B

= d(qπ)p é

um isomorfismo em cada (p,q) ∈ B × q. Daí, se existe v ∈ T(p,q)B ∩ T(p,q)Fi, v 6= 0,

por um lado dπ(v) = 0, pois v ∈ T(p,q)Fi e por outro dπ(v) 6= 0, pois v ∈ T(p,q)B,

o que é um absurdo. Logo, T(p,q)M ∩ T(p,q)Fi = {0}. Analogamente, usando-se σi,

T(p,q)Fj ∩ T(p,q)Fi = {0}, ∀i 6= j, i, j = 1, . . . ,m. Assim, T(p,q)B ∩
( m∑
i=1

T(p,q)Fi
)
= {0} e

T(p,q)Fi ∩
(
T(p,q)B+ T(p,q)F1 + · · ·+ T(p,q)Fi−1 + T(p,q)Fi+1 + · · · T(p,q)M

)
= {0}, portanto,

T(p,q)M = T(p,q)B⊕T(p,q)F1⊕· · ·⊕T(p,q)Fm. E ainda, concluímos que T(p,q)B ⊂ ker(dσi),

T(p,q)Fi ⊂ ker(dπ), ∀i, e T(p,q)Fj ⊂ ker(dσi), i 6= j, i, j = 1, . . . ,m. Assim, dado

v ∈ T(p,q)M, v = u+ v1 + · · ·+ vm, com dπ(v) = u e dσi(v) = vi.

Segue do lema A.1 e das considerações (a) até (e) feitas no começo deste apêndice, que

podemos fazer a seguinte identificação: T(p,q)M = TpB⊕ Tq1F1 ⊕ · · · ⊕ TqmFm. E ainda,

seja v ∈ T(p,q)M, u = dπ(v) ∈ TpB e vi = dσi(v) ∈ TqiFi. Se f ∈ C∞(M,R
)
, então

v(f) = u(f ◦ qπ−1) + v1(f ◦ pσ1
−1) + · · ·+ vm(f ◦ pσm−1). (A.1)

Para podermos relacionar propriedades geométricas de M = B × F1 × . . . × Fm com as

correspondentes propriedades das componentes B e Fi, uma noção fundamental é a de

levantamento, que definimos a seguir:

Definição A.1. (Levantamento) Sejam B e Fi variedades, i = 1, . . . ,m, e considere a

variedade produto M = B× F1 × · · · × Fm.

(a) Seja f ∈ C∞(B). O levantamento de f a M é definido por f̃ = f ◦ π ∈ C∞(M).

(b) Se v ∈ TpB e qi ∈ Fi então o levantamento de v a (p,q) é o único vetor ṽ ∈ T(p,q)B

tal que dπ(ṽ) = v. Como ṽ ∈ T(p,q)B, dσi(ṽ) = 0, ∀i.

(c) Se X ∈ X(B), o levantamento de X aM é o campo vetorial X̃ cujo valor em cada ponto

(p,q) é o levantamento de Xp a (p,q). Assim, dπ(X̃(p,q)) = Xp e dσi(X̃(p,q)) = 0,

∀i. O sistema de coordenadas produto mostra que X̃ é suave. Portanto, o levanta-

mento de X ∈ X(B) a M é o único elemento de X(M) que é π-relacionado a X e

σi-relacionado ao campo vetorial nulo em Fi, ∀i. E ainda, como dσi

∣∣∣∣
T(p,q)B

= 0, o

levantamento X̃ de X ∈ X(B) a M é constante em cada subvariedade p× Fi.
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(d) O conjunto de todos os levantamentos X̃ de X ∈ X(B) é denotado por L(B).

(e) Funções, vetores tangentes, e campos de vetores em Fi são levantados para M da

mesma forma usando-se a projeção σi, ∀i. Dessa forma, o levantamento de V ∈

X(Fi) a M é o único elemento de X(M) que é σi-relacionado a V, σj-relacionado

ao campo vetorial nulo em Fj, ∀j 6= i e π-relacionado ao campo vetorial nulo em B.

O conjunto de todos os levantamentos Ṽ de V ∈ X(Fi) é denotado por L(Fi).

Obs A.1. Considere a variedade produto M = B× F1 × · · · × Fm.

(a) L(B) e L(Fi) são subespaços de X(M), mas (exceto nos casos triviais) não são invari-

antes sob a multiplicação por funções arbitrárias f ∈ C∞(M). Contudo, se C∞(M)B

é o anel das funções C∞(M) que são levantamento de funções C∞(B), então L(B)

é C∞(M)B-módulo.

(b) Se (U,ϕ) = (U, x1, . . . , xd) e (Vi,ψi) = (Vi,yi1, . . . ,yini) são sistemas locais de coor-

denadas de B em p e de Fi em qi, respectivamente, então temos que

(U× V1 × · · · × Vm,Φ) = (U× V1 × · · · × Vm, z1, . . . , zd+n) é uma parametrização

de M em (p,q), n =

m∑
i

ni, zr = xr ◦ π, 1 6 r 6 d, zd+j = y
Pj
Nj
, j = Nj − N

j,

1 6 Nj 6 nPj, Pj = max {p ∈ N;
P−1∑
i=0

ni < j}, Nj =
Pj−1∑
i=0

ni, π e σi são as projeções

canônicas de M sobre B e Fi, respectivamente. Temos que

{
∂

∂xr

∣∣∣∣
p

, r = 1, . . . ,d

}

é uma base para TpB, para cada p ∈ ϕ(U) e

{
∂

∂yik

∣∣∣∣
qi

,k = 1, . . . ,ni

}
é uma base

para TqiFi, para cada qi ∈ ψi(Vi). Assim,

{
∂

∂zs

∣∣∣∣
(p,q)

, s = 1, . . . ,d+ n

}
é uma

base para T(p,q)M para cada (p,q) ∈ ϕ(U) × ψ1(V1) × · · · × ψm(Vm) e, o campo

coordenado
∂

∂zs
é dado, na parametrização Φ, por

∂

∂zr
=

∂̃

∂xr
, r = 1, . . . ,d,

∂

∂zd+j

∣∣∣∣
(p,q)

=
∂̃

∂y
Pj
Nj

, 1 6 Pj 6 m, 1 6 Nj 6 nPj, onde
∂̃

∂xr
∈ L(M) é o

levantamento do campo
∂

∂xr
e
∂̃

∂yik
∈ L(N) é o levantamento de

∂

∂yik
.

(c) Seja a variedade produto M = B× F1 × · · · × Fm. Se (U× V1 × · · · × Vm,Φ) é uma

parametrização local de M em (p,q) dada como acima e X̃ ∈ L(B), então nesta
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parametrização X̃ se escreve como

X̃(p,q) =
n∑
r=1

ar(p,q)
∂̃

∂xr
+

m∑
i=1

si∑
k=1

bik(p,q)
∂̃

∂yik

e X ∈ X(M) é o campo em M do qual X̃ é o levantamento, então no sistema

coordenado (U,ϕ) tem-se

X(p) =

n∑
r=1

Ar(p)
∂

∂xr
e dπ

(
∂̃

∂xr

∣∣∣∣
(p,q)

)
=

∂

∂xr

∣∣∣∣
p

.

Assim,

dπ(X̃) =

n∑
r=1

ardπ

(
∂̃

∂xr

)
+

m∑
i=1

si∑
k=1

bikdπ

(
∂̃

∂yik

)
=

n∑
r=1

ar(p,q)
∂

∂xr
=

= X =

n∑
r=1

Ar(p)
∂

∂xr
,

ou seja, ar(p,q) = Ar(p) = (Ar ◦ π)(p,q) e como X̃
σj
∼ 0, 1 6 j 6 m, segue que

dσj(X̃) =

n∑
r=1

ardσj

(
∂̃

∂xr

)
+

m∑
i=1

si∑
k=1

bikdσj

(
∂̃

∂yik

)
=

sj∑
k=1

bjk(p,q)
∂

∂yjk
= 0⇔

bjk(p,q) ≡ 0, ∀j, ∀k,

pois a família
{
dσj

(
∂̃

∂y
j
k

)
= ∂

∂y
j
k

,k = 1, . . . , sj
}

é uma base para TqjFj para cada

qj ∈ Vj na parametrização (Vj,ψj). Portanto, X̃ ∈ L(B) é suave, isto é, X̃ ∈ X(M).

Corolário A.1. Seja a variedade produto M = B × F1 × · · · × Fm. Se X̃, Ỹ ∈ L(B) e

Ṽ ∈ L(Fi), W̃ ∈ L(Fj), então

(a) [X̃, Ỹ] = [X, Y]∼ ∈ L(B), e similarmente para L(Fi), 1 6 i 6 m.

(b) [X̃, Ṽ] = 0, onde 0 ∈ X(M) é o campo nulo.

(c) [Ṽ , W̃] = 0, se i 6= j, onde 0 ∈ X(M) é o campo nulo.

Demonstração:

(a) Devemos mostrar que [X̃, Ỹ]
π
∼ [X, Y] e [X̃, Ỹ]

σi
∼ [0, 0], onde 0 ∈ X(Fi) é o campo

vetorial nulo em Fi, 1 6 i 6 m. De fato,

Como X̃, Ỹ ∈ L(B), então existem X, Y ∈ X(B) tais que X̃
π
∼ X, X̃

σi
∼ 0, Ỹ

π
∼ Y e

Ỹ
σi
∼ 0, 1 6 i 6 m. Daí, pelo lema (2.3), [X̃, Ỹ]

π
∼ [X, Y] e [X̃, Ỹ]

σi
∼ 0. Portanto,

dπ([X̃, Ỹ]) = [X, Y] e dσi([X̃, Ỹ]) = [0, 0], 1 6 i 6 m.
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(b) De modo análogo, como X̃ ∈ L(B) e Ṽ ∈ L(Fi), então existem X ∈ X(B) e V ∈ X(Fi)

tais que X̃
π
∼ X, X̃

σi
∼ 0 e Ṽ

π
∼ 0, Ṽ

σi
∼ V , 1 6 i 6 m, onde 0 é o campo nulo em

X(B) e X(Fi). Pelo lema 2.3, [X̃, Ṽ]
π
∼ [X, 0] = 0, [X̃, Ṽ]

σi
∼ [0,V] = 0. Assim, o

campo [X̃, Ṽ] ∈ X(M) em cada ponto (p,q) ∈ (M) tem como componentes o vetor

nulo (ou ainda, [X̃, Ṽ] é o levantamento de 0 ∈ X(B) e também o levantamento de

0 ∈ X(Fi), 1 6 i 6 m), portanto, pelo lema A.1 [X̃, Ṽ] = 0 ∈ X(M).

(c) Se i 6= j, como Ṽ ∈ L(Fi) e W̃ ∈ L(Fj), então existem V ∈ X(Fi) e W ∈ X(Fj) tais

que Ṽ
σi
∼ V , Ṽ

σj
∼ 0, Ṽ

π
∼ 0 e W̃

σi
∼ 0, W̃

σj
∼ W, W̃

π
∼ 0, onde 0 é o campo nulo

em X(Fi), X(Fj), X(B). Pelo lema 2.3, [Ṽ , W̃]
σi
∼ [V , 0] = 0, [Ṽ , W̃]

σj
∼ [0,V] = 0 e

[Ṽ , W̃]
π
∼ [0, 0] = 0. Assim, o campo [Ṽ , W̃] ∈ X(M) em cada ponto (p,q) ∈ (M)

tem como componentes o vetor nulo, portanto, pelo lema A.1 [Ṽ , W̃] = 0 ∈ X(M).

Exemplo A.1. (Métrica Riemanniana Produto) Sejam (B,gB), (Fi,gFi) variedades Rie-

mannianas com gB = 〈·, ·〉B e gFi = 〈·, ·〉
Fi, 1 6 i 6 m. Considere a variedade produto

M = B× F1 × · · · × Fm e sejam π :M → B e σi :M → Fi as projeções canônicas de M

sobre B e Fi, respectivamente. A métrica Remanniana produto 〈·, ·〉 em M é dada por

〈·, ·〉 = π∗〈·, ·〉B +

m∑
i=1

σ∗i 〈·, ·〉
Fi

e M é chamada de variedade Riemanniana produto entre B, F1, . . . , Fm.

Obs A.2. Na variedade Riemanniana produto M = B× F1 × · · · × Fm, dados X̃ ∈ L(B),

Ṽ ∈ L(Fi) e W̃ ∈ L(Fj), i 6= j, X̃, Ṽ e W̃ são campos dois a dois ortogonais em M, ou

seja, 〈X̃, Ṽ〉 : M −→ R é a função identicamente nula na métrica produto assim como

〈X̃, W̃〉 :M −→ R e 〈Ṽ , W̃〉 :M −→ R também o são.

Denote por B∇, Fi∇, ∇ as conexões Riemannianas de B, Fi e M respectivamente.

Definição A.2. (Produto Torcido Múltiplo) Sejam (B,gB), (Fi,gFi) variedades

Riemannianas, bi : B −→ (0,∞) funções suaves, 1 6 i 6 m. O produto torcido
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múltiplo M = B×b1 F1 × · · ·×bm Fm é a variedade produto M = B×b1 F1 × · · ·×bm Fm
munida com a métrica

g = π∗(gB) + (b1 ◦ π)2σ∗1(gF1) + · · ·+ (bm ◦ π)2σ∗m(gFm).

Cada função bi : B −→ (0,∞) é chamada uma função torção e cada variedade (Fi,gFi)

é chamada uma variedade fibra, ∀ i = 1, . . . ,m. A variedade (B,gB) é a variedade base

do produto torcido múltiplo:

• Se m = 1, então obtemos um produto torcido (simples).

• Se bi ≡ 1, 1 6 i 6 m, então temos uma variedade Riemanniana produto.

• Se bi = bj, 1 6 i, j 6 m, então temos um produto torcido (simples).

Lema A.2. Seja M = B×b1 F1 × · · ·×bm Fm um produto torcido múltiplo. g é de fato

uma métrica Riemanniana emM, chamada de métrica torcida ou métrica warped de

M.

Demonstração: Análoga a do lema 3.1.

Nosso objetivo é expressar a geometria deM em termos das funções torção bi, 1 6 i 6 m,

e das geometrias de B, F1, . . . , Fm.

Exemplo A.2 (Teorema 7 [2]). . Seja M = I×f1 F1 × · · ·×fm Fm um produto torcido

múltiplo, onde I ⊂ R é um intervalo aberto. Então, M tem curvatura seccional constante

K se, e somente se, m 6 2 e, além disso, uma das seguintes condições ocorre:

(i) Se K = 0, então M = I×f1 F1 ou M = I×f1 F1×f2 F2, com funções de torção dadas

por fi(t) = ait+ bi, i = 1, 2. Além disso, as fibras (Fi,gi) tem curvatura seccional

constante, a saber KFi = a2
i, desde que dim Fi > 2

(
i = 1, 2

)
, e as funções de torção

satisfazem a condição de compatibilidade a1a2 = 0 no caso de duas fibras.

(ii) Se K = c2, então M = I×f1 F1 ou M = I×f1 F1×f2 F2, com funções de torção dadas

por fi(t) = ai sen (ct) + bi cos (ct), i = 1, 2. Além disso, as fibras (Fi,gi) tem

curvatura seccional constante, a saber KFi = c2 (a2
i + b

2
i), desde que dim Fi > 2(

i = 1, 2
)
, e as funções de torção satisfazem a condição de compatibilidade a1a2 +

b1b2 = 0 no caso de duas fibras.
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(iii) Se K = −c2, então M = I×f1 F1 ou M = I×f1 F1×f2 F2, com funções de torção

dadas por fi(t) = ai senh (ct) + bi cosh (ct), i = 1, 2. Além disso, as fibras (Fi,gi)

tem curvatura seccional constante, a saber KFi = c2 (a2
i − b

2
i), desde que dim Fi > 2(

i = 1, 2
)
, e as funções de torção satisfazem a condição de compatibilidade a1a2 −

b1b2 = 0 no caso de duas fibras.

Proposição A.1. No produto torcido múltiplo M = B×b1 F1 × · · ·×bm Fm, as fibras

p× Fi e as folhas B× q, com a métrica induzida de g, são subvariedades Riemannianas

de M, e a métrica torcida em M implica nas seguintes condições geométricas:

(a) Para cada (p,q) ∈M, a aplicação qπ := π
∣∣
B× q é uma isometria sobre B.

(b) Para cada (p,q) ∈ M, a aplicação pσi := σ
∣∣
p× Fi é uma homotetia positiva sobre

Fi, com fator escalar 1/bi(p).

(c) Para cada (p,q) ∈M, a folha B × q, a fibra p × Fi e a fibra p × Fj são dois a dois

ortogonais em (p,q), com i 6= j, 1 6 i, j 6 m.

Demonstração: De fato,

(a) Para cada (p,q) ∈ M, a aplicação qπ := π
∣∣
B×q : B × q −→ B é um difeomorfismo.

Assim, para cada (p,q) ∈ B× q e para todos u, v ∈ T(p,q)B ⊂ T(p,q)M tem-se

〈v,u〉(p,q) = 〈d(qπ)p(u),d(qπ)p(v)〉
B
p+

+

m∑
i=1

(bi ◦ π)2(p,q) 〈dσi(p,q)(u),dσi(p,q)(v)〉Fiqi︸ ︷︷ ︸
0

=

= 〈d(qπ)p(u),d(qπ)p(v)〉
B
p ,

pois, d(qπ)p = dπ(p,q)

∣∣∣∣
T(p,q)B

e T(p,q)B ⊂
(
dσi(p,q)

)−1(
{0}
)
.

(b) Para cada (p,q) ∈M, a aplicação pσi := σi
∣∣
p×Fi

: p× Fi −→ F é um difeomorfismo.

Assim, para cada (p,q) ∈ p× Fi e para todos w,z ∈ T(p,q)Fi ⊂ T(p,q)M tem-se

〈w, z〉(p,q) = 〈dπ(p,q)(w),dπ(p,q)(z)〉Bp︸ ︷︷ ︸
0

+

+

m∑
j=1

(bj ◦ π)2(p,q)〈d(pσj)qj(w),d(pσj)qj(z)〉
Fj
qj =

= (bi ◦ π)2(p,q)〈d(pσi)qi(w),d(pσi)qi(z)〉
Fi
qi
,
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pois, T(p,q)Fi =
(
dπ(p,q)

)−1(
{0}
)
, T(p,q)Fi =

(
dσj(p,q)

)−1(
{0}
)
, i 6= j, 1 6 i, j 6 m,

e d(pσi)qi = dσi(p,q)

∣∣∣∣
T(p,q)Fi

.

(c) Segue diretamente da definição de métrica torcida.

Vetores tangentes às folhas são denominados horizontais ; vetores tangentes as fibras

são denominados verticais. Assim, se v ∈ T(p,q)Fi, 1 6 i 6 m, v é denominado i-vertical.

Denotaremos por H a projeção ortogonal de T(p,q)M sobre seu subespaço horizontal

T(p,q)B ≡ T(p,q)(B × q), e por iV a projeção ortogonal de T(p,q)M sobre seu subespaço

vertical T(p,q)Fi = T(p,q)(p×Fi). Dessa forma, dado v ∈ T(p,q)M, com v = u+v1+ · · · vm,

u ∈ T(p,q)B, vi ∈ T(p,q)Fi, então H(v) = u e iV(v) = vi. E ainda, dado X ∈ X(M), H(X)

e iV(X) ∈ X(M).

Observaremos que para campos vetoriais verticais V , W ∈ L(Fi) em M, 1 6 i 6 m, a

fórmula h(V ,W) = H
(
∇VW

)
dá o tensor segunda forma fundamental de todas as fibras.

As relações geométricas (métrica, conexão e curvatura) entre um produto torcido

múltiplo e a sua base B é quase tão simples como no caso espacial da variedade Rieman-

niana produto; entretanto, as relações geométricas entre o produto torcido múltiplo e as

sua fibras Fi frequentemente envolvem as funções torção bi.

Proposição A.2. Sejam M = B×b1 F1 × · · ·×bm Fm um produto torcido múltiplo, h ∈

C∞(B) e ψi ∈ C∞(Fi), para qualquer i = 1, . . . ,m. Então,

(a) ∇h̃ = B̃∇h, onde B̃∇h é o levantamento de B∇h ∈ X(B) a M e h̃ = h ◦ π

(b) ∇ψ̃i =
F̃i∇ψi
(b̃i)2

, onde F̃i∇ψi é o levantamento de Fi∇ψi ∈ X(Fi) a M, ψ̃i = ψi ◦ σi

e b̃i = bi ◦ π.

Demonstração:

(a) Devemos mostrar que ∇h̃ é σi-relacionado com o campo nulo em Fi, 1 6 i 6 m e

∇h̃ é π-relacionado com B∇h em B. De fato, em cada (p,q) ∈M, dado um vetor
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v ∈ T(p,q)Fi, 1 6 i 6 m, então

〈∇h̃, v〉 = v(h̃) = v(h ◦ π) =
(
dπ(v)

)
(h) = 0 =

= 〈dπ(∇h̃),dπ(v)〉B +

m∑
j=1

(bj ◦ π)2〈dσj(∇h̃),dσj(v)〉Fj =

= (bi ◦ π)2〈dσi(∇h̃),dσi(v)〉Fi

pois dπ(v) = 0. Logo, ∇h̃ é σi-relacionado com o campo nulo em Fi, 1 6 i 6 m,

isto é, ∇h̃ é horizontal. Agora, dado um vetor u ∈ T(p,q)B, então

〈∇h̃,u〉 = 〈dπ(∇h̃),dπ(u)〉B +

m∑
j=1

(bj ◦ π)2〈dσj(∇h̃),dσj(u)〉Fj = u(h ◦ π) =

=
(
dπ(u)(h)

)
◦ π = 〈B∇h,dπ(u)〉B ◦ π,

pois dσj(u) = 0, 1 6 j 6 m, e, como d(qπ)p : T(p,q)B −→ TpB é um isomorfismo

∀(p,q) ∈ M, segue que dπ(∇h̃) = B∇h para todo (p,q) ∈ M, ou seja, ∇h̃ é

π-relacionado com B∇h.

(b) Primeiro, vamos mostrar que ∇ψ̃i é i-vertical. De fato, em cada (p,q) ∈ M, dado

um vetor horizontal u, isto é, u ∈ T(p,q)B , então

〈∇ψ̃i,u〉 = u(ψ̃i) = u(ψi ◦ σi) =
(
dσi(u)

)
(ψi) = 0 =

= 〈dπ(∇ψ̃i),dπ(u)〉B +

m∑
j=1

(
bj ◦ π

)2〈dσj(∇ψ̃j),dσj(u)〉Fj
= 〈dπ(∇ψ̃i),dπ(u)〉B,

pois dσj(u) = 0, para j = 1, . . . ,m, em particular para j = i. Dessa forma, ∇ψ̃i é

π-relacionado com o campo nulo em B. Agora, dado um vetor l-vertical v, isto é,

v ∈ T(p,q)Fl, l 6= i, então

〈∇ψ̃i, v〉 = v(ψ̃i) = v(ψi ◦ σi) =
(
dσi(v)

)
(ψi) = 0 =

= 〈dπ(∇ψ̃i),dπ(v)〉B +

m∑
j=1

(
bj ◦ π

)2〈dσj(∇ψ̃j),dσj(v)〉Fj =
=
(
bl ◦ π

)2〈dσl(∇ψ̃l),dσl(v)〉F,
pois dπ(v) = 0, dσj(v) = 0, para j = 1, . . . ,m e j 6= l. Assim, ∇ψ̃i é σl-relacionado

com o campo nulo em Fl, para l = 1, . . . ,m e l 6= i. Por último, dado um vetor
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i-vertical w, isto é, w ∈ T(p,q)Fi, então

〈∇ψ̃i,w〉 = 〈dπ(∇ψ̃i),dπ(w)〉B +

m∑
j=1

(
bj ◦ π

)2〈dσj(∇ψ̃j),dσj(w)〉Fj =
=
(
bi ◦ π

)2〈dσi(∇ψ̃i),dσi(w)〉Fi = w(ψ̃i) = w(ψi ◦ σi) =
=
(
dσi(w)(ψi)

)
◦ σi = 〈Fi∇ψi,dσi(w)〉Fi ◦ σi,

pois dπ(w) = 0, dσj(w) = 0, 1 6 j 6 m, j 6= i, e como d(pσi)q : T(p,q)Fi −→ TqF é

isomorfismo ∀(p,q) ∈ M, então dσi(∇ψ̃i) =
Fi∇ψi
(b̃i)2

para todo (p,q) ∈ M, isto é,

∇ψ̃ =
F̃i∇ψi
(b̃i)2

.

Proposição A.3. Seja M = B×b1 F1 × · · ·×bm Fm um produto torcido múltiplo com

métrica torcida g. Se X̃, Ỹ ∈ L(B) e Ṽ ∈ L(Fi), W̃ ∈ L(Fj), então

(a) ∇X̃Ỹ é o levantamento de B∇XY em B.

(b) ∇X̃Ṽ = ∇Ṽ X̃ =

(
X̃(b̃i)

b̃i

)
Ṽ.

(c) iV
(
∇ṼW̃

)
∈ L(Fi) é o levantamento de Fi∇VW em Fi, se i = j.

(d) H
(
∇ṼW̃

)
= h(Ṽ , W̃) = −

(
〈Ṽ , W̃〉
b̃i

)
∇b̃i, se i = j.

(e) ∇ṼW̃ = 0, se i 6= j.

Na notação acima, b̃i = bi ◦ π.

Demonstração:

(a) Devemos mostrar que ∇X̃Ỹ é horizontal e π-relacionado com B∇XY em B. De fato,

dado Ṽ um campo vetorial i-vertical, isto é, Ṽ ∈ L(Fi), 1 6 i 6 m, então pela

fórmula de Koszul

2〈∇X̃Ỹ, Ṽ〉 = Ỹ 〈X̃, Ṽ〉︸ ︷︷ ︸
= 0

+X̃ 〈Ṽ , Ỹ〉︸ ︷︷ ︸
= 0

−Ṽ〈Ỹ, X̃〉− 〈[Ỹ, Ṽ]︸ ︷︷ ︸
= 0

, X̃〉− 〈[X̃, Ṽ]︸ ︷︷ ︸
= 0

, Ỹ〉− 〈[Ỹ, X̃], Ṽ〉 =

= −Ṽ〈Ỹ, X̃〉− 〈[Ỹ, X̃], Ṽ〉.
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Como X̃, Ỹ ∈ L(B), temos que [X̃, Ỹ] ∈ L(B) é o levantamento de [X, Y] em B. Logo,

〈[Ỹ, X̃], Ṽ〉 = 0. Agora, pela métrica torcida, em cada x = (p,q) ∈M temos

〈Ỹ, X̃〉(p,q) = 〈dπx(Ỹ),dπx(X̃)〉B +

m∑
j=1

(
(bj ◦ π)2(x)〈(dσj)x(Ỹ)︸ ︷︷ ︸

= 0

, (dσj)x(X̃)︸ ︷︷ ︸
= 0

〉Fj
)
=

= 〈(Y ◦ π)(p,q), (X ◦ π)(p,q)〉Bp =
(
〈X, Y〉B ◦ π

)
(p,q),

daí,

Ṽ〈Ỹ, X̃〉 = Ṽ
(
〈Y,X〉B ◦ π

)
= dπ(Ṽ)

(
〈Y,X〉B

)
= 0.

Assim, ∇X̃Ỹ é horizontal. Dado Z̃ ∈ L(B), temos que

Ỹ〈X̃, Z̃〉 = Ỹ
(
〈X,Z〉B ◦ π

)
=
(
dπ(Ỹ)〈X,Z〉B

)
◦ π =

(
Y〈X,Z〉B

)
◦ π

logo, obtemos que

2〈dπ(∇X̃Ỹ),dπ(Z̃)〉
B = 2〈∇X̃Ỹ, Z̃〉 =

= Ỹ〈X̃, Z̃〉+ X̃〈Z̃, Ỹ〉− Z̃〈Ỹ, X̃〉− 〈[Ỹ, Z̃], X̃〉− 〈[X̃, Z̃], Ỹ〉− 〈[Ỹ, X̃], Z̃〉 =

=
(
Y〈X,Z〉B + X〈Z, Y〉B − Z〈X, Y〉B − 〈[Y,Z],X〉B − 〈[X,Z], Y〉B − 〈[Y,X],Z〉B

)
◦ π =

= 2〈B∇XY,Z〉B ◦ π,∀Z̃ ∈ L(B).

Portanto, segue o resultado. E ainda, como π
∣∣
B×q é uma isometria, em cada folha

B× q, ∇ é a conexão Riemanniana em cada folha.

(b) Para cada i fixo, i = 1, . . . ,m, 0 = [X̃, Ṽ] = ∇X̃Ṽ −∇Ṽ X̃, logo ∇X̃Ṽ = ∇Ṽ X̃. Esses

campos ∇X̃Ṽ e ∇Ṽ X̃ são i-verticais, pois por (a), dado Ỹ ∈ L(B) temos que

0 = X̃〈Ṽ , Ỹ〉 = 〈∇X̃Ṽ , Ỹ〉+ 〈Ṽ ,∇X̃Ỹ〉 ⇒ 〈∇X̃Ṽ , Ỹ〉 = −〈Ṽ ,∇X̃Ỹ〉 = 0,

e dado W̃ ∈ L(Fj), j 6= i, obtemos que

2〈∇X̃Ṽ , W̃〉 =Ṽ〈X̃, W̃〉+ X̃〈Ṽ , W̃〉− W̃〈Ṽ , X̃〉− 〈[Ṽ , W̃], X̃〉− 〈[X̃, W̃], Ṽ〉−

− 〈[Ṽ , X̃], W̃〉 = 0.

Agora, dado Ũ ∈ L(Fi), pela fórmula de Koszul

2〈∇X̃Ṽ , Ũ〉 = Ṽ 〈X̃, Ũ〉︸ ︷︷ ︸
= 0

+X̃〈Ũ, Ṽ〉− Ũ 〈Ṽ , X̃〉︸ ︷︷ ︸
= 0

− 〈[Ṽ , Ũ], X̃〉︸ ︷︷ ︸
= 0

−

− 〈[X̃, Ũ]︸ ︷︷ ︸
= 0

, Ṽ〉− 〈[Ṽ , X̃]︸ ︷︷ ︸
= 0

, Ũ〉 = X̃〈Ũ, Ṽ〉. (∗)
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Pela métrica torcida, em cada (p,q) ∈M temos

〈Ṽ , Ũ〉(p,q) = 〈dπ(Ṽ)︸ ︷︷ ︸
= 0

,dπ(Ũ)︸ ︷︷ ︸
= 0

〉+
m∑
j=1

(bj ◦ π)2(p,q)〈dσj(Ṽ),dσj(Ũ)〉
Fj
q =

= (bi ◦ π)2(p,q)〈dσi(Ṽ),dσi(Ũ)〉Fiq =

= (bi ◦ π)2(p,q)〈(V ◦ σi)(p,q), (U ◦ σi)(p,q)〉Fiq =

= b̃2
i(p,q)

((
〈V ,U〉Fi ◦ σi

)
(p,q)

)
,

isto é, 〈Ṽ , Ũ〉 = b̃2
i

(
〈V ,U〉Fi ◦ σi

)
, e daí

X̃〈Ṽ , Ũ〉 = X̃
[
b̃2
i

(
〈V ,U〉Fi ◦ σi

)]
= X̃(b̃2

i)
(
〈V ,U〉Fi ◦ σi

)
+ b̃2

i

[
X̃
(
〈V ,U〉Fi ◦ σi

)]
=

= 2b̃iX̃(b̃i)
(
〈V ,U〉Fi ◦ σi

)
+ b̃2

i

[
dσi(X̃)︸ ︷︷ ︸

0

(
〈V ,U〉Fi

)]
=

= 2b̃iX̃(b̃i)
〈Ṽ , Ũ〉
b̃2
i

=
2
(
X̃(b̃i)

)
b̃i

〈Ṽ , Ũ〉. (∗∗)

Comparando (∗) e (∗∗)

2〈∇X̃Ṽ , Ũ〉 =
2
(
X̃(b̃i)

)
b̃i

〈Ṽ , Ũ〉, ∀Ũ ∈ L(Fi),

portanto, ∇X̃Ṽ =

(
X̃(b̃i)

b̃i

)
Ṽ .

(c) Sejam Ṽ , W̃ ∈ L(Fi). Temos que ∇ṼW̃ = H
(
∇ṼW̃

)
+

m∑
j=1

jV
(
∇ṼW̃

)
em cada

(p,q) ∈M. Assim, iV
(
∇ṼW̃

)
é tal que 〈∇ṼW̃, Ũ〉 = 〈iV

(
∇ṼW̃

)
, Ũ〉, ∀Ũ ∈ L(Fi).

E ainda, iV(∇ṼW̃) ∈ X(M), dπ
(
iV(∇ṼW̃)

)
= 0 e dσj

(
iV(∇ṼW̃)

)
= 0, 1 6 j 6 m,

j 6= i, isto é, iV
(
∇ṼW̃

)
é π-relacionado com o campo nulo 0 ∈ X(B) e iV

(
∇ṼW̃

)
é σj-relacionado com o campo nulo 0 ∈ X(Fj). Agora, dado Ũ ∈ L(Fi), como

〈Ṽ , Ũ〉 = (b̃i)
2
(
〈V ,U〉Fi ◦ σi

)
, temos que

W̃〈Ṽ , Ũ〉 = W̃
[
b̃2
i

(
〈V ,U〉Fi ◦ σi

)]
= W̃(b̃2

i)
(
〈V ,U〉Fi ◦ σi

)
+ b̃2

i

[
W̃
(
〈V ,U〉Fi ◦ σi

)]
=

= 2b̃i
(
W̃(b̃i)

)(
〈V ,U〉Fi ◦ σi

)
+ b̃2

i

[(
dσi(W̃)〈V ,U〉Fi

)
◦ σi

]
=

= 2b̃i
(
W̃(bi ◦ π)

)(
〈V ,U〉Fi ◦ σi

)
+ b̃2

i

[(
W〈V ,U〉Fi

)
◦ σi

]
=

= 2b̃i
(
dπ(W̃︸ ︷︷ ︸

= 0

)(bi)
)(
〈V ,U〉Fi ◦ σi

)
+ b̃2

i

[(
W〈V ,U〉Fi

)
◦ σi

]
=

= b̃2
i

[(
W〈V ,U〉Fi

)
◦ σi

]
,
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e daí,

2
〈
∇ṼW̃, Ũ

〉
= 2
〈
iV
(
∇ṼW̃

)
, Ũ
〉
= 2(b̃i)2

(〈
dσi

(
iV
(
∇ṼW̃

))
,dσi(Ũ)

〉Fi ◦ σi) =

= W̃〈Ṽ , Ũ〉+ Ṽ〈Ũ, W̃〉− Ũ〈W̃, Ṽ〉− 〈[W̃, Ũ], Ṽ〉− 〈[Ṽ , Ũ], W̃〉− 〈[W̃, Ṽ], Ũ〉 =

= b̃2
i

[(
W〈V ,U〉Fi + V〈U,W〉Fi −U〈W,V〉Fi − 〈[W,U],V〉Fi − 〈[V ,U],W〉Fi−

− 〈[W,V],U〉Fi
)
◦ σ
]
=

= 2(b̃i)2
(
〈Fi∇VW,U〉Fi ◦ σi

)
,

ou seja, iV
(
∇ṼW̃

)
é σi-relacionado com Fi∇VW. Portanto, iV

(
∇ṼW̃

)
= ˜Fi∇VW ∈

L(Fi) é a conexão Riemanniana em cada fibra p× Fi, pois pσi é uma homotetia em

cada fibra p× Fi.

(d) Novamente, para Ṽ , W̃ ∈ L(Fi), temos que ∇ṼW̃ = H
(
∇ṼW̃

)
+

m∑
j=1

jV
(
∇ṼW̃

)
em cada (p,q) ∈ M. Assim, h(Ṽ , W̃) = H

(
∇ṼW̃

)
+

m∑
j=1,j6=i

jV
(
∇ṼW̃

)
, em cada

(p,q) ∈ M. Mas, jV
(
∇ṼW̃

)
= 0, ∀j = 1, . . . ,m, j 6= i, pois jV

(
∇ṼW̃

)
é tal que,

〈∇ṼW̃, Ũ〉 = 〈jV
(
∇ṼW̃

)
, Ũ〉, ∀Ũ ∈ L(Fj). Assim, dado Ũ ∈ L(Fj), j 6= i, temos que

〈∇ṼW̃, Ũ〉 = 〈jV
(
∇ṼW̃

)
, Ũ〉 =

= W̃ 〈Ṽ , Ũ〉︸ ︷︷ ︸
= 0

+Ṽ 〈Ũ, W̃〉︸ ︷︷ ︸
= 0

−Ũ〈W̃, Ṽ〉− 〈[W̃, Ũ]︸ ︷︷ ︸
= 0

, Ṽ〉− 〈[Ṽ , Ũ]︸ ︷︷ ︸
= 0

, W̃〉− 〈[W̃, Ṽ], Ũ〉 =

= Ũ〈W̃, Ṽ〉− 〈[W,V]v, Ũ〉︸ ︷︷ ︸
= 0

= Ũ〈W̃, Ṽ〉.

Mas, como 〈W̃, Ṽ〉 = (b̃i)
2
(
〈W,V〉Fi ◦ σi

)
Ũ〈W̃, Ṽ〉 = Ũ

[
(b̃i)

2(〈W,V〉Fi ◦ σi
)]

=

= Ũ(b̃2
i)
(
〈W,V〉Fi ◦ σi

)
+ b̃2

i

[
Ũ
(
〈W,V〉Fi ◦ σi

)]
=

= 2b̃i
(
Ũ(b̃i)

)(
〈W,V〉Fi ◦ σi

)
+ b̃2

i

[(
dσi(Ũ)︸ ︷︷ ︸

= 0

〈W,V〉Fi
)
◦ σi

]
=

= 2b̃i
(
Ũ(bi ◦ π)︸ ︷︷ ︸

= 0

)(
〈W,V〉Fi ◦ σi

)
= 0.

Logo, h(Ṽ , W̃) = H
(
∇ṼW̃

)
e H

(
∇ṼW̃

)
é tal que 〈∇ṼW̃, X̃〉 = 〈H

(
∇ṼW̃

)
, X̃〉,

∀ X̃ ∈ L(B). Daí e por (b), dado X̃ ∈ L(B) vem que

0 = Ṽ〈X̃, W̃〉 = 〈∇Ṽ X̃, W̃〉+ 〈X̃,∇ṼW̃〉,
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logo, obtemos que

〈X̃,∇ṼW̃〉 = −〈∇Ṽ X̃, W̃〉 = −〈W̃,
(
X̃(b̃i)

)
b̃i

Ṽ〉 = −

(
X̃(b̃i)

)
b̃i

〈Ṽ , W̃〉 =

= −
〈X̃,∇b̃i〉
b̃i

〈Ṽ , W̃〉 = −
〈
X̃,
〈Ṽ , W̃〉
b̃i

∇b̃i
〉
,

ou seja, 〈X̃,∇ṼW̃〉 = 〈X̃,
〈Ṽ , W̃〉
b̃i

∇b̃i〉.

Portanto, H
(
∇ṼW̃

)
= h(Ṽ , W̃) = −

(
〈Ṽ , W̃〉
b̃i

)
∇b̃i.

(e) Dados X̃ ∈ L(B), Ũ ∈ L(Fi), Z̃ ∈ L(Fj), T̃ ∈ L(Fk), 1 6 i, j 6 m, i 6= j, pela fórmula

de Koszul, obtemos que

2〈∇ṼW̃, X̃〉 =W̃〈Ṽ , X̃〉+ Ṽ〈W̃, X̃〉− X̃〈W̃, Ṽ〉− 〈[W̃, X̃], Ṽ〉− 〈[Ṽ , X̃], W̃〉−

− 〈[W̃, Ṽ], X̃〉 = 0,

também que

2〈∇ṼW̃, Ũ〉 =W̃〈Ṽ , Ũ〉+ Ṽ〈W̃, Ũ〉− Ũ〈W̃, Ṽ〉− 〈[W̃, Ũ], Ṽ〉− 〈[Ṽ , Ũ], W̃〉−

− 〈[W̃, Ṽ], Ũ〉 = 0,

e ainda que

2〈∇ṼW̃, Z̃〉 =W̃〈Ṽ , Z̃〉+ Ṽ〈W̃, Z̃〉− Z̃〈W̃, Ṽ〉− 〈[W̃, Z̃], Ṽ〉− 〈[Ṽ , Z̃], W̃〉−

− 〈[W̃, Ṽ], Z̃〉 = 0,

por último

2〈∇ṼW̃, T̃〉 =W̃〈Ṽ , T̃〉+ Ṽ〈W̃, T̃〉− T̃〈W̃, Ṽ〉− 〈[W̃, T̃ ], Ṽ〉− 〈[Ṽ , T̃ ], W̃〉−

− 〈[W̃, Ṽ], T̃〉 = 0.

Portanto, ∇ṼW̃ = 0.

Corolário A.2. As folhas B×q de um produto torcido múltiplo são totalmente geodésicas;

as fibras p× F são totalmente umbílicas.
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Demonstração:

(i) Cada folha B× q é uma isometria sobre B. Dessa forma, dados X, Y ∈ X(B) existem

e são únicos os levantamentos X̃, Ỹ ∈ L(B) de X e Y a M, respectivamente. Assim,

em cada (p,q) ∈M, pela proposição A.3-(a) temos

∇X̃Ỹ = H
(
∇X̃Ỹ

)
+

m∑
j=1

jV
(
∇X̃Ỹ

)
= H

(
∇X̃Ỹ

)
,

implicando que

h(X, Y) = ∇X̃Ỹ − B∇XY = ∇X̃Ỹ −H
(
∇X̃Ỹ

)
= 0

nos dá a segunda forma fundamental de cada folha B × q. Portanto, cada folha

B× q é totalmente geodésica.

(ii) Cada fibra p × Fi é uma homotetia sobre Fi, para cada i = 1, . . . ,m. Dessa forma,

dados V ,W ∈ X(Fi) existem e são únicos os levantamentos Ṽ , W̃ ∈ L(Fi) de V e

W a M, respectivamente. Assim, como em cada (p,q) ∈ M temos que ∇ṼW̃ =

H(∇ṼW̃) + iV(∇ṼW̃), e

h(V ,W) = ∇ṼW̃ − Fi∇VW = ∇ṼW̃ − iV
(
∇ṼW̃

)
= H

(
∇ṼW̃

)
nos dá a segunda forma fundamental de cada fibra p × F. Daí, e pela proposição

A.3-(d)

h(V ,W) = H
(
∇ṼW̃

)
= −

(
〈Ṽ , W̃〉
b̃i

)
∇b̃i,

logo cada fibra é totalmente umbílica, pois ∇b̃i ∈ L(B), isto é, ∇b̃i ∈ X(Fi)
⊥.

Proposição A.4. Sejam M = B×b1 F1 × · · ·×bm Fm um produto torcido múltiplo, f ∈

C∞(B) e ψi ∈ C∞(Fi), para qualquer i = 1, . . . ,m. Então,

(a) ∆f̃ = ∆f+
m∑
i=1

ni
〈∇f̃,∇b̃i〉

bi
, onde ni = dim Fi.

(b) ∆ψ̃i =
∆ψi

(bi)2
.

Demonstração:

A demonstração é análoga a demonstração da proposição 3.4.
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A.1 Curvatura do Produto Torcido Múltiplo

Nesta seção vamos determinar os tensores curvaturas, de Ricci e escalar, em função das

correspondentes geometrias de B, F1, . . . , Fm e das funções de torção bi, 1 6 i 6 m.

Começamos com a

Definição A.3. Seja M = B×b1 F1 × · · ·×bm Fm um produto torcido múltiplo. Se A é

um tensor covariante em B, o levantamento Ã de A a M é exatamente o pullback de A

pela projeção π : M −→ B, isto é, Ã := π∗(A). Agora, se A é uma aplicação C∞(B)-
multilinear, com A : X(B)× · · · × X(B)︸ ︷︷ ︸

s cópias

−→ X(B), a qual está associada um (1, s) campo

tensorial em B, se υ1, . . . ,υs ∈ T(p,q)M, defina Ã(υ1, . . . ,υs) para ser o vetor horizontal

em (p,q) que se projeta para A
(
dπ(υ1), . . . ,dπ(υs)

)
em TpB, isto é, Ã(υ1, . . . ,υs) ∈

T(p,q)B, dπ
(
Ã(υ1, . . . ,υs)

)
:= A

(
dπ(υ1), . . . ,dπ(υs)

)
∈ TpB e dσi

(
Ã(υ1, . . . ,υs)

)
= 0,

∀ i.

Essas definições não envolvem geometria, portanto são correspondentemente válidas para

levantamentos de Fi, ∀ i.

Observe que, se A : X(B)× · · · × X(B)︸ ︷︷ ︸
s cópias

−→ X(B) é C∞(B)-multilinear, dados(fixados)

X1, . . . ,Xs ∈ X(B), A(X1, . . . ,Xs) ∈ X(B), portanto o levantamento Ã de A a M é tal

que Ã ∈ L(B), Ã : X(M)× · · · × X(M)︸ ︷︷ ︸
s cópias

−→ X(M) é C∞(M)-multilinear e se X̃1, . . . , X̃s ∈

L(B) são os levantamentos de X1, . . . ,Xs ∈ X(B) respectivamente, tem-se Ã(X̃1, . . . , X̃s)

é horizontal e dπ
(
Ã(X̃1, . . . , X̃s)

)
= A

(
dπ(X̃1), . . . ,dπ(X̃s)

)
.

Lema A.3. Se f ∈ C∞(B), o levantamento a M do Hessiano de f, Hess f, é o Hessiano

do levantamento de f somente em vetores horizontais. O levantamento de Hess f a M

será denotado por Hf.

Demonstração:

Dados X̃, Ỹ ∈ L(B) levantamentos de X, Y ∈ X(B), podemos considerar o Hessiano como

um (0, 2)-tensor (sua forma bilinear simétrica associada). Assim, temos que

Hess f(X, Y) = X
(
Y(f)

)
−
(
B∇XY

)
(f).
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Agora, seja f̃ = f ◦ π o levantamento de f a M. Logo,

Hess f̃(X̃, Ỹ) = X̃
(
Ỹ(f̃)

)
−
(
∇X̃Ỹ

)
(f̃) = X̃〈∇f̃, Ỹ〉− 〈∇f̃,∇X̃Ỹ〉 =

=
(
X〈B∇f, Y〉B

)
◦ π− 〈B∇f, B∇XY〉B ◦ π =

= X
(
Y(f)

)
◦ π−

(
B∇XY(f)

)
◦ π =

[
X
(
Y(f)

)
−
(
B∇XY(f)

)]
◦ π =

=
(
Hess f(X, Y)

)
◦ π = Hess f

(
dπ(X̃),dπ(Ỹ)

)
= π∗

(
Hess f

)
(X̃, Ỹ)

Proposição A.5. Sejam M = B×b1 F1 × · · ·×bm Fm um produto torcido múltiplo, R,
BR e FiR os tensores curvatura Riemanniana de M, B e Fi, respectivamente. Se X̃, Ỹ,

Z̃ ∈ L(B) e Ṽ ∈ L(Fi), W̃ ∈ L(Fj), Ũ ∈ L(Fk), com dimB = n e dim Fi = di, 1 6 i 6 m,

então

(a) R(X̃, Ỹ)Z̃ ∈ L(B) é o levantamento de BR(X, Y)Z em B.

(b) Os levantamentos dos tensores curvatura Riemanniana BR, FiR a M dão os tensores

curvatura Riemanniana de cada folha B×q e de cada fibra p× Fi, respectivamente.

(c) R(Ṽ , X̃)Ỹ =

(
Hbi(X̃, Ỹ)

)
b̃i

Ṽ.

(d) R(X̃, Ṽ)W̃ = R(Ṽ , W̃)X̃ = R(Ṽ , X̃)W̃ = 0, se i 6= j.

(e) R(X̃, Ỹ)Ṽ = 0 e R(Ṽ , W̃)X̃ = 0, se i = j.

(f) R(Ṽ , W̃)Ũ = 0, se i = j, e i, j 6= k.

(g) R(Ũ, Ṽ)W̃ = 〈Ṽ , W̃〉〈∇b̃i,∇b̃k〉
b̃ib̃k

Ũ, se i = j, e i, j 6= k.

(h) R(X̃, Ṽ)W̃ =

(
〈Ṽ , W̃〉

)
b̃i

∇X̃∇b̃i, se i = j.

(i) R(Ṽ , W̃)Ũ = F̃iR(Ṽ , W̃)Ũ−

(
〈∇b̃i,∇b̃i〉

)
(b̃i)2

[
〈Ṽ , Ũ〉W̃ − 〈W̃, Ũ〉Ṽ

]
, se i = j = k.

Demonstração:

(a) Dados S̃ ∈ L(B), tem-se

〈dπ(R(X̃, Ỹ)Z̃),dπ(S̃)〉B = 〈R(X̃, Ỹ)Z̃, S̃〉 = 〈∇Ỹ∇X̃Z̃−∇X̃∇ỸZ̃+∇[X̃,Ỹ]Z̃, S̃〉 =

= 〈B∇YB∇XZ− B∇XB∇YZ+ B∇[X,Y]Z,S〉B ◦ π = 〈BR(X, Y)Z,S〉B ◦ π =

= 〈BR
(
dπ(X̃),dπ(Ỹ)

)
dπ(Z̃),dπ(S̃)〉B ◦ π = π∗(BR)(X̃, Ỹ, Z̃, S̃).
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E ainda, R(X̃, Ỹ)Z̃ é horizontal. De fato, dado Ṽ ∈ L(Fi), i = 1, . . . ,m

〈R(X̃, Ỹ)Z̃, Ṽ〉 = (bi ◦ π)2〈dσi(R(X̃, Ỹ)Z̃),dσi(Ṽ)〉Fi =

= 〈∇Ỹ∇X̃Z̃−∇X̃∇ỸZ̃+∇[X̃,Ỹ]Z̃, Ṽ〉 = 0.

Logo, R|L(B) = π
∗(BR), isto é, R|L(B) é o levantamento de BR.

(b) Como em cada (p,q) ∈ M qπ é uma isometria e pσi é uma homotetia, o resultado

segue, pela definição de levantamento de um tensor e ambas preservam a conexão

de Levi-Civita. Dessa forma, os levantamentos B̃R e F̃iR dos tensores curvaturas BR

e FiR, induzidos pela métrica torcida gf, de B e Fi, respectivamente, são tais que,

por (a) B̃R coincide com o tensor curvatura R deM restrito a campos horizontais e,

dados Ṽ , W̃, Ũ, T̃ ∈ L(Fi) tem-se que

F̃iR(Ṽ , W̃)Ũ = ˜FiR(V ,W)U = ˜Fi∇WFi∇VU− ˜Fi∇VFi∇WU+ ˜Fi∇[V ,W]U,

e

〈F̃iR(Ṽ , W̃)Ũ, T̃〉 = b̃2
i

(
〈FiR(V ,W)U, T〉Fi ◦ σi

)
.

(c) Como [X̃, Ṽ] = 0, temos que

R(Ṽ , X̃)Ỹ = ∇X̃∇ỸṼ −∇Ṽ∇X̃Ỹ +∇[Ṽ ,X̃]Ỹ = ∇X̃∇ỸṼ −∇Ṽ∇X̃Ỹ.

Daí e pela proposição A.3, obtemos que

R(Ṽ , X̃)Ỹ = ∇X̃∇ỸṼ −∇Ṽ∇X̃Ỹ = ∇X̃
(
(Ỹ(b̃i)/b̃i)Ṽ

)
−
(
(∇X̃Ỹ)(b̃i)/b̃i

)
Ṽ =

= X̃

[
Ỹ(b̃i)

b̃i

]
Ṽ +

Ỹ(f̃)

b̃i
∇X̃Ṽ −

(
∇X̃Ỹ

)
(b̃i)

b̃i
Ṽ =

=

[
X̃
(
Ỹ(b̃i)

)
b̃i

+ Ỹ(b̃i)X̃
( 1
b̃i

)]
Ṽ +

Ỹ(b̃i)

b̃i

X̃(b̃i)

b̃i
Ṽ −

(
∇X̃Ỹ

)
(b̃i)

b̃i
Ṽ =

=

[
X̃
(
Ỹ(b̃i)

)
b̃i

−
Ỹ(b̃i)X̃(b̃i)

b̃2
i

+
Ỹ(b̃i)X̃(b̃i)

b̃2
i

−

(
∇X̃Ỹ

)
(b̃i)

b̃i

]
Ṽ =

=

[
X̃
(
Ỹ(b̃i)

)
b̃i

−

(
∇X̃Ỹ

)
(b̃i)

b̃i

]
Ṽ =

Hf(X̃, Ỹ)
b̃i

Ṽ .

(d) Segue diretamente da definição de curvatura e da proposição A.3.

(e) Análogo a demonstração da proposição 3.5-(d).
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(f) Segue diretamente da definição de curvatura e da proposição A.3-(e).

(g) Para Ṽ ∈ L(Fi), W̃ ∈ L(Fj), Ũ ∈ L(Fk), i = j, i, j 6= k

R(Ũ, Ṽ)W̃ = ∇Ṽ∇ŨW̃ −∇Ũ∇ṼW̃ +∇[Ũ,Ṽ]W̃ = −∇Ũ∇ṼW̃ =

= −∇Ũ
( ˜Fi∇VW

)
+∇Ũ

(〈Ṽ , W̃〉
b̃i

∇b̃i
)
= ∇Ũ

(〈Ṽ , W̃〉
b̃i

∇b̃i
)
=

= Ũ
(〈Ṽ , W̃〉

b̃i

)
∇b̃i +

〈Ṽ , W̃〉
b̃i

∇Ũ
(
∇b̃i

)
=

=
〈Ṽ , W̃〉
b̃i

∇b̃i(b̃k)
b̃k

Ũ = 〈Ṽ , W̃〉〈∇b̃i,∇b̃k〉
b̃ib̃k

Ũ.

(h) Análogo a demonstração da proposição 3.5-(e).

(i) Análogo a demonstração da proposição 3.5-(f).

Corolário A.3. SejamM = B×b1 F1×· · ·×bm Fm um produto torcido múltiplo, X̃, Ỹ, Z̃ ∈

L(B), Ṽ ∈ L(Fi) e W̃ ∈ L(Fj). Então,

(a) Ric(X̃, Ỹ) = BRic(X, Y) −
m∑
i=1

si

bi
Hbi(X̃, Ỹ).

(b) Ric(X̃, Ṽ) = 0.

(c) Ric(Ṽ , W̃) = 0, se i 6= j.

(d) Ric(Ṽ , W̃) = FiRic(V ,W)−

(
∆bi
bi

+ (si − 1) ||∇bi||
2

(bi)2
+

m∑
k=1,k6=i

sk
〈∇bi,∇bk〉
bibk

)
〈Ṽ , W̃〉,

se i = j.
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