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Resumo

Dada uma funcao limitada superiormente f, claramente tal funcao atinge seu maximo
quando seu dominio é um compacto numa variedade diferencidvel. Mas se retirarmos
a hipdétese de compacidade do dominio, nem sempre podemos determinar se f atinge,
pelo menos, um maximo local. Afim de recuperarmos, para dominios nao compactos,
as propriedades relacionadas com o gradiente, hessiano e laplaciano que os pontos de
maximo possuem, fazemos tal estudo através de sequéncias maximizantes. Em variedades
Riemannianas nos referimos a esta abordagem como Principio do Maximo de Omori-Yau.
Neste trabalho procuramos introduzir o principio de Omori-Yau, demonstrando algumas
versoes que generalizaram este principio nos tultimos anos e acrescentando através do
Teorema 5 uma generalizacao para a versao apresentada por Pigola, Rigoli e Setti em
[16]. Especificamente, tomamos por base os teoremas apresentados em [3], [8] e [10].
Descrevemos também algumas das principais aplicagoes obtidas utilizando esta ferramenta

da Analise Geométrica, cuja caracterizagao ainda é um problema em aberto.



Abstract

Given f, a higher limited function, which clearly reaches its maximum when its domain
is a compact subset in a differentiable manifold. But if we take off the hypothesis of
compactness of the domain, we can’t always determine if f reaches at least one local
maximum. In order to recover, to noncompact domains, the properties related to the
gradient, Hessian and Laplacian that the maximum points have, we make such a study
through maximizing sequences. In Riemannian manifolds we refer to this approach as
the Omori-Yau maximum principle. In this dissertation we introduce the Omori-Yau
maximum principle, demonstrating some versions that have generalized this principle in
recent years, adding in Theorem 5 a generalization to a version of Omori-Yau maximum
principle proved by Pigola, Rigoli and Setti in [16]. Specifically, our result is based on
the theorems presented in [3], [8] e [10]. We also describe some of the main applications
obtained using this tool from Geometric Analysis, whose complete characterization is still

an open problem.
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Introducao

Um dos papéis fundamentais daqueles que se propoem a estudar Geometria Diferen-
cial é discutir sob que condigoes os resultados obtidos para espacos Fuclidianos continuam
sendo verdadeiros em espacos nao Euclidianos, como por exemplo, as variedades Rieman-
nianas. E de notério conhecimento e uso por parte da comunidade matematica que em
qualquer ponto de maximo para uma fung¢ao, o gradiente em tal ponto é nulo e o hessiano,
ou laplaciano, sao nao positivos. Baseado neste principio do maximo surgiu a idéia de con-
siderarmos uma sequéncia maximizante que goze destas mesmas propriedades satisfeitas
por um ponto de maximo. Em 1966 H. Omori [14], em seus estudos sobre imersoes de
variedades em espacos Euclidianos, se propos a estudar este tipo de problema no contexto
das variedades Riemannianas. Entretando, Omori observou que tal principio nem sempre
era valido, mesmo para o conjunto das variedades completas, ver exemplo 3.

Omori abordou este problema resumindo-o no

Teorema A: Seja M uma variedade Riemanniana completa, conexa, com curvatura
seccional K(X,Y) limitada inferiormente, i.e., K(X,Y) = —Ky. Se uma funcdao suave f

sobre M possui cota superior, entao para todo € > 0, existe um ponto p € M, tal que

IVE|l(p) <€, Hessf(p)(X,X)<e [X[[=1 e supf—~f(p)<e. (1)

A abordagem dada por Omori nao era tao simples e possuia o incoveniente de tratar
apenas da forma hessiana. Em 1974, Shing-Tung Yau interessou-se pelo problema abor-
dado por Omori simplificando e propondo este principio do méaximo para variedades com
limitacdo sobre a curvatura de Ricci. Para este caso, Yau considerou em [19] e [4] o

laplaciano, ao invés do hessiano.



Especificamente, Yau obteve o

Teorema B: Seja M uma variedade Riemanniana completa com curvatura de Ricci
limitada inferiormente, e seja f : M — R de classe C?, limitada superiormente. Entdo

existe uma sequéncia Xy € M satisfazendo
1) limg 4o f(xK) = supf;
i) limg o0 || VF][(xk) = 0;
iii) lmsupy_, . Af(xx) < 0.

A partir de entao, passou-se a chamar tal principio do maximo como Principio do
Méximo de Omori-Yau. Diversas generalizacoes foram propostas durante as ultimas
décadas. Em [3], os pesquisadores Chen e Xin conseguiram tornar a hipétese sobre a
curvatura de Ricci mais fraca, tomando uma limitagao via decaimento pontual. A técnica
utilizada em [3] foi basicamente a mesma empregada por Yau. Seguindo a mesma técnica
Ratto, Rigoli e Setti conseguiram em [17] relaxar mais ainda as condi¢oes impostas & var-
iedade. Ainda sob o mesmo viés Pigola, Rigoli e Setti em [16], obtiveram, a que talvez seja,
a mais fraca hipétese até agora imposta para a validade do Principio do Méximo de Omori-
Yau. Seguindo os passos da técnica utilizada por Yau, tais pesquisadores mostraram que a
hipétese sobre a curvatura é, num certo sentido, supérflua. Pigola, Rigoli e Setti tomaram
como hipdtese a existéncia de uma fungao prépria que goza de certas estimativas para seu
gradiente, hessiano e laplaciano fora de um compacto.

Entre aqueles que pesquisam uma caracterizagao para Omori-Yau, existe a suspeita
que tal principio seja valido sob condigoes que envolvem o crescimento de volume, ou
relagoes entre o volume de bolas definidas na variedade. Em 1997 K. Takegoshi [18],

propos a seguinte

Conjectura 1: Suponha (M, g) uma variedade Riemanniana de dimensdo m > 1 que
+00

admite um ponto x € M tal que J T dr = 4+00. Entdo vale Omori-Yau em
. logVol,(r)
(M, g).

Neste mesmo artigo, Takegoshi se dispos a dar uma versao mais fraca para tal con-
jectura. Mas Pigola, Rigoli e Setti [15], alertaram que tal versao de Takegoshi possui

um equivoco em sua argumentagao. Uma mudanca de estratégia para a demonstragao de



Omori-Yau também foi proposta por Kim e Lee em [10]. A forma modificada de demon-
stracao possibilitou aos pesquisadores obterem o Principio de Omori-Yau sob hipdteses
bem diferentes daquelas propostas anteriormente. Segundo Kim e Lee, as hipdteses feitas
nas versoes anteriores propostas para o Principio do Maximo de Omori-Yau implicam di-
retamente nas hipdteses feitas por eles, desde que ainda exista a hipdtese sob a limitacao
da curvatura Ricci.

Atualmente, Fontenele e Xavier, ver [8], introduziram um refinamento conceitual para
Omori-Yau. Os pesquisadores propuseram que para cada sequéncia maximizante existe
uma outra, chamada de Boa Sombra, que permanece assintéticamente préxima e que
satisfaz a tese de Omori-Yau. Buscando uma possivel generalizagao de Omori-Yau para

variedades com propriedades locais de volume, Fontenele e Xavier anunciaram a

Conjectura 2: Se M ¢ uma variedade L.V.P. e f € C% ¢ limitada superiormente, entdo
qualquer sequéncia maximizante de f admite uma good shadow que satisfaz Omori-Yau

(Laplaciano).

Por uma variedade L.V.P. eles consideram toda variedade Riemanniana completa que
satisfaz:

FEzxistem a > 0, b > 1, tais que para qualquer x € M e 0 <1 < a, temos

Vol B(x, 1) < bVolB(x, %). 2)

Fontenele e Xavier provaram em [8] tal conjectura para uma classe particular de
funcoes.

A presente dissertacao tem como objetivos descrever as principais generalizacoes dadas
para o Principio do Maximo de Omori-Yau, assim como demonstrar algumas aplicacoes
desta ferramenta da Andlise Geométrica. No Capitulo 1 nos dispomos a expor resultados
basicos que serao utilizados ao longo dos demais capitulos. Dedicamos o Capitulo 2 para
exibir tais generalizacoes, e também, propor algumas modificagoes no sentido de extender
os resultados obtidos. Especificamente, nos Teoremas 2 e 5 procuramos enfraquecer as
hipoteses originais. Neste mesmo capitulo enunciamos as conjecturas propostas para

Omori-Yau e deixamos para o capitulo 3 a exposicao de algumas de suas aplicagoes.



Capitulo 1

Referencial Teorico

Este capitulo ¢ dedicado a introduzir os principais conceitos e resultados que serao
abordados durante a parte principal deste trabalho, a saber, os capitulos 2 e 3. Pede-
se ao leitor leigo em Geometria das Variedades que tome conhecimento prévio acerca
das defini¢oes fundamentais, tais como: variedades, espaco tangente, fibrados, aplicagoes
entre variedades, diferenciabilidade de fungoes, etc. Omitiremos também uma parte inicial
do curso de Geometria Riemanniana, onde se introduz os conceitos de métrica, conexao,
derivada covariante, dentre outros conceitos que podem ser encontrados em qualquer bom
livro de introdugao a referida disciplina, ver por exemplo [6] e [11]. Os principais livros

utilizados como referéncia sao [2], [5], [6] e [20].

1.1 (eodésicas e Variedades Completas

Estaremos sempre denotando por M uma variedade Riemanniana conexa e munida

de sua conexao Riemanniana.

Definicao 1. Uma curva parametrizada vy : I — M € chamada de geodésica no instante

ty € I quando 2 (%

T ) = 0 no ponto ty. Caso 'y seja geodésica para todo t € 1, diremos

que 'y € uma curva geodésica, ou simplesmente, geodésica.

Note que a definicao acima é satisfeita no caso em que y é uma reta de um espago
Euclidiano. Em verdade, o conceito acima introduzido ird representar de forma fidedigna
a ideia intuitiva de uma reta em um espago Euclidiano, ou seja, as geodésicas também

minimizam a distancia entre dois pontos. Mas isto s6 sera provado mais adiante.
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Observamos inicialmente que fazendo uso das propriedades de compatibilidade da

métrica com a conexao e pela definicao de geodésica iremos ter

d dy dy D (dy) dy

=0
dt )

T\ 3 3/ — 2 M )
d’c< dt dt> <d’c dt
Decorre portanto que ||%|| ¢ constante. Iremos sempre supor que a norma do vetor

velocidade de y seja sempre nao nula.

Definicao 2. O comprimento de arco s de uma curva parametrizada vy, a partir de uma

origem fizada ty, € dado por:

dt. (1.1)

Se vy for geodésica, entdo s(t) = c(t—tg). Quando c =1, a geodésicay estd normalizada.

No decorrer desta dissertacao iremos sempre nos referir a geodésicas que estejam nor-
malizadas. Se fixarmos condic¢oes inicais determinaremos de modo tnico as geodésicas

que satisfazem tais condigoes, mais precisamente, temos a

Proposicao 1. Dado p € M, existem V C M, aberto contendo p, nimeros 8, € positivos

e uma aplicagao C*
Y (=58 xU—-M, U={(q,v):qeV,veTM e |v]<el]

tais que a curva t — y(t,q,v) com t € (—5,0), € a unica geodésica de M que em t =0
passa pelo ponto q com velocidade v, isso para todo q € V e para todo v € T¢gM com

vl < e.

Demonstracao: Vide [6].
|
Exibiremos agora um lema que nos possibilita alterar a velocidade de uma geodésica

apenas modificando seu intervalo de definigao.

Lema 1. Se y(t,q,v) € uma geodésica definida no intervalo (—5,0), entdo a geodésica

Y(t,q,av), a >0, estd definida no intervalo (=2,2) e y(t, q, av) =y(at, q,v).

Demonstracao: Vide [6].
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Definicao 3. Dadop € M e U C TM, onde U é um aberto como o da proposicao 1.

Definimos a aplicacao exponencial em U como sendo a aplica¢ao exp : U — M tal que

v
eXp(q,V) :Y(la qav) =Y <HVHa q, M) ) (q,V) e u.

Observamos que a aplicagao exp é uma aplicagao diferenciavel. Consideremos a
restricdo de exp ao plano tangente, isto é, expq : B¢(0) € T;M — M, dada por
expq(v) = exp(q,v), onde B.(0) = {v € TyM;||v|| < €}. Provaremos que a aplicagao

exp parametriza localmente a variedade M no sentido da

Proposicao 2. Dado q € M, existe € > 0 tal que expq : B¢(0) C T¢yM — M € um

difeomorfismo sobre a imagem.

Demonstragao: Defina a curva (t) = tv e perceba que (0) =0 e p'(0) =v. Dai
d
d(expglo(v) = a(ewq(t"))‘t:o

d
= a(’y(17 q7tv))‘t:0

d
= E(Y(tvqa\)))‘t:o
= .

Logo d(expq)o = Id : T{M — TqM, e o resultado segue pelo Teorema da Aplicacao
Inversa.
]
Se V C T,M ¢ uma vizinhanca da origem tal que exp, : V — U é um difeomorfismo,
denominaremos exp,(V) = U de Vizinhanca Normal de p. Se B¢(0) C T,M ¢ tal que
B.(0) C V, dizemos que expp (B¢ (0)) é uma Bola Normal, ou Bola Geodésica, de centro
p e raio €. Denominaremos de Esfera Geodésica a fronteira de B, (0), a qual denotaremos
por S¢(p). Note que S¢(p) é uma hiperficie em M ortogonal as geodésica que partem de

p. Tais geodésicas sao chamadas de Geodésicas Radiais.

Definigao 4. Um segmento de geodésica vy : [a,b] — M € minimizante quando 1(y) <
L(c), onde 1(-) indica o comprimento da curva e c € qualquer curva diferencidvel por partes

ligando y(a) a y(b).

A proposicao a seguir possui um carater local, mas sintetiza a ideia de que localmente

as geodésicas minimizam o comprimento do arco que une dois pontos.
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Proposicao 3. Sejam p € M, U wma vizinhanga normal de p e B C WU uma bola
normal de centro p. Dada vy : [0,1] — B um segmento de geodésica com y(0) = p.
Se ¢ :[0,1] — M € qualquer curva diferencidvel por partes ligando y(0) a y(1), entdo
L(y) < Uc) e lly) =1c) implica em y([0,1]) = c([0, 1]).

Demonstracao: Vide [6].
[ ]
A reciproca deste resultado é valida para curvas com parametro proporcional ao com-
primento de arco no sentido de que, se uma curva diferenciavel por partes ligando dois
pontos tem comprimento menor ou igual ao comprimento de qualquer outra curva difer-
enciavel por partes ligando os mesmos pontos, entao tal curva é geodésica. Este resultado

segue como corolario da

Proposicao 4. Dado p € M existem & > 0 e uma vizinhangca W de p, tais que para todo
q € W a aplicagao expq € um difeomorfismo entre B5(0) C TqM e expq(Bs(0)) D W,

ou seja, W é uma vizinhan¢a normal de cada um de seus pontos.

Demonstracao: Vide [6].
|
Denominamos a vizinhanga W definida na proposicao acima de Vizinhanga Totalmente
Normal de p € M. Um dos conceitos relacionados ao estudo das geodésicas é o de

completude de uma variedade Riemanniana, ao qual passamos a discutir.

Definicao 5. Uma variedade Riemanniana M € dita geodesicamente completa, ou com-
pleta, se para qualquer p € M, a aplicagao exponencial restrita ao plano tangente, expy,
estd definida para qualquer v € T,M, ou seja, as geodésicas radiais y(t) estao definidas

para todos os valores de t € R.

Interligado ao conceito de completude esta a nogao de distancia entre dois pontos de
uma variedade Riemanniana. Tal relagao serd explicitada na Proposicao 5. Antes porém,

vejamos a definicao de distancia.

Definigao 6. Dados p,q € M, definimos a distancia entre p e q, d(p, q), como sendo o

infimo dos comprimentos de todas as curvas diferencidveis por partes que ligam p a (.

Um fato curioso, mas nao tao dificil de se provar, é que com esta definicao de distancia,

a variedade M é um espaco métrico e que a topologia induzida por esta métrica coincide
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com a topologia da variedade M. Verifica-se também que se fixarmos um ponto e tomar-
mos a funcao distancia a este ponto, teremos que tal fungao é continua na topologia
induzida por d, e portanto, é continua em M.

O contetudo da proposicao abaixo é o que enaltece o estudo das variedades completas

e salienta o papel das geodésicas como minimizantes da distancia entre dois pontos.

Proposicao 5 (Hopf-Rinow). Dados M uma variedade Riemanniana e p € M. Se M

for geodesicamente completa, entao para todo ponto q € M existe uma geodésica y que

liga p a q com Uy) = d(p,q).

Demonstracao: Vide [6].
|
Em vista desta proposicao, M é uma variedade completa como espago métrico se, e

somente se, M é geodesicamente completa (ver [6]).

1.2 Gradiente, Hessiano e Laplaciano

Nesta secao introduziremos os conceitos de campo gradiente, hessiano e laplaciano
de uma funcao a valores reais. Tais conceitos terao suma importancia durante o decorrer

deste trabalho e serao discutidos com detalhes.

Definicao 7. Seja f: M — R uma func¢ao suave definida em uma variedade Riemanni-
ana. Definimos o campo gradiente de f, denotado por V£, como sendo o campo vetorial

que goza da sequinte relacao:
(V(p),v) =dfp(v), peM, veT,M.

Se extendermos v a um campo X € X(M), obtemos (Vf(p),X) = X(f)(p). O campo
gradiente em variedades é uma generalizacao do campo gradiente em espacos Euclidianos.

A proposicao abaixo nos da algumas propriedades que este campo satisfaz.
Proposicao 6. Dadas f,g: M — R fungoes diferencidveis, valem:
i. V(f+g)=Vf+Vg;

it. V(f-g)=gVf+fVg.
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Demonstragao: Segue diretamente da Definicao 7 e da regra do produto d (f- g),(v) =
g-dfy(v)+f-dgp(v).

]

Se tomarmos uma funcao P : R — R e compormos com a funcao f da proposicao

acima, obteremos V(1 o f) = V/(f)Vf. Esta igualdade serd muito utilizada durante as

demonstracoes dos principais teoremas desta dissertacao. Um outro conceito importante

é o de hessiano de uma funcao.

Definicao 8. Seja f: M — R uma funcao diferenciavel. O Hessiano de f €, para cada

ponto p € M, o operador linear Hess f, : T,M — T,M definido do sequinte modo:
Hess f,, (v) = (V, V1) (p).

Se X € X(M) for uma extensao de v numa vizinhanca de p, entao temos (Hess f), (X) =
(VxVT)(p). Um outro modo de definir o hessiano de uma fungao é utilizando a linguagem
de tensores em uma variedade. Sob este viés o hessiano aparece como uma forma bilinear

definida do seguinte modo:
Hess f(X,Y) = (Hess f(X),Y). (1.2)

E facil ver que tal forma bilinear é simétrica e que o operador hessiano é auto adjunto.

Agora se substituirmos as definicoes 7 e 8 em (1.2), temos

Hessf(X,Y) = (VxVT,Y)
— X(VF,Y) — (Vf, VxY)
= X(Y(f)) = (VxY)f. (1.3)

Interligado ao conceito de hessiano estd o de divergéncia de um campo de vetores.
Tal conceito permite introduzir de forma simples e conveniente a definicao de laplaciano
de uma funcao numa variedade. Provaremos a seguir que esta forma equivale a maneira

tradicional de definir o laplaciano através do hessiano.

Definigao 9. Dados X € X(M) e f : M — R, diferencidvel, onde M é uma variedade
Riemanniana. Definimos a divergéncia do campo X como sendo a fun¢ao divX(p) : M —

R dada por

divX(p) = tr[Y(p) — VyX(p)l, peM,
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e o laplaciano de f pela funcao Af: M — R tal que
Af = div (VT).
Fixada uma base ortornormal {ey, ..., e}, sob tais defini¢des temos que
Af = div (Vf) = (V¢ VT, ei)p = ((Hessf)p(ei), i) = tr(Hess ). (1.4)

O divergente e o laplaciano gozam das seguintes propriedades, analogas as apresen-

tadas em espacos Euclidianos.

Proposicao 7. Se f,g: M — R € diferencidvel e X,Y € X(M) valem:
1. div(X+Y) =divX+divY,

2. div(f-X)=f-divX+ (Vf,X),

3. A(f+g) =Af+ Ag,

4. A(f-g)=f-Ag+g-Af +2(Vf,Vg).

Demonstracao: Vide [Dc].
]
Nos debrucaremos agora em descrever tais conceitos em termos locais através de um

referencial. Para tanto, comegamos com o seguinte resultado.

Proposicao 8. Dados M uma variedade Riemanniana n-dimensional e p € M, entao
existem uma vizinhanca U C M de p e um conjunto {Eq,...,En} C X(U) ortonormal em

cada ponto de U, que no ponto p satisfaz Ve Ej(p) = 0.

Demonstracgao: Parametrize localmente a M através da exponencial e utilize o trans-
porte paralelo.

]

Uma base de vetores descrita na Proposicao 8 é denominada Referencial Geodésico

em p. Em vista desta proposi¢ao, podemos determinar uma expressao para o gradiente,

divergente e laplaciano como segue.

Proposicao 9. Seja {Ey,....,E} C X(U) um referencial geodésico em p € M, entdio

valem:
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i. VI(p) =ZM, (Ei(f)Ei(p)
. divX(p) = I Ei(fi)(p),
1. Af = Ei(Eif),
onde X = I fiE e f: M — R.

Demonstracgao:Segue diretamente da Proposicao 8 e das Definicoes 7 e 9.

Exemplo 1. Gradiente da func¢ao distancia.

Fixamos um ponto p € M e considaremos a fungao distancia ao ponto p, p: M — R.
Dado um ponto q # p em M, tomemos vy : [0,t] - M a geodésica normalizada e
minimizante, tal que y(0) = p e y(ty) = q. Como p(y(ty)) = to, seja Sy, a hiperficie

dada por p~!(to).

Figura 1.1: Funcao Distancia

Sabemos que Vp(ty) ¢ um vetor normal a S¢, e portanto tem a mesma direcao de

v(to). Como

Logo,
[Vo(to)]| = [[Ve(to)] - [[v(to)|| = (Vp(to),V(to)) = 1.

Assim, Vp=v e ||Vp| =1
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1.3 Curvaturas e a Segunda Forma Fundamental

Definicao 10. Dada M uma variedade Riemanniana, a correspondéncia que associa a

cada par X,Y € X(M) a aplicagio R(X,Y) : X(M) = X(M) dada por
R(X,Y)Z =VyVxZ—VxVvZ+ v[xy}z, VZ e X(M),
onde V ¢ a conexao Riemanniana de M, chama-se a curvatura de M.

A curvatura de uma variedade Riemanniana é o objeto geométrico que mede o quanto

esta deixa de ser euclidiana. Suas propriedades lineares sao as seguintes:
1. R é bilinear em X(M) x X(M), isto é,

R(fXy 4 gXa, Y1) = fR(Xy, Y1) + gR(Xz, Y1)
e

R(Xy, fY1 + gYa) = fR(Xy, Y1) + gR(X1, Ys),
2. R(X,Y) é linear em X(M), isto é,
R(X,Y)(fZ+ W) =fR(X,Y)Z+ R(X,Y)W.
Isto para quaisquer X,Y,Z, W € X(M) e quaisquer f,g: M — R.

Trataremos agora de definir alguns dos principais conceitos de curvatura que aparecem
em Geometria Diferencial. O primeiro, e talvez mais geométrico, é o de curvatura seccional

o qual foi introduzido inicialmente por Riemann.

Definicao 11. Sejam p € M e 0 C T,M um subespaco bi-dimensional, denominamos

curvatura seccional de o em p, o numero real

(R(u, v)u,v)
[uf2[Iv]]2 = (u,v)?’

K(o) =
onde {u, v} € uma base qualquer de o.

A expressao acima independe da escolha da base tomanda para o. Além disso, prova-
se que o conhecimento da curvatura seccional em todos os subespacos de dimensao dois de
T,M determina unicamente a curvatura R da variedade. A partir da curvatura seccional
define-se outras curvaturas, tais como a curvatura de Ricci e a curvatura escalar. Ambas

sao médias obtidas da curvatura seccional. Vejamos abaixo as definigoes.
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Definicao 12. Dados M uma variedade Riemanniana, p € M, x um vetor unitdrio em

ToM e {x1,....,X; =X, ..., Xn} uma base ortonormal de T,M. A expressio

n

Z(R(x,xi)x, zi), i=1,2,..,n,
i#

1

RiCp (X) = m

damos o nome de curvatura Ricci de M na direcao x no ponto p. E para a expressao
1 .
Zpr Xj) oy F— Z(R(Xi,xj)xi,xj), ji=1,...,n,

ij

chamamos de curvatura escalar de M em p.

Novamente, tais conceitos independem da escolha das bases ortonormais. As curvat-
uras escalar e de Ricci sao objetos geométricos definidos intrinsecamente numa variedade
(ver [6]). Neste trabalho estaremos particularmente interessados em relacionar as cur-
vaturas de duas variedades Riemannianas e dai transportar resultados geométricos entre
elas. Surge naturalmente o problema de desenvolver uma teoria que seja capaz de interli-
gar os entes Riemannianos, métrica e conexao, de duas variedades dadas. Para tanto, se
faz necessario o estudo das imersoes isométrica. No que se segue estaremos considerando
duas variedades Riemannianas M e M, munidas de suas conexdes V e V, respectivamente,
compativeis com as métricas, as quais sao relacionadas pela expressao que caracteriza uma

imersao isométrica:

(W, v)p = (dfp(u), dfp (V) r(p),

onde f: M — M é uma imersao.

Assim como na literatura contemporanea, identificaremos os abertos de M com os
abertos de M e os vetores 1 € T,M com os correspondentes df, (1) € Tpm. Deste modo,
nos provemos da algebra linear para a partir da métrica de Tpm decompor o espago Tpm

como soma direta de T,M com seu complemento ortogonal em Tpm, isto é,
Tpm =T,Mo (Tpl\/l)L

A decomposicao acima ¢ diferencidvel no sentido de que as projecoes sobre T,M e

(T,M)* sédo diferencidveis. Se tomarmos X,Y € X(M) e considerarmos as suas respectivas

extensoes locais X, Y € M, temos que
VxY = (VxY)T,

¢ a conexao de Levi-Civita de M.
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Definigao 13. Sejam X,Y € X(M) definidos localmente, entdao
x(X,Y) = VgY — VxY € X(M)*
¢ chamada a Sequnda Forma Fundamental.

Temos também o caso em que a aplicacao f: M — M nao é uma imersao. Neste caso,

a Segunda Forma Fundamental de f é dada por
OCf(X, Y) = va*Y — f*VXY (15)

Observamos que « independe da escolha das extensdes X,Y e que « é uma forma
bilinear, simétrica, que depende apenas dos valores de X e Y em p. Na notagao acima
X(M)* denota o conjunto formado pelos campos de vetores normais. Assim como no caso
do gradiente, é de nosso interesse estudar o hessiano de uma funcao sobre M composta

com uma outra funcao. Em verdade, provaremos o seguinte:

Hess™M £, (X, Y) = Hess™ £, () (X, Y) + (VMf(@(p)), (X, Y)), (1.6)
com f: M — R suave e @ : M — M sendo uma imersdao. Com efeito, temos:
HessM £, ) (X, Y) = XY(f) — VxY(f)
= X(VMt,Y) — (VxY, VM)
= X(VMFY) — (VxY + a«(X,Y), VMF)
= X(VM£,Y) = (Vxy, VM) — (a(X, Y), VM)
= Hess™M £,(X,Y) — (a(X,Y), VMF).
Logo, vale o enunciado em (1.6).

Vejamos, também como aplicacao do conceito da segunda forma fundamental, um

lema que relaciona tal conceito com a forma hessiana de uma funcao.

Lema 2 (Fontenele-Xavier [8]). Dada uma fun¢do suave g : M — R e o conjunto de

nivel S que passa por um ponto p, com Vg(p) # 0, temos
Hess g(w, w) = —(o(w, w), Vg(p)), w € TS, (17)

onde o denota a Sequnda Forma Fundamental de S.
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Demonstracao: De fato, denotando por V° a conexao sobre S e extendendo w a um

campo local sobre M que é tangente a S, teremos

0 = w(Vg,w)=(V,,Vg,w) +(Vg, V,,w)

= Hessg(w,w) + (Vg, V,,w)
e pela definicao da segunda forma fundamental
(Vg,Vww) = (Vg, Vi,w + o(w,w)) = (Vg, o(w,w)),

donde segue o resultado.
[ ]
Se tomarmos p € M, x € T,M e & € (TPM)L, e considerarmos as suas respectivas
extensdes locais X e = podemos definir o operador S (x) = —(VxZ)", com ()T indicando

a parte tangente, ou seja, a projecao sobre T, M.

Proposicao 10. Com as notagoes introduzidas acima o operador Sg : T,M — T,M

satisfaz
(Se(x),Y) = (x(X,Y),Z).
Ademais, o operador Sg € auto adjunto.

Demonstracao: Vide [6].
m
Diante dessas consideragoes estamos aptos a descrever uma nova nogao de curvatura,

o vetor curvatura média H.

Definicdo 14. Dada uma imersio f : M — M, para cada p € M definimos o vetor

curvatura média de f em p, como sendo

i (X5, X;), (1.8)

1
n
onde & € a sequnda forma fundamental de f e {Xq,...,Xn} € uma referencial ortonormal

local.

O vetor curvatura média H é bem definido pois independe do referencial ortonormal
tomado. Através da definicao acima podemos conceituar o que seria uma imersao minima

de modo muito simples.



Capitulo 1. Referencial Teérico 16

Definicao 15. Uma imersio f: M — M é minima quando H(p) = 0, para todo p € M.

Para o que se segue, se faz necessario comentarmos um pouco sobre a parte normal de

-
—

VxZ. Como de praxe, usamos a notaciao V& = (VxZ)N para denotar tal parte normal.

Segue diretamente disto que
Vig = (V)N = V2 — (VD) = Vx= + Se(x). (1.9)

Observamos que V+ é realmente a conexao sobre X(M)*. Generalizando o conceito

de imersao minima estd o de vetor curvatura média paralelo, que passamos a descrever.

Defini¢ao 16. Uma imersdio isométrica f : M — M possui vetor curvatura média H

paralelo, quando:
VxH=0, VX X(M).

Obs 1. Se uma imersao isométrica possui vetor curvatura média H paralelo, entdo |[H||

é constante.

De fato, segue da definicdo 16 que para todo X € X(M)
X([H|*) = X(H, H) = 2(VxH, H) = 2(VxH, H) = 0.

A equacao fundamental das imersoes isométricas que faremos bom uso durante a
prova de alguns teoremas é conhecida como Equacao de Gauss. Com ela podemos obter
informagoes entre as curvaturas das duas variedades, da segunda forma fundamental e
também do vetor curvatura média. No teorema abaixo estaremos nos referindo a uma
imersdo isométrica f : M — M entre duas variedades Riemannianas e & o como sua

Segunda Forma Fundamental.
Proposicao 11. Dados X,Y,Z e W campos de vetores, vale a equacdo de Gauss:
(R(X,Y)Z,W) = (R(X,Y)Z, W) + {(a(X, W), (Y, Z)) — («(X, Z), (Y, W)), (1.10)

com R e R representando as curvaturas de M e M, respectivamente. Em particular, se

tais campos forem ortonormais, teremos:

K(X,Y) =KX, Y) + (o[ X, X), (Y, Y)) — [Jee(X, Y) |2 (1.11)
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Demonstracao: Comecamos a demonstracdo lembrando que VxY = VxY + «(X,Y).

Segue por definicao que

R(X,Y)Z = VyVxZ—VxVyZ+VixyZ

= VvI[VXxZ+ (X, Z)] — VxIVyZ + «(Y, Z)] + Vix.y + «([X,Y], Z)

= VyVxZ+ «(Y,VxZ) + Vya(X,Z) — [VxVyZ + (X, VyZ] —
—Vxa(Y,Z) + Vixv)Z + «([X, Y], Z)

= R(X,Y)Z+ Y, VxZ) + Vy (X, Z) — Saix.z)(Y) + Saiv.z)(X) +
+Vxo(Y,Z) + «([X, Y], Z) — (X, VyZ).

Logo,

RX,Y)Z,T) = RXY)Z,T) = (Sarxz)(Y), T) + (Sav.z)(X), T)
= (RIX,Y)Z,T) — (Y, T), (X, Z)) + (x(X, T), (Y, T)).

Donde segue nosso resultado.
]
Fora do contexto das imersoes isométricas, mas nao tao distante, estd o problema
variacional de minimizar a energia de uma fungao. Como nao ¢é nosso foco desenvolver
tal teoria em sua integra, iremos apenas introduzir alguns conceitos basicos que farao jus

a sua exposicao quando formos trabalhar as aplica¢oes do principio do maximo.

Definicao 17. A densidade de energia de uma aplicacao f : M — N, onde M e N sdao
variedades Riemannianas, € a funcao suave e(f) : M — R, tal que

1 2
e(f) = S llaff".

Através desta definicao, e caso e(f) seja Lebesgue integravel, podemos falar sobre a
energia de uma aplicacdo, E(f), que nada mais é que a integral da densidade de energia

de f sobre M, isto é,
E(f) = J e(f) dM. (1.12)
M

Definicao 18. Definimos o campo de tensio de uma aplicacio f: M — N, T(f) como
sendo o traco da Sequnda Forma Fundamental de f. Dizemos também que a aplicagao €

harmonica se T(f) =0 em M.
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Observe que a definicao de aplicagdo harmonica dada acima é uma generalizacao do
conceito cldssico no qual uma aplicacao f : R™ — R é harmonica quando A(f) = 0. De

fato, teremos

T(f) - (Veif*ei) _f*(veiei)
= ei(ei(f)) — (Ve.ei)(f)
= Af.

As Definicoes 17 e 18 estao relacionadas. De fato, as aplicagoes harmonicas podem ser
caracterizadas como os pontos criticos do problema variacional associado a minimizac¢ao
do funcional energia vinculado a qualquer variacao prépria de f. Mas esta é outra estéria
e nao iremos nos ater a ela.

A fim de expormos um importante resultado devido a Ruh-Vilms em sua forma geral,

iremos introduzir a seguinte

Definigao 19 (A Aplicacao de Gauss Generalizada). Dada @ : M™ — N™ uma imersdo
entre duas variedades Riemannianas, com n > m. Definimos a Aplicacio de Gauss

Generalizada, Yy : M — G n_m por
ylp) = oM C Tcp(p)NJ_7
onde Gmn—m(N™) € a variedade de Grassmann dos subespacos de dimensdo n — m.

Para mais informagoes sobre variedades de Grassman, remetemos o leito a [2]. Final-

izamos esta se¢ao com seu resultado principal.

Proposicao 12 (Ruh-Vilms). Seja @ : M — R™ uma imersao isométrica com aplica¢ao
de Gauss Generalizaday : M — G (R™). Entdoy é harmoénica se, e somente se, o vetor

curvatura média de @ for paralelo.

1.4 Campos de Jacobi e o Cut Locus

O instrumento fundamental para que haja uma conexao suave entre os conceitos
até agora apresentados de curvatura e geodésica é, sem duvida, os campos de Jacobi.
Com base nestes campos podemos interpretar a curvatura seccional, K(o), sob o viés da

velocidade a qual as geodésicas radiais e tangentes a o se afastam de o. Os campos de



Capitulo 1. Referencial Teérico 19

Jacobi sao obtidos através de uma equacao diferencial que é natural quando se estuda a

aplicagao exponencial.

Defini¢ao 20. Dada 7y : [0,a] — M uma geodésica. Dizemos que um campo de vetores
], suave ao longo dey, é um campo de Jacobi quando ele satisfaz a equacao de Jacobi:

D2

em [0, al.

Veja que sendo a equagao de Jacobi uma equacao de segunda ordem, podemos trans-
forma-la em um sistema linear de primeira ordem equivalente, e assim, concluir que um

campo de Jacobi é unicamente determinado pelas condigdes de valor inicial J(0) e %}(0).

Definigao 21. Dada 7y : [0,a] — M uma geodésica. O ponto y(tg) € conjugado de y(0),
ao longo dey, ty € (0, al, se existe um campo de Jacobi ] ao longo dey, nao identicamente

nulo, que satisfaz J(0) =0 = J(to).

Apresentaremos a seguir algumas propriedades basicas de campos de Jacobi que nos

serao uteis no decorrer do texto.

Proposicao 13. Se ] € um campo de Jacobi ao longo da geodésicay : [0, al — M, entdo:

(J(£),v(t)) = (J'(0),v(0))t + (J(0),¥(0)), te€[0,al
Em particular se J(0) = J(a), entdo (J,v(t)) = 0.

Demonstracao: Vide [6].

Proposicao 14. Dados v : [0,a] — M wuma geodésica, Vi € T, oM e Vo € T, (q)M.
Entao existe um tunico campo de Jacobi | ao longo de y, com J(0) = Vi e J(a) = Vs,

sempre que y(a) nao for conjugado de y(0).

Demonstracao: Vide [6].
]
Ainda sob influéncia da definicao 22, consideremos numa variedade Riemanniana com-
pleta a geodésica y : [0, +00) — M normalizada com y(0) =p € M. Vimos na Se¢ao 1.1

que para valores suficientemente pequenos de t > 0 a geodésica y é minimizante, ou seja,
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d(y(0),y(t)) = t. Contrapositivamente, se y([0,t;]) ndo minimiza a distancia, entao o
mesmo se da para todo t > t;. Dessa forma, utilizando a continuidade da fun¢ao distancia
podemos concluir que o conjunto dos niimeros que satisfazem a equacao d(y(0),y(t)) =t
tem a forma [0, tg] ou [0, +00). Denominamos de ponto minimo de p ao longo de y ao
ponto y(tg), onde ty é como no primeiro caso. No segundo caso dizemos que nao existe

um ponto minimo. Com base nesta discussao temos a seguinte

Definicao 22. O lugar geométrico dos pontos minimos de p, ou simplismente o Cut Locus

de p, € a uniao dos pontos minimos de p ao longo de todas as geodésicas que partem de

p.

O Cut Locus de p é por vezes denotado por Cp(p). Tal conceito foi introduzido por H.
Poincaré no inicio do século XX. Dentre outras utilidades, o conhecimento do Cut Locus
¢ utilizado para determinar os pontos onde a funcao distancia deixa de ser diferenciavel.

E de particular interesse para nosso trabalho a propriedade fundamental do Cut Locus.

Proposigao 15. Seja y(tg) um ponto minimo de p = y(0) € M ao longo da geodésica
Y. Entao:

a) ouy(tg) € o primeiro ponto conjugado de y(0) ao longo de vy,

b) ou existe uma geodésica 0 #y ligando p ay(to) tal que (o) = 1(y), onde 1 representa

o comprimento.

Reciprocamente, se (a) ou (b) se verifica, entao existe t € (0,1t] tal que y(t) € o ponto

minimo de p ao longo dey.

Demonstracao: Vide [6].

1.5 Teoremas de comparacao de Hessiano e Lapla-
ciano

Comecamos esta secao introduzindo uma notacao que se fard presente durante as
demonstragoes dos principais teoremas da teoria de comparacao de hessiano e laplaciano.

Denotando por M nossa variedade Riemanniana e por vy : [0, a] — M uma geodésica em
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M, tomemos V um campo de vetores diferenciavel por partes ao longo de y. Deste modo,

denotaremos para todo ty € [0, a]
to
L, (V,V) = Jo V', V'Y — (R(v, V)y, V)]dt. (1.14)
Suponhamos que y(t) nao seja um ponto conjugado a y(0), para qualquer valor de
t € (0,to]. O lema que anunciaremos a seguir é conhecido na literatura como Lema do
Indice e terd papel crucial neste trabalho. Ele afirma que considerando campos de vetores

diferenciaveis por partes com valores comuns nos instantes t = 0 e t = ty, 0os campos de

Jacobi minimizam a expressao 1.14. Explicitamente temos o seguinte

Lema 3. Dada vy : [0,a] =& M uma geodésica que nao possui pontos conjugados a y(0)
em (0, al. Ao longo dey, tomemos um campo de Jacobi ], com (J,v) =0 e um campo de
vetores V diferencidvel por partes, tal que (V,vy) = 0. Nestas condigoes, se J(0) = V(0) =
0 e J(tg) = V(to), para tg € (0, al, entao

Ito(]? ]) g Ito(V7 V)
e vale a igualdade se, e somente se, V(t) = J(t) para todo t € [0, to].

Para uma demonstragao do lema acima, ver [6]. J4 vimos no Exemplo 1 que se
fixarmos um ponto p € M e considerarmos a funcao distancia d : M — R a este ponto,
entao para todo ponto de M que nao pertenga ao Cut Locus de p, o gradiente da funcao
distancia satisfaz Vd(x) = y(x), onde vy : [0, a] — M é a geodésica parametrizada pelo
comprimento de arco que liga o ponto p a x. Nestes moldes, tomemos um vetor X € T, M
que seja ortogonal a y. Sendo x um ponto nao conjugado a p, podemos considerar o
campo de Jacobi | ao longo de y com as condigoes de contorno J(y(0)) =0e J(y(a)) =X,
e de tal modo que [J,y] = 0. Assim, pela definigao de hessiano como forma bilinear e pela

condi¢ao imposta ao colchete de | com 7y, tem-se
Hess d(X, X) = (], Vyv),
e portanto, em x, vale

Hess d(X, X) :J d

VD dt= | (T + .V Vi) e

Sendo ] um campo de Jacobi, entao

ViV + R, )y =0,
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donde segue

Hess d(X, X) = J (V571 — (RG D T)) dt = Lo (1. ]). (1.15)

Com base no resultado obtido acima, enunciamos o resultado principal sobre com-

paracao do hessiano da funcao distancia.

Proposicao 16. Dadas as variedades Riemannianas n-dimensionais completas My e My,
assuma que yi : [0,a] = My (1 = 1,2) sao duas geodésicas parametrizadas pelo com-
primento de arco e que nao interceptam o Cut Locus de yi(0). Considere d; as fungoes
distancia a yi(0) sobre My e sejam K as curvaturas seccionais de Mj.

Suponhamos que em y1(t) e yo(t), 0 <t < a, valha
Ki(X1,v) = Ka(Xa,v), (1.16)
onde X;i € qualquer vetor unitdrio em T, tyMy tal que (Xi,vi) = 0. Entao
Hess d; (Xi, X1) < Hess da(Xs, Xa), (1.17)
com Xi € Ty, (a)Mi satisfazendo (Xi,vi)(vi(a)) =0 e [|Xi] = 1.

Demonstracao: No decorrer da demonstracao estaremos considerando para cadai =1, 2
os campos de vetores ortonormais {E}, ..., El } paralelos ao longo de yi, com EL =v;. Logo

pela expressao (1.15), tem-se
Hess d(XiaXi) = Ia(]ia]i)a (]‘]‘8)

onde J; ¢ um campo de Jacobi ao longo da geodésica vy, satisfazendo as condigoes de
contorno Ji(yi(0)) =0 e Ji(vi(a)) = X;. Como (Xi,¥i) =0 e os campos E} sao paralelos,

temos que J; L EY =v;. Em particular, para cada ponto de y, podemos escrever
n—1
Jo=) N(UE.
j=1

Assim, tomemos um conjunto ortonormal {E1, ..., EL} de tal modo que

—1

X; =Jila) = )\j(t)Ejl(Yl(a))'

j=1

3

Defina agora, um campo de vetores Z ao longo de y; por

n—1

Z=>3 NE].

j=1
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E claro que para os valores de t =0 e t = a, os campos Z e J; coincidem. Ademais, como

os coeficientes destes campos sao os mesmos, entao ||Z|| = ||]2 e

n—1 n—1
2 NWOE| =) AU
j=1 j=1

Mas pelo Lema 3, combinado com as expressoes (1.5), (1.18) e pela hipdtese (1.16),

IVy,Jall = = [IVy. Z]. (1.19)

obtemos

HGSSdl(Xl,Xl):Ia(JI) < Ia(z)

ra

=, (IVy, Z|I> = (R(¥1, Z)v1, Z)) dt

= (||Vy2]2\|2—K1(Z,y'1))dt
0

< (IVy,J2lI> — Ka(J2,¥2)) dt
0

J

= I4(J2) = Hess da(X2, X2).

[ ]
Como consequéncia do resultado acima estabelecido obtemos um resultado do tipo

comparagao de laplaciano.

Corolario 1. Seja M uma variedade Riemanniana completa n-dimensional que satisfaz
Ric(M) > —(n — 1)k2, (k > 0). Considere N um espaco n-dimensional simplismente
conexo de curvatura seccional constante e igual a —k*. Tomemos dyp e dn as funcies

distancia sobre M e N, respectivamente. Se x € M e dm € diferencidvel em x, entao
Adm(x) < Adn(y)

para qualquer y € N com dn(y) = dm(x).

E de particular interesse trabalharmos com variedades que possuam curvatura sec-
cional constante. Tais variedades foram historicamente introduzidas como os primeiros
exemplos de espacos nao Euclidianos e sao comumente denominadas na literatura corrente
de formas espaciais. Afim de demonstrar um pouco da utilidade destes espacos, iremos
calcular o hessiano e o laplaciano da funcao distancia no espaco forma de curvatura —k?2,
com k > 0.

A férmula (1.15) nos fornece a informagao que a problemética de calcularmos o hes-

siano e o laplaciano da fungao distancia se reduz a encontrar um campo de Jacobi ao
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longo da geodésica minimizante. Tomemos entao um vetor X € T, ()M tal que {X,y(a)}
seja ortonormal, onde y é uma geodésica parametrizada pelo comprimento de arco que
minimiza a distancia. Para cada t € [0, a] consideramos o campo de vetores X(t) obtido
de X através do transporte paralelo ao longo de 7. E plausivel pensarmos no campo de
Jacobi | definido ao longo de vy, sob as condigoes de fronteira J(0) =0 e J(a) = X, como

tendo a forma J(t) = f(t)X(t), com f satisfazendo a cldssica equagao de Jacobi

7 — K2 =0
£(0) = 0, f(a) = 1.

(1.20)

Claramente, a solugao do sistema (1.20) é f(t) = sinh kt/sinh ka. Assim, a expressao

(1.15) toma a seguinte forma
Hess d(X, X) = J [If/(1)])* + K*2(t)] dt. (1.21)
0

Portanto, substituindo o valor da funcao f, obtemos que o hessiano da funcao distancia

satisfaz
Hess d(X, X) = kcoth ka. (1.22)

Vejamos agora o caso do laplaciano. Fixando uma base ortonormal {y, Xs, ..., X} de
Ty ()M, que seja paralela ao longo de vy, teremos que os campos de Jacobi correspon-
dentes sdo da forma Ji(t) = f(t)Xi(t), com Ji(a) = Xi e J;(0) = 0. Observando que

Hess d(y,y) =0, entao o trago de (1.21) e a expressao de f nos darao

Ad = (n—1) r[u(f’(tm? +K*2(t)] dt
0

= (n—1)kcothka. (1.23)



Capitulo 2

Versoes do Principio do Maximo de

Omori-Yau

Neste capitulo, apresentaremos algumas das generalizagoes do Principio do Maximo
de Omori-Yau que foram demonstradas durante as duas ultimas décadas. A escolha das
versoes a serem descritas aqui foi feita tomando por base as versoes originais que envolvem
o gradiente e hessiano (ver [14]), ou gradiente e laplaciano (ver [19]), de fungoes limitadas
superiormente em variedades Riemannianas. Nao iremos nos dispor a discutir sobre a
versao fraca apresentada em [15] que envolve somente o laplaciano. Tal versao encontra-
se completamente caracterizada pelo conceito de completude estocastica. Nao obstante,
apresentaremos uma versao que envolve somente o gradiente como forma de explicitar que
as restrigoes que faremos sobre a variedade sao impostas pelo comportamento do hessiano

e do laplaciano das fungoes definidas na variedade.

2.1 Omori-Yau no R"

Descreveremos abaixo o caso em que a variedade Riemanniana considerada é o
espaco Euclidiano R™ munido de sua métrica usual, ou seja, gi; = 8y5, onde d;; ¢ o delta
de Kronecker. Veremos que neste caso especifico a demonstracao do principio do maximo

se faz de modo simples e instrutivo. Mais precisamente, temos o seguinte
Teorema 1 (Pigola-Rigoli-Setti [16]). Seja u: R™ — R uma fun¢do limitada superior-
mente e de Classe C%. Entdo existe uma sequéncia (xx) C R™ tal que:

(i) u(xy) > supu — %;

25
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(i) |Vl () < %
(i) Au(xy) < +.

Demonstracao: Dada (&) uma sequéncia de nimeros reais positivos tal que e, — 0,

definimos
ui(x) = u(x) — ||x||’e; i€ NN. (2.1)

Note que quando [|x|| — oo temos que u;(x) = —o0, 0 que nos diz que u; atinge seu

maximo em algum ponto x; € R™. Como sabemos, no ponto x; vale:

IVui||(xi) =0 e Auy(xq) < 0. (2.2)
Por outro lado, em R™ é facil ver que

Vix|? =2x e A|x]*=2n (2.3)
e utilizando as expressoes (2.2) e (2.3) em (2.1), obtemos

Aui(xi) = Aulxi) — Allxill’ei <0

Vu(xi) = V|xi|*e;.
O que implica em
Au(xi) < 2ne; e Vu(xy) = 2x;¢€4. (2.4)
Como u(x;) — €i[[xi||* = wi(xi) = u;(0) = u(0), segue que
eiflxi]* < ulxi) —u(0) <supu—u(0) < C* (C>0)

e deste modo, vale

C
ill < - 2.5
il NG (2.5)
Assim, substituindo o obtido em (2.5) na expressao (2.4), obtem-se
Vul|(x:) < Cy/es. (2.6)

Agora dado & > 0, existe y € R™ tal que u(y) > supu — 9, donde segue que

w(xi) — el Pxl* > wily) = uix) = wly) —elly)l” > supu— 6 — |yl
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e portanto
u(x) >supu— 8 — g|jy||>. (2.7)

Concluimos nossa demonstracao fixando k € IN, tomando § = 1/2k e 1 suficientemente

grande de tal forma que:

1 1 1

eillyl® < K’ Cyer < © © 2ne; < o

Trocando x; por xy, as expressoes (2.7), (2.6) e (2.4), nos darao respectivamente
(i) u(x{) >supu—+;

(i) [[Vull(a) < x;

(iii) Au(xk) <

&=

Vejamos um exemplo para ilustrar melhor o que foi feito acima.
Exemplo 2. Tomemos a funcio f: R — R tal que f(x) = 10— 1/x2. Entao f'(x) = 2/x3
ef”(x) = —6/x* e obviamente qualquer sequéncia que convergir para mais infinito satisfaz

as condicoes i), 1) e 1i1) do Teorema 1.

Figura 2.1: Grafico de f.

2.2 Omori-Yau sob as hipéteses de Chen-Xin

Apresentaremos agora uma versao C? do Principio de Omori-Yau para variedades
Riemannianas completas, considerando a restricao geométrica acerca da limitacao inferior
da curvatura de Ricci. Antes de enunciarmos o teorema principal desta secao provaremos
um lema de comparacao de Laplaciano que serd utilizado na demonstracao do resultado

principal.
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Lema 4 (Chen-Xin [3]). Seja M uma variedade Riemanniana completa de dimensdo
m com Ricy > —cF(y), onde ¢ > 0 € uma constante, y € a funcao distancia a um ponto
fixado xg e F : R — R € uma funcdo nao decrescente satisfazendo F > 1. Se x nao

pertence ao cut locus do ponto Xg, entdo para y(x) = Yo, (Yo constante), vale
Ay(x) < (m—1) - +/cF(y) + co, (2.8)
onde ¢y € constante.

Demonstragao: Pela completude de M, podemos tomar uma geodésica minimizante,
parametrizada pelo comprimento de arco, v : [0,y] — M tal que y(0) = xq e Y(y) = x.
Escolhamos uma base ortonormal {e;}, (j = 1,...,m) em x de tal modo que e; = y(x).
Utilizando a compatibilidade da métrica com a conexao obtemos através do transporte
paralelo dos vetores {e;}, os campos de vetores {e;(t)} ao longo de v que formam uma
base ortonormal para cada t € (0,y). Como 7y nao possui pontos conjugados a xg, pela
Proposigao 14 existe um tnico campo de Jacobi J; ao longo de vy, que satisfaz J;(0) =0 e
Ji(y) = ej, para todo j =2,...,m.

Lembrando do calculo que fizemos no Capitulo 1, sobre o hessiano da funcao distancia,
mais precisamente a equacao (1.15), obtemos

Ay = tr(Hessy)

m

y I
= > [ - R v e

j=2 0
Tomemos entao f : [0,y] — R uma fungao suave por partes tal que f(0) = 0e f(y) = 1.
Assim, {f(t)e;(t)}j¥, sao campos de vetores suaves por partes ao longo de y e satisfazem:
f(0) - ¢;(0) =0 e f(y) - ¢j(y) = J;. Notemos que os campos descritos acima estdo sob as

hipoteses do Lema 3, e aplicando-o obtemos
Iy(J;,];) S Ly(f-e5,f-¢)

que implica em

Moy
Ay(x) < ZJ (1(F - ) I* = (R(Y, T - e;)7, - ¢))dt. (2.9)

j=2 0

Pela linearidade da curvatura R e pelo fato de (f-e;)’ =f'-e; +fVye; =1 -¢;, Vj > 2,
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vem

Ay < )

m
j=2

Jy (£ — (R, ¢ ). ¢;)] dt

0

_ Jy [(m — 1)(f)? — f2(m — 1)Ricx(})] dt.
0

Utilizando a hipotese, teremos
y
Ay < (m—1) J [(f")? 4 cFf]dt. (2.10)
0

Observemos que a Equacao de Fuler-Lagrange associada ao lado direito da expressao

acima deve satisfazer Ly = %Lf’, donde segue que a equagao ¢ dada por
" — cFf = 0. (2.11)

Com o objetivo de estudar tal equacao e obter a existéncia de tal funcao f, estudaremos

o seguinte problema de contorno:

£ — cFf =0
(2.12)
f(0) =0,f'(y) = 1.
Comegamos estudando o Problema de Valor Inicial (P.V.I.)
f] —cFf; =0
! ! (2.13)

£1(0) =0, f}(0) = 1.

Veé-se que o P.V.I. acima possui solucao unica, a qual denotaremos por f;. Note que
fi1(t) > 0, pois caso contrarrio, definindo ty = inf{t > 0 : f;(t) = 0} e observando que
pelas condigoes iniciais propostas, em torno da origem f] é positiva, e consequentemente
serd também positiva em [0, ty]. Como fll/ = cFf; > 0 em [0, ty], entao f’ é crescente em
tal intervalo, o que é um absurdo, pois deveria existir, pelo teorema de Rolle, um ponto
onde f’ se anule.

Consideremos agora o P.V.I.

h) —ch; =0

(2.14)
hy (0) = 0,h/(0) = 1

sinh(y/ct)

Um célculo direto nos mostra que h;(t) = ———=—— ¢é solucao de (2.14). Agora dos

N
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sistemas (2.13) e (2.14), obtemos

rt
0 = | [fi(h] —chy) —hy(f, —cFfy)ldt
Jr?t i " t
= (flhl _hlfl)dT+J C(F— 1)h1f1dT
dr.?[ 0
> | (h{f, —huf])dr
JO

= fi(t)h{(t) —hy(t)F](t).

Portanto,

hy (hy)?

Deste modo, para qualquer ty € (0, 1), tem-se

At it
)~ hult)’

Dai, usando L’hopital, teremos

fi(t) > lim f1(to) ~ lim 1 (to) _
hi(t) 7 to—0hy(to)  to—0 hi(to)

e concluimos enfim que

_ sinh(y/ct)

= —\/E ,
Segue entao que fi(y) # 0, e assim, podemos dizer que f(t) = f1(t)/f1(y) é solugao

de (2.12). Utilizando (2.11), temos entao

f1(t) > ha(t) (2.15)

«<

(m—1)F[(f’)2+ch2]dt = (m—l)J ()2 4 £ f]dt
0 0
Y

Z(m—ULWTMZWV4WWWW

e por (2.10), chegamos em
Ay < (m—Df'(y). (2.16)

Iremos agora estimar f’(y). Iniciamos observando que

ploy= 1@ _ 1 e (2.17)

T fi(y) fily)  sinh(yey)

e que, por outro lado, o sistema

h, —cF(y)hy =0
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sinh(y/cF(y)t
tem como solucao hy(t) = ( ) ). Analogamente ao que fizemos anteriormente,

cF(y)

teremos

rt

0 = | [fi(hy —cF(y)hy) — hy(f, — cFfy)ldT

HPQt 1" 1" t

= | () —nef)ar+ J ¢(F(t) — F(y))hafidr
JO 0

rt

< | (hif —hof!)dr

JO

— R (OR() — (1),

e dai
/
(i) =0
hy
inh F(y)t
Destas consideragoes obtemos fi(t) < hy(t) = sinh( FC( W) ), donde concluimos que
criy
1 F
£(0) > _ cHy) (2.18)

De (2.17) e (2.18), vem

0< cF(y) <F(0) < Ve

sinh(+/cF(y)y) = sinh(y/cy)’

donde segue que paray > Yo (yo constante), teremos
(F(0)? < —5——— < co. (2.19)
sinh”(v/cyo)
Feito isto, lembrando que f” = cFf, obteremos entao

t t
(f'(1))%dT = J 2f'f"dt = J 2f'(cFf)dt
0 0

R =02 = | &
= Jt cF(f?)'dt < cF(t) Jth&)’d’r = cF(t)f%(t). (2.20)
0 0

Agora, substituindo as expressoes (2.19), (2.20) em (2.16), tem-se
[Ay]? < (m—1)% [cF(y) + (f(0))*] < (m—1)*-[cF(y) + col

e portanto, podemos concluir que

Ay < (m—1)-+/cF(y) + co.
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Obs 2. Observamos que a tese do Lema 4 continua vdlida, a menos de uma constante,
para o hessiano da funcao distancia, se considerarmos a mesma hipdtese de limitacao

para a curvatura seccional, isto €, K > —cF.

De fato, novamente lembrando da expressao (1.15) e procedendo como na demon-

stracao do Lema 4 encontraremos
Y
Hessy X, X) < | [IV5(F- X[ = K. £ )]
0

o que pela nossa hipdtese sob a curvatura significa que
Yy
Hessy(X, X) <J [(f)? — fcF] dt.
0

Dai utilizando a técnica de Euler-Lagrange, obteremos
Hessy(X, X) < f'(y).

Portanto no caso do hessiano vale

Hessy(X, X) < /cF(y) + co. (2.21)

Com base no lema acima podemos agora enunciar e provar um dos nossos teoremas
principais. Antes porém, facamos uma consideracao acerca da funcao F do nosso lema.
Estaremos supondo no teorema abaixo que F seja ilimitada superiormente, pois caso
contrario, existiria uma constante k? tal que F < k2, e portanto, nossa hipdtese sobre

a curvatura se reduziria a Ric > —ck?, o que nos remeteria ao Teorema B da introducao.

Teorema 2. Seja M uma variedade Riemanniana completa que satisfaca a condi¢do:
Ric > —cF(y) (2.22)

onde y € a fungao distancia a um ponto fizo xy, F: R — R € nao decrescente, G2, F > 1

e satisfaz:

Fy)[F'(y))? . F(y)
[F(y) + 1*log(F(y) + 1)]? [F(y) + 1] log[F(y) + 1]

sao limitados. (2.23)

Dada uw: M — R uma funcdo limitada superiormente e de classe €2, entdo existe uma

sequéncia X, em M tal que:

a) limy_, 4 o0(X) = supu;
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b) limis o0 [|Vuf|(xk) = 0;

¢) limsup,_, ., . Au(xy) < 0.

Demonstracgao: Defina para cada k € IN a funcao

u(x) —u(xg) +1

90 = P00 + DI
e veja que
1 , B
gr(xo) = loe(F(0) + 1] >0 e )}1_1%0 gr(x) = 0.

Logo para cada k podemos definir x; tal que gy (xx) = sup gx. Escrevendo
log(F(y(x)) + 1)]*gi(x) = u(x) — ulxo) + 1,

teremos
(u(x) —ulxo) + 1)F'(y(x)) Vy(x)
k[F(y(x)) + 1log[F(y(x)) + 1]
Observamos que (u(xyx) —w(xq) + 1) > 0, pois do contrério terfamos
gk(X) — u(Xk) _u(XO) + 11 < 0 < 1 i
log(F(y(x«)) + 1)]* [log(F(0) + 1)1%

e isto contraria o fato de xj ser ponto de maximo. Ainda por esta caracteristica maximal

Vu(x) = log(F(y(x)) + 1)]*Vgi(x) +

(2.24)

= gk (x0),

de xy, e por (2.23) aplicada & expressao (2.24), obtemos:
(ulxi) —ulxo) + 1F (y i) IVyll(xx)

IVllbod) = = ) + Tlog(Flya)) £ 1)
quando k — oo. Facamos agora as contas para o laplaciano.
Au(x) = [Hog(Fly(x) + 11FAge(x) + (Vau(x), V(llog(Fly(x)) + DIF) ) +

L) —ulx) + DFy(6))AY(x)
k(F(y(x)) + 1) log(F(y(x)) +1)

(u(x) —u(xo) + DF' (y(x))
# (V09 (T Do Faie £17) ) 229
Calculemos entao o gradiente que sera utilizado para nossas contas:
v ( (u(x) —u(xo) + DF (y(x)) ) _ Fly(x))Vu(x)
k(F(y(x)) + 1) log(F(y(x)) + 1) k(F(y(x)) + 1) log(F(y(x)) + 1)
+(u(x) —ulxo) + DF"(y(x))Vy(x)
k(F(y(x)) + 1) log(F(y(x)) + 1)
 (ux) = ulxo) + DIF (y(x))I*k(1 +log(F(y(x)) + 1)) Vy(x) (2.26)
[k(F(y(x)) + 1) log(F(y(x)) 4 1)]? -
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Substituindo (2.26) em (2.25) aplicada ao ponto xy, tem-se

) —u(xo) + DF (y(xi)) Ay (xx)
yx)) + 1l log(Fly(xi)) + 1)

Au(x,) <

((k
k{F(

F/(y (xi))(Vu(xi), Vy(xx))

T Fy(x0) + Ulog(Fly(ad) + 1)

(wlxi) —ulxo) + DF"(y(xac))[[ VYl (xic)

T Ry 000) + U log(Fy () + 1)

(w(xi) — ulxo) + DIF'(y(xi))J*k(1 + log(Fy (xi)) + 1) [ Vy||*(x«)
[k(Fly(xx)) + 1) log(F(y(xi)) + 1)]

Sendo

(u(xi) —ulxo) + DF'(y(xx))

(Vu(xx), Vy(xi)) = k[F(y(xi)) + 1 log(F(y(xi)) + 1)’

obtemos

(u(xk) —ulxo) + 1)F'(y(xx))

Au(xy) < k[F(y(xy)) + 1] log(F(y(xx)) + 1)

Ay () +

(u(xi) —ulxo) + DIF (y(xx))?
k[F(y(xk)) + 1 log(F(y(xx)) + 1)

_|_

(u(xi) —ulxo) + DF"(y(x«))
kIF(y(xk)) + 1] log(F(y(x)) + 1)

(2.27)

Devemos entao estimar a primeira parcela de (2.27), haja vista ji sabermos que as

demais tendem a zero quando k — oco. Fazendo uso do Lema 4, obtemos:

(u(xx) —ulxo) + DF (y(xi))
KIF(y(xx)) + Ulog(F(y(xx)) + 1)

(u(xx) —ulxo) + DF (y(xi)) y
k[F(y( ) +1] 1og(F(y( k) +1)
m—1 \/CF +CQ

Ay(xk) <

Para podermos concluir que o termo do segundo membro pode ser estimado, basta

que

Fly (i) [F (y (xi))])?
[Fly(xx)) + 112[log(F(y(xk)) + 1)1

seja limitado. O que é verdadeiro por hipétese. Portanto, a condicao c¢) de nossa tese é

(2.28)

satisfeita.
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Resta-nos mostrar que a sequéncia xy obtida satisfaz u(xy) — sup u, quando k — +o00.
Afim de demonstrarmos isto iremos supor por contradicao que limy_, u(xyx) < supu.

Dai, existiriam & > 0 e um x € M tal que
u(xe) +0<u(x) k>>1. (2.29)

Temos entao duas possibilidades sob o viés da limitacao da sequéncia x,. Caso Xy
seja ilimitada, entdo quando k — oo terfamos y(xy) — 00, 0 que pela expressao (2.29)
significa que

wu(x) —u(xg) +
[log(y?(x) + 2)]

gk(x) = = gk(xx) = sup gk

= =

u(xe) —u(xg) +1
log(y2(xic) + 2)]%
sempre que y(xi) > y(x).

Por outro lado, se xy for limitada, entao existe uma subsequéncia de (xy) que converge

para algum ponto X € M. Novamente por (2.29) obtemos u(x) > u(x) 4+ 9, que nos daria

gr(x) = u(x) —u(xg) +1 - u(xk) —u(xg) + 1 o) — s
' log(y?(x) + 21k~ log(y2(xic) + 21k K

para k suficientemente grande, pois neste caso os denominadores tendem a 1 quando
k — 4o00. Logo como em ambos os casos obtemos um absurdo, confirmamos assim a
veracidade do item a).
]
No artigo A Generalized Mazimum Principle de Q. Chen e Y. L. Xin [3], o Teorema
(2) é enunciado sob as mesmas hipéteses acima, com exce¢ao da hipdtese (2.23), e de
que a funcao F é particularmente igual a 1 + [ylog(y + 2)]2. Observamos que a condicao
imposta em (2.23) é satisfeita por tal fun¢ao. De fato,
1+ (ylogly +2))21 [2yllogly +2))2 + 2y?extus2)]”

lim —1 (2.30)
y—oo  [[2 4+ (ylog(y + 2))2llog(2 + (ylog(y + 2))21)°

(2(y+2 > +2log*(y +2) +8yl°gy+2 QgZIOiE—;?)) .

(2.31)

r
Yoo log(y2log®(y + 2) + 2)1[y2log?(y + 2) + 2)]

Salientamos que na demonstracao do Teorema 2 utilizamos o fato de que nos pontos
Xk a funcao distancia é diferenciavel. Para maiores detalhes sobre tal diferenciabilidade,
remetemos o leitor a [19]. Ademais, no Teorema 4 apresentaremos uma demonstragao da

diferenciabilidade da func@o distancia dada por Fontenele-Xavier em [8].



Capitulo 2. Versoes do Principio do Maximo de Omori-Yau 36

Exemplo 3. Contra ezemplo ao Teorema 2.

Tomemos M = R? com a métrica dada em coordenadas polares por
dr? + g(r)%de?, (2.32)

onde d0? é a métrica usual da esfera unidimensional e g € C*([0, +-00)) é tal que g(r) > 0

paraT >0 e

T se 0<r<l,

g(r) - 2 1+r
r(logr)itHerllogT) se T > 3.

Como g coincide com a métrica usual nos pontos proximos da origem, entao tal métrica
pode ser definida suavemente em todo R?. Mais que isso, pode-se provar que (M, g) é
uma variedade Riemanniana completa.

Defina a funcao u: M — R, tal que

g(r) \Jo
Assim,
1 T g/(r) T
Au=—— J (s)ds)Ar— J (s)ds + 1.
g(r) ( 0? ¢?(r) ), °
Agora, como tratamos de R?, escolhendo e; = a% ee =g (1r) %, teremos pela compati-

bilidade da métrica com a conexao e pelo fato de [eq, es] = 0 que

0 0

Ar = <vela—r,€1>+<ve2a—r,€2>
= <V%eg,€2>
1 0 0
= e 'Vao0 a0/
1 0
= 3073, )
_ g’
g(r)

Deste modo,

Au = 1. (2.33)
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Ademais, sendo u > 0, entdo supu < +oo. Portanto, a propriedade iii) do Teorema

2 nao é satisfeita por u. Observamos que neste exemplo a curvatura Gaussiana satisfaz:

K(r) = ~ —c2r?(log )W quando T — 400

para algum ¢ > 0.

2.3 As Boas Sombras de Omori-Yau

Nesta seccao iremos expor uma versao que tras em si um refinamento conceitual
do principio do méximo. Enquanto que em todas as versoes até entao apresentadas os
autores se preocupavam somente em encontrar uma sequéncia especifica que satisfizesse as
condigoes de Omori-Yau, no artigo Good shadows, dynamics and convex hulls of complete
submanifolds [8], os pesquisadores F. Fontenele e F. Xavier propuseram a idéia de que
para cada sequéncia maximizante Xy, existe uma sequéncia yy relacionada a xy, que
satisfaz as condi¢oes de Omori-Yau. Assim, temos nao somente uma sequéncia com boas
propriedades, mas uma abundancia de boas sequéncias. A uma tal sequéncia do tipo Yy
denominamos uma boa sombra de xy.

Como haviamos mencionado na introducao deste capitulo, iremos descrever uma versao
C! de Omori-Yau. Notemos que na demonstracao do Teorema 2 podemos constatar que tal
resultado independe de restri¢oes sobre a curvatura da variedade. Chamamos a atencao ao
modo refinado e instrutivo da demonstragao desta versao, que se utiliza de uma ferramenta

classica da Anélise.

Lema 5 (Principio Variacional de Ekeland). Sejam (X, d) um espago métrico completo
e f: X = R uma funcao limitada superiormente e semi-continua superiormente. Entdo

para quaisquer €,0 >0 ex € X com f(x) > 81>1<pf — ¢ existe y € X satisfazendo:
i. d(x,y) <9;

i. fly) = f(x);

ii. fly) > f(z) — £d(y,z), VzeX, comz#vy.

Demonstragao:Vide [7].
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Teorema 3 (Fontenele-Xavier [8]). Sejam M uma variedade completa e f: M — R de
classe C! tal que sup f < +o00. Entao para toda sequéncia (xi) em M tal que f(xy) — supf,

M M
existe uma sequéncia (yy) em M que satisfaz:

1. d(xkayk) — 0;

ir. f(yx) — supf;
M

iii. ||VT||(yx) = 0.

Demonstragao: Para cada k € IN, tomemos ¢, = sup f — f(xy) e 0x = /€x. Se existir
M
k tal que f(xy) = supf, nada temos a demonstrar. Caso ¢, > 0, Vk € N, entao 6, >0 e
M
aplicando o Principio Variacional de Ekeland para ¢ = €, 0 = 8k e X = Xy iremos obter

Y € M satisfazendo:

d(xx, yi) < O, f(xx) < flyk)

e
€
flyx) > f(z) — 6—kd(yk,z) = f(z) — S d(yy, 2). (2.34)
K
Mostraremos que ||[Vf||(yx) < 8. Como M é completa podemos tomar v € Ty, M,
com [[v]| = 1evy: (—cc) - M a geodésica radial em M que satisfaz y(0) = yx e

/ . . . /. . ’ .
v (0) = v. Diminuindo ¢, se necessario, podemos supor que a imagem de y estd contida

numa vizinhanga normal centrada em yy. Tomando z = y(t) em (2.34), temos

f(y(t)) — flyx) < dd(y(t),yx) = &Jt]], 0 <|t|| <c.

Dai para —c < t < 0, tem-se f(y(t)) — f(yx) < (—t)dx, donde obtemos

)~y _
t x Vk-

Sendo f uma funcao de classe C!, segue que

fly(t) — flyx)

< 6ka
t—0—

—(VHly),v) = —df, (v) = —%\t_o(f oy)(t) = — lim

Vv € Ty M,|v| = 1. Analogamente, tomando 0 < t < ¢ teremos (Vf(yx),v) < .

Deste modo,

IVE[(yx) = sup [(VE(y), v)[| < Sk

vii=1
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Podemos entao concluir que quando k — +o0, tem-se €, — 0, 0 — 0 e vale
IVEll(yx) — 0.

Exemplo 4. Tomemos 3 : R — R, uma C* bump function definida por f(x) = e F i

Consideremos a fung¢ao

(B(r) se 0<r<1,
2B (r) se 1<r<2,
3B(r) se 2<r<3,

cdots

w1077

25%x10°7 |

2.x1077 F

L5x107° [

Lx10-7 |

5ox107%

P L L
0.5 1.0 3.0

Figura 2.2: Gréafico de f.

Observe que a cada intervalo de defini¢ao a velocidade de crescimento de f aumenta.
Logo se tomarmos x; € (0,1/4) tal que f'(x1) = ¢, para alguma constante ¢ # 0, podemos
definir uma sequéncia xy de tal maneira que xi € (k—1,k—1+1/4) e f'(x) = c.

Observe que deste modo, tal sequéncia obrigatoriamente deverd convergir para inf f = 0.

Generalizando o resultado G, obtemos o caso €2 para Omori-Yau com Boas Sombras.
Entretanto, neste caso nao iremos utilizar o Principio Variacional de Ekeland, pois o

mesmo nao nos dispoe de informagoes acerca da segunda derivada de fungoes.

Teorema 4 (Fontenele-Xavier [8]).  Seja M™ wuma variedade Riemanniana completa
com curvatura de Ricci limitada inferiormente (curvatura seccional). Dada f: M — R

uma funcao de classe € tal que sup fpr < +0o, entdo para toda sequéncia mazimizante
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(xx) de f, existe uma sequéncia (yy) satisfazendo:

d(xx,yx) — 0, flyx) — Sup . [IVF][(yx) =0 (2.35)
e
limsup Af(yx) <0 (limsup Hess f(yx) < 0). (2.36)
k—+00 k—+o00

Demonstracao: Para cada k € IN, sejam

T =supf — f(xy), Ok :ré e €x :ré. (2.37)
M

Observamos inicialmente que se f(xy) = supf, para algum k € IN, entdo nada hé a

provar. Caso f(xy) < s&p f, Vk € N, defina a ’Elmgéo fr : M — R por

fie(x) = f(x) — erdi (x), (2.38)
onde dy(x) = d(xy,x) é a distancia em M™ de x a Xy.
Afirmagao 1. Para todo k € IN, a funcao fy atinge seu supremo.

De fato, como f ¢ limitada superiormente e ¢ é positivo, temos

lim fi(x) = lim [f(x) — &, d2 (x)] = —oo,
X—+00 X—+00

e portanto existe Yy, € M tal que fi(yx) = sup fy.

Notemos que fi(xi) = f(xi) — exd? (xi) = f(xx) e para todo x & B(xy, 8x), vale
fie(x) = f(x) — exdi(x) < f(x) — 482 = f(x) — 1 = f(x) —sup f + f(xi) < fie(xx).
M
Com isso d(xy, yx) < Ok, pois do contrario fy (yx) < fi(xk). Além disso,

f(xi) = fi(xi) < filyi) = Fyi) — exdi (yi) < flyw). (2.39)
Afirmacao 2. fy € diferencidvel numa vizanhanga de Yy.

E suficiente provarmos que dy ¢ diferenciavel numa vizinhanga de yyx. Suponhamos,
com propésitos de contradigao, que isto seja falso, dai yy pertenceria ao cut locus de xy

e uma interpretacao da Proposicao 15 nos daria duas possibilidades:

i) Existem dois segmentos de geodésicas minimizantes vy, o : [0, tx] — M ligando x; a

Yk, com ty = di(yx);
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ii) Existe um segmento de geodésica minimizante y : [0, tx] — M de xx a yx ao longo

do qual yx é conjugado de xx.

Supondo que ocorra o enunciado no primeiro item, definimos v =vy’(tyx) e w = o’ (ty).
Como fy atinge seu méximo em Yy, entao pela defini¢ao de fy,

0 > liminf i (v(te +5)) — fie(v(t))

s—0F S
_ 2 32

— liminf fy(t +5)) — fy(ti)) +Ekdk(Y(tk+3)) di (v(ti))

s—07F S S

2(y(t — f(y(t
= () — e - lim i YT ZFV)) (2.40)
s—07F S
Como neste caso Y|j.t,) ¢ minimizante, tem-se
0 > i PV =8~ Fuly(t)
s—0+F S
_ _ 2 _ _

g [T =) = V() | @R Ey(t = 5) = fly(t)

s—0+F S S

2 _ _
— _v(f) — &y - lim inf dk(‘Y(tk S)) f(‘Y(tk))
s—0F S
2 g2
= —v(f) — &, - liminf M
s—0+t S
= —V(f) + 25ktk' (241)
De (2.40) e (2.41) obtemos
2 _
i i S (i +8)) — Fly(t)) S v(f) > ot (2.42)
s—0+ S Ex

Por outro lado, como v # w existe ¢ € (0, 1) tal que para todo s > 0, suficientemente

pequeno, vale
d(o(tk —s),v(tk +s)) < 2cs,
que por sua vez implica em

di(y(tc +5)) = dlv(tc +s),v(t))

d(y(tk +s), otk — s)) + d(o(tk — ), y(tx))

N

< 2cs+di(o(te —s)) =t + (2¢ — 1)s.

Como tx = di(y(ty)) e 0 < ¢ < 1, segue que

di(v(tk +s)) — di(v(tk)) t2 +2(2c — 1)sty + (2¢ — 1)%s2 — t2

lim inf < liminf
s—0+t S s—0t S
= liminf[2(2c — 1)ty + (2c — 1)%s]
s—0*

= 2(2c — Dty < 2ty
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O que contradiz (2.42).
Supondo agora que acontega ii), a expressao (2.41) nos diz que v(f)(yx) = 2exty,

donde obtemos Vf(yy) # 0. Disto, podemos concluir que
N={xe M:f(x) ="f(yx)} (2.43)

¢ uma hiperficie suave numa vizinhanaca de yy. Seja I a hiperficie paralela a I' que passa

por y(t), entdo existe t € (0, ty) tal que para todo t € (t,ty), It é suave numa vizinhanca

de y(t).

Figura 2.3:

Sendo v : [0, tx] — M minimizante, entao dy ¢ diferencidvel em y(t) e Vdy(y(t)) =
v(t) para todo t € (0, ty). Logo a esfera geodésica S; com centro em Xy e raio t é suave

em uma vizinhanca de y(t), para todo 0 < t < ty.

Como Yy = y(tx) é o primeiro ponto conjugado a xx = y(0) ao longo de 7y, temos pela
Definigao 22 que existe um campo de Jacobi ] ao longo de y satisfazendo J(0) = J(tx) =0,

J(t) # 0, para t € (0,ty) e pela Proposigao 13, tem-se (J,v)(t) = 0. Nao obstante, sendo

Hess di(J(t),J(t)) = (Vyv,]) = (J,]") = % (IO e J'(te) #0,
decorre que
m J(t)  Jt) >: 1 2y _

Afirmagao 3. Para algum t € (t,ty) existe y, € Ty, suficientemente prézimo de y(t),

que pertence a B(xy,t).
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Figura 2.4:

Caso exista t € (t,ty) para o qual y(t) nao seja normal a I, entao Iy é transversal
a S¢. Dal existird um y¢ € Iy que satisfaz nossa afirmacao (ver figura 2.4). Suponhamos
que y(t) L Ty para todo t € (t,tx). Neste caso, I, e S; sdo tangentes em y(t). Mas pelo

Lema 2 aplicado a funcao dy, obtemos
Hess dx (w,w) = (or(w,w), —y(t)), Ywe T, 1)St =Ty, (2.45)
onde 0y é a segunda forma fundamental de S;. Segue de (2.44) e (2.45) que

lim (o (w, w), =y(t)) = —o0

_ J®)
com W(t) = m

Denotando por 0y a segunda forma fundamental de Ty, pela expressao acima deve

existir t € (t, ty) tal que
(Tuw(t),w(t)), —v(t)) > (oc(w(t),w(t)), —y(t)). (2.46)

Tomemos agora uma curva « : (—0,8) — I suave e que satisfaz «(0) = y(t) e &(0) =
w(t). Definimos entao f(s) = dy(x(s)), e teremos
f(0) = di(y(t)) =t e f'(s) = (Vdr(a(s)), &(s)). (2.47)
Em particular, f'(0) = (y(t),w(t)) = 0, pois w(t) € T,)lt. Denotando por VO a
conexao sobre I e utilizando as expressoes (2.45) e (2.47) tem-se
f7(0) = (Vi) Vdk, &(0)) + (Vdi, Vaa(y(t)))
= (VwwVdi, w(t)) + (v(t), Viwyw(t))

= Hess di(w(t), w(t)) + (v(t), 0c(w(t), w(t)) + VO yw(t))

= (oe(w(t), w(t)), =v(t)) + (O (w(t), w(t)), y(t). (2.48)
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Substituindo a expressao (2.46) em (2.48), obtem-se f”(0) < 0. Sendo f(0) = t e
f’(0) = 0, concluimos que 0 é ponto de méximo local de f, e consequentemente, dy (x(s)) =
f(s) < t, para todo s # 0, suficientemente pequeno. Como a imagem de « estd contida
em I, concluimos que existe um yy satisfazendo nossa afirmacao.

Agora, por ser T || T, existe y € T tal que d(y¢,y) < tx —t. Combinando isto com o

fato de dx(y¢) < t e lembrando da definigao de T', vem
di(y) = d(xx,y) < d(xk, ye) + d(ye,y) < te — t +t = di(yx),
donde
fi(y) = fy) — exdi(y) > flyx) — di(yx) = filyu),

o que contraria a maximalidade de yx. Com isso, fy é diferenciavel em yy.
Para o que nos resta provar é suficiente supor que yyx # xx (pois se yx = Xy entao
Va2 (xx) = 0 e Hess d (x)(v,v) = 2 - ||v||?, e portanto as condigoes (2.35) e (2.36) sdo

trivialmente satisfeitas). Neste caso,
0 = Vfx(yx) = VFf(yx) — 2exdi (Yx) Vdi (yx) (2.49)
e lembrando que ||[Vdk| =1 e di(yx) < 8, segue da expressao (2.37) que
[VE[l(yx) = 2exdi (i, yx) < 2exd = 21“]%. (2.50)
Novamente pelo fato de yy ser ponto de maximo, obtemos
0 > Hess fi(yx ) (v,v) = Hess f(yi)(v,v) — &, Hess d (yi) (v, V)
o que nos da
Hess f(yi)(v,v) < e Hess d3 (Y ) (v, v). (2.51)
Tomando o trago na expressao acima, vem
Af(y) < exAd: (Yi). (2.52)

Como por hipétese a variedade considerada possui curvatura seccional limitada inferior-

mente, digamos K > —kZ, entao pela Proposi¢ao 16 e por (1.22)

Hess di(yi) (v,v) < 2(di(yi) coth(kodi(yx)) + 1)[[v[|”
< 2(6k COth(koék) + 1)”\)”2,
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pois di(yx) < 8k e coth é crescente. Ademais, como 8, — 0 quando k — 00, existe

uma constante C > 1, tal que 8y coth(kydy) + 1 < 2C. Entao
Hess d} (yi) (v, v) < 4C|v||? (2.53)

e (2.36) segue por (2.51) e (2.53).
Para o caso do laplaciano, supomos que a curvatura de Ricci seja limitada inferiormente
por Ric > —k2. Logo, a Proposigdo 1 e a expressao (1.23) implicam, de modo anédlogo ao

caso do hessiano, que

Ad}(yx) < 2[(m—1)dx(yx)ko coth(kody (yx)) + 1]
< 4(m—1)C. (2.54)

Concluimos entao a validade de (2.36) substituindo (2.54) em (2.52).

2.4 Omori-Yau sob outras Hipdteses

A validade do Principio do Maximo do Omori-Yau independe da curvatura da var-
iedade. Este fato foi observado por Pigola, Rigoli e Setti em [16]. Utilizaremos a técnica
utilizada na demonstracao do Teorema 1 para refinar o resultado proposto por estes

pesquisadores. Especificamente, conseguimos o seguinte

Teorema 5. Seja M™ uma variedade Riemanniana completa e assuma que existe uma

fung¢ao nao negativa y satisfazendo as sequintes propriedades:

h1) v(x) — +o0, quando x — +00;

h2) Vvl < AY/GEY) (j

fora de um conjunto compacto;

]' )
ol )

h3) Ay < B/G (J Gh/) —_— 1), fora de um conjunto compacto;

para certas constantes positivas A,B > 0, onde p € N € fizado e G : [0,4+00) — [0, +00)

¢ uma func¢ao suave satisfazendo:

gl) G(0) >0eG'(t) >0;
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“+o00 dS
9%) L Gl

Seu € C3(M) é uma fungao que satisfaz

lim u(x) =
x—=+o0 @(y(x))

©(t) =log (L % + 1>,

entao existe uma sequéncia X, € M, n € N tal que:

(2.55)

onde

. 1
) V() <

)

21~

i) Au(xn) <
para todo n € N. Se, ao invés de h3) nds assumirmos

N
h4) Hessy(.,.) < X/G(y) (J % + 1) (.,.), fora de um conjunto compacto.
0 Y

No sentido das formas quadrdticas, a conclusao de il) se modifica para

().

iti) Hessu(xn)(.,.) < !
n

Demonstragao: Fixamos uma sequeéncia de nimeros reais positivos (&, )nen tais que,

£n — 0 e consideremos agora uma funcao u € €2(M) que satisfaca (2.55). Defina
gn(x) = u(x) —en@(y(x)). (2.56)
e observe que @ é C2(M), positiva e vale
©(t) = 400, quando t— 4oo0.

Por uma célculo direto, temos

, (2.57)
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e usando as propriedades satisfeitas por G, concluimos que
@”(t) 0. (2.58)

E fécil ver que g, atinge seu supremo em algum ponto x,, € M, para cada n € N. Segue

diretamente da definicao de g, que
Vgn(x) = Vu(x) — en @’ (v(x)) Vy(x).
Em particular, nos pontos x,, obtemos
IV (xn) = en@’ (YO VY[ (x0). (2.50)
Usando h2) e (2.57), na igualdade acima, teremos
IVul| (xn) = en @’ (y(xu)) [ VY[ (xn) < &n.

0 que prova i).

Similarmente, a expressao (2.56) combinada com (2.58), implica que

Hess gn(x)(v,v) = Hessu(x)(v,v) —en (@' (y(x)) Hessy(x)(v,v) —
—¢" (Y(X))(VY(x),v)?)

> Hessu(x)(v,v) — en@'(v(x)) Hessy(x) (v, V),

para todo v. Usando o fato que x,, é um ponto de maximo de g, a hiptese h4) e a

inequacao (2.57), nos darao
HeSS‘LL(Xn)(\),V) < 5n(p/(Y(xn)) Hessy(xn)(v,v) < £n<V,V>. (260)

Isto prova iii).

Finalmente, se assumirmos que h3) ocorra, obteremos
Au(xn) < en@'(v(xn))AY(Xn) < €n.

O que encerra nossa prova.

Obs 3. Se trocarmos a condicdo (2.55) por supu < +00, teremos

i) ngriloou(xn) =supu .
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De fato, observe que se fixarmos j € N, existe um y € M tal que
u(y) >supu—1/2j. (2.61)

Portanto, denotando por xy os pontos de maximo de gy, para todo k € N, temos

v (qg YW g
uxy) — exlog <J0 m + 1) = gi(xx) = uly) — ex log (L T(s) + 1) :

J‘Y(Xk) ds

A expressao (2.61) e o fato de ey log
0 G(s)

+ 1> > (0 aplicados a inequacgao

acima nos dara

1 v (y) ds
u(xy) >supu— — — e lo J —+1]. 2.62
(xx) p 2] k 10g . G(s) ( )

Escolhendo agora k; suficientemente grande de tal sorte que

v (y) ds 1
£x. lo J — 1| <=, 2.63
k;j g ( 0 G(S) ) 2] ( )

segue de (2.63) e (2.62) que

1 1 1
u(xy;) >supu % 2 sup u j ( )

Portanto lim u(xy,) = supu e isto prova nossa observacao.
j—+o0 )
O Teorema 5 ¢ uma generalizacdo do Teorema 1.9 apresentado em [16], no sentido

de que as hipdteses impostas nele sao mais fracas que as hipdteses propostas no referido

trabalho. Com efeito, as hipdteses sugeridas em [16] para as fungoes y e G s@o

b.1) ||[Vy|| < A/Y, para alguma constate A > 0,

b.2) Hessy(v,v) < By/YG(\/Y)|[V|? para alguma constante B > 0,

b.3) Ay < By/vG(\/Y), para alguma constante B > 0,

isto sempre fora de algum compacto; e
g.1) G(0)>0eG'(t) =20, Vt=0,

©  ds
82) Jo Glis)

) timsup (S

< +00.
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A hipdtese g.3) implica que G é uma fungao prépria e que existe uma constante ¢ > 0

tal que vt < c\/G(t)/A e /tG(v/t) < ¢4/G(t)/B. Entao por g.2)

AVt < e /G(t) < cy/G(t) Joo (és(s)
0

BVIG(VE) < eV/BlU < eV | —2
0

G(s)

Assim, o conjunto das variedades que admitem uma fungao propria y com as hipéteses
b.1), b.2), b.3), g.1), g.2) e g.3) estd contido no conjunto das variedades propostas no
Teorema 5.

Discutiremos a seguir os conceitos béasicos para introduzirmos uma nova versao de
Omori-Yau apresentada em 2007 por K.-T. Kim e H. Lee em [10]. Consideremos uma
variedade Riemanniana completa M e lembremos que uma funcao u: M — R é propria
se, e somente se, o conjunto {p € M : u(p) < r} é compacto, para todo r € R. Fixados
uma funcao u: M — R e um ponto p € M, dizemos que a funcao v: U, — R, onde U,

¢ uma vizinhanca aberta de p, é uma upper-supporting function de u, em p, quando:

i) v>uem U,.

Definicao 23. Denominamos uma funcao propriauw : M — R de uma tamed-exhaustion,

se ela satisfaz:
a) u>0,

b) Para todo p € M, existe uma upper-supporting function v € € para u, em p,

definida em Uy, tal que [|[VV||(p) <1 e Av(p) < 1.
Com base nesta definicao obtemos o seguinte

Teorema 6 (Kim-Lee [10]). Seja M uma variedade Riemanniana que admite uma

funcao tamed-exhaustion, entdo vale Omori-Yau para o laplaciano.

Demonstragao: Supomos sem perca de generalidade que sup f > 0. Assim, podemos
M

escolher um ponto p € M tal que f(p) > 0. Para cada € positivo, defina X, = {x €
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M :u(x) < 1/¢}, onde u é uma funcao tamed-exhaustion definida em M. Notemos que
quando &; < €9, temos X, C X¢,, e que X, — M, quando ¢ — 0.

Fixamos um numero real r > 0, de tal sorte que p € X,. Assim, a funcdo g.(x) =
(1 —ru(x))f(x) atinge seu méximo em X,. De fato, como X, é um compacto, g,(p) > 0 e
g = 0 na fronteira de X,, deve existir um ponto x, € X; que seja um ponto de maximo
de g;. Temos ainda que g.(x;) > g.(p) > 0.

Seja agora € > 0 que satisfaga ¢ < r. Vale entao

ge(p) = (1 —eu(p))f(p) = (1 —1u(p))f(p) = g.(p) > 0.

Ademais, g, também atinge um maximo positivo em X.. Denotamos os pontos de maximo
dos conjuntos X, por x., para todo 0 < ¢ <.

Consideremos para cada ponto x, a upper-supporting funcion v : U — R, de classe €2,
onde U C M é uma vizinhanca de x.. Reduzindo U, se preciso for, podemos supor que

U C Xg, e pela definicao de v, temos
(1 —ev(x))f(x) < (1 —eu(x))f(x) < (1 —eu(xe))f(xe) = (1 —evixe))f(xe), (2.65)

para todo x € U. Logo a funcao (1—ev(x))f(x) também atinge seu maximo em x. e deste

modo,

0 = VI[(1—ev(xe))f(xe)]

= —eVv(xe)f(xe) + (1 —evixe)) VE(xe).
Dai, como u(x.) =v(x.) e | VVv] < 1, tem-se

(1 —ev(x N VTl[(xe) = el Vl[(xe)[[VE] (xe)

< esupf.
Como 0 < ¢ < 1, entao x, € X; C X, e portanto
ge (Xr) < gelxe). (2.66)
Consequentemente,

(1 =rulx ) (x)[VE[(xe) < (1= eu(x:)) (%) [ VE] (xe)

< (1= eulxe)) (x| V][ (xe)

N

ef(x,)supf < e(sup f)2.
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Donde segue que

(sup f)*

)< . 9.

R e (2.67)
(sup f)?

(1 - ru(xr))f(xr)

Consideremos agora Au(x.). Utilizando novamente (2.65), segue

> 0, independentemente do valor de ¢, com 0 < € < 1.

Observamos que

0 2 A[(l - £V(X£))f(xa)]
= (1 —ev(xe))Af(xe) — ef(xe)Av(x) — 2e(Vv(x, ), VF(xe)).

Por Cauchy-Schwarz e (2.67), temos

(1 —ev(xe))Af(xe) < e(2[|Vf][(xe) 4 supf)

< ¢(Ce+supf), (2.68)

onde C > 0 é uma constante que independe de ¢ (pela observamos que fizemos acima).

Utilizando (2.66), (2.68) e a defini¢ao de v, obtemos

(1 —ru(x:))f(xr)Af(xe)

N

(1 — eu(x:))f(xr)Af(x)

< (1 - EU(XS))f(XE)Af(Xe)
< (1 —ev(xe))f(xe)Af(xe)
< e(Ce + sup f)f(xe)

N\

e(Ce + supf)supf.

Logo

Af(x.) < ¢ ((Cs + supf) supf)

(1 _ Tu(xr))f(xr)

e podemos concluir que
Af(x.) < Ce (2.69)

para alguma constante C > 0 conveniente.

Estabeleceremos agora a relagao entre a sequéncia x. e o supremo de f. Dado 1 > 0,
como f é uma funcao limitada superiormente podemos escolher y € M, tal que f(y) >
supf —1n/2. Fixamos ¢ € (0,r) de tal maneira que y € X,. Escolhendo ¢ > 0 suficiente-

mente pequeno e que satisfaz eu(y)f(y) < n/2, obteremos por (2.66)

(1 —eu(xe))f(xe) = (1 —eu(y))f(y) >supf—n.
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Donde segue que

supf —n
1—eu(xe)

fxe) > (2.70)

As expressoes (2.67), (2.69) e (2.70) permitem concluir a validade de Omori-Yau em
M.

]

As versoes para o principio do maximo expostas nesta se¢ao, juntamente com o Teo-

rema 4, constituem as generalizagoes mais recente de Omori-Yau. Em 1998, Takegoshi

propos em [18] a seguinte conjectura:

Conjectura 1 (Takegoshi [18]).  Suponha (M, g) uma variedade Riemanniana de di-
+o0 T

mensao m > 1 que admite um ponto x € M tal que J ———— dr = 400. Entao
. logVol,(r)

vale Omori-Yau em (M, g).

No mesmo artigo, Takegoshi expds uma versao fraca para esta conjectura, porém
Pigola, Rigoli e Setti em [15], afirmaram que a demonstragao dada continha um erro
na argumentacao. A hipdtese considerada por Takegoshi, acerca de estimativas sobre o
crescimento de volume, é bem aceita entre os pesquisadores que trabalham com Omori-
Yau. Tal idéia também é considerada por Fontenele-Xaiver em [8], mas agora sob o viés

de comparacao do volume de bolas. Introduzimos a seguinte defini¢ao:

Definicao 24. Dada uma variedade Riemanniana completa, diremos que ela satisfaz a
propriedade local de volume (L.V.P.), quando existem a > 0, b > 1, tais que para qualquer

xeEMel<r<a, vale
VolB(x,r) < bVol B(x, %).
Fontenele e Xavier propoem a seguinte

Conjectura 2. Se M ¢ uma variedade que satisfaz a Definicao 24 e f € G ¢ limitada
superiormente, entdo qualquer sequéncia maximizante de f admite uma Boa Sombra que

satisfaz Omori-Yau (laplaciano).

Os autores supracitados provaram em [8] tal conjectura para uma classe particular de

funcgoes utilizando ferramentas de Sistemas Dinamicos. Em termos, tem-se:
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Teorema 7. Seja M uma variedade completa que satisfaz e £ € C2(M) € limitada supe-
riormente, tal que sup || Hessf|| < 4+o00. Entao toda sequéncia maximizante de f possui
uma Boa Sombra de Omori-Yau relativamente ao laplaciano. Ou seja, se f(xx) — supf,
entao existe uma sequéncia Y € M tal que f(yx) — supf, d(xx,yx) — 0, [|[VF]|(yx) — 0

e lim sup Af(yy) < 0.

Demonstragao: Seja ¢ o fluxo local do campo X = Vf sobre M, tal que

%¢m@=vﬂ%WDedMM=X7

com t € [0,7T(x)) = intervalo maximo de existéncia de solucdo nao negativa. Para cada

k € IN, definimos

o = vsupf—1~f(xx) e 1=+ 0.

Como &, — 0, quando k — 0o, podemos supor que &, < Ty, para todo k € IN.

Fixaremos nossa atengao em encontrar uma sequéncia yx € M, satisfazendo

d(Xk,yk) < Ty (S limsup A(yk) <0. (271)

k—o00
Sempre que 0x = 0, tem-se Af(xx) < 0, e podemos tomar Yy, = Xx. Quando &y > 0,

temos duas possibilidades:
a) Toda 6rbita positiva originada em B(xy, ) permanece em B(xy, Ty);

b) Existe pelo menos uma trajetéria que liga as fronteiras de B(xy, %) e B(xy, T) em

tempo finito.

De fato, tais possibilidades sao as tnicas possiveis, pois como o campo é gradiente, o
mesmo nao possui orbitas periddicas.

Supondo que ocorra o item a), é facil ver que T(x) = 400, para todo x € B(xy,12).
Denotemos por p a medida Riemanniana de M. Como ¢+ (B(xy, %)) C B(xx, 1), entdo
pela férmula de Liouville (Vide [13]), para todo t > 0 vale

(B (i, 1)) = (e (B(xx, 13))) :J exp (Jt Af(d+(p)) dS) du(p).  (2.72)
B (xy,72) 0
Se existisse um ¢ > 0 de tal sorte que Af(y) > €, para todo y € (B(xx, 7)), entao ao

fazer t — +o0 em (2.72), iriamos ter

umuhmn>nmj exp(te) du(p) = +oo.
B (xk,73)

t—o00
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O que é uma contradicao.
Passamos entao a trabalhar sob as hipdteses do item b). Tomemos T, € (0, T(xy)]
como sendo o menor tempo que a trajetéria leva para ir de 0B(xy,12) a 0B(xy,Tk), ou

seja,
T = inf{t: t € (0,7T(x)),x € 0B(xx,12) e Ppy(x) € OB (x, Tic)}
Em particular,

d%k( (Xkﬂ‘k)) C Bxk, ).

Vamos estimar o valor de Ty. Para tanto, seja px € 0B(xy,13) e ty € (0,7T(px)) de tal
maneira que ¢y, (px) € 0B(xx, 1) e tx < 27x. Usando o fato do campo ser gradiente e a
desigualdade de Cauchy, obtemos

(e, (i) — Fpr) = J (foy)ds = Lk IVEP (04 (p) ds

0

1

> EU V4]l (¢ )ds] . (2.73)

Lembremos que o comprimento do segmento de 6rbita do campo X entre 0 e ty é dado

t
por J | VT||(ds(px)) ds. Assim, como o ultimo ponto do segmento de érbita pertence
a 0B(xy,Ty), o comprimento de tal segmento de Orbita é maior ou igual a 1 (1 — 7).

Substituindo esta informacao em (2.73), vem

Si(l—1i)? _ r3(1—1y)?

o < o < (e (pic)) — fpi) < supf —f(py). (2.74)

Estimaremos agora sup f — f(py). Para tanto, defina h(x) = || Vf||*(x) + ¢, com ¢ > 0.
Dados p, g € M, consideremos a geodésica minimizante normalizada, y : [0, b] — M, que

liga p a . Se K > 0 é uma cota superior para a norma de Hess f, entao pela definicao de

h

H H = 2(V, Vf, V) < 2K||Vf|| < 2K/h(v (1)),

e assim, pela desigualdade do valor médio,

H\/h(Y(t))—\/h(y(O))H < %( h(y(t))) L (t—0) = gt(h(y\/i)) e

Para t = b, temos

[IVF]l(q) — IVf]|(p)] < Kb=Kd(p,q), Vp,q€M. (2.75)
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Note que a expressao acima independe do valor de €.
Por outro lado, pelo Teorema 3 existe qi. € B(xy, 8i) tal que || VF|(qx) < 8x. Usando
(2.75), obtemos para todo z € B(x, 8y)

IVEl(z) < [IIVEIz) = IVFlI(qi)| + IVF] (gi)
< IVE|[(qi) + Kd(qgk, z)
< oi(1+2K). (2.76)

Considerando o segmento de geodésica minimizante e normalizado, y : [0, 6] — M,
que liga x, a py, segue de (2.76) que
3%

1p) — foe) | < j TRy (8), V(D) dt

dx
<J 51 (1 + 2K)dt = 83 (1 + 2K). (2.77)
0

As expressoes (2.74) e (2.77) nos darao

Sie(1— )2
Ol 2T — f() + Flxi) — (i)
Tk
< 8%+ 61 (1+2K)
< 283 (1+K)
e dai
(1—ry)?
B 48 (1 +K) (2.78)
Tk

Como 6y — 0 e 1¢ — 0, quando k — oo, particularmente temos que klim T = +00.
— 00

Novamente pela formula de Liouville,

i (o, (Bxie 72)) =j

B (xk,T% 0

exp (JTk Af(cl)s(x))ds> dp(x). (2.79)
2)

A desigualdade de Jensen, (Vide [12]), aplicada & medida de probabilidade v/v(Q), onde

v é a medida finita sobre Q, nos diz que:

1 1
v (v(m L gdv) S Q) L(“’ °9)dv. (2.80)
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Tk

onde P é convexa e g é integravel. Trocando { por exp e g por J Af(bs(x)) ds em

(2.80), entdo (2.79) implicard em

Wb ) B 12)  Jorz) @ ([5° Af(ds(x))ds) du(x)
mBOu, 1) (B (xi, 13))

1 Tk
> exp [W LW (L A“““"”“) d”(")]m”

Como M satisfaz a propriedade local de volume, L.V.P., podemos afirmar que

n(B(x,d))
w(B(x,c))

[%

<be, VxeM e 0<c<d<a. (2.82)

[}

De fato, como VolB(x,r) < bVolB(x,r/2), para r < a, indutivamente obtemos
VolB(x, 1) < b*Vol B(x, /2%).

Portanto, se 0 < c < d < a ek é tal que d/c < 2% e 2! < d/c, entdao k < 2F°! < d/c.

Em particular, como b > 1,
VolB(x,d) < b*Vol B(x, d/2¥) < b*VolB(x,c) < b%VolB(x,c).

Lembrando que ¢+, (B(xi,T2)) C B(xy,T), segue de (2.81) com (2.82) que

exp L(B( L(B(XN@) (J Af(d)s(X))ds) du(x)] < < bix,

X1, 7)) 0 (B (xk, 13))
a qual implica

! J (J Af(m(xnds) du(x) < 22 (2.83)
w(B(xk,12))

(B (xx, %)) 0 )

No que segue, denotaremos Qy = B(xy, %) X [0, 7] munido da medida de probabili-
dade v, dada pela normalizacio da medida produto sobre B(xy,12) x [0, Ty]. Dividindo

(2.83) por Tk e usando (2.78), chegaremos em

Inb o 4(14+K)reInb

< , 2.84
TiTk (1—my)? (2.84)

J Af(s(x))dv(x,s) <
Qy

pois n(Qy) = 1. Por (2.84) existem sy € [0, Tx] e y{( € B(xy,T3) tais que, para Y, =
bs, (Yy), tem-se

41 (1+K)Inb
(1—1)?

d(xx,yk) < 1, Af(yx) <
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e portanto, fazendo 1, — 0, finalizamos nossa primeira etapa estabelecendo a validade de
(2.71).
Provaremos agora que a sequéncia Yy acima obtida é maximizante. Procedendo de

modo inteiramente andlogo a (2.76), obtemos
IVF]|(2) < 1 (1 + 2K). (2.85)
Utilizando (2.85) de maneira semelhante ao que foi feito com (2.76) em (2.77), obteremos
fyi) < flad) + 1 (14 2K).

Resta-nos mostrar que ||[Vf||(yx) — 0, quando k — oco. N&ao obstante, outra vez
fazendo uso do Teorema 3 determinamos a existéncia de uma sequéncia ly com d(yx, L) —
0 e || Vf]|(lx) — 0. Mas aplicando (2.75) a yx e li, veremos que ||Vf|/(yx) — 0, quando

k — oo. Concluindo nossa demonstragao.



Capitulo 3

Aplicacoes do Principio do Maximo

de Omori-Yau

Como de praxe em Matematica, sao as aplicagoes que motivam o estudo de novas
teorias. Com o Principio do Maximo de Omori-Yau nao foi muito diferente. Foi estudando
as condigoes para imergir uma variedade em espagos Euclidianos, mais precisamente em
um cone nao degenerado, que H. Omori em [14] se propos a extender o principio do méximo
para variedades Riemannianas nao compactas. Desde entao diversos trabalhos tem sido
publicados utilizando Omori-Yau como ferramenta fundamental para demonstragao de re-
sultados geométricos e também nao geométricos. Neste capitulo iremos descrever algumas
aplicagoes deste principio do maximo, remetendo o leitor interessado em mais aplicagoes
a [1], [8], [16] e [17].

Quase todas as aplicagoes aqui descritas foram extraidas de Xin-Chen [3]. Nossa

primeira aplicacao é uma generalizacao de um resultado cléassico obtido por Jorge-Xavier

[9].

Teorema 8. Dada M uma variedade Riemanniana completa m-dimensional, com Ric >
—cF(y), onde ¢,F ey sdo como no Teorema 2. Sejam N uma variedade Riemanniana
completa com curvatura seccional limitada superiormente por uma constante K e Br(yg)
wma bola geodésica normal de raio R, em torno de yo € N (R < (1/2)vVK, se K > 0).
Se f: M — N € uma aplicagdo suave com campo de tensao limitado ||T|]] < mTy (To

constante) e f(M) C Br(yo), entao

e Lo <2\/Kmfe(f)

-

>, quando K > 0;
mTy

o8
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2inf e(f
2. R> m—e(), quando K = 0;
mTy
1 2v/—Kinf e(f
3. R> ——tanh " <$€()) , quando K < 0;
v—K mTy

onde e(f) € a densidade de energia de f.

Demonstragao: Fagamos o caso onde K < 0 e K = 0, o outro caso é analogo ao
primeiro. Quando K < 0, considere a fun¢ao | = 1 + cosh(v/—Kp), 1 : Br(yo) — R, onde

p(y) = d(y,yo) em N. Assim, 1 é limitada e suave. E facil ver que

Hessl(v,v) = +/—Ksinh(v/—Kp)Hess p(v,v) — K cosh(v/—Kp)(Vp,v)?
> /—Ksinh(v/—Kp) Hess p(v, v). (3.1)

Pela Proposi¢ao 16 e por (1.22), substituidos em (3.1), teremos
Hess l(v,v) > —K cosh(v—Kp) (v, v). (3.2)

Tomemos agora a funcao u = lof : M — R, que também ¢é limitada e suave. Aplicando

o Teorema 2 obtemos Au(x) < g, para todo ¢ > 0. Segue de (3.2)

¢ > Au=A(lof)=Hessl(f.Xi, f.Xi) + (V9 tr(og))
> —K cosh(\/—_Kp)<f*Xi,f*Xi> + (V1,t(f))
> —2Kcosh(v—Kp)e(f) + vV—Ksinh(v—Kp)(Vp,T(f)).

Como f(M) C Bg(yo), tem-se p(f(x)) < R e portanto cosh(v/—Kp) < cosh(v/—KR).

Dai, por Cauchy-Schwarz e pela hipotese, vem

¢ > —2Kcosh(vV—KR)e(f) — v—Ksinh(v—KR)mr,
> v/—Kcosh(vV—KR) - (2v/—Kinf e(f) — tanh(v—KR)mt,), Ve > 0.

Logo,
2v/—Kinf e(f) — tanh(v/—KR)mTy < 0,
donde segue que

R>

1 h1<2\/—_Kinfe(f))
vk VKt /)
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Passamos entao ao caso K = 0. Observamos inicialmente que Hess p(v,v) = (1/p)(v, V).

Seguindo a demonstracao dada acima, defina u = p?of, e pelos mesmos argumentos, segue

¢ > Au = Hessp?(f.ei, f.ei) + dp?(t(f))

20 Hess p(f..eq, f.ei) +2(Vp, f.ei)> + (Vp?, t(f))

1
> 2p5<f*ei,f*ei)+29<VP,T(f)>
> 4infe(f) — 2p[t(f)
> 4infe(f) — 2RmTy,

donde segue o resultado.

Corolario 2. Seja M uma variedade Riemanniana completa com curvatura escalar
S > —cF, a qual é isometricamente imersa na variedade Riemanniana M de curvatura
seccional satisfazendo ||Kyzg|| < Kg, onde Ky € constante. Assuma que o vetor curvatura
média H de M em M ¢ limitado, com ||H|| < Hy, Hy constante. Dadas N e f como no

Teorema 8, entao as conclusoes de tal teorema continuam vdlidas.

Demonstracao: Dada {Xi, Xy, ..., X1}, uma base ortonormal de T, M, ¢ facil ver que se
a curvatura seccional é limitada por uma constante entao a curvatura de Ricci também

serd limitada pela mesma constante. Utilizando a Equagao de Gauss (1.11) teremos

Ricy(X;) = ZL[<E(xj,xi)xj,xi>+<oc(xi,xi),oc(xj,xj)>—||oc(xi,xj)||2}

1
< Ko —— [ (alX;, X5), nH(p) — (X5, X)) ZHoc X, X;)|?
L i#

1
< Ky+—— Xj, Xj) Xi, X; 2
s [t 50 = 3 105 )

o que pela definicao de curvatura escalar nos da

S(p) < K2+Z; (X5, X;5) ZH“XUX ”2]

i,j=1
||2_;

nn-—1)
Mas por hipétese, S(p) = —cF e ||H|| < Hop, donde

loc]]*.

1

n 2
sl

—cF < K —  _HZ2-—
C 2+(TL—1) 0
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Segue portanto que

1 N n?
— x| < Ky 4+ ——

H2 4+ ncF.
n—1 0t
Aplicando novamente a Equacao de Gauss (1.11) e substituindo na inequagao acima,

encontraremos
KXi, X)) = =Ko+ (X, Xi), (X5, X5)) — [Joel X, X
> Ko — [JocX, Xil (X, X || = floe X, X |
> —Kp — 2[[e(Xi, X
> —Ky;—2n(n— 1)K, — 2n?H2 — 2n(n — 1)cF
> —Ko(b + cF),

onde K =2n(n—1) >0eb = %+K2+(:LL—E[§)' Como Ky > 0 e b+ cF é uma funcao
que satisfaz as condigoes do Teorema 2, o resultado segue aplicando o Teorema 8.

|

Como observado por Xin-Chen [3], se considerarmos no Coroldrio 2 a aplicacao f

como sendo a imersao de M sobre M, entdo tal coroldrio é exatamente uma extensao

do Teorema 1 de Jorge-Xavier [9]. O préximo teorema estabelecerd uma aplica¢ao ao

problema de Calabi-Chern, sobre as propriedades de limitagoes de subvariedades imersas

em espacos Euclidianos.

Teorema 9. Seja M uma subvariedade completa, nao compacta e imersa em R™ com
vetor curvatura média H paralelo, e curvatura escalar limitada inferiormente por —cF.
Se a imagem da aplicagao de Gauss g : M — Gmn_m, estwer contida numa bola
geodésica normal de raio R em torno de Yo, Br(Yo) € Gmn_m, com R < (11/2)VK

(K=0seGmn_m =S", em outro caso K =2), entao M é uma subvariedade minima.

Demonstracao: Pela Proposigao 12 a aplicacao de Gauss g : M — G n—m ¢ harmonica.
Deste modo, sendo R™ um espaco cuja curvatura é nula, podemos utilizar o Teorema 8
para concluir que 0 < inf e(g) < mtoR. Novamente pelo fato de g ser harmonica, segue
da Defini¢ao 18 que t(g) = 0, e deste modo inf e(g) = 0.

Por outro lado, definindo S como o quadrado da norma da Segunda Forma Funda-

mental de M em R™, tem-se:

1
inf S = 5 infe(g) = 0. (3.3)
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Portanto de (3.3) e (3.4) concluimos o resultado.

Nossa ultima aplicacao é a mais classica dentre todas as aplicacoes de Omori-Yau.
A demonstracao dada aqui é essencialmente a mesma dada por Omori em [14], cuja
construtividade salienta-se em beleza geométrica propria. Este tltimo resultado tem como
referéncia [1] e trata em seu bojo o problema da nao existéncia de imersdes minimas
contidas em cones nao degenerados de espacos Euclidianos. Por um cone nao degenerado

de vértice 0, direcao a e angulo 0 € (0,71/2) em R™, entenderemos por

C—{peR™\0: <HE%8II’ a) > cos ). (3.5)

Teorema 10. Seja M uma variedade Riemanniana onde valha Omori-Yau. Entao M

nao admite uma imersao isométrica minima em um cone nao degenerado de R™.

Demonstragao: Argumentamos por contradicao e assumimos a existéncia de uma
imersao isométrica minima ¢ : M — R™, com @(M) contida em um cone nao degen-
erado de R™. Sem perca de generalidade, podemos assumir que o vértice de tal cone seja

a origem de R™, e deste modo, existem a € S* ! e ¥ € (0,7/2) tais que

(o(x), a) > cosd, Vx e M. (3.6)

o (x)]]
Para cada x € M, denotemos por @(x) a projecao ortonormal de @(x) sobre o hiper-

plano ortogonal a a, isto é,

e assim sendo,

eI = [le()[I* — (e (x), @) (3.7)
Segue portanto que

(p(x), a)? — cos® 3| @(x)[> = (@(x),a)’ —cos® || p(x)]|” + cos® ¥(e(x), a)?
(@(x), a)® — cos* 3@ (x) ||

0. (3.8)

V

WV
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Tomemos agora 0 < € < cosd/v/2, para definirmos

ue(x) = —(o(x), @) + 1+ e2[o(x)[?, Yxe M, (3.9)
Afirmacio 4. u.(x) <1, para todox € M e ¢ € (0, cosd/v/2).

De fato, a expressao acima é equivalente a

VIT ORI < 1+ (9(x), a).
Elevando ao quadrado a desigualdade acima, obtemos
(p(x),a)® — *[|@(x)||* + 2(p(x),a) = 0. (3.10)

Segue de (3.6) que {(@(x),a) = 0. Combinando o fato de ¢ < cos®>® com a inequagao

(3.8) tem-se
(0(x), @)* = e[|@(x)|* + 2(e(x), a) > (@(x), a)* — cos? |G (x)||* > 0,

e portanto vale (3.10), donde segue nossa afirmagao.

Fixaremos um ponto xg € M, para entao definirmos o conjunto
Q. ={xeM:u.(x) > uc(xo)} #0. (3.11)

Observamos que sobre Q) vale

V1t e oK) > uelxo) + (0(x), a).

Lembrando que {@(x),a) = ||@(x)| cosd e da jungdo da expressdo acima com (3.7), vale

ViteleP = vi+e([oM)]? + (e(x), a)?)
V1t+e|ox)|?

> ue(xo) + ||@(x)|cosd, Vxe Q.. (3.12)

V

Definimos agora os conjuntos

QF ={x € Q. 1 uc(x0) + cosd||(x)]| > 0}

Q. ={x € Q¢ :uc(xp) + cosd|@(x)] <0}
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Para todo x € QO temos, independentemente do valor de e,

—Ue(xo) _ (@(x0), @ — 1+ e2[[@x ? _ {e(x), @)
cosd cos P S cosd

lo(x)| <

Por outro lado, para x € QF, obtemos através de 3.12 que
1+ e lo(x)|1* = (e (xo) + [[@(x)]| cos D)?,
0 que é 0 mesmo que
u? (xo) + 2ue (xo)[|@ (X || cos D + [|@ (%) [|* cos® B — e[| @ (x)||* — 1 < 0.
Reorganizando, temos
(cos® ¥ — &%) || (x)||* + 2ue (x0) || @ (x)|| cosd +ui(xo) — 1 < 0.

Observe que (3.13) é uma equagao do segundo grau, em ||@(x)||, cujo primeiro coeficiente

¢ positivo. Logo, analisando as raizes deste polinomio, ganhamos

— cos Due (%) + y/cos? D — €2 + e2u2(x)
cos?d — g2

pltelell VL E ) 513

cosd

N

jraleol|

Novamente pelo fato de €2 < cos?9/2 e (@(xg), a) > 0, teremos

() = (—<<p(xO),a>+¢1+e2||¢)(><0)||2)2

= (o(x0), a)? +1+52H<P (x0)|I” = 2(@(x0), @) /1 + €2[[§(x0) |2
CoS 19

< {@(x),a)® +1+ | (x0) |- (3.14)

Juntando (3.13) com (3.14), podemos concluir que existe uma constante C = C(xg, a,d) >

0, tal que
le(x)]| < Clxo, a, D).

Concluimos que ||@|| é limitada sobre todo Q., e isto, para todo & € (0, cos9/v/2).

Para o que segue consideraremos a funcao u: M — R, definida por
u(x) = ue(x) —ue(xo).

Como u,(M) < 1, entao

u(x) <1—1uelxg) =1+ (@ — V14 €2]d(x0)]]2 < (@(x0), a).
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Assim, u é limitada superiormente, independentemente de €. Doravante, por (3.11), temos

que u(x) > 0 se, e somente se, x € Q. e u.(xy) = 0.

Como @ ¢ uma imersao isométrica,

Vo= — , > (dp(x (x))
duc(x)-v = —(de(x)-v,a)+ ¢ \/1+€2H(p IE
— —<V, C1>—|—€2 <\) (P( )>

\/1 +€2||<P X2

Ty s 07X
T+ T

e assim,
T e? T
Vu=Vu, =—a' + _ ¢, (3.15)
E VI+eoHIP
onde T sobrescrito representa a parte tangente ao longo da imersao .
Aplicando a Equacao (1.6), obtemos
g2 X, @
Hossu(X,X) = ——=— (IX[ ~ (. a")?) — =P8 (a0 xm), (3.16)
1+ ez (1+€*[|@[]*)z
— 1 2 AL
onden =—a— + m(p . Passando o traco em 3.16, tem-se
e’ el
w= o (m—la"|?) - +m(H,m). (3.17)
1+€2||(P||2( ) (1+ €| @)=
Usando (3.15), vem
o otz 2e(at o) el
9wl = fla P - S22y I
V1+ 2@ + &2 @]
e substituindo em (3.17) obtemos
2 T2 T2
Ay — me. HaHA_ HOHA_
Viteolr  vi+elelr  1+eof?
2lla’2 AoTI2
S T
Vi+e[ol?  (1+e2]o]?)z
B me? L (=& a™* [vul*
Vitelelr  vi+e|elr i+ ol
22(a”, ")
— ———— +m(H,n).
R
Agora, como a imersao é minima, temos H = 0 e entao
IVulf om0 2aTe)

+ = + L
Vi+elof? Vitelelr  vit+efolr 1+eel
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ello"? o'
Somando 0 = — — —— 2 (3.18), teremos
Trefo  1+eep - ¢
" [Vu? _ me® _ &aT] la” =@ > elo"|?
V/ 202 2lpl2 1+eellr  1+eXolr 1+
1+ 2@ 1+ 2] elle elle elle
82 #_1 252 L_l ,
V1+e| ol V1+e ol
donde
m
M+ ||VulP =z | —m———1 (3.19)
V1t

Lembremos que ||@(x)|| < C, sobre Q,, com 0 < & < cosd/+/2. Assim, em Q. temos

Y L B (L_l)
NAEITE T\t ’
e escolhendo € < v/m?* —1/C, para entao substituirmos em (3.19), teremos sobre Q. que

m

Sendo supu < 400, pelo Principio do Maximo de Omori-Yau, Teorema 5, existe uma

sequéncia xx € M, tal que
i) u(xy) > supu—;
i) [|Vull () <
iii) Au(xi) < 1.
Dai, pelo fato de u(xy) — supu e u < 0, fora de Q., podemos supor, sem perder a boa

generalidade, que xx € Q. A expressao (3.20) nos dard

11 9 9 m

Fazendo k — +o00, chegaremos na esperada contradicgao.

Corolario 3. Uma variedade Riemanniana completa M ndao admite uma imersao

isométrica minima e propria em qualquer cone nao degenerado de um espaco Fuclidi-

ano R™.
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