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Resumo

Nesta dissertacao, sao estudadas estimativas para o primeiro autovalor de operador
p-Laplaciano em variedades Riemannianas suaves, completas e sem bordo. Tais resulta-
dos sao extensoes de resultados cléssicos obtidos por Cheng, Faber-Krahn, Lichnerowicz-
Obata, Cheeger e Buser para o operador Laplace-Beltrami. O trabalho aqui desenvolvido
baseia-se no artigo "First eigenvalue for the p-Laplace operator" de Ana-Maria Matei

(Nonlinear Analysis, vol.39 (2000), p. 1051-1068).
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Abstract

In this dissertation, estimates are studied for the first eigenvalue of the operator p-
Laplacian on complete smooth Riemannian manifolds, without boundary. These results
are extensions of classical results obtained by Cheng, Faber-Krahn, Lichnerowicz-Obata,
Cheeger and Buser for the Laplace-Beltrami operator. The analysis presented here is
based on the article "First eigenvalue for the p-Laplace operator" Ana-Maria Matei

(Nonlinear Analysis, vol.39 (2000), p. 1051-1068).
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Introducao

O operador Laplaciano, denotado por A, aparece naturalmente na modelagem mate-
mética de muitos fenomenos fisicos, como a equacao da onda, equacao do fluxo do calor,
equacao da membrana vibrante, etc. Seu uso em problemas matematico sao inimeros.
Em particular, em Geometria Diferencial, tem-se interesse nas possiveis relacoes do es-
pectro de A entre duas variedades, considerando-se algumas hipoteses como condicoes das
curvatura destas variedades.

Mais recentemente observou-se, em alguns fenémenos fisicos, modelos do tipo

Apf=F(x,f), xeQ

f(x) =0, xe€0Q

onde Q é um dominio de R™ e A, := —div (||Vf|[P72Vf) para 1 < p < co. Tal operador
¢ chamdiado p-Laplaciano, pois quando p = 2 coincide com o Laplaciano. Para p # 2, o
operador A, tem aparecido em vérios modelos fisicos, relacionados a dinamica dos fluidos.
A tensdo de cisalhamento T e o gradiente de velocidade VT estao relacionados de modo
que T = 7(x)||Vf||P"2VH, onde para p = 2 (respectivamente, p < 2 ¢ p > 2) se o fluido
é Newtoniano (respectivamente, pseudopléastico e dilatante). Ademais, A, aparece no
estudo de fluxo através de meios porosos (para p = 3/2), elasticidade nao linear (p > 2)
e glaciologia (p € (1,4/3]) [18].

Com isso, vem-se tentando estender resultados cléssicos da teoria elitica do Laplaciano
para o p-Laplaciano, tais como simplicidade do primeiro autovalor, estrutura espectral do
maximo, entre outros. Mas, diferentemente do Laplaciano, A, nao é um operador linear
para p # 2. Mesmo assim, adaptou-se um estudo espectral para A,. Dizemos que f é

uma autofungao de A, se existe A real tal que

Apf = NP1



O niimero real A é dito um autovalor de A, associado & autofuncao f (para mais detalhes
conferir [20]). Um fato interessante é que mesmo A, nao sendo linear (pois nao é aditivo,
ou seja, em geral A, (f + g) # A, f + A,yg), se f for uma autofuncao, entdo cf também

serd, para toda constante real c. Com efeito,

Ap(cf) = —div ([|[V(c)|[P>V(cf))
= —|c|P2c div (||Vf||P2VH)
= |c[P2¢ AJf[P2f

= Acf|P2(cf).

O conjunto o, (M) dos autovalores nao nulos de A, é um subconjunto ilimitado de (0, co)
[16].

Define-se o tom fundamental como sendo
A (Q) :=inf crp(M)

Nesta dissertacao apresentaremos uma generealizacao para o p-Laplaciano de teoremas
classicos de comparacao do Laplaciano. No que segue M é uma variedade Riemanniana m-
dimensional completa sem bordo e de diametro dy; e My é a forma espacial de dimensao
m = dim(M) e curvatura seccional k. Denotaremos por B(xg,19) a bola de centro
Xo e raio rg em M, V. (k,1y) a bola de raio 1y em M, por A; o tom fundamental do
Laplaciano e por p; o primeiro autovalor do Laplaciano com a condicao de Dirichlet,
isto é, considerando apenas funcoes que se anulem no bordo. Disso, temos os seguintes

resultados classicos do Laplaciano:

Teorema 0.1. (Cheng [11]). Se ric™ > (m — 1)k, entio para quaisquer xo € M,
Ty € (05 dM)
HI(B(X07r0)) g ul(vm(kar()))'

A igualdade ocorre se, e somente se, B(xq, Ty) € isométrico a Vi (K, 1g).

Teorema 0.2. (Faber — Krahn [1]). Seja M™ compacta. Suponha que existe uma cons-

M

tante positiva k tal que ric™” > (m — 1)k. Seja Q um dominio em M e Q* uma bola

geodésica na esfera Fuclidiana m-dimensional de curvatura seccional constante igual a K,

Sgt, tal que
Vol(QQ)  Vol(Q¥)
Vol(M™) — Vol(S[)°




Entao,

Q) > e (QF).

A igualdade vale se, e somente se, existe uma isometria de M™ em ST que envia ) em

Q.
No que segue considere M™ compacta.

Teorema 0.3. (Lichnerowicz — Obata [7). Se eziste k > 0 tal que ric™ > (m — 1)k,

entao,

AM(M™) = A (S).
A igualdade vale se, e somente se, M for isométrico a S™.

M

Teorema 0.4. Se existe k > 0 tal que ric™ > (m — 1)k > 0, entao temos a sequinte

estimativa

M(M) = (m—1)k.

Agora, sendo Q) subvariedade aberta de M, denotaremos por hys a constante isoperi-

métrica de Cheeger dada por

Vol,,—1(0Q))

hm = i
M= 608M T Vol(Q)

Teorema 0.5. (Cheeger [10]).

2
MM > (%M) |

Teorema 0.6. (Cheeger [10]). Se M tem curvatura seccional nao-negativa, entao

24 (m +2)m+2 1

A(M) < -
(m—1)m-1 d3,

Teorema 0.7. (Buser [6]). Se ric™ > —(m — 1), entdo existe uma constante ¢ = c(m),

dependendo de m, tal que

A(M) < c(hm +h3y).

Em [24], Ana-Maria Matei generalizou estes teoremas para o p-Laplaciano. Veremos
detalhadamente tais demonstracoes no Capitulo 3. No capitulo 2 apresentaremos alguns
resultados da teoria de comparacao e de anélise funcional que nos ajudarao nessa tarefa.

No capitulo 1 temos as defini¢coes basicas de Geometria Riemanniana.



Capitulo 1

Definicoes Basicas

Neste capitulo iremos estabelecer as notacoes a serem usadas e recordar de alguns conceitos
e fatos basicos, necessarios ao desenvolvimento dos capitulos seguintes. As provas de
alguns dos resultados nao serao feitas, mas em todo o texto ficara clara a referéncia para
obter tais justificativas.

Denotaremos por M™, ou simplesmente M, uma variedade Riemanniana n-dimensional
suave, com a métrica ¢(-,-) = (-,-). V serd a conexao Riemanniana de M e X(M) sera
o conjunto dos campos de vetores suaves ao longo de M. Dado p € M, indicaremos por
ToM o espago tangente de M no ponto p e TM o fibrado tangente de M. Os resultados
deste capitulo podem ser encontrados em [8], [9], [12] e [26].

1.1 Volume

Definicao 1.1. Seja M um espaco topoldgico. Se f: M — R é uma funcao real sobre
M, chamaremos de suporte de f, denotado por supp f, o fecho do conjunto dos pontos

onde f nao se anula, ou seja,

supp f:={p € M;f(p) # 0}.

Definicao 1.2. Seja M um espago topoldgico. Uma colecao A de subconjuntos de M é
dita localmente finita se cada ponto de M possui uma vizinhanc¢a que intercecta apenas

uma quantidade finita de conjuntos em 2.

Definicao 1.3. (Partigao da unidade). Seja M um espago topoldgico e seja

A = {Uglaca uma cobertura, qualquer, de abertos sobre M. Uma particao da uni-

4



Capitulo 1. Definicoes Béasicas 5

dade subordinada a 2l é uma colegao de fungoes continuas {Py : M — R}qea, com as

sequintes propriedades:

(i) 0 <Pu(x) <1, para todo x € A e todo x € M.

(ii) supp o C Ua.

(i1i) O congunto dos suportes {supp Puolaca € localmente finito.

(iv) 3 qen Wul(x) =1, para todo x € M.

Se M for uma variedade suave e cada funcao by também for suave, diremos que tal

particao da unidade € suave.

Teorema 1.1. (Existéncia de particao da unidade). Se M € uma variedade suave e
A ={Uxtaca € uma cobertura, qualquer, de abertos de M, entao existe uma particao da

unidade suave subordinada a 2.
Demonstracao: Ver [22]. n

Dada (M, g) uma variedade Riemanniana n-dimensional suave, seja {(Qqu, ©o)}taca
um atlas suave sobre M. Pelo Teorema 1.1, obtemos uma particao da unidade suave,
{4}, subordinada ao conjunto A = {Q4}xea. Dada f : M — R uma funcao continua
com suporte compacto, definimos a integral de f sobre um dominio QO C M por

L fdvg= Y _ J (fo @;1) (tl)a ° @;1) Vigldx,

xEA P (UxNQ)
onde |g| é o determinante da matriz (gi;), representada pelos coeficientes da métrica g no
atlas acima e dx é o elemento de volume do R™. Pela notacao acima, diremos que dvg é
o coeficiente de volume de M. Quando f =1 é a funcao constante 1 e (J é um dominio

limitado, entao

J dvg = Vol(Q).
Q

1.2 Gradiente, Divergente, Laplaciano, Hessiano

Definigcdo 1.4. (Referencial Local Movel) Sejam M™ uma variedade, p € M e U
uma vizinhanga de p onde € possivel definir campos Xy, ..., Xn € X(M), de modo que em

cada q € U, os vetores {Xi(q),i =1,...,n} formam uma base de TyM. Diremos, neste
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caso, que {Xi,1 = 1,...,n} € um referencial moével em U. Se o conjunto de campos
Xi, ..., Xn € X(M) sao dois a dois ortonormais, isto €, formam uma base ortonormal de
TqM para cada q € U, entdo dizemos que {Xi,i=1,...,n} € um referencial ortonormal

local.

Definicao 1.5. (Gradiente) Seja f: M™ — R uma func¢ao suave. O gradiente de f é
o campo vetorial suave VI € X(M), defindo sobre M por

(VF,X) = X(f), (1.1)
para todo X € X(M).

E imediato, a partir da definicao acima, que o gradiente de uma funcao suave é unicamente

determinado por (1.1). A existéncia é assegurada pela proposi¢ao a seguir.

Proposigao 1.1. Seja f : M™ — R uma funcao suave e {Xy,..., X} um referencial

ortonormal local em uma vizinhanca aberta U C M. Entao, em U temos
VE=)Y XX (1.2)

e o sequndo membro da igualdade acima independe do referencial escolhido.

Demonstragao: Seja Vf =Y "  a;X;. Entao,

Xi(f) = (V1,X;) <Za1X1,X>

Logo
n
VE=> Xi(f)X;
i=1
Por outro lado, se {Yi,...,Yn} for um outro referencial ortonormal em U com
Y; = Y, ayX; em U, entdo a matriz (ai;(x)) é ortogonal em todo ponto x € U.
Dai,

Y Yi0Ys= ) agagXfHXe= ) SuXi(fHXe =) Xi(fX;
=1

j=1 j,ik=1 j,,k=1

Proposigao 1.2. Se f,g: M™ — R sao fungoes diferencidveis (suaves), entao

(a) V(f+g) =Vf+Vag.
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(b) V(fg) =gVf+fVg.
Demonstracao: Para qualquer X € X(M), temos

(V(f+g),X) =X(f+g) =X(f) + X(g) = (VF,X) + (Vg,X) = (Vf+ Vg, X)

(V(fg),X) = X(fg) = X(f)g + fX(g) = (Vf, X)g + f(Vg, X) = (gVf + Vg, X).
Donde concluimos o resultado. ]

Proposigao 1.3. Seja f: M™ — R uma func¢ao diferencidvel (suave). Dadosp € M e

v e T,M, seja oc: (—e, ) — M uma curva suave tal que x(0) =p e «'(0) =v. Entao

d
(VF,v)p = —(foa)(t) = v(f).
dt t=0
Demonstracao: Imediata. Para detalhes ver [12]. n

Corolario 1.1. Se f: M — R e ¢ : R — R sao funcgoes suaves, entao
V(pof)=d'(f)VF.

Demonstracao: Sejap € M, ve T,M e « : (—¢,¢) — M uma curva suave tal que

x(0) =p e o’(0) =v. Entao, pela proposi¢ao anterior,

(V(& oD (p)vip)) = (b ofoa)t

t=0

= ¢/(Fp)) S (Foal(t)

t=0

Definicao 1.6. (Divergente) Seja X um campo vetorial suave em M™. A divergéncia

de X € a func¢ao suave em M dada por

divX : M — R
p — (divX)(p) =trfvr— (VuX)(p)}

onde v € T,M e tr denota o traco de operador linear entre chaves.
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Dizemos que um referencial (ortonormal) {Xi, ..., X} em um aberto U C M é geodésico

em p € Use (VxXj)(p) =0 para todos 1 <1,j <n

Proposicao 1.4. Seja X um campo suave em M™ e {Xi,...,Xn} um referencial
n

ortonormal local em uma vizinhanca aberta U C M., Se X = Z a;X; em U, entao
i=1

div X = Z — (Vx.Xi, X)). (1.3)
Em particular, se o referencial for geodésico em p € U, entao temos em p que

div X =) Xi(ai).
i=1

Demonstragao:

Pela definicao de divergéncia de um campo vetorial, temos

div X =) (Vx, X, Xi) Zx X, Xi) — (X, Vx, Xi) =
i=1
= Z (Xi(ai) - <X7 VXiXi>)
i=1
O resto segue da definicao de referencial geodésico. ]

Proposicao 1.5. Se X, Y sao campos vetoriais suaves em M™ e f: M™ — R € uma

funcao suave, entao

(a) div (X+Y)=div X+div Y.

(b) div (fX) = f(div X) + (Vf, X).

Demonstracao: Vide [9]. n

Teorema 1.2. (Divergéncia) Seja M uma variedade Riemanniana orientada e Q um
dominio de M com fronteira suave 0Q). Se v é um campo vetorial normal unitdrio ao

longo de 0Q), entao para X € X(M), com suporte compacto em M temos

J div Xdvg :J (X, v)da.
0! 20

Demonstracao: Vide [9]. u
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Definigdo 1.7. (Laplaciano) Sejam M uma variedade Riemanniana e f: M — R

uma funcao suave. O Laplactano de f ¢ a funcao Af : M — R dada por
Af = —div (VT). (1.4)

Proposicao 1.6. Seja f : M™ — R uma funcao suave e {Xi,..., X} um referencial

ortonormal em um aberto U C M. Entao

n

—Af =) (Xi(Xi(F) = (Vx.X)(f)) (1.5)

i=1

Em particular, se o referencial for geodésico em p € U, entao temos em p que
n
—Af =) Xi(Xi(f)).
i=1

Demonstragao:
n
Pela proposicao 1.1, temos que Vf = ZXi(f)Xi. Agora, segue da definicao de
i=1

laplaciano de uma funcao e da proposicao 1.4 que

n

—Af=div (V) = Y (X(X:(f) — (V. X, V) = 3 (Xe(Xa(F) — (Vx, X0 (F)).

i=1 1=1

Definicao 1.8. (Hessiano) Seja f: M — R uma funcao suave. O Hesstano de f em

P € M € o operador linear (Hess f)p : ToM — T, M, dado por
(Hess f)p(v) =V, VT.

Segue das propriedades da conexao Riemanniana que se X € X(M) é qualquer extensiao

de v em uma vizinhanca de p € M, entao
(Hess f)p(v) = (VxVf)(p).

Proposicao 1.7. Se f : M — R ¢é uma funcio suave e p € M, entao

(Hess f) : oM — T,M ¢ um operador linear auto-adjunto.

P
Demonstracao: Vide [12]. u
Proposicao 1.8. Se f: M — ¢ uma funcao suave, entao

—Af = tr(Hess f). (1.6)
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Demonstracido: E suficiente provar a igualdade do enunciado em cada p € M, pois
—Af = div (Vf) e o div (Vf) é uma funcao real em M. Para tanto, seja U C M uma

vizinhanga de p onde esteja definido um referencial movel {Xy, ..., X,,}. Entao,

tr(Hess f) = ((Hess f)_(Xi),Xi) = ((Vx, V), Xi), =
= div (Vf)(p) = —Af(p).

1.3 Curvaturas

Definicao 1.9. (Curvatura) A curvatura R de uma variedade Riemanniana M
¢ wuma correspondéncia que associa a cada par X, Y € X(M) uma aplicagcao

R(X,Y): X(M) — X(M) dada por
R(X, Y)Z =VvVxZ —VxVyZ+ V[ny]Z, VZ € %(M),

onde V é a conexao Riemanniana de M.

Observe que se M = R™, entao R(X,Y)Z =0 para todo X, Y, Z € X(R").
Em termos de um sistema de coordenadas (U,xy,...,Xx,) em torno de p € M. Seja

Xi = aix-l' Como [Xj, Xj] = 0, obteremos
R(Xi, Xj) Xk = Vi, Vi, Xi — Vx, Vx; Xk

E ainda, Vx Xi = ) ThXie Vx X = ) ThXi. Dai,
1 1

R(Xi, Xj)Xi = Vx, Vx Xk — Vx, Vx Xk = ) Vx,ThXi — > Vx T Xt =
1 1

— X; (M) Xy + r}kvxjxl} - [Xi(r}k)xl + Fj‘kvxixl} —
P = 1

=) IXGMIX +TE ) TiXe = XuM)Xe =T D raxs} =
1 = s s

0 0
= ~— (M) — () + Z (rilkrjsl - rjlkrisl):| Xs-
1

L an aXi

Proposicao 1.9. A curvatura R de uma variedade Riemanniana goza das sequintes

propriedades:
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(1) R é C>®°(M)-bilinear em X(M) x X(M), isto é,
R(fXy 4+ gXy, Y1) = fR(Xy, Y1) + gR(Xy, Y1),
R(Xy, fY; 4 gYa) = fR(Xy, Y1) + gR(Xq, Ya),
f} g € GOO(M)7 Xl} X2; Yl} Y2 S X(M)

(i) Para todo par X, Y € X(M), o operador curvatura R(X,Y) : X(M) — X(M) €

C>®(M)-linear, isto é,
R(X,Y)(Z+ W) =R(X,Y)Z +R(X, Y)W,

R(X,Y)(fZ) =fR(X,Y)Z,

feC®(M), Z, We X(M).
(ii1) Vale a Primeira Identidade de Bianchi.

R(X,Y)Z + R(Y, Z)X + R(Z,X)Y = 0. (1.7)

(iv) Para todo X, Y, Z, T € X(M) valem as sequintes propriedades de simetria:

(a) (R(X,Y)Z, T) 4+ (R(Y,Z)X,T) + (R(Z,X)Y,T) =0
(b) (R(X,Y)Z,T) =—(R(Y,X)Z,T)
(c) (RIX,Y)Z,T) =—(R(X,Y)T, Z)

(d) (R(X,Y)Z,T) = (R(Z, T)X,Y).
Demonstracao: Vide [12]. n

Definigdao 1.10. (Curvatura Seccional) Dado um ponto p € M e um subespago bi-

dimensional o C T,M, o nimero real

(R(x, y)x, y)

K(o) =Kix,y) = = 205,

onde {x,y} é uma base qualquer de o e | x/\y = (x,x){(y,y) — (x,Y)? € a drea do parale-
logramo determinado por x ey, € chamado curvatura seccional de o em p (verifica-se

que K(0) nao depende da escolha dos vetores x,y € o).
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No caso particular em que M tem curvatura seccional constante, digamos, Ky, isto é,
para todo ponto p € M e para todo plano o C T,M, K(o) = K, temos que o tensor de

curvatura de M, RXe_ ¢ dado simplesmente por
RKO(XJU)Z:KO(<X>Z>U_<97Z>X)7 VXaUJZGTPM'

Definicao 1.11. (Formas Espacais) Seja M uma variedade Riemanniana m-dimensional.
Se M tiwer curvatura seccional constante igual a kK, entao diremos que M € uma forma
espacial de dimensao m curvatura seccional constante k. Para M wvariedade qualquer,

denotaremos por My a forma espacial de curvatura seccional constante k e dimensao

m = dim(M).

As variedades Riemannianas de curvatura seccional constante desempenham um papel
fundamental no desenvolvimento da Geometria Riemanniana, por possuirem uma geome-
tria relativamente simples e bem conhecida. Servem como espacgos modelo para geometria
de comparacao. Construgoes geométricas com tais espacos sao menos complicadas de

serem feitas do que quando se considera variedades abstratas quaisquer.

Definicao 1.12. (Tensor de Ricci) Sejam M uma variedade Riemanniana. Dados X,

Y € X(M) o tensor de Ricci é definido por

ric™ (X, Y)(p) = tr {z— (R(X,2)Y)(p)},

ou se {Xi,...,Xn} € um referencial ortonormal local
ricM (X, Y) = ) (R(X, X)), X;).
i=1

Definigao 1.13. (Curvatura Ricci) Sejam M uma variedade Riemanniana, p € M, x

um vetor unitdrio em T,M. A curvatura Ricct de M na direcao x em p € definida por
Ricg/l(x) = ricM(x, x)(p). (1.8)

Se{zi,...,zZn-1,2n = X} for uma base ortonormal de T,M, entao (ver [12]), a curvatura

Ricci pode ser escrita como

Ric)(x) = > (R(x,zi)x,zi). (1.9)
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Seja Ml é a forma espacial de curvatura seccional constante k, n-dimensional. Seja
{X1,..., X} um referencial ortonormal local em torno de p € My. Entao o tensor de

Ricci de Ml na diregao p é dada por

M-

ric™< (X, Y)(p) = (R(X, X1)Y, X3)

1

o
I

I
M=

(k((X, V)Xi — (Xi,Y)X), Xy)

1

o
|

I
'l\i];‘

‘_.
Il
—

(X, Y)Xi — (Xi, )X, Xy)

I
oE

(G Y (X, Xi) — (X, YI{X, X3))

1

o
I

n

(X, Y) =k D (X, V)(X,Xq)

1 i=1

n(X,Y) — k(X Y)

)

M =

k

I
o
I

k
k(n—1)(X,Y).

Em particular, obtemos que a curvatura Ricci de My na direcao X, unitéario, é dada por
Rich*(X) =ric"* (X, X) = k(n —1)(X,X) = k(n —1).
Assim, para M uma variedade Riemanniana e C € R qualquer, diremos que
ricM > C,

quando

M (X, X) (p) = C(X, X),
para todo p € M e todo X € X(M).
Definigao 1.14. (Curvatura Escalar) Sejam M uma variedade Riemanniana, p € M

el{z1,...,2Zn—1,2n} uma base ortonormal de T,M. A curvatura escalar de M em p é

definida por
K(p) =) Ric)'(z). (1.10)
j=1

A curvatura Ricci e a curvatura escalar nao dependem da escolha das correspondentes

bases ortonormais, ver [12].
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Definicao 1.15. (Ponto de Minimo, Cut Point, Cut Locus) Seja M uma variedade
Riemanniana completa, seja p € M e sejay : [0,00) — M uma geodésica normalizada
com y(0) =p. Em [12] vé-se que se t > 0 € suficientemente pequeno dist(y(0),v(t)) = t,
ou seja, Y([0,t]) € uma geodésica minimizante. Ademais, se y(t;) nao é minimizante, o
mesmo se passa para todo t > t,. Por continuidade, o conjunto dos nimerost > 0 para os
quais dist(y(0),v(t)) =t € da forma [0, to] ou [0, 00). Se I, ={t > 0;dist(y(0),v(t)) =t}
entao I, € conexo e se 1, for limitado e ty = suply, chamaremos y(ty) de ponto de
minimo de p ao longo dey ety =supl, de cut point. Se 1, for ilimitado, dizemos que
Y € um raio geodésico e, para quaisquer ty,ty € [0,00), Y|, 1, € geodésica minimizante
ligando y(t1) a y(t2). Chamaremos de cut locus de p o conjunto dos pontos minimos
de p ao longo de todas as geodésicas de M que partem do ponto p. Tal conjunto serd

denotado por Cut(p).

Figura 1.1: Cut Locus
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Nocoes Preliminares

2.1 Fo6rmula de Weitzenbock

Lema 2.1. (Identidade de Ricci). Seja M uma variedade Riemanniana n-dimensional
e {Xi}i., um referencial movel local em uma vizinhanga de p € M. Se f: M — R €

uma fungao suave, entdo para 1 < i,j,k < n
n
fiji = Ty + Z Rk fs, (2.1)
s=1

onde
fi = Xi(f) = (Vf, Xy)

e Rijx sao os coeficientes do tensor de curvatura R, com relagao o referencial {Xi}i_,,

dados por
R(Xi, X)X = ) RjpXs.

s=1

Demonstracao: Ver [13]. u

Proposigao 2.1. (Formula de Weitzenbock). Seja M uma variedade Riemanniana

n-dimensional. Se f: M — R € uma funcao suave, entao
1
(Vf, V(Af)) = [Hess f|> + 5A(||Vf||2) + 1ric™M(Vf, V),
onde Hess denota o Hessiano de f.

Demonstracao: Considere uma sistema local de coordenadas em torno de um ponto
p € M qualquer e {X;}*; um referencial moével local em uma vizinhanga de p, geodésico

em p. Denotaremos

fi - Xl(f) - <Vf, X1>

15
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Disso, obtemos pela proposicao 1.1
Ve =3 &
i=1
Derivando a expressao acima em relagao a j, tem-se
a n n
UV = 55 UVEIR) = (_ 1y =2 _fify,
i=1 i=1
isto é,
1 n
SUVAP); = D fify.
i=1
Derivando a expressao acima, novamente em relacao a j,
1 n
§(HV1‘H2)]-]- = (£} + fify;).
i=1
Pela proposicao 1.6, obtemos
1 1 n n n
—SAVHR) = 5 Y (V) = Z Z (2 + fifiy;) = Z (2 + fifiy). (2.2)
Como o Hessiano é um 2-tensor covariante simétrico temos fi; = fj; e portanto fij; = fj;.
Assim, pela Identidade de Ricci (lema 2.1),
fi55 = fj55 = fj50 + Z Rm
k=1
Substituindo essa expressao na equagao (2.2), obtemos
1 n
—EA(HVfH DI+ fulfy + REfL.
i,j,k=1
Portanto,
——A (V%) Z 25 + Z fifjji + Z R iy
i,j=1 i,j=1 i,j,k=1
= [Hess f2 — ) fi(Af)i+ ) Ryififs
i=1 ik=1
= [Hess f* — (VF, V(Af)) + Y ric™ (X, Xi)ficfi
ik=1
= [Hess f* — (Vf, V(Af)) + ric™ ( D Xifi, ) xm)
k=1 i=1
= [Hess f|> — (Vf, V(Af)) + ric™(VT, VT).
Com isso concluimos a demonstracao. [
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Teorema 2.1. (Hopf—Rinow). Seja M uma variedade Riemanniana e sejap € M. As

afirmagoes abairo sao equivalentes:

(a) expy estd definida em todo T, M.

(b) Os conjuntos limitados e fechados em M sdao compactos.
(c) M € completa como espaco métrico.

(d) M € geodesicamente completa.

(e) Euxiste uma sucessao de compactos Kn C M, Ky C int(Kn41) e UnKy = M, tais

que se qn & Ky, entao dist(p, qn) — 00, ou seja, dist(p, M\K,,) — oo.
Além disso, cada uma das afirmacoes acima implicam que

(f) Para todo q € M existe uma geodésica y ligando p a  com comprimento de y =

dist(p, q).

Demonstracao: Ver [12]. n

Corolario 2.1. Se M ¢ compacta, entao M € completa.

2.2 Desigualdades Isoperimétricas

Definicao 2.1. Seja M wuma variedade Riemanniana. Para cada subvariedade aberta
Q C M, com fecho compacto e fronteira suave definimos a constante de Cheeger, hy,

por
. VO]-n—l(aQ)
i = inf ~on1922)
M= TVOl(Q)

No que se segue, seja M uma variedade Riemanniana m-dimensional e V seu elemento

m-dimensional de volume.

Teorema 2.2. (Formula da coarea). Seja Q wma dominio compacto de M. Seja
f:Q — R uma funcio em C°(Q) N C®(int(Q)), onde floq = 0. Para qualquer valor
reqular t de |f], sejam

Fi) ="',  Alt) =A(T(b),

e dA¢ o elemento (m — 1)-dimensional de volume de T'(t). Entdo

dAdt

= o (2.3)

dVir(y)
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e para qualquer funcao ¢ € L1(Q) temos

JQ o[ VFldV = rupf dt L(t) ddA,. (2.4)

0
Demonstragao: Ver [9)]. n

Teorema 2.3. (Bishop). Seja M uma variedade Riemanniana compacta m-dimensional

tal que ric™ > (m — 1)k > 0. Entdo para todo xo € M e 1y > 0, temos
Vol(B(xg,To)) < Vol(Vin(k,10)),

onde B(xg, 1) € a bola de centro xy e raio rg em M e Vin(k, 1) € uma bola de raio vq em
My, o espacgo de curvatura constante k e de mesma dimensao que M. A igualdade vale

se, somente se, B(xg, 7o) € isometrico a Vin(k, 1o).
Demonstracao: Ver [9]. n

Teorema 2.4. (Desigualdade de Gromov). Seja M uma variedade Riemanniana com-
pacta m-dimensional tal que ric™ > (m — 1)k > 0 e seja My a esfera m-dimensional de

curvatura seccional igual a K > 0. Entao o teorema de Bishop (teorema 2.3) nos dd que

_ Vol(M)
Pi= Vol(My) st

Assim para qualquer QO C M podemos associar um disco Q* C My satisfazendo
Vol(Q) = BVol(Q¥).
Entao
Vol _1(0Q) > Vol, ;(0Q")
e a igualdade vale se, e somente se, existe uma isometria de M em My que envia (O em
Q.
Demonstracao: Ver [9]. u

Teorema 2.5. (Comparagao de Volume de Bishop — Gromov). Seja M™ uma vari-

edade Riemanniana completa e suponhamos que, para k constante,
ric™ > (m — 1)k
Entao
Vol(B(xg,10)) < Vol(Vin(k,1g)).

onde Vin(k,19) € uma bola geodésica de raio v em My, a forma espacial de curvatura
seccional constante X. A igualdade vale, se toda curvatura seccional ao longo de geodésicas

ligando x¢ a X, para planos contendo o vetor radial, for constante igual a k.
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2.3 Nocoes de Analise Funcional

Nesta secao veremos alguns elementos de analise funcional que usaremos no proximo

capitulo. Tais resultados foram extraidos de [4], [5], [25] e [17].

Definicao 2.2. Sejam E e F dois espacos vetoriais normados. Chamaremos de £(E,F) o

espaco dos operadores lineares continuos (ou limitados) de E em F, munido da norma
ITleer) = sup{||T(x)[l;x € E, [|x]| = 1},
ou seja, os operadores lineares T : E — F, tais que ||T|| ¢e,r) < o00.

Definigao 2.3. (Espagcos Dual e Bidual). Seja E um espaco vetorial. Se f: E — R
¢ uma funcgao linear sobre E, isto é, flax +y) = af(x) + f(y), para x € R, x,y € E,
quaisquer, diremos que f é um funcional linerar sobre E. Se E € normado, denotaremos
por E* = £(E,R) o conjunto dos funcionais lineares continuos sobre E e o chamaremos
de espaco dual de E. Chamaremos ainda de E** = (E*)* o espaco bidual de E. A tais

espacos equiparemos com a norma dada na definicao 2.2.

Definigao 2.4. (Espago de Banach). Seja E = (E, || - ||) um espac¢o normado. Dizemos
que E € um espag¢o de Banach, quando E ¢ completo, em relagao a norma || - ||. Ou

seja, toda sequéncia de Cauchy em E, € convergente em E.

Definigao 2.5. (Espago Reflexivo). Seja E = (E, ||-]|) um espag¢o normado e (E**, ||« ||.)
seu espago bidual. Defina a aplicagao candnica | : E — E** por J(x)f := f(x), para todo
x € E, f € E*. Tal aplicagao € uma isometria ente E e E**, isto €, ||J(x)]|«« = [|x]|. Se a

aplicagao canonica | for sobrejetiva diremos que E é um espago reflexivo.

Definicao 2.6. (Convegéncia fraca). Seja E = (E, ||-||) um espago de Banach. Diremos
que uma seqéncia (Xn)nen em E, converge fracamente para x em E se f(x,,) converge

para f(x), para todo funcional linear continuo f € E*.

Proposigao 2.2. (Propriedades da convegéncia fraca). Seja (xn)nen uma sequéncia

do espago de Banach (E,|| - ).
(1) Se (xn) converge para x em E, entao (xn) converge fracamente para x em E.

(il) Se (xn) converge fracamente para x em E, entao (xn) € limitada em E e

Ix|| < liminfy_se [[Xn]-
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(iil) Se (xn) converge fracamente para x em E e (fy) converge (fortemente) para em E*

(isto €, ||fn — f||« — 0), entao fr(xn) converge para f(x).
Demonstracao: Ver [4]. u

Teorema 2.6. (Principio da Limitagao Uniforme). Sejam E e F dois espagos de

Banach e seja (Di)ier uma familia qualquer em £(E,F). Se

sup | @i (f)]| < o0 VFfeE,

iel
entao

sup [|®if[g(e,F) < o0o.
iel

Em outras palavras, existe uma constante ¢ tal que
H(Di(f)HS(E,F) < CHfH, Vf € E, iel

Corolario 2.2. (Teorema de Banach — Steinhaus). Sejam E e F dois espacos de
Banach. Seja (®,,) uma sequéncia de operadores lineares continuos, onde para cada f € E

existe o limite lim,, @ (f), o qual denotaremos por ®(f). Assim
(a) sup, ||PnlleEr) < oo.
(b) © € £(E,F).
(c) [I®flecer) < liminfy [[@nlleEr)-

Proposicao 2.3. Sejam E e F dois espacos de Banach e seja (On) uma sequéncia em
L(E,F). Assuma que para todo f € E, @, (f) converge em F, quando n — oo, para um

limite denotado por ®f. Se f,, — f em E, entao @, (f,) — O(f) em F.

Demonstracao: Pelo item (a) do teorema de Banach-Steinhaus (corolario 2.2), existe

uma constante real ¢ tal que ||®,]|| < ¢, para todo n € N. Como f,, — f em E, obtemos
[@n(fn) = Q(f)]| = [[On(fr) = Pn(f) + On(f) — O(f)]
SN @nlllfn = fll + [[@n(f) — )]
< cfffn = ] + [[@n(f) — DA,

Ao limite com n — 0o, obtemos que || @, (f,) — @ (f)|| — 0, ou seja, @ (f,) — D(f) em

F. Como queriamos demonstrar. [
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Teorema 2.7. Seja E um espaco de Banach reflexivo e seja () uma sequéncia limitada

em E. Entao existe uma subsequéncia (fn,) que é fracamente convergente em E.
Demonstracao: Ver [4]. n

Definigao 2.7. (Conjuntos e dominios nodais) Seja M uma variedade Riemanniana.
Seja f: M — R uma funcao continua. Entao o conjunto f~1(0) é dito o conjunto nodal

de f e as componentes conezas de M\f~'(0) sdo chamados dominios nodais de f.

Definicao 2.8. Seja O C M um dominio aberto e seja 0 < p < co. Dada f: Q — R

mensurdvel, com |f|P também mensurdvel, definimos

1/p
11y = Ifllcr o) = ( | Iflpdvg) |

e LP(Q) :={f: Q — R; f & mensuravel e [[f||, < co}. Diremos ainda que uma sequéncia
fn : Q — R converge em LP(Q) para f: QO — R selimp o ||[frn—Ff|[p = 0. Denotaremos
por C*(Q),k € N o espaco das funcoes u : Q — R continuamente diferencidveis de

ordem k.

Definigao 2.9. (Convergéncia em medida) Seja (X, u) um espaco de medida. Dizemos
que uma sequéncia (fn), de funcoes reais em X, converge em medida para a funcgao
f: X — R quando

Tim pu(fx € X;fn(x) = f(x)] > o) =0,

para cada o« > 0.

Definigao 2.10. (Convergéncia Uniforme) Seja (X, W) um espago de medida. Dizemos
que uma sequéncia (fn), de fungoes reais em X, converge uniformemente para a funcgao

f: X — R, quando para todo € > 0 existir ng € N tal que n > ng implica
[fn(x) — f(x)| <,
seja qual for x € X.

Teorema 2.8. Seja (X, 1) um espaco de medida e seja (fn) uma sequéncia de funcoes
reais em X. Se f, converge uniformemente para uma funcio f : X — R, entao f,

também deve convergir em medida para a mesma f.
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Demonstracao: Seja « > 0. Como f, converge uniformemente para f, temos, para n

suficientemente grande, que o conjunto
{x € X;[fn(x) = f(x)| = o}
é vazio. Com isso concluimos que
lim p({x € X;fn(x) — f(x)| = o) = () =0,
n—oo
ou seja, f, também converge em medida para f. [

Teorema 2.9. Seja (X, 1) um espaco de medida e seja (fn) uma sequéncia de funcoes
reais em X. Se f, converge na norma LP(X) para uma funcao f : X — R, entao f,,

também deve convergir em medida para a mesma f.

Demonstracao: Para cadan € N e a > 0 defina o conjunto E,,(«) :={x € X;|fn(x) —

f(x)| > «}. Entao

J o — P > J |fn—f|pdu>ocpj dpt = o p(En ().
X En(a) En(ax)

Como o > 0, se limn o ||fn — f|lp = 0, entao limy o H(En()) = 0. Ou seja, a conver-

géncia LP implica em convergéncia em medida. Como queriamos demonstrar. ]

Teorema 2.10. Seja (X, 1) um espaco de medida e seja () uma sequéncia de funcoes
reais em X. Se fn converge em medida para f: X — R, entao existe uma subsequéncia

(fn.) que converge uniformemente para f.
Demonstracao: Conferir [5]. |

Corolario 2.3. Seja (X, 1) um espaco de medida e seja () uma sequéncia de fungoes
reais em X. Se f converge na norma LP para f: X — R, entao existe uma subsequéncia

(fn,) que converge uniformemente para f.
Demonstracao: Segue dos teoremas 2.9 e 2.10, respectivamente. [

Teorema 2.11. (Desigualdade de Holder). Sejam p e q indices conjugados, isto é€,

1<p,q < o0, com %)—l—é:l. SeuecLP(M) eveL9M). Entiouv € L}(M) e

1/p 1/9
| |uv|<||u||p||v||q=(J |u|*’) (j |v|q) -
M M M
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Demonstracgao: Ver [4]. u

Definigao 2.11. (Espago de Sobolev em R™). Sejam Q C R™, um dominio aberto, e
peR, 1 <p<oo. O espaco de Sobolev WP (Q) é dado por

WHP(Q) == {u c LP(Q); g, C LP(Q) onde J uad)

=1 o) aXi

—J gid Vo e GSO,Vi}.
Q
Para u € WHP(Q) definimos g—: = gi € escreveremos

ou ou
Vu_(?}q”ﬁ)

Definicdo 2.12. (Espago de Sobolev em variedades). Seja M™ wuma variedade
Riemannina suave. Dado p = 1 real, seja

CP(M) = {u c G""(M);J

[f[Pdvg < o0 e J [VE||[Pdvg < oo}.
M M

Para u € CY (M), seja ainda

1/p 1/p
o= ([ ipay ) (] perieav,)
M M

Definimos o espaco de sobolev sobre a variedade M, WP (M), como o completamento do

espago CV (M), em relagio a norma ||-||1p dada acima. Quando M for compacta, obtemos

que CY (M) = C>®(M).

Exemplo 2.1. (Derivada fraca de |-|). A func¢ao w: [—1,1] — R, dada por u(x) = [x/,

pertence a WP (R), onde, u’ = sinal, sendo

. +1, se 0 <x < +1;
sinal(x) =
—1, se—1<x<0.

Com efeito, para ¢ € CP([—1,1]) qualquer, temos em particular que ¢(—1) = (1) = 0.
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Logo

J1(|x|¢”(x) + sinal(x)d(x))dx = hl(lxld)’(x) + sinal(x)d(x))dx
" (Ix|d’(x) + sinal(x)d(x))dx

=] (0’00 — blx))dx

+ | (xd'(x) + d(x))dx

0

0

+ Jol d(x)dx — J d(x)dx

—1

-1

X 1 - Jl d(x)dx + Jl d(x)dx

0 0 0

ou seja,

Jl Ix|d'(x)dx = J1 sinal(x) ¢ (x)dx.

Teorema 2.12. (Sobolev Banach Reflexivo). O Espaco WYP é Banach para 1 < p <

oo e € reflexivo para 1 < p < 00.
Demonstracao: Ver [4]. n

Teorema 2.13. Seja Q um dominio suave em R™ e seja f € WHP(Q) para 1 < p < 0.

Entao existe uma sequéncia (fr,) em CP(R™) tal que o converge para f em WP (Q).
Demonstracao: Ver [4]. u

Corolario 2.4. Seja QO um dominio suave em uma variedade Riemanniana n-dimensional
M e seja f € WHP(Q) para 1 < p < oco. Entdo existe uma sequéncia (fn) em CX(Q) tal

que T o converge para f em WP (Q).

Definigao 2.13. (Func¢ao de Morse). Seja M uma variedade Riemanniana suave. Di-
zemos que f: M — R € uma funcao de Morse se f € C°(M) e nao possui pontos criticos

degenerados.

Obs 2.1. Se M for uma variedade Riemanniana compacta e f: M — R for uma funcao
de Morse, entao f possui apenas uma quantidade finita de pontos criticos. Com efeito,

sendo f de Morse, podemos tomar uma vizinhanca em torno de cada ponto critico onde este
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€ unico. Se tais vizinhancas cobrirem M, pelo fato de M ser compacta, podemos extrair
uma subcobertura finita de vizinhancas desse tipo, donde f sé possuiria uma quantidade

finita de pontos criticos, pela caracterizacao daquelas vizinhangas. O outro caso € trivial.

Teorema 2.14. Seja M uma variedade Riemanniana suave. Dada f: M — R uma

funcao suave qualquer, entao podemos aprozimar f uniformemente por fungoes de Morse.
Demonstragao: Ver [25]. |

Corolario 2.5. (Teorema de densidade). Seja Q um dominio compacto suave em uma
variedade Riemanniana n-dimensional M e seja f € W'P(Q) para 1 < p < co. Entdo

eriste uma sequéncia () de funcoes de Morse que convergem para f em WHP(Q).

Demonstracao: O resultado segue combinando o corolario 2.4 e o teorema 2.14. ]



Capitulo 3

Teoremas de comparacao do primeiro

autovalor de Ap

Neste capitulo apresentaremos as extensoes para o p-Laplaciano dos teoremas de com-
paracao vistos na introducao. Estes resultados foram obtidos por Ana-Maria Matei, no
artigo "First eigenvalue for the p-Laplace operator"[24]. Estabeleceremos, primeiramente,
algumas notagoes que serao usadas no decorrer deste capitulo.

Seja M uma variedade Riemanniana, suave, completa e sem bordo. O primeiro auto
valor de A, em M, denotado por A; (M), é caracterizado por

ImlIVEPdvg.
I lflPdvg

fe WP (M), f£0e J

y P2 fdv, = 0}. (3.1)

}\1,‘P (M) = inf {

Denominaremos as fungoes f € WHP(M), f %0, tais que [, [flP"2fdvg = 0, de funcdes
admissiveis.

Agora, considerando o problema de Dirichlet para A,

Apf(x) = ulfP2f, x € Q,

f(x) =0, x€0Q,

onde Q) é um dominio limitado de M. Denotaremos por p; () o infimo do conjunto
dos autovalores deste problema, caracterizado por

fQ HVprdvg_

[o fPdvg Fewir(Q), £+ 0}' (3:2)

1p(0) =it {

Ao longo do capitulo, denotaremos por B(xg, 1) a bola geodésica de centro xq e raio

o em M™, por Vi, (k,79) a bola geodésica de mesmo raio ry em My, a forma espacial

26
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de curvatura seccional constante k e dimensao m = dim(M), (cf. defini¢ao 1.11) e por

dm := sup distm(p, q) o didmetro de M.
p,qeM

3.1 Teorema de Comparacao do tipo Cheng para o pri-
meiro autovalor do p-Laplaciano

Teorema 3.1. (Teorema 1.1 de [24]). Seja M wma wariedade Riemanniana
m-dimensional completa e seja k uma constante real tal que ric™ > (m — 1)k. Entao

para quaisquer Xxo € M, 19 € (0,dm) ep = 2

Hip (B(XO; T‘0)) < Hi,p (Vm(k; T'0)) .
A igualdade ocorre se, e somente se, B(xq, o) € isométrico a Vi (k,1g).

Demonstracao: Seja f : Vi (k,19) — R uma primeira autofunc¢ao do problema de
Dirichlet para A, em Vi, (k,19) C M. Como My é dois-pontos homogéneo, temos, pelo
mesmo argumento de [3], que f é radial, isto é, existe ¢ : [0,19] — R tal que f = ¢ o1y,
onde 1y : Vin(k,19) — R ¢é a funcao distancia de Vi, (k,19) C My, em relagdo ao centro
de Vi.(k, 7). Note que f = ¢ o 1y estd bem-definida, pois 1 (Vin(k,79)) = [0, 19]. Ainda
por [3], podemos assumir que f > 0, donde ¢ > 0. Seja v : B(x,19) — R a fungao
distancia de B(xg,19) C M, em relacao a xo. Veja que dist(-,xq) : M\Cut(xy) — R &
suave e 19 < dm, dai B(xg, 19)NCut(xp) = 0, donde r = dist (-, Xo) B (xo,r) também é suave.
Entao, de modo analogo, Ty é suave e f € Wé’p(Vm(k, T9)). Com isso, ¢ € W&’p([O,ro])
e, pelo fato de r ser suave, por € Wé’p (B(xg,7g)). Assim, pela caracteriza¢ao variacional
de wy,p, dada na expressao (3.2),

fB(Xo,To) [V or|[Pdv,

J‘B(XO,TOJ b orPdvg

i p (B(xg, 1)) < (3.3)

Para u € T, M, [u] = 1, seja a, := min{l,, 7o}, onde exp, (lyu) é o cut point de x¢ ao
longo da geodésica t — exp, (tu) (ver defini¢ao 1.15). Como M é completa, segue do

teorema de Hopf-Rinow (teorema 2.1) que
B(xg, 1) = {exp,, (tu); ue S™ ' C T,,M, t € [0, ay)}

Como a exponencial, exp, , restrita ao dominio estrelado A := {tu; u € ST M, te

[0, ay)} é um difeomorfismo sobre B(xg, 1), entao, pelo teorema da mudanca de variaveis,
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depois pelo teorema de Fubini e usando que V(¢ o 1) = ¢’V (corolario 1.1), obtemos

J IV orl[Pdv, = J (J ch’lptmle(tu)dt)do (3.4)
B (x0,T0) sm-1 (0,ay]

J lpor[Pdvy = J (J |¢|Ptm—1e(tu)dt) do, (3.5)
B (x0,70) sm—1 (0,a]

onde do é o elemento de volume de S™ ' C T,,M e t™'0(tu) é a densidade de volume
induzida por exp, . Abusando da notacao, ¢ estd denotando ¢ o1, que serd comum a

partir daqui. Ademais, como estamos supondo f > 0,

Apf = Hip (Vm(k, 1‘0)) |f|P*2f
= 01 (Vn (K, 70)) P2
=HMp (Vm(k, T0)>f‘p_1-

Por outro lado,

Apf = —div (|| Vf|[P—>VH)
= [ VH|[P7?(—div (V) = (V([VF][P~?), Vf)
= [|[VF|P2Af — (V(||VT[[P~2), V).

Usando que f = ¢ o1, obtemos

Af = —div (Vf) = —div (¢'Vr)
=¢'(—div (Vr)) = (V' Vr)
— d)/AT _ //’
pois,
9

(Vo',Vr) = (Vo' (1) Vr) = Vr(d'(r) = ad?’(f) =¢"(r) =¢".
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Além disso,

(VAIVAP), Vi) = (V(10'177), ¢'Vr)

/ 'Np— a /
= ¢'(p— 2" = (19 (v))
= (p—2)9/I"I" sinal (')
= (p—2/0P 2"

Disso,

tp (Vin (K, 10)) 9P 71 = Apf = || VE[[P2Af — (V([[VE]P ), VE)
=o' P2 (d'Ar— ") — (p—2)ld/P 2"
=o' P2 [¢'Ar— 0" — (p—2)d"]
=o' P2 [¢'Ar—(p—1)0"].

Usando [11]

(e (tt™y’

—Ar= o™ (tu)tm—!

(0P (W)t + (m— 10t

- o (tw)tm

o (tw) m-—1

Toop(tw) Tt (3.6)
donde

"p— " / 0 (tu)’ -1

Como ¢ > 0 e d(rg) = 0 (pois pory € Wé’p e ¢(rg) = ¢ ori(X), para algum X €
OV (k, 1)) temos que ¢’ < 0 em (0,1y). De fato, como ¢ € WP ((0,71y)) obtemos,
por [21], que ¢ € C»*((0,71y)). Entao, pela equagao (3.7) acima, ¢’(r) # 0, para todo
T € (0,79), pois Wy p(Vin(k, 1‘0)) e ¢ sao positivos. Agora, suponha, por absurdo, que

existe 1, € (0, 1), tal que, ¢’(ry) > 0. Como ¢ >0 em (0,14) e d(ry) = 0, obtemos que

dlr) —b(r) __om) _
To—T1 To—T1
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Pelo teorema do valor médio, existe 9 € (11, 19) tal que ¢'(r3) < 0. Portanto, pelo teo-
rema do valor intermediario, existe r € (11, 73), tal que ¢’(r) = 0. Uma contradigao (ver

Figura 3.1 (b)). Logo ¢’ < 0 em (0,7¢) (ver Figura 3.1 (a)).

Figura 3.1:

Agora, usando integracao por partes para —¢ e (—¢’)P~H™10(tu)
| " enrem tettua = | C-en) (-7 e e (tuae -

0 0
Ay

= [ d(—=d )P0 (tu)]

0

— | —o{p D= (=) [t O (tw)] + (—¢")P ! [B(tw)t™ ] Jdt

< ¢(—¢’)P2{ —(p— D" [t 0(tw)] — ¢’ [O(tw)t™ ] ’}dt

du / — 124 ! e(tu)l
=JO o4V 2{—(p—1)¢ s [e(m)

onde na desigualdade usamos que ¢’(0) = 0 e que [ — d(—¢/)P't™'0(tu)](a,) <0,

+ mt_ 1] }tm_le(tu)dt, (3.8)

pois t™10(tu) > 0, ¢ > 0 e ¢’ < 0. Pelas hipoteses sobre a curvatura Ricci, obtemos

do teorema de comparagao de Bishop-Gromov (teorema 2.5),

(O(tw)t™ 1)’ _ (O (tw)t™ 1)’
O(tw)tm—1 T o (tu)tm-1

Portanto,

(—¢’)P—2{ —(p— 1" — ¢’ [9““)' i 1} }

O(tu) t
Ot (tu)’ m—1
o7 (tu) t ] }

< (—d)’)p_Q{ —(p-1¢" - d)'[

< Hi,p (vm(ka Tb))‘bp_l- (39)
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Assim, das equagoes (3.8) e (3.9), obtemos
J (= )Pt™'O(tu)dt < pyp (Vin(k, T)) J GPt™ 1O (tu)dt. (3.10)
0 0

Portanto das equagoes (3.3), (3.4), (3.5) e (3.10), respectivamente, concluimos, integrando

3.10) em S ! que
( ) )
Hl,p(B(XOaTO» < Hi,p (Vm(k; T‘0))-

Quando ocorre a igualdade py p, (B(XO,TO)) = Wip (Vm(k, ro)), obtemos, pelo argumento
acima, igualdade nas equagoes (3.8) e (3.9). Portanto a,, = 7y para quase todo u e, por
continuidade, na verdade para todo u. Assim, pelo teorema de Bishop-Gromov (teorema

2.5), B(xq, 1) é isometrico a Vi, (k, 7). [ |

Corolario 3.1. Seja M uma variedade Riemanniana m-dimensional compacta e seja k

uma constante real tal que ric™ > (m — 1)k. Entdo para p > 2

d
Al,p(M) < Hip (Vm (k: TM)>

Demonstragao: Sejam Xx;,Xs € M pontos maximalmente afastados, isto é, tais que
dist(x1,%x2) = dm, onde dyp € o didmetro de M. Dai, B(x;, dm/2) e B(xo, dm/2) sao
disjuntos. Seja v : My — R a funcao distancia sobre My em relacao ao centro de
Vi(k,dm/2), uma bola geodésica de My com raio dm/2, e seja
f=¢or:V, (k, dTM) — R a primeira autofuncao associada a i p (Vm(k, dM/2)).
Sejam ¢; = ¢ o1y, onde 1 : B(xi,dm/2) — R é a funcao distancia de B(xi, dm/2) em
relacdo a x; 1 = 1,2. Estenda ¢; por zero fora de B(xi, dnm/2) e aplique o teorema da
divergéncia (teorema 1.2) para f = ¢; e X = ||[Vdi||P 2V ;. Assim,

0= div (¢i- VP[P *Vi)dvy
JM

r

= [adiv (VD[P 2Vdi) + (Vs, VD[P 2Vei)]dvg

JB(xi,dm/2)
_ i ($1)dv, +J Vi |Pdvg
JB(xi,dm/2) B(xi,dm/2)
_ bty (Blxe, dne/2)) il 2drdvg + j IV i [Pdv,
JB(xq,dm/2) B(xi,dm/2)
— —tu (B(xi, dm/2)) J biPdv, +J IVil[Pdv,
B (xi,dm/2) B (xi,dnm/2)

d
>~ (vm (k, —M)) J |bi[Pdvgy + J IV i][Pdv,,
2 B (xi,dm/2) B (x:,dm/2)
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onde usamos o teorema 3.1 na desigualdade acima. Logo

d
IV [Pdve < pup (vm <k, —M)) j OPddve.  (311)
2 B (xi,dm/2)

Agora tome « real tal que

JB(Xi;dM/Q)

b P2 dydvg + oclcx!p‘ZJ |a|P*advy =0,

B(x2,dm/2)
sua existéncia segue do teorema do valor intemediario aplicado a funcao continua

JB(Xl,dM/Z)

& :R — R dada por &(t) = t[t|P —n, onde
n= fB(Xl,dM/Q) |d)1|p72(1)1d\/g
J‘B(xQ,dM/Q) [palP—2dodvy

Como M\(B(xl, dm/2) U B(xa, dM/Q)) = S(x1,dm/2) = S(x2,dm/2), ou seja, o con-

junto B(xy, dm/2) U B(x2, dm/2) cobre M a menos de uma esfera geodésica de raio da/2,

que é um conjunto de medida nula, e supp(¢;) C B(xi, dm/2), tem-se

JM b1 + adalP 7 (b1 + ady)dvg = 0.

Assim, pela caracteriza¢ao variacional do primeiro autovalor (ver expressao (3.1)) e por

b1 + ads ser uma funcao admissivel,

Ay (M) jM b1 + sbslPdvy < JM IV(1 + adby)[Pelv,

- IVaulPdv + | |6V s [P,
B(XladM/2) B(XQ;dM/Z)
eq.(3.11) d
< l‘l‘l,p Vm <k., _M)> <J |¢1|pdvg+
2 B (x1,dnm/2)
+J Iad)zlpdvg)
B(X27dM/2)

— (vm (k, %M)) J b1 + bl
M

d
)\l,p(M) < Hl,p <Vm (k, TM)) :

Portanto, concluimos que

3.2 Uma desigualdade isoperimétrica do tipo Faber-

Krahn

Em [1], Bérard e Meyer generalizaram a classica desigualdade de Faber-Krahn para o

primeiro autovalor do Laplaciano, com a condicao de Dirichlet para dominios limitados
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com curvatura de Ricci positiva (confira também [8]). Em 1999, Bhattacharya em |[2]
fez isso para o p-Laplaciano no R™. Aqui serd apresentado a versao para uma variedade

Riemanniana compacta.

Teorema 3.2. (Teorema 2.1 de [24]). Seja M wuma wariedade Riemanniana
m-dimensional compacta. Suponha que existe uma constante positiva k tal que ric™ >
(m — k. Seja Q um dominio em M e Q* uma bola geodésica na esfera Euclidiana
m-dimensional de curvatura seccional constante igual a K, Sy, tal que

Vol(QQ)  Vol(Q¥)
Vol(M)  Vol(Sy)

Entao, para p > 1,
ul,p (Q) 2 Hl,p(-o-*)-

A igualdade vale se, e somente se, existe uma isometria de M em Sy que envia Q em QF.

Obs 3.1. Quando M = Sy temos que, dentre todos os dominios com volume dado, as
bolas geodésicas sao os que tem o menor primeiro autovalor do problema de Dirichlet para

o p-Laplaciano.

Demonstragao: Mostraremos inicialmente a desigualdade. Pelo teorema de densidade
(coroléario 2.5) é suficiente mostrarmos que para qualquer fun¢do de Morse nio negativa

sobre Q, f € CF(Q), vale
Jo IVE[Pdvg

IQ [flPdvg
Seja f tal funcdo. Defina Qy := {x € Q;f(x) > t}. Disto, simetrize QQ; tomando a bola

= ul,p (Q*)

geodésica Qf em SI*, de mesmo centro de Q) satisfazendo Vol(Q) = BVol(Q}), onde
B = Vol(M)/Vol(Si*). Tomando
V(t) = Vol(Q¢) = Vol(f ' (t, 00)),
A(t) = Vol,_1(0Q¢) = Vol (f (1)),
V(1) = Vol(Q}),
A*(t) = Vol,,_1(0Q)7),

observe que, para 1(t) o raio de QF, tem-se

V(t) = BV (r(t).
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Agora para 19 = 1(0), defina a func¢ao real r : [0, sup f] — [0, 7y]. Sendo Rt o conjunto
dos pontos regulares de f, obtemos que v € C°([0,sup f]) N C*(Rf N (0,supf)), a qual
¢ estritamente decrescente (ver [8]). Seja VP : [0,19] — [0,sup f] a func¢ao inversa de
r. Entao, para v : QO* — R a funcao distancia em relagao ao centro de Q*, defina
f*: Q* — R por
f*=1Por.

Veja que f* estd bem definida, é radial, decrescente e satisfaz f\*afz; =t. Com efeito, se
x € QFf, tem-se *(x) = raio de Qf = r(t), donde f*(x) = P(r*(x)) = P(r(t)) = t. Dai
f* e WP (Q*) e

V*(t) = Vol(QF) = Vol((f*) (¢, 00)),
A*(t) = Vol, 1 (3Q7) = Vol 1 ((f) 7} (1))

Agora, sendo f de Morse, a menos de um niimero finito de t’s, a fronteira 0Q; = f~1(t) de
Q¢ é uma hipersuperficie fechada regular. Entao, da desigualdade de Gromov (teorema
2.4), obtemos Vol(0Q¢) > BVol(0Q;). Assim, pela formula da coarea (teorema 2.2),

obtemos

sup
V(t) = J dvy — J J IV dv,,
Qy f—1(t)

0

donde, pelo teorema fundamental do céalculo,
ViR == | v,
f1(t)

Agora, para p > 1 real, temos, da desigualdade de Holder (teorema 2.11),

p 1-p
[t s ([ vvea) ([ wpay,)
f—1(t) f—1(t) f—1(t)

1-p
=(A(t))P(J (HVfH‘ldvg>
f=1(t)

(AR

BJ IV P,
(f*)~1(t)
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onde a tltima igualdade segue de [19]. Por outro lado, ainda por [19],

sup f

J [fP~ vy = —J tPA’(t)dvg
F1(t)

0
sup f*
= —J tP(A*)’(t)dv;
0
= —BJ [P
(f*)=1(t)
Portanto,
| 1wtrav, =5 veay;,
JQ P tdvy = B JQ* [Py (3.12)
Em particular,
| Ivrrtavy = | vrie-iav;,
Q o
L [P~ dvy =B L* [P~ dvy. (3.13)

Com isso,

Jo IVEP T dvg _ Jo. IVEIIP " dvg
JaliP=dvg = o Py,

E a desigualdade segue da densidade de Morse, como comentado inicialmente.

2 ul,p (Q*)

Agora vamos analisar quando ocorre a igualdade. Seja f uma primeira autofuncao
para o problema de Dirichlet em Q e seja (f)neny € WHP(Q) uma sequéncia de fungoes

de Morse que convergem para f em WHP(Q). Seja (f)nen a sequéncia das respectivas

fun¢oes simetrizadas, como feito acima. Como [[f}|lip < Bl|fnllip € (frn)nen é limidata
(pois é convergente), temos que (f})nen também é limitada. Como W'P(Q*) é Banach
e reflexivo, pelo teorema 2.7 e por [5], podemos extrair uma subsequéncia de (f} )nen,
se necessério, tal que f% converge fracamente em WHP(Q*) para f* € WhP(Q*) e forte-
mente em LP(Q*). Agora, pelas propriedades de convergéncia fraca (proposi¢ao 2.2) {3
é limitada em W'P (M) e ||f*|;, < liminf ||f||; . Assim, pelo teorema da convergéncia
dominada (ver [5]), (f5)nen também converge fortemente em LP(Q*). Dai, pela equagao
(3.13),

J P dv, :JE&J falPdvy = BT}LH;OJ 5 [Pdvy = BJ F*Pdvg, (3.14)
Q Q * (OX

J |VF||Pdvy = lim J IVFa|Pdvg > B lim J IV [Pdv > BJ V[PV,
Q n—oo Q n—o00 Q* O
(3.15)
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Portanto, como f é primeira autofuncao do problema de Dirichlet para A, e pelas equacoes

acima,

Vi|[Pdv LV EE||PdvE
b p(Q) = o IfIJd 2> Jo Ty
JalflPdvg o [FrPdvy,

Como estamos supondo p »(Q) = p; ,(Q*), obtemos que a desigualdade acima na ver-

2 Hp (7).

dade dever ser uma igualdade, isto é,

Jo IVEPdvy — [q. IVEPdv;
Q) = = S QF 3.16
HI,P( ) J‘Q |f|—pd,vg 'J“Q* ’f*’pdvg }‘Ll,p( ) ( )
e das equagdes (3.14) e (3.16) obtemos
J IVf|[Pdv, = BJ V6 [Pdv;, (3.17)
o) ol

Disso, concluimos que f* é uma primeira autofun¢ao para o problema de Dirichlet de A,
em *. Como M é compacta temos do corolario 2.3 que, a menos de subsequéncias, fy,
e 7 convergem uniformemente para f e f*, respectivamente. Dai, como cada f}, ¢ uma
simetrizagao de fy, concluimos que f* também ¢é uma simetrizagao de f. Agora seja (a,b)
um intervalo de valores regulares de f. De modo analogo ao feito no caso da desigualdade

deste teorema, obtemos

J IVF[Pdvg > BJ IVE[Pdve. (3.18)
f~1(a,b) (f*)7!(a,b)

Por outro lado, também usando o fato de f}, ser uma simetrizagao de f,,, para cadan € N

Ve lPavy > 6 | IV P

J'Q\fl(a,b) Q*\(f*)71(a,b)

Assim, de modo inteiramente analogo a equagao (3.15),

VP > 6 | IV Py,

Jﬂ\f—l(a,b) O\ (f*)~1(a,b)

Por outro lado, da equacao (3.17) e da equagio acima, respectivamente,

J |Vfl[Pdvg = J |Vf||Pdvg —J |Vf][Pdvg
f~1(a,b) Q O\f-1(a,b)

—B| IVFIPa -] vepay,
JO* QO\f~!(a,b)
"
<p| Ivrirav—g| IVFPav,
Jor Q*\(f*)1(a,b)
—B IV PV (3.19)
J(f*)"1(a,b)
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Portanto, das desigualdades (3.18) e (3.19), obtemos

| vepav, =8 |V Pav;,
f~1(a,b) (f*)~1(a,b)

Com isso, obtemos Vol(f~1(t)) = Vol((f*)~(t)), para qualquer valor regular t de f. Mas a
igualdade na desigualdade isoperimétrica de Gromov (teorema 2.4) implica na existéncia
de uma isometria de M em S}* que envia Q¢ em QF. Seja (tn)neny uma sequéncia de
valores regulares de f que converge para 0. Entao ., sao bolas geodésicas de mesmo

centro contidas em Q com lim;,_,, Vol(Qy,, ) = Vol(Q) |

3.3 Teorema do tipo Lichnerowicz-Obata para o opera-
dor p-Laplaciano

Teorema 3.3. (Teorema 3.1 de [24]). Seja M uma variedade Riemanniana m-dimensional

compacta. Suponha que existe k > 0 tal que ric™ > (m — 1)k. Entdo, para p > 1
Al,p(M) > Al,p (S]T)
A igualdade vale se, e somente se, M for isométrico a S™.

Teorema 3.4. (Teorema 3.2 de [24]). Seja M uma variedade Riemanniana m-dimensional

M

compacta. Suponha que existe kK > 0 tal que ric™ > (m — 1)k > 0. Entao, para p > 2

temos a estimativa

(m—1)k\"?
p—1 )

A demonstragao destes teoremas seguem a partir da pagina 43, pois para prova-los usa-

Ap(M) > (

remos agurmentos em rela¢do a dominios nodais (defini¢do 2.7), ou seja, as componentes

conexas de M\ f~1({0}). Em [27] Veron provou o seguinte resultado

Proposicao 3.1. (Veron) Seja M uma variedade Riemanniana m-dimensional. Seja
Tm a topologia de M, isto €, o conjunto dos abertos de M. Denote por /A o conjunto dos

pares de subconjuntos nao vazios disjuntos e abertos de M, isto €,
A= {(wl, Ws); Wi, we € T\[D, M}, w1 Nwy = @}-

FEntao

AMp(M)= min  {pp(wi), pp(ws)}.

(wr,wa)EA

Ademazts, se f € autofuncao nao nula associada a Ay p, entao f tem dois dominios nodais.
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Com isso, se M for compacta, entao f1(R,) e f1(R_) serao seus (tinicos) dominios
nodais. Com efeito, se existisse A dominio nodal com elementos x,y € A onde f(x) <0 e
f(y) > 0, como f(A) é conexo em R, pois A & conexo e f € W'P(M) C €°(M), obteremos
que f(A) D [f(x), f(y)] D {0}, ou seja, A N (M\Ff1(0)) # 0. Isso contaria o fato de A ser

nodal.

Lema 3.1. Seja f uma primeira autofungao de Ay, sobre M, uma variedade Riemanniana

compacta, p > 1 e A um dominio nodal sobre f. Entao

_ IA | V£|[Pdvg

Ap(M)
P J A lflPdvg
Demonstracao: Veja inicialmente que a funcao f possui valores positivos e negativos.

De fato, pela condicao de ortogonalidade, dada na expressao (3.1), temos
0= J [fP~2fdvy,  f#O.
M

Assim, ou f = 0 ou f muda sinal, donde concluimos nossa afirmacao, do fato de f # 0.
Agora, pelo teorema de densidade (corolario 2.5), podemos supor que f é o limite, em
WLP (M), de funcoes f,, € C*°(M) onde 0 é valor regular para cada f,. Pelo comem-
tario acima sobre dominios nodais, podemos supor, sem perda de generalidade, que
A = fY(R,). Desse modo, tome A, = f;}(R;). Como 0A, = f,;}(0) ¢ uma hiper-

superficie regular, pois 0 é valor regular de f,, para todo n € N, temos

Mp(M) | [P 2ffrdvg :J (Apf)fndvg = J —div (||VF||[P72VF)fadvg

JAn An An

=| —div (|VF||P?VF)fadv, —J (Vin, |VFP2VE)dv,
JAL An

+ | Vi, || VP 2V)dv,
JAR

=| —div (fn|]Vﬂ|p_2Vf)dVg+J [VF|P~2(Vfn, Vv,

JAR An

= || VP 2(VF, v)dv, +J | VE[[P~2(Vfn, V)dv,
JOA, An

= [VE[[P~2(Vfn, V)dvy, (pois frjoa, =0)
JAL

onde v é o vetor normal exterior a 0A,,. Portanto, para todo n € N,

A p(M) Ja, VAP (Vin, VH)dvg
P [ P dyg

(3.20)
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Como f,, converge para f em W'P(M), ou seja,

n—oo

lim (J o — fPdv + J IV — Vﬂ|pdvg> g
M M
e cada termo da parcela acima é nao negativo, devemos ter

lim J [ — fPdvg = 0

n—oo M

lim J Vel = IVFlI["dvg < lim J |V — VE[|Pdvy =0,
n—o0 M n—oo M

ou seja, fn, e || Vfn]|| convergem em LP(M) para f e || Vf||, respectivamente. Pelo corolario

2.3, podemos supor, a menos de subsequéncias, que f, e ||Vf,| e convergem uniforme-

mente para f e ||Vf||, respectivamente. Agora defina o seguinte funcional linear

Oulg) = | VAP, Va)dv,, Vg€ W (M)
Veja que, para qualquer g € C*(M),
@u(g) = | [ IVAlP2(7r. Tg)av,
gn IVF[P2|(VF,Vg)|dvg

< | IVAPEIVETTVlldyg

JAR

;
=| IVEIPHVglldvg

Tl

a 1/9 1/p
( (9 ave ) (| 19glrav, )
1/q 1/p
< ([ 1wtiravy) ([ i1wglrav, )

/4
< (IFfllwee )™l gllwe iy

N

Logo, obtemos que @,, é um funcional linear continuo, para cada n € N. Veja ainda que

®,,(g) converge para ®(g), para toda fungao g € (M), onde

cb(g)zj IVE[P2(VE, Vg)dve, Vg e W'P(M).
A
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Com efeito, veja inicialmente que para g € C*°(M) e n € N qualquer

< IVF[[P~2[(VF, Vg)|dvg

J/An

< AIIVpr’?IIVfIIHVgIIdVg

JAL

| awtr e vgay,
An\A

= VAPV glldvg

An\A

. 1/q

([ awaryravy) (] isira,)

JANA An\A

- 1/4 1/p
<] wiravs) (] ivalrav,)

JANA An\A
<

r 1/q
HVprdvg) sup HVg(x)H(J dv9>
M xEM An\A

= (IV1llp)" sup Vg0 Vol An\A) . (3.21)

1/p
<

1/p

Como M é compacta, f € WP(M) e estamos tomando g € C*(M), obtemos
(HVpr)p/q supyem IVg(x)|| < oco. Por outro lado, como f, converge uniformemente

para f temos para o > 0 qualquer e n suficientemente grande

ANA = {x € M;fn(x) >0,f(x) <0 elfn(x) —f(x)] < o}

C {x € M;[fn(x) — f(x)] < a}. (3.22)

Ainda, pelo fato de f,, convergir uniformemente para f, temos, pelo teorema 2.8, que f,

converge em medida para f. Dai, pela expressao (3.22), concluimos que

lim Vol(A,\A) = 0. (3.23)

n—oo

Logo, por (3.21) e (3.23), obtemos

nlgréo =0, (3.24)

J IVEIP2(VF, Vg)dv,
A\A

para toda g € C*(M). De modo inteiramente analogo, obtemos

lim
n—oo

L\\A | VF|P~2(VF, Vg)dvy| =0, (3.25)

para toda g € €°(M). Agora, como A,, = (A, \A)JU(ALNA) e A= (A\ALUA,NA),
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temos, para toda g € C*°(M),

D, (g) — B(g)] J ||Vﬂ|p2<VﬂV9>dVg—J IVEIP2(V1, Vgydv,
An A

=j ||Vf||p_2<Vf,V9>dVg+J IVEP2(VF, Vg)dv,
A\A

AnNA

[ VP vE TGy~ | 9 #(TE Vgl

JAa\A, AnNA

|| VAP Ygdv, £ | AP V),
n\A ANAR

_|_

< j IVF[P~2(VF, Vg)dvg
An\A

J IVEIP2(VF, Vg)dv,
A\An

Passando o limite com n — oo na desigualdade acima, concluimos por (3.24) e (3.25),
que

lim |0y (g) —®(g)| =0, (3.26)

n—o00
ou seja, @, (g) converge para ®@(g), para toda g € C°(M). Agora, pela proposi¢ao
2.3 segue que @, (f,) converge para @(f). De modo inteiramente anélogo, obtemos que
Y. (f) converge para W(f), onde

,(g) = j P 2gdvy, Vg e WEP(M)

n

‘W(g)::J [f[P~*fgdv,, Vge WHP(M).
A
Tomando limite com n — co na equagao (3.20), concluimos que

a vy = Al VTPV Thdvy [, [ 9TPdv,
1,p [ A [f[P—2ffdvg [ lfPdv,

Lema 3.2. Seja f uma primeira autofungao de A, em M, p > 1 e sejam A; = f 1 (Ry)

e Ay = f1(R_) os dominios nodais de f. Entdo

7\1,p(M) = Hl,p(Al) = Ml,p(Az)-

Demonstracao: Para cada i = 1,2 temos, da definicao de u; , e do lema acima, respec-

tivamente, que

(A < JalIVAIPY,
PET A Py

- Al,p (M)
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Com isso A1 (M) > max{p; (A1), W p(Az)}. Sejam fq, fy as primeiras autofunces do
problema de Dirichlet para A, em A; e A,, respectivamente. Estenda cada f; por zero

no complementar de A; e tome & € R satisfazendo
J If1 4 ofa[P2(f1 + ocfy)dvg =0,
M
ou seja, f satisfaz (3.1) e é uma func¢ao admissivel. Dai,

Al,p(M)J

Ay

[f1[Pdvg + 7\1,p(M)J locfo|Pdvg (3.27)

Az

:Al’p(M) (J |f1|pdvg + J |0(f2|pd\/g)
A1 A2

:Al,p(M) (J |f1 + (Xf2|pd\/g + J
Ay

As

|f1 + Oéf2|pd\/g>
:Al’p(M) J |f1 —+ (Xf2|pd\/g
M

r

< | VI 4+ afy)[[Pdvg
M

r

= ||V(f1 + (ng)”pd\/g +J ||V(f1 + OCf2)||pdVg

A1 AZ
—| IVtIPav + | et Py,
JA1 Ay
:M,p(Al)J |f1|pdVg+H1,p(A2)J |locfo[Pdvg (3.28)
Al A2
<Al,p(M)J |f1|Pdvg+A1,p(M)J ofylPdv. (3.20)
Al A2

Logo, destacando da desigualdade acima (3.27), (3.28) e (3.29), vemos que

MM |

Al

1 Pdvg + Al,p(M)J ofalPdv,

Az

(A |

1 Pdvg + ul,p(AQJJ lafylPdvg,
Ay

Az

ou seja,

(M) — (AL (JA |f1|pdvg) (M) — pup(A)] (L |ocf2|f’dvg) 0

Como IAI If1[Pdvg e IAQ locfa|Pd vy sdo termos positivos, concluimos que

7\1,p(M) = H1,p(A1) = P~1,p(A2)-
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Corolério 3.2. Seja p > 1 e f primeira autofuncao de Ay, em S™. Entao os dominios

m

nodais de f sao os hemisférios de S™, denotados por ST e S™. Além disso, vale

Mp(S™) = 1 p (ST = w1 p (ST

Demonstracao: Como f é radial, digamos em torno de xq € S™, tem-se que os domi-
nios nodais de f sao bolas geodésicas centradas em Xy, e —xy. Do contrario, existiriam
x € f1R,) ey e f1(R_), tais que r(x) = r(y), onde T é a funcao distancia de S™ em
relagao a xg. Mas isso contraria a radialidade de f. Denotemos por B; e By tais bolas,

respectivamente. Do lema 3.2, temos

p’l,p(Bl) = H1,p(32)-

Assim, pelo teorema de Faber-Krahn (teorema 3.2), Vol(B;) = Vol(B,), donde segue que
B; e By possuem o mesmo raio. Portanto B; = ST* e B, = S™, os hemiférios norte e sul
em relacao a Xg, respectivamente. [
Demonstracao do Teorema 3.3: Seja f a primeira autofuncao de A, sobre M e seja

Q =fYR,). Como
Vol(M) > Vol(f~'(R..)) + Vol (f ' (R_)) = Vol (f ' (R.)) + Vol ((—F) " (Ry)),

podemos, substituindo f por —f se necessario, supor que Vol(Q) < $Vol(M). Pelo lema
3.2
AMp(M) = 5 (Q). (3.30)

Agora, seja O* a bola geodésica de centro xg em S7* satisfazendo Vol(Q)/Vol(M) =
Vol(Q*)/Vol(S{'). Pelo teorema de Faber-Krahn (teorema 3.2)

Hip(Q) = p (QF). (3.31)
Como
.. Vol(Q) . 1/2Vol(M) S N
VOI(Q ) = VOI(M)VOI(Sk ) < WVOI(Sk ) = 2\/01(Sk ),

obtemos que QQ* estd contido no hemisfério de centro xg, que denotaremos por Si',. Do

coroléario 3.1

ip (QF) 2 wp (S ) = Aup (S (3.32)
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Das equagoes (3.30), (3.31) e (3.32), respectivamente, concluimos que
Al,p(M) > }\l,p (Sﬂl)

No caso de igualdade na hipotese deste teorema, também teremos a igualdade na equacao

(3.31), e pelo teorema de Faber-Krahn (teorema 3.2) M ¢é isométrico a S*.
|

Demonstracao do Teorema 3.4: Pelo teorema 3.3 é suficiente provarmos o teorema
3.4 para o caso M = Si*. No caso em que . = 2 temos o teorema de Licherowicz (teorema

0.3). Suponha p > 2. Para toda f € C*(M) temos
J ApfAfdvg = | —div (||[VF||P2VT)Afdv,
M M

= | —div (Af[|[VFf|[P72Vf)dv +J | VF|[P~2(VT, V(Af) )dvg
M M

= | [[VF|[P72(Vf, V(Af))dvg.
M

J

Pela formula de Weitzenbock (proposi¢ao 2.1)
1
J ApfAfdvy = J |V f|[P~?[Hess fl°dvg + —J IVEIP2A(VE]?)dvg
M M 2 Im
+J V[P~ ?ric™ (VF, V) dvy. (3.33)
M
Ademais,
J IVEP2A(|VE]*)dvg =—J [VF|[P~2div [V ([|VF]]*)]dvg
M M
= JM (V([IVFIP~2), V(IVF]]*) )dvg — JM div [| VP2V (| VT]*)]dvg
= | =21V VD21V (e v,
M
—2(p—2) | VAP V() v,
M
> 0.
Logo, da equacio (3.33) e pela hipotese da limitacao de ric™,

J ApfAfdvy > J VI[P 2ricM (VF, V)dvg > (m — l)kJ [VE[[P%dvy  (3.34)
M M M

Como f é suave em M, obtemos, por densidade, que a desigualdade acima ainda vale

para f € WHP(M) uma primeira autofun¢io de A, sobre M. Ainda para esta fungio f
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obtemos, pelo fato de f ser primeira autofuncao,

J ApFATAdVy = ALy (M)
M

JM

fP2fAfdv, = —Al,p(M)J [P ~2fdiv (VF)dv,
M

=Ap(M) " (V(IfIP~2), Vf)dvg — JM div [V([f[P72ff)]dv,

JM

=Ap(M) | ((p=2fP 2V (If)f + [fP2V1, VF)dv,

JM

=Ap(M) v {(p = 2)HPP*£(V(]), V) + [IP~2(VF, VT) dv,
=Ap(M) | {(p —2)IfP*f sinal(f)(VF, V) + [fP2(VF, V) }dvg
JM

=Ap(M) | {(p = 2)P Il + P2} VF]2d v

JM

=(p—1)Ap(M) J P2 || V]2 dvg.
M

Pela desigualdade de Holder (teorema 2.11), temos

1-2/p 2/p
| vty < o= ([ ) (Iv0r) e, G
M M

Sendo f primeira autofuncio de Ap, vale [,,[flPdvg = (A,(M))7 [, [VF[[Pdv,.

Portanto da desigualdade (3.35) acima
| apraravy < o= 10,0 | Py, (3.36)
M M

Das equagoes (3.34) e (3.36) segue o resultado.

3.4 Estimativas (inferior e superior) do tipo Cheeger
Aqui faremos estimativas do tipo Cheeger. Assim denotaremos por hy a constante

isoperimétrica de Cheeger (ver defini¢do 2.1).

Teorema 3.5. (Teorema 4.1 de [24]). Seja M uma variedade Riemanniana compacta.

Al,p(M) Z (m)p
P

O caso p = 2, é o teorema 0.5. Ademais, se ric™ > 0 entdo, por [15], hyn = 2/dm,

Entao, parap > 1,

onde dp € o diametro de M. Por [10], obtemos, do teorema 3.5, a seguinte estimativa

inferior de A, ,(M) em funcao de da,

2

7\1,p(M) P TW (p>1).
M
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Por outro lado, também podemos estimar A; ,(M) por cima em funcdo de dm e hm. E

o que nos diz os seguintes resultados:

Teorema 3.6. (Teorema 4.2 de [24]). Seja M uma variedade Riemanniana compacta.
Suponha que M tem curvatura seccional nao-negativa. Entao, para p > 1,

22p+2(m+p)m+p 1
(m—1)mtpr dRy

Al,p (M) <

Teorema 3.7. (Teorema 4.3 de [24]).Seja M uma variedade Riemanniana compacta.
Suponha que ric™ > —(m —1). Entdo, para p > 1, existe uma constante ¢ = c(m,p),

dependendo de m e p tal que
ALp(M) < c(hm + hyy).

Quando p = 2 nos teoremas 3.6 e 3.7, obtemos, respectivamente, os teoremas 0.6 e

0.7.

Obs 3.2.

(1) Quando a curvatura seccional de M € nao-negativa, obtemos, pelos teoremas 3.5 e

3.6, que
2p+2 m+p
2 < < 2 (m+p) L’
prdy, (m—1)m-tpr df,

ou seja, M p(M) = O(dy]).

(1) Sob as hipdteses do teorema 3.7, obtemos, pelos teoremas 3.5 e 3.7, que para uma
sequéncia de variedades Riemannianas compactas (Mj)jen, ou para uma sequéncia
de métricas Riemannianas (gj)jen em uma variedade Riemanniana M, isto €, M =
(Mj, g5), tem-se

lim Ay ,(M;) =0 <= lim hy, = 0.

j—o0 j—o0

Pelos teoremas 3.5 e 3.7, obtemos, para todo j € N

i, \ ,
T < )\LP(M)') < C(hMj +hMj )

Se limj_, o ham, = 0, entao obtemos lim;j_,« A1p(M;) = 0. Reciprocamente, pelo

teorema 3.5, obtemos, para todo j € N,
0 < iy < pALp(M)VP.

Assim, se lim; o Ay, (Mj) = 0, teremos limj_, o hp, = 0.
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Demonstracdo do Teorema 3.5: Seja f € WHP(M) a primeira autofungio de A,.
Pelo teorema de densidade (corolario 2.5), existe uma sequéncia de fung¢oes de Morse,
(fo)nen, que converge em W'P para f. Sejam A, = f'(R,) e B, = f'(R_). Como
cada 0A, = 0B,, = f,;1(0) é uma hipersuperficie regular e fechada, pois sendo cada f,,
de Morse, podemos supor 0 valor regular para cada f,,. Pelo mesmo argumento usado no
fim da demonstracao do lema 3.1, tem-se

Ja, IVEn|[Pdvg

n—00 fAn [frlPdvg

= A1p(M). (3.37)

Fixado n € N, para amenizar a notacao, assuma f = f,,, A = A,, e B = B,,. Pela

desigualdade de Holder (teorema 2.11),

GRS 2
A A

1/4 1/p
p(L (|f|P1)qdvg) (JA ||Vf||pdvg>
1-1/p 1/p
([ rave) (] 1vairav, )

[flPdv P
—p DT (] wiiea, )

( I Iflpdvg)

onde g é o conjugado de p, ou seja, 1/p + 1/q = 1. Dai, temos

[y lflPdvg  ~ pP S A IfPdvg ' '

/N

Assim, por (3.37) e (3.38), é suficiente provar que

JAllV(EP)[ldvg

M. 3.39
[ IfPdvg M (3.39)

Pela compacidade de M e do fato de f ser funcao de Morse, temos que, a menos de uma
quantidade finita de valores t, A(t) = (f?)~!(t) é uma hipersuperficie regular de M. Dai,
pela formula da coarea (teorema 2.2),

rsup P

[ iw ey = [ ([ 1w at
A A(t)

JO

rsup P
Jo Alt)

rsup P

— Vol (A(t))dt, (3.40)
JO
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onde doy denota o elemento de volume da métrica Riemanniana induzida sobre a hiper-
superficie A(t) = (fP)7!(t). Seja V(t) = (fp)_l((t,oo)). Suponhamos, sem perda de
generalidade, que Vol(A) < Vol(B). Disto e pela definigao de hpy (definigao 2.1)

Voln1(0Q2) _ Voln 1 (A(t))

hm = inf < 41
MT 08M T Vol(Q) Vol(V(1)) (341)
Logo, de (3.40) e (3.41), temos
sup fP
J IV (fP)||dvg = hMJ Vol(V(t))dt. (3.42)
A 0
Integrando por partes obtemos
sup fP sup fP sup fP
J Vol(V(t))dt = tVol(V(t)) — J t— [Vol(V(t))dt}
0 0 0 dt
sup fP
= —J t— [Vol(V(t))dt]. (3.43)
0 dt
Mas
d d
— | Vol(V(t))| = — d
VeIV = g | as
d sup fP
= V(fP) _ldGS)dt
dt L (JA(S) | |
sup fP
:J IV ()] do,
Als) t
_ —J V()] do. (3.44)
A(t)
Combinando (3.43), (3.44) e usando a formula da coarea, obtemos
sup fP sup fP
J Vol(V(t))dt :J J £V ()] ~'doy :J fPdv,. (3.45)
0 0 A(t) A

Portanto, de (3.42) e (3.45), concluimos que vale (3.39). O que conclui nossa demonstra-

Gao.
|

Demonstracao do Teorema 3.6: Seja x, € M. Entao existe uma constante 1y tal
que a funcao f = r — 1y, onde 1 é a funcao distancia de M em relacao a xg, satisfaz
fM [fP~2fdv, = 0. De fato, considere a fungao real

(t) = [ =t —tiav, = |

r— [P rdvy — J r—tP 'tdv,, teR.
M

M
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Dai veja que h é continua com lim;_ ., h(t) = —o0 e lim{_, o h(t) = co. Logo, nossa
afirmacao segue do teorema do valor intermediario. De posse disso, e da definicao do

primeiro autovalor de A, (expressao (3.1)), temos

Jm IVE[[Pdvg
S [flPdvg

Mas [|[Vf]| = [[V(r—=10)|| = [|VT]| = 1 em M\{xq U Cut(xq)}, onde Cut(xq) denota o cut

A p (M) < (3.46)

locus de xy (definicao 1.15). Entao

Vol(M
Ap(M) < M)
S [flPdvg

Usando o mesmo argumento de |10] para esta fun¢ao f =1 — 1, vemos que para

A(X’ﬁ = {X S M; |f(X)| Z Mdl\/{}a x € (0, 1)a B € <07 %)7

22
vale,
aB (1 — )™ Vol(M)
1(Axpg) = .
VO ( 7[5) 9
Com isso,
J [f[Pdvg >J [f[Pdvg
M Awp
oP (1 —2B)P J
> ———-4df dv
22p M Aus 9
oP(1—2B)P
= %dﬁa\@(}\aﬁ)
- aP(1—2B)P & (1 — o)™ Vol(M)
~ 22p M 2
1 — o)™ PR (1 —2B)P
- Lot e P2 voiw, (3.47)

Pelas equagao (3.46), a melhor estimativa superior para A; ;,(M) seria uma boa estimativa
inferior para [,, [f[Pdvy. Assim, pela estima inferior (3.47), devemos procurar um ponto
(«,B) € (0,1) x (0, 2) de modo que maximize (1—x)™ 'xP*!y(1—2y)P sobre o retangulo

aberto (0,1) x (0, %) Para isto, seja F: [0, 1] x [0, %] — R, dada por

F(x,y) = (1 —x)™ 'xP*'y(1 — 2y)P.

1

Como F é suave, em particular continua, sobre o compacto Q = [0, 1] x [O, 5], obtemos

que F atinge um méaximo neste compacto Q. Veja que Foqg =0e F > 0em (0,1) x (0, %),

pois

(1—x)™"2xP £0, vx € (0,1), (3.48)

y(1—2y)P #0, Wye (o, %)- (3.49)
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Logo F deve atingir seu méximo no aberto (0,1) x (0, %), justamente o que queremos.
Para encontrarmos o maximo, estudaremos os pontos criticos de F. Seja (x,y) um ponto

critico de F. Entao,
0=Fe(x,y) =[—(m—=1)(L—x)™ """ + (p+ 1)(1 —x)™'xP]y(1 —2y)".
Por (3.48),

0=—(m—1)1—x)"2xP + (p+1)(1—x)™ 'xP

= (1 —x)""2%P[—(m—1D)x+ (p+1)(1 —x)].
Agora por (3.49),

O=—(m—1)x+(p+1)(1—x)
=—(m—1)x+(p+1)—(p+1)x
=—(m+p)x+(p+1).

Assim,

1
x= 2L (3.50)
m+7p

Além disso,
0="Fy(xy) = (1—x)"""xPT(1 —2y)® —2py(1 —2y)P~ '],
donde, por (3.48),

0=(1—-2y)" —2py(1 —2y)*"
= (1—2y)" "1 —2y — 2py]

e, por (3.49),
0=1—2y—2py =1—2y(1+p).
Dai,
_ (3.51)
YT ap 1) '
Portanto

_(p+1 1
(x,B) = <m+p,2(p+1)> (3.52)
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é o unico ponto critico de F. Logo tal ponto deve ser, o tinico, ponto de méximo de F.

Substituindo este ponto na equagao (3.47), obtemos

_ m—1 +1 _
[ taravy < EmS PR g valm)

(1 - %)mil(ﬁié)pﬂﬂ;ﬂ) (1 - 2(p2+1))]D

22p+1
m—1\Mm—1/p+1\P+l 1 p_\P
) ) ()

m m 2 1 1
= R I (A Yol (M)

< (dm)PVol(M)

(m—l)mfl Lp
= P2 (dy)PVol(M)

22p+1
_pP 1 (m—1)m!
=S e (m g p)
pP (m—pm!

T 2242 (m  p)miP (dm)?Vol(M) (3:53)

(dm)PVol(M)

Substituindo a estimativa (3.53) acima em (3.46), concluimos que

22p—|—2 (TTL + p)m—l—p 1

MM S T gy

0 que encerra a demonstracao do teorema.

Demonstracao o Teorema 3.7: Seja X uma hipersuperficie que divide M em dois
dominios disjuntos A e B. Seja H = Vol(X)/inf{Vol(A), Vol(B)} e denote por B(r) o

m-volume da bola hiperbolica de raio 1, i.e,

B(r) = L( (exp,)"dE™

:J,[ senh(t)™ !dodt
0 m

= me senh(t)™ 'dt,

0
onde B(x, 1) é a bola de centro x e raio r em T,H™ e w,, é o volume (m — 1)-dimensional
da esfera unitaria S™ ! C T,H™. Agora seja o(r) = (d/dr)B(r) = wy(sinhT)™ !, o

(m — 1)-volume da correspondente esfera de raio r em H™. Em [6], Buser mostrou que

ol /aB(/2) 1.,
0= g = v (354
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onde ¢; < 1 é uma constante que depende da dimensao de M. Ainda por [6] podemos

tomar 1 suficientemente pequeno de modo que

g Pl 1 (3.55)

BMi(r) =8

onde, para B(x, 1) a bola de centro x e raio r em M, os conjuntos

A= {x € M;Vol(ANB(x,1)) > %VO](B(X, T))}

B= {x € M; Vol(B N B(x,T)) > %Vol(B(X, )}

sao nao vazios. Pela continuidade da aplicacao x — Vol (A N B(x, r)) — Vol(B N B(x, r))
vé-se, tomando a imagem inversa do {0} por esta aplicacdo, que A e B sdo separados
pelo subconjunto fechado X = {x e M; Vol(A N B(x, r)) = Vol(B N B(x, r))} Seja
Xt = {x € M;dist(x, X) < t} e veja que A, (M) < max{ul,p(;i),ul’p(g)}. Suponha
Ap(M) < ul,p(i). Agora, defina a funcao f : A—R por

—diSté’r"i), se x € X2™N K;
f(x) = o (3.56)
1, se x € A\X?".

Entdo ||Vf]| < 1/2r em X2'NA e |VF] = 0 em X2, Usando a equagdo (3.55) na estimativa

abaixo, obtida por Buser [6],

2 (4r)

B 4H B (4r)
B(r)j(r)

V2T ___ 7
Vol(X™) < B (1)

Vol(A) e vol(i\%2*)><1 )Vol(A),

obtemos
2B (4r)
B(r)i(r)

Entao, pela definicao de f e pelas estimativas (3.54), (3.55) e (3.57), acima

Vol(X?") < K

Vol(A) e VOl(/i\>~<2f)>%vO1(A). (3.57)

Ao(M) < 1y o(A) < JaIVE[Pdvg _ Jsorna IVEPdvg
SR PR [5 frdvy

~ 1 Jemadve 1 Jrenadvg

T 2r)p [ifrdvg  (20)P f?\\)??r fPdvg

1 Jgepadve 1 Vol(X2" N A)

(21)P [z Vg (27)P VOI(A\X2T)
4 B(4r) o 4 Bl4r) r

ST B T (2P () et

4
= anr

TC%+T,




Capitulo 3. Teoremas de comparacao do primeiro autovalor de A, 53

onde c;t" = [?3((4 ]) T Veja que ¢y > 1. Com efeito, sendo B(r) é o m-volume da bola
hiperbodlica de raio r > 0, vemos que [3 é uma funcao crescente, logo ) > 1. Por outro
lado, ¢; > 1. Com isso, c; " = %({”)) 1#7 > 1, donde ¢y > 1. Agora tome

1/8, se H < 1/c3,

S (3.58)
1/(8FHc2), se H >1/c3

Observe que T varia continuamente, pois quando 3 = 1/c2 obtemos, em ambos os casos
da defini¢ao 3.58 acima, r = 1/8. Ademais, sempre temos v < 1/8 < 1. Dai, como p > 1

vemos

(i) 3 < 1/c2

4
Al,P(M) 9{(2r)pTC%+T
2? 3 141
—%(2.273) 277%¢y ®
_ g2 e
= 272pc2

1 141

= 2P 1, "
2p—1 .2
< H2*P 7 ¢}

< H2ZP 1P, (3.59)

(i) H >1/c2
4
(2r)p

22 —3 —2 1—|—
=K H e, T

(2- 2—39{—1c52)

— 271 Cr—l
2-2pH P, P

1

1—r
¢y

TC%+r

Al,p(M) < H

— HPo2p—1,P
= HP2 Cy

< P22 ich (3.60)
Assim, como Ay, (M) > 0, ganhamos, somando as estimativas (3.59) e (3.60), que
AMp(M) <227 1el (H + HP). (3.61)

Como X é uma hipersuperficie que divide M em dois dominios disjuntos A e B, obtemos

que X pertence as fronteiras de A e de B. Suponha, sem perda de generalidade, Vol(A) =
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inf{Vol(A), Vol(B)}. Dai, obtemos que

B Vol(X) ~ Vol(X) - Vol(0A)
~ inf{Vol(A), Vol(B)}  Vol(A) = Vol(A) "’

Sendo A qualquer, concluimos, pela definicao 2.1,
H < hm. (3.62)

Pelas desigualdades (3.62) e (3.61) concluimos a demonstracao.
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