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Resumo

Nesta dissertação, são estudadas estimativas para o primeiro autovalor de operador

p-Laplaciano em variedades Riemannianas suaves, completas e sem bordo. Tais resulta-

dos são extensões de resultados clássicos obtidos por Cheng, Faber-Krahn, Lichnerowicz-

Obata, Cheeger e Buser para o operador Laplace-Beltrami. O trabalho aqui desenvolvido

baseia-se no artigo "First eigenvalue for the p-Laplace operator" de Ana-Maria Matei

(Nonlinear Analysis, vol.39 (2000), p. 1051-1068).
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Abstract

In this dissertation, estimates are studied for the �rst eigenvalue of the operator p-

Laplacian on complete smooth Riemannian manifolds, without boundary. These results

are extensions of classical results obtained by Cheng, Faber-Krahn, Lichnerowicz-Obata,

Cheeger and Buser for the Laplace-Beltrami operator. The analysis presented here is

based on the article "First eigenvalue for the p-Laplace operator" Ana-Maria Matei

(Nonlinear Analysis, vol.39 (2000), p. 1051-1068).

vii



Sumário

Resumo vi

Abstract vii

Introdução 1

1 De�nições Básicas 4

1.1 Volume . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

1.2 Gradiente, Divergente, Laplaciano, Hessiano . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.3 Curvaturas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

2 Noções Preliminares 15

2.1 Fórmula de Weitzenböck . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

2.2 Desigualdades Isoperimétricas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

2.3 Noções de Análise Funcional . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

3 Teoremas de comparação do primeiro autovalor de ∆p 26

3.1 Teorema de Comparação do tipo Cheng para o primeiro autovalor do p-

Laplaciano . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

3.2 Uma desigualdade isoperimétrica do tipo Faber-Krahn . . . . . . . . . . . 32

3.3 Teorema do tipo Lichnerowicz-Obata para o operador p-Laplaciano . . . . 37

3.4 Estimativas (inferior e superior) do tipo Cheeger . . . . . . . . . . . . . . . 45

Referências . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

viii



Introdução

O operador Laplaciano, denotado por ∆, aparece naturalmente na modelagem mate-

mática de muitos fenômenos físicos, como a equação da onda, equação do �uxo do calor,

equação da membrana vibrante, etc. Seu uso em problemas matemático são inúmeros.

Em particular, em Geometria Diferencial, tem-se interesse nas possíveis relações do es-

pectro de ∆ entre duas variedades, considerando-se algumas hipóteses como condições das

curvatura destas variedades.

Mais recentemente observou-se, em alguns fenômenos físicos, modelos do tipo

∆pf = F(x, f), x ∈ Ω

f(x) = 0, x ∈ ∂Ω

onde Ω é um domínio de Rn e ∆p := −div (∥∇f∥p−2∇f) para 1 6 p <∞. Tal operador

é chamdiado p-Laplaciano, pois quando p = 2 coincide com o Laplaciano. Para p ̸= 2, o

operador ∆p tem aparecido em vários modelos físicos, relacionados à dinâmica dos �uidos.

A tensão de cisalhamento −→τ e o gradiente de velocidade ∇f estão relacionados de modo

que −→τ = r(x)∥∇f∥p−2∇f, onde para p = 2 (respectivamente, p < 2 e p > 2) se o �uido

é Newtoniano (respectivamente, pseudoplástico e dilatante). Ademais, ∆p aparece no

estudo de �uxo através de meios porosos (para p = 3/2), elasticidade não linear (p > 2)

e glaciologia (p ∈ (1, 4/3]) [18].

Com isso, vem-se tentando estender resultados clássicos da teoria elítica do Laplaciano

para o p-Laplaciano, tais como simplicidade do primeiro autovalor, estrutura espectral do

máximo, entre outros. Mas, diferentemente do Laplaciano, ∆p não é um operador linear

para p ̸= 2. Mesmo assim, adaptou-se um estudo espectral para ∆p. Dizemos que f é

uma autofunção de ∆p se existe λ real tal que

∆pf = λ|f|
p−2f.
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O número real λ é dito um autovalor de ∆p associado à autofunção f (para mais detalhes

conferir [20]). Um fato interessante é que mesmo ∆p não sendo linear (pois não é aditivo,

ou seja, em geral ∆p(f + g) ̸= ∆pf + ∆pg), se f for uma autofunção, então cf também

será, para toda constante real c. Com efeito,

∆p(cf) = −div (∥∇(cf)∥p−2∇(cf))

= −|c|p−2c div (∥∇f∥p−2∇f)

= |c|p−2c λ|f|p−2f

= λ|cf|p−2(cf).

O conjunto σp(M) dos autovalores não nulos de ∆p é um subconjunto ilimitado de (0,∞)

[16].

De�ne-se o tom fundamental como sendo

λ∗(Ω) := inf σp(M)

Nesta dissertação apresentaremos uma generealização para o p-Laplaciano de teoremas

clássicos de comparação do Laplaciano. No que segueM é uma variedade Riemannianam-

dimensional completa sem bordo e de diâmetro dM e Mk é a forma espacial de dimensão

m = dim(M) e curvatura seccional k. Denotaremos por B(x0, r0) a bola de centro

x0 e raio r0 em M, Vm(k, r0) a bola de raio r0 em Mk, por λ1 o tom fundamental do

Laplaciano e por µ1 o primeiro autovalor do Laplaciano com a condição de Dirichlet,

isto é, considerando apenas funções que se anulem no bordo. Disso, temos os seguintes

resultados clássicos do Laplaciano:

Teorema 0.1. (Cheng [11]). Se ricM > (m − 1)k, então para quaisquer x0 ∈ M,

r0 ∈ (0,dM)

µ1(B(x0, r0)) 6 µ1(Vm(k, r0)).

A igualdade ocorre se, e somente se, B(x0, r0) é isométrico a Vm(k, r0).

Teorema 0.2. (Faber−Krahn [1]). Seja Mm compacta. Suponha que existe uma cons-

tante positiva k tal que ricM > (m − 1)k. Seja Ω um domínio em M e Ω∗ uma bola

geodésica na esfera Euclidiana m-dimensional de curvatura seccional constante igual a k,

Sm
k , tal que

Vol(Ω)

Vol(Mm)
=

Vol(Ω∗)

Vol(Sm
k )

.
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Então,

µ1(Ω) > µ1(Ω
∗).

A igualdade vale se, e somente se, existe uma isometria de Mm em Sm
k que envia Ω em

Ω∗.

No que segue considere Mm compacta.

Teorema 0.3. (Lichnerowicz −Obata [7]). Se existe k > 0 tal que ricM > (m − 1)k,

então,

λ1(M
m) > λ1(Sm

k ).

A igualdade vale se, e somente se, M for isométrico a Sm.

Teorema 0.4. Se existe k > 0 tal que ricM > (m − 1)k > 0, então temos a seguinte

estimativa

λ1(M) > (m− 1)k.

Agora, sendo Ω subvariedade aberta de M, denotaremos por hM a constante isoperi-

métrica de Cheeger dada por

hM := inf
Ω⊂M

Voln−1(∂Ω)

Vol(Ω)
.

Teorema 0.5. (Cheeger [10]).

λ1(M) >
(
hM

2

)2

.

Teorema 0.6. (Cheeger [10]). Se M tem curvatura seccional não-negativa, então

λ1(M) 6 24(m+ 2)m+2

(m− 1)m−1

1
d2
M

.

Teorema 0.7. (Buser [6]). Se ricM > −(m− 1), então existe uma constante c = c(m),

dependendo de m, tal que

λ1(M) 6 c(hM + h2
M).

Em [24], Ana-Maria Matei generalizou estes teoremas para o p-Laplaciano. Veremos

detalhadamente tais demonstrações no Capítulo 3. No capítulo 2 apresentaremos alguns

resultados da teoria de comparação e de análise funcional que nos ajudarão nessa tarefa.

No capítulo 1 temos as de�nições básicas de Geometria Riemanniana.
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Capítulo 1

De�nições Básicas

Neste capítulo iremos estabelecer as notações a serem usadas e recordar de alguns conceitos

e fatos básicos, necessários ao desenvolvimento dos capítulos seguintes. As provas de

alguns dos resultados não serão feitas, mas em todo o texto �cará clara a referência para

obter tais justi�cativas.

Denotaremos porMn, ou simplesmenteM, uma variedade Riemanniana n-dimensional

suave, com a métrica g(·, ·) = ⟨·, ·⟩. ∇ será a conexão Riemanniana de M e X(M) será

o conjunto dos campos de vetores suaves ao longo de M. Dado p ∈M, indicaremos por

TpM o espaço tangente de M no ponto p e TM o �brado tangente de M. Os resultados

deste capítulo podem ser encontrados em [8], [9], [12] e [26].

1.1 Volume

De�nição 1.1. Seja M um espaço topológico. Se f : M −→ R é uma função real sobre

M, chamaremos de suporte de f, denotado por supp f, o fecho do conjunto dos pontos

onde f não se anula, ou seja,

supp f := {p ∈M; f(p) ̸= 0}.

De�nição 1.2. Seja M um espaço topológico. Uma coleção A de subconjuntos de M é

dita localmente �nita se cada ponto de M possui uma vizinhança que intercecta apenas

uma quantidade �nita de conjuntos em A.

De�nição 1.3. (Partição da unidade). Seja M um espaço topológico e seja

A = {Uα}α∈A uma cobertura, qualquer, de abertos sobre M. Uma partição da uni-
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dade subordinada a A é uma coleção de funções contínuas {ψα :M −→ R}α∈A, com as

seguintes propriedades:

(i) 0 6 ψα(x) 6 1, para todo α ∈ A e todo x ∈M.

(ii) supp ψα ⊂ Uα.

(iii) O conjunto dos suportes {supp ψα}α∈A é localmente �nito.

(iv)
∑

α∈Aψα(x) = 1, para todo x ∈M.

Se M for uma variedade suave e cada função ψα também for suave, diremos que tal

partição da unidade é suave.

Teorema 1.1. (Existência de partição da unidade). Se M é uma variedade suave e

A = {Uα}α∈A é uma cobertura, qualquer, de abertos de M, então existe uma partição da

unidade suave subordinada a A.

Demonstração: Ver [22].

Dada (M,g) uma variedade Riemanniana n-dimensional suave, seja {(Ωα,φα)}α∈A

um atlas suave sobre M. Pelo Teorema 1.1, obtemos uma partição da unidade suave,

{ψα}, subordinada ao conjunto A = {Ωα}α∈A. Dada f : M −→ R uma função contínua

com suporte compacto, de�nimos a integral de f sobre um domínio Ω ⊂M por∫
Ω

fdνg =
∑
α∈A

∫
φα(Uα∩Ω)

(
f ◦φ−1

α

)(
ψα ◦φ−1

α

)√
|g|dx,

onde |g| é o determinante da matriz (gij), representada pelos coe�cientes da métrica g no

atlas acima e dx é o elemento de volume do Rn. Pela notação acima, diremos que dνg é

o coe�ciente de volume de M. Quando f ≡ 1 é a função constante 1 e Ω é um domínio

limitado, então ∫
Ω

dνg = Vol(Ω).

1.2 Gradiente, Divergente, Laplaciano, Hessiano

De�nição 1.4. (Referencial Local Móvel) Sejam Mn uma variedade, p ∈ M e U

uma vizinhança de p onde é possível de�nir campos X1, . . . ,Xn ∈ X(M), de modo que em

cada q ∈ U, os vetores {Xi(q), i = 1, . . . ,n} formam uma base de TqM. Diremos, neste
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caso, que {Xi, i = 1, . . . ,n} é um referencial móvel em U. Se o conjunto de campos

X1, . . . ,Xn ∈ X(M) são dois a dois ortonormais, isto é, formam uma base ortonormal de

TqM para cada q ∈ U, então dizemos que {Xi, i = 1, . . . ,n} é um referencial ortonormal

local.

De�nição 1.5. (Gradiente) Seja f :Mn −→ R uma função suave. O gradiente de f é

o campo vetorial suave ∇f ∈ X(M), de�ndo sobre M por

⟨∇f,X⟩ = X(f), (1.1)

para todo X ∈ X(M).

É imediato, a partir da de�nição acima, que o gradiente de uma função suave é unicamente

determinado por (1.1). A existência é assegurada pela proposição a seguir.

Proposição 1.1. Seja f : Mn −→ R uma função suave e {X1, . . . ,Xn} um referencial

ortonormal local em uma vizinhança aberta U ⊂M. Então, em U temos

∇f =
n∑

j=1

Xj(f)Xj, (1.2)

e o segundo membro da igualdade acima independe do referencial escolhido.

Demonstração: Seja ∇f =
∑n

i=1 aiXi. Então,

Xi(f) = ⟨∇f,Xj⟩ =
⟨ n∑

i=1

aiXi,Xj

⟩
= aj.

Logo

∇f =
n∑

i=1

Xi(f)Xi.

Por outro lado, se {Y1, . . . , Yn} for um outro referencial ortonormal em U com

Yj =
∑n

i=1 aijXi em U, então a matriz (aij(x)) é ortogonal em todo ponto x ∈ U.

Daí,
n∑

j=1

Yj(f)Yj =

n∑
j,i,k=1

aijakjXi(f)Xk =

n∑
j,i,k=1

δikXi(f)Xk =

n∑
j=1

Xi(f)Xi.

Proposição 1.2. Se f,g :Mn −→ R são funções diferenciáveis (suaves), então

(a) ∇(f+ g) = ∇f+∇g.
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(b) ∇(fg) = g∇f+ f∇g.

Demonstração: Para qualquer X ∈ X(M), temos

⟨∇(f+ g),X⟩ = X(f+ g) = X(f) + X(g) = ⟨∇f,X⟩+ ⟨∇g,X⟩ = ⟨∇f+∇g,X⟩

e

⟨∇(fg),X⟩ = X(fg) = X(f)g+ fX(g) = ⟨∇f,X⟩g+ f⟨∇g,X⟩ = ⟨g∇f+ f∇g,X⟩.

Donde concluimos o resultado.

Proposição 1.3. Seja f :Mn −→ R uma função diferenciável (suave). Dados p ∈M e

υ ∈ TpM, seja α : (−ε, ε) −→M uma curva suave tal que α(0) = p e α ′(0) = υ. Então

⟨∇f,υ⟩p =
d
dt

(f ◦ α)(t)
∣∣∣∣
t=0

= υ(f).

Demonstração: Imediata. Para detalhes ver [12].

Corolário 1.1. Se f :M −→ R e ϕ : R −→ R são funções suaves, então

∇(ϕ ◦ f) = ϕ ′(f)∇f.

Demonstração: Seja p ∈ M, v ∈ TpM e α : (−ε, ε) −→ M uma curva suave tal que

α(0) = p e α ′(0) = v. Então, pela proposição anterior,

⟨∇(ϕ ◦ f)(p), v(p)⟩ = d
dt

(ϕ ◦ f ◦ α)(t)
∣∣∣∣
t=0

= ϕ ′(f(p))
d
dt

(f ◦ α)(t)
∣∣∣∣
t=0

= ϕ ′(f(p))⟨∇f(p), v(p)⟩

= ⟨ϕ ′(f(p))∇f(p), v(p)⟩

De�nição 1.6. (Divergente) Seja X um campo vetorial suave em Mn. A divergência

de X é a função suave em M dada por

div X : M −→ R

p 7−→ (div X)(p) = tr{υ 7−→ (∇υX)(p)}

onde υ ∈ TpM e tr denota o traço de operador linear entre chaves.
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Dizemos que um referencial (ortonormal) {X1, . . . ,Xn} em um aberto U ⊂M é geodésico

em p ∈ U se (∇Xi
Xj)(p) = 0 para todos 1 6 i, j 6 n.

Proposição 1.4. Seja X um campo suave em Mn e {X1, . . . ,Xn} um referencial

ortonormal local em uma vizinhança aberta U ⊂M. Se X =

n∑
i=1

aiXi em U, então

div X =

n∑
i=1

(
Xi(ai) − ⟨∇Xi

Xi,X⟩
)
. (1.3)

Em particular, se o referencial for geodésico em p ∈ U, então temos em p que

div X =

n∑
i=1

Xi(ai).

Demonstração:

Pela de�nição de divergência de um campo vetorial, temos

div X =

n∑
i=1

⟨∇Xi
X,Xi⟩ =

n∑
i=1

Xi⟨X,Xi⟩− ⟨X,∇Xi
Xi⟩ =

=

n∑
i=1

(
Xi(ai) − ⟨X,∇Xi

Xi⟩
)

O resto segue da de�nição de referencial geodésico.

Proposição 1.5. Se X, Y são campos vetoriais suaves em Mn e f : Mn −→ R é uma

função suave, então

(a) div (X+ Y) = div X+ div Y.

(b) div (fX) = f(div X) + ⟨∇f,X⟩.

Demonstração: Vide [9].

Teorema 1.2. (Divergência) Seja M uma variedade Riemanniana orientada e Ω um

domínio de M com fronteira suave ∂Ω. Se ν é um campo vetorial normal unitário ao

longo de ∂Ω, então para X ∈ X(M), com suporte compacto em M temos∫
Ω

div Xdνg =

∫
∂Ω

⟨X,ν⟩da.

Demonstração: Vide [9].



Capítulo 1. De�nições Básicas 9

De�nição 1.7. (Laplaciano) Sejam M uma variedade Riemanniana e f : M −→ R

uma função suave. O Laplaciano de f é a função ∆f :M −→ R dada por

∆f = −div (∇f). (1.4)

Proposição 1.6. Seja f : Mn −→ R uma função suave e {X1, . . . ,Xn} um referencial

ortonormal em um aberto U ⊂M. Então

−∆f =

n∑
i=1

(
Xi(Xi(f)) − (∇Xi

Xi)(f)
)

(1.5)

Em particular, se o referencial for geodésico em p ∈ U, então temos em p que

−∆f =

n∑
i=1

Xi(Xi(f)).

Demonstração:

Pela proposição 1.1, temos que ∇f =

n∑
i=1

Xi(f)Xi. Agora, segue da de�nição de

laplaciano de uma função e da proposição 1.4 que

−∆f = div (∇f) =
n∑

i=1

(
Xi(Xi(f)) − ⟨∇Xi

Xi,∇f
⟩) (1.1)

=

n∑
i=1

(
Xi(Xi(f)) − (∇Xi

Xi)(f)
)
.

De�nição 1.8. (Hessiano) Seja f :M −→ R uma função suave. O Hessiano de f em

p ∈M é o operador linear
(
Hess f

)
p
: TpM −→ TpM, dado por

(
Hess f

)
p
(υ) = ∇υ∇f.

Segue das propriedades da conexão Riemanniana que se X ∈ X(M) é qualquer extensão

de υ em uma vizinhança de p ∈M, então

(
Hess f

)
p
(υ) =

(
∇X∇f

)
(p).

Proposição 1.7. Se f : M −→ R é uma função suave e p ∈ M, então(
Hess f

)
p
: TpM −→ TpM é um operador linear auto-adjunto.

Demonstração: Vide [12].

Proposição 1.8. Se f :M −→ é uma função suave, então

−∆f = tr
(
Hess f

)
. (1.6)
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Demonstração: É su�ciente provar a igualdade do enunciado em cada p ∈ M, pois

−∆f = div (∇f) e o div (∇f) é uma função real em M. Para tanto, seja U ⊂ M uma

vizinhança de p onde esteja de�nido um referencial móvel {X1, . . . ,Xn}. Então,

tr
(
Hess f

)
p
=

⟨(
Hess f

)
p
(Xi),Xi

⟩
=

⟨(
∇Xi

∇f
)
,Xi

⟩
p
=

= div
(
∇f

)
(p) = −∆f(p).

1.3 Curvaturas

De�nição 1.9. (Curvatura) A curvatura R de uma variedade Riemanniana M

é uma correspondência que associa a cada par X, Y ∈ X(M) uma aplicação

R(X, Y) : X(M) −→ X(M) dada por

R(X, Y)Z = ∇Y∇XZ−∇X∇YZ+∇[X,Y]Z, ∀Z ∈ X(M),

onde ∇ é a conexão Riemanniana de M.

Observe que se M = Rn, então R(X,Y)Z = 0 para todo X, Y, Z ∈ X(Rn).

Em termos de um sistema de coordenadas (U, x1, . . . , xn) em torno de p ∈ M. Seja

Xi =
∂

∂xi
. Como [Xi,Xj] = 0, obteremos

R(Xi,Xj)Xk = ∇Xj
∇Xi

Xk −∇Xi
∇Xj

Xk.

E ainda, ∇Xi
Xk =

∑
l

Γ likXl e ∇Xj
Xk =

∑
l

Γ ljkXl. Daí,

R(Xi,Xj)Xk = ∇Xj
∇Xi

Xk −∇Xi
∇Xj

Xk =
∑
l

∇Xj
Γ likXl −

∑
l

∇Xi
Γ ljkXl =

=
∑
l

[
Xj(Γ

l
ik)Xl + Γ

l
ik∇Xj

Xl

]
−
∑
l

[
Xi(Γ

l
jk)Xl + Γ

l
jk∇Xi

Xl

]
=

=
∑
l

[
Xj(Γ

l
ik)Xl + Γ

l
ik

∑
s

ΓsjlXs − Xi(Γ
l
jk)Xl − Γ

l
jk

∑
s

ΓsilXs

]
=

=
∑
s

[
∂

∂xj
(Γsik) −

∂

∂xi
(Γsjk) +

∑
l

(
Γ likΓ

s
jl − Γ

l
jkΓ

s
il

)]
Xs.

Proposição 1.9. A curvatura R de uma variedade Riemanniana goza das seguintes

propriedades:
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(i) R é C∞(M)-bilinear em X(M)× X(M), isto é,

R(fX1 + gX2, Y1) = fR(X1,Y1) + gR(X2,Y1),

R(X1, fY1 + gY2) = fR(X1, Y1) + gR(X1, Y2),

f, g ∈ C∞(M), X1, X2, Y1, Y2 ∈ X(M).

(ii) Para todo par X, Y ∈ X(M), o operador curvatura R(X,Y) : X(M) −→ X(M) é

C∞(M)-linear, isto é,

R(X,Y)(Z+W) = R(X,Y)Z+ R(X, Y)W,

R(X, Y)(fZ) = fR(X, Y)Z,

f ∈ C∞(M), Z, W ∈ X(M).

(iii) Vale a Primeira Identidade de Bianchi.

R(X,Y)Z+ R(Y,Z)X+ R(Z,X)Y = 0. (1.7)

(iv) Para todo X, Y, Z, T ∈ X(M) valem as seguintes propriedades de simetria:

(a) ⟨R(X, Y)Z, T⟩+ ⟨R(Y,Z)X, T⟩+ ⟨R(Z,X)Y, T⟩ = 0

(b) ⟨R(X, Y)Z, T⟩ = −⟨R(Y,X)Z, T⟩

(c) ⟨R(X, Y)Z, T⟩ = −⟨R(X, Y)T ,Z⟩

(d) ⟨R(X, Y)Z, T⟩ = ⟨R(Z, T)X, Y⟩.

Demonstração: Vide [12].

De�nição 1.10. (Curvatura Seccional) Dado um ponto p ∈ M e um subespaço bi-

dimensional σ ⊂ TpM, o número real

K(σ) = K(x,y) =
⟨R(x,y)x,y⟩

|x∧ y|2
,

onde {x,y} é uma base qualquer de σ e | x∧y |2= ⟨x, x⟩⟨y,y⟩− ⟨x,y⟩2 é a área do parale-

logramo determinado por x e y, é chamado curvatura seccional de σ em p (veri�ca-se

que K(σ) não depende da escolha dos vetores x,y ∈ σ).
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No caso particular em que M tem curvatura seccional constante, digamos, K0, isto é,

para todo ponto p ∈ M e para todo plano σ ⊂ TpM, K(σ) = K0 temos que o tensor de

curvatura de M, RK0 , é dado simplesmente por

RK0(x,y)z = K0(⟨x, z⟩y− ⟨y, z⟩x), ∀x,y, z ∈ TpM.

De�nição 1.11. (Formas Espacais) SejaM uma variedade Riemannianam-dimensional.

Se M tiver curvatura seccional constante igual a k, então diremos que M é uma forma

espacial de dimensão m curvatura seccional constante k. Para M variedade qualquer,

denotaremos por Mk a forma espacial de curvatura seccional constante k e dimensão

m = dim(M).

As variedades Riemannianas de curvatura seccional constante desempenham um papel

fundamental no desenvolvimento da Geometria Riemanniana, por possuirem uma geome-

tria relativamente simples e bem conhecida. Servem como espaços modelo para geometria

de comparação. Construções geométricas com tais espaços são menos complicadas de

serem feitas do que quando se considera variedades abstratas quaisquer.

De�nição 1.12. (Tensor de Ricci) Sejam M uma variedade Riemanniana. Dados X,

Y ∈ X(M) o tensor de Ricci é de�nido por

ricM(X, Y)(p) = tr
{
z 7−→

(
R(X, z)Y

)
(p)

}
,

ou se {X1, . . . ,Xn} é um referencial ortonormal local

ricM(X,Y) =
n∑

i=1

⟨R(X,Xi)Y,Xi⟩.

De�nição 1.13. (Curvatura Ricci) Sejam M uma variedade Riemanniana, p ∈M, x

um vetor unitário em TpM. A curvatura Ricci de M na direção x em p é de�nida por

RicMp (x) = ricM(x, x)(p). (1.8)

Se {z1, . . . , zn−1, zn = x} for uma base ortonormal de TpM, então (ver [12]), a curvatura

Ricci pode ser escrita como

RicMp (x) =

n−1∑
i=1

⟨R(x, zi)x, zi⟩. (1.9)
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Seja Mk é a forma espacial de curvatura seccional constante k, n-dimensional. Seja

{X1, . . . ,Xn} um referencial ortonormal local em torno de p ∈ Mk. Então o tensor de

Ricci de Mk na direção p é dada por

ricMk(X,Y)(p) =
n∑

i=1

⟨R(X,Xi)Y,Xi⟩

=

n∑
i=1

⟨k(⟨X,Y⟩Xi − ⟨Xi,Y⟩X),Xi⟩

= k

n∑
i=1

⟨⟨X,Y⟩Xi − ⟨Xi,Y⟩X,Xi⟩

= k

n∑
i=1

(
⟨X, Y⟩⟨Xi,Xi⟩− ⟨Xi,Y⟩⟨X,Xi⟩

)
= k

n∑
i=1

⟨X,Y⟩− k
n∑

i=1

⟨Xi,Y⟩⟨X,Xi⟩

= kn⟨X,Y⟩− k⟨X,Y⟩

= k(n− 1)⟨X, Y⟩.

Em particular, obtemos que a curvatura Ricci de Mk na direção X, unitário, é dada por

RicMk
p (X) = ricMk(X,X) = k(n− 1)⟨X,X⟩ = k(n− 1).

Assim, para M uma variedade Riemanniana e C ∈ R qualquer, diremos que

ricM > C,

quando

ricM(X,X)(p) > C⟨X,X⟩,

para todo p ∈M e todo X ∈ X(M).

De�nição 1.14. (Curvatura Escalar) Sejam M uma variedade Riemanniana, p ∈M

e {z1, . . . , zn−1, zn} uma base ortonormal de TpM. A curvatura escalar de M em p é

de�nida por

K(p) =

n∑
j=1

RicMp (zj). (1.10)

A curvatura Ricci e a curvatura escalar não dependem da escolha das correspondentes

bases ortonormais, ver [12].



Capítulo 1. De�nições Básicas 14

De�nição 1.15. (Ponto de Mínimo, Cut Point, Cut Locus) Seja M uma variedade

Riemanniana completa, seja p ∈ M e seja γ : [0,∞) −→ M uma geodésica normalizada

com γ(0) = p. Em [12] vê-se que se t > 0 é su�cientemente pequeno dist(γ(0),γ(t)) = t,

ou seja, γ([0, t]) é uma geodésica minimizante. Ademais, se γ(t1) não é minimizante, o

mesmo se passa para todo t > t1. Por continuidade, o conjunto dos números t > 0 para os

quais dist(γ(0),γ(t)) = t é da forma [0, t0] ou [0,∞). Se Iγ = {t > 0; dist(γ(0),γ(t)) = t}

então Iγ é conexo e se Iγ for limitado e t0 = sup Iγ, chamaremos γ(t0) de ponto de

mínimo de p ao longo de γ e t0 = sup Iγ de cut point. Se Iγ for ilimitado, dizemos que

γ é um raio geodésico e, para quaisquer t1, t2 ∈ [0,∞), γ|[t1,t2] é geodésica minimizante

ligando γ(t1) a γ(t2). Chamaremos de cut locus de p o conjunto dos pontos mínimos

de p ao longo de todas as geodésicas de M que partem do ponto p. Tal conjunto será

denotado por Cut(p).

0

x

exp

M

T Mx

0

0

x0

Figura 1.1: Cut Locus



Capítulo 2

Noções Preliminares

2.1 Fórmula de Weitzenböck

Lema 2.1. (Identidade de Ricci). Seja M uma variedade Riemanniana n-dimensional

e {Xi}
n
i=1 um referencial móvel local em uma vizinhança de p ∈ M. Se f : M −→ R é

uma função suave, então para 1 6 i, j,k 6 n

fkji = fkij +

n∑
s=1

Rs
ijkfs, (2.1)

onde

fi = Xi(f) = ⟨∇f,Xi⟩

e Rs
ijk são os coe�cientes do tensor de curvatura R, com relação o referencial {Xi}

n
i=1,

dados por

R(Xi,Xj)Xk =

n∑
s=1

Rs
ijkXs.

Demonstração: Ver [13].

Proposição 2.1. (Fórmula de Weitzenböck). Seja M uma variedade Riemanniana

n-dimensional. Se f :M −→ R é uma função suave, então

⟨∇f,∇(∆f)⟩ = |Hess f|2 +
1
2
∆(∥∇f∥2) + ricM(∇f,∇f),

onde Hess denota o Hessiano de f.

Demonstração: Considere uma sistema local de coordenadas em torno de um ponto

p ∈M qualquer e {Xi}
n
i=1 um referencial móvel local em uma vizinhança de p, geodésico

em p. Denotaremos

fi = Xi(f) = ⟨∇f,Xi⟩.

15
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Disso, obtemos pela proposição 1.1

∥∇f∥2 =
n∑

i=1

f2i .

Derivando a expressão acima em relação a j, tem-se

(∥∇f∥2)j =
∂

∂xj
(∥∇f∥2) = (

n∑
i=1

f2i)j = 2
n∑

i=1

fifij,

isto é,
1
2
(∥∇f∥2)j =

n∑
i=1

fifij.

Derivando a expressão acima, novamente em relação a j,

1
2
(∥∇f∥2)jj =

n∑
i=1

(f2ij + fifijj).

Pela proposição 1.6, obtemos

−
1
2
∆(∥∇f∥2) = 1

2

n∑
j=1

(∥∇f∥2)jj =
n∑

j=1

n∑
i=1

(f2ij + fifijj) =

n∑
i,j=1

(f2ij + fifijj). (2.2)

Como o Hessiano é um 2-tensor covariante simétrico temos fij = fji e portanto fijj = fjij.

Assim, pela Identidade de Ricci (lema 2.1),

fijj = fjij = fjji +

n∑
k=1

Rk
ijifs.

Substituindo essa expressão na equação (2.2), obtemos

−
1
2
∆(∥∇f∥2) =

n∑
i,j,k=1

[f2ij + fi(fjji + R
k
ijifs)].

Portanto,

−
1
2
∆(∥∇f∥2) =

n∑
i,j=1

f2ij +

n∑
i,j=1

fifjji +

n∑
i,j,k=1

Rk
ijifkfi

= |Hess f|2 −
n∑

i=1

fi(∆f)i +

n∑
i,k=1

Rkifkfi

= |Hess f|2 − ⟨∇f,∇(∆f)⟩+
n∑

i,k=1

ricM(Xk,Xi)fkfi

= |Hess f|2 − ⟨∇f,∇(∆f)⟩+ ricM
( n∑

k=1

Xkfk,
n∑

i=1

Xifi

)
= |Hess f|2 − ⟨∇f,∇(∆f)⟩+ ricM(∇f,∇f).

Com isso concluimos a demonstração.
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Teorema 2.1. (Hopf−Rinow). Seja M uma variedade Riemanniana e seja p ∈M. As

a�rmações abaixo são equivalentes:

(a) expp está de�nida em todo TpM.

(b) Os conjuntos limitados e fechados em M são compactos.

(c) M é completa como espaço métrico.

(d) M é geodesicamente completa.

(e) Existe uma sucessão de compactos Kn ⊂ M, Kn ⊂ int(Kn+1) e ∪nKn = M, tais

que se qn /∈ Kn, então dist(p,qn) → ∞, ou seja, dist(p,M\Kn) → ∞.

Além disso, cada uma das a�rmações acima implicam que

(f) Para todo q ∈ M existe uma geodésica γ ligando p a q com comprimento de γ =

dist(p,q).

Demonstração: Ver [12].

Corolário 2.1. Se M é compacta, então M é completa.

2.2 Desigualdades Isoperimétricas

De�nição 2.1. Seja M uma variedade Riemanniana. Para cada subvariedade aberta

Ω ⊂M, com fecho compacto e fronteira suave de�nimos a constante de Cheeger, hM,

por

hM = inf
Ω

Voln−1(∂Ω)

Vol(Ω)
.

No que se segue, sejaM uma variedade Riemannianam-dimensional e V seu elemento

m-dimensional de volume.

Teorema 2.2. (Fórmula da coarea). Seja Ω uma domínio compacto de M. Seja

f : Ω −→ R uma função em C0(Ω) ∩ C∞(int(Ω)), onde f|∂Ω = 0. Para qualquer valor

regular t de |f|, sejam

Γ(t) = |f|−1(t), A(t) = A(Γ(t)),

e dAt o elemento (m− 1)-dimensional de volume de Γ(t). Então

dV|Γ(t) =
dAtdt
∥∇f∥

, (2.3)
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e para qualquer função ϕ ∈ L1(Ω) temos∫
Ω

ϕ∥∇f∥dV =

∫ sup f

0

dt
∫
Γ(t)

ϕdAt. (2.4)

Demonstração: Ver [9].

Teorema 2.3. (Bishop). Seja M uma variedade Riemanniana compacta m-dimensional

tal que ricM > (m− 1)k > 0. Então para todo x0 ∈M e r0 > 0, temos

Vol(B(x0, r0)) 6 Vol(Vm(k, r0)),

onde B(x0, r0) é a bola de centro x0 e raio r0 em M e Vm(k, r0) é uma bola de raio r0 em

Mk, o espaço de curvatura constante k e de mesma dimensão que M. A igualdade vale

se, somente se, B(x0, r0) é isometrico a Vm(k, r0).

Demonstração: Ver [9].

Teorema 2.4. (Desigualdade de Gromov). SejaM uma variedade Riemanniana com-

pacta m-dimensional tal que ricM > (m − 1)k > 0 e seja Mk a esfera m-dimensional de

curvatura seccional igual a k > 0. Então o teorema de Bishop (teorema 2.3) nos dá que

β :=
Vol(M)

Vol(Mk)
6 1.

Assim para qualquer Ω ⊂M podemos associar um disco Ω∗ ⊂ Mk satisfazendo

Vol(Ω) = βVol(Ω∗).

Então

Voln−1(∂Ω) > Voln−1(∂Ω
∗)

e a igualdade vale se, e somente se, existe uma isometria de M em Mk que envia Ω em

Ω∗.

Demonstração: Ver [9].

Teorema 2.5. (Comparação de Volume de Bishop−Gromov). Seja Mm uma vari-

edade Riemanniana completa e suponhamos que, para k constante,

ricM > (m− 1)k.

Então

Vol(B(x0, r0)) 6 Vol(Vm(k, r0)).

onde Vm(k, r0) é uma bola geodésica de raio r em Mk, a forma espacial de curvatura

seccional constante k. A igualdade vale, se toda curvatura seccional ao longo de geodésicas

ligando x0 a x, para planos contendo o vetor radial, for constante igual a k.
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2.3 Noções de Análise Funcional

Nesta seção veremos alguns elementos de análise funcional que usaremos no próximo

capítulo. Tais resultados foram extraídos de [4], [5], [25] e [17].

De�nição 2.2. Sejam E e F dois espaços vetoriais normados. Chamaremos de L(E, F) o

espaço dos operadores lineares contínuos (ou limitados) de E em F, munido da norma

∥T∥L(E,F) := sup{∥T(x)∥; x ∈ E, ∥x∥ = 1},

ou seja, os operadores lineares T : E −→ F, tais que ∥T∥L(E,F) <∞.

De�nição 2.3. (Espaços Dual e Bidual). Seja E um espaço vetorial. Se f : E −→ R

é uma função linear sobre E, isto é, f(αx + y) = αf(x) + f(y), para α ∈ R, x,y ∈ E,

quaisquer, diremos que f é um funcional linerar sobre E. Se E é normado, denotaremos

por E∗ = L(E,R) o conjunto dos funcionais lineares contínuos sobre E e o chamaremos

de espaço dual de E. Chamaremos ainda de E∗∗ = (E∗)∗ o espaço bidual de E. A tais

espaços equiparemos com a norma dada na de�nição 2.2.

De�nição 2.4. (Espaço de Banach). Seja E = (E, ∥ · ∥) um espaço normado. Dizemos

que E é um espaço de Banach, quando E é completo, em relação a norma ∥ · ∥. Ou

seja, toda sequência de Cauchy em E, é convergente em E.

De�nição 2.5. (Espaço Reflexivo). Seja E = (E, ∥·∥) um espaço normado e (E∗∗, ∥·∥∗∗)

seu espaço bidual. De�na a aplicação canônica J : E −→ E∗∗ por J(x)f := f(x), para todo

x ∈ E, f ∈ E∗. Tal aplicação é uma isometria ente E e E∗∗, isto é, ∥J(x)∥∗∗ = ∥x∥. Se a

aplicação canônica J for sobrejetiva diremos que E é um espaço re�exivo.

De�nição 2.6. (Convegência fraca). Seja E = (E, ∥·∥) um espaço de Banach. Diremos

que uma seqência (xn)n∈N em E, converge fracamente para x em E se f(xn) converge

para f(x), para todo funcional linear contínuo f ∈ E∗.

Proposição 2.2. (Propriedades da convegência fraca). Seja (xn)n∈N uma sequência

do espaço de Banach (E, ∥ · ∥).

(i) Se (xn) converge para x em E, então (xn) converge fracamente para x em E.

(ii) Se (xn) converge fracamente para x em E, então (xn) é limitada em E e

∥x∥ 6 lim infn→∞ ∥xn∥.
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(iii) Se (xn) converge fracamente para x em E e (fn) converge (fortemente) para em E∗

(isto é, ∥fn − f∥∗ → 0), então fn(xn) converge para f(x).

Demonstração: Ver [4].

Teorema 2.6. (Princípio da Limitação Uniforme). Sejam E e F dois espaços de

Banach e seja (Φi)i∈I uma família qualquer em L(E, F). Se

sup
i∈I

∥Φi(f)∥ <∞ ∀f ∈ E,

então

sup
i∈I

∥Φi∥L(E,F) <∞.

Em outras palavras, existe uma constante c tal que

∥Φi(f)∥L(E,F) < c∥f∥, ∀f ∈ E, i ∈ I.

Corolário 2.2. (Teorema de Banach − Steinhaus). Sejam E e F dois espaços de

Banach. Seja (Φn) uma sequência de operadores lineares contínuos, onde para cada f ∈ E

existe o limite limnΦn(f), o qual denotaremos por Φ(f). Assim

(a) supn ∥Φn∥L(E,F) <∞.

(b) Φ ∈ L(E, F).

(c) ∥Φ∥L(E,F) 6 lim infn ∥Φn∥L(E,F).

Proposição 2.3. Sejam E e F dois espaços de Banach e seja (Φn) uma sequência em

L(E, F). Assuma que para todo f ∈ E, Φn(f) converge em F, quando n → ∞, para um

limite denotado por Φf. Se fn → f em E, então Φn(fn) → Φ(f) em F.

Demonstração: Pelo item (a) do teorema de Banach-Steinhaus (corolário 2.2), existe

uma constante real c tal que ∥Φn∥ < c, para todo n ∈ N. Como fn → f em E, obtemos

∥Φn(fn) −Φ(f)∥ = ∥Φn(fn) −Φn(f) +Φn(f) −Φ(f)∥

6 ∥Φn∥∥fn − f∥+ ∥Φn(f) −Φ(f)∥

6 c∥fn − f∥+ ∥Φn(f) −Φ(f)∥.

Ao limite com n→ ∞, obtemos que ∥Φn(fn) −Φ(f)∥ → 0, ou seja, Φn(fn) → Φ(f) em

F. Como queriamos demonstrar.
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Teorema 2.7. Seja E um espaço de Banach re�exivo e seja (fn) uma sequência limitada

em E. Então existe uma subsequência (fnk
) que é fracamente convergente em E.

Demonstração: Ver [4].

De�nição 2.7. (Conjuntos e domínios nodais) SejaM uma variedade Riemanniana.

Seja f :M −→ R uma função contínua. Então o conjunto f−1(0) é dito o conjunto nodal

de f e as componentes conexas de M\f−1(0) são chamados domínios nodais de f.

De�nição 2.8. Seja Ω ⊂ M um domínio aberto e seja 0 < p < ∞. Dada f : Ω −→ R

mensurável, com |f|p também mensurável, de�nimos

∥f∥p = ∥f∥Lp(Ω) =

( ∫
Ω

|f|pdνg

)1/p

,

e Lp(Ω) := {f : Ω −→ R; f é mensurável e ∥f∥p <∞}. Diremos ainda que uma sequência

fn : Ω −→ R converge em Lp(Ω) para f : Ω −→ R se limn→∞ ∥fn−f∥p = 0. Denotaremos

por Ck(Ω), k ∈ N o espaço das funções u : Ω −→ R continuamente diferenciáveis de

ordem k.

De�nição 2.9. (Convergência em medida) Seja (X,µ) um espaço de medida. Dizemos

que uma sequência (fn), de funções reais em X, converge em medida para a função

f : X −→ R quando

lim
n→∞µ

(
{x ∈ X; |fn(x) − f(x)| > α}

)
= 0,

para cada α > 0.

De�nição 2.10. (Convergência Uniforme) Seja (X,µ) um espaço de medida. Dizemos

que uma sequência (fn), de funções reais em X, converge uniformemente para a função

f : X −→ R, quando para todo ε > 0 existir n0 ∈ N tal que n > n0 implica

|fn(x) − f(x)| < ε,

seja qual for x ∈ X.

Teorema 2.8. Seja (X,µ) um espaço de medida e seja (fn) uma sequência de funções

reais em X. Se fn converge uniformemente para uma função f : X −→ R, então fn

também deve convergir em medida para a mesma f.
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Demonstração: Seja α > 0. Como fn converge uniformemente para f, temos, para n

su�cientemente grande, que o conjunto

{x ∈ X; |fn(x) − f(x)| > α}

é vazio. Com isso concluimos que

lim
n→∞µ({x ∈ X; |fn(x) − f(x)| > α}) = µ(∅) = 0,

ou seja, fn também converge em medida para f.

Teorema 2.9. Seja (X,µ) um espaço de medida e seja (fn) uma sequência de funções

reais em X. Se fn converge na norma Lp(X) para uma função f : X −→ R, então fn
também deve convergir em medida para a mesma f.

Demonstração: Para cada n ∈ N e α > 0 de�na o conjunto En(α) := {x ∈ X; |fn(x) −

f(x)| > α}. Então∫
X

|fn − f|pdµ >
∫
En(α)

|fn − f|pdµ > αp

∫
En(α)

dµ = αpµ(En(α)).

Como α > 0, se limn→∞ ∥fn − f∥p = 0, então limn→∞ µ(En(α)) = 0. Ou seja, a conver-

gência Lp implica em convergência em medida. Como queríamos demonstrar.

Teorema 2.10. Seja (X,µ) um espaço de medida e seja (fn) uma sequência de funções

reais em X. Se fn converge em medida para f : X −→ R, então existe uma subsequência

(fnk
) que converge uniformemente para f.

Demonstração: Conferir [5].

Corolário 2.3. Seja (X,µ) um espaço de medida e seja (fn) uma sequência de funções

reais em X. Se fn converge na norma Lp para f : X −→ R, então existe uma subsequência

(fnk
) que converge uniformemente para f.

Demonstração: Segue dos teoremas 2.9 e 2.10, respectivamente.

Teorema 2.11. (Desigualdade de Hölder). Sejam p e q indices conjugados, isto é,

1 6 p,q 6 ∞, com 1
p
+ 1

q
= 1. Se u ∈ Lp(M) e v ∈ Lq(M). Então uv ∈ L1(M) e

∫
M

|uv| 6 ∥u∥p∥v∥q =

( ∫
M

|u|p
)1/p( ∫

M

|v|q
)1/q

.
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Demonstração: Ver [4].

De�nição 2.11. (Espaço de Sobolev em Rn). Sejam Ω ⊂ Rn, um domínio aberto, e

p ∈ R, 1 6 p 6 ∞. O espaço de Sobolev W1,p(Ω) é dado por

W1,p(Ω) :=

{
u ∈ LP(Ω);∃{gi}ni=1 ⊂ Lp(Ω) onde

∫
Ω

u
∂ϕ

∂xi
= −

∫
Ω

giϕ ∀ϕ ∈ C∞
0 ,∀i

}
.

Para u ∈W1,p(Ω) de�nimos ∂u
∂xi

= gi e escreveremos

∇u =

(
∂u

∂x1
, . . . ,

∂u

∂xn

)
.

De�nição 2.12. (Espaço de Sobolev em variedades). Seja Mn uma variedade

Riemannina suave. Dado p > 1 real, seja

C
p
1 (M) :=

{
u ∈ C∞(M);

∫
M

|f|pdνg <∞ e

∫
M

∥∇f∥pdνg <∞}
.

Para u ∈ C
p
1 (M), seja ainda

∥u∥1,p :=

( ∫
M

|f|pdνg

)1/p

+

( ∫
M

∥∇f∥pdνg
)1/p

.

De�nimos o espaço de sobolev sobre a variedade M, W1,p(M), como o completamento do

espaço C
p
1 (M), em relação a norma ∥·∥1,p dada acima. QuandoM for compacta, obtemos

que C
p
1 (M) = C∞(M).

Exemplo 2.1. (Derivada fraca de |· |). A função u : [−1, 1] −→ R, dada por u(x) = |x|,

pertence a W1,p(R), onde, u ′ = sinal, sendo

sinal(x) =

 +1, se 0 < x 6 +1;

−1, se −1 6 x < 0.

Com efeito, para ϕ ∈ C∞
0 ([−1, 1]) qualquer, temos em particular que ϕ(−1) = ϕ(1) = 0.
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Logo ∫ 1

−1

(|x|ϕ ′(x) + sinal(x)ϕ(x))dx =
∫ 0

−1

(|x|ϕ ′(x) + sinal(x)ϕ(x))dx

+

∫ 1

0

(|x|ϕ ′(x) + sinal(x)ϕ(x))dx

=

∫ 0

−1

(−xϕ ′(x) − ϕ(x))dx

+

∫ 1

0

(xϕ ′(x) + ϕ(x))dx

=− xϕ(x)

∣∣∣∣0
−1

+

∫ 0

−1

ϕ(x)dx−
∫ 0

−1

ϕ(x)dx

+ xϕ(x)

∣∣∣∣1
0

−

∫ 1

0

ϕ(x)dx+
∫ 1

0

ϕ(x)dx

= 0.

ou seja, ∫ 1

−1

|x|ϕ ′(x)dx =
∫ 1

−1

sinal(x)ϕ(x)dx.

Teorema 2.12. (Sobolev Banach Reflexivo). O Espaço W1,p é Banach para 1 6 p 6∞ e é re�exivo para 1 < p <∞.

Demonstração: Ver [4].

Teorema 2.13. Seja Ω um domínio suave em Rn e seja f ∈W1,p(Ω) para 1 6 p <∞.

Então existe uma sequência (fn) em C∞
0 (Rn) tal que fn|Ω converge para f em W1,p(Ω).

Demonstração: Ver [4].

Corolário 2.4. Seja Ω um domínio suave em uma variedade Riemanniana n-dimensional

M e seja f ∈W1,p(Ω) para 1 6 p <∞. Então existe uma sequência (fn) em C∞
0 (Ω) tal

que fn|Ω converge para f em W1,p(Ω).

De�nição 2.13. (Função de Morse). Seja M uma variedade Riemanniana suave. Di-

zemos que f :M −→ R é uma função de Morse se f ∈ C∞(M) e não possui pontos críticos

degenerados.

Obs 2.1. SeM for uma variedade Riemanniana compacta e f :M −→ R for uma função

de Morse, então f possui apenas uma quantidade �nita de pontos críticos. Com efeito,

sendo f de Morse, podemos tomar uma vizinhança em torno de cada ponto crítico onde este
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é único. Se tais vizinhanças cobrirem M, pelo fato de M ser compacta, podemos extrair

uma subcobertura �nita de vizinhanças desse tipo, donde f só possuiria uma quantidade

�nita de pontos críticos, pela caracterização daquelas vizinhanças. O outro caso é trivial.

Teorema 2.14. Seja M uma variedade Riemanniana suave. Dada f : M −→ R uma

função suave qualquer, então podemos aproximar f uniformemente por funções de Morse.

Demonstração: Ver [25].

Corolário 2.5. (Teorema de densidade). Seja Ω um domínio compacto suave em uma

variedade Riemanniana n-dimensional M e seja f ∈ W1,p(Ω) para 1 6 p < ∞. Então

existe uma sequência (fn) de funções de Morse que convergem para f em W1,p(Ω).

Demonstração: O resultado segue combinando o corolário 2.4 e o teorema 2.14.



Capítulo 3

Teoremas de comparação do primeiro

autovalor de ∆p

Neste capítulo apresentaremos as extensões para o p-Laplaciano dos teoremas de com-

paração vistos na introdução. Estes resultados foram obtidos por Ana-Maria Matei, no

artigo "First eigenvalue for the p-Laplace operator"[24]. Estabeleceremos, primeiramente,

algumas notações que serão usadas no decorrer deste capítulo.

Seja M uma variedade Riemanniana, suave, completa e sem bordo. O primeiro auto

valor de ∆p em M, denotado por λ1,p(M), é caracterizado por

λ1,p(M) = inf

{∫
M

∥∇f∥pdνg∫
M

|f|pdνg
; f ∈W1,p(M), f ̸= 0 e

∫
M

|f|p−2fdνg = 0

}
. (3.1)

Denominaremos as funções f ∈W1,p(M), f ̸= 0, tais que
∫
M

|f|p−2fdνg = 0, de funções

admissíveis.

Agora, considerando o problema de Dirichlet para ∆p

∆pf(x) = µ|f|
p−2f, x ∈ Ω,

f(x) = 0, x ∈ ∂Ω,

onde Ω é um domínio limitado de M. Denotaremos por µ1,p(Ω) o in�mo do conjunto

dos autovalores deste problema, caracterizado por

µ1,p(Ω) = inf

{∫
Ω
∥∇f∥pdνg∫
Ω
|f|pdνg

; f ∈W1,p(Ω), f ̸= 0

}
. (3.2)

Ao longo do capítulo, denotaremos por B(x0, r0) a bola geodésica de centro x0 e raio

r0 em Mm, por Vm(k, r0) a bola geodésica de mesmo raio r0 em Mk, a forma espacial

26
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de curvatura seccional constante k e dimensão m = dim(M), (cf. de�nição 1.11) e por

dM := sup
p,q∈M

distM(p,q) o diâmetro de M.

3.1 Teorema de Comparação do tipo Cheng para o pri-

meiro autovalor do p-Laplaciano

Teorema 3.1. (Teorema 1.1 de [24]). Seja M uma variedade Riemanniana

m-dimensional completa e seja k uma constante real tal que ricM > (m − 1)k. Então

para quaisquer x0 ∈M, r0 ∈ (0,dM) e p > 2

µ1,p

(
B(x0, r0)

)
6 µ1,p

(
Vm(k, r0)

)
.

A igualdade ocorre se, e somente se, B(x0, r0) é isométrico a Vm(k, r0).

Demonstração: Seja f : Vm(k, r0) −→ R uma primeira autofunção do problema de

Dirichlet para ∆p em Vm(k, r0) ⊂ Mk. Como Mk é dois-pontos homogêneo, temos, pelo

mesmo argumento de [3], que f é radial, isto é, existe ϕ : [0, r0] −→ R tal que f = ϕ ◦ rk,

onde rk : Vm(k, r0) −→ R é a função distância de Vm(k, r0) ⊂ Mk, em relação ao centro

de Vm(k, r0). Note que f = ϕ ◦ rk está bem-de�nida, pois rk(Vm(k, r0)) = [0, r0]. Ainda

por [3], podemos assumir que f > 0, donde ϕ > 0. Seja r : B(x0, r0) −→ R a função

distância de B(x0, r0) ⊂ M, em relação a x0. Veja que dist(·, x0) : M\Cut(x0) −→ R é

suave e r0 < dM, daí B(x0, r0)∩Cut(x0) = ∅, donde r = dist(·, x0)|B(x0,r0) também é suave.

Então, de modo análogo, rk é suave e f ∈ W1,p
0 (Vm(k, r0)). Com isso, ϕ ∈ W1,p

0 ([0, r0])

e, pelo fato de r ser suave, ϕ ◦ r ∈W1,p
0 (B(x0, r0)). Assim, pela caracterização variacional

de µ1,p, dada na expressão (3.2),

µ1,p

(
B(x0, r0)

)
6

∫
B(x0,r0)

∥∇ϕ ◦ r∥pdνg∫
B(x0,r0)

|ϕ ◦ r|pdνg
. (3.3)

Para u ∈ Tx0
M, |u| = 1, seja au := min{lu, r0}, onde expx0

(luu) é o cut point de x0 ao

longo da geodésica t 7→ expx0
(tu) (ver de�nição 1.15). Como M é completa, segue do

teorema de Hopf-Rinow (teorema 2.1) que

B(x0, r0) = {expx0
(tu); u ∈ Sm−1 ⊂ Tx0

M, t ∈ [0,au)}.

Como a exponencial, expx0
, restrita ao domínio estreladoA := {tu; u ∈ Sm−1 ⊂ Tx0

M, t ∈

[0,au)} é um difeomor�smo sobre B(x0, r0), então, pelo teorema da mudança de variáveis,
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depois pelo teorema de Fubini e usando que ∇(ϕ ◦ r) = ϕ ′∇r (corolário 1.1), obtemos∫
B(x0,r0)

∥∇ϕ ◦ r∥pdνg =

∫
Sm−1

( ∫
(0,au]

|ϕ ′|ptm−1θ(tu)dt

)
dσ (3.4)

e ∫
B(x0,r0)

|ϕ ◦ r|pdνg =

∫
Sm−1

( ∫
(0,au]

|ϕ|ptm−1θ(tu)dt

)
dσ, (3.5)

onde dσ é o elemento de volume de Sm−1 ⊂ Tx0
M e tm−1θ(tu) é a densidade de volume

induzida por expx0
. Abusando da notação, ϕ está denotando ϕ ◦ r, que será comum a

partir daqui. Ademais, como estamos supondo f > 0,

∆pf = µ1,p

(
Vm(k, r0)

)
|f|p−2f

= µ1,p

(
Vm(k, r0)

)
fp−2f

= µ1,p

(
Vm(k, r0)

)
fp−1.

Por outro lado,

∆pf = −div
(
∥∇f∥p−2∇f

)
= ∥∇f∥p−2

(
− div (∇f)

)
−
⟨
∇
(
∥∇f∥p−2

)
,∇f

⟩
= ∥∇f∥p−2∆f−

⟨
∇
(
∥∇f∥p−2

)
,∇f

⟩
.

Usando que f = ϕ ◦ r, obtemos

∆f = −div (∇f) = −div
(
ϕ ′∇r

)
= ϕ ′(− div (∇r)

)
−
⟨
∇ϕ ′,∇r

⟩
= ϕ ′∆r− ϕ ′′,

pois, ⟨
∇ϕ ′,∇r

⟩
=

⟨
∇ϕ ′(r)∇r

⟩
= ∇r

(
ϕ ′(r)

)
=
∂

∂r
ϕ ′(r) = ϕ ′′(r) = ϕ ′′.
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Além disso,

⟨
∇
(
∥∇f∥p−2

)
,∇f

⟩
=

⟨
∇
(
|ϕ ′|p−2

)
,ϕ ′∇r

⟩
= ϕ ′⟨∇(

|ϕ ′|p−2
)
,∇r

⟩
= ϕ ′∇r

(
|ϕ ′(r)|p−2

)
= ϕ ′ ∂

∂r

(
|ϕ ′(r)|p−2

)
= ϕ ′(p− 2)|ϕ ′|p−3 ∂

∂r

(
|ϕ ′(r)|

)
= (p− 2)ϕ ′|ϕ ′|p−3sinal(ϕ ′)ϕ ′′

= (p− 2)|ϕ ′|p−2ϕ ′′.

Disso,

µ1,p

(
Vm(k, r0)

)
ϕp−1 = ∆pf = ∥∇f∥p−2∆f−

⟨
∇
(
∥∇f∥p−2

)
,∇f

⟩
= |ϕ ′|p−2

(
ϕ ′∆r− ϕ ′′)− (p− 2)|ϕ ′|p−2ϕ ′′

= |ϕ ′|p−2
[
ϕ ′∆r− ϕ ′′ − (p− 2)ϕ ′′]

= |ϕ ′|p−2
[
ϕ ′∆r− (p− 1)ϕ ′′].

Usando [11]

−∆r =
(θmk (tu)tm−1) ′

θmk (tu)tm−1

=
(θmk (tu)) ′tm−1 + (m− 1)θmk (tu)tm−2

θmk (tu)tm−1

=
θmk (tu) ′

θmk (tu)
+
m− 1
t

, (3.6)

donde

µ1,p

(
Vm(k, r0)

)
ϕp−1 = −|ϕ ′|p−2

[
(p− 1)ϕ ′′ + ϕ ′

(
θmk (tu) ′

θmk (tu)
+
m− 1
t

)]
. (3.7)

Como ϕ > 0 e ϕ(r0) = 0 (pois ϕ ◦ rk ∈ W
1,p
0 e ϕ(r0) = ϕ ◦ rk(x), para algum x ∈

∂Vm(k, r0)) temos que ϕ ′ < 0 em (0, r0). De fato, como ϕ ∈ W1,p((0, r0)) obtemos,

por [21], que ϕ ∈ C1,α((0, r0)). Então, pela equação (3.7) acima, ϕ ′(r) ̸= 0, para todo

r ∈ (0, r0), pois µ1,p(Vm(k, r0)
)
e ϕ são positivos. Agora, suponha, por absurdo, que

existe r1 ∈ (0, r0), tal que, ϕ ′(r1) > 0. Como ϕ > 0 em (0, r0) e ϕ(r0) = 0, obtemos que

ϕ(r0) − ϕ(r1)

r0 − r1
= −

ϕ(r1)

r0 − r1
< 0.
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Pelo teorema do valor médio, existe r2 ∈ (r1, r0) tal que ϕ ′(r2) < 0. Portanto, pelo teo-

rema do valor intermediário, existe r ∈ (r1, r2), tal que ϕ ′(r) = 0. Uma contradição (ver

Figura 3.1 (b)). Logo ϕ ′ < 0 em (0, r0) (ver Figura 3.1 (a)).

. .
0 r0

(a)

. .
0 r0

(b)

Figura 3.1:

Agora, usando integração por partes para −ϕ e (−ϕ ′)p−1tm−1θ(tu)∫au

0

(−ϕ ′)ptm−1θ(tu)dt =
∫au

0

(−ϕ ′)
[
(−ϕ ′)p−1tm−1θ(tu)

]
dt =

=
[
− ϕ(−ϕ ′)p−1tm−1θ(tu)

]∣∣∣∣au

0

−

∫au

0

−ϕ
{
(p− 1)(−ϕ ′)p−2(−ϕ) ′′

[
tm−1θ(tu)

]
+ (−ϕ ′)p−1

[
θ(tu)tm−1

] ′}
dt

6
∫au

0

ϕ(−ϕ ′)p−2

{
− (p− 1)ϕ ′′[tm−1θ(tu)

]
− ϕ ′[θ(tu)tm−1

] ′}
dt

=

∫au

0

ϕ(−ϕ ′)p−2

{
− (p− 1)ϕ ′′ − ϕ ′

[
θ(tu) ′

θ(tu)
+
m− 1
t

]}
tm−1θ(tu)dt, (3.8)

onde na desigualdade usamos que ϕ ′(0) = 0 e que
[
− ϕ(−ϕ ′)p−1tm−1θ(tu)

]
(au) 6 0,

pois tm−1θ(tu) > 0, ϕ > 0 e ϕ ′ < 0. Pelas hipóteses sobre a curvatura Ricci, obtemos

do teorema de comparação de Bishop-Gromov (teorema 2.5),

(θ(tu)tm−1) ′

θ(tu)tm−1
6 (θmk (tu)tm−1) ′

θmk (tu)tm−1
.

Portanto,

(−ϕ ′)p−2

{
− (p− 1)ϕ ′′ − ϕ ′

[
θ(tu) ′

θ(tu)
+
m− 1
t

]}
6 (−ϕ ′)p−2

{
− (p− 1)ϕ ′′ − ϕ ′

[
θmk (tu) ′

θmk (tu)
+
m− 1
t

]}
6 µ1,p

(
Vm(k, r0)

)
ϕp−1. (3.9)



Capítulo 3. Teoremas de comparação do primeiro autovalor de ∆p 31

Assim, das equações (3.8) e (3.9), obtemos∫au

0

(−ϕ ′)ptm−1θ(tu)dt 6 µ1,p

(
Vm(k, r0)

) ∫au

0

ϕptm−1θ(tu)dt. (3.10)

Portanto das equações (3.3), (3.4), (3.5) e (3.10), respectivamente, concluimos, integrando

(3.10) em Sm−1, que

µ1,p

(
B(x0, r0)

)
6 µ1,p

(
Vm(k, r0)

)
.

Quando ocorre a igualdade µ1,p

(
B(x0, r0)

)
= µ1,p

(
Vm(k, r0)

)
, obtemos, pelo argumento

acima, igualdade nas equações (3.8) e (3.9). Portanto au = r0 para quase todo u e, por

continuidade, na verdade para todo u. Assim, pelo teorema de Bishop-Gromov (teorema

2.5), B(x0, r0) é isometrico a Vm(k, r0).

Corolário 3.1. Seja M uma variedade Riemanniana m-dimensional compacta e seja k

uma constante real tal que ricM > (m− 1)k. Então para p > 2

λ1,p(M) 6 µ1,p

(
Vm

(
k,
dM

2

))
Demonstração: Sejam x1, x2 ∈ M pontos maximalmente afastados, isto é, tais que

dist(x1, x2) = dM, onde dM é o diâmetro de M. Daí, B(x1,dM/2) e B(x2,dM/2) são

disjuntos. Seja r : Mk −→ R a função distância sobre Mk em relação ao centro de

Vm(k,dM/2), uma bola geodésica de Mk com raio dM/2, e seja

f = ϕ ◦ r : Vm

(
k, dM

2

)
−→ R a primeira autofunção associada a µ1,p

(
Vm(k,dM/2)

)
.

Sejam ϕi = ϕ ◦ ri, onde ri : B(xi,dM/2) −→ R é a função distância de B(xi,dM/2) em

relação a xi; i = 1, 2. Estenda ϕi por zero fora de B(xi,dM/2) e aplique o teorema da

divergência (teorema 1.2) para f = ϕi e X = ∥∇ϕi∥p−2∇ϕi. Assim,

0 =

∫
M

div
(
ϕi · ∥∇ϕi∥p−2∇ϕi

)
dνg

=

∫
B(xi,dM/2)

[
ϕidiv

(
∥∇ϕi∥p−2∇ϕi

)
+
⟨
∇ϕi, ∥∇ϕi∥p−2∇ϕi

⟩]
dνg

=

∫
B(xi,dM/2)

−ϕi∆p(ϕi)dνg +

∫
B(xi,dM/2)

∥∇ϕi∥pdνg

=

∫
B(xi,dM/2)

−ϕiµ1,p

(
B(xi,dM/2)

)
|ϕi|

p−2ϕidνg +

∫
B(xi,dM/2)

∥∇ϕi∥pdνg

= −µ1,p

(
B(xi,dM/2)

) ∫
B(xi,dM/2)

|ϕi|
pdνg +

∫
B(xi,dM/2)

∥∇ϕi∥pdνg

> −µ1,p

(
Vm

(
k,
dM

2

)) ∫
B(xi,dM/2)

|ϕi|
pdνg +

∫
B(xi,dM/2)

∥∇ϕi∥pdνg,
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onde usamos o teorema 3.1 na desigualdade acima. Logo∫
B(xi,dM/2)

∥∇ϕi∥pdνg 6 µ1,p

(
Vm

(
k,
dM

2

)) ∫
B(xi,dM/2)

|ϕi|
pϕdνg. (3.11)

Agora tome α real tal que∫
B(x1,dM/2)

|ϕ1|
p−2ϕ1dνg + α|α|p−2

∫
B(x2,dM/2)

|ϕ2|
p−2ϕ2dνg = 0,

sua existência segue do teorema do valor intemediário aplicado a função continua

ξ : R −→ R dada por ξ(t) = t|t|p − η, onde

η =

∫
B(x1,dM/2) |ϕ1|

p−2ϕ1dνg∫
B(x2,dM/2) |ϕ2|p−2ϕ2dνg

.

Como M\
(
B(x1,dM/2)

∪
B(x2,dM/2)

)
= S(x1,dM/2) = S(x2,dM/2), ou seja, o con-

junto B(x1,dM/2)
∪
B(x2,dM/2) cobreM a menos de uma esfera geodésica de raio dM/2,

que é um conjunto de medida nula, e supp(ϕi) ⊂ B(xi,dM/2), tem-se∫
M

|ϕ1 + αϕ2|
p−2(ϕ1 + αϕ2)dνg = 0.

Assim, pela caracterização variacional do primeiro autovalor (ver expressão (3.1)) e por

ϕ1 + αϕ2 ser uma função admissível,

λ1,p(M)

∫
M

|ϕ1 + αϕ2|
pdνg 6

∫
M

∥∇(ϕ1 + αϕ2)∥pdνg

=

∫
B(x1,dM/2)

∥∇ϕ1∥pdνg +

∫
B(x2,dM/2)

∥α∇ϕ2∥pdνg

eq.(3.11)

6 µ1,p

(
Vm

(
k,
dM

2

))( ∫
B(x1,dM/2)

|ϕ1|
pdνg+

+

∫
B(x2,dM/2)

|αϕ2|
pdνg

)
= µ1,p

(
Vm

(
k,
dM

2

)) ∫
M

|ϕ1 + αϕ2|
pdνg.

Portanto, concluimos que

λ1,p(M) 6 µ1,p

(
Vm

(
k,
dM

2

))
.

3.2 Uma desigualdade isoperimétrica do tipo Faber-

Krahn

Em [1], Bérard e Meyer generalizaram a clássica desigualdade de Faber-Krahn para o

primeiro autovalor do Laplaciano, com a condição de Dirichlet para domínios limitados
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com curvatura de Ricci positiva (con�ra também [8]). Em 1999, Bhattacharya em [2]

fez isso para o p-Laplaciano no Rn. Aqui será apresentado a versão para uma variedade

Riemanniana compacta.

Teorema 3.2. (Teorema 2.1 de [24]). Seja M uma variedade Riemanniana

m-dimensional compacta. Suponha que existe uma constante positiva k tal que ricM >
(m − 1)k. Seja Ω um domínio em M e Ω∗ uma bola geodésica na esfera Euclidiana

m-dimensional de curvatura seccional constante igual a k, Sk, tal que

Vol(Ω)

Vol(M)
=

Vol(Ω∗)

Vol(Sk)
.

Então, para p > 1,

µ1,p(Ω) > µ1,p(Ω
∗).

A igualdade vale se, e somente se, existe uma isometria deM em Sk que envia Ω em Ω∗.

Obs 3.1. Quando M = Sk temos que, dentre todos os domínios com volume dado, as

bolas geodésicas são os que tem o menor primeiro autovalor do problema de Dirichlet para

o p-Laplaciano.

Demonstração: Mostraremos inicialmente a desigualdade. Pelo teorema de densidade

(corolário 2.5) é su�ciente mostrarmos que para qualquer função de Morse não negativa

sobre Ω, f ∈ C∞
0 (Ω), vale ∫

Ω
∥∇f∥pdνg∫
Ω
|f|pdνg

> µ1,p(Ω
∗).

Seja f tal função. De�na Ωt := {x ∈ Ω; f(x) > t}. Disto, simetrize Ωt tomando a bola

geodésica Ω∗
t em Sm

k , de mesmo centro de Ω∗, satisfazendo Vol(Ωt) = βVol(Ω∗
t), onde

β = Vol(M)/Vol(Sm
k ). Tomando

V(t) = Vol(Ωt) = Vol(f−1(t,∞)),

A(t) = Voln−1(∂Ωt) = Voln−1(f
−1(t)),

V∗(t) = Vol(Ω∗
t),

A∗(t) = Voln−1(∂Ω
∗
t),

observe que, para r(t) o raio de Ω∗
t, tem-se

V(t) = βV∗(r(t)).
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Agora para r0 = r(0), de�na a função real r : [0, sup f] −→ [0, r0]. Sendo Rf o conjunto

dos pontos regulares de f, obtemos que r ∈ C0([0, sup f]) ∩ C∞(Rf ∩ (0, sup f)), a qual

é estritamente decrescente (ver [8]). Seja ψ : [0, r0] −→ [0, sup f] a função inversa de

r. Então, para r∗ : Ω∗ −→ R a função distância em relação ao centro de Ω∗, de�na

f∗ : Ω∗ −→ R por

f∗ = ψ ◦ r∗.

Veja que f∗ está bem de�nida, é radial, decrescente e satisfaz f∗|∂Ω∗
t
= t. Com efeito, se

x ∈ Ω∗
t, tem-se r∗(x) = raio de Ω∗

t = r(t), donde f∗(x) = ψ(r∗(x)) = ψ(r(t)) = t. Daí

f∗ ∈W1,p
0 (Ω∗) e

V∗(t) = Vol(Ω∗
t) = Vol((f∗)−1(t,∞)),

A∗(t) = Voln−1(∂Ω
∗
t) = Voln−1((f

∗)−1(t)).

Agora, sendo f de Morse, a menos de um número �nito de t ′s, a fronteira ∂Ωt = f
−1(t) de

Ωt é uma hipersuperfície fechada regular. Então, da desigualdade de Gromov (teorema

2.4), obtemos Vol(∂Ωt) > βVol(∂Ω∗
t). Assim, pela fórmula da coarea (teorema 2.2),

obtemos

V(t) =

∫
Ωt

dνg =

∫ sup f

0

∫
f−1(t)

∥∇f∥−1dνg,

donde, pelo teorema fundamental do cálculo,

V ′(t) = −

∫
f−1(t)

∥∇f∥−1dνg,

Agora, para p > 1 real, temos, da desigualdade de Hölder (teorema 2.11),∫
f−1(t)

∥∇f∥p−1dνg >
( ∫

f−1(t)

11/pdνg

)p( ∫
f−1(t)

(∥∇f∥p−1)
1

1−pdνg

)1−p

= (A(t))p
( ∫

f−1(t)

(∥∇f∥−1dνg

)1−p

=
(A(t))p

[−V ′(t)]p−1

=
(A(t))p

βp−1[−(V∗) ′(r(t))]p−1

> βp(A∗(t))p

βp−1[−(V∗) ′(r(t))]p−1

=
β(A∗(t))p

[−(V∗) ′(r(t))]p−1

= β

∫
(f∗)−1(t)

∥∇f∗∥p−1dν∗g,
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onde a última igualdade segue de [19]. Por outro lado, ainda por [19],∫
f−1(t)

|f|p−1dνg = −

∫ sup f

0

tpA ′(t)dνg

= −

∫ sup f∗

0

tp(A∗) ′(t)dν∗g

= −β

∫
(f∗)−1(t)

|f∗|p−1dν∗g.

Portanto, ∫
Ωt

∥∇f∥p−1dνg > β
∫
Ω∗

t

∥∇f∗∥p−1dν∗g,∫
Ωt

|f|p−1dνg = β

∫
Ω∗

t

|f∗|p−1dν∗g. (3.12)

Em particular, ∫
Ω

∥∇f∥p−1dνg > β
∫
Ω∗

∥∇f∗∥p−1dν∗g,∫
Ω

|f|p−1dνg = β

∫
Ω∗

|f∗|p−1dν∗g. (3.13)

Com isso, ∫
Ω
∥∇f∥p−1dνg∫
Ω
|f|p−1dνg

>
∫
Ω∗ ∥∇f∗∥p−1dν∗g∫

Ω∗ |f∗|p−1dν∗g
> µ1,p(Ω

∗).

E a desigualdade segue da densidade de Morse, como comentado inicialmente.

Agora vamos analisar quando ocorre a igualdade. Seja f uma primeira autofunção

para o problema de Dirichlet em Ω e seja (fn)n∈N ∈W1,p(Ω) uma sequência de funções

de Morse que convergem para f em W1,p(Ω). Seja (f∗n)n∈N a sequência das respectivas

funções simetrizadas, como feito acima. Como ∥f∗n∥1,p 6 β∥fn∥1,p e (fn)n∈N é limidata

(pois é convergente), temos que (f∗n)n∈N também é limitada. Como W1,p(Ω∗) é Banach

e re�exivo, pelo teorema 2.7 e por [5], podemos extrair uma subsequência de (f∗n)n∈N,

se necessário, tal que f∗n converge fracamente em W1,p(Ω∗) para f∗ ∈ W1,p(Ω∗) e forte-

mente em Lp(Ω∗). Agora, pelas propriedades de convergência fraca (proposição 2.2) f∗n

é limitada em W1,p(M) e ∥f∗∥1,p 6 lim inf ∥f∗n∥1,p. Assim, pelo teorema da convergência

dominada (ver [5]), (f∗n)n∈N também converge fortemente em Lp(Ω∗). Daí, pela equação

(3.13),∫
Ω

|f|pdνg = lim
n→∞

∫
Ω

|fn|
pdνg = β lim

n→∞
∫
Ω∗

|f∗n|
pdνg = β

∫
Ω∗

|f∗|pdνg, (3.14)∫
Ω

∥∇f∥pdνg = lim
n→∞

∫
Ω

∥∇fn∥pdνg > β lim
n→∞

∫
Ω∗

∥∇f∗n∥pdν∗g > β
∫
Ω∗

∥∇f∗∥pdν∗g.

(3.15)
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Portanto, como f é primeira autofunção do problema de Dirichlet para ∆p e pelas equações

acima,

µ1,p(Ω) =

∫
Ω
∥∇f∥pdνg∫
Ω
|f|pdνg

>
∫
Ω∗ ∥∇f∗∥pdν∗g∫

Ω∗ |f∗|pdν∗g
> µ1,p(Ω

∗).

Como estamos supondo µ1,p(Ω) = µ1,p(Ω
∗), obtemos que a desigualdade acima na ver-

dade dever ser uma igualdade, isto é,

µ1,p(Ω) =

∫
Ω
∥∇f∥pdνg∫
Ω
|f|pdνg

=

∫
Ω∗ ∥∇f∗∥pdν∗g∫

Ω∗ |f∗|pdν∗g
= µ1,p(Ω

∗) (3.16)

e das equações (3.14) e (3.16) obtemos∫
Ω

∥∇f∥pdνg = β

∫
Ω∗

∥∇f∗∥pdν∗g. (3.17)

Disso, concluimos que f∗ é uma primeira autofunção para o problema de Dirichlet de ∆p

em Ω∗. Como M é compacta temos do corolário 2.3 que, a menos de subsequências, fn

e f∗n convergem uniformemente para f e f∗, respectivamente. Daí, como cada f∗n é uma

simetrização de fn, concluimos que f∗ também é uma simetrização de f. Agora seja (a,b)

um intervalo de valores regulares de f. De modo análogo ao feito no caso da desigualdade

deste teorema, obtemos∫
f−1(a,b)

∥∇f∥pdνg > β
∫
(f∗)−1(a,b)

∥∇f∗∥pdν∗g. (3.18)

Por outro lado, também usando o fato de f∗n ser uma simetrização de fn, para cada n ∈ N∫
Ω\f−1(a,b)

∥∇fn∥pdνg > β
∫
Ω∗\(f∗)−1(a,b)

∥∇f∗n∥pdν∗g.

Assim, de modo inteiramente análogo a equação (3.15),∫
Ω\f−1(a,b)

∥∇f∥pdνg > β
∫
Ω∗\(f∗)−1(a,b)

∥∇f∗∥pdν∗g.

Por outro lado, da equação (3.17) e da equação acima, respectivamente,∫
f−1(a,b)

∥∇f∥pdνg =

∫
Ω

∥∇f∥pdνg −

∫
Ω\f−1(a,b)

∥∇f∥pdνg

= β

∫
Ω∗

∥∇f∗∥pdν∗g −

∫
Ω\f−1(a,b)

∥∇f∥pdνg

6 β
∫
Ω∗

∥∇f∗∥pdν∗g − β

∫
Ω∗\(f∗)−1(a,b)

∥∇f∗∥pdν∗g

= β

∫
(f∗)−1(a,b)

∥∇f∗∥pdν∗g. (3.19)
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Portanto, das desigualdades (3.18) e (3.19), obtemos∫
f−1(a,b)

∥∇f∥pdνg = β

∫
(f∗)−1(a,b)

∥∇f∗∥pdν∗g.

Com isso, obtemos Vol(f−1(t)) = Vol((f∗)−1(t)), para qualquer valor regular t de f. Mas a

igualdade na desigualdade isoperimétrica de Gromov (teorema 2.4) implica na existência

de uma isometria de M em Sm
k que envia Ωt em Ω∗

t. Seja (tn)n∈N uma sequência de

valores regulares de f que converge para 0. Então Ωtn são bolas geodésicas de mesmo

centro contidas em Ω com limn→∞Vol(Ωtn) = Vol(Ω)

3.3 Teorema do tipo Lichnerowicz-Obata para o opera-

dor p-Laplaciano

Teorema 3.3. (Teorema 3.1 de [24]). SejaM uma variedade Riemannianam-dimensional

compacta. Suponha que existe k > 0 tal que ricM > (m− 1)k. Então, para p > 1

λ1,p(M) > λ1,p(Sm
k ).

A igualdade vale se, e somente se, M for isométrico a Sm.

Teorema 3.4. (Teorema 3.2 de [24]). SejaM uma variedade Riemannianam-dimensional

compacta. Suponha que existe k > 0 tal que ricM > (m − 1)k > 0. Então, para p > 2

temos a estimativa

λ1,p(M) >
(
(m− 1)k
p− 1

)p/2

A demonstração destes teoremas seguem a partir da página 43, pois para prová-los usa-

remos agurmentos em relação a domínios nodais (de�nição 2.7), ou seja, as componentes

conexas de M \ f−1({0}). Em [27] Veron provou o seguinte resultado

Proposição 3.1. (Veron) Seja M uma variedade Riemanniana m-dimensional. Seja

TM a topologia de M, isto é, o conjunto dos abertos de M. Denote por Λ o conjunto dos

pares de subconjuntos não vazios disjuntos e abertos de M, isto é,

Λ :=
{
(ω1,ω2);ω1,ω2 ∈ T\{∅,M},ω1 ∩ω2 = ∅

}
.

Então

λ1,p(M) = min
(ω1,ω2)∈Λ

{
µ1,p(ω1),µ1,p(ω2)

}
.

Ademais, se f é autofunção não nula associada a λ1,p, então f tem dois domínios nodais.
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Com isso, se M for compacta, então f−1(R+) e f−1(R−) serão seus (únicos) domínios

nodais. Com efeito, se existisse A domínio nodal com elementos x,y ∈ A onde f(x) < 0 e

f(y) > 0, como f(A) é conexo em R, pois A é conexo e f ∈W1,p(M) ⊂ C0(M), obteremos

que f(A) ⊃ [f(x), f(y)] ⊃ {0}, ou seja, A ∩ (M\f−1(0)) ̸= ∅. Isso contaria o fato de A ser

nodal.

Lema 3.1. Seja f uma primeira autofunção de ∆p sobreM, uma variedade Riemanniana

compacta, p > 1 e A um domínio nodal sobre f. Então

λ1,p(M) =

∫
A
∥∇f∥pdνg∫
A
|f|pdνg

.

Demonstração: Veja inicialmente que a função f possui valores positivos e negativos.

De fato, pela condição de ortogonalidade, dada na expressão (3.1), temos

0 =

∫
M

|f|p−2fdνg, f ̸= 0.

Assim, ou f ≡ 0 ou f muda sinal, donde concluimos nossa a�rmação, do fato de f ̸= 0.

Agora, pelo teorema de densidade (corolário 2.5), podemos supor que f é o limite, em

W1,p(M), de funções fn ∈ C∞(M) onde 0 é valor regular para cada fn. Pelo comem-

tário acima sobre domínios nodais, podemos supor, sem perda de generalidade, que

A = f−1(R+). Desse modo, tome An = f−1
n (R+). Como ∂An = f−1

n (0) é uma hiper-

superfície regular, pois 0 é valor regular de fn para todo n ∈ N, temos

λ1,p(M)

∫
An

|f|p−2ffndνg =

∫
An

(∆pf)fndνg =

∫
An

−div (∥∇f∥p−2∇f)fndνg

=

∫
An

−div (∥∇f∥p−2∇f)fndνg −

∫
An

⟨∇fn, ∥∇f∥p−2∇f⟩dνg

+

∫
An

⟨∇fn, ∥∇f∥p−2∇f⟩dνg

=

∫
An

−div (fn∥∇f∥p−2∇f)dνg +

∫
An

∥∇f∥p−2⟨∇fn,∇f⟩dνg

=

∫
∂An

fn∥∇f∥p−2⟨∇f,ν⟩dνg +

∫
An

∥∇f∥p−2⟨∇fn,∇f⟩dνg

=

∫
An

∥∇f∥p−2⟨∇fn,∇f⟩dνg, (pois fn|∂An
= 0)

onde ν é o vetor normal exterior a ∂An. Portanto, para todo n ∈ N,

λ1,p(M) =

∫
An

∥∇f∥p−2⟨∇fn,∇f⟩dνg∫
An

|f|p−2ffndνg
. (3.20)
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Como fn converge para f em W1,p(M), ou seja,

lim
n→∞

( ∫
M

|fn − f|pdνg +

∫
M

∥∇fn −∇f∥pdνg
)

= 0

e cada termo da parcela acima é não negativo, devemos ter

lim
n→∞

∫
M

|fn − f|pdνg = 0

e

lim
n→∞

∫
M

∣∣∥∇fn∥− ∥∇f∥
∣∣pdνg 6 lim

n→∞
∫
M

∥∇fn −∇f∥pdνg = 0,

ou seja, fn e ∥∇fn∥ convergem em Lp(M) para f e ∥∇f∥, respectivamente. Pelo corolário

2.3, podemos supor, a menos de subsequências, que fn e ∥∇fn∥ e convergem uniforme-

mente para f e ∥∇f∥, respectivamente. Agora de�na o seguinte funcional linear

Φn(g) =

∫
An

∥∇f∥p−2⟨∇f,∇g⟩dνg, ∀g ∈W1,p(M).

Veja que, para qualquer g ∈ C∞(M),

|Φn(g)| =

∣∣∣∣ ∫
An

∥∇f∥p−2⟨∇f,∇g⟩dνg
∣∣∣∣

6
∫
An

∥∇f∥p−2
∣∣⟨∇f,∇g⟩∣∣dνg

6
∫
An

∥∇f∥p−2∥∇f∥∥∇g∥dνg

=

∫
An

∥∇f∥p−1∥∇g∥dνg

6
( ∫

An

(
∥∇f∥p−1

)q
dνg

)1/q( ∫
An

∥∇g∥pdνg
)1/p

6
( ∫

M

∥∇f∥pdνg
)1/q( ∫

M

∥∇g∥pdνg
)1/p

6
(
∥f∥W1,p(M)

)p/q∥g∥W1,p(M)

Logo, obtemos que Φn é um funcional linear contínuo, para cada n ∈ N. Veja ainda que

Φn(g) converge para Φ(g), para toda função g ∈ C∞(M), onde

Φ(g) =

∫
A

∥∇f∥p−2⟨∇f,∇g⟩dνg, ∀g ∈W1,p(M).
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Com efeito, veja inicialmente que para g ∈ C∞(M) e n ∈ N qualquer∣∣∣∣ ∫
An\A

∥∇f∥p−2⟨∇f,∇g⟩dνg
∣∣∣∣ 6 ∫

An\A

∥∇f∥p−2
∣∣⟨∇f,∇g⟩∣∣dνg

6
∫
An\A

∥∇f∥p−2∥∇f∥∥∇g∥dνg

=

∫
An\A

∥∇f∥p−1∥∇g∥dνg

6
( ∫

An\A

(
∥∇f∥p−1

)q
dνg

)1/q( ∫
An\A

∥∇g∥pdνg
)1/p

6
( ∫

An\A

∥∇f∥pdνg
)1/q( ∫

An\A

∥∇g∥pdνg
)1/p

6
( ∫

M

∥∇f∥pdνg
)1/q

sup
x∈M

∥∇g(x)∥
( ∫

An\A

dνg

)1/p

=
(
∥∇f∥p

)p/q
sup
x∈M

∥∇g(x)∥Vol(An\A)
1/p. (3.21)

Como M é compacta, f ∈ W1,p(M) e estamos tomando g ∈ C∞(M), obtemos(
∥∇f∥p

)p/q
supx∈M ∥∇g(x)∥ < ∞. Por outro lado, como fn converge uniformemente

para f temos para α > 0 qualquer e n su�cientemente grande

An\A =
{
x ∈M; fn(x) > 0, f(x) 6 0 e |fn(x) − f(x)| 6 α

}
⊂

{
x ∈M; |fn(x) − f(x)| 6 α

}
. (3.22)

Ainda, pelo fato de fn convergir uniformemente para f, temos, pelo teorema 2.8, que fn

converge em medida para f. Daí, pela expressão (3.22), concluimos que

lim
n→∞Vol(An\A) = 0. (3.23)

Logo, por (3.21) e (3.23), obtemos

lim
n→∞

∣∣∣∣ ∫
An\A

∥∇f∥p−2⟨∇f,∇g⟩dνg
∣∣∣∣ = 0, (3.24)

para toda g ∈ C∞(M). De modo inteiramente análogo, obtemos

lim
n→∞

∣∣∣∣ ∫
A\An

∥∇f∥p−2⟨∇f,∇g⟩dνg
∣∣∣∣ = 0, (3.25)

para toda g ∈ C∞(M). Agora, como An = (An\A) 
∪(An ∩A) e A = (A\An) 
∪(An ∩A),
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temos, para toda g ∈ C∞(M),

|Φn(g) −Φ(g)| =

∣∣∣∣ ∫
An

∥∇f∥p−2⟨∇f,∇g⟩dνg −

∫
A

∥∇f∥p−2⟨∇f,∇g⟩dνg
∣∣∣∣

=

∣∣∣∣ ∫
An\A

∥∇f∥p−2⟨∇f,∇g⟩dνg +

∫
An∩A

∥∇f∥p−2⟨∇f,∇g⟩dνg

−

∫
A\An

∥∇f∥p−2⟨∇f,∇g⟩dνg −

∫
An∩A

∥∇f∥p−2⟨∇f,∇g⟩dνg
∣∣∣∣

=

∣∣∣∣ ∫
An\A

∥∇f∥p−2⟨∇f,∇g⟩dνg +

∫
A\An

∥∇f∥p−2⟨∇f,∇g⟩dνg
∣∣∣∣

6
∣∣∣∣ ∫

An\A

∥∇f∥p−2⟨∇f,∇g⟩dνg
∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ ∫

A\An

∥∇f∥p−2⟨∇f,∇g⟩dνg
∣∣∣∣.

Passando o limite com n → ∞ na desigualdade acima, concluimos por (3.24) e (3.25),

que

lim
n→∞ |Φn(g) −Φ(g)| = 0, (3.26)

ou seja, Φn(g) converge para Φ(g), para toda g ∈ C∞(M). Agora, pela proposição

2.3 segue que Φn(fn) converge para Φ(f). De modo inteiramente análogo, obtemos que

Ψn(fn) converge para Ψ(f), onde

Ψn(g) =

∫
An

|f|p−2fgdνg, ∀g ∈W1,p(M)

e

Ψ(g) =

∫
A

|f|p−2fgdνg, ∀g ∈W1,p(M).

Tomando limite com n→ ∞ na equação (3.20), concluimos que

λ1,p(M) =

∫
A
∥∇f∥p−2⟨∇f,∇f⟩dνg∫

A
|f|p−2ffdνg

=

∫
A
∥∇f∥pdνg∫
A
|f|pdνg

Lema 3.2. Seja f uma primeira autofunção de ∆p em M, p > 1 e sejam A1 = f
−1(R+)

e A2 = f
−1(R−) os domínios nodais de f. Então

λ1,p(M) = µ1,p(A1) = µ1,p(A2).

Demonstração: Para cada i = 1, 2 temos, da de�nição de µ1,p e do lema acima, respec-

tivamente, que

µ1,p(Ai) 6
∫
Ai

∥∇f∥pdνg∫
Ai

|f|pdνg
= λ1,p(M)
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Com isso λ1,p(M) > max{µ1,p(A1),µ1,p(A2)}. Sejam f1, f2 as primeiras autofunções do

problema de Dirichlet para ∆p em A1 e A2, respectivamente. Estenda cada fi por zero

no complementar de Ai e tome α ∈ R satisfazendo∫
M

|f1 + αf2|
p−2(f1 + αf2)dνg = 0,

ou seja, f satisfaz (3.1) e é uma função admissível. Daí,

λ1,p(M)

∫
A1

|f1|
pdνg + λ1,p(M)

∫
A2

|αf2|
pdνg (3.27)

=λ1,p(M)

( ∫
A1

|f1|
pdνg +

∫
A2

|αf2|
pdνg

)
=λ1,p(M)

( ∫
A1

|f1 + αf2|
pdνg +

∫
A2

|f1 + αf2|
pdνg

)
=λ1,p(M)

∫
M

|f1 + αf2|
pdνg

6
∫
M

∥∇(f1 + αf2)∥pdνg

=

∫
A1

∥∇(f1 + αf2)∥pdνg +

∫
A2

∥∇(f1 + αf2)∥pdνg

=

∫
A1

∥∇f1∥pdνg +

∫
A2

∥∇(αf2)∥pdνg

=µ1,p(A1)

∫
A1

|f1|
pdνg + µ1,p(A2)

∫
A2

|αf2|
pdνg (3.28)

6λ1,p(M)

∫
A1

|f1|
pdνg + λ1,p(M)

∫
A2

|αf2|
pdνg. (3.29)

Logo, destacando da desigualdade acima (3.27), (3.28) e (3.29), vemos que

λ1,p(M)

∫
A1

|f1|
pdνg + λ1,p(M)

∫
A2

|αf2|
pdνg

=µ1,p(A1)

∫
A1

|f1|
pdνg + µ1,p(A2)

∫
A2

|αf2|
pdνg,

ou seja,

[
λ1,p(M) − µ1,p(A1)

]( ∫
A1

|f1|
pdνg

)
+
[
λ1,p(M) − µ1,p(A2)

]( ∫
A2

|αf2|
pdνg

)
= 0.

Como
∫
A1

|f1|
pdνg e

∫
A2

|αf2|
pdνg são termos positivos, concluimos que

λ1,p(M) = µ1,p(A1) = µ1,p(A2).
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Corolário 3.2. Seja p > 1 e f primeira autofunção de ∆p em Sm. Então os domínios

nodais de f são os hemisférios de Sm, denotados por Sm
+ e Sm

− . Além disso, vale

λ1,p(Sm) = µ1,p(Sm
+ ) = µ1,p(Sm

− ).

Demonstração: Como f é radial, digamos em torno de x0 ∈ Sm, tem-se que os domí-

nios nodais de f são bolas geodésicas centradas em x0 e −x0. Do contrário, existiriam

x ∈ f−1(R+) e y ∈ f−1(R−), tais que r(x) = r(y), onde r é a função distância de Sm em

relação a x0. Mas isso contraria a radialidade de f. Denotemos por B1 e B2 tais bolas,

respectivamente. Do lema 3.2, temos

µ1,p(B1) = µ1,p(B2).

Assim, pelo teorema de Faber-Krahn (teorema 3.2), Vol(B1) = Vol(B2), donde segue que

B1 e B2 possuem o mesmo raio. Portanto B1 = Sm
+ e B2 = Sm

− , os hemiférios norte e sul

em relação a x0, respectivamente.

Demonstração do Teorema 3.3: Seja f a primeira autofunção de ∆p sobre M e seja

Ω = f−1(R+). Como

Vol(M) > Vol
(
f−1(R+)

)
+ Vol

(
f−1(R−)

)
= Vol

(
f−1(R+)

)
+ Vol

(
(−f)−1(R+)

)
,

podemos, substituindo f por −f se necessário, supor que Vol(Ω) 6 1
2
Vol(M). Pelo lema

3.2

λ1,p(M) = µ1,p(Ω). (3.30)

Agora, seja Ω∗ a bola geodésica de centro x0 em Sm
k satisfazendo Vol(Ω)/Vol(M) =

Vol(Ω∗)/Vol(Sm
k ). Pelo teorema de Faber-Krahn (teorema 3.2)

µ1,p(Ω) > µ1,p(Ω
∗). (3.31)

Como

Vol(Ω∗) =
Vol(Ω)

Vol(M)
Vol(Sm

k ) 6 1/2Vol(M)

Vol(M)
Vol(Sm

k ) =
1
2
Vol(Sm

k ),

obtemos que Ω∗ está contido no hemisfério de centro x0, que denotaremos por Sm
k+. Do

corolário 3.1

µ1,p(Ω
∗) > µ1,p(Sm

k+) = λ1,p(Sm
k ). (3.32)
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Das equações (3.30), (3.31) e (3.32), respectivamente, concluimos que

λ1,p(M) > λ1,p(Sm
k ).

No caso de igualdade na hipótese deste teorema, também teremos a igualdade na equação

(3.31), e pelo teorema de Faber-Krahn (teorema 3.2) M é isométrico a Sm
k .

�

Demonstração do Teorema 3.4: Pelo teorema 3.3 é su�ciente provarmos o teorema

3.4 para o casoM = Smk . No caso em que n = 2 temos o teorema de Licherowicz (teorema

0.3). Suponha p > 2. Para toda f ∈ C∞(M) temos∫
M

∆pf∆fdνg =

∫
M

−div
(
∥∇f∥p−2∇f

)
∆fdνg

=

∫
M

−div
(
∆f∥∇f∥p−2∇f

)
dνg +

∫
M

∥∇f∥p−2
⟨
∇f,∇(∆f)

⟩
dνg

=

∫
M

∥∇f∥p−2
⟨
∇f,∇(∆f)

⟩
dνg.

Pela fórmula de Weitzenböck (proposição 2.1)∫
M

∆pf∆fdνg =

∫
M

∥∇f∥p−2|Hess f|2dνg +
1
2

∫
M

∥∇f∥p−2∆
(
∥∇f∥2

)
dνg

+

∫
M

∥∇f∥p−2ricM
(
∇f,∇f

)
dνg. (3.33)

Ademais,∫
M

∥∇f∥p−2∆
(
∥∇f∥2

)
dνg = −

∫
M

∥∇f∥p−2div
[
∇
(
∥∇f∥2

)]
dνg

=

∫
M

⟨
∇
(
∥∇f∥p−2

)
,∇

(
∥∇f∥2

)⟩
dνg −

∫
M

div
[
∥∇f∥p−2∇

(
∥∇f∥2

)]
dνg

=

∫
M

⟨
(p− 2)∥∇f∥p−3∇(∥∇f∥), 2∥∇f∥∇(∥∇f∥)

⟩
dνg

= 2(p− 2)
∫
M

∥∇f∥p−2∥∇(∥∇f∥)∥2dνg

> 0.

Logo, da equação (3.33) e pela hipótese da limitação de ricM,∫
M

∆pf∆fdνg >
∫
M

∥∇f∥p−2ricM(∇f,∇f)dνg > (m− 1)k
∫
M

∥∇f∥p−2dνg (3.34)

Como f é suave em M, obtemos, por densidade, que a desigualdade acima ainda vale

para f ∈ W1,p(M) uma primeira autofunção de ∆p sobre M. Ainda para esta função f
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obtemos, pelo fato de f ser primeira autofunção,∫
M

∆pf∆fdνg = λ1,p(M)

∫
M

|f|p−2f∆fdνg = −λ1,p(M)

∫
M

|f|p−2fdiv (∇f)dνg

= λ1,p(M)

∫
M

⟨
∇(|f|p−2f),∇f

⟩
dνg −

∫
M

div
[
∇(|f|p−2ff)

]
dνg

= λ1,p(M)

∫
M

⟨
(p− 2)|f|p−3∇(|f|)f+ |f|p−2∇f,∇f

⟩
dνg

= λ1,p(M)

∫
M

{
(p− 2)|f|p−3f

⟨
∇(|f|),∇f

⟩
+ |f|p−2

⟨
∇f,∇f

⟩}
dνg

= λ1,p(M)

∫
M

{
(p− 2)|f|p−3f sinal(f)⟨∇f,∇f⟩+ |f|p−2⟨∇f,∇f⟩

}
dνg

= λ1,p(M)

∫
M

{
(p− 2)|f|p−3|f|+ |f|p−2

}
∥∇f∥2dνg

= (p− 1)λ1,p(M)

∫
M

|f|p−2∥∇f∥2dνg.

Pela desigualdade de Hölder (teorema 2.11), temos∫
M

∆pf∆fdνg 6 (p− 1)λ1,p(M)

( ∫
M

|f|p
)1−2/p(

∥∇(f)∥p
)2/p

dνg, (3.35)

Sendo f primeira autofunção de ∆p, vale
∫
M

|f|pdνg = (λ1,p(M))−1
∫
M

∥∇f∥pdνg.

Portanto da desigualdade (3.35) acima∫
M

∆pf∆fdνg 6 (p− 1)(λ1,p(M))2/p
∫
M

∥∇(f)∥pdνg, (3.36)

Das equações (3.34) e (3.36) segue o resultado.

�

3.4 Estimativas (inferior e superior) do tipo Cheeger

Aqui faremos estimativas do tipo Cheeger. Assim denotaremos por hM a constante

isoperimétrica de Cheeger (ver de�nição 2.1).

Teorema 3.5. (Teorema 4.1 de [24]). Seja M uma variedade Riemanniana compacta.

Então, para p > 1,

λ1,p(M) >
(
hM

p

)p

.

O caso p = 2, é o teorema 0.5. Ademais, se ricM > 0 então, por [15], hm > 2/dM,

onde dM é o diâmetro de M. Por [10], obtemos, do teorema 3.5, a seguinte estimativa

inferior de λ1,p(M) em função de dM,

λ1,p(M) > 2
ppd

p
M

(p > 1).
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Por outro lado, também podemos estimar λ1,p(M) por cima em função de dM e hM. É

o que nos diz os seguintes resultados:

Teorema 3.6. (Teorema 4.2 de [24]). Seja M uma variedade Riemanniana compacta.

Suponha que M tem curvatura seccional não-negativa. Então, para p > 1,

λ1,p(M) 6 22p+2(m+ p)m+p

(m− 1)m−1pp
1
d
p
M

.

Teorema 3.7. (Teorema 4.3 de [24]).Seja M uma variedade Riemanniana compacta.

Suponha que ricM > −(m − 1). Então, para p > 1, existe uma constante c = c(m,p),

dependendo de m e p tal que

λ1,p(M) 6 c(hM + hp
M).

Quando p = 2 nos teoremas 3.6 e 3.7, obtemos, respectivamente, os teoremas 0.6 e

0.7.

Obs 3.2.

(i) Quando a curvatura seccional de M é não-negativa, obtemos, pelos teoremas 3.5 e

3.6, que
2

ppd
p
M

6 λ1,p(M) 6 22p+2(m+ p)m+p

(m− 1)m−1pp
1
d
p
M

,

ou seja, λ1,p(M) = O(d−1
M ).

(ii) Sob as hipóteses do teorema 3.7, obtemos, pelos teoremas 3.5 e 3.7, que para uma

sequência de variedades Riemannianas compactas (Mj)j∈N, ou para uma sequência

de métricas Riemannianas (gj)j∈N em uma variedade RiemannianaM, isto é,Mj =

(Mj,gj), tem-se

lim
j→∞ λ1,p(Mj) = 0 ⇐⇒ lim

j→∞hMj
= 0.

Pelos teoremas 3.5 e 3.7, obtemos, para todo j ∈ N(
hMj

p

)p

6 λ1,p(Mj) 6 c(hMj
+ hMj

p).

Se limj→∞ hMj
= 0, então obtemos limj→∞ λ1,p(Mj) = 0. Reciprocamente, pelo

teorema 3.5, obtemos, para todo j ∈ N,

0 6 hMj
6 p(λ1,p(Mj))

1/p.

Assim, se limj→∞ λ1,p(Mj) = 0, teremos limj→∞ hMj
= 0.
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Demonstração do Teorema 3.5: Seja f ∈ W1,p(M) a primeira autofunção de ∆p.

Pelo teorema de densidade (corolário 2.5), existe uma sequência de funções de Morse,

(fn)n∈N, que converge em W1,p para f. Sejam An = f−1
n (R+) e Bn = f−1

n (R−). Como

cada ∂An = ∂Bn = f−1
n (0) é uma hipersuperfície regular e fechada, pois sendo cada fn

de Morse, podemos supor 0 valor regular para cada fn. Pelo mesmo argumento usado no

�m da demonstração do lema 3.1, tem-se

lim
n→∞

∫
An

∥∇fn∥pdνg∫
An

|fn|pdνg
= λ1,p(M). (3.37)

Fixado n ∈ N, para amenizar a notação, assuma f = fn, A = An e B = Bn. Pela

desigualdade de Hölder (teorema 2.11),∫
A

∥∇(fp)∥dνg =

∫
A

p|f|p−1∥∇f∥dνg

6 p
( ∫

A

(
|f|p−1

)q
dνg

)1/q( ∫
A

∥∇f∥pdνg
)1/p

= p

( ∫
A

|f|pdνg

)1−1/p( ∫
A

∥∇f∥pdνg
)1/p

= p

∫
A
|f|pdνg( ∫

A
|f|pdνg

)1/p

( ∫
A

∥∇f∥pdνg
)1/p

,

onde q é o conjugado de p, ou seja, 1/p+ 1/q = 1. Daí, temos∫
A
∥∇f∥pdνg∫
A
|f|pdνg

> 1
pp

(∫
A
∥∇(fp)∥dνg∫
A
|f|pdνg

)p

. (3.38)

Assim, por (3.37) e (3.38), é su�ciente provar que∫
A
∥∇(fp)∥dνg∫
A
|f|pdνg

> hM. (3.39)

Pela compacidade de M e do fato de f ser função de Morse, temos que, a menos de uma

quantidade �nita de valores t, A(t) = (fp)−1(t) é uma hipersuperfície regular deM. Daí,

pela fórmula da coarea (teorema 2.2),∫
A

∥∇(fp)∥dνg =

∫ sup fp

0

( ∫
A(t)

∥∇(fp)∥∥∇(fp)∥−1dσt

)
dt

=

∫ sup fp

0

( ∫
A(t)

dσt

)
dt

=

∫ sup fp

0

Voln−1(A(t))dt, (3.40)
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onde dσt denota o elemento de volume da métrica Riemanniana induzida sobre a hiper-

superfície A(t) = (fp)−1(t). Seja V(t) = (fp)−1
(
(t,∞)

)
. Suponhamos, sem perda de

generalidade, que Vol(A) 6 Vol(B). Disto e pela de�nição de hM (de�nição 2.1)

hM = inf
Ω⊂M

Voln−1(∂Ω)

Vol(Ω)
6 Voln−1(A(t))

Vol(V(t))
. (3.41)

Logo, de (3.40) e (3.41), temos∫
A

∥∇(fp)∥dνg > hM

∫ sup fp

0

Vol(V(t))dt. (3.42)

Integrando por partes obtemos∫ sup fp

0

Vol(V(t))dt = tVol(V(t))

∣∣∣∣sup fp

0

−

∫ sup fp

0

t
d
dt

[
Vol(V(t))dt

]
= −

∫ sup fp

0

t
d
dt

[
Vol(V(t))dt

]
. (3.43)

Mas

d
dt

[
Vol(V(t))

]
=

d
dt

∫
V(t)

ds

=
d
dt

∫ sup fp

t

( ∫
A(s)

∥∇(fp)∥−1dσs

)
dt

=

∫
A(s)

∥∇(fp)∥−1dσs

∣∣∣∣sup fp

t

= −

∫
A(t)

∥∇(fp)∥−1dσt. (3.44)

Combinando (3.43), (3.44) e usando a fórmula da coarea, obtemos∫ sup fp

0

Vol(V(t))dt =
∫ sup fp

0

∫
A(t)

t∥∇(fp)∥−1dσt =
∫
A

fpdνg. (3.45)

Portanto, de (3.42) e (3.45), concluimos que vale (3.39). O que conclui nossa demonstra-

ção.

�

Demonstração do Teorema 3.6: Seja x0 ∈ M. Então existe uma constante r0 tal

que a função f = r − r0, onde r é a função distância de M em relação a x0, satisfaz∫
M

|f|p−2fdνg = 0. De fato, considere a função real

h(t) =

∫
M

|r− t|p−2(r− t)dνg =

∫
M

|r− t|p−1rdνg −

∫
M

|r− t|p−1tdνg, t ∈ R.
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Daí veja que h é contínua com limt→∞ h(t) = −∞ e limt→−∞ h(t) = ∞. Logo, nossa

a�rmação segue do teorema do valor intermediário. De posse disso, e da de�nição do

primeiro autovalor de ∆p (expressão (3.1)), temos

λ1,p(M) 6
∫
M

∥∇f∥pdνg∫
M

|f|pdνg
. (3.46)

Mas ∥∇f∥ = ∥∇(r − r0)∥ = ∥∇r∥ = 1 em M\{x0 ∪ Cut(x0)}, onde Cut(x0) denota o cut

locus de x0 (de�nição 1.15). Então

λ1,p(M) 6 Vol(M)∫
M

|f|pdνg
.

Usando o mesmo argumento de [10] para esta função f = r− r0, vemos que para

Aα,β :=

{
x ∈M; |f(x)| > α(1− 2β)

22
dM

}
, α ∈ (0, 1), β ∈

(
0,
1
2

)
,

vale,

Vol(Aα,β) >
αβ(1− α)m−1Vol(M)

2
.

Com isso, ∫
M

|f|pdνg >
∫
Aα,β

|f|pdνg

> αp(1− 2β)p

22p
d
p
M

∫
Aα,β

dνg

=
αp(1− 2β)p

22p
d
p
MVol(Aα,β)

> αp(1− 2β)p

22p
d
p
M

αβ(1− α)m−1Vol(M)

2

=
(1− α)m−1αp+1β(1− 2β)p

22p+1
d
p
MVol(M). (3.47)

Pelas equação (3.46), a melhor estimativa superior para λ1,p(M) seria uma boa estimativa

inferior para
∫
M

|f|pdνg. Assim, pela estima inferior (3.47), devemos procurar um ponto

(α,β) ∈ (0, 1)×
(
0, 1

2

)
de modo que maximize (1−x)m−1xp+1y(1−2y)p sobre o retângulo

aberto (0, 1)×
(
0, 1

2

)
. Para isto, seja F : [0, 1]×

[
0, 1

2

]
−→ R, dada por

F(x,y) = (1− x)m−1xp+1y(1− 2y)p.

Como F é suave, em particular contínua, sobre o compacto Q = [0, 1] ×
[
0, 1

2

]
, obtemos

que F atinge um máximo neste compacto Q. Veja que F|∂Q = 0 e F > 0 em (0, 1)×
(
0, 1

2

)
,

pois

(1− x)m−2xp ̸= 0, ∀x ∈ (0, 1), (3.48)

y(1− 2y)p ̸= 0, ∀y ∈
(
0,
1
2

)
. (3.49)
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Logo F deve atingir seu máximo no aberto (0, 1) ×
(
0, 1

2

)
, justamente o que queremos.

Para encontrarmos o máximo, estudaremos os pontos críticos de F. Seja (x,y) um ponto

crítico de F. Então,

0 = Fx(x,y) =
[
− (m− 1)(1− x)m−2xp+1 + (p+ 1)(1− x)m−1xp

]
y(1− 2y)p.

Por (3.48),

0 = −(m− 1)(1− x)m−2xp+1 + (p+ 1)(1− x)m−1xp

= (1− x)m−2xp[−(m− 1)x+ (p+ 1)(1− x)].

Agora por (3.49),

0 = −(m− 1)x+ (p+ 1)(1− x)

= −(m− 1)x+ (p+ 1) − (p+ 1)x

= −(m+ p)x+ (p+ 1).

Assim,

x =
p+ 1
m+ p

. (3.50)

Além disso,

0 = Fy(x,y) = (1− x)m−1xp+1[(1− 2y)p − 2py(1− 2y)p−1],

donde, por (3.48),

0 = (1− 2y)p − 2py(1− 2y)p−1

= (1− 2y)p−1[1− 2y− 2py]

e, por (3.49),

0 = 1− 2y− 2py = 1− 2y(1+ p).

Daí,

y =
1

2(p+ 1)
. (3.51)

Portanto

(α,β) =

(
p+ 1
m+ p

,
1

2(p+ 1)

)
(3.52)



Capítulo 3. Teoremas de comparação do primeiro autovalor de ∆p 51

é o único ponto crítico de F. Logo tal ponto deve ser, o único, ponto de máximo de F.

Substituindo este ponto na equação (3.47), obtemos∫
M

|f|pdνg 6 (1− α)m−1αp+1β(1− 2β)p

22p+1
(dM)pVol(M)

6
(
1− p+1

m+p

)m−1( p+1

m+p

)p+1 1
2(p+1)

(
1− 2

2(p+1)

)p
22p+1

(dM)pVol(M)

=

(
m−1
m+p

)m−1( p+1

m+p

)p+1 1
2(p+1)

(
p

(p+1)

)p
22p+1

(dM)pVol(M)

=

(m−1)m−1

(m+p)m−1

pp

2(m+p)p+1

22p+1
(dM)pVol(M)

=

(m−1)m−1

(m+p)m+p

pp

2

22p+1
(dM)pVol(M)

=
pp

2
1

22p+1

(m− 1)m−1

(m+ p)m+p
(dM)pVol(M)

=
pp

22p+2

(m− 1)m−1

(m+ p)m+p
(dM)pVol(M) (3.53)

Substituindo a estimativa (3.53) acima em (3.46), concluimos que

λ1,p(M) 6 22p+2(m+ p)m+p

(m− 1)m−1pp
1
d
p
M

,

o que encerra a demonstração do teorema.

�

Demonstração o Teorema 3.7: Seja X uma hipersuperfície que divide M em dois

domínios disjuntos A e B. Seja H = Vol(X)/ inf{Vol(A), Vol(B)} e denote por β(r) o

m-volume da bola hiperbólica de raio r, i.e,

β(r) =

∫
B(x,r)

(expx)
∗dHm

=

∫ r

0

∫
Sm

senh(t)m−1dσdt

= ωm

∫ r

0

senh(t)m−1dt,

onde B(x, r) é a bola de centro x e raio r em TxHm e ωm é o volume (m− 1)-dimensional

da esfera unitária Sm−1 ⊂ TxHm. Agora seja σ(r) = (d/dr)β(r) = ωn(sinh r)m−1, o

(m− 1)-volume da correspondente esfera de raio r em Hm. Em [6], Buser mostrou que

j(r) :=
σ(r/4)β(r/2)
4β(2r)β(r)

> 1
r
c1+r
1 , (3.54)
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onde c1 < 1 é uma constante que depende da dimensão de M. Ainda por [6] podemos

tomar r su�cientemente pequeno de modo que

H
β(4r)
β(r)j(r)

6 1
8
, (3.55)

onde, para B(x, r) a bola de centro x e raio r em M, os conjuntos

Ã =
{
x ∈M; Vol(A ∩ B(x, r)) > 1

2
Vol(B(x, r))

}
e

B̃ =
{
x ∈M; Vol(B ∩ B(x, r)) > 1

2
Vol(B(x, r))

}
são não vazios. Pela continuidade da aplicação x 7→ Vol

(
A ∩ B(x, r)

)
− Vol

(
B ∩ B(x, r)

)
vê-se, tomando a imagem inversa do {0} por esta aplicação, que Ã e B̃ são separados

pelo subconjunto fechado X̃ =
{
x ∈ M; Vol

(
A ∩ B(x, r)

)
= Vol

(
B ∩ B(x, r)

)}
. Seja

X̃t =
{
x ∈ M; dist(x,X) 6 t

}
e veja que λ1,p(M) 6 max{µ1,p(Ã),µ1,p(B̃)}. Suponha

λ1,p(M) 6 µ1,p(Ã). Agora, de�na a função f : Ã −→ R por

f(x) =


dist(x,X̃)

2r
, se x ∈ X̃2r ∩ Ã;

1, se x ∈ Ã\X̃2r.
(3.56)

Então ∥∇f∥ 6 1/2r em X̃2r∩Ã e ∥∇f∥ = 0 em X̃2r. Usando a equação (3.55) na estimativa

abaixo, obtida por Buser [6],

Vol(X̃2r) 6 H
2β(4r)
β(r)j(r)

Vol(A) e Vol(Ã\X̃2r) >
(
1−

4Hβ(4r)
β(r)j(r)

)
Vol(A),

obtemos

Vol(X̃2r) 6 H
2β(4r)
β(r)j(r)

Vol(A) e Vol(Ã\X̃2r) > 1
2
Vol(A). (3.57)

Então, pela de�nição de f e pelas estimativas (3.54), (3.55) e (3.57), acima

λ1,p(M) 6 µ1,p(Ã) 6
∫
Ã
∥∇f∥pdνg∫
Ã
fpdνg

=

∫
X̃2r∩Ã

∥∇f∥pdνg∫
Ã
fpdνg

6 1
(2r)p

∫
X̃2r∩Ã

dνg∫
Ã
fpdνg

6 1
(2r)p

∫
X̃2r∩Ã

dνg∫
Ã\X̃2r fpdνg

=
1

(2r)p

∫
X̃2r∩Ã

dνg∫
Ã\X̃2r dνg

=
1

(2r)p
Vol(X̃2r ∩ Ã)
Vol(Ã\X̃2r)

6 H
4

(2r)p
β(4r)
β(r)j(r)

6 H
4

(2r)p
β(4r)
β(r)

r

c1+r
1

= H
4

(2r)p
rc1+r

2 ,
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onde c1+r
2 = β(4r)

β(r)
c1+r
1 . Veja que c2 > 1. Com efeito, sendo β(r) é o m-volume da bola

hiperbólica de raio r > 0, vemos que β é uma função crescente, logo β(4r)
β(r)

> 1. Por outro

lado, c1 > 1. Com isso, c1+r
2 = β(4r)

β(r)
c1+r
1 > 1, donde c2 > 1. Agora tome

r =

 1/8, se H 6 1/c22,

1/(8Hc22), se H > 1/c22.
(3.58)

Observe que r varia continuamente, pois quando H = 1/c22 obtemos, em ambos os casos

da de�nição 3.58 acima, r = 1/8. Ademais, sempre temos r 6 1/8 < 1. Daí, como p > 1

vemos

(i) H 6 1/c22

λ1,p(M) 6 H
4

(2r)p
rc1+r

2

= H
22

(2 · 2−3)p
2−3c

1+ 1
8

2

= H
2−1

2−2p
c
1+ 1

8

2

= H22p−1c
1+ 1

8

2

6 H22p−1c22

6 H22p−1c
2p
2 . (3.59)

(ii) H > 1/c22

λ1,p(M) 6 H
4

(2r)p
rc1+r

2

= H
22

(2 · 2−3H−1c−2
2 )p

2−3H−1c−2
2 c

1+r
2

=
2−1

2−2pH−pc
−p
2

cr−1
2

= Hp22p−1c
p
2

1
c1−r
2

6 Hp22p−1c
p
2 (3.60)

Assim, como λ1,p(M) > 0, ganhamos, somando as estimativas (3.59) e (3.60), que

λ1,p(M) 6 22p−1c
p
2 (H +Hp). (3.61)

Como X é uma hipersuperfície que divide M em dois domínios disjuntos A e B, obtemos

que X pertence as fronteiras de A e de B. Suponha, sem perda de generalidade, Vol(A) =
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inf{Vol(A), Vol(B)}. Daí, obtemos que

H =
Vol(X)

inf{Vol(A), Vol(B)}
=

Vol(X)
Vol(A)

6 Vol(∂A)
Vol(A)

.

Sendo A qualquer, concluimos, pela de�nição 2.1,

H 6 hM. (3.62)

Pelas desigualdades (3.62) e (3.61) concluimos a demonstração.

�
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