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Resumo

O trabalho aqui desenvolvido baseia-se no artigo [1]. Estudamos as propriedades de
convergencia do algoritmo de minimizagao proximal alternado para fungoes estruturadas
nao-convexas do tipo: L(x,y) = f(x) + Q(x,y) + g(y), onde f e g sdao fungoes préprias
semicontinuas inferiormente, definidas sobre espacos Euclideanos, e Q ¢ uma funcao suave
que acopla as variaveis x e y. O algoritmo pode ser visto como uma regularizagao proximal
do usual método de Gauss-Seidel para minimizar L.

Trabalhamos em um cenario nao-convexo, assumindo apenas que L satisfaz a desigual-
dade de Kurdyka-Lojasiewicz. Exibimos varias estruturas onde uma funcao possui esta
desigualdade vélida, além de fornecer uma prova para o caso analitico (veja Teorema 6).

Nosso resultado principal pode ser assim enunciado: Se L satisfaz a propriedade
Kurdyka-Lojasiewicz, entao cada sequéncia gerada pelo algoritmo converge a um ponto
critico de L. Este resultado ¢ completado pelo estudo da taxa de convergéencia do algo-
ritmo, que depende das propriedades geométricas do funcao L perto de seu ponto critico.
Quando especializado para Q(x,y) =|| x —y ||?, e para f, g funcoes indicadoras, o algo-
ritmo é um método de projecao alternado (uma variacao de von Neumann’s) que converge

para uma ampla classe de conjuntos.



Abstract

The work developed here is based on article [1]. We study the convergence properties
of an alternating proximal minimization algorithm for nonconvex structured functions of
the type: L(x,y) = f(x) + Q(x,y) + g(y), where f and g are proper lower semicontinuous
functions, defined on Euclidean spaces, and Q is a smooth function that couples the
variables x and y. The algorithm can be viewed as a proximal regularization of the usual
Gauss-Seidel method to minimize L.

We work in a nonconvex setting, just assuming that the function L satisfies the
Kurdyka-£ojasiewicz inequality. We display several structures where this function has
a valid inequality, and provides a proof for the analytic case (see Theorem 6).

Our main result can be stated as follows: If L has the Kurdyka-£ojasiewicz property,
then each bounded sequence generated by the algorithm converges to a critical point of
L. This result is completed by the study of the convergence rate of the algorithm, which
depends on the geometrical properties of the function L around its critical points. When
specialized to Q(x,y) =|| x —y ||?, and to f, g indicator functions, the algorithm is an
alternating projection method (a variant of von Neumann’s) that converges for a wide

class of sets.
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Introducao

1. Apresentagao do Algoritmo. Nesta dissertacao analisaremos a convergéncia do
algoritmo de minimizagao alternada para fungoes (ndo-convexas) L : R® xR™ — RU{+o0}

do seguinte tipo:

Lix,y) =f(x) + Q(x,y) + gly),
f:R™ - RU{+00},g: R™ — R U{+400} sado préprias semicontinuas inferiormente

Q:R™ x R™ — R ¢ uma funcao de classe C.

VQ ¢ Lipschitz continuo sobre subconjuntos limitados de R™ x R™.

A hipétese (H) serd necessaria ao longo da dissertacao.

Queremos encontrar os pontos criticos de

L(x,y) = f(x) + Q(x,y) + g(y) (1)

e possivelmente resolver o problema de minimizacao correspondente.

A estrutura especifica de (L) permite, em particular, atacar problemas da forma
min{f(z) + g(z) : z € R"} (2)

Com efeito, basta definir L, (x,y) = f(x) +(p/2) || x—y ||* +9g(y), p sendo um parametro
positivo de penalizagao (ou relaxamento), e minimizar L, sobre R™ x R™. Problemas de
viabilidade envolvendo dois conjuntos fechados sao casos particulares: basta tomar f e g
funcoes indicadoras.

Minimizar a soma de func¢oes ou encontrar um ponto comum a uma colecao de con-
juntos fechados é um campo de pesquisa muito ativo, com aplicagoes em teoria da aprox-
imacao (von Neumann [23]), reconstrucao de imagem (Combettes e Wajs [12], Donoho
[15]), estatistica (Csiszar e Tusnady [13], Grubisié e Pietersz [16]), equagoes diferencias

parciais e controle 6timo (Lions [19], Widrow e Wallach [24]). Uma boa referéncia para



Sumario 2

problemas envolvendo casos convexos é Combettes e Wajs [12]: muitos exemplos vindos
de problemas de processamento de sinal sao mostrados regravaveis.

A especificidade da nossa abordagem é dupla. Primeiro, trabalhamos em um cendrio
nao-convexo, assumindo apenas que a funcao L satisfaz a desigualdade de Kurdyka-
Lojasiewicz. Mais precisamente, para cada x* € dom 0L se existe n € (0,4o00], uma
vizinhanca U de x* e uma funcao concava continua ¢ : [0,1) — R tal que:

(i) (0) =0,

(ii) @ é C' em (0,7),

(iii) para todo s € (0,1), @’(s) > 0,

(iv) para todo x € UN[L(x*) < L < L(x*)4m], tem-se a desigualdade Kurdyka-Lojasiewicz

¢'(L(x) — L(x"))dist (0, 0f(x)) > 1, (3)

onde

M < f<mnel ={x € R™:my < f(x) <mng} e dist(0,0f(x)) = inf{||v|| : v € of (x)}.

S. Lojasiewicz provou em 1963 (Lojasiewicz [20]) que fungoes analiticas reais satisfazem
uma desigualdade do tipo acima com @(s) = s'~® onde 0 € [%, 1). Uma boa prova deste
resultado pode ser encontrada na monografia (Denkowska and Stasica [14]). Em um
artigo recente, Kurdyka [17] estendeu este resultado a fungoes diferencidveis definiveis em
estruturas o-minimais. Mais recentemente Bolte et al. [7]-[9] estendeu a desigualdade
de Kurdyka-Lojasiewicz a fungoes nao-suaves no cenario subanalitico e o-minimal; veja
também Bolte et al. [10].

Uma funcao propria semicontinua inferiormente f : R™ — RU{+00} tem a propriedade
Kurdyka Lojasiewicz em qualquer ponto nao-critico X € R™, veja Lema 1, secao 1.1.

Quando uma funcao tem a propriedade Kurdyka-Lojasiewicz, é importante ter esti-
mativas de 1, U e @. Veremos, por exemplo, que muitas funcoes convexas satisfazem a
propriedade acima com U = R"™ e 1 = 400. A determinagao de limites apertados para o
caso nao-convexo € muito mais envolvido.

Segundo, contamos com uma nova classe de algoritmos de minimizagao alternada com
custos para mover que tem sido introduzidos recentemente em Attouch et al. [3] e que
provou ser uma ferramenta flexivel permitindo lidar com funcoes gerais de acoplamento

Q(x,y) (por exemplo, Q(x,y) =|| Ax — By ||?, com A, B operadores lineares):
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(x0,Yo) € R™ x R™ dados, (xx,Yk) = (Xk+1,Yk) = (Xk41, Yk+1)

Xk+1 € argmin {L(u,yk) toar [u—xf*rue ]R“} : n
Yxy1 € argmin {L(xk+1,v) + ﬁ lv—yr |[|*:ve Rm} .

O algoritmo acima pode ser visto como uma regularizacao proximal de um método bloco-

duplo Gauss-Seidel para minimizar L:

Xky1 € argmin{L(u,yy) : u € R"},

Ypr1 € argmin{L(xyx;1,Vv):v € R™}

Alguns resultados gerais para o método de Gauss-Seidel, também conhecido como método
de descida coordenada, pode ser encontrado por exemplo em Auslender [5], Bertsekas [6];
método bloco coordenado para fungdes nao suaves e nao convexas tem sido investigados
por muitos autores (veja Tseng [22]). Entretanto, poucos resultados gerais asseguram
que a sequéncia (Xxy,Yx) converge a um minimo global, mesmo para fungdes estritamente
convexas. Um importante fato sobre nossa abordagem é que a convergéncia do algoritmo
(4) funciona para quaisquer Ay, [ maiores que um parametro positivo fixado, o qual pode

ser escolhido arbitrariamente grande.



Capitulo 1

Nocoes Preliminares

Neste capitulo abordaremos as definicoes e os resultados que serao utilizados nos capitulos

seguintes.

1.1 Fatos elementares de analise nao-suave

O produto escalar euclidiano do R™ e sua norma correspondente sao, respectivamente,
denotados por (.,.) e ||.||. Uma boa referéncia sobre andlise nao-suave é Rockafellar e
Wets [21].

Se F: R™ = R™ é uma aplicagao ponto-conjunto seu grafico é definido por
Graf(F) :={(x,y) e R" x R™:y € F(x)}.
Analogamente, o grafico de uma funcao f: R™ — R U {400} é definido por
Graf(f) :={(x,s) e R™ x R:s = f(x)}.
Recordemos algumas defini¢oes sobre o calculo subdiferencial.

Definicao 1. (Rockafellar e Wets [21]). Seja f: R™ — R U {400} uma fun¢do prdpria
semicontinua inferiormente (salvo mengdo contrdria consideraremos f sempre nessa con-
figuragao).

(i) O dominio de f € definido e denotado por domf :={x € R™ : f(x) < +o0}.

(ii) Para cada x € domf, o subdiferencial de Fréchet de f em x, denotado por 5f(x),

€ o conjunto dos vetores x* € R™ tais que

fly) = ) + <"y —x) +ollly —x )

4



Capitulo 1. Nocoes Preliminares )

Se x & dom(f), entdo 0f(x) = 0.
(111) O subdiferencial-limite (ou simplemente subdiferencial) de f em x € domf, deno-

tado por 0f(x), € definido como seque:
of(x) ={x" € R™: Ix, = x,f(xn) = f(x),x}, € 5f(xn) e x5, — x"L

Observacao 1. (a) A definicao acima implica que 5f(x) C of(x) para cada x € R™, onde
o primeiro conjunto é convezro e fechado enquanto o sequndo é fechado. Com efeito, se
X" € 5f(x) entao tomando x, =x, Vn € N, obtemos:

i) Xn — X,

i) f(xn) — f(x),

i) x5 =x* € 5f(xn), vn € N, logo x}, — x*.

Portanto, x* € 0f(x) = 5f(x) C of(x).

Quanto a convexidade, dados x1*,x3* € 5f(x) definamos x¢* := (1 —t)x* +txo*, onde
t e [0,1].

fly) —f(x) = (" y —x) —o(ly —x ) =
fly) —fx) = (1 =" + "y —x) —o([|y —x [|) =

(Y) = fx) = (1 =)™y —x) ="y —x) —olly —x|[) =

(1 =0fly) =f(x) = (a™y =x) ol y =x |)]+

-~

>0, pois x1* € 5f(x)

—

H(f(y) — £(x) = (" y —x) —o(|| y = x [|)] = 0= x" € f(x)

> 0, pois xo* € 6f(x)

Portanto, 5f(x) ¢ convezxo.

Seja {x%} uma sequéncia de pontos de 5f(x) tal que X3, — x*. Entao:

#y) > F(x) + (xa"y —x) + ol y—x ), ¥n € N

Ao limite, com n — +oo obtemos

fy) = f(x) + (x,y —x) + o y —x ||) = x* € f(x)

Portanto, 5f(x) ¢ fechado.

Seja x*) — x* uma sequéncia de pontos de 0f(x). Entdo, ¥j € N 3 X*L — x* tal
que 3 X%( — X, f(x{;) — f(x) e X*i € 5f(x{<) Para concluir que x* € 0f(x) basta definir
uj = X*Lj, onde k; € tal que

(i) || X*Lj —x* ||< e/2, 0 que € possivel pois x*). — x*

(1) || XLj —x ||< &, o que € possivel pois X}, — x
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(113) || f(ij) —f(x) [|< €, o que € possivel pois f(xi) — f(x)

(iv) kj < Kj11,Vj € N

Com efeito, u; = x{;j € /a\f(xL) Vi € N ew — x*, pois dado € > 0 3 jo € N tal que
j > o =[x —x* [|< &/2; logo,

g —x* =l w7l = <l X, = x|+ %0 = < e/2+ e/2 = ¢

Portanto, 0f(x) € fechado.

(b) (Grafof € fechado) Seja (xk,X})ken € Grafof uma sequéncia que converge a
(x,x*). Pela definicao de 0f(x), se f(xyx) converge a f(x) entdo (x,x*) € Grafof.

(¢) No caso em que f é diferencidvel temos {VTf(x)} = gf(x) C of(x)

(d) Uma condi¢do necessdria (mas nao suficiente) para x € R™ ser um minimo de f é
of(x) 2 0. (1.1)
Com efeito, se x ¢ minimo de f temos que

fly) = f(x), Yy € R™ = f(y) > f(x) + (0,y — x) = 0 € df(x).

Nao € suficiente, pois basta tomar f: R — R, f(x) = x>.

Um ponto que satisfaz (1.1) € chamado limite-critico ou simplesmente critico. O
conjunto dos pontos criticos de f € denotado por crit f.

Se K € um subconjunto de R™ e z é qualquer ponto em R™, definimos
dist(x, K) = inf{|| x — z ||: z € K}

Lembre-se que se K é vazio, temos dist(x, K) = 400 para todo x € R™. Note também que

para qualquer fungao real estendida f sobre R™ e qualquer x € R™,
dist(0, 0f(x)) = inf{|| x* ||: x* € of(x)}.
Lema 1. Seja X € domf um ponto nao-critico de f. Entao, existe ¢ > 0, tal que
| x—=x ||+ f(x) —f(X) ||[< ¢ = dist(0, 0f(x)) > c.

Demonstracao. Caso contrério, existiria uma sequéncia (cy) com cx > 0, ¢x — 0 e uma
sequéncia (xi), com || xx — X || + || f(xx) — f(x) ||< cx e dist(0, 0f(xx)) < cx. A ultima
desigualdade implica a existéncia de algum x* € 0f(xy) com || xx* ||< ck.

Como cx — 0 temos que || xx — X || + || f(xx) —f(X) ||= 0 e || x&* ||= 0, logo

X — X, f(xx) — f(x) e x¢* — 0. Portanto, como Grafof é fechado temos que (x,0) €

Graf of = 0 € 0f(X). Isto é uma contradi¢ao! O
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Subdiferenciagao parcial. Seja L: R™ x R™ — R U{+o00} uma fun¢ao semicontinua
inferiormente. Quando fixado y € R™, o subdiferencial da fungao L(.,y) sobre u é
denotado por 0xL(u,y). Analogamente, quando fixado x € R™, pode-se definir a subd-
iferenciacao parcial em relacao a variavel y. O operador correspondente é denotado por

oyL(x,.).

Lema 2. Se f = g+ fy com g finito sobre X e fo € C! sobre uma vizinhanga de X entdo
of(x) = 0g(x) + Vfy(x).

Demonstracao. Veja Rockafellar e Wets [21] p.304. O

O seguinte resultado, embora elementar, é central para este trabalho.

Proposicao 1. Seja L satisfazendo (H). Entdo para todo (x,y) € dom(L) = dom(f) x

dom(g), temos

oL(x,y) ={0f(x) + Vi Q(x,y)} x {0g(y) + VyQ(x,y)} = 0xL(x,y) x dyL(x,y).

Demonstrag¢ao. Observe primeiro que temos 0L(x,y) = 0(f(x)+g(y))+VQ(x,y), pois Q
é continuamente diferencidvel (Lema 2). Além disso, o célculo subdiferencial para fungoes
separaveis nos da 0(f(x)+g(y)) = of(x) x9g(y) (Rockafellar e Wets [21] Proposicao 10.5,
p.426]). Dal, segue a primeira igualdade.

Invocando mais uma vez o Lema 2 obtemos a segunda igualdade. O]

Cones normais, funcgoes indicadoras e projegoes. Se C é um conjunto fechado

de R™ denotamos por d¢ sua funcao indicadora, i.e., para todo x € R™, temos

0 se xeC(C,
5c(x) =
+o0o se x ¢ C.

A projecao em C, denotada por Pc, é a seguinte aplicagao ponto-conjunto
Pc:R*= R™,
Pc(x) := argmin{||x —z|| : z € C.}
Quando C é nao-vazio, o fechamento de C implica que Pc(x) é nao vazio para todo x em

R™.

Definigao 2. (Cone normal). Seja C um subconjunto fechado e nao-vazio de R™.
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(i) Para qualquer x € C o Fréchet cone normal de C em x € definido por
NC(X) ={veR": (v,y—x) <o(x—y),y € ChL

Quando x & C, temos NC(X) = (.

(i1) O cone normal de C em x € C € denotada por Nc(x) e € definido por

veENc(x) e IxeC, x —x, Elvkéﬁc(xk), Vi — V.

1.2 Conjuntos algébricos e semi-algébricos

Definicao 3. Um conjunto A C R™ € dito algébrico, quando existe uma fung¢ao polinomial

f:R™ — R, tal que, A = {x € R™: f(x) = 0}, ou seja, A = f~1(0).

n+1 n-+1
Exemplo 1. Seja S™ = {x c Rt Z xi = 1}. Entao, se tomarmos f(x) = Z xI—1,
i=1 i=1

temos que S™ = f~1(0).

Proposicao 2. Se A,B sao subconjuntos algébricos de R™, entao A UB e AN B sao

subconjuntos algébricos de R™.

Demonstracao. Como A, B sao conjuntos algébricos, existem fungoes polinomialis f; e fy
tais que, A = f;1(0) e B =, 1(0). O resultado segue observando que AUB = (f;-f5)~1(0),
ANB = (f2 4 f2)71(0), e que as fungdes (f; - f2) e (f? + f2) sdao polinomiais. O

Proposigao 3. Se B € um subconjunto algébrico de R™ e F: R™ — R™ é uma aplicacao

polinomial, entdo F~1(B) € um subconjunto algébrico de R™.

Demonstracao. Como B é um subconjunto algébrico de R™, existe uma fungao polinomial
@ : R™ — R tal que B = @ *(0). Sabemos que F1(B) = {x € R™ : 3y € B,F(x) = y}.
Logo, para todo x € F1(B), existe y € B tal que @(F(x)) = ¢(y) =0, ou seja, F1(B) =
(@ o F)71(0). Como ¢ o F é uma funcao polinomial, temos que F~*(B) é um subconjunto

algébrico de R™. [

Entretanto, a imagem de uma conjunto algébrico por uma aplicacao polinomial nem

sempre é um conjunto algébrico. Veja o exemplo a seguir.

Exemplo 2. Sejam m: R? — R a projecio mt(x,y) =x e St ={(x,y) € R?: x> +y% =1}

Vimos no exemplo 1 que S' € um conjunto algébrico, mas m(S*) = [~1,1] nao é um
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conjunto algébrico. De fato, para todo polinomio f : R — R, temos duas possibilidades
para f71(0). Se f ndo € identicamente nulo, temos que £~1(0) é o conjunto finito de raizes
do polinémio. Caso contrdrio, f~1(0) = R. Logo ndo exite um polinémio f: R — R, tal

que, T71(0) = [—~1,1]. Portanto, o intervalo [—1,1] ndao é um conjunto algébrico.

Este exemplo motiva a definicao de uma classe mais geral que a dos conjuntos algébricos,

a saber, a classe dos conjuntos semialgébricos.

Definigao 4. Um subconjunto A de R™ ¢é dito semi-algébrico se existe um nimero finito
de fungoes polinomiais reais Py, Qi : R™ — R tais que

P 9

A=[JxeR™:P;(x) =0,Qy(x) <0}

j=1i=1
Definicao 5. Uma fung¢dio f : R™ — R U {400} (resp. uma aplicagdo ponto-conjunto
F:R™ = R™) € chamada semi-algébrica se o grdfico {(x,A) € R : f(x) = A} (resp.

{(x,y) € R™™ :y € F(x)}) € um subconjunto semi-algébrico de R™* (resp. R ™).

Definicao 6. Seja X C R™ e Y C R™ conjuntos semi-algébricos. Uma aplicacao f :
X — Y dada por f = (f1,...,fn) € semi-algébrica se f; € uma funcao semi-algébrica

vie{l,..,nh

Observe que todo conjunto algébrico é um conjunto semi-algébrico. De fato, se A é
algébrico, existe uma funcao polinomial f : R™ — R tal que A = {x € R" : f(x) = 0}. Dai
basta notar que se g;(x) = f(x) e g2(x) = —f(x), entao

A = {xeR":f(x) =0}

= {xeR":f(x) <0lNn{x e R™: f(x) >0}
2
= (xeR":(x) =0}u ((x e R": gi(x) < 0}).
i=1
Proposicao 4. Na reta, um conjunto semi-algébrico é a reuniao finita de intervalos
abertos, fechados, semi-abertos e pontos.
Demonstracao. Veja pagina 25 de [11]. O

Teorema 1. (Tarski-Seidenberg). Considere a aplicagdo proje¢io : R™ x R™ — R™
definida por 1t(x,y) = x. Entao, para qualquer subconjunto semi-algébrico A de R™*™,

(A) € um subconjunto semi-algébrico de R™.
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Demonstracao. Veja pagina 26 de [11]. ]
Vejamos algumas propriedades de conjuntos semi-algébricos:

(i) Seja A € R™ um conjunto semi-algébrico. Entdo os conjuntos A, intA e dA sio

conjuntos semi-algébricos;

(ii) Sejam A,B C R™ conjuntos semi-algébricos. Entao, AUB, ANB, A—B, B—A,

A€ e B sao conjuntos semi-algébricos;

(iii) Sejam A C R™ e B C R™ conjuntos semi-algébricos. Entdao A x B € R™ x R™ é

um conjunto semi-algébrico.

Corolario 1. A imagem de um conjunto semi-algébrico por uma aplicacao polinomial é

um conjunto semi-algébrico.

Demonstracdao. Sejam F: R™ — R™ uma aplicagao polinomial, e A um subconjunto semi-
algébrico de R™. O grafico de Flo : A — R™ é dado por Graf Flo = {(x,F(x)) : x € A}.
Mostraremos inicialmente que Graf F|5o é um conjunto semi-algébrico.

Sejam x = (X1, ...,Xn) € R" ey = (Y1, ...,Yym) € R™. Dali,

Graf F = {(x,y) e R" xR™:y; =F(x), ..., ym = Fin(x)}
= {(x,y) e R" x R™: (Fi(x) —y1)* + ... + (Fm(x) —ym)* = 0}
- {(Xay) GR“XRm:@(Xay):O}>

onde @(x,y) = (Fi(x) —y1)? + ... + (Fn(x) —ym)?. Logo
Graf Flo ={(x,y) e R® x R™:x € A, ¢(x,y) =0}
Como A é um conjunto semi-algébrico, existe um nimero finito de fungoes polindomiais
reais Pj, Qi : R™ — R tais que
P g
A= U ﬂ{x € R™: Pj(x) =0,Qy(x) <0}

j=11i=1
Defina as fungoes polinomiais, fj(x,y) = P (x) + @*(x,y) e gi;(x,y) = Qyj(x). Daf

Graf Fa = {(x,y) e R" xR™:x € A, o(x,y) =0}
qj

P
= Uﬂ x,y) € R" x R™: f(xy) 0, gij(x,y) < 0}.

Isso mostra que Graf F|o é um subconjunto semi-algébrico de R™ x R™. Considere a
projecao 7 : R™ x R™ — R™ dada por 7t(x,y) = y. Assim, F(A) = n(Graf F|a), e pelo

Teorema de Tarski-Seidenberg, o conjunto F(A) é semi-algébrico. O
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Corolario 2. A imagem de um conjunto semi-algébrico por uma aplica¢do semi-algébrica

¢ um conjunto semi-algébrico.

Corolario 3. Sejam f: A CRP — R™ eg: B C R™ — R™ aplicagoes semi-algébricas

tal que f(A) C B. Entio gof: A C RP — R™ € uma aplicagao semi-algébrica.

Demonstragao. Por hipdtese, {(x,f(x)) € RP xR™:x € A} e {(y,g(y)) e R"xR™:y €
B} s@o conjuntos semi-algébricos, e como f(A) C B segue que o conjunto {(f(x), g(f(x))) €

R™ x R™:x € A} também é semi-algébrico. Dai o conjunto

Q = {(x,f(x)) e RP x R":x € A} x {(f(x),g(f(x))) e R" x R™:x € A}
= {(x,f(x),f(x),g(f(x))) e RP x R" x R" x R™:x € A}

é semi-algébrico. Tomando a projecao 7 : RP x R™ x R™ x R™ — RP x R™ pondo
(X, y,z, W) = (x,w), segue que 7(Q) ={(x,g(f(x))) € RP x R™:x € A} = Graf gof

¢ um conjunto semi-algébrico. Portanto g o f é uma aplicacao semi-algébrica. O]

Proposigao 5. Sejam S C R™ semi-algébrico e nao-vazio, g : R™ xR™ — R uma fungao
polinomial real e f: R™ — R U {400} definida por
f(x) = sup{g(x,y) :y € S}

Entdao f € uma funcdo semi-algébrica.

Demonstracao. Para isso, basta mostrarmos que
Graf f={(x,A\) e R* x R:Vy € S,g(x,y) < A}N{(x,n) € R™ x R: f(x) > u}
¢ um conjunto semi-algébrico. De fato, usando as propriedades dos conjuntos semi-

algébricos, vemos que

Q = {(x,Ay) e R" xR xS:g(x,y) > A}
= {(x,A,y) e R" xRxR™:g(x,y) >A}N(R" xR x §)

¢ um conjunto semi-algébrico. Defina
m:R* x R x R™ — R™ x R pondo, 7t(x, A, y) = (x,A).
Pelo Teorema 1, o conjunto 7t(Q) ={(x,A) € R™ x R :existe y € S, g(x,y) > A} é semi-
algébrico, logo o seu complementar 7t(Q)¢ = {(x,A) € R" x R:V y € S,g(x,y) < A},
goza da mesma propriedade. Analogamente, mostra-se que o conjunto
{(,w) e R"xR:VyeS, glxy)>u={xn €R*xR:f(x) > u}

¢ semi-algébrico. Portanto, Graf f é um conjunto semi-algébrico. O
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Corolario 4. Sejam S um subconjunto semi-algébrico nao-vazio de R™, h: R*xR™ — R
uma funcao polinomial real e f: R™ — R U{—oo} definida por
f(x) = inf{h(x,y) : y € S}.

Entao f é uma funcdo semi-algébrica.

Demonstra¢ao. Ponha g(x,y) = —h(x,y). Dai,
f(x) = inf{h(x,y) : y € S} = inf{—g(x,y) : y € S} = —sup{g(x,y) : y € S}.

Logo f é uma funcao semi-algébrica. O

Exemplo 3. Se S € um subconjunto semi-algébrico nao-vazio de R™, entao a func¢ao
P:R™ = R, onde P(x) = dist?(x, S)
¢ semi-algébrica (basta aplicarmos a Coroldrio 4 d funcdo polinomial g(x,y) = ||x —y|*).

Dai, P(x) =inf{||x —y||*> : y € S} € uma fungao semi-algébrica.

Exemplo 4. Sejam Fy, ..., F, conjuntos semi-algébricos nao-vazios de R™. Entao a funcao
f:R™ — [0, +00), dada por
f(x) =15P  dist®(x, Fy)

¢ semi-algébrica. Com efeito, pelo Exemplo 3, a aplicacdo &(x) = (dist?(x, Fy), ..., dist?(x, F;))
X1+ Xn

5 Aplicando o

¢ semi-algébrica. Logo f(x) = (ho &)(x), onde h(x) =

Coroldrio 3, obtemos o resultado.

1.3 Conjuntos analiticos, semi-analiticos e subanaliticos

Definicao 7. Um conjunto A C R™ é dito analitico se para todo x € A existe uma

vizinhanca U, C R™ de x e uma funcdo analitica f: Uy — R, tal que, AN U, = f1(0).

Exemplo 5. Seja f: R? — R definida por f(x,y) = €* + sinx® +y3. Entdo o conjunto

A ={(x,y) € R%: f(x,y) = 0} é um conjunto analitico.

Claramente, todo polindomio é uma aplicacao analitica, logo todo conjunto algébrico é

um conjunto analitico.

Definicao 8. Um conjunto X C R™ ¢é dito semi-analitico basico, se para todo x € X existe

uma vizinhangca Uy C R™ de x e funcgoes f, g1, ..., gk, analiticas em U, tal que

k
XU =fee R (x) = 00 (e R 1 gilx) > 0})
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Definicao 9. Um conjunto semi-analitico € a reuniao finita de conjuntos semi-analiticos

basicos.

Observacao 2. Todo polinomio é uma aplicagcao analitica, logo todo conjunto algébrico
¢ um conjunto analitico. Da mesma forma que todo conjunto algébrico é semi-algébrico,
fica claro que todo conjunto analitico € semi-analitico. E como todo polinomio € analitico,

temos que, todo conjunto semi-algébrico € um conjunto semi-analitico.

Definicao 10. Seja X C R™. Dizemos que a funcao F : X — R € semi-analitica se seu

grdfico Graf F ={(x,F(x)) : x € X} € R"" € uma conjunto semi-analitico.

Definicao 11. Sejam X C R™ e Y C R™. Uma aplicacio F : X — Y € semi-analitica se
suas funcoes coordenadas sao semi-analiticas. Fquivalentemente se seu grdfico Graf F C

R™™ € uma conjunto semi-analitico.

Definicao 12. Um conjunto A C R™ € dito subanalitico se existe um conjunto AC R™,
semi-analitico, m > n, tal que a projecao m : R™ — R™ restrita a A ¢ uma aplicagao

propria e A = Tt(;i).

Com esta defini¢ao torna-se naturalmente valido o Teorema de Tarski-Seidenberg. De
fato, Sejam A C R™ um conjunto subanalitico e 7t : R — R¥, n > k, uma projecao.
Sabemos que existe um conjunto semi-analitico AC R™, m > n, tal que a projecao
T : R™ — R™ restrita a A é uma aplicacio propria e A = 7(A). Logo, 7 o 7 define
B = mt(A) como conjunto subanalitico.

Assim definido, segue que todo conjunto semi-analitico é subanalitico.

Como antes temos as seguintes definicoes:

Definicao 13. Seja A C R"™. Dizemos que uma funcao F: A — R € subanalitica se seu

grdfico Graf F ={(x,F(x)) :x € A} C R"" € um conjunto subanalitico.

Exemplo 6. Seja f: U — R* uma aplicacdo subanalitica diferencidvel em um aberto
U c R™. FEntao 0f/0x5, j = 1,...,m sao funcoes subanaliticas, e dai grad f é uma

aplicacao subanalitica. Veja [17].

Definicao 14. Sejam A C R™ e B C R™. Uma aplicagao F: A — B € subanalitica se suas
fungoes componentes sao subanaliticas ou equivalentemente, se seu grdfico Graf F ¢ RM™

¢ um conjunto subanalitico.
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Vejamos algumas propriedades de conjuntos subanaliticos:
(i) Se A, B C R™ sao conjuntos subanaliticos, entdo A UB é um conjunto subanalitico;

(ii) (Teorema de Gabrielov) Se A C R™ é um conjunto subanalitico, entdo A€ é um

conjunto subanalitico;

Como consequéncia de (i) e (ii), temos que a intersegao e a diferenga de conjuntos

subanaliticos é um conjunto subanalitico.

(iii) Se F: A C R™ — R™ é uma aplicagao subanalitica, entao A e F(A) sao conjuntos

subanaliticos;

(iv) Se A C R é um conjunto subanalitico, entdo A é reunido finita de intervalos abertos,

fechados, semiabertos e pontos;
(v) Composta se fungdes subanaliticas ainda é uma funcao subanalitica;

(vi) Se A C R é um conjunto subanalitico, entdo A, intA e dA sio conjuntos sub-

analiticos.

1.4 Funcoes KL

Seja f : R™ — R U {400} uma funcao semi-continua inferiormente. Para n;, 1 tal que
—00 < 1My < T2 < 400, denotamos por

M < f<mel={x € R™:my < f(x) <no} e dist(0,0f(x)) = inf{||v|| : v € of(x)}.

Definigao 15. (Propriedade Kurdyka-Lojasiewicz )

(a) Diz-se que uma fungdo f: R™ — RU{4o00} tem a propriedade de Kurdyka-Lojasiewicz
em x* € dom Of se existe n € (0,400], uma vizinhanca U de x* e uma funcdo concava
continua @ : [0,n) — Ry tal que:

(1) ¢(0) =0,

(ii) @ é C' em (0,m),

(111) para todo s € (0,1), @’(s) >0,

(iv) para todo x € UN [f(x*) < f < f(x*) +nl, tem-se a desigualdade de Kurdyka-
Lojasiewicz

@' (f(x) — f(x*))dist(0, of(x)) > 1. (1.2)
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(b) As fungoes semicontinuas inferiomente quando satisfazem a desigualdade de Kurdyka-

Lojasiewicz em cada ponto do dom Of sao chamadas fungoes KL.

Observagao 3. (a) S. Lojasiewicz provou em 1963 (Lojasiewicz [20]) que fungoes analiticas
reais satisfazem uma desigualdade do tipo acima com @(s) = s'7° onde 0 € [%,1).
Uma boa prova deste resultado pode ser encontrada na monografia (Denkowska e Stasica
[14]). Em um artigo recente, Kurdyka [17] estendeu este resultado a fungoes diferencidveis
definiveis em estruturas o-minimais (veja §3.3). Mais recentemente Bolte et al. [7]-[9] es-
tendeu a desigualdade Kurdyka Lojasiewicz a fungoes nao-suaves no cendrio subanalitico
e o-minimal; veja também Bolte et al. [10].

(b) Uma fungdao prdpria semicontinua inferiormente f : R™ — R U {400} tem a pro-
priedade de Kurdyka Lojasiewicz em qualquer ponto nao-critico X € R™. Com efeito, o

lema 1 garante a existéncia de ¢ > 0, tal que
dist (0, 9f(x)) = ¢ >0

sempre que x € B(X,c/2) N [f(x) < f < f(X) +¢/2];9(s) = c!s € entdo uma funcao
concava aceitavel.

(¢) Quando uma func¢ao tem a propriedade Kurdyka Lojasiewicz, € importante ter
estimativas de n, U e @. Veremos, por exemplo, que muitas fungoes convezras satisfazem

a propriedade actma com U =R"™ en = +4o0.

Vejamos entao alguns exemplos de fungoes KL.
O préximo teorema nos diz que funcoes convexas nao verificam necessariamente a

propriedade de Kurdyka-Lojasiewicz.

Teorema 2. Eziste uma funcgdo conveza f: R* — R de classe C* com min f(x) = 0 que
x€R?
nao satisfaz a desiguadade KL e cujo conjunto de minimizadores é compacto com interior

nao vazio.
Demonstragao. Veja pagina 30 de [10]. O

Definicao 16. Dizemos que uma funcio f : R™ — R de classe C? é uma funcdo de
Morse se cada ponto critico X de f é nao degenerado, isto é, se o hessiano V?*f(X) de f

em X tem todos os seus autovalores diferentes de zero.

Afirmamos que se f é uma funcao de Morse e se X é um ponto critico de f, entao f

goza da Propriedade Kurdyca-Lojasiewicz em X. Para isso utilizaremos o
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Lema 3. Seja H: R™ — R™ uma transformacao linear invertivel. Entao existe ¢ > 0 tal

que ||Hx|| = cl|x|| para todo x € R™.

Demonstracao. Seja ¢ = 1/|[H7!]|. Para todo x € R™, temos
[l = [TH (Hx) | < [[HHIIHx]] = 1/¢lH]],
donde |[Hx|| > c|lx]|. O]

Vamos entao a prova da afirmagao.
Seja f: R™ — R uma funcao de Morse e X um ponto critico de f. Seja ainda U = B(X, d)
tal que nao existe outro ponto critico em U. Usando a férmula de Taylor em f e em
grad f, obtemos
(x) — (%) = (VF(%) (x = %), x = %) + p(x) Ix — X|F, onde lim p(x) =0,

Vi(x) = V*f(X)(x —X) + p(x)llx = X||, onde lim p(x) = 0.
X—X

Pelo Lema 3 existe ¢ > 0 tal que |[[V2f(X)(x —X)|| = c|lx —X]||. Além disso, existem &; > 0
e 0; > 0 tal que para [[x —X|| < 1, ||p(x)|| < €1, e existe &3 > 0 tal que para ||x —X|| < 02,
Bl < % Tome & = min{3, 8,, 8,}. Da,

f(x) —f(x)| < IVHE)lx =% + e ()llIx — X

< (V) + €1)llx — I,

e, portanto,

f(x) — f(X)| < callx = XI[?, onde ¢; = [[V*f(X)[| + &;.
Tem-se ainda que

VIR = [IVP(x) (x — %) — [[p(x)l[[x — X]]

— c —
> cllx =Xl = 5lx —Xll

Collx —X||, onde ¢y =

N o

Na Definigao 15, tome U = B(%,g), n =5e @(s) =2 ”CCIS. Logo, para todo x € UN[0 <
2
f(x) —f(x) <nj,

! — f(x))dis = Ve M
@' (f(x) —f(x))dist (0, 0f(x)) = & /TN _f(i)IIVf(X)II > Gl = -

1.4.1 Estrutura o-minimal

Defini¢ao 17. Seja M = |J M, onde cada M., é uma familia de subconjuntos de R™.
neN
Dizemos que a colecao M é uma estrutura o-minimal em (R, +,-) se:
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(1) cada M,, é uma dlgebra booleana, ou seja, ) € M,, e para cada A,B € M,,, AUB,
A NB, e RM\A pertencem a M,,;

(2) se Ae M, e BeM,,, entaio A X B € My ym;

(3) se A€ My emm: R™™ — R™ € a projecao das n primeiras coordenadas, entdo

m(A) € My;

(4) se f, 91,92, ..., gk € QIXq, ..., Xnl, entdo {x € R™ : f(x) = 0,g1(x) > 0,..., gx(x) >
0} € My;

(5) My consiste de todas as unides de intervalos abertos e pontos.

Definig¢ao 18. Para uma estrutura o-minimal M fixada em (R, +, ) dizemos que A € um

M-conjunto se A € My, para algum n € N.

Definicao 19. Dizemos que f : A — R™, onde A C R"™, é uma M-fung¢ao se o grdfico

de f € um M-conjunto.

Claramente os conjuntos semi-algébricos e subanaliticos sao M-conjuntos, e as fungoes
semi-algébricas e subanaliticas sao M-fungoes.
A seguir enunciaremos alguns resultados basicos da estrutura o-minimal, cujas respec-

tivas demonstragdes podem ser encontradas em [17].

Lema 4. Seja f : A — R uma M-funcgao tal que f(x) = 0 para todo x € A. Seja
G:A — R™ uma M-aplicacao e defina a funcao @ : G(A) — R por

= inf  f(x).
¢(y) et (x)

Entao, @ ¢ uma M-funcao.

Corolario 5. Seja A um M-conjunto em R™. Entdao dist : R™ — R € uma M-funcao,

onde dist(x) = inf |[x —y]|.
(0 = inf x—yl
Corolario 6. Seja A uma M-conjunto em R™. Entio A e intA sdo M-conjuntos.

Lema 5. (Lema da Monotonicidade)

Seja f: (a,b) = R uma M-funcdo. Entdo existem niumeros reais a = g < a1 < ... <
ax = b tal que f € continuamente diferencidvel em cada intervalo (ai, ai1). Além disso,
f" € uma M-funcao e a funcao f € estritamente mondtona ou constante em cada intervalo

(ai, Qiy1).
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Lema 6. Seja f: U — R* uma M-funcao diferencidvel onde U é uma aberto em R™.

Entao 0f/0x;, j = 1, ..., sao M-fungoes, e dai VT é uma M-aplicacao.

Lema 7. (Lema de Selecao de Curva)
Seja A um M-conjunto em R™ e suponha que a € A\{a}. Entao existe uma M-curva

v:10,¢) = R™ de classe C! em [0,¢) e tal que y(0) = a e y((0,¢)) C A\{a}.
Apresentaremos agora o Teorema de Pouiseux, que serd muito 1util nesta secao.

Teorema 3. Seja f : [0,0) — R uma funcao subanalitica e continua. FEntdo existem
€ >0,k €Neh(t) =37, t una fungio analitica em uma vizinhanga de 0 € R
tal que f(t) = h(tx), para t € [0, ¢). Portanto, hd um desenvolvimento de f em série de

Pouiseuz f(t) =Y {2, o tw uniformemente convergente.
Demonstracao. Veja pagina 143 de [18]. O
O principal resultado desta secao é o seguinte teorema.

Teorema 4. Seja f : U — R uma M-funcdao diferencidvel, onde U é um subconjunto
aberto e limitado de R™. Suponha que f(x) > 0 para todo x € U. Entao existe ¢ > 0,

p >0 e uma M-funcio ¥ : R, — R estritamente crescente de classe C', tal que
IV(¥o f)(x)Il > c, (1.3)
para cada x € U, f(x) € (0, p).

Demonstracao. Segue do Lema 6 que
U s x— [[VI(x)l
é uma M-funcao.
Podemos supor que f~1(t) # () para qualquer t > 0 pequeno. Daf a funcao ¢ : (0,¢) —
R dada por
@(t) = inf{[VF(x)Il : x € f1(t)}
estd bem definida, e pelo Lema 4, ¢ é uma M-funcao.
Afirmamos que existe ¢’ > 0 tal que @(t) > 0 para todo t € (0, ¢’).
Suponha por absurdo que existe uma sequéncia de nimeros reais positivos (t,)nen tal
que para cadan € N, t, € (0, %) e @(tn) =0. Seja
= {xeUW: VI < f((x))*h

Claramente £ é um M-conjunto. Seja x, € X uma sequéncia tal que f(x,) = t,, em
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outras palavras, (xn,tn) € Graf flz. Como U é limitado, existe uma subsequéncia
(%n;)jen de (xn)nen tal que xn; — b. Entao (b,0) = limj o(xn;, tn;), ou seja,

(b,0) € Graf f|z\{(b,0)}. No Lema de Selecao de Curva tome A = Graf f|lz e a = (b,0).

Logo, existe uma M-curva vy : (—§,8) — R™ x R de classe C!, tal que ¥(0) = (b,0)
e ¥((0,8)) C Graf flz\{(b,0)}. Sejam Y(s) = (v(s), (f oy)(s)), onde y(s) € L C R"
e h(s) = (fovy)(s), para s € (0,6). Como y(0) = (b,0), tem-se que h(0) = 0 e
limg_,o h(s) = h(0) = 0. Por outro lado, como y’(s) é continua existe A > 0 tal que

Y/ (s)| <A, s e (0,6). Dai, como y(s) € £ temos que

h'(s)] = (V(foy)(s),y'(s)l
< Vo) (s)lliy ()l

Assim,
lim [h/(s)] < lim A(h(s))* =0 = lim |h/(s)| = 0.
s—0 s—0 s—0
Pelo Lema 5, h e h/ sdo M-func¢oes e podemos supor que h e h’ sdo monétonas. Como
limg_,o h(s) = lims_,o h/(s) = 0, segue que h e h’' sdo mondtonas crescentes. Assim temos
0 <h'(s) <A(h(s))? s € (0,9).
Definindo & : [0,1] — R, &(t) = h(ts), segue do Teorema Fundamental do Calculo,

1

E(1) —&(0) :J &'(t)dt = h(s) :J h'(ts)sdt.

0 0

Dai, para0 <t < 1es € (0,0), temos ts < s, e consequentemente, h'(ts) < h’/(s). Logo

1

1
h(s) = L h'(ts)sdt < Jo sh/(s)dt = sh’/(s).

Finalmente,
1
0 < h/(s) < A(h(s))? < As*(h'(s))* = e S h'(s)
Portanto,
1
+00 = lim — < lim h'(s) =0
s—0 S s—0

O que é uma contradigao.
Assim provamos que existe ¢ > 0 tal que @(t) > 0 para todo t € (0, ¢).
Definindo
A={x € U\f(0) : f(x) < &, [IVF(x)Il < 20 (f(x))},

observemos que A também ¢ um M-conjunto, e além disso, A N f1(t) # () para todo
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t € (0, ¢). Portanto como antes, existe d € U tal que (d,0) € Graf fla\{(d, 0)}. Aplicando
novamente o Lema de Selecao de Curva para Graf f|o no ponto (d,0) obtemos uma M-
curva : (—8,8) — R™"! de classe C! tal que 11(0) = (d,0) e1((0,8)) C Graf f|a\{(d,0)}.
Sejam 1(s) = (n(s), (fon)(s)), onde n(s) € A C R"™ e g(s) = (fo)n(s) para s € (0,5).
Assim, limg_,0g(s) =0 e g(s) > 0 para cada s € (0,0). Segue do Lema 5 que para todo
5’ > 0 afungdo g: (0,8’) — R é um difeomorfismo em (0, p) para algum p > 0. Ponhamos
Y(t) =g 1(t), t € (0,p). Seja B > 0 tal que |m’(s)]| < B, s € (0,8'). Tome x € U tal
que t = f(x) € (0,p), e s =¥(t) = g !(t). Como n(s) € A C R™ temos

IVEM(s))Il < 2@ (f(n(s))) < 2IVFX)I = V(x| > %IIVf(n(S))H.
Além disso,
IVEM(s)IB = IVE(n(s)IlIn'(s)Il = (VE(n(s)),n'(s)) = (fon)'(s),

e portanto, |[Vf(n(s))[| = = (fon)’(s). Logo,

W~

V(Yo f)()Il =W (FDIIVEXI = W(F)) IV

Y
<
=
)| ¢
<
=
3
O

\
)
os]
)
os]

]

Teorema 5. Seja f: Q — R uma funcdo subanalitica diferencidvel em Q —£71(0), onde
Q é um subconjunto aberto e limitado de R™. Entao existem C >0, p>0e0 < ax<1

tal que

IVEx)I = CIf(x)|*
para cadax € Q tal que [f(x)| € (0,p). Além disso, se limy_,q f(x) = 0 para algum a € Q,

entao a desigualdade acima € verdadeira para cada x € Q —f71(0) perto de a.

Demonstracao. Usando o Teorema 4 para o caso subanalitico, podemos aplicar o Teorema
3 para a fungao ¥, isto ¢, existem ¢ > 0 e k € N tal que W(t) =Y 7, aitk, parat € [0, ¢).
Dali,

Y(t) = ao+ it + apth +agth + . a t'E

+ axt—+ ak+1t1+% + ak+2t1+% + ...
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Derivando ¥, obtemos

, ap 1 2as 2 3as 3 (1 1) _
= — + = + — +ota g (1—2)t
Y kt k t k t et k

1 2
+ oap+ ak+1<1 + E)t% + ak+2<1 + E)t% + ...

==

2 3a 1
= et [ﬂ T Y 0 k?’t% ot ak,l(l — E)t*%“

k k
1—4 1 2\ 141
+ at x+ ak+1(1 + E)t + ak+2(1 + E)t k - }
Portanto,
YY)
lim —— = —.
t—0 ti—1 k

1

Isso implica que ¥'(t) /t%* é limitada para t suficientemente pequeno. Sendo assim,

existe M > 0 tal que [W/(t)] < Mtx . E finalmente,

IV (W o f)(x)| C c 1
(T I VT L Vil
Tomando C = 5 6 a=1— ~. obt ltad 0
omando e M e X = k, O €110S O resultado.

A seguir, mostraremos que se f é uma funcao analitica real em uma vizinhanca da

origem, entao f goza da Propriedade Kurdyca-Lojasiewicz em X = 0.

Teorema 6. (Desigualdade de Lojasiewicz)
Seja f uma funcao analitica real em uma vizinhanca da origem em R™, tal que £(0) = 0.

Entao existem constantes ¢ > 0,0 tais que 0 <0 <1 e
I grad £(x) [|> clf(x)I° (1.4)
em alguma vizinhanga de 0.

Demonstracao. Como f analitica, em particular, pelo Teorema 3 é subanalitica. Pelo

Teorema 5 segue o resultado. [

Exemplo 7. Seja f: R — R definida por

e /¥ e x#£0
f(x) := 7 )
0 , se x=0

Afirmamos que f € uma funcio C® que ndo satisfaz (1.4). De fato, se x # 0 existe ™) (x)

para todo n € N. Resta mostrar que existe ™ (0) para todo n. Com efeito, se x # 0,
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1
M (x) = P(—) e_l/"z, onde p € um polinomio. Ponhay = 1/x, e suponha por indu¢ao
X

que para todo ™1 (0) = 0. Segue que,

f1(x) — fn=1(0) /1 2
(n) _ 1 _ T ) /x7
N0 = iy ——= = Im (3 )e

lim ]o(y)/e1J2 =0.
y—=too

Logo, f € C™.
Suponha agora que x > 0 e que existam contantes ¢ >0 e 0 < 0 < 1 tal que |[VTf(x)| >

clf(x)°. Daf,
L Ife® et 9
c” IVE(x)  1/2x3

Assim,

o que € uma absurdo.



Capitulo 2

Algoritmos de minimizacao proximal

alternada

2.1 Convergéncia a um valor critico

Seja L satisfazendo (H). Seja dado (xg,Yo) € R™ x R™, lembre-se que o sistema dinamico

discreto alternado que vamos estudar é da forma (xy,yx) = (Xk+1,Yx) — (Xkr1, Yer1):

1
Xk4+1 € argmin {L(u,yk) + e [uw—x ||*ue IR“} : (2.1)
K
. 1 2 m
Y1 € argmin § L(xgiq,v) + I |v—yx [[veR™;, (2.2)
K

onde (A )ken, (Mx)xen Sa0 sequéncias positivas.

Fazemos as hipdteses seguintes, relativas a (2.1), (2.2):

L é limitada inferiormente,
(Hi){ L(.,yo) ¢é prépria

para 0<71_<T, Ay, W pertencem a (r_,r,) para todo k=>=0.

O lema a seguir, especialmente o ponto (iii), é de uso constante no que se segue.

Lema 8. Sob as hipdteses (H), (H1), as sequéncias (xx), (yx) estao bem definidas. Mais
ainda, o sequinte € vdlido:

(1) Para todo k > 0

1 1
L(xert, Yrrt) + = || xeer — % 12 +=— | yrr — Y |1P< Lixk, yu); (2.3)
27\k 2},Lk

23
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seque que {L(xx,yx)} € nao-crescente.

(i)

o0

D (% = [P+ 1 yrerr =y 17) < 4005
k=0

logo, im([| xicy1 =i || + [ Yrerr —yi [[) = 0.

(i4i) Defina (Xi, 1, Yy 1) =
(Vi Q (X141, Yir1) — Ve Q(xir1,Yx), 0) — ((1/ M) (i1 — %), (1/ 1) (Y1 — Yi)),

para k = 0; temos

(Xk15 Y1) € 0L 1, Y1) (2.4)

Para toda subsequéncia limitada (xy;,Yx;) de (xx,Yx), temos (x?;j,y]";j) — 0; portanto

diSt(O, aL(ij,yk].)) — 0.

Demonstracao. Por hipétese temos que L é limitada inferiormente e que (Ay) é limitada.
Além disso, & : R™ — R,u — &(u) =| u—xy ||? é coerciva, logo = L(.,yx) +ﬁ&(.) é co-
erciva e como L(.,yo) é propria existe x; € argmin {L(u,yk) + ﬁ lu—x [|2:ue ]R“}
Segue-se que L(xq.,) é prépria, pois L(x1,yp) < +00. Analogamente para y; e por
indugao obtemos que (xx), (yx) estdo bem definidas.
Como Xy, € argmin {L(u,yk) + ﬁ lu—x¢ [Bue ]R“} temos que L(xyy1,Yx) +
s X — X [IP< L yi) + g [ 3 —x 1= Llx, yid)

Lv-yrve R} =

Por outro lado, yyx4+1 € argmin {L(Xk+1,V) + o

L1, Y1) + g [ Ui = Y [1P< L, Yi) + 550 Y — Y [1°= L, yi)
o L0t Ywe) + ﬁ | Y1 — Yy |12 +ﬁ | X — X [IP<

L0xicr1, Y) + g % — % [IP< Lx, yu), isto demonstra (i).

Além disso, como 0 < Ay, Uk < T4 temos

ﬁ [ Yrr —yx |I? +i | X1 — % [2< L, Yi) — Llxac, Yerr)

ﬁ(” Ykt — Yk |12+ ) X1 — %k [12) < Llxk, Yx) — LXke1, Yrr1)

5 Z(H X1 — Xk P+ Ty — Y 1) < L(xo,Yo) — Lxn, yn) < L(xo, yo)— inf L
k=0

= (% =% [P+ [ Yrerr = Yie 7)) < 2r4(L(xo, yo)— inf L), ¥n € N. Portanto,
k=

o

Z(H Xirr =% 2 4+ Ty =y IP) < +o0 = ]}EI;O(|| Xipr =% 2+ Ty =y ) =0
k=0

= lim H Xk4+1 — Xk H2: 0.
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Segue-se que lim || xyp1 — X ||= Hm(]] i1 — xic [|H)Y2 = (lim || %1 — x |H)Y? = 0.

Analogamente, lim || yx+1 — yx ||= 0, portanto (ii) estd provado.

Como inf L > —oo, (H) implica que para todo r > 0, (,v) € R™ x R™ as funcoes
u— Lw,v)+ (1/(2r) [u—t [P ev — L(w,v) + (1/(2r)) || v—" ||* sdo coercivas.

Pela defini¢ao de X1, e pela obsevacao 1(c), 0 deve pertencer ao subdiferencial, no
ponto X1, da fungao w — L(w, Yy )+ (1/2Ax) || u—xx ||?, 0 qual é igual a 0 L(xky1,Yx)+

(1/A) (Xk1 — xx) pois a fungao u — (1/2Ay) || w—xx ||, é diferencidvel. Daf,

1
0 € 0xL(xxs1, i) + A_(XkJrl —XJ, Vk = 0; (2.5)
K
analogamente,
1
0 € 0yL(xks1,Yrq1) + E(UkJrl —Yi), vk = 0. (2.6)

Pela estrutura de L, temos 0, L(xxi1,Yx) = 0f(xks1) + Vi Q(Xk11,Yx) €

OyL(Xk+1,Yx+1) = 09(Yk+1) + VyQ(Xk41,Yx41). Logo, por (2.5) e (2.6) temos

1

_A_k(XkJrl —xk) — (VxQ(xx41,Yx) — Vx Q(Xk41, Yk41), 0) € 0F(xx41) + Vi Q(Xk41, Yx+1);

1

293
Basta entao usar a Proposi¢ao 1 para concluir (2.4).

(Yk+1 — Yi) € 09(Yis1) + Vy Q(Xi1, Yis1)-

Se {(xx;,Yx;)} ¢ uma sequéncia limitada, entao {(xx;,Yx;—1)} também o é, e por (ii),
(%k;, Yx;) — (%, Yi;—1) = 0, j — +oo. O fato de VQ ser Lipschitz sobre conjuntos
limitados assegura a tltima afirmacao de (iii).

]

Observacao 4. Sem hipdteses adicionais (por exemplo, a convezidade de L) a sequéncia

(Xk, Yk ), a priori, nao € unica, pois cada subproblema pode ter vdrias solugoes.

A préxima proposigao, especialmente os itens (i),(ii), fornece o primeiro resultado de
convergéncia sobre sequéncias geradas por (2.1),(2.2). Os teoremas 1 e 2 tornarao as

propriedades de convergéncia muito mais precisas.

Proposicao 6. Assuma que (H), (Hy) sdo vdlidas. Seja {(xx,yx)} uma sequéncia sat-
isfazendo (2.1) e (2.2). Denote por w(xg,Yo) o conjunto (possivelmente vazio) de seus
valores de aderéncia. Entao:

(i) w(xg,yo) C critl;

(i1) L € finito e constante sobre w(xg,Yo), igual a infyenL(xy, yi) = klim L(xy, yi).
— 00
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Demonstragao. (i) Pela defini¢ao de (xx41,Ykr1)(k = 0), nés temos

1 1
Lt Yi) + 53— | ¥ = x [P<Lu,yd + o= fu—x I, vVue R™,
2A1 2Ax

1 1
Lxks1, Y1) + =— [ Ykrr —Yx IP< Lxig, V) + =— lye —v |, WweR™
2},Lk 2}‘Lk

Devido a forma especial de L, a 0 <r_ <Ay <1y eal<r_ <y <1y, segue que,

Yue R™, VYveR™,

1 1
Flxicrn) + Qi Yo+ 57— [ e =X € 110 + Qi) + 5 u— 2 (2.7
+ —

1 1
g(yk+1)+Q(Xk+1ayk+1)+T | Y1 —yx I’< g(v)+Q(xk+1,v)+—2r | y—v[]*. (2.8)
+ —

Seja (X, ) um ponto em w(xo,Yo), entao existe uma subsequencia {(xx;, Y, )} de {(xx, yi )}

convergindo a (X,y). Como || xx41 — Xk || + || Yx+1 — Yk [[— 0, deduzimos de (2.7)
lim inf f(xy;) + Q(x,y) < f(u) + Q(u,y) + % [u—%x[* VYuecR™
Em particular, para u = X, obtemos
lim inf f(xy;) < f(x).
Como f é semicontinua inferiormente, conclui-se
lim inf f(xy;) = f(x).
Sem perda de generalidade podemos assumir que {f(xy;)} converge a f(x) :
lim f(x,) = (%), (2.9)

Analogamente, usando (2.8), podemos assumir que lim g(yx;) = g(y). Agora, como
Q ¢é continua, temos Q(xk;,Yx;) = Q(X,y), e daf L(xx;,yx;) = L(x,y). Mas pelo Lema
9(iii), usando a mesma notacao, temos (Xij,yij) € Olxy;,yy;) e (X]*;j,y;ij) — 0. Devido
oL ser fechado, finalmente obtemos 0 € 9L(x,y).

(ii) Para qualquer ponto (X,Yy) € w(xg,Yo), acabamos de ver que existe uma sub-
sequéncia {(xx;, Yx;)} com L(xx;,yx;) — {L(x,y)}. Como a sequéncia L(xx,yx) é nio-

crescente, obtemos L(X,y) = inf L(xy, yx) independente de (X, y). O
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2.2 Convergéncia a um ponto critico e outros resul-
tados de convergéncia

Esta secao é devotada a andlise de convergéncia do algoritmo de minimizacao proximal
alternada introduzido em § 2.1. Ele fornece os principais resultados matemaéticos deste
trabalho.

Em Attouch e Bolte [2] a desigualdade Lojasiewicz é usada para derivar a convergéncia
do usual método proximal, mas algoritmos alternados nao sao considerados.

Introduzamos as notacoes: zx = (X1, yx), ik = L(zi),z = (X,7), 1 = L(z).

Teorema 7. (Resultado de pré-convergéncia.). Assuma que L satisfaz (H), (Hy) e tem
a propriedade Kurdyka-Lojasiewicz sobre z = (X,4). Denote por U, ne @ :[0,) — R os
objetos que aparecem em (1.2) relativos a L e z. Seja p > 0 tal que B(z, p) C U.

Seja (z) uma sequéncia gerada pelo algoritmo alternado (2.1), (2.2), com zq como
ponto inicial. Assuma que

l<l<l+4+m, Yk > 0. (2.10)

Mo(lo—1) +24/2r, V1 — 1+ || zo — Z ||< p. (2.11)

com M =2r, (C+1/r_) onde C € uma constante de Lipschitz para VQ sobre B(z,v/2p).
Entao, a sequéncia (zy) converge a um ponto critico de L e vale a sequinte estimativa:

vk >0

(l) Zx € B(ia p)a (212)
(i) ) Jzia—zi K Mol =1+ /2ro v — L. (2.13)
i=k+1

O significado do teorema € mais ou menos o sequinte: Uma seqiiéncia (zy) que comega
numa vizinhanga de um ponto z (como dado em (2.11)) e que nao melhora L(z) (como

dado em (2.10)) converge a um ponto critico perto de z.

Demonstra¢ao. Sem perda de generalidade podemos assumir que L(z) = 0 (substitua L
por L — L(z) se for necessério),
Com (2.3) temos parai>0:

1
i —ligq1 > o | ziz1—zi |)? (2.14)
T+
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Entretanto, ¢’(1;) faz sentido em vista de (2.10)

¢'(L)
@' (L) —Lliga) > 5 | zip1 —zi |I”
T+
Devido a ¢ ser concava, temos
/
Li .
e(l) —e(liy) > (P2£ ) | Zis1 — 2z |I?, Vi 0. (2.15)

+

Vamos primeiro checar (i) para k=0 e k=1. Em vista de (2.11), zy € B(z, p).

Quanto a zq, (2.14) implica, para i=0,

1

- H Z1 — 2o H2< 10 — 11 < 10. (216)
2r,
logo,
Iz =z <l 20 =20 || + [l 20 = Z [|< v/2r Vlo+ | 20— Z | - (2.17)

Dai z; € B(z, p) em vista de (2.11).
Vamos agora provar por indugao que (xx,yx) € B(z,p), Vk = 0.
Sendo isto verdade para k € {0, 1}, suponhamos que seja vélido até algum k > 1.
Para 0 < 1 < k, como z; € B(z,p) e 0 < l; < 1, podemos escrever a desigualdade

Kurdica- Lojasiewicz sobre zi;
@'(1i)dist(0,0L(z;)) > 1.

Lembre-se de que, pelo lema 2 (iii), temos

(X2 = —(VaQxtyi 1) — Ve Qlxe, yo), 0) — (

A1 Hi—1

é um elemento de 0L(x,y;). Dai temos para 1 <1i < k.
o (L) | (x5, yi) 1= L. (2.18)
Vamos examinar || (x,y?) ||, para 1 <1i < k. Por um lado,
(/A1) (6 —xi1), (/i) (Y =y IS (U/m2) [l 2o — 2z ]
Por outro lado, vamos observar

| (s yic) = (% 9) 1P=xi =% P+ | yici =G P/l ze — 2 [P + || 2io1 — 2 [|P< 2p°
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Daf (xi,Yi-1),2zi = (xi,Yi) € B(Z,v2p), que nos permite aplicar a desigualdade de Lips-

chitz entre estes pontos:

| ViQ(xi,yi) = VxQxi, yio1) IS Clyi —yia S Cf[ zi —zia || -

Para 1 <i<Kk,
Iy IS (C+1r) [ zi—zia || (2.19)

Agora, por (2.18), obtemos

e por (2.15)

1| zign — 2z |?
e(li) —o(lit1) > =7,
' M zi -z |

Reescrevemos a desigualdade anterior da seguinte forma:

1<i<k

I zi —zioa "7 (M(@(L) — oLz N2 =] zipr — 2z || -
Segue-se (lembre-se de que ab < (a? + b?)/2),
| zi —zi1 | +Me (L) —@(liy1)) = 2 || zigr —zi || - (2.20)

Esta desigualdade vale para 1 < i < k; vamos soma-la sobre i:

K
lzi—zo | +M(@(L) = @(les1)) = ) N zigr —zi || + || ziss — 2z || -

i=1
Em vista das propriedades de monotonicidade de @ e ly,

K
| zi —zo | +M(o(lo) = Z | zisi—zi | -
i-1

Finalmente

k
Iz —zl< ) Nz -zl +lz—zIS Motz —z |l + |z — 2],

i=1
o que implica zx;1 € B(z, p) em vista de (2.16), (2.17), e (2.11). Isso completa a prova
de (i).
Na verdade a desigualdade (2.20) vale para i > 1; vamos somé-la sobre i variando de

algum k para algum K > k

K
|2 — 2t | M@ — @) = Y [ zei — 20 | + | 261 — 2x | -
i=k
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Logo, como @(lx,1) > 0 temos

K
| zk — zk1 || +Mo (L) > Z | ziv1 —zi || -
i=k
Fazendo K — +o00, obtemos
D lzin —z IS ML)+ || 21 — ziet | (2.:21)

i=k

Concluimos com (2.14), o que prova (ii):

Dz —zi I M@(Ld) + /21 v/l
i=k

Isto claramente implica que (zi) é uma sequéncia de Cauchy. Como uma consequéncia

da Proposicao 7, obtemos que seu limite é um ponto critico de L. O

Este teorema tem duas importantes consequéncias, como mostraremos nos teoremas

seguintes.

Teorema 8. (Convergéncia). Assuma que L satisfaz (H), (H;) e tem a propriedade
Kurdyka-Lojasiewicz sobre cada ponto do dominio de L. Entao ocorre apenas uma das
alternativas abaizro:
(i) || (xx,yx) || tende ao infinito;
(i) ou (i —Xk—1,Yx —VYk—1) € Ly, i.e,
D I =i [+ | Yir — Y [I< +o0,
k=1

e como consequéncia, {(Xx,Yx)} converge a um ponto critico de L.

Demonstragao. Assuma que || (xx,yx) || nao tende a infinito, e seja z um ponto de
acumulacao de {(xy, yx )} para o qual denotamos por p,n, @ os objetos associados definidos
em (2.9). Note que a Proposigao 2 implica que z é critico e que 1, = L(xk,yx) converge
a L(z).

Se existe um inteiro kg para o qual L(xk,,Yx,) = L(z), entao é simples checar que
(lembre-se de (2.2)) que (xx,Yx) = (Xk,,Yx,) Para todo k > Ko, logo que (xk,,Yk,) = Z.
podemos assumir entao que L(xx,yx) > L(z).

Como max(@(lx — L(2)),]| zxk — z ||) admite 0 como ponto de acumula¢do, obtemos
a existéncia de ko > 0 tal que (2.11) é preenchido com zy, como novo ponto inicial. A

conclusao é entao uma consequéncia do teorema 1. O
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Observacao 5. (a) Vdrias hipdteses-padrao garantem automaticamente a limitagao da
seqiiéncia (Xx, Y ), dai a sua convergéncia: (i) Coercividade unilateral implica convergéncia.
Assuma que f (ou g) tem compacto de baizo nivel e que Q(x,y) = 5 || x—y ||?, isso implica
que a sequéncia (xy,Yx) € limitada (use o Lema 9).

(i) Convezidade implica convergéncia. Assuma que f, g sGo converas e que Q € da
forma Q(x,y) = 1 || Ax =By ||, onde A : R™ — RP ¢ B : R™ — RP sdao aplicagies
lineares. Se L tem ao menos um minimo, entio a sequéncia (Xxy,Yyx) € limitada (ver
Attouch et al. [3]).

(b) O Teorema 2 da novas percepgoes sobre métodos converos alternados: a primeira
mostra que a propriedade comprimento finito é satisfeita por muitas funcoes convexras
(por exemplo, fungdes convezxas definiveis;), mas também relaxa a suposi¢ao de @ ser
quadrdtica, o que € exigido pelo algoritmo de minimizagdo alternada de Attouch et al. [3,

O sequinte resultado nao deve ser considerado como um resultado cldssico da con-
vergéncia local; nao assumimos aqui quaisquer condigoes padrao de nao-degeneragao, por
exemplo, unicidade dos minimizadores, condicoes de sequnda ordem, ou condigoes de

transversalidade.

Teorema 9. (Convergéncia local ao minimo global). Assuma que L satisfaz (H), (H;)
e tem a propriedade Kurdyka-Lojasiewicz sobre (X,y), um minimo global de L. Entao

existem €,m tais que
H (XO;UO) - (72713) ||< €, min L < L(X07y0) < min L +T]

implicam que a sequéncia {(x,yx)} partindo de (xg,yg) tem a propriedade de compri-

mento finito e converge a (x*,y*) com L(x*,y*) = min L

Demonstra¢ao. Uma aplicagao direta do Teorema 1 nos dé a convergéncia de (xy,Yy)
a algum (x*,y*), um ponto critico de L com L(x*,y*) € [min L, min L +n). Agora, se
L(x*,y*) nao fosse igual a L(X,y) entao a desigualdade Kurdyka-Lojasiewicz implicaria

@' (L(x*,y*) — L(x,y))dist (0, 0L(x*,y*)) > 1, uma contradigao pois 0 € oL(x*,y*). O

Teorema 10. (Taza de convergéncia). Assuma que L satisfaz (H),(Hy). Além disso,
assuma que (Xk,Yx) — (Xeos Yoo) € que L tem a propriedade Kurdyka-Lojasiewicz sobre

(Xoo, Yoo) com @(s) =cs*72,0 €[0,1),c > 0. Entdo valem as sequintes estimativas:
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(i) Se © =0, entdo a sequéncia (xy,Yx) converge em um numero finito de passos.

(11) Se © € (0,1/2], entao existe c >0 e T € [0,1), tais que

|| (kayk) - (Xoo7yoo) ||< CTk.

(11i) Se © € (1/2,1), entdo existe ¢ > 0, tal que

| (%5 Yx) = (Xoo, Yoo) || < et (1-0)/(20—-1)

Demonstracao. As notagoes sao aquelas do Teorema 7, e por simplicidade nds assumimos
que (lx) — 0. Entao L(Xs,Yoo) = 0 (Proposicao 7).

(i) Assuma primeiro 0 = 0. Se existe ng tal que (lx) é constante para k > ng, entao
(xx,Yx) também é constante para k > ngy em vista do Lema 9(i). Caso contrério, entao a
desigualdade Kurdyka-Lojasiewicz assegura para qualquer k suficientemente grande que

cdist (0, 0L(xx,yx)) = 1, uma contradigao em vista do Lema 9(iii).

o qual ¢ finito pelo teorema 8. Como Ay > /|| Xk —Xeo [|2 + || Yx — Yoo |2, ele é o sufi-

ciente para estimar Ay. Reescrevendo (2.21) com estas notagoes obtemos:
Ay < Mo (L) + (Ax—1 — Ay). (2.22)
Usando a desigualdade Kurdyka-Lojasiewicz obtemos
@' (Li)dist (0, 9L (x1, yi)) = c(1 — 0)1 ¥dist (0, L (%1, yi)) = 1.

19 < c(1 — 0)dist(0, AL (xx, yi));

mas por (2.19) temos

dist (0, 0L (xk, yi)) <I| (x, yi) [[< (C+1/74 ) (A1 — Aw).

Combinando as duas desigualdades acima nés obtemos para algum K positivo

O(L) = MK(Ar_ 1 — A T99 4 (A — Ay).

Sequéncias satisfazendo tais desigualdades tem sido estudadas em Attouch e Bolte [2],

Theorem 2. Os itens (i) e (ii) seguem-se destes resultados. O
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2.3 Convergéncia de métodos de projecao alternados
Nesta secao consideramos o particular, mas importante caso de bifungoes do tipo
LC,D (X7U) - SC(X) + 1/2 H X—y H2 +6D (U), (Xay) € Rn> (223)

onde C,D sao dois subconjuntos fechados nao-vazios de R™. Note que L satisfaz (H)
e (H;y) para qualquer yo € D. Neste contexto especifico, o algoritmo de minimizacao
proximal alternado (2.1), (2.2) nos da

.1 1
X1 € argmin ¢ S [ u—yi [P+ u—xc [ZueCyp,
2 2

.1 1
Yry1 € argmin = [ v—x1 P +=— | v—yx [ veED;.
2 pAVEN

Entao obtemos o seguinte algoritmo de projecao alternado:

A Xy
Xk+1 € Pc <W ;

—1
Ky Y +Xk41
Yk+1 € Pp <—u£1+1 )

O seguinte resultado ilustra o interesse do algoritmo acima para problemas de viabilidade.

Corolario 7. (Convergéncia de Sequéncias). Assuma que a bifun¢io Lep tem a pro-
priedade de Kurdyka-Lojasiewicz em cada ponto. Entao ou || xx — Yk ||— 0 quando

k — 0o ou (xx,Yx) converge a um ponto critico de L.

(CONVERGENCIA LOCAL) Assuma que a bifun¢do L¢p tem a propriedade de
Kurdyka-Lojasiewicz sobre (x*,y*) e que || x* —y* [[= min{|| x —y |: x € C,y € D}.
Se (xg,Yo) estd suficientemente préximo de (x*,y*), entdo (xx,yx) converge a um ponto

(X0, Yoo), tal que || Xoo — Yoo ||= min{|| x —y [|: x € C,y € D}.

Demonstracao. O primeiro ponto é devido ao Teorema 8, ji o segundo segue de uma

restricao do Teorema 9 a L¢ p. O
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