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Resumo

Nesta dissertacao, descrevemos resultados obtidos por Lucas Barbosa e Gervasio Co-
lares em 1997, sobre a estabilidade de hipersuperficies orientaveis compactas sem bordo

imersas em espacos forma com r-curvatura média constante.



Abstract

In this work, we describe results obtained by Lucas Barbosa Gervasio Colares in 1997
and, on the stability of compact orientable hypersurfaces without boundary immersed in

r-space form with constant mean curvature.
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Introducao

. . ~ ~n+1 .
Associado a segunda forma fundamental de uma imersao x : M"™ — M existem
n invariantes, chamados de fungoes simétricas elementares S, das curvaturas principais
A1, Ag, -+, An, definidas por:
S, = E A AL 0K r<n.

1< <ir

A r-curvatura média H, de x é definida por H, = % Observe que H; é a curvatura
média e H,, é a curvatura de Gauss-Kronecker de x. '

E bem sabido que imersoes com curvatura média constante sao pontos criticos para o
problema variacional de minimizar o funcional drea, mantendo o volume constante. Uma
solugao local para este problema variacional é dita estavel. Este conceito foi introduzido
por Barbosa em [3], onde foi provado que quando a varieadade ambiente ¢ o R™™! um
hesmifério aberto de esfera S™!(1) ou o espaco hiperbdlico H™"!(—1), esferas sao as
Unicas imersoes estaveis.

Quando a variedade ambiente M possui curvatura seccional constante c, é possivel

mostrar que imersoes com r-curvatura média constante surgem como pontos criticos para

o problema variacional de minimizar certas integrais de curvatura, do tipo
A= | FiSiS)dM
M

mantendo o volume constante, onde F, é uma funcao adequada. Para este problema, as
formulas da primeira e da segunda variagao sao determinadas e o conceito de r-estabilidade
¢ estabelecido, generalizando o conceito de estabilidade.

Quando o espaco ambiente é o R™™!, o estudo da r-estabilidade foi tratado por Alen-
car em [12], provando que para cada valor de 7, esferas sdo as unicas hipersuperficies
orientaveis compactas imersas que sao rT-estaveis. Quando o espaco ambiente é um he-
misfério aberto da esfera S™™1(1), o mesmo resultado vale para o caso em que T = 2 e foi

provado por Alencar em [1].



Sumario 2

Nesta dissertacao, provaremos que para qualquer valor de r, as esferas geodésicas sao as
unicas hipersuperficies orientaveis compactas r-estaveis imersas em um hemisfério aberto
da esfera S**1(1) ou no espaco hiperbdlico H"*!(—1), generalizando os resultados obtidos

por Alencar em [1].



Capitulo 1

Nocoes Preliminares

Neste capitulo, apresentaremos defini¢oes e resultados da geometria Riemanniana que
serao utilizados ao longo deste trabalho. Parte substancial deste capitulo encontra-se em
[9] e [8]. Denotaremos por M™ (ou simplesmente por M) uma variedade Riemanniana
de dimensao n e classe C*, (, ) denotard sua métrica Riemanniana e V a sua conexao
Riemanniana.

Denotaremos por X(M) o conjunto dos campos de vetores de classe C*. Dado p € M,

T, M denotara o plano tangente a variedade M no ponto p.

1.1 Gradiente, Divergente, Laplaciano e Hessiano

Definicao 1. Seja f : M — R uma funcdo suave. O gradiente de f € o unico campo

vetorial suave VT, definido sobre M que satisfaz a sequinte condi¢ao:
X(f) = (Vf, X)
para todo X € X(M).
Decorre da defini¢ao que se f, g sao fungoes suaves, entao:
1. V(f+g) =Vf+Vg;
2. V(f-g)=f-Vg+g- Vf.

Proposicao 1. Seja f : M — R uma funcdo suave. Se p € um ponto de mdxrimo ou

minimo local de f, entao Vf(p) = 0.
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Demonstracao: Dadov € T,M, sejay : (—€, €) = M uma curva suave com y(0) =p e
d

v'(0) = v. Note que 0 é ponto critico da funcao fovy. Assim E(fOV)h:O = (X())(p) =

(Vf(p),v) = 0, onde X é uma extensao local de y. Como a relagdo acima é vélida para

todo v € TpM, segue que Vf(p) =0 [ ]

Proposicao 2. Seja M uma variedade Riemanniana conexa e f: M — R uma funcgao

suave. Se V=0, entdo f é constante em M.

Demonstragao: Fixado p € M seja C = {q € M;f(q) = f(p)}, como f é suave segue
que f é continua assim o conjunto C é fechado em M. Afirmo que C é um aberto de M.
De fato, dado ¢ € M seja Uy uma vizinhanca coordenada conexa de . Assim, dado
p’ € U existe uma curva suave y : [0,1] — U com y(0) = q e y(1) = p’. Por outro
%(f oy)(t) = (VF,y'(t))y) = 0. Assim a fungdo f oy é constante, logo
f(p) =fovy(0) =1f(q) =foy(l) =f(q'). Donde temos que Uy C C. Deste fato segue

lado, note que

que C é aberto. Como M é conexa e C # @, segue que M = C logo f é constante. [

Definigao 2. Seja X € X(M). A divergéncia de X € a fun¢ao suave divX : M — R

definida por
div X(p) = tr{v — V, X},
ondev € T,M e tr indica o trago do operador.
Decorre da definicao, que se X,Y € X(M) e f é uma funcao suave entdo:
1. div (X4+Y) =div X + div Y;
2. div (f - X) = f-div X+(VTf, X).

Teorema 1. (Teorema da Divergéncia) Seja M uma variedade Riemanniana compacta

com bordo e X € X(M). Entao
J divXdM = J (X,v)dS,
M oM
onde v € um campo unitdrio normal a OM apontando para fora de M.

Corolario 1. Seja M uma variedade Riemanniana compacta sem bordo e X € X(M).

Entao,

J divXdM = 0.
M
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Definicao 3. Seja f: M — R uma fungao suave. O Laplaciano de f € a fun¢do suave
Af : M — R dada por
Af = div VT,

Das proprieades do gradiente e do divergente segue que, se f, g : M — R sao fungoes

suaves entao:
1. A(f+g) =Af+Ag
2. A(f-g)=Af-g+g-Af+2(Vf,Vg).

Obs 1. Diz-se que um referencial ortornomal{ey, ...ex} em um aberto U C M, € geodésico

em p, se (Ve,e5)(p) =0 para todos 1 < 1,j < n.

Definigao 4. Seja f: M — R uma funcdo suave. O hessiano de f no pontop € o operador

linear Hess f, : T,M — T, M, definido por
Hess f,, (v) = V, V.

Segue das propriedades de conexao Riemanniana que, se X é uma extensao local de v

entdao Hess f, (v) = (VxVT)(p).

Proposicao 3. Se f € uma funcao suave definida sobre M, entao o hessiano de f no

ponto p € um operador linear auto-adjunto.

Demonstragao: Dados x,y € T,M, sejam X,Y extensoes de x,y respectivamente a

campos definidos em uma vizinhanca de p em M. Entao,

(Hessfp(x),y) = (VxVF,Y)y
= X(Vf,Y), — (VF,VxY),
= (X(Y(£))p — (VE, VyX + X, Y]),
= (Y(X()p + (X, YI(£))p — (VF, V¥X), — (X, YI(f))p
= (VyV£,X),
= (Hessfp(y),x).

Proposicao 4. Se f : M — R € uma funcao suave, entdo para todo p € M wvale a
1qualdade:
Af(p) = tr(Hessfp).
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Demonstragao: Seja {vi,...,vn} uma base ortonormal de T,M, usando a notacdo de

Einstein temos que

tr(Hessf,) = ((Hessf),(vi),vi)
= (V,,Vf,vi)p
= div Vf(p)
= Af(p).

]

Seja f uma funcao suave. Como Hessf, ¢ um operador auto-adjunto, este operador
induz de modo natural, uma forma bilinear simétrica em T,M chamada forma hessiana
de f em p. Abusando da notacao, também denotaremos a forma hessiana de f em p por

Hess f,. Dados x,y € T,M, a forma hessiana de f em p ¢ definida da seguinte maneira
Hess f,(x,y) = (Hessf,(x),y)

Proposigao 5. Seja f : M — R uma funcao suave. Se p é um ponto de mdzimo local
para f,v € T,M ey : (—e€,e) = M € uma curva suave tal que y(0) =p e y'(0) =v,
entao

2

d
Hess f, (v,v) = @(fow(t)h:o <0.

Demonstracao: Veja que,

Hessf,(v,v) = (Hessf,(v),V)
dy

= (Va Vf,—

<VHV dt>p

d D
= (VE,y")y —(Vf, —

. /
dt|i-o at? v

Como p é ponto de maximo local de f, usando a Proposigao 1 temos que Vf(p) = 0.

Sendo 0 ponto de maximo local de f oy(t), temos que

d
Hess fp(v,v) = a|t:0<Vf,y’>
d2
= 2 (foy)t) <o
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1.2 Curvatura

A curvatura R de uma varieadade Riemanniana M é uma correspondéncia que associa

a cada par X,Y € X(M) uma aplicacao R(X,Y) : (M) — X(M) dada por
R(X, Y)Z = VnyZ — VxVYZ + V[xyy]z, YAS %(M),
onde V ¢é a conexao Riemanniana de M.

Proposicao 6. A curvatura R de uma wvariedade Riemanniana goza das sequintes

propriedades:
(1) R € bilinear em X(M) x X(M), isto é:
R(fX; + gXs, Y1) = fR(Xy, Y1) + gR(Xs, Y1)
R(X1, fY1 + gYa) = fR(X1, Y1) + gR(Xq, Ya),
f, g€ C®(M), e X1,X2,Y1, Yo € X(M).

(il) Para todo par X, Y € X(M), o operador curvatura R(X,Y) : X(M) — X(M) €
linear, isto €,

R(X,Y)(Z+W) =R(X,Y)Z + R(X, Y)W
R(X,Y)(fZ) = fR(X,Y)Z,

feC®M)eZ WeX(M).
(ii1) Vale a Primeira Identidade de Bianchi:

R(X,Y)Z + R(Y,Z)X + R(Z,X)Y = 0.

Na proposicao abaixo, por conveniéncia, usaremos a seguinte notacgao:

x Ayl = /K2yl — (x,y)?.

Proposicao 7. Seja 0 C T,M um subespago bi-dimensional do espaco tangente T,M e

sejam X,y € o dois vetores linearmente independentes. Entao

(R(x,y)x,y)

KP(G):KP(XWH) = |X/\y|2

nao depende da escolha dos vetores x,y € 0.
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Definigao 5. Dado um pontop € M e um subespago bi-dimensional o C T,M, o nimero
real Ky, (0) = Ky (x,y), onde {x,y} € uma base qualquer de o, € chamado curvatura secci-

onal de o em p.

Diz-se que uma variedade Riemanniana M possui curvatura constante se K, (o), onde
o C T,M, nao depende da escolha do ponto p e do subespaco bi-dimensional o. Um
exemplo cléssico desse tipo de variedade é a esfera S™*(1). Provaremos, mais adiante,

este resultado utilizando o método do referencial mével.

1.3 Imersoes isométricas

1.3.1 A segunda forma fundamental

n+m=k . . . . ~
variedades Riemannianas. Uma aplicacao suave

Defini¢do 6. Sejam M™, M
f: M — M € uma imersdo se dfy, : T,M — T¢(p)N € injetiva para todo p € M.

. —n+m=k = . . . . . .
Sejam (M (), V) uma variedade Riemanniana, M™ uma variedade n-dimensio-

—k , . o L . . = -
nale f : M™ — M uma imersao. Nestas condicoes, a métrica Riemanniana de M induz

de maneira natural uma métrica Riemanniana em M através da definicao
(u,v)p = (dfp(u),df, (V) f(p), VP €M, Yu,ve T,M.

Dessa forma, a aplicacao f é uma imersao isométrica.

Dado p € M, existe uma vizinhanca U C M de p tal que f(U) € M é uma
subvariedade de M. Portanto existem uma vizinhanca U de f(p) e um difeomorfismo
®: U — V C R¥ em um aberto V do R¥, tais que @ aplica difeomorficamente f(U) N U
em um aberto do subespago R™ C R¥. Identificaremos U com f(U) e cada vetor v € TyM,
q € U, com o vetor dfq(v) € Tf(q)m. Assim, para cada p € M, o produto interno em

Tpm decompoe Tpm na soma direta
TM=T,M& (T,M)*,

onde (T]Dl\/l)l ¢ o complemento ortogonal de T,M em Tpm. Sev e Tpm, P € M, podemos
escrever

v=v' +vt v e T,M, vt e (T,M)*-.
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T

Denominamos por v a componente tangencial de v e v a componente normal de v.

Se X e Y sao campos locais de vetores em M e X, Y sao extensoes locais a M, definimos:
= o\ T
VxY = (VxY) .
Verifica-se que esta é a conexao Riemanniana relativa a métrica induzida de M por f.

Definicao 7. Sejam f : M — M uma imersao isométrica, U C M uma vizinhanga de
p €M tal que f(U) C M € uma subvariedade de M e N € X(U) um campo local em M,
com U C M aberto e f(U) C U. O campo N diz-se normal a M se X(p) = Yp € (T,M)*+
para todo p € U.

Assim segue da defini¢do acima, que B(X,Y) = VYV — VxY é um campo local em M
normal a M. Prova-se que B(X,Y) estd bem definida ou seja, B(X,Y) nao depende das

~ Eva bV . 1 . s .
extensoes X e Y. Indicaremos por X(U)~ o espago dos campos de vetores diferenciaveis

em U normais a U.

Proposicao 8. Se X, Y € X(U), a aplicacdo B : X(U) x X(U) — X(W)" dada por
B(X,Y) = VgY — VxY

¢ bilinear e simétrica.

Omitiremos a demonstracao desta proposicao, apenas indicaremos o principal fato
usado, a saber: exprimindo B em um sistema de coordenadas, verifica-se que o valor de
B(X,Y)(p) depende apenas de X(p) e de Y(p).

Agora podemos definir a segunda forma fundamental. Sejam p € M en € (TpM)L.
A aplicacao H,, : T,M x T,M — R dada por

HT] (X,U) - <B(Xay)7n>a X,y € TPM7
é, pela proposicao anterior, uma forma bilinear e simétrica.

Definigao 8. A forma quadrdtica 11, definida em T,M por 11, (x) = H, (x,x) = (B(x,x),n),

¢ denominada de sequnda forma fundamental de M em p sequndo o vetor normal n.

As vezes se utiliza também a expressao segunda forma fundamental para designar
a aplicacao B que em cada p € M.
Associada a aplicagao H,, temos a aplicacao linear auto-adjunta A, : T, M — T, M,
definida por:
(An(x),y) = Hy(x,y) = (B(x,y),n).
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Proposicao 9. Sejam p € M, x € T,M en € (T,M)*. Seja N uma extensio local den
normal a M. Entao

Aqy(x) =—(VN) .

Demonstragao: Sejay € T,M e X,Y extensoes locais de x,y, respectivamente. Entao

(N,Y) = 0, donde concluimos que

(Aq(x),y) = (BX,Y)(p),N)
= (VxY—VxY,N)(p)
= (VxY,N)(p)
= —(Y,VxN)(p)
= (-=ViN,y),

para todo y € T,M. Donde obtemos que A, (x) = — (VXN)T. [ ]

Consideremos o caso particular em que a codimensao da imersao é 1, ou seja,
foM* — M™ 6 uma imersdo isométrica. Neste caso, f(M) C M é entdo deno-
minada de hipersuperficie.

Sejam f(M) C M uma hipersuperficie, p € M e n € (T,M)*+, Il = 1. Como
Ayt T,M — T,M ¢ auto-ajunta, existe uma base ortonormal de {ey, - ,en} de TyM
formada por autovetores com autovalores associados Ay, - -, Ay, isto é, Ay (ei) = Aey,
1 < i< n. Supondo que M e M sdo orientédveis e estdo orientadas entdo o vetor n
fica univocamente determinado. Se escolhermos uma base {e;,--- , en} na orientacao de
M, entdo {e,--- ,en,1} é uma base na orientcdo de M. Neste caso, chamamos os e; de
direcoes principais e os A; de curvaturas principais da imersao f. A aplicacao A = A, ¢
chamada de operador de Weingarten associado a segunda forma fundamental. Além
disso, vale a igualdade A, (x) = — (VXN)T =—V,N.

Associado ao operador de Weingarten da imersao, existem n invariantes chamados de

fungoes simétricas elementares S, das curvaturas principais Aj, Ao, - -+ , A, definidas por:
S, = E Al A 0T <N
<. <iy

A r-curvatura média H, da imersao é definida por H, =S,/ (Tr‘) Observe que H; é a

curvatura média e H,, é a curvatura de Gauss-Kronecker de x.
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Relacionaremos agora as curvaturas seccionais de M e M. Se x, y € T,M C T,M sao
linearmente independentes, indicaremos por K(x,y) e K(x,y) as curvaturas seccionais de

M e M, respectivamente, segundo o plano gerado por x e y.

Teorema 2. (Equagio de Gauss) Sejam f : M™ — M™™ uma imersdo isométrica,

p € M e x, y vetores ortonormais de T,M. Entao

K(x,y) — K(x,y) = (B(x,x),B(y,y)) — B(x,y)*.

No caso de hipersuperficie f : M™ — M““, a Equagao de Gauss admite uma
expressao mais simples. Sejam p € M, n € (T,M)* (com In| = 1) e {e1, -+, e,} uma
base ortonormal de T,M para a qual A,; = A ¢é diagonal, isto é, A(e;) = Aje; para todo
i=1,---,n. Entdo, H(ei,ei) = (A(ei),e5) = Ai e H(ei,e5) = 0, se i # j. Assim
B(ei,ej;) = 0 e B(ei,e;) = Ajn. Portanto, a Equacao de Gauss escreve-se da seguinte

forma

K(ei, ej) —K(ei, e) = AiA;.

1.4 O método do referencial movel

Nesta seccao, veremos grande parte das definicoes e dos resultados apresentados até
este momento sob o ponto de vista do método do referencial mével. Grande parte dos
resultados citados nesta secgdo podem ser encontrados em [8].

Sejam M uma variedade Riemanniana de dimensao n, p € M e U C M uma vizi-
nhanca de p onde estao definidos campos de vetores deferenciaveis ey, es, - - - , e, tais que
(ei,e5) = di5. O conjunto {e;} é denominado de um referencial (ortonormal, mével) em
U. Chamaremos de coreferencial associado a {e;} a familia de formas diferenciais {w;}

definidas por w;(e;j) = 8yj.

Lema 1 (Cartan). Sejam V um espago vetorial de dimension e wy, -+ ,w, : V — R

formas lineares de V linearmente independentes, onde v < n.. Suponhamos que existam
T

formas lineares 01, ...,0, : V — R satisfazendo a sequinte condi¢ao: Z w; AB; = 0.

. i=1
Entao,

ei: § ai; Wy, 17):17 Ty, A4y = Gy
j
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Lema 2. Sejam U um aberto da variedade M e w1, ..., Wy, formas diferenciais linearmente
independentes em U. Suponha que exista em U um conjunto de 1-formas diferenciais {wy;}

satisfazendo as condicoes:

Wij; = —Wji, d(,U]' = E wk/\wk)-.
k

Entao um tal conjunto é unico.
Demonstracao: Suponhamos que exista outro conjunto de formas {wy;} satisfazendo

a}ij = —(T)ji, d(U]' = Z Wy AN a}kj-
k
Entao Z Wi A (Wy; — wyj) = 0. Pelo Lema de Cartan, temos
k

~ _ j i _ pi
Wiy — Wxj = z Biiwi, By =By
i
Agora observe que,
wkj — wkj = E Bkiwi = _(wkj — wkj) = — E Bjiwi-
i i

Como as formas diferenciais wy, ..., Wy, linearmente independentes, temos By ; = —B}‘i.

Usando as simetrias obtidas, concluimos que

k _ _pl —_pi _pi _pi __pk _ _pk
Bji_ Bki_ Bik_ jk_Bkj_ Bij_ Bji'

cpk _ ~
Dai Bji = 0, donde obtemos que wyj = wy;. [
O préximo lema mostrara a existéncia das formas {wy;}, satisfazendo as condicoes do

lema anterior, a partir da métrica Riemanniana de M.

Lema 3 (Levi-Civita). Escolhido um referencial {e;} em um aberto U € M de uma
variedade Riemanniana M, existe em U um nico conjunto de formas diferenciais wy;

que sao anti-simétricas (Wi; = —wji) e satisfazem dw; = E wj A\ Wi
j

Em particular, quando a variedade Riemanniana é o R™ temos outras equacoes adici-

onais:

dei = E wijej,
j

dwij = E wik/\wkj.
k
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As formas w;; s@o chamadas as formas da conexao de M, no referencial {ei}, e as

equacoes dw; = E w; A\ wj; sao chamadas as equagoes de estrutura. O interesse

j
geométrico das formas da conexao é que elas permitem definir uma nogao de derivacao

para campos de vetores em M.

Proposicao 10. Sejam X e Y campos suaves de vetores em M e {ei} um referencial em

um aberto U € M. Suponhamos que Y = Zyiei e facamos

VxY = Z{dyj (X) + Z wi;(X)yite;.
j i
Entao VxY € independente do referencial {ei} e, portanto, globalmente definido em M.

A expressao VxY é chamada de derivada covariante de Y em relacao a X. Na proposicao

abaixo, apresentamos algumas propriedades satisfeitas pela derivada covariante.

Proposigao 11. Sejam f,g: M — R fungoes suaves, X, Y, Z € X(M) campos suaves em

M e a,b € R constantes. Entao:
1. VixygzY =1fVxY +gV2Y;
2. Vx(aY+bZ) = aVxY+bVxZ;
3. Vx(fY) = fVxY + X(f)Y;
4. VXY, Z) + (Y, VxZ) = X((Y, Z));

5. Sep € M, entio (VxY)(p) depende somente do valor de X no ponto p e dos valores
de Y ao longo de uma curva parametrizada « : (e,€) — M, com «(0) = p e

«’(0) = X(p).

Obs 2. A deriwagao covariante permite interpretar geometricamente as formas da co-

nexao. A saber, da definicao de derivada covariante seque que para todo campo X
<v><€i, €j> = wij (X)

Agora, introduziremos a curvatura em uma variedade Riemanniana sob o ponto de
vista do método do referncial mével. Considere o conjunto de formas {Q;;}, definidas

COomo segue:

Qij = dwi]- —Zwik/\wkj. (11)
k
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As formas Q);; sao chamadas as formas de curvatura de M no referencial de {e;}.
Prova-se (ver [8]) que para cada p € M e cada par de vetores X,Y € T,M, a matriz

{wi;)p (X, Y)} é a matriz de uma aplicacao linear
(RXY)p : TpM — TpM

que independe do referencial movel {e;}. Rxy é chamado o operador de curvatura M.
Como wyi; = —wji, segue que Qi = —j; e, além disso, note que ()5 ¢ uma forma
bilinear alternada. Assim, temos as seguintes identidades para o operador curvatura. Se

X,Y, Z, T sao campos suaves de vetores em M, entao

(RxyZ, T) = —(RyxZ, T),
(RxyZ, T) = —(RxyT, Z).

Diferenciando exteriormente a equacao

dw]' = Z(Uk/\wk)'.
k

Obtemos a Primeira Identidadede Bianchi, que é dada por Z wi A Q45 = 0. Diferen-

1
ciando a equagdo (1.1) obtemos a Segunda Identidade de Bianchi, que é dada por

0= dQlJ —l—ZQik/\wkj —Zwik/\Qk]-.

k k

Como as formas Qi sao de grau dois, elas podem ser escritas da seguinte forma:
1
Qij = —5 Z Rijklwk Nwy = — Z Rijklwk A\ wr.
Kl k<l

Pela definigao de Re, ¢, temos que

1

(Rey.e (€1), €5) = Qjilex, el) = 5 Z Rjistws A wi(ex, er) = Rijir = (Rey e, (€x), €1).
s,t
As formas de curvatura nos permite definir a curvatura seccional de uma forma al-

ternativa, que passaremos a introduzir. Seja 0 C T,M um subespaco de dimensao dois.
Escolhamos um referencial ortonormal ey, --- , e, em uma vizinhanca de p € M, de tal

modo que e e e; geram . Mostra-se (ver [8]) que o nimero (Q;3),(eq, ez) independe do

referencial escolhido, ou seja, depende apenas do subespaco 0. O nimero

Kp(U) = —(912);)(61, ) = <(Rel,ez)p(el)a es)
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¢ chamado de curvatura seccional de M em p segundo 0. Prova-se que se X,Y sao dois

vetores linearmente independentes em o C T,M entao

<RX,YX7 Y>

Ky (o) = XAYE

Diz-se que uma variedade Riemanniana M é isotropica em p € M se todas as cur-

vaturas seccionais em p possuem o mesmo valor, ou seja, o valor de K, (o) nao depende

oC T,M.

Proposigao 12. Seja M uma varieadade Riemanniana, p um ponto de M e {ei} um

referencial em uma vizinhanga de p. Entao M € isotropica em p se e somente se
Qi]' = —pri/\w]'. (12)

Proposicao 13 (Schur). Seja M uma variedade Riemanniana n-dimensional (n > 3)

conexa. Suponha que M € isotrdpica para todo p € M. Entao M tem curvatura constante.
Demonstragao: Como M ¢ isotrépica segue pela proposicao anterior que
inj = _de(Ui A\ wj; — Kp dwi /\ W + pri A\ d(.l))'.
Por outro lado, a Segunda Identidade de Bianchi e as Equagoes de Estrutura fornecem
inj = — Z Qik AN wkj + Z Wik VAN Qk)'
k k
= Zpri/\wk/\wkj —Zprik/\wk/\wj
k k
= pri AN (Z Wy AN wkj> — Kp <Z Wik VAN (Uk> AN Wj
k k
= pri AN d(Uj — Kpdwi AN ;.
Segue-se dai que, para quaisquer i e j temos
de Wi A w; = 0.

Portanto, dK, = 0 em M. Disto segue que VK, = 0, pela Proposicao 2 obtemos que
K, nao depende de p. [ ]
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1.4.1 Tensores em variedades riemannianas

Um tensor de ordem r em M é uma correspondéncia F que a cada ponto p € M associa

uma forma r-linear
Fo: ToMx - x T,M — R

Um tensor F é diferencidavel em p € M se: escolhido um referencial {e;} em uma
vizinhanga U de p, e {w;} denota o coreferencial associado a {e;}, as fungoes F;,...;, : U — R
definidas por

Fi,..1,(q) =Fqley, -, eq,)

sao diferencidaveis no ponto p. Mostra-se que esta condi¢ao nao depende do referencial
escolhido. Diz-se que F é diferencidavel em M se é diferenciavel em todos os pontos de

M. As fungoes Fi,...;, sao chamadas as componentes do tensor F no referencial {e;}.

T

Neste trabalho, serao considerados apenas tensores diferenciaveis. Frequentemente, sera

conveniente deixar de indicar o ponto p nos calculos. Por exemplo, se Xi,---,X; sao
campos diferencidveis de vetores em M, F(Xq, -+, X,) indica a funcao suave qua a cada
p corresponde o valor Fp, ((X1)p, -+, (Xy)p).

Em uma variedade Riemanniana, é possivel estender a nogao de diferencial covariante
a tensores de ordem 1. Seja F um tensor de ordem r em uma variedade Riemanniana M.
Seja p € M e {e;} um referencial ortonormal em uma vizinhanga U de p, a diferencial
covariante do tensor F, denotada por VF, é um tensor de ordem r+ 1 cujas componentes

Fi,..i,;j = VF(ei,, - , ei,, €j) no referencial {e;} sao definidas como segue:

> Fiig®; = dFgii 4D Fiuo @i + ) Fuji Wy,
j j j

4.+ Z Fil"‘ir—ljwjiT'
j

Prova-se (ver referéncia [8]) que,
VF(Xla e 7XT‘a Y) = dF(Xb o 7XT)(Y) - F(VYXh e 7XT) - F(Xb e 7vYXT‘)-

Esta igualdade mostra que a definicao de VF nao depende do referencial escolhido.
A derivacao covariante permite estender as varieadades Riemannianas certos operadores

diferenciais. Listaremos alguns destes operadores.
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Seja f : M — R uma fungao suave. Sabemos que o Vf é um campo vetorial em M
definido por
dfp (X) = (VI(p), X)p,

para todo p € M e todo X € T,M. Considerando um referencial {e;} em um aberto

U C M contendo p, podemos escrever df = Z fiw;i. Note que,

Vi = Zerle1 deelel Zfe1

A diferencial covariante de df é um tensor de ordem 2, logo pode ser escrito na forma
f) = me—wi /\ (Uj.
1”7]‘

Pela definicao de diferencial covariante, segue que Z fijw; = dfy + Z f;wji. Por
outro lado, j |
Hessf,(ei,e;) = (Hessf,(ei), ej)p
= (Hessfp(e5), ei)p
= (V¢ VA, ei)p
= ¢;(Vf,ei)(p) — (Vf, Veei)p

= ej(ﬂ)(P)—ka(P)<ek>Vejei>P
= ka wk1 e)

= fl,] (P) - v(df)p(eue])-

Desta forma, V(df), = Hessf,. Como Af = tr(Hess f), segue que Af = Z fii.

i
Proposicao 14. Seja f: M — R uma fungao suave. Se p é um ponto de mdzimo para

a funcao f, entdo para todo v € T,M temos
d*f,(v) <0.

Demonstracao: Sendo df = E fiwi, temos como consequéncia que

i

d2f = Z fiij]- A\ wi — Z fiwi A Wiji.

i,j i
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Como p é ponto de maximo para a funcao f, temos Vf(p) = 0 . Donde concluimos

que fi(p) =0, para 1 <1< n. Pela Proposicao 5, obtemos

d*fp(v) = ) fii(p)wj A wi(v,v) = V(df),(v,v) = Hess f;,(v) <0
i,

para todo v € T,M. [

1.4.2 Imersoes riemannianas

Seja M™ uma variedade Riemanniana e sejax : M™ — M"™ " tma imersio isométrica.
Dado p € M, escolheremos uma vizinhanca U C M de p de tal modo que x restrita a
U seja injetiva. Seja V' C M uma vizinhanca de p em M tal que x(U) C V e que seja
possivel definir um referencial ortornormal adaptado {ea}, 1 < A < n + q, isto é, res-
tritos a x(U) os vetores ey, --- , e, sao tangentes a M. Faremos a convencao usual de
identificar U € M com x(U) C M, e utilizaremos os seguintes dominios para os ndices:
I1<ABC---<n+q; 1<),k <n e n+1<aB,y,---<n+q.

O espaco tangente a M no ponto p, denotado por Tpm, decompode-se em uma soma
direta T, (M) = T, (M) @ N, (M), onde identificamos dx,(M) ~ T, (M) e denotamos por
N, (M) o complemento ortogonal de T,M em Tpm. O subespaco N, (M) é chamado de
espaco normal da imersao x em p. Um campo normal v é uma correspondéncia que a

cada p € M associa um vetor v(p) € N,(M), de tal modo que para todo referencial

adaptado em uma vizinhanca V C M de p, as funcdes v, dadas por v = Z\)(Xe(X sejam

x
diferencidveis em p. Esta condigao nao depende da escolha do referencial.

No aberto V, as formas wa e wap (1 < A, B < n + q) satisfazem as equagoes de

estrutura:

de = E wg /\(UBA,
B

_ _ 1 _
dwagp ZZ(UAC/\(UCB +Q0as, Qasp =—§ZRABCD(UC/\(UD-
C CD

Como o refencial é adaptado, as restrigoes destas formas a U C V satisfazem w, = 0.

Decorre dai que
0=dwy =) Wi Wi
i

Pelo Lema de Cartan,
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— E 24 . [0 qu— X
j

A forma quadratica 1% = E hf;wiwj = E WieWw; € a segunda forma quadratica
i i

da imersao x na direcao do vetor e,. Seja v um campo unitario normal em M. E
possivel escolher um referencial ortonormal adaptado {es} em U de modo que e, 1 = V.
A segunda forma quadratica de x, na direcao v, é definifa como IIV = II™*!. Mostra-se
que a definicdo nao depende da escolha do referencial. De fato, seja « : (—e, ) — U
uma curva parametrizada pelo comprimento de arco s com «(0) = p. Sem perda de

generalidade, também podemos supor que «’(s) = e;. Fazendo «’(0) = u, temos

I (u) = " (e)) = <Z wiocwi> (e1) =) (Veeienir)wiler)

i

= (Vee1,V) = (Vo o/(s),v) = —(u, Vyv).

Portanto, 11, nao depende da escolha do referencial. Além disso, IIV esta globalmente

definida. No caso particular M = R™ "9, o referencial {ea } satisfaz as seguintes equacoes:

d(.UAB = E wAC/\wCB'

As restrigoes das formas wa e wap ao aberto U C V satisfazem as equagoes acima e,
além disso, temos a condicao adicional w, = 0 para todo «.

Seja Ay @ T,M — T,M a transformagao linear auto-adjunta, associada a forma
quadrdtica ITp. Assim, (A} (u),u) = II} (u) = —(u, Vuv). As vezes, é conveniente usar a

aplicacao bilinear B, : T,M x T,M — N,M dada por
(Bp(X,Y),v)p = (A;(X),Y)p, X, YeT,M, veN, (M)

Desta forma, no referencial ortonormal adaptado B é dada por

BIX,Y)=)_ (Z h%wﬂX)wﬂY)) €.
o ij

A igualdade mostra que B é uma aplicacao bilinear simétrica. Usando estes fatos, prova-
remos que a esfera S*(1) C R™! centrada na origem possui curvatura constante igual 1.

Escolhendo um referencial ortonormal adaptado e, --- , en, €ny1 em R < {0}, teremos
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dwij = Z Wik /\ Wi + Wi (n+1) A\ w(n+1),j onde i,j,k = 1, R |
k

Donde concluimos que,
Qi = Wi, (n+1) N\ Winr1),j-

Podemos escolher o referencial de tal forma que e, ; = —x, o vetor posi¢ao da esfera

S™(1) em R™"!. Entao,

Z Wni1)i€i = depp =—dx =— E wiey.
i i

Com isto, obtemos W 41),1 = —w;. Decorre dai que Q45 = —w;/Awj, pela Proposicao

12 concluimos que S™(1) possui curvatura seccional constante 1.

1.4.3 Um modelo para o espago hiperbdlico

As variedades Riemannianas mais simples, sao as variedades de curvatura seccional
constante. Dentre elas, a esfera e o espaco hiperbdlico ocupam uma posicao especial. A
esfera S**! pode ser isometricamente mergulhada em R™2, este fato facilita a utilizacao
do método do referencial mével em questoes relativas a esfera. Mostraremos que é possivel
mergulhar isometricamente o espaco hiperbélico H"*1(—1) em R™*2, munido da métrica
de Lorentz.

A métrica de Lorentz é definida do seguinte modo: consideremos em R™2 a base
canodnica ag = (1,0,---,0), a0 = (0,1,---,0)--- ,ans1 = (0,---,0,1) e introduzamos a

forma bilinear simétrica (,) em R™"2 definida por
(ai, aj) = 8y, (ap,ai) =0, (ap,ap) =—1, onde 1 <i,j <n+ 1

A forma bilinear (,) define um produto interno em R™*?2 (que nao é positivo definido),
denominado de métrica de Lorentz. Indicaremos o espaco euclidiano R™"2 munido da
métrica (,) por EM2,

Seja U C E™"2 um aberto e {e},- - , ens1} um referencial mével em U, satisfazendo

as condigoes:
(ei,e5) =05, (eo,e1) =0, (eg,e9) =—1. (1.3)

Sejam wq, Wy, -+, Wy, Wny1 as formas diferenciais, definidas em U, que em cada

p € U formam a base dual da base {ey(p),e1(p), - ,ens1(p)}. Agora, considere as
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formas wap defindas por
dea = E WABEB,

onde A, B, C indicardao indices que variam de 0 a n+ 1. Se x : E""2 — E™2 denota a

aplicacao identidade, segue pela definicao dos wa que

dx = Z wae€a.

Derivando exteriormente as duas equagoes acima, obtemos as equacoes de estrutura

de E™*2 a saber:

d(UA = Z w A 74\ WEBA,
dwag = Z wac A\ wces.

Além disto,
2(deg, e9) =2 (Z Wy A€A, eo) = —Wop,.

Como (e, e9) = —1, segue que wgy = 0. De modo analogo, usando que (ei,e;) =0 e

que (ei,eg) =0 para 1 <1i,j < n+ 1, obtemos
Wiy = —Wjq, Woi = Wjp-

Considere agora, o conjunto dos pontos x € E™*?2 tais que (x,x) = —1. Escrevendo

X =XgQp +X103 + -+ Xn+10n4+1, temos que
2 2 2
(x,x) =—xg+x7+--+x5,, =—L

Um tal conjunto é um "hiperboléide de duas folhas“ em E™2, a componente conexa
do hiperboléide correspondente a xy > 0 serd indicada por H™*!(—1). Como (x, dx) = 0,
o espaco tangente em cada ponto de H™"1(—1) é normal a x. Por outro lado, como

(x,x) = —1 é possivel escolher uma base {bg, by, -+, bny1} de EM2 com

Decorre dai que T,H"!(—1) é gerado por {by,---,bny1}, isto é, a métrica induzida
por E"*2 em H™"!(—1) é Riemanniana. De agora por diante, usaremos referenciais locais
ea em E™2 que satisfazem (1.3) e que sdo adaptados a H™'(—1), isto é, restritos a
H™1(—1) os campos {e1, - ,eny1} sa0 tangentes e e = x. De modo andlogo, como

foi feito para a esfera, prova-se que o espaco hiperbdlico H™"!'(—1) possui curvatura
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seccional constante igual a —1. Provaremos agora, alguns resultados auxiliares que serao
importantes para provar o principal resultado do Capitulo 2. Na prova da proposicao

abaixo, estamos usando as identificagoes discutidas anteriormente.

Proposigao 15. Seja x : M™ — R™ " uma imersdao isométrica de uma variedade Rie-
manniana compacta orientdvel, entao existe um ponto p € M onde todas as curvaturas

PrINCipais possuem o mesmo sinal.

Demonstracao: Considere a fun¢ao f : M — R definida por f(p) = (x(p), x(p)),
como M é compacta existe um ponto p € M tal que f assume o valor maximo. Dado
v € T,M, com |[v| = 1, consideremos uma curva o« : (—e, €) — M de modo que x(0) =p
e «’(0) = v. Como p é ponto de méaximo, segue que (fo )’'(0) =0 e (fo a)”’(0) < 0.
Além disso, observe que

(foa)(t) =2(x(t), &'(t)).

Assim, quando t = 0 temos que (p,v) = 0. Como v foi tomado arbitrério, segue que

p esta na dire¢ao normal. Desta forma, podemos supor que N(p) = ’% Por outro lado,
(f o @)"(0) = 2(v,v) + 2(p, a"(0)) < 0.
Donde concluimos que
1+ UN(p), o[0)) 0 = TIfv) <~ < 0.
Seja {eq, -+ ,en} a base que diagonaliza o operador de Weingarten A, : T,M — T,M

e {A1, -+ ,An} as curvaturas principais. Assim,

II(ei) = <Ap(€i), ei) = }\i < 0.

P

__7
[p
obteriamos que as curvaturas principais sao positivas. De qualquer forma, todas possuem

Portanto, as curvaturas principais sdo negativas. Se tivessemos escolhido N(p) =

0 mesmo sinal. [

Provaremos, na proposi¢ao a seguir, uma versao do resultado apresentado acima para
imersoes no espaco hiperbélico H**(—1) ou num hemisfério aberto da esfera S™1(1).
Denotaremos por S™!(1)* o conjunto dos pontos da esfera S**1(1) C R™*2 tais que

Xnao > 0.
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.~ . —n+1 . ~ . L, - .
Proposicao 16. Seja x : M — M"" uma imersio isométrica de uma variedade
. . . , 5 n+1 ~
Riemanniana compacta orientdvel, onde M™ " denota SML(1)T ou H™FY(—1). Entdo,

eziste p € M™ ! onde todas as curvaturas principais possuem o mesmo sinal.

Demonstracgao: Provaremos somente o caso da imersao num hemisfério aberto da esfera.
O caso da imersao no espago hiperbdlico é feito de modo analago. Considere a fungao
altura f : M™ — R na diregao do vetor an 2 = (0,---,0, 1), ouseja, f(p) = (x(p), Ani2)-
Como M™ ¢é compacta, f atinge o valor méximo num ponto ¢ € M. Entao, dfq =0 e
d2fq < 0. Seja U C M uma vizinhanga de q tal que a restricao de x a U é injetiva. Agora,
consideremos uma vizinhanca V.C R™"2 de x(q) tal modo que VN S™ (1) > x(U) e
seja possivel definir um referencial mével {eg, ey, - - - , en41} adaptado a x, ou seja, restritos
a x(U) os campos {e,--- ,en} sdo tangentes e e, 1 = N é normal a x(U) e tangente a
S 1(1)*. Além disso, escolha o referencial de tal forma que ey restrito a x(U) seja a
inclusao.

Restringiremos a x(U) C V as formas do coreferencial associado e as formas de co-
nexao. No que segue, usaremos a seguinte convencao de indices: 1 < i,j,k,--- < n e
0<ABC,---<n+ 1

Sendo w11 = 0, segue pelo Lema de Cartan que 0 = dwn 1 = Z Wj N Wj(n1)-
)
Desta forma, podemos inferir que wim1) = Z hijwj onde hyj = hy;.
j
Por outro lado, escrevendo a,, o = Zviei + Vo€p + Vni1€ns1 Obtemos a seguinte

1
expressao para T = (eg, any2) = Vo. Dai, d(vo)q = 0 e d*(vp)q < 0. Além disso, como é
an 42 constante temos

0=danso = Z dvie; + dvoeg + dvniienyt + Zvidei +vodeg + vuii1denyq.

1 1

Sendo wgy = wn 1 = 0 restritas a x(U), segue que

0 = Z d\/iei + d\)geo + d\)n+1€n+1

1

+ Z (Z wia€a + (,Uioeo)

i A

+ Vni1 (Z Wm41)ACA T w(n+1)0€0>

A

+ Vo Z Woi€i + Wo(n+1)€n+1 + Woo €0
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Como e, restrito a x(U), é a inclusao vale a seguinte igualdade:

E wiey = de[) E Woi€i + Wy n+1)en+1

Da igualdade acima, concluimos que wym+1) = 0 e wi = wyi. Portanto,

0 = Z (d\)j + Z\)iwij + VoWo; +vn+1w(ﬂ+1)j> %

j i

+ (dVo + ZViin> + (dvn+1 + Zviwi(nJrl)) €nt1-
i i

Consequentemente,
dv; = Zviwji —VoWoj — Vi 1W(ni1)j;
i
dvg = _Zviwi;
i
dvny = —Z\/iw(n+1)i-
i
Como d(vg)q = 0, segue que vi(q) = --- =vn(q) = 0. Agora observe que

2
~d*(vo)q = § (dvj)qw
E Vl wjiwj_z Vo wo)w) E Vn+1 W (n+1)jW;
- _E Vn wn)w) E Vn+l W (n41)jWj-

Fazendo uso da igualdade wy; = wj, obtemos

_dz(VO)q = Zvn+1( q)Wj(n+1)W ZVO
j
= Vn+1(q)Zhijwiwj —VOZ(CU]') .
ji j

Podemos supor que a base {eq, -, en} diagonaliza o operador de Weingarten. Dal,

hi]' = <A€i, €j> = 7\151)'. Portanto,

—d2(\’0)q = Z(}\ianrl —vo)(w3)* > 0.

i
Aplicando a desigualdade acima em cada e;, tem-se que A;ivy 11 = vo. Como estamos

considerando vy > 0, temos para quaisquer 1i,j que
AN (Vng1)? = (vo)® = Ay > 0.

Isto prova que todas as curvaturas principais possuem o mesmo sinal. [
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O operador L,

Seja M““(c) uma variedade Riemanniana orientavel simplesmente conexa de curva-
tura seccional constante c. Uma vez que M é orientdvel, podemos considerar uma forma
de volume dM globalmente definida sobre M. Considere agora, uma imersio isométrica
x: M — M““(c) de uma variedade Riemanniana orientavel compacta conexa M™.

Sejam A o operador de Weingarten da imersao x, S; a r-ésima funcao simétricas elemen-

n
T

tar associada a A e H, = (S—r) a T-ésima curvatura média. Lembremos que, as fungoes
simétricas elementares S, associadas a A podem ser definidas usando o polinomio carac-

teristico de A, a saber:

det(tl —A) = (t—k;) ... (t —kn) = i(—wsrtnr.

T

Na proposi¢ao a seguir, estabelecemos uma desigualdade envolvendo as curvaturas

médias de ordem superior. A demonstracao da proposigao pode ser encontrada em [13].

Proposicao 17. Se as curvaturas Hy,--- ,Hy_1 sdo nao negativas e H, € postivo para

algum 1 < v < n, entao

x
WV
MIM\D—‘
\Y
T
W ol
WV
WV
T
B

Além disso, a igualdade ocorre somente nos pontos umbilico.
As transformacoes classicas de Newton P, sao definidas indutivamente por:

P(]:I
P.=S,1-A-P._,.

25
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.

Segue-se da férmula de recorréncia que P, = Z(—l)erf]—Ai, onde Sp = 1. Como A
j=0

¢ um operador auto-adjunto, segue que cada A’ também é. Por outro lado, como a soma

de operadores auto-adjuntos é um operador auto-adjunto segue da expressao obtida que,
para cada r, P. é um operador auto-adjunto.

Sejam {eq, - - - , ex} uma base ortonormal de autovetores de A, correspondendo respec-
tivamente aos autovalores kq,--- ,k,,. Da expressao obtida para P,, segue que

T
Prler) = <Z(—1))5Tjkf> e
§=0
Assim, cada P, possui os mesmos autovetores de A. Além disso, temos que os auto-

valores de P,, sao da forma

Fazendo n —j =1, temos

= ][]0 —x) =0

j=1

Como todos os autovalores associados a base ortonormal {eq, - - - , e} sd@o nulos, segue
que P, = 0. Representando por A; a restricao da transformacao A ao subespacgo normal
a ey, e por S.(A;) a r-funcao simétrica associada a A;. Considerando S,, 1 = 0, no lema

abaixo apresentamos alguns resultados cldssicos sobre os autovalores do operador P,.
Lema 4. Para cada 1 <1< n—1, vale:

(1) Pi(ei) = Sy(Ai)ei, para cada 1 <i<n;

(2) tr(PT) = Z Sr(Al) = (n_r)sr;
i=1
(3) tr(AP,) = > kiSy(Ay) = (r+1)Sp;

(4) tr(A?P, Zk2 = 51811 — (1+2)S1 12,
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onde tr denota o traco do operador.

Demonstracao: Para provarmos o item (1), faremos inducao sobre r. Para r = 1 temos
Piled) = (SiT—A)ei = (ki +- -+ kn)ei —kiei = (ki +- -+ ki +---+kn)ey = S1(Aey.
Agora suponhamos que o resultado é valido para r — 1, isto é,

P i(ei) =S 1(Ai)ei.

Desta forma, temos P.(e;) = S;I(e;) — A(Pr_1(e1)) = (S — S+—1(Ay) - ki) e; = Sy (Ai)es.
Para o item (2), observe que os autovalores de P, associados a base ortonormal

n
er, - ,en sao Sy(A1), -, S (A,), respectivamente. Assim tr(P,) = Z,Sr(Ai) 0 que
prova a primeira igualdade do item (2). Para provar a segunda igualdacilz,1 considere S, e
Sy (A4) como polindomios homogéneos nas variaveis ki. Se i & {j1,--- ,j;}, cada mondomio

Kj, - - k;, de Sy é também um monomio de S,(A;). Assim, cada mondmio aparece exata-
n

mente N — T vezes no somatério E S+(Aj). Reciprocamente, cada monomio de S,.(A;) é

i=1
um monomio de S,. Portanto,

o que prova a segunda igualdade do item (2).

Segue do item (1) que os autovalores de AP, associados a base ortonormal {e, - - - , e, }
n
sao respectivamente k1S, (A1), -+ , k:S:(An). Assim tr(AP,) = Z kiS-(Ay), o que prova
i=1
a primeira igualdade do item (3). Da definicao do operador P, segue que

tr(AP;) = tr(S; ) = tr(Pryp) =nSe i —(n—71—1)S, 1 = (r + 1)S 1.

Concluindo a prova do item (3). Novamente pelo item (1), temos que os autovalores

de A?P, sdo respectivamente kS (A1), -+, k23S, (A,). Assim
tr(A%P,) = Z kIS (A1)
im1

0 que prova a primeira igualdade do item (3). Da igualdade P, 1 = S;1I—AP, concluimos
que

tr(AQPr) = tr(SrJrlA) - tr(APr+1) = Slsr+1 - (T + 2)Sr+2-

Finalizando a demonstracao do lema. [
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. ~ . ~ —n+1
Associado a cada transformacao de Newton P, da imersao x : M™ — M~ | temos

o operador diferencial de segunda ordem L, definido abaixo:
L,(f) = tr(P.Hess (f)).

—n+1 , . . . . , .
Quando M " (c) é uma variedade Riemanniana orientdavel simplesmente conexa de
curvatura seccional constante ¢, Rosenberg provou em [12] como uma consequéncia da
equagao de Codazzi que

L. (f) = div (P, VT).
Uma consequéncia muito util deste fato é dada na seguinte proposigao.

.~ . —n+1 . ~ . P .
Proposigao 18. Seja x : M™ — M (c) uma imersao isométrica de uma variedade
Riemanniana compacta sem bordo em um espaco forma. Entao,

JM L.(f)JdM =0ce J

fL,(f)dM = —J (P, VE)AM.
M

M
Demonstragao: Como podemos escrever L, na forma divergente L.(f) = div (P, Vf),
segue diretamente do Teorema da Divergéncia que J L.(f)JdM = 0. Para provar a

M
segunda igualdade, observe que das propriedades do operador divergente temos

div (f - P,Vf) =f- L.(f) + (Vf, P, Vf).
Pelo Teorema da Divergéncia, segue que

0 :J div (£ - P,VF)dM :J
M

f.L,(f)dM + J (Vf, P, V) dM.
M

M

Donde obtemos a igualdade desejada. [

Na préxima proposicao, provaremos que sob certas condigoes o operador L, é eliptico,
o que sera de fundamental importancia para os principais resultados deste trabalho.

—n+1

Proposicao 19. Seja x : M™ — M (c) uma imersao isométrica de uma variedade
- : — —n+1

Riemanniana orientdvel compacta conexa sem bordo, onde M~ " (c) representa o espaco

euclidiano R™Y ou um hemisfério aberto da esfera euclidiana ST (1) ou o espaco hi-

perbo- lico H""(—1). Se S,y € positivo, entdo para todo 1 <j <1
1. cada operador L € eliptico,

2. cada H; € positivo.
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Demonstracgao: Pelas Proposigoes 15 e 16, temos que existe um ponto p € M onde todas
as curvaturas principais de x possuem o mesmo sinal. Além disso, podemos considerar
um campo de vetores normal unitario de modo que todas as curvaturas principais sejam
positivas em p. Por continuidade, as curvaturas principais sao positivas em bola aberta
U centrada em p. Consequentemente, as funcoes {Si(Aj), Si, Hi} sao positivas em U.
Para provar o item 1, note que a elipticidade de Lj é equivalente a positividade da forma
quadratica associada a Pj, o qual é equivalente a positividade dos autovalores S;(A;) de Pj.
Assim, provaremos isto. Para isto, considere o conjunto K; consistindo de todos pontos
de M onde as fungoes S;j(A;) s@o positivas, 1 <1< n.

E claro que, para cada j temos U C Kj e cada Kj ¢ aberto, devido a continuidade das
funcoes Sj(Ai). Representando por G; a componente conexa de Kj que contém U, temos

o seguinte:
Lema 5. Para cada j, Gj11 C Gj.

Demonstracao: Para cada i, defina o conjunto aberto

j=1

E claro que as fungoes Sj(Ax), onde 1 <k <n el <j <1, sao positivas em V;. Dal,

para cada ponto de V; segue da Proposicao 17 que

wl—

Hy(Ar) > Ha(Ar)? > Hy(A)® > - > Ho (AT, 1<k <, (2.1)

ocorrendo a igualdade somente nos pontos umbilicos. Por continuidade, as desigualdades
sao validas nos pontos da fronteira de V;. Agora suponhamos que um ponto q da fronteira
de V; pertenca a Gj, de (2.1) segue que q € Gj para 1 <j < n. Logo, q € V; que é uma
contradicao pois q € 0V;. Como V; C Gy, isto mostra que a fronteira de V; esta contida
na fronteira de Gi. Sendo V; = Vlﬂ Gi, segue que V; é um conjunto fechado em G;. Por
outro lado, V; é aberto em Gj. Como V; é nao vazio, temos pela conexidade de G; que
Gi = Vi. Pela definicao de Vj;; temos que Gj;1 = Vj1 C Gj. Isto completa a prova do
lema. ]

Provaremos agora que G, é fechado. Tome um ponto q € 9G,. Por continuidade,
S:(Ai) = 0 para 1 < i< n. Usando o lema anterior, temos que q € G_) paral <j <.

Assim, no ponto q, Sj(A;) > 0 paral <j<rel<i<<n Observe que para cada i vale
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a igualdade
Sri1 = KkiS (A1) + Sr (A4

Mostraremos que Sj(A;) > 0, no ponto ¢. Suponha por contradigao que S,(A;) =0
em ¢, da equagao acima segue Sy;1 = Sy41(A4). Como S, 1 > 0, segue que S, 1(A;) >0
e, consequentemente, H,,1(A;) > 0. Por outro lado, como q € G_] para 1 < j < r temos

que Hy(Ay) > 0 para todo 1 < k < r. Pela proposicao 17 temos que

1 1
=

Hi(AD) > Ha(A)? > > He(A)7 > Hepn(A)7T >0,

Assim S,.(A;) = ST(Ai)(nil) > 0. O que é uma contradicao, portanto S,(A;) > 0
para 1 < i< nem q. Donde concluimos que q € G;, assim G; é fechado em M. Como
G, ¢é fechado e aberto em M e nao vazio, segue da conexidade de M que G, = M. Pelo
Lema 5, temos que M C G, C --- C G; C M. Assim G; = M, para 1 < j < 1. Da
defini¢ao de Gj, segue que S;(Ayx) >0 para 1l <j<rel<k<noque prova o item 1.
Pelo Lema 4 temos i Si(Ai) = (n—j)S; assim para 1 < j < 1 segue que S; > 0. Logo

i=1
Hj; ¢é positivo, o que prova o item 2. [ ]



Capitulo 3

O problema variacional

Ao longo deste capitulo, M™ denotara uma variedade Riemanniana orientdvel com-

T nt1 . ~ . T
pacta conexa sem bordo e x : M™ — M (c) uma imersao isométrica.

Definicao 9. Uma variagao de x € uma aplicacao diferencidvel X : 1 x M™ — M

(c)
tal que para cada t € 1 a aplicacao X¢(.) = X(t, .) : M™ — M““(c) € uma 1mersao e

Xo = X.
A fungao volume associada a variagao X é a fungao V : I — R definida por
V(t) = J X*dM.
[0,t]x M
Dizemos que a variacao X preserva volume se V(t) = V(0) para todo t € 1.
oX(t
Definicao 10. O campo %
oX '

por — a componente tangencial do campo variacional de X.

ot

¢ chamado de campo variactonal de X. Denotaremos

Seja N um campo de vetores normal unitério ao longo de x, ao longo deste trabalho

usaremos a seguinte notagao

X(t,
fo <%|t_o,N>.

Para cada r € {0, 1, ...,n}, considere os funcionais
A, :J F.(S4,...,S,)dM
M

onde as funcoes F, sao definidas recursivamente por

31
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F():l
Fi =5

— 1
Fr:ST+%FP2, para2 <r<n—1.

Considere o problema varicional de minimizar A, para variacoes de X que preservam
volume. Observe que este problema foi tratado em [5] para o caso em que r = 0, em [1]
para o caso em que T = 1 e M sendo um hemisfério aberto da esfera euclidiana e em [2]
para qualquer valor de T quando a variedade ambiente ¢ R™*1.

Para resolvermos este problema, comegaremos supondo que um de seus pontos criticos
é a imersao dada x. Assim, com relacao as variacoes que preservam volume a imersao

dada x deve ser um ponto critico da funcao
A = | Fi(S1 e S0aM,
M

onde dM; é o elemento de volume da métrica induzida em M por X;. Para encontrar os
pontos criticos deste problema usaremos um procedimento padrao que consiste em olhar
para os pontos criticos de

J+(t) = Ax(t) +AV(1),

onde A é uma constante. Para calcular J/(0) = 0, precisamos inicialmente determinar a

derivada de S.(t), com respeito a t, em t = 0.

Proposicao 20. Sob as notacoes anterioes, vale:

4_9_1 = Lr(ﬂ + (SISH—l - (T' + 2)8r+2)f+ C(TL - r)Srf+ DaXTST+1'

t

Esta proposigao foi provada pela primeira vez em [11]. Uma prova alternativa para
este fato, pode ser encontrada no apéndice. Ressaltamos que, quando S,,; é constante
entao o ultimo termo do lado direito é zero.

O seguinte lema é bem conhecido. Ele é usado por varios autores para determinar a

férmula da primeira variagao, sua demonstracao pode ser encontrada em [11].

Lema 6. Seja X uma variagcao da imersao x, entao

0 e
a(th) = <—Slf+lea ) th,

0X
onde f = f(t) = <—,Nt>.
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Nos trés lemas a seguir, apresentamos resultados que serao utilizados para obtermos

as férmulas da primeira e segunda variagao.

Lema 7. Seja X uma variagcao da imersao x, entao
V'(t) :J f(t)dM,.
M

Demonstracao: Fixe um ponto p € M e escolha um referencial ortonormal adaptado

positivo {e1, -+ ,en, enr1 = N} numa vizinhanca de x(p). Entao,
X*(dM) = a(t,p)dt A dM.

Observe que,

/2 0X
a(tap) = X*(dM) (a_taeh"' aen) = dM <a_t7dxt(el)a"' 7dXt(en)>

0X oX
= | =—,dX <o, dX¢(en) | = (=, N
Vo <at7 t(el)a 9 t(e )> <at t>
onde N¢ é um campo de vetores unitario e normal a imersao X;. Desta forma, obtemos a

seguinte igualdade

d

(J a(t,p)dt A dM> = J a(t,p)dM, = J f(t)dMy.
[0,t] x M M M

[ |
Quando a variagao preserva volume, temos pelo acima que J f(t)dM; = 0. No que

M
segue, vamos considerar apenas variagoes que presevam volume.

Lema 8. Para qualquer v, AL(t) = —(r + 1)J S (t)f(t)dMy.
M

Demonstragao: Dividiremos a prova em dois casos, primeiro provaremos o resultado

para 1 par. Fazendo inducao sobre 1, temos para r = 0 que

oxT’

Ajt) = JM %(th) = JM (—Slf(t) + div m ) dM.

Como M é compacta, segue como consequéncia do Teorema da Divergéncia que
Ag(t) = —J Sif(t)dM,.
M
Agora suponha que o lema seja valido para r — 2, ou seja,

Al ) =—(r—1) JM S, f(t)dM,.
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Provaremos agora que o resultado é valido para r. Fazendo uso das defini¢oes de A, (t)

e F, temos
cn—r+1)

A(t) = JM S (t)dM + —

Ar—Q(t)-

Assim,

ALlt) = JM S1(t)dM, +j 5,2 (amy) + ST s gy,

MmOt r—1

Segue como consequéncia da hipétese de indugao, bem como da Proposi¢ao 20 e do

Lema 6, que

Al(t) = J @;4uy+Bﬁf—u+1mﬂﬂf+qn—r+1mpﬁ+mgy&)th
M t

ox T
+J (—Slf + div — ) S;dM{ —c(n—1r+ 1)J S, _1f(t)dMy.
M ot M

Por outro lado, das propriedades da divergéncia temos que

, X’ e
div <STE ) :STdIVa +D%TST

Entao,

Allt) = J (Lr_l(f) +[5:S,—(r+ 1S, lf+e(n—r4+1)S, 1 f+ DﬂTST> dM;
M ot

oxX"
_J Slsrfth + J div (ST_ ) th — J D axTSrth

—cn—r+1) J S,_1f(t)dMy.
M

Usando o fato que o perador L, pode ser escrito na forma divergente e o Teorema da

Divergeéncia, obtemos

, ox’
I—T‘—l(f) th = div ST_ th =0.

Portanto,

AHU::—J(r+USMﬁdM+
M

Para o caso em que r é impar, novamente demonstraremos o resultado fazendo inducao

sobre r. No caso r = 1, temos que

Allt) = jM S/ (t)dM, + JM&%(‘*M”'

Segue como consequéncia da Proposicao 20 e do Lema 6 que

t

AllY) = J (Lo() + 15,5 — 25,]f + cnf + DS, ) M,
M

T
+J Sl —Slf+dlva—x th
M ot
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Por outro lado, das propriedades da divergéncia temos que

. oX ' X'
div (Sla ) :Sllea —I—D%Tsl.

Assim,
oxX '

M

Usando que Ly = A (Laplaciano) e o Teorema da Divergéncia, obtemos

, X’
Lo(f)th = div Sla— th =0.
M M t

Finalmente, como a variagao preserva volume, concluimos que
Allt)=— J SofdMy.
M

A continuacao da demonstracao, é exatamente igual a demonstragao do caso em que

T é par. ]

Proposicao 21. (Férmula da Primeira Variagao) Para qualquer variagdo de x vale a

wgualdade
1(0) = J (—(r+ 1)y +A) F M,
M

onde N é uma constante (a ser determinada) e f é a proje¢ao normal do campo varacional.

Demonstracao: Como J.(t) = A, (t)+AV(t), segue que J.(t) = AL(t)+AV’(t). Fazendo

uso dos resultados provados nos Lemas 7 e 8 temos que
M

Em particular, a igualdade vale para t = 0. Donde concluimos a demonstragao da
proposicao. [
O lema a seguir sera utilizado para demonstrarmos que as hipersuperficies com r-ésima
curvatura constante sao pontos criticos do funcional J.
Lema 9. Para toda funcao suave f : M — R satisfazendo J fdM = 0, existe uma

M
variagao normal que preserva volume cujo campo variacional € f - N.

A prova deste resultado pode ser encontrada em [5].

Proposigao 22. Sejam A = J dM, y=A"! J SiyidM eA=(r+1)y. SeJ.(0) =0
M M
para qualquer variacao de x, entaéo ' =X — (r+1)S,,1 = 0.
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Demonstragao: Assuma que exista um ponto p € M onde I'(p) # 0, podemos assumir

que I'(p) > 0. Considere os conjuntos abaixo:
D" ={qeM;T(q) >0}, D™ ={q € M;T(q) <0}.

Como T é uma funcao continua, segue que DT é aberto e existe um aberto U tal

que U C D*. Mostra-se, usando particio da unidade, que existe uma funcdo suave

d : M — R satisfazendo: 1) 0 < ¢ < 1;2) ¢ =1 em U; 3) supp(¢d) € D*. Logo,
x = J ér'dM > 0.
M

Sendo
J (—(r 4 1)Sss1 + N)AM = —(r + 1)] S, dM + (r+ 1)Ay = 0,
M

M

existe um aberto V tal que V C D~. Novamente, usando particdo da unidade, garantimos
a existéncia de uma fungao suave  : M — R satisfazendo: 1) 0 <P < 1;2) P =1em

V; 3) supp(y) C D~. Portanto,

ocgzj YrdM < 0.
M

x

Tomando & = — 11[) > (0, temos que
2

[0
M X2

Pelo Lema 9, existe uma variacao da imersao x que preserva volume cujo vetor varia-

cional é (b + &)I" - N. Assim, pela Proposigao 21 segue que
ozj (b +&)r?dm > 0.
M

A contradicao obtida surgiu pelo fato de supormos que existia um ponto p € M onde
I'(p) # 0, desta forma A = (r+ 1)S,,1. Isto completa a prova da proposicao. [ ]
A proposicao acima, nos diz que os pontos criticos para o problema variacional sao
imersoes com r-ésima curvatura média constante. Afim de decidir se a imersao é ou nao
um minimo local, calcularemos a segunda derivada de A, (t) em t = 0.
(t), assim para

Observe que para variagoes que preservam volume temos J/(t) = A’

calcular A/'(0) é suficiente calcular J//(0).
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.~ . L . < n+1 . ~
Proposicao 23. (Férmula da Segunda Varia¢ao) Sejax : M™ — M (c) uma imersao
1sométrica com Sy 1 constante. Para variag¢oes que preservam volume, a sequnda derivada

de A, emt =0 € dada por

AV(0)=—(r+1) J fo[L.(f) + (SiSyp1 — (T +2)Syi0)f +c(n—1)S.f] dAM.
M

Demonstragao: Como escolio da demonstracao da Proposicao 21, temos
Ji(t) = JM(—(r +1)S, 1 +A)fdM,.
Derivando J;(t) obtemos
MORES (=(r+ D) Sri1 + A)F(t) dM,
+ JM(—(r +1)S, 1 + A)f'(t) dM,
0

+JM(—(r 1Sy 1+ A1) (ML)

Observe que, para t = 0 as duas tltimas integrais da iguldade acima se anulam pois

A= (r+1)S,;1. Da Proposicao 20, segue que

%(_(T F SN, = 1S, (0)

t=0

= —(T + 1)[Lr(f) + (SlSrH — (T' + 2)Sr+2)f + C(Tl — T)Srﬂ
Desta forma,

AL(0) = J/(0) = —(r+ 1) JM £ [Lo(F) + (S1Sr41 — (1 +2)Sr0)f + c(n—1)S,f] dM.



Capitulo 4

r-Estabilidade de hipersuperficies

A expressao obtida para A!(0), na Proposicao 23, depende somente da imersao x e

da funcao f. Vamos fixar a seguinte notagao
Ir(f) = _J f(Lr(f) + (Slsr+1 - (T + 2)8r+2)f + C(TL - T)SrﬂdM
M

.~ . —n+1 . ~ e .
Definigao 11. Seja x : M™ — M (c) uma imersao isométrica de uma variedade
Riemanniana orientdvel compacta conexa com Sy, 1 constante. Dizemos que M € r-estdvel

quando 1.(f) = 0 para qualquer funcao f: M™ — R que satisfaz
J fdM = 0.
M

Proposigao 24. FEsferas geodésicas de M““(c) sao r-estaveis.

Demonstragao: Seja L um esfera geodésica de M““(c). Uma vez que X é umbilica as

curvaturas principis sao todas iguais a uma certa constante k. Escolhendo o vetor normal

S = (T,‘)ki.
j

Assim, X é uma subvariedade com S, ; igual a uma constante positiva. Por outro

de modo que k > 0, temos

lado, todos os autovalores de P, sao iguais a (“T_l)kr. Logo, P, = (“:1)101. Da forma

divergente do operador L, segue que

L,(f) = div ((“ - 1) kTVf) — (n - 1) KTAF.
T T

38
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Portanto,

b ) )

c(n—r) < )krf2dM
M
= ( ) (K"fAf + nk"2f? + cnk"f3)dM
-1
= —( )k* J (fAf +n(k* + ¢)f?)dM.
T M

Pela Equagao de Gauss, podemos inferir que X é isométrica a uma n-esfera euclidiana
com curvatura seccional constante igual a k? + c¢. Entdo, o primeiro autovalor do Lapla-
ciano de £ é dado por A; = n(k?+c¢). Pela caracterizacao variacional de A, que pode ser

encontrada em [6], temos
—1
L.(f) > (“ . )kJ (Arf? = n(k* 4 ¢)f*)dM = 0.
M

Isto completa a demonstragao da proposicao. [

Para provarmos o resultado principal, definiremos funcoes auxiliares. Para imersoes
na esfera euclidiana S™1(1), seja U um vetor fixado de R™"2, no caso de imersoes no
espaco hiperbdlico, consideremos U um vetor fixado do espaco de Lorentz E™*2. Defina
as fungoes

f=(N,U), g=(x,U).

. 3n+l . q- 2 1:
No lema a seguir, M (c) representa o espaco euclidiano R™™1, a esfera euclidiana

S™1(1) ou o espaco hiperbdlico H™*!(—1).

Lema 10. Seja x : M™ — M“”(c) uma imersao isométrica. Para todo ponto p € M,

seja UT a projecao do vetor U sobre T,M. Entao,

Lr(g) = —(T’+1)Sr+1f—C(TL—T')Sr9

LT(f) = _(S].ST+1 - (T+2)ST+2)f_C(T+ 1)Sr+1g+DuTSr+1.

Observe que, quando S;,; é constante Dy7S,,1 = 0. A prova deste lema pode ser
encontrada no apéndice desta dissertacao.
No teorema a seguir provamos o principal resultado deste trabalho, a saber: é feita a

. ~ . ;. s —n+1
caracterizacao das hipersuperficies r-estaveis de M~ (c).
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. antl . /- Y
Teorema 3. Seja M (c) o espaco hiperbdlico H™(—1) ou um hemisfério aberto da
. q. n-+1 . n —n+1 . ~ . , .
esfera euclidiana S™(1). Seja x : M™ — M (¢) uma imersao isométrica de uma
variedade Riemanniana compacta (sem bordo) orientdvel com S,.i constante positivo.
Entao M™ € r-estavel se, e somente se, M é uma esfera e x € a sua incluséo como uma

esfera geodésica.

Demonstragao: De acordo com a Proposicao 24, a condicao ¢é suficiente. Provaremos
agora que também é necessaria. Uma vez que M é compacta orientavel e S, 1 é uma
constante positiva, temos pela Proposicao 19 que o operador L, é eliptico. Analisaremos
separadamente os dois casos.

Suponha que M““(c) ¢ um hemisfério aberto de S**!(1) ¢ R™*2. Primeiramente
provaremos que N = fM NdM # 0, onde estamos considerando a integracao e m cada

funcdo coordenada. Se N = 0, entdo
J (N,U)dM =0
M

para qualquer vetor U € R™"2. Tome uma base ortonormal Uy, -+ ,Up,; de R™2 e
considere as fungoes

fi = <N,U1) € gi = <X, u1>

Pela hipdtese de r-estabilidade, temos que I(f;) > 0 para cada i € {0,--- ,n + 1}.

Usando a expressao obtida para L,(f;) no Lema 10, obtemos
0 < —J fi(Le(fi) + (S1Srp1 — (0 +2)Sp0)fi + (0 —1)S,f;)dM
M
= | (e DS eafigi - (s M
M

Somando em 1 temos

n+1 n+l
0< J <(T+1)5r+1zf191— (n—r)Ser%> dM.
M i=0

i=0
n+1 n+1
Por outro lado, podemos escrever N = E fil; e x = E giU;. Dai,
i=0 i=0
n+1 n+1

(N,x)=) figi=0e ) fi=N?=1
i=0 i=0

Donde concluimos que

0< —J (n—r)S,dM.
M
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Da Proposicao 19 temos que S; > 0. Logo,
0< —J (n—1)S,.dM < 0.
M

Como chegamos a uma contradicdo, segue que N # 0. A base {Uy, -, Un,1} pode

ser escolhida de tal forma que Uy = ﬁ Entao, para 1 <1< n+ 1 segue que

(Us, N) :J f.dM.
M

0:<ui,N):J

M

Para essas funcoes teste, a definicao de r-estabilidade implica que
0< | (4 1Sruifign — (n =118, M.
M

Adicionando estas equagoes em 1 < 1< n+ 1 obtemos

n+1 n+1

0 < J [(r+1)S, 41 Z figi — (m—1)S, Z f7]ldM
M i=1 i=1
= | DS afoge - (n— 1S, (1 - flam (4.)
M
Para qualquer referencial local {eg = x, e, -+ ,en,ens1 = N} adaptado & imersao x
temos
n+l1
1= U = Z(Um ei) = <U07X>2 + (Uy, N>2 = 9(2) + fg-
i=0

Desta forma, 1 — fZ > g2. Substituindo em (4.1) encontramos
0 < J [—(r+1)Sr41fogo — (N — 1S, g5ldM
M

= J QOLT(QO) dM:_J <PrVgo,Vgo>dM
M M

< 0

Usamos acima a Proposicao 18 e o fato que L, é eliptico. Observe que todas as
desigualdades acima tornam-se igualdades, da elipticidade de L, segue que Vg, = 0.
Logo, go ¢ contante. Assim a imagem de x estd contida em um hiperplano. Uma vez
que x é uma imersao na esfera entao a imagem x pertence a intersecao da esfera com um
hiperplano. Desta forma x(M) é uma esfera geodésica de S™1(1).

No caso em que o ambiente é o espaco hiperbdlico, a prova é feita de modo andalogo.



Capitulo 5
Apeéendice

Neste capitulo provaremos a Proposicao 20 e o Lema 10. Estes resultados sao en-
contrados na literatura e as suas provas sao aqui incluidas para tornar este trabalho
auto-suficiente.

Seja X : M™ x (—e,e) — M uma aplicacao diferenciavel tal que para cada
t € (—e,€) a aplicagao X; : M™ x {t} — M™"! definida por X{(p) = X(p,t) é uma
imersdo. Seja ds? a métrica em M e considere, em M x (—e,€) a forma quadrética
w = X*(ds?).

Esta é uma métrica Riemanniana quando restrita a cada M; = M x {t}, mas nao
necessariamente é métrica na variedade M x (—e, €). De fato, restrita a M a forma
quadratica w é exatamente a métrica induzida por X;. Sejam eq,---,e, campos de
vetores num aberto U de M x (—e, €), tal que para cada t fixado, eles formem um
referencial ortonormal tangente a My = M x {t}. Sejam wy,--- , w, suas formas duais e
Wn 1 = dt a forma dual do vetor unitario % tangente a (—e, €). Considere no produto
M x (—e€, €), a métrica

b =) wi+dt’
As formas de conexao associadas a esta métrica sao dadas pelas seguintes equagoes:
n+1

d(l)iL = Zwij/\wj, 1<1<n—|—1,
j=1

wiy + w;i=0,1<i,j<n+1
Uma vez que wn 1 = dt, entao

0= Z W(nt1)i /\ Wi

42
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Dai, Wmi1)i = —Zﬁijw]-, onde }Alij = }Alji. Considere agora os campos de vetores
dX(e1), - ,dX(en) e defina N: U — TM por N = dX(e;) A--- A dX(en). Os campos
de vetores dX(ey), -+ ,dX(en), N formam um referencial ortonormal adaptado a imersao

X¢. Identificando e; com sua imagem dX(e;), podemos escrever

X
5= ; aie; + N
Assim,
0 9 oX X .
— ) =g = ) =2 2.
w(at’at> > (at’at) +;a1
0 0X
Uma vez que w(e;, ;) = 8ij € w (a, e,-> = ds? <a, e)-> = aj, temos
w = Zw]-2 +QZ ajdtw; + <f2 +Z af) dt’.
j=1 j=1 i=1
n+1
Assim podemos escrever w = ZG?, onde 05 = wj + q;dt para 1 < j < ne
j=1

0,..1 = fdt. De fato, estas formas S0 pull back do coreferencial dos campos de ve-
tores dX(eq), -+ ,dX(en),N. Defina as formas de conexao 0;; associadas a 01, -+ ,0n41

pelas equagoes:

n+1
dei = Z wij /\ U)j

i=1

Gij—keji:O, 1<l,)<ﬂ,+1

Agora, expressaremos estas novas formas da conexao usando as formas wjj, ja definidas
em M X (—e,e). Podemos supor que 6;; = wy; + byjdt, para 0 < i,j < n, e que
Omt1)i = 7 Wn+1)i + bidt. Assim, das equagoes de estrutura e usando o fato que
Da; =dai + ) ajw;i = ) aijw; podemos escrever

d0; = d(wi+aidt) =) wiyAw;+ wimen Adt+da; Adt
= Z Wij /A W; + Wi(n+1) /A dt + Z Qi Wj /A dt + Z a5 Wi /\ dt.
Por outro lado,
d6; = ) 6y /\6; +8i(nn) ABnis
1
= Z(wij + bij dt) A\ ((Uj + Q; dt) + (;wi(nﬂ) — bidt) N fdt
= Z Wij /\(Uj + Z a;Wyj Adt+ Zbijdt/\w]’ + Wi(n+1) A dt
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Comparando as expressoes obtidas para d;, concluimos que by; = —ai;. Donde

obtemos 0i; = wyj; — ayjdt. Uma importante consequeéncia deste fato é
wij — (11]' dt = Gij = —Gji = wij —+ a]-idt.

Da iguladade acima segue que aij + aj; = 0. Agora observe que

> O A0 = i (—ihﬁwj + bidt) A (Wi + a;dt)
i=1

j=1

= — i hijwj /\(Ui— i hijaiwj /\dt-f—ibldt/\wl

i,j=1 i,j=1 i=1

Por outro lado,

0,41 = Zen+1 N6 _df/\dt_Zfe /\dt_wal/\dt

i=1 i=1

Das igualdades acima podemos escrever

> (hy —hﬂ)w)/\wurz (f +bs +Zhﬂa]) w; A dt = 0.

i<j j=1

n
Assim, hy; = hj; e by = —f; — Z hjiaq; = Z hija;. Substituindo na expressao
— Py
de O(n+1)i obtemos que

e(n—i—l)i = —Zhijwj—Fbidt

j=1

= —) hyw;—f Zhua]dt

= —Zhi]-(w]- —+ a]-dt) — fidt

j=1
= —) hy0; —fidt
j=1

Observe que os hyj sao os coeficientes da segunda forma fundamental da imersao X
com respeito ao normal Ny. O préximo lema nos dird que a diferencial covariante de h;

na variedade My = M x {t} é dada por:

Dhy; = dm hy + Z hixwyg + Z hyjwyg = Z hijiwy.
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Lema 11. Se M possui curvatura seccional constante ¢, entdo

Ohy; =
a—t] =f ; hikhkj + fi)' + Cféij + 11)1]'

onde
Py = Z hicay; + Z hyjag; + Z hijrak.

Demonstragao: Primeiro observe que

n
Omin)i Z 0 (n+1)j = ﬁ(n+1)i = —C - On41 A Oi.
j=1

n
Agora, substituindo a expresao 0(n41)i = — Z hy;0; — fidt obtemos
j=1

Onst)i— ) Onan); = d (—ijej —fidt> = {—Zhjkek —fjdt} M

j=1 k=1

- _ ZthAe imjdej—dfmdt

+ Z RjkBi A 85+ ) At A6

j k= j=1

Como dO; = Z Ojx A\ Ok + 05(nt1) /\ Onqq segue que

k=1

O Z O(n+1) = — Z dhi; A O; — Z hi;05 A Oy — Z hi;05(m41) A\ Onp

j k=1 j=1

—dfi Adt+ Y RO A0+ ) fdt A0y
j k=1 j=1

n

= -> {dhij + ) huby + thjeki} N
j=1 k=1 k=1
—(dfi+ ) f05) Adt—f ( D hihjdi A dt) :

j=1 j,k=1
Observe que

Oh;
dhi; = dm hyj + a—t]dt (5.1)

uma vez que hy; sao os coeficientes da segunda forma fundamental de X, temos

Z {thhU + thkwk] + Z hk)wkl} A\ w; = Z hllkwk AN w; = 0.

j=1 k=1 k=1 j k=1
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Como 045 = wy; — ay;dt, segue que

Z {thhij + Z hikekj + Z hkjeki} /\Wj = — Z (hikakj + hkj aki)th w]'

Também sabemos que 0; = w; + a;dt, assim se

C= Z {thhu + Z hi By + Z hk)'eki} A\ B

j=1 k=1 k=1

entao

(hikakj + hkj aki)dt A\ GJ-

—.
—_

. |||
.I\/I:s ﬂ\/]:

u
I
—

{thh’ij + Z hikekj + Z hkjeki} A\ aj dt

k=1 k=1

(hikak)- + hkj aki)dt VAN GJ-

—.
—_

. |||
.I\/I: ﬂ\/]:

u
I
—

{thhij + Z hixwyg + Z hkjwki} N ajdt
k=1 k=1

(hikak)- + hkj aki)dt /\ GJ- + Z hijkajwk A dt

j,k=1

—.
—_

[ NERANE

(hikakj + hkj (lki)dt AN 9) + Z hijka]' Gk A dt.

jrk=1

—.
—_

Também é verdadeiro que

of;
dfi = dw,fi + 5 dt (5.2)

e, por definicao
dm fi+ ) 505 =) fi;0;. (5.3)
j=1 j=1

Sabemos que

Ons1)i — ) Onsn); -y {dhi)' + ) huby+ ) hkieki} s
k=1

j=1

j=1 j k=1

De (5.2) segue que

n+1 Z 0 (n+1)j = Z { ahl) + thhl) + Z hlkek] + Z hk)ekl} A e]

j=1 k=1 k=1

—(df; + Z £;0;0) A dt —f ( > hihpde A dt) :

j=1 j k=1
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Da expressao obtida para C e de (5.3) segue que
Ot — ) Oy AOj = _Z ”dme + Z Nk + Mg ars)dt A 6
j, k=1
— Z hijkajek Adt—f ( Z hijhjkek /\ dt)
j,k=1 j k=1
_ of:
— (Z fjeji + thfi + —) A\ dt.
4 ot
j=1
De (5.4) segue que
Onatyi— ) Oinsn); - Z i dt A 8; + Z Nk + higa ) dt A 6;
j=1 j,k=1
Z Uka]ek/\dt— (Z hi]-hjkek/\dt>
j,k=1 i k=1
Z f1;0; A dt.
De (5.1) obtemos
Ont1)i Z O(ni1)j = O(ni1)i = —COny1 A By = cfO; Adt.
j=1
Comparando as duas igualdades acima, inferimos que
ahu =
Z —f Z hijhjk — fij — 'l.l)i_j W Adt = Cfei /\ dt.
j=1 k=1
Portanto,
dhy; =
W = fZ hijhjk + fi)' + Cfﬁij + Il)ij-
k=1
[ ]

Tomando a segunda forma fundamental de forma que ela esteja diagonalizada, temos

n n
Pii = 2hgiai + E hiikax = E hiixa.
k=1 k=1
Provaremos agora a Proposicao 20. Para isto, veja que

0S:11  w 0S,.1 0k S ok;
oy St (A

ot — ok; ot

1= 1=

Do Lema 11 segue que
= dhy
Sl = Z = Sr(AY)

_ Zs u—f-fZS k2+cfZS +ZS Db
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Por outro lado,

L.(f) = Z((P o Hess f(e ZS )(Hess f(ei), ZS (5.4)

Si1 =Lo(f) + (S1Sm1 — (T +2)Sr)f +c(n—1)S:f + > Sp(A)hinay.

i,k
Observe que
DS, = Z S.(A;{)Dk; = Z Sy( Z S+ (A hiwy,
ik

logo

DalTST+1 DZ aje;j ‘r+1 Z S ukwk Z Q e) Z S 11kak

ot

Desta ultima igualdade segue que

S;—o—l - Lr(f) + (Slsr—l—l - (T’ + 2)ST+2)f+ C(TL - T)Srf—i- D?TXTST—H-

Provaremos agora o Lema 10 para o caso em que M = H™*!(—1). Vamos consi-
derar o modelo do espaco hiperbédlico definido anteriorente.

Tome um referencial ortonormal local ey, ey, -, e, adaptado a imersao. Ou seja
estao definidos numa vizinhanga de E™*? e satisfazem (eg, eg) = —1, (ei, ej) = i para

I1<i,j<n+1le(ee) =0paral <i<n+ 1. Além disso, quando restritos a M os

campos ey, - -+ , en sao tangentes, e,.1 = N é normal a M e eg = x. Sejam wq, -, Wy
as formas duais de eq, - -+ ,e,. As principais equagoes associadas a este referencial sao
n
dx = Z w;e;
i=1
n+1
dei = Z wi]- ej
=0
wij = (dey,e5)
n
d(l)iL = Z wj AN Wjy
i=1
n

Wni1i = E hijwjy com hq]:h]l

dwij - Zwik/\wkj = — Z hikhj[wk/\wl + wi/\w]-,

k,1=1
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A dltima igualdade segue do fato que o espaco hiperbdlico possui curvatura constante
igual a —1 e a quarta igualdade difere de um sinal de menos da expressao obtida nas
preliminares. Este fato ocorre pois aqui estamos usando que a segunda forma fundamental
é dada por VN. Neste caso, os hi; sao na verdade o oposto daqueles que usamos nas
preliminares. Note também que deg = dx, das igualdades acima segue que w; = Wy =
Wip-

Considere um vetor U fixado no espaco de Lorentz e as funcoes auxiliares

g=(x,U) ef=(N,U.
n n

Observe que dg = (dx, U) = Z(ei,u>wi, assim Vg = Z gie; onde g; = (eq, U).
Isto nos diz que g; sao as compoﬂerlltes do gradiente de g. Caléularemos agora a forma
hessiana de g, temos

Dgi = dgi+ Z gj Wji

i=1

n
= d,e17 + Z e], wji
n+1 n
() wie, W)+ (e, UWwjs
=0 i=1

= (x, Wwio+ (N, Wwing1 + > (e, Wwi; + Y (e, Uwys

n
= ) (=(N,Why + (x, U)8j) w;.

j=1

Donde obtemos

gij = —ﬂ'Lij + 9515. (55)
Por outro lado, podemos supor que no ponto p € M ey, - - , e, diagonaliza VN. Dai
hii = <VNei, €i> = Ai e
L.(g) = Z<(Pr o Hess g)(ei), i) = Z Sy(Ai)(Hessg(ei), ei) = Z Sy (A1) Gii-
Segue que

I—r(g) = _fZS 11+QZS

= —st A+ g(n—1)S,

4+ 1)Se 4 (TGS,
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o qual é o resultado desejado. Procederemos de maneira andloga com f = (N, U). Observe
que
df = (dN,U)
= (e + Wm+1)0+ Z Wint+1)i + enr1W(m+1)(n+1); U).
i=1

Como W n+1)(n+1) =0 € Wnt1)0 = Wo,(n+1) = Wn+1 = 0, segue que

df — Z 91 (n+1)1 Z glhl) (1)]

i,j=1

n
Portanto, f; = Z hijg; sao as funcoes componentes do gradiente de f. Assim
j=1

df; = Z(gidhij + hijdgi)
i=1
- Z [(Z h'l]lwl - Z hl)wll Z hllwl)> gi + hl] (Z JisWs — Z gswm)]
i=1 s=1
= Z hijlgiwl - Z hljgiwli - Z hilgiwlj + Z hijgisws - Z hijgswsi-
i,1=1 i,1=1 i,1=1 i,5=1 i,5=1

Fazendo uso da igualdade

Df = Z f)kwk = df + Z fkwk) = df Z hlkglwk]

k,i=1

temos

ijkwk = Z hijlgiwl - Z hljgiwli - Z hilgiwlj + Z hijgisws
k=1

i1=1 i1=1 i1=1 is—1
n n

—E hijgswsi + E hixgiwy;.
i,5=1 K,i—1

Trocando 1 por i e i por s no segundo somatério e 1 por k no terceiro somatorio obtemos

ijkwk = Z hijlgiwl - Z hijgswis - Z hikgiwkj + Z hijgisws
k=1

il=1 s,i=1 ik=1 i,s=1
n n
— E hijgswsi + E hixgiwy;.
i,s=1 k,i=1
Como wis = —wg; para 1 < i, s < N, segue que

Z f]kwk - Z hlllglwl + Z hljglsws (56)

i,l=1 i,s=1
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De (5.5) segue que

D frwe = Z hijgiwr + ) hyj(—fhig + gdis)w
k=1

Ll=1 i,5=1
- Z (Z Rijegi + Z hij (—fhix + 951k)> Wi
k=1 \i=1

Assim os elementos da matriz hessiana de f sao dados por

fjx = Z hijkgi — fZ hijhix + ghxk. (5.7)
i=1 i=1
Sendo
- aS1‘+1 -
DS,y1 = 2% Dk; = ; S+(A;)Dk;

e usando o fato de que D¢ kj = hy;i, temos que para cada i

De,Sri1 = Z S+ (A)hyji. (5.8)

De (5.5) e (5.7) segue que

LT(f) = isr(A )f
= Zs hijigi — st iy +ng

i,j=1 i,j=1

Por outro lado, como os hyj sao os coeficientes da segunda forma fundamental temos

Z {dhij -+ Z hikwkj + Z hkjwki} A\ wj = Z(hijk — hikj)wk A\ w; = 0.
k=1

j=1 k<j

Assim hyji = hyiy para quaisquer 1 < 1i,j,k < n. Observe também hy; = hy; assim

Dhij = Z hijkwk = Z hﬁkwk = Dhji.

k=1 k=1

Portanto hijx = hjix. Para quaisquer 1 < 1,j,k < n. Destas identidades segue que
ij5 = Ny = hyjie

Dado um ponto p € M, podemos supor que a segunda forma fundamental esta diago-

nalizada logo hi; = A; e hyj = 0 se i # j. Portanto

Z S+l lJlgl_fZSr(Ajp\iQ-i-gZSr(A JA
i=1 j=1

i,j=1



Capitulo 5. Apéndice 52

Donde concluimos que
Lr(f) = _(SISrJrl + (T‘ + 2)ST+2)f + (Tl — T)Srg + DZ gieisr+1,

terminando a demostracao do lema. A prova para o caso de imersoes na esfera euclidiana

S™*1(1) é feita de modo andlogo.
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