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Resumo

Este trabalho foi baseado no artigo [1] de Rafael Lépez. Neste artigo ele estudou
superficies de Weingarten lineares hiperbdlicas de rotacao em R3, ou seja, superficies de
rotacao cuja curvatura média H e a curvatura Gaussiana K satisfazem uma relacao linear
da forma aH + bK = ¢, onde a, b e c sao constantes reais nao todas nulas.

Tais superficies sao denominadas hiperbdlicas quando vale a desigualdade A :=
a?+4bc < 0. Classificaremos, no caso em que a # 0, as superficies de Weingarten lineares
hiperbolicas de rotacdo e como consequéncia, obteremos uma familia a um parametro de
superficies completas em R? constituida apenas pelas superficies com auto-intersecao cujas

curvas geratrizes sao periddicas.

v



Abstract

This essay was based on article [1] by Rafael Lopez. In this article he studied
rotational hyperbolic linear Weingarten surfaces in R3, or then, surface that the mean
curvature H and the Gaussiana curvature K satisfied a linear relationship of the way
aH+bK = c, where a, b e c are real constante at least one of them is different from zero.

These surfaces are considered hiperbolic when the discriminat A := a%?+4bc < 0, we
will obtain a classification in a # 0 of the rotational hyperbolic linear Weingarten surface.
As consequence, we will obtain, a # 0, a family of complete rotational hyperbolic linear
Weingarten surface in R? that consiste from the surfaces with self-intersections, where the

curves that conceive the surfaces are periodic.
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Introducao

Uma superficie § no espaco euclidiano tridimensional R? é chamada uma superficie
de Weingarten, se existe uma relagao entre suas duas curvaturas principais k; e ks, isto
é, se existe uma funcao suave de duas varidveis W tal que W(k;, ky) = 0 implicando que
U(H, K) =0, onde H e K sao, respectivamente, as curvaturas média e Gaussiana de 8.

Neste trabalho, vamos abordar superficies de Weingarten onde a fungao U satisfaz

uma relagao linear do tipo:
0=U(H,K)=aH+ bK —c,

onde a,b e ¢ sao constantes reais nao todas nulas. Chamamos 8 de superficie de Wein-
garten linear e denotamos por LW - superficie. Os primeiros exemplos de LW - superficies
sao superficies com curvatura média constante (b = 0), e superficies com curvatura Gaus-
siana constante (a = 0).

O comportamento de uma LW - superficie depende do sinal do discriminate A :=
a’? + 4ab, tafs superficies sao ditas hiperbdlicas se A < 0, elipticas se A > 0 e quando
A = 0 sao ditas superficies tubulares.

O foco deste trabalho é o estudo das LW - superfiicies hiperbolicas. Exemplos destas
superficies sao as superficies com curvatura Gaussiana constante negativa (a = 0, bc < 0).
Uma expectativa, é encontrar nas LW - superficies hiperbolicas propriedades semelhantes
as encontradas nas superficies que tem curvatura Gaussiana constante negativa. Note
que A = a? + 4bc < 0, implica que ¢ # 0. Além disso, entre todas as LW - superficies
hiperbolicas, as classes de superficies de rotacao sao particulamente interessantes, pois
neste caso, sem perda de generalidade, assumindo ¢ = 1 em (aH + bK = ¢), a equacao
torna-se uma equacgao diferencial ordinaria. O estudo de tais superficies, se reduz em
encontrar a curva perfil que define a superficie.

Classificaremos as LW - superficies hiperbolicas de rotacao atribuindo hipdteses a

curva perfil. A seguir apresentaremos um resumo da classificacao que faremos:
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Sumario 2

1. A curva perfil possui uma reta tangente paralela ao eixo de rotacao. Sejam a,b € R,
com a?+4b < 0e a #0, as LW - superficies hiperbdlicas de rotacdo satisfazendo
aH+bK = 1, podem ser parametrizadas a um parametro zq, escrevemos S(a, b; zg),

com a,zg > 0 e zy #—2b/a tal que:

(a) Se 0 < zy < a/2, entdo a superficie tem curvatura Gaussiana positiva e nao é

completa.
(b) Se zg = a/2, entao a superficie é um cilindro reto.

(¢) Se a/2 < zy < —2b/a, entdo a superficie tem curvatura Gaussiana negativa e

nao ¢é completa.

(d) Se zy > —2b/a e zy > a, entdo a superficie é periédica e completa.

Assim obteremos uma familia a um parametro de LW - superficies hiperbdlicas de

rotacdo completas em R3. Em contraste com o teorema de Hilbert, que diz:

Nao existe superficie completa com curvatura Gaussiana constante negativa imersa

em R3.

2. A curva perfil da LW - superficie hiperbolica de rotagao, nao tem reta tangente par-
alela ao eixo de rotacao. Sejam a,b € R, com a?+4b < 0e a # 0, as LW - superficies
hiperbolicas de rotagao satisfazendo aH + bK = 1, podem ser parametrizadas a um

parametro zg, escrevemos S(a, b;zg), com zg > 0 e zg # —2b/a temos:

(a) Se zg < v/—Db, entdo a superficie 8 intersecta transversalmente o eixo x.
(b) Se zy = v/—Db, entdo a superficie § intersecta tangencialmente o eixo x.

(c) Se zy > +/—Db, entdo a superficie 8 nao intersecta o eixo x.

Este trabalho esta organizado da seguinte maneira. No capitulo 1 introduzimos as
notacoes e terminologias ultilizadas no decorrer do trabalho, assim como os resultados
basicos de geometria, equagoes diferenciais que sao indispenssaveis para a compreengao
dos capitulos seguinte.

Do capitulo 2 ao capitulo 4, faremos a classificacao das LW - superficies hiperbolicas
de rotagao de acordo com o parametro zy, onde a curva perfil possui reta tangente paralela

ao eixo de rotagao.
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Finalmente no capitulo 5 estudaremos LW - superficies hiperbolica de rotagdo, onde

a curva perfil nao possui reta tangente paralela ao eixo de rotacao.



Capitulo 1

Nocoes Preliminares

Neste capitulo apresentaremos as definigoes e os resultados basicos que serao utiliza-
dos neste trabalho. Deixaremos de mencionar algumas demonstragoes, no entanto, estas

serao indicadas e poderao ser encontradas nas referéncias.

1.1 Curvas

Definicao 1. Uma curva diferencidvel parametrizada é uma aplicacdo diferencidvel o
: I —— R? de um intervalo aberto I = (a,b) da reta R. Uma curva diferencidvel

parametrizada o : I — R3 € chamada reqular, se &'(s) # 0 para todo s € 1.

Defini¢ao 2. Seja « : I — R?® uma curva parametrizada, diferencidvel e regular, a

fungao s : I — R dada por:
t
s(t) = J!oc’(v)!dv
to

¢ chamada fungcao comprimento de arco da curva o apartir de ty, onde ty € 1.

Proposicao 1. Uma curva reqular o : I — R? estd parametrizada pelo comprimento de

arco se, e somente se, ||a’(t)]| =1, para todo t € L.
A prova pode ser encontrada na referéncia [4].

Definicao 3. Seja « : I — R3? uma curva parametrizada pelo comprimento de arco. O

numero |o”(s)| = k(s), chama-se curvatura de x em s € 1.
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Definicao 4. Dizemos que uma curva plana reqular o : [a,b] — R3 € conveza se, para
todo t € [a,b], o traco «([a,b]) de « estd totalmente contido em um lado do semi-plano
fechado determinado pela reta tangente a « em t. Dizemos que a curva & € concava,

quando —x € convera.

Proposicao 2. Todo ponto critico de uma funcdo conveza, (respectivamente concava) €

ponto de minimo, (respectivamente de mdzximo) absoluto.z
A prova pode ser encontrada na referéncia [7].

Definicao 5. Um vértice de uma curva plana reqular « : [a,b] — R? € um ponto t €

[a,b] onde k'(t) = 0.

Proposicao 3 (Teorema dos Quatro Vértices). Uma curva simples, conveza e fechada

tem pelo menos quatro vértices.

A prova pode ser encontrada na referéncia [4].

1.2 Superficies Regulares

Definigao 6. Um subconjunto 8 C R® é uma superficie reqular se, para cadap € 8, existe
uma vizinhanca V de p em R® e uma aplicacao x : U — VN8 de um aberto U de R?

sobre VN8 C R? tal que:
1. x € diferencidvel.
2. x € um homeomorfismo.
3. Para todo q € U, a diferencial dxq : R* — R? € injetiva.
Um ponto q € U onde dxq nao é injetiva € chamado um ponto singular de x.

Definicao 7. Uma superficie reqular conexa 8§ € denominada completa quando para qual-
quer ponto p € 8, qualquer geodésica parametrizada y : [0,€) — 8, comecando em
p = v(0), pode ser estendida a uma geodésica parametrizada y : R —— 8, definida sobre

toda a reta R.
Proposicao 4. Uma superficicie fechada 8 C R?® é completa.

A prova pode ser encontrada na referéncia [4].
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Definicao 8. Uma aplicacio diferencidvel X : § — R? de uma superficie 8§ em R? é uma

imersao se a diferencial dXq : T8 — T,R? € injetiva.

Dada uma superficie § e uma imersao X : § — R?, daremos a § uma métrica

induzida por X, isto é, para todo q € 8 definimos:
<V, W>q = <dxq (V), dxq (W)>X(q)7

para todo v, w € T;8. Diremos que X é uma imersao i sométrica.

1.3 Swuperficies de Weingarten

Definicao 9. Seja X : M —— R? uma imersao, dizemos que X € uma imersio de Wein-
garten, se as suas curvaturas principais Ky e ko satisfazem uma relagao da forma:
W(kla k2) = 07

onde W : R? —— R € uma funcdo suave.

Sendo H e K as curvaturas média e Gaussiana, respectivamente de M temos:
kk=H+VvVHZ—Hek,=H— VH2 X,
assim,
W(ky, ky) =W(H+ vVHZ —K,H—vH2 —K) = U(H,K) =0.
Diz - se que X é de Weingarten linear se U satisfaz uma relacao linear entre H e K,
ou seja,
U(H,K) =aH+bK—-c =0,
onde a, b e ¢ sao constantes reais nao todas nulas, ou ainda, quando
aH 4+ bK =c.
Vamos estudar superficies de Weingarten que satisfazem o caso em que U é do tipo
linear.
Exemplo.1: As superficies com curvatura média constante (b = 0) e as superficies com
curvatura Gaussiana constante (a = 0) sao LW - superficies.
Apesar desses dois tipos de superficies, do exemplo anterior, serem bastantes estu-
dados na literatura, a classificacao das LW - superficies esta quase totalmente em aberto.
O comportamento de uma LW - superficie e suas propriedades qualitativas depen-
dem do sinal de um discriminante que envolve as constantes reais a, b e ¢c. Vejamos como

se expressa esse discriminante.
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Seja X : M —— R3 uma imersao de Weingarten linear, como toda superficie § = X(8)
C R? é localmente um grafico, podemos expressar X em coordenadas locais (u,v) da
seguinte forma:
X(uw,v) = (u,v, z(u,v))
Denotemos:
P=2Zu, =2y, T = Zyu, $ = Zuy, t = Zyy,
obtemos

Xu - (1707]9)7 XV - (07 1> q)7 qu - (0,0,T), Xuv = (07075)7 va = (0,0,t)

e
Xu A X, 1
N = = —p,—q,1).
Xo AN Vigerra Do e
Dai, os coeficientes da primeira e segunda forma fundamental sao dados por:
E= <Xu7Xu> =1 +p2> F= <XuaXv> =Pq, G= <XV7XV> =1+ q2
e = (Xuu, N) = . f = (Xuy, N) = >
Uuuw 1+p2+q2) UV 1+_p2+q27
= (X, N) = ———
g - VV )y - 1+p2+ q2
Obtemos
K= eg—f*  rt—s°
CEG—-F  1+p2+¢q?
e

H—l Eg—2fF+Ge\ 1 (r(1+9g%) —2spq+t(1+p?)
2 EG—F2 2 (1+p2+ q2)3

Assim a relagao de Weingarten equivale a Equagao Diferencial Parcial de segunda

ordem em z, dada por:

(1 + q%) —2spq + t(1 +p?) b t—s
2(1+p2+q?)2 (1+p2+q?)?

Cujo o discriminante é calculado por:

A= Py — ill)g

Vamos analizar como o discriminante A se relaciona com os coeficientes a, b e c.

1l)(‘p7q7r7svt):a C:O (11)

Sejay = 1+p%+ q?, derivando (1.1) em relacao a1, s e t respectivamente, obtemos
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(1449 t
I'I)T = 2y3/2 +b?’

1+p*) T
1‘1)12 = 2y3/2 + _E)
1 —pq —S

Dai, A se expressa por

A= Py — (%¢s)2

_pta)d4py)  rd4a?) AP, Tt
4y3 2y2y? 242y 3 y2y?
2.2 2
—<a2%+2ab qug + b? z 2)
4y 2y2y?2 Yy
1 1+ q2?)(1+ p?) —p2q? 17r(14q?) —2 t(1 + p? ts?
_ L pUraiep) —pian AT+ a7) —2spa H UL AP TS
y? 4y? 2 ys y?
]_ (12 1 (12 b
:E[TﬂLb(aH—ka)} :¥[+T4]

Seguindo a mesma notacao introduzida em [6] dizemos que uma solucao z =

z(u,v) de (1.1) é
e Eliptica, se A >0
o Hiperbdlica, se A < 0

Como consequéncia, segue-se a seguinte defini¢ao

Definicao 10. Uma imersao X : M —— R? de Weingarten linear satisfazendo aH+bK = ¢

¢ dita hiperbdlica, e escreve-se WLH - superficies, se vale a desigualdade A = a*+4bc < 0.

Exemplo.2: As superficies com curvatura Gaussiana constante negativa (a = 0) sao

WLH - superficies.
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1.4 Equacoes Diferenciais

Seja QO um subconjunto aberto do espaco euclidiano R™. Um campo vetorial de
classe C*, 1 < k < +oo em Q é uma aplicacao f : Q —— R™ de classe C*. Ao campo

vetorial f associamos a equacao diferencial:

As solugoes desta equacao, isto é, as aplicacoes diferenciaveis @ : [ — Q, onde I é

um intervalo da reta tais que:

para todo t € I, sao chamadas trajetorias ou curvas integrais de f.

Um ponto x € Q é dito um ponto singular de f se f(x) = 0 e ponto reqular de f se

f(x) # 0.

Teorema 1. (Teorema de Existéncia e Unicidade) Se o campo f: Q — R™ € de classe
C! no aberto Q C R™, entdo dados ty € R exy € Q quaisquer, existe uma tinica solu¢do

para o problema de valor inicial (PVI):

s dx __
X' == (1.2)

x(to) = xo,

definida num intervalo aberto (tg — o, to + &), para algum o« = x(tg,xo) € R.
A prova pode ser encontrada na referéncia [5].

Definicao 11. Dizemos que uma solucdo @ : I — R™ do PVI (1.2) € solucdo mazximal,
quando para toda solucdo do PVI (1.2) P : ] — R™ tem-se que ] C 1 e @(t) =P(t) para
todo t € J.

Se @ : I — R™ € solucao mazimal do PVI (1.2) dizemos que 1 € o intervalo maximal

de defini¢ao da solucao.

Teorema 2. Se o campo f : QO — R™ € de classe C* no aberto QO C R™, entdao dados tg
€ R e xg € Q quaisquer, existe uma unica solucao para o problema de valor inicial PVI

(1.2), definida num intervalo mazimal necessariamente aberto 1(tg,xq) contendo tg.

A prova pode ser encontrada na referéncia [5].
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Teorema 3. Sejam Q um subconjunto aberto de R™, f € CHQ) e [to, w,) o intervalo
mazimal a direita da solugcao de (1.2). Se w, < +o00, entao dado qualquer compacto K

C Q, existe t € (tg,wy) tal que @(t) ¢ K.
A prova pode ser encontrada na referéncia [5].

Corolario 1. Sob as hipdteses do teorema anterior se w < 400 e se existe limy_,,, @(t) =

P, entao p estd na fronteira de Q.
A prova pode ser encontrada na referéncia [5].

Definigao 12. Uma integral primeira da equacdo diferencial x' = f(x) de primeira ordem
associada a um campo f : Q —— R™ definido em um aberto QO C R™ ¢é uma funcgao
diferencidvel V : O —— R que nao é constante em conjuntos abertos, mas que € constante

ao longo de cada solug¢ao da equacao diferencial.

Proposicao 5. Seja f um campo vetorial de classe C1 em Q C R™, se x(t) é uma
trajetoria de f definida no intervalo mdzimal (w_,w,) com limy_, @(t) = p € Q,

entio w, = +o0 e p ¢ uma singularidade de f.

Demonstracao. Se fosse w, < 400, entao pelo Corolario 1 teriamos que p pertenceria a
fronteira de Q, o que é absurdo, pois Q ¢é aberto. Logo w, = +4o0.
Por outro lado, como w = 400 segue-se que limy_, , , @(t) = p. Portanto p é uma

singularidade do campo f. [

Proposicao 6. Seja f um campo vetorial de classe C*, k > 1 em Q C R™. Se|f(x)] <c

para todo x € Q, entao I, =R para todo x € Q.

Demonstra¢ao. Suponhamos que w, (x) < 400 para algum x € Q. Como [x — @ (t)] =
\}(@X(s))ds! < c.t < c.w,(x), resulta que para todo t € [0, w, (x)), @« (t) estd na bola
fgchada de centro x e raio c.w, (x), o que contradiz o Teorema 3. Logo w, (x) = 400,
para todo x € Q .

Do mesmo modo, prova-se que w_(x) = —oo para todo x € Q. Portanto I, = R

para todo x € Q. O

Definicao 13. O conjunto v, ={@,(t),t € Ly}, isto €, a imagem da curva integral do

campo f pelo ponto p, chama-se orbita de f pelo ponto p.
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Observe que q € 7y, se, se somente se, Yq = Yp. Em outras palavras, duas
orbitas de f coincide ou sao disjuntas, isto é, Q fica decomposto numa uniao disjunta de
curvas diferenciaveis.

Prova-se em [5], se @ ¢ solu¢ao méxima no intervalo maximal I, entdo ¢ ¢é injetiva,
oul =R e @ é constante, ou I = R e ¢ é peridédica. Também prova-se em [5], se y é

orbita periddica, entao y é um conjunto fechado.

Definicao 14. O conjunto aberto ), munido da decomposi¢cao em orbitas de f, chama-se
retrato de fase de f. As orbitas de f sao orientadas no sentido das curvas integrais do

campo f; os pontos singulares sao munidos da orientagao trivial.

Definicao 15. Um ponto singularp de um campo vetorial X de classe C*, k > 1 chama-se

hiperbdlico se todos autovalores de DX(p) tém parte real diferente de zero.

1.5 Superficies de Revolucao

Seja R3 o espaco tridimensional com coordenadas (x,y,z) e seja & : I — R? a curva
planar contida no plano (x,z), com funcao coordenada «(s) = (x(s),0,z(s)) e z(s) > 0
para todo s € I. Assuma que s é o comprimento de arco ao longo de «, considere 0 = 0(s)
o angulo entre a’(s) e o eixo x, temos que &’(s) = (cos0(s),0,send(s)) e a curvatura de
« ¢ dada por | (s)| = 0'(s).

Seja & = Ryx(s), ¢ € (0,2m), s € I, a superficie de revolugdo obtida pela rotagao
de & em torno do eixo x, onde a matriz de rotacao Ry é:

1 0 0
Ry =0 —send cosd |,
0 cos¢d send

segue que 8 é parametrizada por

X(s,d) = (x(s), z(s) cos ¢, z(s)send).

Assim, X, = (x',z/.cosd,z.’sendp) Xy = (0,—z.send,z.cosdp), dal o
campo normal unitdrio é dado por N = (z/,x'cosd,x’send), temos ainda que
Xss = (x”,2" . cos ,z".send), Xs¢ = (0, —z.send, z. cos ) Xg¢ = (0, —z.cos ¢, —z.send) e

os coeficientes da primeira e da segunda forma fundamental sao dados por:
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E=(Xe,Xs) =1, F=(Xs,Xe) =0 G = (Xg, Xgp) = 22
e = (Xss, N) =x"2" —x'2" | f = (Xs9,N) =0, g = Kpg, N) =xz.

Vamos calcular as curvaturas ki e ko da superficie 8, ultilizando o fato que:

ap; Qg e f
ap O fg |
onde
1 —
E F 1
F G  EG-—P
Assim, obtemos que
0 = eG — fF
HTEG-P
G — fG — gF
2T EG P2
~ fE—eF
R e >
_ gBE—A1F
2T EG o
Donde
ki = —an
=e/E
= x"z! —x!z"

—1

E F
F G

—F
—F E

= —senB(s).0'(s)send(s) — cosO(s). cosO(s).0'(s)

— —0'(s)

ko = —ag
=9/G
=x'/z
= cos0(s)/z(s).
Logo, H e K sao dados por

ki +ko cosO(s)—z(s)0'(s)

H= 2 2z(s)

(§] K:kl.kgz

—cosG(s).e’(s)' (13)
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Substituindo H e K em aH + bK = 1, obtemos:

a (cos@(s}*z(s)e/(s)> —b (M) = 1. (14)

2z(s) z(s)

Consequentemente, desde que az(s) + 2bcos0(s) # 0 tem - se:

;o acos0(s)—2z(s)
O'(s) = az(s) +2bcosO(s) (15)

Neste trabalho, excluiremos o caso em que a superficie tenha curvatura Gaussiana
constante negativa. Portanto, assumiremos que a # 0.

O estudo das LW - superficie de rotagao, se reduz em conhecer as solugoes da
equacao (1.5) para dada condicao inicial. Assuma que em s = 0 a reta tangente a « é
paralela ao eixo de revolucao. Portanto «(0) = (0,0,2q), zo > 0 e «’(0) = (1,0,0). Neste

caso, a curva « € governada pelo sistema de equagoes diferenciais:

x’ s) = cosO(s)

(
'(s) = senB(s)
(

)_ acos@( )—2z(s)
- (s)+2bcosO(s)

x(0) =0,2z(0) =z4,0(0) =0,

(1.6)

/

D W

S

(
e definida no dominio Q ={(x,0,z);x,0,z € R,z # —2bcos0(s)/a}.

Ao trocarmos a curva o« = (x(s),0,z(s)) pela curva @ = (x(s), 0, —z(s)), a superficie
obtida pela rotacao de & em torno do eixo x é a mesma obtida pela rotacao da curva «.
Sendo assim, a curva ® sera solucao do sistema (1.6) ao trocarmos o parametro (a, b, zq)
por (—a, b, —zq), logo podemos escolher os parametros a e zy como tendo o mesmo sinal.

Por conveniéncia, vamos assumir que a e zg sao ntmeros positivos.

Teorema 4. Uma integral primeira para o sistema de equacoes diferenciais (1.6) € dado
por:

z(s)? — az(s) cos0(s) — bcos® B(s) — (z2 — azg — b) = 0. (1.7)

Demonstragdo. Consideremos F(x,0,z) = z? — azcos® — bcos? 0 — (z3 — azy — b), seja

B(s) = (x(s),0(s),z(s)) solucao de (1.6), entao:

E(B(S)) = 2z(s)z'(s) — az’(s) cosO(s) + az(s)0’(s)send(s) + 2b0’(s) cos O(s)send(s)
= (2z(s) —acos0(s))z'(s) + 0'(s)(az(s)send(s) + 2b cos O(s)send(s)
= (22(s) — acos0(s))z'(s) + (;‘Eji(;)})_wzz(fs))) (az(s) + 2b cos 0(s))z'(s)

= —(acosO(s)—2z(s))z'(s) + (acosO(s) — 2z(s))z'(s) =0
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Isto significa que F é constante ao logo das solugoes do sistema (1.6). Sempre que
az + 2bcos 0 # 0, tem-se dF(x,0,z) # 0. Logo F é uma integral primeira para o sistema.

Agora como F(0,0,z9) = 0, segue-se o resultado (1.7). O

Definicao 16. Uma curva o« = (x(s),0,z(s)) € dita uma curva perfil de uma LW -
superficie hiperbdlica de rotacao, se ela € a projecdo mo plano (x,z) de uma solugcao do
sistema de equagoes diferenciais associado a expressao aH + bK =c¢, com z(s) > 0, para

todo s mo seu dominio.

Teorema 5 (Simetria). Seja «(s) = (x(s),0,z(s)) a curva perfil da LW - superficie
hiperbdlica de rotacao 8§ onde « € solucdo de (1.6). Se para algum s; € R, senf(s;) =0,

entdo o« € simétrica com a respectiva reta x = x(s1).

Demonstracao. Como z'(0) = 0, sem perda de generalidade podemos supor que x(s;) = 0,
sabemos que (x(s),0(s),z(s)) é solucao de (1.6), entdo consideramos as curvas definidas

abaixo:

v(s) = (x(s),08(5),Z(s)) = (—x(s + 51),—0(s + 1), z(s + 51))
B(s) == (x(s),0(s), 2(s)) = (x(s1 —5),8(s1 —s),z(s1 — 5)).
Derivando ambas as curvas em relacio a s obtemos:

Y (s) =(—x"(s+s1),—0'(s+s1),2'(s +s1)) e,

B'(s)

(—x'(s1 —s),—0"(s; —s),2'(s1 —s)).

Dai,

—x'(s+s1) = —cosO(s+s;) = —cosO(—0(s+s;)), implicando que X’(s) = — cos 8(s)

z'(s 4 s1) =send(s + s1) = —sen(—0(s + s1)), implicando que z’(s) = —send(s).
De modo anélogo,

x'(s; —s) = —cos 0(s; — s), implicando que X(s) = —cos0(s) e

z/(s; —s) = —senB(s; — s), implicando que 2’ = —sen6(s)

Temos ainda que
—acos0(s+ s1) + 2z(s + s1)

az(s+s;) +2bcosO(s +s;)’

—0'(s1 +s) =
donde

@l(s) ~ —acos(—0(s)) +2z(s) B acos(0(s) — 2z(s)
© az(s)+2bcosO(s)  az(s)+2bcosO(s)
Analogamente, obtemos

—0'(sy —s) =

—acosO(s; —s) + 2z(s; — s)
az(si) +2bcosO(s; + s)
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donde

6'(s) = —acos0(s) + 22(s) B acos0(s) — 22(s)
az(s) 4+ 2bcosB(s)  az(s)+ 2bcosO(s)
Segue-se que Y e 3 sao solucoes do mesmo sistema de equagoes diferencial, com

condicao inicial y(0) = (0,0,z(0)) = 3(0). Logo pelo Teorema de Existéncia e Unicidade

de Equacoes Diferenciais Ordinérias segue-se que ambas a curvas sao iguais, isto é:

x(s1 —8) = —x(s + s1)
z(s1—s) =z(s +s1)

O(s; —s) = —0(s+s;).

[]

Coroléario 2. Se (x(s),0(s),z(s)) € solucao de (1.6), definida no seu intervalo maximal

I(zg) = (w_,wy), entao —w_ =w, =7, com 1 > 0.

Demonstracao. De fato, z'(0) = sen8(0) = sen(0) = 0, dai pelo Teorema de Simetria,
notando que x(0) = 0 temos que z(—s) = z(s) para todo s € I(zy). Logo —w_ = w, =

T. -

Analizaremos o retrato de fase do sistema (1.6). Projetando o sistema (1.6) no
plano (0, z), obtemos o sistema:
acos0(s) — 2z(s)
az(s) +2bcosO(s)

z'(s) = senB(s)

0(0) = 0,2(0) = zo,

0'(s) =

definido no conjunto aberto

Qy={(0,2);0,z€ R,z # —(2bcos0)/a}.

Como as funcoes seno e coseno sao periodicas, entao é suficiente estudar (1.8) para

0 € [0,27]. Note que o sistema estd associado ao campo:

V(0,z) = ((acos® —2z)/(az + 2b cos 0), send) ,

definido em Q.
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Considerando a regiao {(0,z);0 € [0,27],z > 0,z # (—2bcos0)/a}, temos que V
tem como singularidade apenas:
P, =(0,a/2) e Py, = (27, a/2).
Pois, o campo V(0,z) se anula em {(0,2);0 € [0,27],z > 0,z # —(2bcosB)/a} se,

e somente se,
acosf — 2z
az + 2bcos O
isto ocorre se, e somente se, 0 =0 ,0=m 0 =2mez=(acos0)/2.

=0esend =0,

Note que

e Se 0 =0, entao z = a/2.
e Se 0 = 27, entdo, z = a/2.

e Porém, se O = 7, entdo z = —a/2 < 0 que é uma contradicao.

Portanto as unicas singularidades do campo V sao os pontos P; e P,. Vamos agora
classificar as singularidades ultilizando a linearizacao do sistema, para isto vamos calcular

a derivada DV(0, z) do campo V(6, z), lembrando que

26’ 20’
DV(G, Z) — 00 0z :
9z’ 9z!
00 dz
obtemos
—asen0.(az+2bcosO)+(acos 0—2z).2b(sen® —(a’+4b).cosO
DV(G,Z) _ (az+2bcos0)2 (az+2bcos )2
cosB 0
Segue-se que
0 —4/A
DV(P,) = DV(0, a/2) = — DV(2r, a/2) = DV(P,).
1 0

Consequentemente o polinomio caracteristico da matriz DV(£P;) é dado por q(A) =
A2 + (4/A) = 0, donde os autovalores nos pontos Py e Py sdo dados por A; = 2/v—A
e Ay = —2/v/—A. Assim, as singularidades sdo pontos de sela, pois, A; = —A,, como a
parte real de A; e Ay sao diferentes de zero as singularidades sao do tipo hiperbdlica.

Vamos calcular os autovetores associados aos autovalores A e Ag. Se vi = («, ) é

um autovetor associado ao autovalor A;, entao:
0 —4/A x 20/ —A
1 0 B 2B/vV/—A
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O que implica,
—AB/A = 2a/V-A
o« = 2B/V-A.
Tomando a = 71/3, obtemos p = (mv/—A)/6, dai vi = (11/3, m/—A/6). De modo anélogo,
obtemos V3 = (—27/3v—A, 71/3) o autovetor associado ao autovalor A,. Multiplicando v
por A = /—A/2, vemos que V; e AV3 sdo ortogonais. O mesmo procedimento é feito para
a singularidade Ps.
Faremos uma analise detalhada das solugdes do sistema (1.6) e no final do capitulo

4 esbogaremos o retrato de fase do sistema.



Capitulo 2

a
O caso em que 0 <z)< 5

Neste capitulo discutiremos o primeiro caso: 0 < zg < a/2. Para isto dividiremos o

capitulo em duas secoes.

2.1 O casoem que 0 <zy<3

Nesta secao veremos que uma LW - superficie hiperbolica de rota¢ao tem curvatura

Gaussiana positiva e nao é completa.

Lema 1. Se (0(s),z(s)) € solugao de (1.8), com 0 < zy < a/2, entao existe & > 0 tal que:
(a) 8'(s) <0 e z"(s) <0, para todo s € [0,9).
(b) z'(s) < 0, para todo s € (0,8).

Demonstracao. De fato, como 0'(0) = (a—2zq)/(azo+2b), e zog < a/2 < (—2b)/a temos
que a —2zy > 0 e azg+2b < 0. Dai 8/(0) < 0 e pela continuidade de 0’ existe 6; > 0 tal
que 0’(s) < 0 para todo s € [0, 67).

Por outro lado, z’(s)=senB(s) implica que z”(s) = 0’(s) cos0(s), dai tem-se que
z"”(0) =08’(0)cosB(0) = 0’(0) < 0, pela continuidade de z” existe 65 > 0 tal que z”(s) < 0
para todo s € [0, d3) e, mais ainda, z” é decrescente no intervalo [0, 63), logo s > 0 implica
que z'(s) < z'(0) = 0.

Tomando & = min{d, &3}, segue que 8’(s) < 0 e z”(s) < 0 para todo s € [0, ), pois

0 <8y, ez <0 paratodos € (0,0), pois & < d,. Provando assim os itens (a) e (b). [

Proposigao 7. Se (0(s),z(s)) € solucao de (1.8), onde 0 < zg < a/2, definida em seu

intervalo maximal 1(zg) = (=7, 1), entdao desde que z(s) > 0 wvale:

18
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(a) z/(s) <0, para todo s € (0,1).
(b) 8/(s)<0, para todo s € [0.1).

(¢) 2"(s) <0, para todo s € [0,7).

Demonstracao. (a) Suponhamos, por contradicao, que exista 0 <8< r tal que z’(8) > 0.
Pelo lema anterior, existe & > 0 com z’(s) < 0 para todo s em (0,0) e pelo Teorema do
Valor Intermedidrio existe s; € (8,8 tal que z/(s1) = 0, seja s; o primeiro valor onde z’
se anula. Como consequéncia teremos que:

(1) 2"(s1) = 0.

Pois do contrario, se fosse z”(s1) < 0, entao para todo s suficientemente proximo de
s1 terfamos que: s > s; implicando que z’(s) < 0 e s < s; 0 que implica z’(s) > 0, pois
z”(s) < 0. Contrariando o fato de z’(s) < 0, para todo s em (0, s7), logo z”(sy) > 0.

(i1) 8/(s) < 0 para todo s € [0, s1].

Suponhamos por contradicao, que exista 0 < s < s; tal que 0'(s) > 0. Pelo lema
anterior, podemos supor que 0’(s) < 0 para todo s € [0,8). Pelo Teorema do Valor
Intermediario, podemos escolher 0 < sy < s; 0 primeiro ponto onde 6’ se anula. Donde,

0= 8/(sy)= acos 0(sy) — 2z(s)

" az(sy) + 2bcos0(sy)’ implicando que cos 8(sy)=2z(s;)/a.

Consideramos a funcao quadrética f(z) = z2 — az — b, onde A = a? + 4b, cuja o
grafico é uma parabola que nao toca o eixo x.
Temos ainda que f'(z) = 2z — a, dai z = a/2 é ponto critico de f. Além disso,

f"(a/2) =2 >0, assim a/2 é ponto de minimo absoluto de f. Como zy < a/2, entdo:
—f(z9) < —f(a/2) = (a® + 4b)/4.
Note que z(s)? — az(s) cos0(s) — bcos? 0(s) = z2 — azy — b, dai

—z(s2)* — (4bz(s2)?)/(a®) = 2§ — azg — b = f(z) =

—z(89)?(1 + 4b/a?) = f(z) .
Segue-se

z(s9)%(1 +4b/a?) = —f(zy) < —f(a/2) = (a® +4b)/4 =
z(s9)? > a?/4 > z2 =2(0)? .
Assim, obtemos uma contradicao, pois sendo z’(s) < 0 no intervalo (0, s;] tem-se

que z(s) é nao crescente no intervalo [0, s1]. Portanto 8’(s) < 0 € [0, s4].

Agora, como z’(s) = senf(s) tem-se z'(s7) = 0 se, e 6 se, cosO(s) = *1, pelo fato
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de z"(s1) = 0'(s1) cosO(s1) >0 e 0'(s1) < 0, chegamos que 0(s;) = —7t.
Por (1.7), z(s1)*+ az(s;) —b = z3 — azo— b implicando que z(s1)*+ az(s;) + azg—z3 = 0.

Consequentemente

2(s,) = —a+ /a2 —2 (4dazy —z3) _ —a+ (2a—220)2' (2.1)

Donde z(s1) = —z¢9 < 0 ou z(s;) = —a + zg < 0, contradicao. Portanto z’(s) < 0
para todo s € (0, 7).
(b) Pelo lema anterior, existe & > 0 tal que 6’(s) < 0 para todo s € [0,0). Suponhamos
por contradicao, que exista 0 < s; < 1 tal que 0'(s;) > 0. Seja 0 < sy < 1 0 primeiro

ponto onde 0'(sy) = 0, temos que

Ay acosB(sy) —2z(sy)  2z(sy)
0=0"(s2) = az(55) 1 2b 005 0(s,] = cos0(sy) = . (2.2)

De z(s)? — az(s) cos0(s) —bcos?0(s) = (zZ — azg — b) = f(zq) obtemos
2(s0)? (a ;’2%) — f(zg) < —f(a/2) = = Z‘Lb. (2.3)

Assim z(s5)? > ‘172 > z2 = z(0)%

Donde 0 < sy < 1, com z(0) < z(s2). Contradicao, portanto 8’(s) < 0 para todo s
e [0,r).
(¢) Suponhamos, por contradigao, que exista 0 < s < T tal que z”(sg) = 0, temos
que 0 = z"(sg) = 0'(sg) cosB(sy), como 0’(s) < 0 para todo s € [0,7), segue - se que
cos O0(sg) = 0.

Pelo item (b)
acosB(s) — 2z(s)
az(s) + 2bcos0(s)

0(s) = £0, (2.4)

dai acos0(s)—2z(s) nao muda de sinal € [0, 1), como acos0(0) —2zqg = a—2zy > 0, pois
zg < a/2, segue-se que acosB(s) — 2z(s) > 0 para todo s € [0,1). Sendo cosB(sy) =0
obtemos que —2z(sg) > 0, contradicao.
Portanto, z”(s) < 0 para todo s € [0, 7).
O

Corolario 3. Se (0(s),z(s)) € solucdo de (1.8), onde 0 < zy < a/2, definida em seu

intervalo mazimal 1(zg) = (=1, 1), entao desde que z(s) > 0:

1. Z/(s) > 0, para todo s € (—,0).
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2. 0'(s) <0, para todo s € (—,0].
3. 2"(s) <0, para todo s € (—r,0].

Demonstracao. Note que z'(0) = sen(0) = 0, dai pelo Teorema de Simetria tem-se:
z(s) = z(—s), implicando que z'(s) = —z'(—s) e 2" (s) = z"(—s);
0(s) = —06(—s), implicando que 0'(s) = 0'(—s) e 0”(s) = —0"(—s).
Pela proposicao anterior, temos —z’(—s) = z’(s) < 0, para todo s € (0,r). Dai
z'(s) > 0, para todo s € (—7,0), provando o item (a).
Pela proposicao anterior, temos 0’(s) = 0’(—s) < 0, para todo s € [0,7), donde
0’(s) < 0, para todo s € (—r,0], provando o item (b).
Novamente pela proposicao anterior, temos z”(—s) = z”(s) < 0, para todo s €

[0,7), logo z"(s) < 0, para todo s € (—r,0], provando o item (c). H

Proposicao 8. Se (x(s),0(s),z(s)), € solugcao de (1.6) com 0 < zoy < a/2, definida em

seu intervalo mazimal 1(zg) = (—r,7), entdo existe s; € (0,7) tal que z(s1) = 0.

Demonstracao. Suponhamos por contradicao, que z(s) > 0 para todo s € (0,r). Pela
proposicao anterior, 0'(s) < 0, z/(s) < 0 e z’(s) = 0’(s)cosO(s) < 0 para todo s €
(0,1). Assim as funcoes 0(s) e z(s) sao estritamente decrescente no intervalo (0, 1), com
—71/2 < 0(s) <0e0<z(s) < a/2, para todo s € (0,1). Logo exitem lims_,,— 0(s) = 0;

e lims_,- z(s) = z,. Existem duas possilidades para (01, z):
1. (01,21) estd em Q, ou
2. z1 = (—2bcos0;)/a.

Se (01,z1) € Qq, entdao pela Proposicao 5 temos que r = 400 e (07,2z;) é uma
singularidade do campo V(0,z) = ((acos® — 2z)/(az 4+ 2bcos0),send), mas as tnicas
singularidades do campo V, na regiao {(0,z);z > 0, 0 € [0,27] e z # (—2bcos0)/a}, sdo
os pontos P; = (0,a/2) e P, = (27, a/2). Portanto 1. ndo pode ocorrer.

Suponhamos, agora que ocorra o item 2., isto é, z; = (—2b cos0;)/a. Pela equacao
(1.7) temos que z(s)? — az(s) cosO(s) —bcos?O(s) = z2 — azg — b = f(z).

Dai fazendo s tender para r pela esquerda, obtemos,

z? —az, cos0; — beos? 0, = f(zo). (2.5)
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Como cos0; = (—az;)/2b, segue-se que z? — az;(—az;/2b) — b(a?z?/4b?) = f(z,),

4bf(zg) 4bf(S) b
a2+4b a?+4b :

implicando que (4bz? 4+ a?z3)/4b = f(zq). Donde obtemos z? = >

Pelo fato que a fungao z é decrescente no intervalo (0, 1), tem-se que —b < z3 <
z3 < a?/4, logo a/2 > (—2b)/a que é uma contradi¢io. Logo a fungio z(s) se anula em
algum ponto s € (0,r). Denotaremos por s; o primeiro ponto onde z se anula.

O

Teorema 6. Seja x = «(s) = (x(s),0,z(s)) a curva perfil da LW - superficie hiperbdlica
de rotacao 8, onde « € solugao de (1.6). Assuma que a condi¢ao inicial zo satisfaca

0 <zg< a/2, entao:

1. A cuva « € grdfico em algum intervalo limitado (—x1,%x1) do eizo x. Em particular

« é mergulhada.
2. A curva « intersecta o eizo de rotagao em x = £Xq.
3. A curva & € concava com exatamente um ponto de mdximo.

Demonstracao. Seja 0 < s; < 1 o primeiro ponto, obtido pela proposicao anterior, tal
que z(s;) = 0. Como 0'(s) < 0 e z”(s) = 0'(s)cosB(s) < 0 para todo s € (—s1, 1),
vemos que cos0(s) > 0 para todo s € (—s1,s1). Dai x'(s) = cos0(s) > 0 para todo s €
(—s1,81), isto é, a funcao x(s) é estritamente crescente em (—sy, s1).

Seja x; = x(s1), pelo Teorema de Simetria temos que —x; = x(—s;). Assim obtemos
que x : (—s1,81) — (—x1,%1) € injetiva logo possui inversa, @ : (—x1,%1) — (—s1,81)
tal que s = @(x) para todo x € (—xq,%1). Segue-se que z = z(s) = z(@(x)) :=W(x). Logo
o = (x,0,z) = (x,0,P(x)) no intervalo (—x1,x;). Portanto « é grafico, em particular é
mergulhada, provando o item 1.

O item 2 segue-se diretamente pela proposicao anterior, pois, z(s;) = z(—s;) = 0.

Quanto ao item 3, note que «(0) = (0,0,zq) e &’(0) = (1,0,0) e mais, como z’(s) > 0

para todo s € (—s1,0) e z’(s) > 0 para todo s € (0,s1), temos que:

P'(x) = %((p(x))d(g—ix) > 0 no intervalo (—x1,0) e P’(x) < 0 no intervalo (0, x),

isto significa que a funcao 1 tem um tnico ponto critico em x = 0.
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Temos ainda que

] n 0'(@(x)send(@(x).z'(¢(x))

x2(¢(x)) cos? 0(@(x))

- o) ]+wwumm%wM)
cos20(@(x)) cos?20(¢p(x))

para todo x € (—x1,x1). Logo a fungao 1 é concava, consequentemente o é concava.

wv)zz%mmﬂ

<0, (2.6)

Pelo fato de 1\ ter um tnico ponto critico, segue-se que tal ponto critico é ponto de

maximo da curva o = (x(s),0,z(s)). H

Teorema 7. Seja & uma LW - superficie hiperbdlica de rotacao, onde sua curva perfil o
definida em seu intervalo maximal 1(zg) = (—r,7) com 0 < zg < a/2 € solucao de (1.6).

Entao 8 tem as sequintes propriedades:
1. A superficie € mergulhada.
2. A curvatura Gaussiana de 8 € positiva.

3. A superficie nao é completa. Além disso, 8 tem exatamente dois pontos singulares

que coincidem com a intersecao de S com o eixo de rotacao.

Demonstrag¢ao. O item (1) segue-se pelo teorema anterior, pois se a curva perfil é mer-
gulhada entao a superficie de rotacao é mergulhada.

Quanto ao item (2), note que x'(s) = cosO(s) > 0 e 0'(s) < 0 para todo s €
(—s1,81), onde s; é o primeiro ponto obtido pela proposicao anterior tal que z(s;) = 0.

Dai temos que:

para todo s € (s1,81).

Agora para o item (3), consideremos X(s,d) = (x(s),z(s) cos b, z(s)send), uma
superficicie parametrizada, temos que P = (s,¢) é ponto singular de X se, e sé se,
XA _ ]

Notemos que

0X oX

P (x'(s),z'(s) cos dp,z'(s)send) e % = (0, —z(s)send, z(s) cos P). (2.7)
Dai %—S A\ % = (z(s)senB, —z(s) cos 0 cos ¢, —z(s) cos Osend), assim % A\ % =0se, e s6
se, z(s) = 0 para algum s € I(zy). Logo os tnicos pontos singulares sao onde 8 toca o
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eixo X.

Assim 8§ nao pode ser completa, pois, a curva & que é uma gedésica toca o eixo x
em s = £8;.

Outra maneira de vermos que 8§ nao é completa é a seguinte:

Suponhamos, por contradicao, que 8 seja completa entao 8 toca o eixo de rotacao
em s = +s;, com 0(%s;) = £7r/2.

Por (1.7), temos:

z(+s1)? — az(+s;) cos 0(+s;) — beos? O(£s;) = zZ — azg — b.

Como z(£s;) = 0 e cos(0(%s;)) = 0 obtemos, z2 — azg — b = 0, o que é uma

contradicao, pois a® + 4b < 0.

Portanto, a superficie § nao pode ser completa. O

2.2 O caso em que z; = 5

Nesta secao veremos que a LW - superficie hiperbolica de rotacdo é um cilindro reto.

Teorema 8. Seja o = «(s) = (x(s),0,z(s)) a curva perfil da LW - superficie hiperbdlica
de rotacao 8, onde o € solucao de (1.6). Assuma que a condicdo inicial em zy satisfaz

zo = a/2, entdo « € um segmento de reta horizontal e § € um cilindro reto.

~

Demonstracao. Consideramos B(s) = (x(s),0(s),z(s)) = (s,0,a/2), temos que B(0) =
(0,0,2) e B’(s) = (1,0,0) = (cosB(s), 0,send(s)).

Pelo Teorema de Existéncia e Unicidade para Equacoes Diferenciais Ordinarias,
concluimos que & = 3.

Assim, a curva perfil « é um segmento de reta horizontal, logo & é um cilindro

reto. O



Capitulo 3

a —2b
O caso em que 5 <zy < —

Veremos neste capitulo que a LW - supeficie hiperbolica de rotagao 8§ tem curvatura

Gaussiana negativa e nao é completa.

Lema 2. Se (0(s),z(s)) € solucao de (1.8), com a/2 < zo < (—2b)/a, definida em seu

intervalo maximal 1(zg) = (=7, 1), entao existe & > 0 tal que:
1. ©'(s) > 0 para todo s € [0, d).
2. 2"(s) > 0 para todo s € [0,9).
3. 2'(s) > 0 para todo s € (0,90).

Demonstracao. De fato, 0/(0) = (a — 2zq)/(azg + 2b), como a/2 < zg < (—2b)/a temos
que a —2z¢ < 0 e azg+ 2b < 0, dai 8/(0) > 0. Agora pela continuidade de 0’, existe
51 > 0 tal que 0’(s) > 0 para todo s € [0, 81).

Por outro lado, z’(s) = senf(s) implicando que z”(s) = 0’(s) cos 0(s) o que implica
z”(0) = 0’(0) > 0, pela continuidade de z”, existe 0, > 0 tal que z”(s) > 0 para todo s
€ [0,0,).

Sendo z”(s) > 0 no intervalo [0, d,), temos que z'(s) é crescente em [0, d,). Logo
z'(s) > z'(0) = 0 para todo s € [0, 6,). Tomamos & = min{d;, d5} segue-se os itens 1, 2 e
3.

O

Proposicao 9. Se (0(s),z(s)) € solucdo de (1.8) com a/2 < zg < (—2b)/a , definida em

seu intervalo mazimal 1(zg) = (—r, 1), entdo:
1. Z'(s) > 0 para todo s € (0,1).

25
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2. 0'(s) > 0 para todo s € [0,1).
3. 2"(s) > 0 para todo s € [0,7).

Demonstracao. Suponhamos, por contradigao, que exista s; € (0,1) tal que z’(s7) < 0.
Pelo Lema anterior existe & > 0 tal que z’(s) > 0 para todo s € (0, ), dai pelo Teorema
do Valor Intermedidrio existe pelo menos um sy € [8, s1) tal que z’(sy) = 0. Consideramos
S9 0 primeiro numero que satisfaz esta propriedade, como consequéncia obtemos.

(1) z"(s2) < 0.

'’ em uma vizinhanca de s

Pois, se z"(s3) > 0, entao pela continuidade de z’
terfamos: z”(s) > 0, dai s > s, implica z’(s) > 0 e & < s < s, implica z/'(s) < 0.
Contradicao, pois até s < sy tem - se z’(s) > 0. Portanto z"(s3) < 0.

(i1) 8/(s) > 0 para todo s € [0, so].

Suponhamos, por contradicao, que exista s3 € (0, so] tal que 0’(s3) < 0. Pelo lema

anterior temos que 0’(s) > 0 para todo s € (0,6), & > 0. Assim, seja s4 € (d,82) 0
acos0(sy) — 2z(sy)
az(sy) + 2bcos 0(sy4)
que cos 0(s4) = 2z(s4)/a < 1 o que implica z(s4) < § < zo = z(0).

primeiro nimero onde 0’(s) = 0, obtemos 0'(s;) = = (0 implicando

Contradizendo o fato de z nao decrescer no intervalo [0, s,]. Portanto, 8’(s) > 0
para todo s € [0, sa].

(1i1) x/(s) = cosB(s) # 0 para todo s € [0, s5].

Pois, se x’(s) = cos 0(s) = 0 para algum s € [0, s5], entao 0’(s) = (—2z(s))/(az(s)) <
0, contrazendo o item ii. Logo x'(s) = cos0(s) # 0 para todo s € [0, sa].

Finalmente, notando que x’(0) = 1, temos que x’(s) = cos0(s) > 0 no intervalo
[0,s5]. Dai z"(s9) = 0’(s2) cosB(sy) > 0, contradizendo o item (i). Portanto z’(s) > 0
para todo s € (0, 1), provando o item 1.

Para provarmos o item 2, inicialmente mostraremos que 0’(s) # 0 para todo s €
0,r).

Suponhamos, por contradi¢ao, que 0’(S) = 0 para algum § € [0, 1), temos:

acos0(s) — 2z(s)

0=06') = az(8) + 2bcos 0(3)

= cos0(8) =2z(8)/a< 1= z(s) < a/2<z(0). (3.1)

Contradigao, pois z(s) é crescente no intervalo [0, 7). Portanto, 8’(s) # 0 para todo s €
[0,71). Como 0(0) > 0, segue-se que 0’(s) > 0 para todo s € [0, 1).
Quanto ao item 3, inicialmente provaremos que x’(s) = cos0(s) # 0 para todo s €

[0, 7).
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Suponhamos, por contradicao, que x’(s) = cos 0(s) = 0 para algum s € [0, 1), entao
0'(s) = (—2z(s))/az(s) < 0. Contradizendo o item (2), portanto x’ nao muda de sinal
em [0,1).

Como x/(0) = 1 > 0, por continuidade temos que x’(s) > 0 para todo s € [0,1).

Logo z”(s) = 0/(s) cos0(s) > 0 para todo s € [0,1). O

Coroléario 4. Se (0(s),z(s)) € solugao de (1.8) com a/2 < zy < (—2b)/a , definida em

seu intervalo mazimal 1(zg) = (—r, 1), entdo:
1. Z/(s) < 0, para todo s € (—,0).
2. 0'(s) >0, para todo s € (—,0].
3. 2"(s) >0, para todo s € (—,0].

Demonstracao. De fato, sendo z'(0) = 0 e x(0) = 0 segue pelo Teorema de Simetria que:
z(—s) = z(s) o que implica —z'(—s) = z/(s), donde obtemos que z”(—s) = z"(s)
para todo s € I(z).
8(—s) = —0O(s) o que implica —0'(—s) = —0'(s). Consequentemente, 8”(—s) =
—0"(s) para todo s € 1(zg).

Pela proposicao anterior tem-se:

e —z'(—s) =z'(s) > 0 para todo s € (0,7), o que implica z’(—s) < 0 para todo s €

(0,1). Logo z'(s) < 0 para todo s € (—r,0), provando o item 1.

e —0'(—s) =0'(s) > 0 para todo s € [0,T), o que implica 8’(—s) < 0 para todo s €
[0,7). Logo 8’(s) < 0 para todo s € (—r,0], provando o item 2.

Quanto ao item 3, como z”(—s) = z”(s) > 0 para todo s € [0,1), segue-se que

z”(s) > 0 para todo s € (—,0]. m

Proposicao 10. Se (0(s),z(s)) € solucao de (1.8) onde a/2 < zy < (—2b)/a , definida

em seu intervalo mazximal 1(zg) = (—7, 1), entdo v < +o0.

Demonstracao. Suponhamos, por contradicao, que r = +oo. Como z(s) é crescente
em (0,400), temos que lims_,, o z(s) = 4oo. Por outro lado, azy + 2b < 0, pois,

zo < (—2b)/a, mas lim_, ;o [az(s) + 2bcos0(s)] = +oo, implica que existe § € (0, +00)
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tal que az(s) + 2bcos0(s) = 0. Contradigao, pois az(s) + 2bcos0(s) # 0 para todo s €

I(zy). Portanto r < +oo. O

Teorema 9. Seja & = «(s) = (x(s),0,z(s)) a curva perfil da LW - superficie hiperbdlica

de rotacao 8, onde « € solucao de (1.6). Se a/2 < zy < (—2b)/a, entado:

1. A curva « € grdfico em algum intervalo limitado (—xq,%1) do eizo x. Em particular

« é mergulhada.
2. A curva « € convezxa, com exatamente um ponto de minimo.

Demonstracao. Inicialmente, notemos que x’(s) = cos0(s) # 0 para todo s € (—r,71),
pois se x'(s) = cos 0(s) = 0 para algum s € (—r,r). Entao 0’(s) = (—2z(s))/(az(s)) < 0.
Contradizendo o item 2 da Proposicao 9 e o item 2 do Corolario 4. Portanto x’(s) # 0
em (—1,71).

Em particular, x’(0) = cos(0) = 1 > 0. Pela continuidade da funcao x’ segue-se que
x'(s) = cosO(s) > 0 para todo s € (—r,r). Logo a funcao x(s) é estritamente crescente
em (—7r,T) e mais, |x(s)| = fg x/'(t)dt] < r < +o0 para todo s € (—r,7). Dai existem
x1 = limg_,— x(s) e —x; = limg_,,— —x(s) = limg_,,— x(—s) = lims_,_+ x(s) e a funcao
x: (—r,7) — (—x1,%1) € injetiva, logo possui inversa @ : (—xq,%;) — (—7r,7) tal que
s=@(x) ez=1z(s) =z(p(x)) = P(x).

Portanto o = (x, 0, (x)) é grafico no intervalo limitado (—x1, X1 ), consequentemente
« é mergulhada e o item 1 esta provado.

Quanto ao item 2, note que «(0) = (0,0, z¢) e &’(0) = (1,0,0) e mais, como z'(s) < 0

para todo s € (—sq,0) e z/(s) > 0 para todo s € (0,s7), temos que:

P'(x) = %((p(x))d(g—ix) < 0 no intervalo (—x1,0) e P’(x) > 0 no intervalo (0,x1),

isto significa que a funcao 1 tem um unico ponto critico em x = 0.

Temos ainda que

V'(x) = z”((p(x))[ 1 ]+el(@(x)sene(q)(x)-ZI((P(X))

x"?(@(x]) cos® 0(@(x))
) [ 1 ] 6"(¢(x))sen’6(¢(x))
cos® B(¢(x)) cos? B(¢(x))

para todo x € (—x1,x1). Logo a funcao 1\ é convexa, consequentemente x é convexa.

= z"(@(x

> 0, (3.2)

Pelo fato de 1\ ter um tnico ponto critico, segue-se que tal ponto critico é ponto de

minimo da curva o« = (x(s),0,z(s)). H
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Teorema 10. Seja 8 uma LW - superficie hiperbdlica de rotagao onde a curva perfil o«
definida em seu intervalo maximal I(zg) = (—7, 1) satisfaz as hipétese do teorema anterior.

Entao S satisfaz as sequintes propriedades:
1. A superficie S é mergulhada.
2. A curvatura Gaussiana de S € negativa.
3. A superficie S nao é completa.

Demonstracao. O item 1 segue-se do teorema anterior, pois a curva perfil &« sendo mer-
gulhada, implica que a superficie de rotacao é mergulhada.

Pela Proposicao 10 temos que z"(s) = 0'(s) cos0(s) > 0, para todo s € I(zq), sendo
z(s) > 0 para todo s € I(zq) segue-se que
s
(

K(s) = === = (—2"(s))/2(s) < 0,

para todo s € I(zg), provando assim o item 2.

Quanto ao item 3, sejam x; = limg_,.— x(s) e z; = lims_,- z(s). Temos que o
ponto P; = (x1,0,2z1) nao estd na superficie §. Suponhamos, por contradicao, que 8 seja
completa, entao estendendo suficientemente a curva « que é uma geodésica atingimos o
ponto P, o que é uma contradicao.

Portanto a superficie 8 nao é completa. n



Capitulo 4

—2b
O caso em que zp > —=—
q 0~ g
Veremos neste capitulo que a LW - superficie hiperbolica de rotagao S é periddica e

completa.

Por (1.7) considerando,

Q(s) = % (acos O(s) + \/(a2 + 4b) cos? 0(s) + 4(z3 — azg — b)) (4.1)

temos que:
©(0) =2z e @(s)? — a@(s) cosO(s) —beos®O(s) — (z2 — azg — b) = 0.

Logo pelo Teorema de Existéncia e Unicidade para Equagoes Diferenciais Ordinarias,

z(s) = % (acos 0(s) + \/(a2 +4b) cos? 0(s) + 4(z8 — azg — b)) . (4.2)

Lema 3. O intervalo mazximal da solucdo (x(s),z(s),0(s)) de (1.6) € toda reta R.

Demonstracao. Como x'(s) = cos0(s) e z'(s) = senB(s) sao fungoes limitadas, basta
provarmos que 0’(s) é limitada.

Note que 0’(0) = (a — 2zq)/(azy + 2b) < 0, pois zy > (—2b)/a > a/2 implicando
que a —2zy < 0 e azy + 2b > 0. Considerando a funcao f(z) = z?> — az — b, temos que f
é crescente para z > a/2.

Como

zo > (—2b)/a > a/2 (4.3)

f((—2b)/a) = b(a? + 4b)/a?, (4.4)

30
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obtemos que z2 — azg — b = f(zg) = f(—2b/a) + € = M + €, para algum € > 0.

Por (4.2), segue-se

z(s) = L (acos@ + /(a2 +4b) cos2 8(s )—|—4f(zo))

2
1
=3 (acose ) + /(a2 +4b) cos? 0(s )+4f((—2b)/a)—|—4e>
1 4b(a2 + 4b
-2 acos@(s)—i—\/(a2+4b)c0526(s)+%+4€)
1 2 4+ 4b)?
=3 acos@(s)-i—\/(a2+4b)(00326(s)—1)—}—(a—i—T)—i-éle)
1 244
> = acose(s)—i—\/u—l—zle)
2 a?
1 2 4 4b
= (acose(s) _ (a7 +4b) + e’) , (4.5)
2 a
para algum €’ > 0 tal que
24 4b 2 4 4
\/—(a Z ) +4€_—(aa+ ) e (4.6)

Dai, temos que

az(s) +2bcosB(s) = = (a’cosB(s) — (a®+4b) + ae’) +2bcosO(s)

2+ 4b 2+ 4b
= %cos@(s) — (GLQ) + ge’

(a® + 4b) a.

= T(cos O(s)—1)+ 5¢€

N | —

(4.7)

Pelo fato de A = a2 +4b < 0 e cos 0(s) — 1 < 0, obtemos
az(s) +2bcosO(s) > —‘ﬁ%ﬂ’(cos O(s)—1)4+ a/2e’:=06; > 0.

Por outro lado,

acos0(s) —2z(s) = acosB(s)— (acosB(s)+ /(a2 + 4b)cos? O(s) + 4f(zy))

= —/(a2 + 4b) cos? O(s) + 4f(zg) > —/4f(z0)
= —24/f(z9) :=1m1 < 0. (4.8)

De modo anélogo,
az(s) +2bcosB(s) = 3 (a cos0(s) + ay/(a? + 4b) cos? 0(s) + 4(z5 — azg — b))
+2b cos 9(3)
= (QQ; ) cos0(s + 2/(a + 4b) cos? 8(s) + 4f(zo)
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——(a2;4b) + Cl\/TZO) = 62 > 0.

/A

Por outro lado,
acosB(s) —2z(s) = acos0(s) — acosO(s) — /(a2 + 4b) cos? 0(s) + 4f(zo)
= —y/(a2 +4b) cos? 0(s) + 4f(zo)
< —y/(a? +4b) + 4f((—2b)/a) :=n, < 0.
Logo 1 < acosO(s) —2z(s) < no e &y < az(s) + 2bcosO(s) < &;. Portanto
N e TS N

Pela Proposicao 6, segue-se que (x(s),0(s),z(s)) tem como intervalo maximal toda

reta R. O

Obtemos pelo lema anterior que m < 0’(s) < M para todo s € R, dai m.s <

B(s) < M.s para todo s € R. Isto significa que o grafico de 0 esta entre duas retas.

Como a derivada 6’ < 0, temos que 0(s) é decrescente. Logo limg_, o, 0(s) = —co.
Seja T > 0 o primeiro nimero tal que 0(T) = —27, vamos provar que « é uma curva
periddica.

Lema 4. Seja «(s) = (x(s),0,z(s)) a curva perfil da LW - superficie hiperbdlica de
rotacao 8, com z(0) = zy > (—2b)/a e « definida em R. Seja T > 0 o primeiro nimero
tal que 6(T) = —2m, entado:

x(s+T) = x(s)+x(T); x(s—T) = x(s)—x(T);

z(s+T) = z(s); e z(s—T) = z(s);

O(s+T) = 0(s)—2m B(s—T) = 0(s)+2m.
Demonstracao. Por (4.2), temos que

2(T) = 1/2 (acos(—27t) + /(a2 + 4b) cos?(—2m) + 4(22 — azg — b)) — 2(0) = z.

Note que,
x'(s+T)=cosO(s+T)
2/ (s+T)=senf(s+T) (4.9)
0/(s+T) = acosO(s+T)—2z(s+T)

az(s+T)+2bcosO(s+T)’
com condicao inicial x(04+T) =x(T), 0(04+T) = —2mwez(0+T) = z(T).

Por outro lado,

(x(s) +x(T)) =x'(s) = cosO(s) = cos(0(s) — 2m)

z'(s) = senB(s) = sen(0(s) — 27) (4.10)
, ar . acosO(s)—2z(s)  acos(0(s) —2m) — 2z(s)
(B(s) —2m)" = 0'(s) = az(s) +2bcosB(s)  az(s)+ 2bcos(8(s) —2m)’
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com condicao inicial (x(0)+x(T),0(0)—27, z(0)) = (x(T), =27, z(0)) = (x(T), =27, z(T)).
Pelo Teorema de Existéncia e Unicidade para Equacoes Diferenciais Ordinarias,
segue-se que:
x(s+T) =x(s) +x(T)
z(s +T) = z(s)
O(s+T)=0(s)—2m.
Como consequéncia temos,
x(s) =x(s—=T+T)=x(s—T)+x(T), implicando que x(s —T) = x(s) —x(T)
(s—T+T)=2z(s—T), implicando que z(s — T) = z(s)

z(s) =z
0(s) =0(s—T+T) =0(s—T)— 27, implicando que 8(s—T) = 0(s) +2m. [

Teorema 11. Seja «(s) = (x(s),0,z(s)) a curva perfil da LW - superficie hiperbdlica de

rotacao 8, onde « € solugao de (1.6), com zo > (—2b)/a, entao:
1. A curva « € invariante por um grupo de translagcoes na dire¢ao do eixo X.
2. A funcdo altura de «, isto €, a funcdo z = z(s) € periddica de periodo T.

3. Em cada periodo de z, a curva « tem um mdximo em s = 0 e um minimo em s = To.

Além disso, o € simétrica com as respectivas retas vertical x =0 e x = x(Ts).
4. A curva « tem auto-intersecao e a curvatura tem sinal constante.

5. A parte de & entre o maximo e o minimo satisfaz que a fungao z(s) € estritamente
decrescente com exatamente um ponto de tangente vertical. Entre o minimo e o
préximo mdrimo, z = z(s) € estritamente crescente com exatamente um ponto de

tangente vertical.
6. A velocidade o' gira em torno da origem.

Demonstracao. Seja G = {gn(x,z) = (x + nx(T),z);n € Z}, onde T > 0 é o primeiro
numero tal que 6(T) = —27m, e go = id € gn1 © gn2 = Gniine. Com a operacao de
composicao G é um grupo, pois, gn © gm(X,2) = gnim(x,2) = (x + (n+m)x(T),z) € G

para todo n, m inteiro. Além disso:

® (0n°0m) 00k = Ontm © gk = Onim+K = In © Im+k = 9n © (gm © gk ), para todo

m, n e k inteiros.
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® Jo°gn = gn = gn © go, para todo n inteiro.
® gn°0 n =0o=Jg_n©gn, para todo n inteiro.

Para todo n € Z temos que
(gn o &)(s) = gn(x(s),z(s)) = (x(s) + nx(T),z(s)) = (x(s + nT), z(s))
= (x(s +nT),z(s +nT)) = x(s + nT).
Portanto « é invariante por G na direcao do eixo x e isto prova o item 1.
O item 2 segue-se diretamente pelo lema anterior, pois z(s + T) = z(s) = z(s — T).
Agora como 0 é estritamente decrescente em R, entdo sejam 0 < Ty < To < T3 < T
tais que 0(T;) = —m/2, O(Ty) = —m e O(T3) = —3m/2. Sendo x'(s) = cosO(s) e

z'(s) = senB(s), o comportamento da curva « é dado na tabela:

s 0 x(s) z(s)
[0, Ty] [0, —7t/2] crescente | decrescente
[Ty, To] | [—m/2,—m] | decrescente | decrescente
[Ty, T3] | [—m, —37/2] | decrescente | crescente
(T3, T] | [-3m/2,—2m] | crescente crescente

Notemos que z'(Ty) = sen(—m) = 0 e z decresce em [0, T5] e cresce em [Ty, T],
logo s = Ty é ponto de minimo absoluto. Como z’(0) = sen(0) = 0 e z(s) decresce em
[0, To] e cresce em [Ty, T], entao s = 0 é ponto de maximo absoluto.

Pelo Teorema de Simetria, sendo z'(0) = z'(Ty) = 0 e x(0) = 0 segue-se que a curva
perfil o é simétrica com relagao aos respectivos eixos x = 0 e x = x(Tz), provando o item
3.

Para que a curva « tenha auto-intersecoes basta que x(T) # 0 para toda condigao
inicial zg > (—2b)/a. Suponhamos, por contradicao, que x(T) = 0 temos que « é uma
curva fechada e convexa. Dal pelo Teorema dos Quatro Vértices, existem pelo menos
quatro pontos no intervalo [0, T) tal que k’(s) = 0" (s) = 0.

Notemos que

_25en29(s)(a2 +4b)(az(s)cos0(s) + bcos?0(s) — z3(s)

0%(s) = (az(s) +2bcosO(s))?

=0 (4.11)

se, e somente se, s =0 e s =Ty ou becos?0(s) + az(s)cosO(s) —z%(s) = 0.

Olhando a equacao acima como uma equacao do segundo grau na variavel cos 9(s),
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seu discriminante é dado por:

~

A = z(s)*(a® + 4b), (4.12)

Como a? + 4b < 0, a equacdo nao tem solucao real o que é uma contradicao. Portanto
x(T) # 0 para toda condigao inicial zyg > —(2b)/a, segue-se que a curva & tem auto-
intersegoes.

Para ver que a curvatura tem sinal constante, basta notar que k(s) = 0’(s) < 0 para
todo s € R, assim provamos o item 4.

Temos que /(s) = (cos0(s),0,send(s)) e mais, cos0(s) =0 < 0(s) = (—3n)/2 &
s=T, em [0,Ty] e cos0(s) = 0 se, e somente se, 8(s) = (—37)/2 se, e somente se, s = T3
em [Ty, T].

Logo (0,—1) é o tnico ponto de tangente vertical em [0, Ty] e (0,1) é o tinico ponto
de tangente vertical em [Ty, T], assim o item 5 estd provado.

Como limg_, ;o 0(s) = —oo e 8(0) = 0, segue-se que O([0, +00)) = (—o0,0]. Logo

o/ (s) = (cosB(s),0,send(s)) gira em torno da origem, provando o item 6. H

Teorema 12. Seja § uma LW - superficie hiperbdlica de rotacao, onde sua curva perfil

(s) = (x(s),0,z(s)) € solucdao de (1.6) com zg > —(2b)/a, entdo:
1. A superficie § tem auto-intersecoes.
2. A superficie § € periddica e possui uma infinidade de simetrias verticais.
3. A superficie & € completa.

4. A parte de « entre dois pontos de tangente vertical consecutivos e contendo o mdzimo
correspondente de z = z(s) com pontos de 8§ a curvatura Gaussiana € positiva; por

outro lado, a parte que contém o minimo a curvatura Gaussiana € negativa.

Demonstracao. O item 1 segue-se pelo fato de a curva perfil « ter auto-intersecoes. Logo
a superficie § obtida pela rotagao de & em torno do eixo x tem auto-intersegoes.

Agora como a superficie é invariante por um grupo de isometrias, segue-se que 8 é
periédica. Pelo item 3 do teorema anterior, para cada n € N, temos que « tem simetrias
vertical em [(n— 1)T,nT]. Logo a superficie 8§ tem uma infinidade de simetrias verticais,
provando o item 2.

Quanto ao item 3, a superficies § é completa, pois 8 é fechada em R3. Sabemos que
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0'(s)cosO(s
K(s) = —M para todo s € R.
z(s)
Como na parte de « entre dois pontos verticais consecutivos, que contém o ponto de
maximo de z = z(s), tem-se 8’(s) < 0 e x’(s) = cosO(s) > 0 para todo s € [0, T;] e [T, T],
segue que K(s) > 0.
Quanto a parte que contém o minimo, isto é, [Ty, T3] temos que x’(s) = cos0(s) < 0,

0'(s) < 0, logo K(s) < 0 Assim o item 4 esta provado. H

Corolério 5. Seja a(s) = (x(s),0,z(s)) a curva perfil da LW - superficie hiperbdlica de
rotacao S, assuma que & € solucao de (1.6), onde zg > —(2b)/a, entdo o grafico de «
fica entre duas retas z =z — a e z = zg, isto €, zog — a < z(s) < zg, onde z(s) atinge o

minimo e o mazrimo em um conjunto de pontos discretos.

Demonstracao. Com efeito, a funcao z = z(s) é periddica de periodo T > 0 e atinge o
maximoem s =0 e s =T e o minimo em s = Ty, com 0(Ty) = —7.

Por (4.2), temos que:

=2zp—a. (4.13)

Como a funcao z(s) é periddica, segue-se que zg — a < z(s) < zg para todo s €
R. Pelo fato de o maximo e o minimo serem atingidos em [(n — 1)T,nT], com n € Z,

concluimos que sao atingidos num conjunto de pontos discretos. O

Como anunciado na introducao e com objetivo de distinguir das superficies com

curvatura Gaussiana negativa constante em R3, obtemos o seguinte Coroldrio.

Corolario 6. FEzxiste uma familia a um parametro de LW - superficies hiperbdlica de
rotacao, que sio completas e com auto-intersecao em R3. Além, disso as curvas que

geram as superficies sao periodicas.

Demonstracao. Considere a familia {«;}ic; de curvas perfil, onde cada curva o é solucao

de (1.6), com condicao inicial zyg > —(2b)/a. O resultado segue pelo teorema anterior. []
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- -2h/a

Figura 4.1: retrato de fase do sistema (1.6)
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A nova familia de LW - supertficies

hiperbdlica de rotacao

Nas secoes anteriores, consideramos a condicao inicial 8(0) = 0, como sendo o angulo
inicial da curva perfil «.

Nesta segao, consideraremos 8y = —% o angulo inicial e (x(s),0(s),z(s)) a solugao

da equacao diferencial :
x'(s) = cosO(s)

z'(s) = senB(s)

0'(s) = acosB(s) —2z(s) (5.1)
az(s) + 2bcosO(s)

x(0) = 0,z(0) = z(,0(0) = —7/2

\

Teorema 13. Uma integral primeira para o sistema (5.1) € dada por:
z(s)? — az(s) cos0(s) —bcos® O(s) —z5 = 0 (5.2)

Demonstragao. Sabemos que G(x,0,z) = z(s)?—az(s) cos 0(s)—b cos? 0(s) ¢ uma integral
primeira para o sistema :

x'(s) = cosO(s)

0151 = 57+ sbeos e

z'(s) = senB(s)

Como a mesma é constante ao longo das solugoes do sistema de equagoes difer-
enciais correspondente, tomamos a solucao (x(s),0(s),z(s)) de (5.1). Temos que,
G(x(0),0(0),z(0)) = z3, logo z(s)? — az(s)cosO(s) — bcos?O(s) — z2 = 0 ¢ uma integral
primeira para o sistema (5.1)

38
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0
Lema 5. Se (x(s),0(s),z(s)) € solucao de (5.1), entao existe & > 0 tal que:
1. ©'(s) < 0 para todo s € [0, d).
2. z'(s) < 0 para todo s € [0,9).
3. x'(s) < 0 para todo s € (0,0).

Demonstracao. De fato, 0'(0) = —2/a < 0, dai pela continuidade de 8’ existe 8; > 0 tal
que 0’(s) < 0 para todo s € [0, &;).

Como z'(0) = sen(—m/2) = —1 < 0 e z/(s) = senB(s) é continua existe 0, > 0 tal
que z’(s) < 0 para todo s € [0, 63).

Por outro lado, x”(0) = —08/(0)sen8(0) = 8’(0) < 0 e pela continuidade da funcao
x'(s), existe 83 > 0 tal que x”(s) < 0 para todo s € [0,03). Assim a funcao x'(s) é
estritamente decrescente no intervalo [0, 83), dai x'(s) < x’(0) = cos0(0) < 0 para todo s
€ (0, 03).

Tomando & = min{d1, &3, 03}, segue-se 1 e 2 e 3. m

Vemos que para s > 0 em uma vizinhanca de s = 0, o numerador e o denominador

de 0'(s) sao negativos e positivos respectivamente, pois acos0(0) —2z(0) = —2zg < 0 e
az(0) +2bcosO(s) = azg > 0.

Temos ainda que para todo s, az(s) + 2b cos8(s) nao se anula, pois do contrario se

az(s) +2bcos0(s) = 0 para algum s, entao

0 = az(s)+2bcosB(s) (5.3)

= 0/(s)(acos0(s) —2z(s)). (5.4)

Assim, cos0(s) = 2z(s)/a e cos0(s) = (—az(s))/2b. Como A = a? 4 4b < 0, concluimos
que (—az(s))/2b < 2z(s)/a, obtendo uma contradicao.
Portanto, s az(s) + 2bcos0(s) # 0 para todo s.

Proposigao 11. Seja (x(s),0(s),z(s)) solugdo de (5.1) definida em seu intervalo mazximal

I. Sez(s) >0 ez'(s) =senb(s) < 0 para todo s € 1, entao

— 2
S (a+ 2z)
azy

0>0'(s) > —00, (5.5)

para todo s € 1. Em particular I = R.
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Demonstracao. Inicialmente, vamos provar que az(s)+2b cos 0(s) é crescente no intervalo

I. De fato,

laz(s) +2bcosO(s)]” = az'(s) — 2b0’(s)send(s)

= asend(s) —2b0’(s)send(s)
acos0(s) — 2z(s)

az(s) + 2b cos 9(3))
a?z(s)send(s) + 2absend(s) cos O(s)

az(s) 4+ 2bcosO(s)
2absend(s) — 4bz(s)send(s)

az(s) + 2bcos0(s)

(a? + 4b)send(s)

~ az(s) + 2bcos G(S)Z(S) > 0.

= asend(s) — 2bsend(s) (

Logo [az(s) + 2bcosO(s)] é crescente no intervalo I, assim (az(s) + 2bcos0(s)) >
az(0) + 2bcos0(0) = azg. Como z(s) é decrescente, temos que (acosB(s) — 2z(s)) >
(—a — 2zy), obtendo 0 > 0'(s) > —% > —00.

Como x'(s) = cosB(s) e z/(s) = senB(s) sao funcoes limitadas, segue - se que

(x'(s),0'(s),z'(s)) é limitada, portanto pela Proposicao 6, o intervalo maximal I =R. [

E claro que, se —1 < z/(s) = sen(s) < 0 para todo s € I, entdo a funcio x(s) é
estritamente decrescente para todo s > 0 s € 1. De fato, sendo 0(s) € (—m/2, —m) para

todo s >0 s € I, obtemos x’(s) < 0 para todo s >0 s € L.

Teorema 14. Seja «x = «(s) = (x(s),0,z(s)) a curva perfil da LW - superficie hiperbdlica

de rotacao 8, onde « € solugao de (5.1).

1. Se zy < v/—b, entao a curva « intersecta transversalmente o eizo x. O intervalo

maximal € limitado.
2. Se zg = v/—b, entao a curva « intersecta tangencialmente o eizo X.

3. Se zg > +/—b, entao a curva & nao intersecta o eixo x. Neste caso, a curva x €

uma solucdao obtida no Teorema 12.

Demonstracao. Comegamos com o caso zg < +/—b. Suponhamos, por absurdo, que a
curva & nao intersecta o eixo x. Isto é, z(s) # 0 para todo s € I. Como z(0) = zg > 0,
temos que z(s) > 0 para todo s > 0 no intervalo I. Existem duas possibilidades para a

funcao continua z’(s):
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(1) z'(s) = 0 para algum s > 0 no intervalo I.
(i1) z/(s) # 0 para todo s > 0 no intervalo I.

Se ocorre (i), entao z’(s) = senB(s) = 0 o que implica 0(s) = —m. Da igualdade
z(s)? — az(s) cosO(s) — beos?O(s) — z2 = 0, obtemos que z(s)? — az(s) = b+ z2 < 0.
Donde z(s) < 0 que é uma contradicao, portanto (i) é impossivel.

Se ocorre (ii), entao senf(s) < 0 e z(s) > 0 para todo s > 0 no intervalo I. Dai pela
Proposicao 11, segue-se que:

0>0'(s) >—(a+ 2z)/z¢ para todo s > 0 no intervalo I.

Em particular a curva « estd definida para todo s > 0, consequentemente existem

os limites:
limg_, o 2(s) =21 >0 e limg_, ;o 0'(s) = limg_, ;o k(s) = 0.

Agora, fazendo s tender ao infinito na expressao 0'(s) = (acos 0(s)—2z(s))/(az(s)+

2b cos O(s)), obtemos que
limg_, o 0'(s) = (—a —2z1)/(az; — 2b) # 0.

Contradicao, logo (i1) também é impossivel. Portanto, z(s) = 0 para algum s > 0
no intervalo 1. Seja § tal que z(S) = 0. Para ver que a intersecao é transversal, note que
para $ em (5.2) obtemos 0 = z($)? — az(§) cos 0(8) — bcos? 0(§) —z2 = —bcos? 0(8) — z2,
implicando que cos®0(8) =z3/ —b < 1.

Logo 0(s) # —m, concluimos que a intersecao é transversal.

Agora, sejam 1(zg) = (w_, w, ) o intervalo maximal e sq € [0, w ) tal que z(sg) = 0.
Suponhamos, por contradicao, que w,; = +oco. Como 0(s) € (—m/2,—m], para todo s
€ [0,w,), temos que —1 < z/(s) = senB(s) < 0. Isto é, a funcdo z(s) é estritamente
decrescente no intervalo [0, w_ ), dai segue-se que z(s) < z(sy) = 0.

Obtemos assim uma contradi¢ao, portanto w, < +oo provando o item 1.

Para o caso em que z3 = —b. Suponhamos, por absurdo, que a curva o nao intersecta
0 eixo-x, isto é, z(s) # 0 para todo s no intervalo maximal I. Como z(0) = zy > 0, temos
que z(s) > 0 para todo s > 0 no intervalo I. Existem duas possibilidades para a funcao
continua z'(s):

(1) z'(s) = 0 para algum s > 0 no intervalo I;
(i1) z/(s) # 0 para todo s > 0 no intervalo I;
Se ocorre (1), entdao 0(s) = —m, para algum s > 0 no intervalo I. Donde z(s)? +

az(s) —b—z2 =0, sendo (—b — z2) = 0 tem-se que z(s)* + az(s) = 0, implicando que
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z(s) =0ouz(s) =—a<0.

Obtemos assim uma contradi¢cao, portanto (i) é impossivel.

Se ocorre (ii), entao z(s) > 0 e senB(s) < 0 para todo s > 0 no intervalo I. Dai
pela Proposicao 11 temos que 0 > 0’(s) > —(a + 2zq)/azg, para todo s >0 s € I. Em
particular a curva « esta definida para todo s > 0, consequentemente existem os limites:

limg o0 z(s) =21 2 0elimg_ o 0'(s) =lims_, o k(s) =0.

Fazendo s tender a +0o na expressao z(s)? — az(s) cos0(s) —bcos?0(s) — z2 = 0,
obtemos z? 4+ az; — b — z2 = 0, implicando que z; = 0.

Agora, fazendo s tender 400 na expressao 0'(s) = (acos0(s) — 2z(s))/(az(s) +
2b cos O(s)), segue-se que limg_, o, 0'(s) = a/2b # 0.

Contradicao, logo (ii) também é impossivel. Portanto z(s) = 0 para algum s €
I. Consequentemente, para tal s temos 0 = z(s)? — az(s)cos0(s) — bcos?0(s) — z2 =
bcos? 0(s) — z2, donde cosO(s) = +1.

Portanto a curva « intersecta tangencialmente o eixo x, assim fica provado o item

Finalmente o caso em que zy > v/—b. Suponhamos, por absurdo, que a curva &
intersecta o eixo x, isto é, existe s € I tal que z(s) = 0.

Por z(s)?—az(s) cos 0(s) —b cos? B(s) —z3 = 0, obtemos que (—b cos? O(s)—z3) = 0,
implicando z2 = —b cos? 8(s). Donde z2 < —b, contradizendo o fato zy > v/—b.

Portanto, concluimos que a curva o = «(s) = (x(s), 0, z(s)) ndo intersecta o eixo x.

Assim, o item 3 estd provado. O]
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