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Resumo

Nesta dissertacao, sera analisada a convergéncia do método de descida inexata sob a
condigao de Kurdyka-Lojasiewicz(KL) para fungdes nao suaves. Além disso, faremos uma
breve introducao sobre a teoria das funcoes KL, onde apresentaremos a demonstracao da
Desigualdade de Kurdyka-Lojasiewicz em uma estrutura o-minimal, além de uma prova
da Desigualdade de Lojasiewicz para o caso real. Os resultados contidos neste trabalho
foram extraidos dos artigos “Convergence of descent methods for semi-algebric and tame
problems: proximal algorithms, forward-backward splitting, and regularized Gauss-Seidel
methods” de Hedy Attouch, Jérome Bolte e Benar Fux Svaiter, e “On gradients of

functions definable in o-minimal structures”de Krzysztof Kurdyka.



Abstract

In this dissertation, it will be analysed the convergence of the inexact-descent method
over the condition of Kurdyka-Lojasiewicz(KL) for non-smooth functions. Moreover, we
will do a brief introduction about the theory of KL function, were we will introduce a
demonstration of Kurdyka-Lojasiewicz inequality in o-minimal structure, in addition, a
proof of Lojasiewicz inequality for the real case. The results in this work were taken
from the article “Convergence of descent methods for semi-algebric and tame problems:
proximal algorithms, forward-backward splitting, and regularized Gauss-Seidel methods”
by Hedy Attouch, Jérome Bolte and Benar Fux Svaiter, and “On gradients of functions

definable in o-minimal structures”by Krzysztof Kurdyka.
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Introducao

Seja f : R™ — R uma funcao dada. Uma das estratégias mais natural para resolver o

problema irrestrito

min f(x), x € R™, (1)

¢ a seguinte. Dada uma aproximacio x* € R™ da solucao do problema, encontraremos

um ponto x**t € R™ tal que

F(x*) < F(xM).

Isto pode ser feito de varias maneiras. Uma realizagao desta estratégia basica é tomar
uma direcao d* € R™ tal que f é decrescente (pelo menos para passos curtos) a partir do
ponto x* nessa direcdo, e calcular um comprimento de passo & > 0 que fornece um valor

de f menor do que no ponto x¥,
f(x* + aed®) < f(x5).

Assim obtemos o iterando seguinte x**! = x* + o d*. Repetimos o processo para o novo
ponto x*1, etc. Métodos deste tipo se chamam métodos de descida.

Este trabalho abordard um lado bem interessante e talvez pouco explorado desse tipo
de método. Com base em [2], objetivaremos minimizar fungoes f : R* — R U {+o0}
préprias, semi-continuas inferiormente, nao-suaves e nao-convexas, provando resultados
de convergéncia para o métodos de descida, que garantam a convergéncia de sequéncias
limitadas para um ponto critico de f. Para isso, consideraremos o método de descida que
“)

gera uma sequéncia (x*)cy que cumpre as seguintes condicoes:

H1. (Condigao suficiente de decréscimo). Para cada k € N,

PO a4 < (x5,

H2. (Condicao relativa de erro). Para cada k € N, existe w*™! € of(x**1) tal que

[ < B —xEl;

1



Sumario 2

onde a e b sdo constantes positivas fixadas e 0f(x**!) denota o subdiferencial limite de
f em x**1 (veja Defini¢do 2 ftem (b)). A primeira condi¢do caracteriza o modelo do
método de descida, que torna a sequéncia {f(x*)}xcy nao-crescente. A segunda condicio é
fundamental para o desenvolvimento da teoria, pois geralmente necessitamos que 0f(x*) #

(). Pedimos ainda que f satisfaga seguinte condicao:

H3. (Condi¢ao de continuidade). Existe uma subsequéncia (x*i);jey e X tal que

x =X e f(x¥) — f(X),quando j — co.

Esta é importante pois nem sempre é necessario que a funcao objetivo seja continua em
seu dominio efetivo. Veremos que em certos casos que, para garantir a convergéncia do
algoritmo nao é necessario nem mesmo supor este ultimo (veja Observagao 8).

Considere ainda a seguinte condicao:

H4. Para d > 0 existem 0 < p < d e v >0 tal que

x € B(x*, p), f(x) < f(x*) +v
y & B(x*, )

= f(x) < f(y) + afly —x|*.

Sob certas hipdteses, esta condi¢cao nos permite estabelecer um resultado de convergéncia
para um minimo local (veja Teorema 11).

Além das condicoes descritas acima, a funcao objetivo devera atender a Propriedade
Kurdyka-Lojasiewicz (veja Definicao 25). Essa importante desigualdade foi provada
inicialmente para fungdes analiticas por Lojasiewicz em [13]. Ele provou o seguinte

teoremas:

Teorema 0.1 (Desigualdade de Lojasiewicz). Sejam U um subconjunto aberto de R™,
f: U — R uma funcao analitica e X € U um ponto critico de f. Entao existem 0 € [%, 1),

C > 0 e uma vizinhangca W de X tal que
vx e W, If(x) — f(x)I° < CIVF(x)l. (2)

Mais tarde, em [11], Kurdyka apresentou um prova mais geral dessa desigualdade. Ele
mostrou que se f é diferencidvel em um dominio limitado, “definable” (veja Definigao 22)
em alguma estrutura o-minimal, entdo existe um funcao 1 : R, — R de classe C! e uma
constante ¢ > 0 tal que [[V( o f)|]| > ¢ (veja Teorema 7). Em [8], Mauricio Grana e

Peterzil usam estruturas o-minimais para provar a convergéncia da trajetoria central em
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programacao semidefinida. Até onde temos conhecimento, este é o primeiro trabalho a
relacionar Geometria Algébrica com Otimizacao, mais especificamente, fazem uso de um
importante resultado de Geometria Algébrica, conhecido como Lema da Monotonicidade
(Veja Lema 2). Em [1], Absil estabeleceu um resultado abstrato de convergéncia para
sequéncias (que satisfaz uma condigao de descida forte) no caso em que a funcao objetivo
¢ analitica, definida em R™, e que satisfaz (2).

Este trabalho esta dividido em quatro capitulos. O primeiro, engloba todos os resulta-
dos a serem utilizados nos capitulos seguintes; com destaque para a teoria dos subdiferen-
ciais Fréchet e limite. No segundo capitulo, faremos uma breve introducao as fungoes KL
(Kurdyka-Lojasiewicz), onde abordaremos resultados interessantes sobre essas fungoes, e
serd apresentada uma prova da desigualdade de Lojasiewicz no caso real (veja Teorema
5). O Capitulo 3 tem a missao de expor os principais resultados de convergéncia para o
método de descida inexata, essencialmente tedérico, une a teoria das fungoes KL com resul-
tados de Otimizagao. Por ultimo, analisaremos a convergéncia de algoritmos no contexto

das fungoes KL, utilizando os resultados obtidos no Capitulo 3.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo abordaremos as definicoes e os resultados que serao utilizados nos capitulos

seguintes.

1.1 Definicoes e resultados basicos

A definicao a seguir reune varios conceitos uteis para este trabalho.

Defini¢ao 1. Sejam f : R™ — R U {+o0} uma funcao, F : R™ = R™ wuma aplicagao

ponto-conjunto e C uma subconjunto nao-vazio de R™.

1. Os dominios efetivos de F e f sdo definidos, respectivamente por

dom F:={x € R™: F(x) # 0},

dom f:={x € R™: f(x) < +o0}.

2. Os grdficos de F e f sao definidos, respectivamente por

Graf F:={(x,y) € R* x R™:y € F(x)},

Graf f:={(x,s) € R" x R:s = f(x)}.

3. Sex € dom f, o epigrafo de f ¢ dado por
epi f:={(x,A\) € R™ x R: f(x) <AL

4. Se dom f # 0, o conjunto dos seus minimizadores globais, possivelmente vazio, €

denotado por

argmin f:={x € R™: f(x) = inf f}.

4



Capitulo 1. Preliminares 5

5. f € dita semi-continua inferiormente no ponto x € R™, quando para qualquer
sequéncia x* — X (k — 00), tem-se
liminf f(x*) > f(X).
k—o0
A fungao f € semi-continua inferiormente em R™, quando ela é semi-continua in-
feriormente em todos os pontos de R™.
Pode-se verificar que f : R™ — R € semi-continua inferiormente no conjunto fechado

D se, e somente se, os seus conjuntos de nivel Ly p(c) = {x € D : f(x) < c} sdo

fechados para todo ¢ € R. Veja [9].

6. Se C é um conjunto convexo e x € dom f, entdao f € convexa em C quando para
quaisquer x € C, y € C e a € [0, 1], tem-se
flox + (1 — a)y) < af(x) + (1 — «)f(y).

7. f € concava se, e somente se, —f é conveza.
8. A funcao indicador ic € definida por

) 0, se xeC
ic(x) =
+o00, se x &C.

E facil ver que ic € convexa se, e somente se, C é um conjunto convero, e que ic

¢ semi-continua inferiormente se, e somente se, C € fechado.

9. f € coerciva se, e somente se,

X || = 400 = limsupy_, , ., F(x*) = +o0.

Note que se f é uma funcao continua e coerciva, entio o conjunto argmin f # ().

10. Uma aplicagao f : C — R™ diz-se L-Lipschitz continua, quando existe uma constante
L >0 tal que
1T(y) — ()| < Ly — x|, vx,y € C.

Em grande parte deste trabalho, consideraremos fun¢oes nao necessariamente con-
vexas nem diferencidaveis, sendo assim, torna-se necessario estabelecer generalizacoes dos

subdiferenciais. Estes fatos podem ser encontrados em Rockafellar e Wets [15]. Seja

f:R™ - RU{+oc0}.
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Defini¢ao 2. (a) Para cada X € dom f, o subdiferencial de Fréchet de f em X,

denotado por 51“(?), € o conjunto dos vetores v € R™ tais que

o 1 _ _ _

liminf ——— [f(y) —(®) — (v,y —x)] >0, y#%.

yox [[Xx—y|
Quando X & dom f, definimos 51‘(%) = (. Em outras palavras, v € 51‘(%) se, e So-
mente se,

fly) = f(X) + (v,y = %) + ollly —xII),

onde lim M = (.

y=x iy =]l

Em algumas situacoes é conveniente considerar o subdiferencial de Fréchet como

seque

~ n 1
3f (%) = {ve]R i inf | ) = 6) — (v h)}}O,h;«éO}.

(b) O subdiferencial-limite (ou simplemente subdiferencial) de f em X € dom f, de-

notado por 0f(x), € definido como seque

Af(X) == {v € R™: Ixk = X, f(x¥) — f(X), vk € of(x*) e vk — vl

Observagao 1. Da defini¢ao acima seque que
5f(x) C 0f(x) para todo x € R™.

Os exemplos 2 e 4 mostram que a inclusao acima pode ser estrita.

Quando f é uma fungdo convexa os subdiferenciais Fréchet e limite tem a seguinte

caracterizacao.

Proposigao 1. Seja f: R™ — R U{+o00} uma func¢do conveza tal que X € dom f. Entdo,
() =veR™: fly) > f(X) + (v,y —x), y € R"} = df(x). (1.1)

Demonstracao. Mostraremos inicialmente que
(X)) =veR": fly) > f(X) + (v,y —x), y € R"}. (1.2)

E claro que {v € R™ : f(y) > f(X) + v,iy—Xx), y € R*} C 51‘”(?). Por outro lado, se
ve 61“(7?), entao
fly) = f(x) + (v,y = %) + ollly —xll),
onde liﬁrn? o(lly —xI)/Ily — X|| = 0. Segue que para todo z € R™ e para todo t € (0, 1],
’ f((1—=t)x+tz) > f(X) + t(v,z—X) + o(l[t(z = X)I]).
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Como f é convexa,
f(z) 2 (%) + (v, 2 =%) + olllt(z =X)I))/t.
Fazendo t — 0" obtemos,
ve{ve R":fly) > f(x) + (v,y—X), y € R}

Por fim, afirmamos que
of(x) c{ve R™:f(y) > f(X) + (v,;y—X%), y € R"}. (1.3)

De fato, se v € 9f(X), existem x* — X, tal que f(x*) — f(X) e vk € 5f(xk) com vk — V.
Como v* € 5f(xk), tem-se que para todo y € R™,
Fy) > F(x¥) + (W<, y — x5,
Fazendo k — +o00, obtemos
fly) > f(x) + (v.y —%).
Isso prova (1.3).
De (1.2) e (1.3) conclui-se que,
of(X) C{v e R™: f(y) > f(X) + (v,y —X), y € R"} = df(X) C df(X).
Portanto,

) ={veR": fly) > f(X) + v,y —x), y € R"} = of(x).

Exemplo 1. Seja f =11 : R = RU{+400}, definida por

) 0, se xel0,1]
ipo1(x) =
+o00, se x ¢&[0,1].

Como o intervalo [0,1] € convexo, seque que a func¢do indicadora iy € convexa. Logo
gf(x) = 0f(x) para todo x € dom f. Calculemos entao 0f(x).

- Sex & 10,1], entao ij1)(x) = +00, 0 que implica que 0f(x) = 0;

- Sex € (0,1), entao
of(x) ={veR:fly) >viy—x), yeR}={veR:vx >vy, y € R}
Analisaremos os sequites subcasos.

- Sey #10,1], entao 9f(x) = R;

- Sey € (0,1), entdo 9f(x) ={v € R : vx = vy}. Supondo v # 0, € possivel

escolher y de forma a chegar a uma contradi¢ao. Isso nos diz que 0f(x) = {0},
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- Sey =0, entao 0f(x) ={v € R:vx > 0}, logo, 0f(x) = [0, +00);

- Sey =1, tem-se 0f(x) ={ve R:v(x—1) > 0} = (—o0, 0].
Concluimos que se x € (0,1), entdo 0f(x) = RN{0} N[0, +o0) N (—o0, 0] ={0}.

- Sex =0, seque que of(0) ={v € R: f(y) > vy, y € R}. Assim, para y & [0,1]
temos que 0f(0) = R, e para y € [0, 1] temos que 0f(0) = (—o0,0]. Considerando a

intersecao dos dois casos, temos que 0f(0) = (—oo, 0];

- Sex =1, temos que 0f(1) ={ve R:f(y) =2 v(y—1), y € R}. Dai, sey & [0,1]
ou se y = 1, temos que 0f(1) = R. Por outro lado, se y € [0,1) obtemos que
of(1) = [0,400). Logo, tomando a intersecao dos trés casos anteriores, temos que

f(1) = [0, +00).

Portanto,

0, se x <0,
(—00,0], se x=0,
of(x) = {0}, se x € (0,1),
[O,+oo), se x =1,

0, se x> 1.

A concavidade de uma funcao nao garante a igualdade entre os subdiferenciais Fréchet

e limite, como mostra o préximo exemplo.
Exemplo 2. Se f: R — R € tal que f(x) = —|x|, entdo

{—1}, se x>0,
of(x) = {1}, se x<0, (1.4)

0, se x=0,

{—=1}, se x>0,
of(x) = 1}, se x<0, (1.5)
{—1,1}, se x=0.
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Com efeito, se x =0 e h € um numero nao-nulo suficientemente pequeno, obtemos

“;[(x%—h)—f() v = |111|[ hj — vh]
h
= —1—vm

—1—v, se h>0,

v—1, se h<0.

Logo, se v € 6]‘(0) e h >0 temos que v < —1. Sev € af(O) e h <0 temos que v > 1.
Tomando a intersecao dos dois casos, vemos que af(()) = 0.

Suponha agora que x > 0. Daf,

1 1
h) — f hy| = = |—x+h/+x—vh
LFe ) =00 — (v = et Rl bl — v
1
= —|—x+hl+x—vh
|h![ Ix +h|+x v]
h
——(1+4+wv se x = —h,
_ 1 |h|( ),
|h|(2x+h vh), se x < —h.

Dado x > 0, para h suficientemente pequeno podemos supor que 0 < |h| < x. Assim,

1 —1—v, se h>0,

[0 1) = 00 — (v, =

1+v, se h<0.

Logo, sev € 5f(x) eh >0 temos quev < —1. Sev € af( ) e h <0 temos que v > —1.

Tomando novamente a intersecao dos dois casos, vemos que se x > 0, entao af(x) ={-1}.
Um argumento andlogo mostra que se x < 0, entao 5f(x) = {1}. Isso conclui a prova

de (1.4). A prova de (1.5) seque diretamente de (1.4).

Proposigao 2. Se f : R — R U {400} € diferencidvel em X, entdo 51‘(%) = {Vf(x)}.

Além disso, se f € de classe C' em uma vizinhancga de X, entdo 0f(x) = {VF(X)}.

Demonstracao. Como f é diferenciavel em X, temos
fly) = (%) + (VI(x),y = %) + ollly —xll) vy € R™,
isto 6, V(X) € 9f(X).
Suponha agora que exista vV € 61‘(%), v # Vf(x). Dai, para todo h € R™,
o(llhl) 4+ (v, h) < f(x + h) — f(x) = (VF(x), h) + o*(I[hl]),

o que implica em,
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(v —Vi(x),h) < o*([[hll) — olIRl}).

Tomando
R i,
kv — VF(X)[I’
temos que h* — 0 (k — c0) e

v —VEx)ll/k < 0*(1/k) — o(1/k),
o que é possivel somente quando v — Vf(X) = 0. Essa contradi¢ao mostra que 51‘(%) =
{V(x)}
Para mostrar que of(x) = {Vf(X)}, tomemos um ponto v € 9f(x), logo que existem
x* — X tal que f(x*) = f(X) e VK € 5f(xk) com v€ — V. Seja U uma vizinhanca de X

onde f é de classe C'. Como x*¥ — X, temos que existe ko € N tal que Yk > kg, x* € U.

Assim,
Wi} = {VF(x})} = 0f (x¥).
Logo,
v = lim v* = lim Vf(x*) = Vf(x),
k—o0 k—o0
ou seja, of(x) ={Vf(x)}. H

A seguir, apresentaremos um exemplo de uma funcao que nao é convexa mas os sub-

diferenciais Fréchet e limite coincidem.

Exemplo 3. Seja f: R — R, f(x) = +/Ix|. Entdo

1
R — 0, se x#0,
Of(x) = df(x) = { x| } (1.6)

(—o0,+0), se x=0.
De fato, se x =0, entao para todov € R,

VIl —vh 1 h 1
= > VI,

] N

+/|h| —vh 1
lim inf L > lim inf(— — IVI): +o00.

Ih|—0 [h| Ihi—0 \/[h|

Portanto, 51‘(0) = (—o00,400). Além disso, (—oo,+00) = 51“(0) C of(0) C (—o0,+00), 0

o que implica em

que implica que 0f(0) = (—oo, +00).
Por outro, se x # 0, f é de classe C* e

af(x) = 0f(x) = {f'(x)} = {1/2/II}.
Isso prova (1.6).
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Quando uma funcao f: R™ — R U{+00} é convexa e diferenciavel em um ponto X €
dom f, vé-se que 0f(x) = {Vf(X)}. Entretanto, se nao tivermos a hipétese de convexidade,

essa igualdade nem sempre é verdadeira, como mostra o préximo exemplo.

Exemplo 4. Seja f: R — R definida por

1
xZsin—, se x #0,
0, se x=0.

Entao 61“(0) = {0} e 0f(0) = [—1,1]. De fato, como f € diferenciavel em 0 temos que
51‘(0) = {f’'(0)} = {0}. Além disso, se xg € [—1,1] \ {0}, entao existe v € R tal que
cosv = xg. Se x¥ =1/(xg + km) e v€ = 2x*sin(1/x*) — cos(1/x*), vemos que v € 0f(0).
Por outro lado, se v € 3f(0) \ {0}, ezistem x* — 0 tal que f(x*) — 0 e vk € df(xX) com
vk = v, Seque que v = 2x* sin(1/x*) — cos(1/x¥) e, consequentemente,

vl < Jim (v — V¥4 5] < lim (v —vE] 425+ 1) = 1.

Portanto, 0f(0) = [—1, 1].

lim
k—o0

Proposicao 3. Sejam f; : R™ - RU{+o00} e fy : R™ = R funcdes, onde x € dom fy, e

fy € de classe C' em um vizinhanca de X. Se f = f, + fa, entdo
(a) OF(X) = 01 (X) + VFa(X);

Demonstragdo. (a) Sejam U uma vizinhanga de X onde f, é de classe C!, e h suficiente-
mente pequeno tal que X + h € U. Assim,
£, (X +h) = £5(X) + (V£,(%), h) + o*4(|[h]).

Tome v € 0f; (X) + Via(X); entdao v =w + Vfy(X), W € of, (X). Segue que,

f1(X+ ) > £1(%) + (W, h) + o[,
Mortraremos que se h é suficientemente préximo de zero, entao

f(x+h) — £(X) — (W, h) > of|Ihl).

De fato,

f(X+h) —f(x) — (W,h) = FX+h) +F(X+h) —F1(X) — f2(X) — (W + VEa(X), h)
= o*([[hl) + o**([[hI]) = oll[Rl).
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Logo, v € 51‘(%).

Por outro lado, se v € 5f( ), mostraremos que v — Vfy(X) € afl( ). Com efeito,

f(X+1) — F2(0) = (F— VR(R), ) = f(R+h) = () — (¥, h) -
B(X+ 1) = £2(8) — (V2(%), 1)
> ofllhl) + o*Inll) = o).

Portanto, v — Vfy(X) € afl( ). Dai, v =v — Vfy(Xx) + Vfy(X) € afl( )+ Vfy(X).

(b) Se v € 0f1(X) + Vfy(X), entdo Vv = W + Vfy(X), W € 0f(X). Segue que existem
y* = X tal que f1(y*) — f1(X) e Wk € 9f1(y*) com wk — w.
Defina,

Xk i=yk e vEi=wk 4 Vi, (yR) € 0f (xX) + Va(xK) = Of(x¥).

Assim, x* — X, f(x*) = f1(x*) + fo(x¥) = f1(X) + f2(X) = £(X) e V8 = wk + Vi (y*) —
W + Vfy(X) = v. Isso implica que v € 9f(x¥).

Se v € 9f(x¥), devemos mostrar que v — Vfy(X) € 9f;(x¥). Como v € 9f(x¥), existem
Xk = x tal que f(x¥) — f(X) e V¥ € 0f(x¥) com v¥ — V. Assim, v = Wk +Vf,(yk), wk €
of, (x*). E consequentemente, w* — v — Vfy(X). Portanto, v — Vfy(X) € of; (x¥). O

Proposicao 4. Seja (x*,v¥)en uma sequéncia em R™ x R™ tal que (x*,v¥) € Grafof
para todo k € N. Se (x*,vK) converge para (x,v), e f(x*) converge para f(x), entdo

(x,v) € Grafof.
Demonstragao. Use diagonal de Cantor ou veja pagina 441 de [3]. O

Exemplo 5. O resultado acima nao vale para o subdiferencial de Fréchet, basta tomar

f:R = R, f(x) = —|x| e (x*,v¥) = (—1/k, 1).

Definigao 3. Seja f: R™ — R U{4o00}. Um ponto x € R™ € dito ponto critico de f se
0 € 0of(X). O conjunto dos pontos criticos de f € denotado por
crit f={x € R™:0 € of(x)}.

Observagao 2. De acordo com Proposi¢ao 4, se mostrarmos que existe uma sequéncia

(x*,wk) € Grafof tal que (x*, w*) — (x,0) e f(x*) — f(X), entdo X é um ponto critico.
Definigao 4. Seja C C R™ ex € C.

(a) O cone normal reqular de C no ponto X, € definido por

A~

Ne(X) ={ve R™: (v,x —X) < o(||x —X||), para x € C}.
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(b) O cone normal de C no ponto x ¢é dado por

Ne(x)={veR":3xk > X, x* € Cevk—vcom vk e Ne(x¥)).

Proposicao 5. Seja C um subconjunto nao-vazio e fechado de R™. Se x € C, entao

~

(i) dic(x) =Ne(x),
(i) dic(x) = Ne (%),
Demonstragao. (i) Se v € 5ic(¥), ent ao (v,y —X) < —o(|ly —X||), y € C. Portanto,

AU Nc(f).

Se, por outro lado, v € ﬁc(%), entao

0< o(lly=x[) —(v;y—x) = 0< hmi{lfmﬁc(lﬁ—ic(?)—@ay—?ﬂ = v € of(X).
y—x —

Portanto, ﬁc(i) = 51‘(%).

(ii) Como X € C, a condig ao ic(x*) — ic(X) implica que ic(x*) = ic(X) = 0. Dai,

dic(X) = (veR™: I =X, ic(x) = ic(x),vk e 5ic(xk) e vk = v}
= {vEIR”:Eka—>i,xk€C,vke/a\ic(xk)evk—>v}
= {vE]R“:Eka—>¥,xkeC,vkeﬁc(i)evk—>v}

Onde a terceira igualdade vale por (i). O

Corolario 1. Seja C um subconjunto nao-vazio, fechado e convexo de R™. Sex € C,
entao

NC(%) ={veR": (v,x—X) <0, para x € C} = N¢(X).

Demonstracao. Como C é um conjunto convexo, segue da Proposicao 5 que T/\\JC(K) =
Nc¢(X). Por outro lado, é claro que {v € R™: (v,x —X) <0, parax € C} C NC(Y). Além
disso, se v € ﬁc(v_c), tem-se que,
(v, x =%) < ol[lx = x]]),

para x € C. Logo, para todo x € C e para todo t € (0, 1],

(v, t(x —X)) < o(|[t(x —%)]),
e portanto,

(v,x —x) < o([[t(x = %)) /t.

Fazendo t — 0%, obtemos (v,x —X) < 0. O
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Definicao 5. Seja C um subconjunto fechado de R™. A projecio em C, denotada por Pc,

¢ a aplicagao ponto-conjunto Pc : R™ = R™ definida por Pc(x) := argmin{||x—z|| : z € C}.

Proposicao 6. Seja C C R™ um conjunto fechado nao-vazio. Entao a projecao de y

sobre C eziste para todoy € R™.
Demonstragao. Veja pagina 11 de [9]. O
O Teorema seguinte mostra que se C é convexo e fechado, entao a projecao é unica.

Teorema 1. (Teorema da Projecao)
Seja C C R™ um conjunto convexo e fechado.
Entao para todo x € R™, a projecao de x sobre C, Pc(x), existe e € unica.
Além disso, X = Pc(x) se, e somente se,
xeC, (x—x,y—x)<0 WyeC(,
ou, equivalentemente,

xe C, x—X € Nc(x).
Demonstragao. Veja pagina 102 de [9]. O

Corolario 2. (Operador de projecao é nao-expansivo)
Seja C C R™ um conjunto convexo e fechado.
Entao parax € R™ ey € R™ quaisquer,
IPc(x) =Pyl < flx—yll.

Demonstracao. Veja pagina 106 de [9)]. O

1.2 Prox-regularidade

Definicao 6. Um subconjunto fechado F C R™ € dito prox-reqular se o operador projecao

Pr € um unico valor em torno de cada ponto x em F.
Exemplo 6. Seque do Teorema 1 que os conjuntos convexos sao prox-regulares.

Exemplo 7. O conjunto D ={x € R% : x; + X3 = 1} com a norma |Ixlly = [x1| + x| nao
¢ proz-reqular. De fato, d(0,x) = 1, Vx € D. Logo uma projecdao de 0 sobre D em relagao

a esta norma € qualquer ponto de D.

A seguir apresentaremos um importante teorema de Anélise Variacional.
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Teorema 2. [12] Seja F um conjunto fechado proz-regular de R™. Seja g : R™ — R dada

por g(x) = %d(x, F)2. Entao para cada X € F existe v > 0 tal que:
(a) A projecao Py € um tnico valor na B(X,1);
(b) a fungao g é C* na B(x,1) e Vg(x) = x — Pg(x);
(¢) a aplicagdo gradiente Vg € 1-Lipschitz continua na B(X, ).

O item (c) ndo esta explicito em [12], entretanto, ele estd provado em [14].

1.3 Conjuntos algébricos e semi-algébricos

Definicao 7. Um conjunto A C R™ € dito algébrico, quando existe uma func¢ao polinomial

f:R™ — R, tal que, A ={x € R™: f(x) = 0}, ou seja, A = f1(0).

n+1 n+1
Exemplo 8. Seja S™ = {x e R Z X} = 1}. Entao, se tomarmos f(x) = Z X3 —1,
i=1 i=1

temos que S™ = f1(0).

Proposicao 7. Se A, B subconjuntos algébricos de R™, entao AUB e AN B sao subcon-

juntos algébricos de R™.

Demonstracao. Como A, B sao conjuntos algébricos, existem fungoes polinomialis f; e fy
tais que, A = f;1(0) e B =, 1(0). O resultado segue observando que AUB = (f;-f5)~1(0),
ANB = (f2 4 f2)71(0), e que as fungdes (f; - f2) e (f? + f2) sdao polinomiais. O

Proposicao 8. Se B ¢ um subconjunto algébrico de R™ e F: R™ — R™ € uma aplicacao

polinomial, entio F~1(B) € um subconjunto algébrico de R™.

Demonstra¢ao. Como B é um subconjunto algébrico de R™, existe uma fungao polinomial
@ : R™ — R tal que B = @ *(0). Sabemos que F1(B) = {x € R™ : 3y € B,F(x) = y}.
Logo, para todo x € F1(B), existe y € B tal que @(F(x)) = @(y) =0, ou seja, F1(B) =
(@ o F)71(0). Como ¢ o F é uma funcao polinomial, temos que F~*(B) ¢ um subconjunto

algébrico de R™. O

Entretanto, a imagem de um conjunto algébrico por uma aplicacao polinomial nem

sempre ¢ um conjunto algébrico. Veja o exemplo a seguir.
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Exemplo 9. Sejam m: R2 — R a projecio mt(x,y) =x e St ={(x,y) € R?: x> +y% =1}
Vimos no Ezxemplo 8 que S' é um conjunto algébrico, mas 7(S') = [—1,1] ndo é um
conjunto algébrico. De fato, para todo polinomio f : R — R, temos duas possibilidades
para £71(0). Se f ndo for o polindmio identicamente nulo, temos que £~1(0) € o conjunto
finito de raizes do polinémio. Caso contrdrio, £=1(0) = R. Logo ndo exite um polinémio

f: R — R, tal que, T~1(0) = [—1,1]. Portanto, o intervalo [—1,1] nao é um conjunto

algébrico.

A seguir, definiremos uma classe mais geral de conjuntos algébricos, a saber, a classe

dos conjuntos semi-algébricos.

Definicao 8. Um subconjunto S de R™ € dito semi-algébrico se existe um niumero finito

de fungoes polinomiais reais Py, Qi : R™ — R tais que

P q
:UﬂXGRn' —OQU <0}
j=11i=1

Definicao 9. Uma fungdo f : R™ — RU{+o0} € dita semi-algébrica se o seu grifico, isto €,
Graf f={(x,A) € R""': f(x) = A}, € um subconjunto semi-algébrico de R™™1. Analoga-
mente, uma aplicagcio ponto-conjunto F : R™ == R™ ¢é uma aplicagao semi-algébrica se

Graf F={(x,y) € R*™ :y € F(x)} € um subconjunto semi-algébrico de R™*™.

Definicao 10. Sejam S; C R™ e Sy C R™ conjuntos semi-algébricos. Uma aplica¢ao
f:Sy — Sy dada por f = (fy1,....,fn) € semi-algébrica se f; € uma fungdo semi-algébrica

vie{l,..,n}h

Observe que todo conjunto algébrico é um conjunto semi-algébrico. De fato, se A é
algébrico, existe uma funcao polinomial f : R™ — R tal que A = {x € R" : f(x) = 0}. Dal,

basta notar que se g;(x) = f(x) e g2(x) = —f(x), entao
A = {xeR":f(x) =0}
2
— [xeR":f(x)=0}U (ﬂ{x ER™: gi(x) < 0}).
i=1
Exemplo 10. Toda aplicagao polinomial p : R™ — R™ € uma aplicacao semi-algébrica.
De fato,

Graf p={(x,y) € R™ x R":y =p(x)} = q~*(0)

onde q(x,y) =y —p(x) € uma func¢do polinomial.
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Proposicao 9. Na reta, um conjunto semi-algébrico € a reuniao finita de intervalos

abertos, fechados, semi-abertos e pontos.
Demonstracao. Veja pagina 25 de [5]. ]

Teorema 3. (Tarski-Seidenberg). Considere a aplica¢ao proje¢io 7 : R™ x R™ — R™
definida por mt(x,y) = x. Entao, para todo subconjunto semi-algébrico A de R™™ m(A)

¢ um subconjunto semi-algébrico de R™.
Demonstragao. Veja pagina 26 de [5]. O
Vejamos algumas propriedades de conjuntos semi-algébricos:

(i) Seja A C R™ um conjunto semi-algébrico. Entdo os conjuntos A, intA e 0A sdo

conjuntos semi-algébricos;

(ii) Sejam A,B C R™ conjuntos semi-algébricos. Entao, AUB, ANB, A—B, B—A,

A€ e B€ sao conjuntos semi-algébricos;

(iii) Sejam A C R™ e B C R™ conjuntos semi-algébricos. Entdao A x B C R™ x R™ ¢

um conjunto semi-algébrico.

Corolario 3. Sejam A C R™ e B C R"™ conjuntos semi-algébricos e f : A — B uma
aplicagao semi-algébrica. Se S C A € um conjunto semi-algébrico, entio f(S1) € um
conjunto semi-algébrico. Além disso, se So C B € um conjunto semi-algébrico, entao

f~1(Sy) € um conjunto semi-algébrico.

Demonstragao. Note que Graf fls, = (S; x B) N (Graf f) é um conjunto semi-algébrico.
Definindo 7o : R™ x R™ — R™, my(x,y) =y, obtemos my(Graf fls,) = f(S;1). Logo,
pelo Teorema 3, f(S;) é um conjunto semi-algébrico. Para f~1(S,), basta notar que

f~1(Sy) = m ((A x S3) N (Graf f)), onde 71; é a projecao na primeira coordenada. a

Corolario 4. A imagem de um conjunto semi-algébrico por uma aplica¢ao polinomial €

um conjunto semi-algébrico.
Demonstracao. Segue do Corolario 3 e do Exemplo 10. O

Proposicao 10. Sejam A C RP ¢ B C R™ conjuntos semi-algébricos e f: A — R™ e
g:B — R™ aplicagoes semi-algébricas tal que f(A) C B. Entao gof: A C RP — R™ ¢

uma aplicacao semi-algébrica.
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Demonstracao. Por hipotese, Graf f é um conjunto semi-algébrico. Por outro lado, o
conjunto f(A) x g(f(A)) ={(f(x), g(f(x))) € R x R™ : x € A} também é semi-algébrico.

Dai o conjunto

Q = (Graf f) x f(A) x g(f(A))
= {(x,f(x),f(x),g(f(x))) € RP x R" x R" x R™:x € A}

é semi-algébrico. Tomando a projecao 7t : RP x R™ x R™ x R™ — RP x R™ pondo
(x,y,z, W) = (x,w), segue que (Q) ={(x,g(f(x))) € RP x R™:x € A} = Graf gof

¢ um conjunto semi-algébrico. Portanto g o f é uma aplicacao semi-algébrica. [

Proposicao 11. Sejam S um subconjunto semi-algébrico nao-vazio de R™, g : R™ x
R™ — R uma funcgao polinomial real e f: R™ — R U {400} definida por
f(x) =sup{g(x,y) : y € S}.

Entao f ¢ uma funcdo semi-algébrica.

Demonstracao. Para isso, basta mostrarmos que
Graf f ={(x,A) e R® x R:Vy € S,g(x,y) < A}N{(x,u) € R™ x R: f(x) > u}
é um conjunto semi-algébrico. De fato, usando as propriedades dos conjuntos semi-

algébricos, vemos que

Q = {(x,Ay) e R" xR xS:g(x,y) > A}
= {(x,A,y) e R"x RxR™:g(x,y) >A}N(R" xR x §)

¢ um conjunto semi-algébrico. Defina
m:R™ x R x R™ — R™ x R pondo, 7t(x, A, y) = (x,A).
Pelo Teorema 3, o conjunto 71(Q) = {(x,A) € R™ x R : existe y € S, g(x,y) > A} é semi-
algébrico, logo o seu complementar 7t(Q)¢ = {(x,A) € R" x R:V y € S,g(x,y) < A},
goza da mesma propriedade. Analogamente, mostra-se que o conjunto
{(,w) e R"xR:VyeS, glxy)>u={xun R xR:flx)>u}

¢ semi-algébrico. Portanto, Graf f é um conjunto semi-algébrico. m

Corolario 5. Sejam S um subconjunto semi-algébrico nao-vazio de R™, h: R*xR™ — R
uma funcao polinomial real e f: R™ — R U{—o0} definida por
f(x) = inf{h(x,y) : y € S}.

Entao f € uma funcdo semi-algébrica.
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Demonstra¢ao. Ponha g(x,y) = —h(x,y). Dai,
f(x) =inf{h(x,y) : y € S} =inf{—g(x,y) 1y € S} = —sup{g(x,y) : y € S}.

Logo f é uma funcao semi-algébrica. O

Exemplo 11. Se S é um subconjunto semi-algébrico nao-vazio de R™, entao a fung¢ao
P:R™ — R, onde P(x)=dist(x, S)?
¢ semi-algébrica. De fato, basta aplicarmos a Coroldrio 5 € fungao polinomial g(x,y) =

Ix —y||*>. Dai, Y(x) =inf{||[x —yl||*> : y € S} € uma funcio semi-algébrica.

Exemplo 12. Sejam Fy,...,F, conjuntos semi-algébricos nao-vazios de R™. Entao a
fungdo f: R™ — [0,4+00), dada por
f(x) =35> P, dist(x, F;)?

é semi-algébrica. Com efeito, pelo Exemplo 11, a aplicacao &(x) = (dist(x, F1)?, ..., dist(x, F;)?)

¢ semi-algébrica. Logo f(x) = (ho &)(x), onde h(x) = w Aplicando a

Proposi¢ao 10, obtemos o resultado.

1.4 Conjuntos analiticos, semi-analiticos e subanaliticos

Definicao 11. Um conjunto A C R™ é dito analitico se para todo x € A existe uma

vizinhanca U, C R™ de x e uma funcdo analitica f: U, — R, tal que, AN U, = f1(0).

Exemplo 13. Seja f: R* — R definida por f(x,y) = e* + sinx? +y3. Entdo o conjunto
A ={(x,y) € R%: f(x,y) = 0} é um conjunto analitico.

Claramente, todo polinomio é uma aplicacao analitica, logo todo conjunto algébrico é

um conjunto analitico.

Definicao 12. Um conjunto X C R™ € dito semi-analitico bdsico, se para todo x € X

existe uma vizinhanca U, C R™ de x e funcoes f, gy, ..., gk, analiticas em Uy tal que
k
XUy ={x € R™: f(x) = 0} ([Yix € R™ : gs(x) > 0})
i=1

Definigcao 13. Um conjunto semi-analitico é a reunido finita de conjuntos semi-analiticos

basicos.

Observacao 3. Todo polinomio é uma aplicagcao analitica, logo todo conjunto algébrico

¢ um conjunto analitico. Da mesma forma que todo conjunto algébrico é semi-algébrico,
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fica claro que todo conjunto analitico € semi-analitico. E como todo polinomio € analitico,

temos que, todo conjunto semi-algébrico € um conjunto semi-analitico.

Definicao 14. Seja X C R™. Dizemos que a funcao F : X — R € semi-analitica se seu

grdfico Graf F ={(x,F(x)) :x € X} C R"" € um conjunto semi-analitico.

Definicao 15. Sejam X C R™ e Y C R™. Uma aplicacao F : X — Y € semi-analitica se
suas fungoes coordenadas sao semi-analiticas. Equivalentemente, se seu grdfico Graf F C

R™™ ¢ um conjunto semi-analitico.

Observacao 4. O Teorema de Tarski-Seidenberg nao € wvdlido para conjuntos semi-

analiticos, veja Exemplo 2.14 de [4].

Definicao 16. Um conjunto A C R™ € dito subanalitico se existe um conjunto AC R™,
semi-analitico, m = n, tal que a projecao m: R™ — R™ restrita a A ¢ uma aplicacgao

prépria e A = 1(A).

Com esta definigao torna-se naturalmente valido o Teorema de Tarski-Seidenberg. De
fato, Sejam A C R™ um conjunto subanalitico e 7t : R™ — R¥*, n > k, uma projecao.
Sabemos que existe um conjunto semi-analitico A C R™, m > n, tal que a projecao
i R™ — R™ restrita a A é uma aplicacao propria e A = ﬁ(/i). Logo, 7 o 7t define
B = 7t(A) como conjunto subanalitico.

Assim definido, segue que todo conjunto semi-analitico é subanalitico.

Em suma, temos as seguintes inclusoes:

Como antes temos as seguintes definicoes:

Definicao 17. Seja A C R"™. Dizemos que uma funcao F: A — R € subanalitica se seu

grdfico Graf F ={(x,F(x)) :x € A} C R"" € um conjunto subanalitico.

Definicao 18. Sejam A C R™ e B C R™. Uma aplicacao F: A — B € subanalitica se suas
fungoes componentes sao subanaliticas ou equivalentemente, se seu grafico Graf F C R™™

€ um conjunto subanalitico.
Vejamos algumas propriedades de conjuntos subanaliticos:

(i) Se A,B C R™ sdo conjuntos subanaliticos, entdo A UB é um conjunto subanalitico;
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Figura 1.1: Diagrama 1

(ii) (Teorema de Gabrielov) Se A C R™ é um conjunto subanalitico, entdo A® é um

conjunto subanalitico; (veja Teorema 3.10 de [4])

Como consequéncia de (i) e (ii), temos que a intersegao e a diferenga de conjuntos

subanaliticos ¢ um conjunto subanalitico.

(iii)) Se F: A C R™ — R™ é uma aplicacdo subanalitica, entdo A e F(A) sao conjuntos

subanaliticos;

(iv) Se A C R é um conjunto subanalitico, entdo A é reunido finita de intervalos abertos,

fechados, semiabertos e pontos;
(v) Composta se fungdes subanaliticas ainda é uma funcao subanalitica;

(vi) Se A C R é um conjunto subanalitico, entdo A, intA e dA sdo conjuntos sub-

analiticos.

Para uma abordagem mais completa sobre conjuntos semi-anliticos e subanaliticos

veja [4].

1.5 Estrutura o-minimal

Defini¢ao 19. [11] Seja M = |J My, onde cada M,, € uma familia de subconjuntos de
neN
R™. Dizemos que a colecao M € uma estrutura o-minimal em (R, +,-) se:
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(1) cada M,, é uma dlgebra booleana, ou seja, ) € M,, e para cada A,B € M,,, AUB,
A NB, e RM\A pertencem a M,,;

(2) se Ae M, e BeM,,, entaio A X B € My ym;

(3) se A€ Myym emm: R™™ — R™ € a projecao das n primeiras coordenadas, entdo

m(A) € My;

(4> se f7gl7927"'7 gk € @[Xlu ---7Xn]; entao {X € R™: f(X) = O, gl(x) > 07"'7gk(x) >
0} € My;

(5) My consiste de todas as unides de intervalos abertos e pontos.

Definigao 20. Para uma estrutura o-minimal M fixada em (R, +, ) dizemos que A € um

M-conjunto se A € My, para algum n € N.

Definicao 21. Dizemos que f: A — R, onde A C R™, é uma M-funcao se o grifico de

f é um M-conjunto.

Definicao 22. Uma funcao f: R™ — R € dita ser definivel ou definable em M se seu
grifico pertence a My 1. Além disso, f : R™ — R U {+o0} € dita definivel em M se a
imagem inversa f~1(4+00) € um subconjunto definivel de R™ e f restrita d seu dominio

efetivo € uma funcao definivel.

Definicao 23. Dizemos que f: A — R™, onde A C R™, é uma M-aplicagao se o grdfico

de f é um M-conjunto, ou equivalentemente, se f; sao M-funcdes para cada i=1,...,m.

Claramente os conjuntos semi-algébricos e subanaliticos sao M-conjuntos, e as fungoes

semi-algébricas e subanaliticas sao M-fungoes.

Proposicao 12. Sejam A C R™ e B C R™ M-conjuntos e f: A — B uma M-aplicagao.
Se S1 C A € um M-conjunto, entdo f(S1) € um M-conjunto. Além disso, se S C B € um

M-congunto, entiao £~1(Sy) € um M-conjunto.

Demonstragao. Note que Graf fls, = (S; x B) N (Graf f) é um M-conjunto. Definindo
T : R™ x R™ — R™, m(x,y) = y, obtemos my(Graf fls,) = f(S;). Logo, f(S1) é um
M-conjunto. Para f~1(S,), basta notar que f~!(S,) = m ((A x S3) N (Graf f)), onde 71; é

a projecao na primeira coordenada. O]
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Proposigao 13. Sejam A C RP e B C R™ M-conjuntos e f : A - R eg: B — R™
M-aplicagao tal que f(A) C B. Entao gof: A C RP — R™ € uma M-aplicagao.

Demonstracao. Por hipotese, Graf f é um M-conjunto. Por outro lado, o conjunto f(A) x

g(f(A)) ={(f(x),g(f(x))) € R*" xR™ : x € A} também é um M-conjunto. Dai o conjunto

Q = (Graf f) x f(A) x g(f(A))
= {(x,f(x),f(x),g(f(x))) e RP x R" x R" x R™:x € A}

¢ um M-conjunto. Tomando a projecao 7 : RP x R™ x R™ x R™ — RP x R™ pondo
n(x,y,z, W) = (x,w), segue que 7(Q) = {(x,g(f(x))) € RP x R™:x € A} = Graf gof

¢ um M-conjunto. Portanto g o f é uma M-aplicagao. O]

A seguir enunciaremos alguns resultados basicos da estrutura o-minimal, cujas respec-

tivas demonstragoes podem ser encontradas em [11].

Lema 1. Sejam G : A — R™ uma M-aplicagao e f : A — R uma M-funao tal que
f(x) = 0 para todo x € A. Defina @ : G(A) — R por

= inf f(x).
¢(y) et (x)

Entao @ € uma M-fungao.

Corolario 6. Seja A um M-conjunto em R™. Entdo dist : R™ — R € uma M-funcao,

onde dist(x) = inf ||x —y||.
yeA

Corolario 7. Seja A uma M-conjunto em R™. Entdo o fecho e o interior de A sao

M-conjuntos.

Lema 2. (Lema da Monotonicidade)
Seja f: (a,b) — R uma M-func¢do. Entao existem nimeros reais a = qp < a1 < ... <
ax = b tal que f € continuamente diferencidvel em cada intervalo (ai, aiyq1). Além disso,

f" € uma M-funcao e a fungao f € estritamente mondtona ou constante em cada intervalo

(ai, (11+1)'

Lema 3. Seja f: U — R* uma M-funcao diferencidvel onde U é uma aberto em R™.

Entao 0f/0x;, j = 1, ..., sao M-fungoes, e dai VT é uma M-aplicacao.
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Lema 4. (Lema de Selecao de Curva)
Seja A um M-conjunto em R™ e suponha que a € A\{a}. Entao existe uma M-curva

v:10,e) = R™ de classe C! em [0, ¢) e tal que y(0) = a e y((0,¢)) C A\{a}.
Exemplo 14. Se f: A — R é uma M-funcao diferencidvel, entao

g(x) = IVF(x)ll — (f(x))?
¢ uma M-funcao.

Exemplo 15. Seja f: R — R definida por

1
xZsin—, se x #0,
0, se x=0.
Se f fosse uma M-funcao teriamos pelo Lema 2 que f' também seria uma M-funcao, logo
A={x€R:f'(x)=0}=f"Y0) seria um M-conjunto, o que contradiz a Definicdo 19

item (5).
Apresentaremos agora o Teorema de Pouiseux, que serda muito util no préximo capitulo.

Teorema 4. Seja f : [0,0) — R uma funcao subanalitica e continua. FEntdo existem
€ >0,k €Neh(t) =Y, xt una fungio analitica em uma vizinhanga de 0 € R
tal que f(t) = h(tk), para t € [0, ¢). Portanto, hda um desenvolvimento de f em série de

. i .
Pouiseuz f(t) = Y 2, &tk uniformemente convergente.

Demonstragao. Veja pagina 143 de [10]. O]
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Seja U um subconjunto aberto de R™. Denotaremos por C'(U;R) o conjunto das funcoes

f: U — R de classe C'.

Defini¢ao 24. [7] Dizemos que uma fungio f € C'(U;R) satisfaz a desigualdade de
Lojasiewicz em torno de a € U se existem constantes © € (0, 1], 5, ¢ > 0 tal que para todo
xe U, |lx—al <9,

[f(x) = f(a)]'~° < cl[VF(X)|. (2.1)

O numero 0 serd chamado de expoente de Lojasiewicz.

Teorema 5. (Desigualdade de Lojasiewicz. Caso n=1)
Seja f uma funcdo analitica real em uma vizinhanga de um ponto a € R tal que f'(a) = 0.

Entao f satisfaz a desigualdade de Lojasiewicz em alguma vizinhanca de a.

Demonstracao. Sem perda de generalidade, podemos supor que a = 0 e que f(a) = 0.

Como f ¢é analitica em uma vizinhanca da origem, podemos escrever

fx) = ) ", (22)
k=0
e consequentemente,
f/(x) = > kapx*. (2.3)
k=1

Afirmamos que existem constantes kg € N, 8 > 0, ¢y, ¢y tal que, se |x| < 8, entao

[F(x)] < calx[* (2.4)

[ (x)] > calx[. (2.5)

25
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Mostraremos inicialmente (2.4). Defina A ={k € N : ay # 0}. Seja ko o menor elemento

de A. Segue de (2.2) que,
f(x)
o Qy, + s(x),

onde, $(x) = Q,1% + Ak roX* + -+ . Como lim, 0 s(x) = 0, existe §; > 0 tal que para

x| < 81, tem-se |s(x)| < 1. Logo, para |x| < &1,

[T(x)]
[x[¥o

< |ak0| +1= C1,

ou seja,
[F()] < ealx[*e.
Vamos a prova de (2.5).
Usando (2.3) obtemos,

onde,

g(x) = koay,x*™ e r(x) = (ko + Dag,1x* +--- .
kolay,|

Como limy_,o T(x)/xk0~1 = 0, existe &3 > 0 tal que para [x| < 8, [r(x)| < 5 x|ko—1,
Logo, para |x| < &g,
1 Kolakgl e - _ Kolay,|
0001 > 1900 — Irx)] > Kol i1 — S0T80 ot = gyfyflal, ¢ = <20kl

Tomando & = min{d;, 85}, tem-se que para |x| < 9, vale (2.4) e (2.5) simultaneamente.

Dali,

1 1 kog—1
1\ %o 1 1\ %1 1 1 K kg—1
(=) " <k < ()" HEIET = e(<) R <P
1 2 1
cl_%
O resultado segue tomando ¢ = 1(: e 0 =1/ko. m
2

Fungoes C*, em geral, nao verificam a desigualdade de Lojasiewicz, como mostra o
Exemplo 16. Seja f: R — R definida por

e/ se x#£0
f(x) = 7 )
0 , se x=20
Afirmamos que f € uma funcdo C* que nao satisfaz a desigualdade de Lojasiewicz em

torno da origem. De fato, se x # 0 existe f™)(x) para todo n € N. Resta mostrar que

1
existe T (0) para todo n. Com efeito, se x # 0, f(M(x) = p(;)e*I/XQ, onde p € um
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polinémio. Ponhay = 1/x, e suponha por inducio que para todo f™~Y(0) = 0. Seque

que,

1 (x) — fin=1(0) 1 2 2
(T‘L) prnd 1 g 1 D —_ 71/7( = 1 U prnd
0 =l =g fimp()e = i piy)/er =0

Logo, f € C*.
Suponha agora que x > 0 e que existam contantes ¢ >0 e 0 < 0 < 1 tal que |VTf(x)| >

clf(x)]*=®. Da,
L e e
TOVEx)| 1/2x3

Assim,
c> lim —— =400
x50+ 1/2x3 ’
0 que € uma absurdo.

Lema 5. Sejam U C R™ e f € CY(U;R) satisfazendo a desigualdade de Lojasiewicz em

torno de a € U com expoente © € (0,1]. Entado:

(a) A funcao f satisfaz a desigualdade de Lojasiewicz em torno de a para todo expoente

0’ € (0,0];

(b) Sen =1, entdao o ponto a, ou pertence ao interior de f~1({f(a)}), ou é um ponto
isolado da fronteira de f1({f(a)}). Como consequéncia, ou f(x) > f(a) para todo
a<x<a+d (resp. a—08 < x < a), ouf(x)<fla) para todo a < x < a+d

(resp. a—d <x< a);

(c) Sen =1, entdo existe 8’ < tal que a fungdo f ou é constante, ou € estritamente

crescente, ou € estritamente decrescente em [a,a + 8'] (resp. [a— &', al);

(d) Sen =1, e se f é nao constante em [a,a + 8'] (resp. [a—08',al), entdo existem
c' >0, tal que
[f(x) —f(a)l > c'lx —al®

=
para todo a < x < a+ 08 (resp. a—8' <x< a).

Demonstracao. Como f satisfaz a desigualdade de Lojasiewicz em torno de a € U se

existem constantes 0 € (0, 1], 5, ¢ > 0 tal que para todo x € U, ||x — a|| < J,
[f(x) — f(a)]'~° < cl[VF(X)]. (2.6)

(a) Para todo 8’ € (0,0], defina g : R™ — R, g(x) = (f(x) — f(a))°®. Como ,

limy_,q g(x) = 0, existe &; > 0 tal que para |[x—a| < &y, [f(x)—f(a)[*~®" < [f(x)—f(a)|*°.
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Logo, para |[x — a] < min{d, 8;}, x € U, temos
[f(x) — f(a)['=" < c[VF(X)Il.

(b) Assuma que f satisfaz a desigualdade de Lojasiewicz em torno de a, que a nao
pertenca ao interior de f~!({f(a)}). Suponha e que a nao é ponto isolado da fronteira de
f~1({f(a)}). Uma vez que o complemento de f~*({f(a)}) é um aberto em U, é a unido
enumerével de intervalos disjuntos (x*, y*)xen. Como a nao é ponto isolado da fronteira de
f~1({f(a)}), segue que existem sequéncias (x* );en, (y")jey tais que, limx¥ = limy% = a
quando j — oo, f(xM) = f(y") = f(a) e f(z) # f(a) para todo z € (x¥,y%), j € N. Pelo

Teorema de Rolle existe z% € (x*,y") tal que f/(z") = 0. Por (2.6) temos,
[£(29) — f(a)]'~° < clf'(29)] =0.

Isso mostra que f(z%) = f(a), o que é impossivel.

(c) Segue diretamente de (b).

(d) Pelo item (c) existe existe ' < 0 tal que a fungao f , ou é estritamente crescente,
ou ¢é estritamente decrescente em [a, a4+ &’]. Suponhamos que f(x) < f(a) em [a,a+ d'].

Dai,

1d o 1 f'(x) 1
6 2 (F(0) — Fx))” = —F(0)(F(a) — F00)° ™! = o >
Logo,
glflal =) > | Zds=(x—a)
o que implica em,
0

Os outros casos sao similares. ]
Proposigao 14. Sejam U C R um conjunto aberto e a € U.

(a) Seja f € CHU;R) tal que f'(x) = g(x) + 7(x), onde |g(x)] = c[x —alP~!, p € N,
c >0, er(x) = ol]x — alP~t). Entdio f satisfaz a desigualdade de Lojasiewicz em
torno de a com expoente de Lojasiewicz © = %;

(b) Seja f € CX(U;R), e assuma que 9 (a) = 0 para 1 <j < k—1, e f¥(a) # 0.

L.

Entao f satisfaz a desigualdade de Lojasiewicz com expoente © =

Demonstracao. Sem perda de generalidade podemos supor que a = 0.
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(a) Como limy_o7(x)/[x[P~" = 0, podemos escolher & > 0 tal que [r(x)| < Sx[P~,

para todo x € U, |x| < 6. Entao para [x| < 9,
701 > 1900l = Ir(x)| > chdP~ = SxP ™! = ZxP .

Por outro lado, se 0 < x < 0, entao

0~ 0 = || (s)a
0
— J g(s)ds+J r(s)ds‘
0 0
< J csplds+J Ir(s)|ds
0 0
< 3
2p
Se —6 < x < 0, entao
0
I£(x) — £(0)] = J f’(s)ds‘
0 0
= g(s)ds+J r(s)ds‘
0 T
< J c(—s)plds+J Ir(s)|ds
0 0,
< | cf s)p_lds+J 5(—s)p_1ds
< (_1)pﬁxp 3_C|X|p
2p 2p
Portanto, para [x| < 9,
3¢
[f(x) — f(0)] < 2—|><|p
P

(b) Usando a férmula de Taylor em f e a hipdtese sobre f, obtemos

(0
f(x) =f(0) + '( )x“+r(x).
n!
Assim,
fM(0)
/ _ n—1 /
: : ! f0)

com limy_,o 1/ (x)/x™ " = 0. O resultado segue de (a) com g(x) = x"

(2.7)
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O préximo Lema é um resultado classico que utilizaremos a seguir.
. 1 1 .
Lema 6 (Desigualdade de Young). Se 1l <p < oo ¢ I_) + a =1, entao Va,b > 0,

ab < lc1p + lbq.
P q
Demonstracao. Se ab = 0, o resultado também é ébvio, entao suponha que ab # 0.
Defina ¢(t) =tP/p —t, t € (0,00). Note que ¢”(t) = (p — 1)tP~2 > 0, logo f é convexa
e como ty = 1 é ponto critico de ¢, tem-se que (1) < ¢(t), Vt € (0,00). Em particular,
¢ (1) < ¢(a/b9/?). Portanto,
1

1
ab < —aP + —-b9.
p q

&. Entao, para todo x,y = 0,

Lema 7. Sejam p1,p2 € (0,1) dados. Ponha v =
jam p1,p2 € (0,1) P+ o

(xy) T < xPy fxytr,

Demonstra¢ao. Basta usar a Desigualdade de Young com a =1/x", b =1/y", p = p1/7

e q=p2/T. [

Proposicao 15. Sejam U C R, a € U e f,g € C}(W;R) tais que f(a) = g(a) = 0.
Assuma que f e g satisfazem a desigualdade de Lojasiewicz em torno do ponto a com
constantes 0, 0’ € (0,1], ¢, ¢/ > 0 e d, &' > 0, respectivamente. Entdo a fungdo f - g

. . . . . !
satisfaz a desigualdade de Lojasiewicz com constantes 0" = 28_ ¢/

oro7 = max{c,c’} e
5" := min{9, &'}.

Demonstra¢ao. Sejam f e g como na hipdtese e seja x € U tal que [x —al < 8. Pelo Lema
5 (c) temos que para todo [x — al < 9,
f'(x)f(x)g’(x)g(x) > 0.

Além disso, usando o Lema 7 obtemos,

(fg)' ()l = [f'(x)g(x) + f(x)g’(x)|
= [f'()llg(x)l + [f(x)llg"(x)]

> I lgbal + 0 lgte)
> lx)gh) "
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Proposicao 16. Sejam U C R, a € U e f € C>(U;R) tais que f’ satisfaz a desiqualdade

de Lojasiewicz em torno de a com expoente de Lojasiewicz 0’ € (0,1]. Entao f satisfaz

a desigualdade de Lojasiewicz em torno de a com expoente de Lojasiewicz 0” = 1 se
f'(a) #0 € 0” = 12 se f'(a) =0.

Demonstragao. Se f'(a) # 0, existe & > 0 tal que para todo |x| < 8, tem-se

2
[f"(a)]

If'(x)] > 1.

Logo f satisfaz a desigualdade de Lojasiewicz com 6 = 1. Assuma agora que f’(a) = 0.

Por hipétese, existem 0 € (0,1], ¢ > 0 e & > 0 tal que para |[x| < 9,
clf”(x)] = If'(x)["9".

Substituindo f por —f se necessério, pelo Lema 5 (b) podemos assumir que f'(x) > 0 para
a < x < a+ 6. Entdo pelo Lema 5 existe 0 < &' < & tal que para todo a < x < a+ &/,
f”(x) > 0. Logo,

c d

g T = ) = )T = (), a<x<a+d

Integrando ambos os lados de a a x obtemos,

Hh%ﬁhﬂéeidFMW“,a<x<a+&
ou seja,

700 — (@)~ < g F(x). a<x<a+d,
onde 8”7 = 1 +/ 9 Analogamente, mostra-se que

Wﬂ—ﬂﬂkméeﬁﬁfm,a—yéxga

]

Proposicao 17. Sejam U C R™ um aberto, f € CL{U;R) e a € U. Denote por S* ! a

espera unitaria em R™. Assuma que

(1) para todo h € S* ! a fungdo A — f(a + Ah) satisfaz a desigualdade de Lojasiewicz

em torno de 0, e

(2) o expoente de Lojasiewicz e as constantes ¢, & > 0 podem ser escolhidas independente

de h € S 1.
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Entao a funcao f satisfaz a desigualdade de Lojasiewicz em torno de a com expoente de

Lojasiewicz 0.

Demonstragao. Seja h € S* 1. Pela hipétese (1), existem constantes 6 € (0,1], ¢ > 0,
d > 0 tal que, para todo A € R, |A| < 9,

[f(a+Ah) — (@) < c[(Vf(a+Ah), ).
Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz temos,
[f(a +Ah) — f(a)"® < ¢||[VFf(a + Ah)]|. (2.9)

Para todo x € U, ||x — al| < 8, existe h; € S*! tal que x = a + Ahy, com |A| < §. Como
¢ e 8 > 0 podem ser escolhidos independente de h € S™™!, tem-se que para h; vale (2.9).
Assim,

[f(x) — f(a)]'"° < clIVF(X)II,

para todo x € U, [[x — al| < d.
]

Lema 8. Seja H: R™ — R™ uma transformacao linear invertivel. Entao existe ¢ > 0 tal

que |[Hx|| = cl|x|| para todo x € R™.

Demonstracao. Seja ¢ = 1/|[H7Y]|. Para todo x € R™, temos
[l = IIHH(HX)I < [HHIIHX = 1/clIHI],
donde |[Hx|| > c||x]|. O

Proposicao 18. Sejam U C R™ um aberto, f € CH(U;R) e assuma que f satisfaz a
desigualdade de Lojasiewicz em torno de a € U com constantes c, & > 0 e com expoente
de Lojasiewicz 0. Seja V. C R™ um aberto e seja g € CHV;R™) tal que g(b) = a para
algum b € V e tal que g é um difeomorfismo local em torno de b. Entao a composi¢ao

f o g satisfaz a desigualdade de Lojasiewicz em torno de b com expoente de Lojasiewicz

0.

Demonstracao. Uma vez que g é um difeomorfismo local em torno de b, a derivada
Vg(x) € R™*™ é invertivel para todo x numa vizinhanca U de b, e a inversa é continua.
Como g é continua em b, existe &’ > 0 tal que, para todo ||x—b|| < &’, tem-se ||g(x)—al| <

d. Pelo Lema 8, para todo x € U, existe ¢’ > 0 tal que
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1(Vg(x) "Il = c'lIxll,
onde (Vg(x))T denota a transposta de Vg(x). Segue que para x € U e |[x — b|| < &',

IV(fog)ll = [(Vg(x)VEgl)l
> ¢IVigx))l
> Zlif(g(x)) — fla)|=°
C/

~ lIf(g(x)) —f(g(L))II'™".

2.1 Propriedade Kurdyka-Lojasiewicz

Seja f : R™ — R U{+o00} uma funcao semi-continua inferiormente. Para m;, 15 tal que
—00 < M1 < 12 < +00, denotamos por

M < f<mel ={x € R™:my < f(x) <mg} e dist(0,09f(x)) = inf{||v|| : v € of(x)}.

Defini¢ao 25. (Propriedade Kurdyka-Lojasiewicz)

(a) Diz-se que uma fungdo f: R™ — R U{+o00} tem a propriedade Kurdyka-Lojasiewicz
em x* € dom Of se existe n € (0,400], uma vizinhanca U de x* e uma funcdao

concava continua @ : [0,m) — Ry tal que:

(ii) @ € C' em (0,m),
(iii) para todo s € (0,m), @’(s) > 0,
(vi) para todo x € UN[f(x*) < f < f(x*) +nl, tem-se a desigualdade Kurdyka-

Lojasiewicz

@' (f(x) — f(x*))dist(0, 0f(x)) > 1. (2.10)

(b) As fungoes semicontinuas inferiomente quando satisfazem a desigualdade Kurdyka-

Lojasiewicz em cada ponto do dom 0f sao chamadas fun¢oes KL.

Lema 9. Seja f : R™ — RU{+00} uma funcao propria semicontinua inferiormente. Seja
X € dom Of um ponto nao critico de f, isto é, 0 & 9f(X). Se
IIx — X[ + [f(x) — f(X)] < &, com & > 0,
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entao

dist(0, 9f(x)) > 6.

Demonstracao. Suponha por absurdo que existe uma sequéncia (0y) com 8 > 0, & — 0

e uma sequéncia (x*) tal que
Ix* — x| + [f(x*) — f(X)| < &y, e dist(0, df(x*)) < k. (2.11)

Como 0f(x¥) é fechado, existe uma sequéncia v€ € 9f(x¥) tal que |[v¥|| = dist(0, 9f(x¥)).
Segue que |[V¥|| < 8y, e consequentemente, v — 0. Por outro lado fazendo k — +o00 em
(2.11), obtemos

xk = x e f(x*) — f(%).

Logo, segue da Proposicao 4 que 0 € 9f(x), o que contradiz a hipétese. O

Proposicao 19. Seja f: R™ — R U {+o0} uma fungdo prépria semi-continua inferior-
mente e X € domOf tal que 0 & 0f(X). Entao a desigualdade Kurdyka-Lojasiewicz € valida

em X.

Demonstracao. Uma vez que X nao é um ponto critico de f e 9f(x) é um conjunto fechado,
temos que
b :=dist(0, of(x)) > 0.
Sejam @(t) :=t/5, U:=B(X,08/2),n:= /2. Dai, para todo x € UN[f(x) < f < f(X)+nl,
temos
x = X[ + [f(x) = f(X)[ < 8.
Segue do Lema 9 que para todo x € domof,
@'(f(x) — f(x))dist(0, 0f(x)) = dist(0, of(x))/d > 1.

Vejamos entao alguns exemplos de fung¢oes KL.

Exemplo 17. O Teorema 5 mostra que funcoes f: R — R analiticas em uma vizinhanca

de um ponto a € R™, satisfazem a desigualdade (2.10) com @(t) = %te, en € (0,+00].

De fato, para todo x € (—0,0) N[0 < f <mnl, temos

clf’(x)]

@'(10) — f())dist(0,07(x)) = s >
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Exemplo 18. Voltemos ao Exemplo 16, isto €, seja f: R — R definida por

e 1/ se x#£0
f(x) = 7 .
0 , se x=20

Mostraremos que f nao satisfaz a Propriedade Kurdyka-Lojasiewicz em x* = 0. Suponha
por absurdo que existem n € (0,+00], uma vizinhanca U de 0 e uma fun¢do concava
continua @ : [0,m) — Ry tal que: @(0) = 0; @ é C' em (0,m); para todo s € (0,n),
@'(s) >0 e que para todo x € UN [0 < f <1, tem-se

@' (fF(x))If'(x)| = 1.

Dat,
2e~1/x Ix|?
/ > /
Logo,
e1/x2
@©'(0) = @'(f(0)) = lim @'(f(x)) > lim —— = +oo0.
x—0* x—0t 1/2X3

Definicao 26. Dizemos que uma fungio f : R™ — R de classe C? é uma funcao de
Morse se cada ponto critico X de f é nao degenerado, isto é, se o hessiano V?*f(X) de f

em X tem todos os seus autovalores diferentes de zero.

Afirmamos que se f é uma funcao de Morse e se X é um ponto critico de f, entao f
goza da Propriedade Kurdyca-Lojasiewicz em X. De fato, seja f : R™ — R uma funcao de
Morse e X um ponto critico de f. Seja ainda U = B(x, ) tal que nao existe outro ponto
critico em U. Usando a férmula de Taylor em f e em Vf, obtemos

f(x) = f(x) = (V(X)(x = X),x = %) + p(x)Ix = XII*, onde lim p(x) =0,

Vf(x) = V2£(X)(x —X) + p(x)|lx — X||, onde ii_}miﬁ(x) =0.
Pelo Lema 8 existe ¢ > 0 tal que ||[V?*f(X)(x —X)|| = c|lx —X]|. Além disso, existem &; > 0
e 81 > 0 tal que para |[[x —X|| < 81, |lp(x)]] < €1, e existe & > 0 tal que para ||[x —X|| < &,
1Bl < % Tome & = min{8, 8,, 55}. Da,

[f(x) = fX) < [IVHFR)Ix —xI* + llp()llllx — I

< (V) + e1)lx — X2,

e, portanto,

[f(x) = f(X)I < cillx —XIP?, onde c; = [[V*F(X)I| + &1
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Tem-se ainda que
IVEX) = IVZ() (x — %) — [[p(x)]llIx — ]|
> clx—xl|— clx— ]
- 2

callx —X||, onde ¢y =

o

Na Defini¢ao 25, tome U = B(i,g), n =35e Q(s) =2~ Cls. Logo, para todo x € UN[0 <

Co
f(x) —f(x) <,
IVE(x)]]

@'(f(x) — f(x))dist(0, 0f(x)) = oL VI 2 ——— > 1.
cor/F(x) — f(X) collx —XI|
Funcoes convexas nao verificam necessariamente a propriedade de Kurdyka-Lojasiewicz.

Como mostra o seguinte teorema.

Teorema 6. Eriste uma funcgoes convexa f: R — R de classe C? com min f(x) = 0 que
xER?
nao satisfaz a desiguadade KL e cujo conjunto de minimizadores é compacto com interior

nao vazio.
Demonstragao. Veja pagina 30 de [6]. O
O principal resultado desta secao é o seguinte teorema.

Teorema 7. [11] Seja f: U — R uma M-funcao diferenciavel, onde U € um subconjunto
aberto e limitado de R™. Suponha que f(x) > 0 para todo x € U. Entao existe ¢ > 0,

p >0 e uma M-funcao ¥ : Ry — R estritamente crescente de classe Ct, tal que
V(Yo f)(x)Il = c, (2.12)
para cada x € U, f(x) € (0, p).

Demonstracao. Segue do Lema 3 que
U > x = ||VF(x)]|

é uma M-funcao.

Podemos supor que f~1(t) # () para qualquer t > 0 pequeno. Daf a funcao ¢ : (0,¢) —
R dada por

@(t) = inf{[VF(x)ll : x € f1 ()}

estd bem definida, e pelo Lema 1, ¢ é uma M-funcao.

Afirmamos que existe ¢’ > 0 tal que @(t) > 0 para todo t € (0,¢’).

Suponha por absurdo que existe uma sequéncia de nimeros reais positivos (t,)nen tal
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que para cada n € N, t, € (0, %) e @(tn) =0. Seja

L ={x e U: [Vl < (f(x))?}
Claramente £ é um M-conjunto, pois £ = g~ 1(0,—00), onde g(x) = [[VFf(x)|| — (f(x))%
Seja x,, € L uma sequéncia tal que f(x,,) = t,, em outras palavras, (xn,tn) € Graf fl|s.
Como U ¢ limitado, existe uma subsequéncia (xn,;)jen de (Xn)nen tal que xn; — b. Entao

(b,0) = limj,; o (Xn;, tn;), ou seja, (b,0) € Graf flz\{(b,0)}. No Lema de Selegao de

Curva tome A = Graf f|s e a = (b,0). Logo, existe uma M-curva vy : (—56,8) — R™ x R
de classe C!, tal que y(0) = (b,0) e ¥((0,8)) C Graf f|[z\{(b,0)}. Sejam y(s) = (y(s),fo
Y(s)), onde y(s) € Z C R™ e h(s) = foy(s), paras € (0,5). Como y¥(0) = (b,0), tem-se
que h(0) = 0 e limg_,oh(s) = h(0) = 0. Por outro lado, como y’(s) é continua existe

A > 0 tal que |[y'(s)]| < A, s € (0,0). Dai, como y(s) € X temos que

h'(s)] = KV(foy)(s),y'(s)l
< Vo) (sl (s)l
< Alf(y(s))* = A(h(s))*.

Assim,
lim [h/(s)] < lim A(h(s))?> =0 = lim |h/(s)| = 0.
s—0 s—0 s—0
Pelo Lema 2, h e h/ sdo M-fungoes e podemos supor que h e h’ sdo monétonas. Como
limg_,g h(s) = lims_,o h/(s) = 0, segue que h e h’' sdo mondtonas crescentes. Assim temos
0 <h'(s) <A(h(s))? s € (0,8).
Definindo & : [0, 1] — R, &(t) = h(ts), segue do Teorema Fundamental do Célculo

1 1

£'(t)dt = h(s) = J h'(ts)sdt.
0

£(1)—£(0) = |

0

Dai, para0 <t < 1les € (0,0), temos ts < s, e consequentemente, h'(ts) < h'/(s). Logo

1 1
h(s) = Jo h'(ts)sdt < L sh/(s)dt = sh’/(s).

Finalmente,

Portanto,

1
=lim — < li '(s) =
oo = MR S =0

O que é uma contradigao.

Assim provamos que existe € > 0 tal que @(t) > 0 para todo t € (0, €).
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Definindo
A ={x e U\f1(0): f(x) < ¢, [IVF(x)Il < 2(f(x))},

observemos que A também ¢é um M-conjunto, e além disso, A N f1(t) # () para todo

t € (0, ¢). Portanto como antes, existe d € U tal que (d,0) € Graf f[x\{(d, 0)}. Aplicando
novamente o Lema de Selecao de Curva para Graf f|o no ponto (d,0) obtemos uma M-
curva 1 : (—5,8) — R™ de classe C! tal que 11(0) = (d,0) e 11((0,8)) C Graf f|2\{(d,0)}.
Sejam n(s) = (n(s),fon(s)), onden(s) € A C R™ e g(s) = fon(s) paras € (0,0). Assim,
lims 40 g(s) =0 e g(s) > 0 para cada s € (0,0). Segue do Lema 2 que para todo &' > 0
a fungao g : (0,8’) — R é um difeomorfismo em (0, p) para algum p > 0. Ponhamos
Y(t) =g (t), t € (0,p). Seja B > 0 tal que |m’(s)]| < B, s € (0,8'). Tome x € U tal
que t = f(x) € (0,p), e s =¥(t) = g !(t). Como n(s) € A C R™ temos

IVEM(s)II < 29 (f(n(s))) < 2V = IVE(x)Il = %IIVf(ﬂ(S))H.
Além disso,

IVEm(s)IB = [IVEm(s)IIIm'(s)Il = (VF(n(s)),n'(s)) = (fon)'(s),

1
e portanto, [[Vf(n(s))l| > & (f om)’(s). Logo,

V(Yo NGl = (6 IV
— W) V)
> WLIVEms)

2
sy (Fom)/(s)
> ¥ (t)T
w (fon)'(s)
= V¥ (9(5))T
~ (Wog)'(s) (fon)'(s) _1_.
N g’(s) 2B 2B

O

Teorema 8. [11] Seja f: Q — R uma funcdo subanalitica diferencidvel em Q — f71(0),
onde Q) € um subconjunto aberto e limitado de R™. FEntdo existem C > 0, p > 0 e
0< ax<1 tal que

IV = CIf(x)|*

para cadax € Q tal que [f(x)| € (0,p). Além disso, selimy_,q f(x) = 0 para algum a € Q,

entao a desigualdade acima € verdadeira para cada x € Q —f71(0) perto de a.
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Demonstracao. Usando o Teorema 7 para o caso subanalitico, podemos aplicar o Teorema
4 para a fungao ¥, isto é, existem ¢ > 0 e k € N tal que W(t) = Y 7, aitk, parat € [0, ¢).
Dai,

W(t) = ap+ alt% —+ a2t% —+ a5t% + ...+ ak—ltl_%

+ axt—+ Clk+1t1+% + ak+2t1+% + ...

Derivando ¥, obtemos

ap 1 2(12 2 3(13 3 1 1
V() = —te 4 e e _ (1——>t K
() o + " + " + .o+ Ak K
1 1 2 2
+ ak+ak+1<1+i>tk+ak+2<1+i>tk+...
1_4[0a1 2(12 1 3(13 2 1 _2
= tx 1[— N A _ (1——)t ktl
o + o + " + ..o+ ak1 o
1—1 1 2 1+1
+ agt k+ak+1(1+E)t+ak+g(l+E)t k—|—i|
Portanto,
Yt)  a
R 1 k-

Isso implica que W/(t)/t¥—! é limitada para t suficientemente pequeno. Sendo assim,

existe M > 0 tal que [W/(t)] < Mtk 1. E finalmente,

V(Yo f)(x]l c c 1
VEx)|| = > — = —[f(x)]""*.
IV = S > wirras = M)
c 1
Tomando C = M ex=1-— X obtemos o resultado. O

Teorema 9. (Desigualdade de Lojasiewicz)
Seja f uma funcao analitica real em uma vizinhanca da origem em R™, tal que £(0) = 0.

Entao existem constantes ¢, tais que 0 <0 <1 e
I X)I® < [VH(x)| (2.13)
em alguma vizinhanga de 0.

Demonstracao. Como f é analitica, em particular, f é subanalitica fazendo k = 1 no

Teorema 4. Logo, o resultado segue do Teorema 8 com a = 0. O



Capitulo 3

Resultados de convergéncia para o

método de descida inexata

Neste capitulo serao apresentados os principais resultados de convergéncia para o método
de descida inexata. O ponto de partida para a andlise desse método é o Lema 10, que
sob as condigoes H1, H2, H3 (Condicao suficiente de decrésimo, Condicao relativa de
erro e Condigao de continuidade, respectivamente) fundamenta toda a teoria abordada
nos capitulos 3 e 4. Além disso, esse estudo torna-se empolgante devido ao uso e a
aplicabilidade das fung¢ées KL (Definigao 25). O climax se d4 no estudo dos Teoremas 10
e 11, pois tais resultados serao de fundamental importancia para o desenvolvimento do

capitulo seguinte.

3.1 Resultados de convergéncia para funcoes KL

Sejam a e b constantes positivas fixadas, f : R* — R U {400} uma fun¢ao semi-continua

inferiormente e (x*)xeny uma sequéncia satisfazendo as seguintes condicoes:

H1. (Condigao suficiente de decréscimo). Para cada k € N,

P xS — X2 < FR);

H2. (Condicao relativa de erro). Para cada k € N, existe w*™! € 9f(x**1) tal que

W < B —xEl;

H3. (Condigao de continuidade). Existe uma subsequéncia (x*i);ey e X tal que

x =X e f(x¥) — f(X),quando j — co.

40



Capitulo 3. Resultados de convergéncia para o método de descida inexata41

Considere ainda a seguinte condicao:
H4. Para & > 0 existem 0 < p < & e v >0 tal que

x € B(x*, p), f(x) < f(x*) +v
y & B(x*, )

= f(x) < f(y) + afly —x|*.

O seguinte resultado esta no centro de nossa andlise de convergeéncia.

Lema 10. Seja f : R — R U {400} uma funcao semi-continua inferiormente satis-
fazendo a propriedade Kurdyka-Lojasiewicz em algum ponto x* € R™. Sejam U, n e
@ : [0,n) — Ry como na Definigio 25 da propriedade KL em x*. Sejam &, p > 0 tais
que B(x*,8) Cc U com p € (0,9).

“)

Considere uma sequéncia (X*)wen satisfazendo as condi¢oes H1 e H2. Além disso,

assuma que

f(x*) < f(x°) < f(x*) +, (3.1)
0) _ *
e =0 2y TP L B 5y — ) < (3.2
(&
Vk € N, x* € B(x*,p) = x*"t € B(x*,8) com f(x*") > f(x*). (3.3)

Entao a sequéncia (x*)yen satisfaz

vk € N, x* € B(x*, p),
+o00
Z | x* —x* || < +oo0,
k=0

f(x*) = f(x*), quando k — +oo0,

e converge para um ponto X € B(x*, ) tal que f(x) < f(x*).
Se a sequéncia (x¥)xey também satisfaz a condicio H3 , entdo X é um ponto critico

de f, e f(x) = f(x*).
Observacgao 5.

(i) De H1 observamos que a sequéncia f(x*)ien é ndo crescente, e se f(x*) < f(x%) <
f(x*) +m e f(x*) > f(x*) entao @(f(x*™!) — f(x*)) estd bem definida. De fato,
f(x*) < FM) <F(X0) < F(x*) +1 = (FX*) —f(x*)) € [0,1).

(i) De 32 segue que o conjunto 0f(x*) é nao-vazio, e portanto x* € dom f.
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Antes de demostrarmos o Lema acima, apresentaremos dois resultados preliminares
que serao fundamentais para a demonstracao do Lema 10, onde serao admitidos todas as

suas hipoteses.

Lema 11. Nas condicoes do Lema 10, temos
b
20t — XK < [ 2 [l FxK) — () — @(FT) — Fx )] (3.4

Demonstracao. Se x*T! = x* a desigualdade vale trivialmente. Assim, assumimos que
xk T £ Xk Por (3.3) e por H1 temos f(x*) < f(x*1) < f(x*).
Mostremos agora que w* # 0 e x*~! # x*. Por hipétese f(x*) < f(x*) +m, o que
implica f(x¥) — f(x*) <m. Por outro lado, como f(x*) < f(x**!) < f(x*) temos que
0 < f(x*1) —f(x*) < f(x¥) — f(x*) = (f(x*) — f(x*)) € (0,1).
Por (2.10) temos que

. 1
dist (0, 9f(x*)) > o (O] — )

e por conseguinte, ||[w*| > inf {||x|| : x € 9f(x*)} = dist(0, 9f(x*)) > 0. Portanto w* # 0.

> 0,

Por 32, 0 < [[w*|] < blx* —x*7*||, e como b > 0, tem-se que 0 < [|x* —x*7!|| =
xk £ xkL,
Uma vez que w* € 9f(x*), e usando novamente a (2.10) e H2 obtemos

1 1 1

"(f —f > > )
@'(F(") —f(x)) > dist(0, 0f(xk)) ~ [[w¥k|| ~ b|jxk —xk-1|]
Como @ é concava tem-se que

eyl <e(x)+ o' (x)(y—x) vx,yelon)

Em particular, para x = f(x*) — f(x*) e y = f(x*"1) — f(x*) obtemos

QX ) — f(x*)) < @(F(x¥) — F(x*)) + @' (F(x*) — F(x*)) (Fx ) — £(x*))

Dai,
O(F(x*) — f(x*)) — @(F(x*) —f(x*)) > @' (f(x*) — f(x*)) (f(x*) — f(x*)
1
= m(ﬂxk) —f(x 1)
al X<t — Xk |2

bjxk — x|

onde a ultima desigualdade segue de H1. Portanto,

\/ Ik 1 (b/a) [ (Fx%) — 7)) — @A) — 1(x))]| > [pe=* 1 —x¥].
Usando o fato de 2v/aB < ot + B com
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= [ =t  e  = 2 [@(Fx¥) — ) — @) — £(x))],
obtemos
I x4 2 [@F9) = Fx7)) = @(FX' ) — (x| > 2! — x|
Isso prova (3.4). O

Lema 12. Para k =1,2, ...
X € B(x*, p), (3.5)

€
k
||x‘<“—x"ll+; x| < ||x1—x°||+§[@(f(xl)—f(x*n—cp(f(xk“)—f(x*)) . (3.6)

Demonstra¢ao. Vamos provar as afirmagoes (3.5) e (3.6) por indugdo em k. Em (3.3),

com k = 0, obtemos que x! € B(x*,8) e f(x!) > f(x*). Usando H1 com k = 0, temos

Ix! —x°|| < fx0) — f(x1)
~ a )

e o como f(x!) > f(x*) conclui-se que

fx) —fxY) _ [F(x%) — f(x*)

X9« < 3.7
Ix' =] - - (37)
Combinando (3.7) com a desigualdade triangular obtemos
=X < T =X (X = x|
f(x0) — f(x*
< e =y 2T
a
De (3.2) temos que
f(x)—f(x*) p b 0 [x* —x7|
— < - = —(f(x") = f(x*)) = ——— :
< 8 () — ) — (33)
Dali,
1 x 0 p_ b 0 * [ — x|
_ _ Y o(f(x°) — 20
=< I =0+ 2 = () — ) —
PP b 0y _ f(x*
< 5t3 2a(p(f(x ) —f(x")) < p.

Portanto, x! € B(x*, p). Fazendo k = 1 em (3.4) obtemos

2Hx2 —x!| < Hxl —XOH + g e(f(x!) — f(x*)) — @(f(x?) — f(x*))|.
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Logo vale (3.6) para k = 1. Suponha que (3.5) e (3.6) valem para algum k > 1. Assim
decorre da desigualdade triangular, de (3.2) e de (3.7) que

e = < =X+ T =X = =X

k
=[x =X X =] D [ =
i=1

N

e =+ 20 — x| — [ = x|

+E [‘P(f(xl) —f(x")) = @(f(x**") — f("*))]

< 2 2 [l — ) — () — 7))
< e =2y PRI ) — )

() £(x))
< p— (X ) — f(x)) < p.

Logo x*™! € B(x*, p). Por outro lado, segue de (3.4) substituindo k por k + 1 que,
b k *
2T = [ = x|+ [@(f(xk“) — f(x™)) — @(F(x V) —f(x )J]

Adicionando (3.6) a desigualdade acima obtemos

k+1

i i b * *
3 e T < 2 () ) ()|
i=1

o que completa a prova por inducao. O
Prova do Lema 10

A primeira afirmativa segue do Lema 12. Por outro lado, segue de (3.6) que
k+1

. : b
DI = <t =0 + a<p(f(x1) — f(x*)).
i=1
Portanto,
+o00
Z ka—!—l _XkH < 400.
k=1
O que implica que (x*)yen converge para algum X.

Por H2 w* — 0, e por (3.3), f(x*) — B > f(x*). Supondo B > f(x*), tem-se que
f(x*) —f(x*) > 0. Por outro lado, como ¢ é C! em (0,mn) temos que @’ (f(x*) —f(x*)) —
¢@’(p — f(x*)) quando k — oo e usando (2.10) obtemos

@' (F(x5) — F(x*)[W¥]| > @’ (F(x5) — F(x*))dist (0, DF(x)) > 1.
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Essas afirmativas nos levam a uma contradi¢cao quando k — oo na desigualdade acima.
Assim f = f(x*). Como f é semi-continua inferiormente
f(x) < hgi(gff(xk) =B = f(x*).
Se (x*)xen satisfaz H3, entdao X = X pois x*¥ — X e f(x) = f(x*) pois f(x*) — f(x*).
Como (x*,w¥) € Grafof, (x*, w*) — (x,0) e f(x*) — f(X), segue da Observacao 1 que X

é um ponto critico de f.
OJ

Corolario 8. Sejam f, x*, p e 6 como no Lema 10. Para q > 1, considere a familia
finita X°,...,x9 o qual satisfaz H1 e H2, as condigoes (3.1), (3.2) e

vk € {0, ..., q}, <xk € B(x", p)) N (xk“ € B(x*,8) com f(x¥+1) > f(x*)).
Entao x) € B(x*, p) para todo j =0, ...,q.

Demonstracao. A prova é andloga a de (3.5). ]
Corolario 9. Se substituirmos a hipétese (3.3) no Lema 10 pelo conjunto de pressupostos,
n<a(d—p)? (3.9)
f(x*) > f(x*),Vk € N, (3.10)

a conlusao permanece inalterada.

Demonstragio. E suficiente provar que (3.9) e (3.10) implicam na condicio (3.3).

Por H2 temos que

||Xk+1 _ Xk” < \/f(xk) - f(xk+1) .
a

Por outro lado,

fx*) <O < F(xM) < F(X0) < F(x*) +1 = f(x*) — f(x*T1) <.

st =k <y 2 <5

[t = x| < =X xR =X < (8= p) +p =8

Logo, x**1 € B(x*, ). O

Assim, segue de (3.9) que

e portanto

Teorema 10. (Convergéncia para um ponto critico)
Seja f: R™ — R U {400} uma funcdo semi-continua inferiormente. Considere (x*)yen

uma sequéncia que satisfaz H1, H2 e H3.
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Se f tem a propriedade Kurdyka-Lojasiewicz no ponto de acumulacdo X, especificado
em H3, entdo a sequéncia (x*)wen converge para X quando k — 400, e X é um ponto

critico de f. Além disso, a sequéncia (x¥)xen tem comprimento finito, isto €,

+oo
Z | x* —x* || < +oo.
k=0

Demonstragdo. Seja X um ponto de acumulagao de (x*)iey dado em H3 (isto é, XM — X
e f(x) = f(X). Uma vez que (f(x¥))xen é uma sequéncia nao-crescente, deduzimos que
f(x*) — f(X) e f(x*) > f(X) para todo k € N. Como a funcao f tem a propriedade KL
em torno de X, existem ¢, U e 1 como na Definicao 25. Seja 6 > 0 tal que B(x,8) Cc U e
p € (0,9).

Como f(x*) — f(X), existe k; € N tal que

Yk >k = (%) < f(x*) < f(x) +,

comn < a(d—p)2.

Definamos . _
A=) L 0 504) — 10
Como ¢ ¢ continua e @(0) = 0, tem-se que lim Ay; = 0, logo existe k;, € N tal que Vk; >

)—+o0

kj, = A, < p. Tomando kg = max {ki,k;,}, temos que Yk > ko, f(x*) € [f(X), f(X) +n)

A= % — x| + 2

e Ay, < p. Portanto Ay, < p, ou seja,

f(x*) —f(X) b
a

% = x| +2 + 2 g(f(x) — (%) < p.

Seja (Y*)xen definida por y* := x*0F* A sequéncia (y*) satisfaz as hipéteses (3.1),
“)

(3.2), (3.9) e (3.10), assim a conclusao de Lema 10 vale para a sequéncia (y*) e conse-

quentemente vale para (x¥). O

Teorema 11. (Convergéncia local para minimos locais)
Seja f: R™ — RU{+o00} uma funcdo semi-continua inferiormente que tem a propriedade
KL em algum minimizador local x*. Assuma H4 em x*.
Entao, para qualquer r > 0, existe w € (0,7) e u > 0 de tal forma que as desigualdades
| X0 —x* ||[<u, f(x*) < f(x°) < f(x*) +
impliquem que qualquer sequéncia (x*)xen a partir de x°, que satisfaz H1, H2 tem o com-
primento finito, permanece em B(x*,T) e converge para algum ponto critico X € B(x*,r)

de f com f(Xx) = f(x*).

Demonstracao. Tome r > 0. Uma vez que f satisfaz a propriedade Kurdyka-Lojasiewicz,

existe g € (0, 4+o0], 6 € (0,7) e uma funcao concava continua @ : [0,19) — R" como na
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Definicao 25. Além disso como x* é um minimo local, para todo x € B(x*, 8),
f(x) > f(x*). (3.11)
Podemos inferir de H4 que existe p € (0,8) e v > 0 tal que

x € B(x*, p), f(x) < f(x*) + v
y & B(x*, )

= f(x) < f(y) + afly —x||*

Seja n = min {no, v} e seja k € N. Se x* é tal que f(x*) < f(x*) +1 e ||x* —x*| < p,
afirmamos que x**' € B(x*,8). De fato, se x**' & B(x*,8) terfamos x* € B(x*,p),
f(x¥) < f(x*) +n < f(x*) + v, e assim por H4,
f(x}) < F(x*1) + afjx* —x¥|2.
Esse fato contradiz H1. Logo x**! € B(x*,§), e por conseguinte segue de (3.11) que
f(x**1) > f(x*). Isto é precisamente a propriedade (3.3) do Lema 10.
Escolha u, u > 0 tal que
u< g, w<n, 2\/g+g(p(u) < %p
Se x° satisfaz o conjunto de desigualdades || x" — x* [|< u, f(x*) < f(x°) < f(x*) + u,

entao
(i) 0 < f(x%) —f(x*) <p<m;

. w b P 2p
2 —_ —_ —_ _— = N
(i) uw+ \/;—I- a(p(p.) < 3 + 3 0;

L b
i) e =+ 2,2 + 2o <.

Como 1 = min {1y, v} e @ é crescente em (0,1() tem-se

M + E(p(f(xo) —f(x*)) < p,
a a

[ x* =% || +2
isso é precisamente a propriedade (3.2) do Lema 10. Usando o Lema 10 podemos concluir
que a sequéncia (x*)yen tem a propriedade de comprimento finito, permanece em B(x*, p),
converge para algum X € B(x*, ), f(x¥) — f(x*) e f(x) < f(x*). Uma vez que f(x*) é

o valor minimo de f em B(x*,8) tem-se f(X) = f(x*) e (x¥)xen tem a propriedade 3.

Assim, X é uma ponto critico de f. n

Observacgao 6. Vamos verificar que a condi¢ao 34 é satisfeita quando x* € dom f é um

minimo local e a funcao f satisfaz a condicao de crescimento global:

fly) = f(x*) — %Hy x|, Yy eR™ e a > 0. (3.12)
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2

v
Sejam O, p e vV nimeros reais positivos tal que & > p e ” > — + p? Tomey € R™ tal
a

que [[y —x*|| = 6 e x € R™ tal que ||x —x*|| < p e f(x) < f(x*) +v. De (3.12), e da

desigualdade triangular podemos inferir que

fy) > fx) = Jlly =
> ) —v—Jly— x|
= 00 —v—ly =% + Ty — x|
> x) = v = Zly =P = Sl = x4 Sy =P
> () —v—aly— x|’ = alx—x"[*+ Ty — x|
> f(x)—v—aly—x|>— ap? + S6%

4
Dali,
fly) + ally —x*||* > f(x) + (—v —ap?+ 262> > f(x), vy e R" e a > 0.

Teorema 12. (Convergéncia local para minimos globais)
Seja f: R™ — R U {400} uma fungao semi-continua inferiormente com a propriedade
KL em algum ponto x*, onde x* ¢ um ponto de minimo global de f. Para cada v > 0,
existe w € (0,1) e w > 0 de tal forma que as desigualdades

| X% —x* [|<w, min f<f(x°) < min f+p
impliquem que qualquer sequéncia (x)yen que satisfaz H1, H2 e que comeca a partir de
X" satisfaz
(i) x* € B(x*,r),Vk € N,
(ii) x* converge para algum X e % || x*** —x¥ ||< +oo,
(

iii) f(X) = min f.

Demonstragao. Como f(x*) < f(y), Yy € R™ temos que
f(x*) — —|ly —x*|* < f(x*) < fly), Yy € R™.

Isso é exatamente a condicao (3.12). Logo o resultado segue do Teorema 11. O



Capitulo 4

Analise de convergéncia de alguns

algoritmos

Como aplicagao do Capitulo 3, o Capitulo 4 completa esse trabalho com a analise de
convergéncia de algoritmos nos moldes da teoria do Lema 10. Com um algoritmo em

maos, a busca pelas condigoes H1, H2 e H3 torna-se uma agao frequente e instigante.

4.1 Meétodo do gradiente inexato

4.1.1 Resultado geral de convergéncia

Antes de estudarmos a convergéncia do método do gradiente inexato, vamos analisar

exemplo a seguir.

Exemplo 19. Seja f : R™ — R uma funcdo de classe Ct. Considere uma sequéncia
(AM)en de matrizes simétricas definidas positiva em R™ tal que para cada k € N os
autovalores de A* satisfazem

0< = <AFLD,

| e

onde a e b sao constantes dadas.

Fize x° € R™. Considere o sequinte algoritmo:
X = x* — (AF)TIVF(xN). (4.1)

Afirmamos que (4.1) satisfaz as condigoes:

(VF(x9), X< — Xk %ka“ XK <0 (4.2)

49



Capitulo 4. Anadlise de convergéncia de alguns algoritmos 50

[VF(x)| < bljx T —xX]. (4.3)

Para ver (4.2), basta notar que se A € R™ ¢ wma matriz definida positiva, entdao
(Ax,x) = AMx||? V x € R™,

onde {A1,...,An} € 0 conjunto dos autovalores de A e A = min {Aq,...,An}. Daf,

<Vf(xk)7xk+1 _ Xk> — <_Ak(xk+1 _ Xk),Xk+1 _ Xk>
< _ngkJrl - Xk||2,
e portanto,
(V)X = x5) 4 S —x¥)2 < 0.
Por outro lado, para verificar (4.3) basta notar que ||A¥*|| = max{|A¥|, ..., AK[} = max{Ak, ..., AK},
e entao
IVFRIE = (VF(x9), THcH)
— <Vf(Xk), —Ak(xkﬂ o Xk)>
< VARG —xM)|
< IVFSIAS I — x|
< B[V — XK.
Assim,

IVE(xX )| < blfx ! —xK|.
O exemplo 19 ilustra a aplicabilidade do

Algoritmo 1. Seja f : R™ — R uma funcao de classe C' cujo gradiente é Lipschitz
continuo com constante L (ou L-Lipschitz continuo). Tomemos alguns parametros a, b
com a > L.

Fize x° € R™. Parak =0,1, ... considere:

(V)X =) + Z [ — x| <, (4.4)
IVF(XR)| < bl —x¥]|. (4.5)

Para a andlise de convergéncia do Algoritmo 1, faremos uso de um importante Lema

de descida.
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Lema 13. (Lema de Descida)
Seja f : R™ — R wma funcao e D um subconjunto convexo de R™ com interior nao-
vazio. Assuma que f é Ct em uma vizinhanga de cada ponto em D e que VT e L-Lipschitz

continuo em D. Entao, para quaisquer dois pontos x, y em D,
L 2
fx) < fly) + (VFy), x —y) + 5 x —yl" (4.6)

Demonstracao. Defina h : [0,1] — R pondo h(t) = f(y + t(x —y)). Pelo Teorema

Fundamental do Calculo,

e por conseguinte,
1

f(x) — fly) = L(Vf(y L tx—y))y — x)dt.

Dali,
f(x) —fly) = (Vfly),x—y) = J:<Vf(y+t(x—y))—Vf(y),x—wdt
< EHVf(yﬂ(x—yn—Vf(y)uux—yudt
< U-yle [ et =Skl
Isso prova (4.6). O

Temos entao o seguinte resultado:

Teorema 13. Assuma que f : R™ — R € uma funcao C, limitada inferiormente com
gradiente L-Lipschitz continuo. Se f é uma funcao KL, entdo cada sequéncia limitada
(x¥)ken gerada pelo Algoritmo 1 converge para algum ponto critico X de f. Além disso, a

sequéncia (x¥)xen tem comprimento finito, isto €, 3% |[x* T —x¥|| < 4o0.

Demonstragdo. Aplicando o Lema 13 aos pontos x = x*™! e y = x¥

dade (4.4) obtemos

e usando a desigual-

L L
PO T)F(68) < (T, ) H o) k2 — 2 o e o

e portanto
a—L
2

Uma vez que a > L, a condicao H1 esta satisfeita. Pela Proposicao 2, para cada k €

f(XkJrl) + ”Xk+1 _XkH2 < f(Xk).

N, Vf(x**1) € 9f(x**1). Por outro lado, fazendo uso de que Vf é Lipschitz continuo e
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da desigualdade (4.5), obtemos
IVEOED | < [V = V)| + [VES) || < (L+ B [x <t — K.
Assim se verifica a condi¢ao H?2.
A sequéncia (x*)yen fol tomada limitada, logo admite subsequéncia (x*)jen con-

k

vergente. Digamos que x — X, quando j — oo. Por continuidade de f, temos que

f(xM) — f(X), logo a condicdo H3 estd satisfeita. O resultado segue aplicando o Teorema

10. [l

4.1.2 Projecoes médias para problemas de viabilidade

Sejam Fy, ..., F, subconjuntos fechados, nao vazios, semi-algébricos, prox-regulares de R™

tal que
P
() F: #0.
i=1

Um problema de viabilidade consiste em encontrar algum ponto X € NY_, F;. Resolver
este tipo de problema, equivale a garantir a existéncia de um minimizador global da func¢ao

f:R™ — [0,+00) dada por
1 & .. )
ﬂm:égfmmﬁy (4.7)
onde dist(x, F;) = inf{||[x — yi||; yi € Fi}-
Algoritmo da projecao média inexata.

Fixe 0 € (0,1), « < 3 e M > 0 tal que

1l —a
— > = 4.8
5”3 (4.8)
Dado x" € R™, considere o seguinte algoritmo
1 p
e (1—-0)x*+0( = Pr(x") | +e* (4.9)
Pio
onde (£¥)xen é uma sequéncia de erros satisfazendo
<€k,Xk+1 —Xk> < OC||Xk+1 —Xk||2 (410)
e
€] < M —x¥| (4.11)

para todo k € N.

Analisaremos a convergéncia do algoritmo acima com o seguinte resultado.
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Teorema 14. (Método da projecao média inexata)
Sejam f como em (4.7) e Fy,...,Fy subconjuntos semi-algébricos, prox-requlares de R™

satisfazendo

P
() F: #0.
i=1

Se x? € suficientemente prézimo de (\}_, Fi, entdo o algoritmo da proje¢io média inexata
se reduz ao método do gradiente
0
XKL = xk — ZVFf(x*) + ek,
P

e gera um sequéncia bem definida. Além disso, essa sequéncia tem a propriedade de

comprimento finito e converge para um ponto vidvel X, isto €,

P
xe[)F.
i=1

Demonstrag¢ao. Como foi mostrado no Exemplo 12, a funcao f definida em (4.7) é semi-
algébrica. Assim pelo Teorema 8, f é uma funcao KL.
Tome um ponto x* € (I_, Fi. Pelo Teorema 2, existe § > 0 tal que, para cada

i=1,..p,
(a) a projegao Pr, é um tnico valor na B(x*,d);
(b) a funcdo g; = 3dist(-, F;)? é C! na B(x*,5) e Vgi(x) = x — Pr,(x);
(c) a aplicacao gradiente Vg; é 1-Lipschitz continua na B(x*, ).

Uma vez que f tem a propriedade KL em torno de x*, existem ¢, U e 1 como na Definicao
25. Diminuindo & se necessario, podemos assumir que B(x*,86) € U. Fixe p € (0,8) e
escolha 11 > 0 tal que

(5 —p)>. (4.12)

Escolhamos x° tal que: 0 = f(x*) < f(x°) <ne

o) 2(r(x")) < o, (4.13)

||x* —x0|| +2

onde a =p(5% —1) >0 (ver (4.8)) e b=p(1+ M)
Vamos provar por inducao que x* € B(x*,8) para todo inteiro k > 0.

O caso k = 0 segue de (4.13). Note que se x € B(x*,0), temos
P
Vilx) = Y (x— P ().

i=1
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Dali,

IVF(x Z x —

e usando a desigualdade de Cauchy—Schwarz obtemos

- 2
IVF)[? < (ZHX_PE(X”O

P
< P Ix—Pr()?
i=1

P
< p ) dist(x,Fo)®
= 2pf(x),
isto é,
[VF(x)|]* < 2pf(x). (4.14)

Seja k > 0. Assuma agora que x) € B(x*, p) paraj € {0, 1,..., k}. Pelo item (i) do Teorema

2, Pr,(x*) ¢ um tnico valor. Assim, segue de (4.9) que

X = (1-0)x +e< ZPF )
= (1—0)x" —|—6<p(xp VF(x )))—l—ek

0
= (1—0)x*+ox*— EVf(xk) + ¥

0
= x*— EVf(xk) + ¥,

isto é,

0
XK = xk — T—)Vf(xk) + €. (4.15)

Portanto, x**! é unicamente definido. Vamos verificar que a propriedade 1 ¢é satisfeita

para todo ¥, j € {0, 1, ...,k + 1}. Usando (4.10), obtemos

<Vf(Xk), Xk+1 o Xk> _

—~

%(Xk XKL k) kL Ky

k+1 _Xk||2

, X

P
_ 6 <£k k+1—Xk>—||X

< —gu—oc)uxk“—ka.

Afirmamos que Vf é p-Lipschitz continuo. De fato, usando que Vg; é 1-Lipschitz continuo,
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obtemos

IVE(x) = Vi)l = |

1

(Vgi(x) = Vai(y))l

P
=1

P

< D Vgl = Vaiy)|
i=1
P

< D) Ix—yll=plx—yl.
i=1

Fazendo x = x*™! e y = x* no Lema 13, obtemos

1) <K+ (VH) T =) 4+ B — x|,
isto é,
f(xk+1) < f(Xk) _ g(l _ (x)”xk+1 —Xk||2 + gHXkJrl _ Xk||2.
Assim,
1— 1
f(Xk+1) +p<Ta _ 5) ka+1 o XkH2 < f(xk),
e portanto,
) 4 afx T — XM < (x5,
com a = p(l_T"‘ — %).

Mostraremos agora que a condicao H2 é valida para todo xJ, j € {0,1,...,k + 1}. Com
efeito, segue de (4.11) e (4.15) que
IVF < [V — V) ||+ [V
R e R B )
1+M
< p(1+ =5 ) I x|

= b“Xk_H - Xk”?

onde b = p(1+ M),

Por outro lado,

HXkJrl _Xk||2 o 2<Xk+1 —Xk, €k> 4 H€k||2 — ||Xk+1 —Xk _ 8k||2
0
= |l = - VIIP
P

< | VEM)|?,
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uma vez que, 0 € (0,1) e p > 1. Segue de (4.10) e (4.14) que

[ = XM I =X e < VR 20T =% eF)

< 2pf(x) 4 2o — XK.

Assim,
ka+1 —XkH2 < 2pf(xk)
S (120
0 1 -2« 9 ,
Como f(x”) <n < o (6 — p)*#, concluimos que
2pf(x¥)
X = < g < B0 (4.16)

Uma vez que

e 8 N e [ D P

segue de (4.16) e da hipétese de inducgio, que x*™! € B(x*, §).

Aplicando o Corolério 8, obtemos que x**!' € B(x*, p), o que completa a prova por
inducao.

Como consequéncia, o algoritmo define uma sequéncia tnica que satisfaz as hipdteses
do Teorema 13, e portanto gera uma sequéncia de comprimento finito que converge para
um ponto X tal que f(x) = f(x*) = 0. Como os conjuntos Fy, ..., F, sdo fechados existem

y; € Fi, tal que ||Xx —G;|| =0, para todoi=1,...,p. Logo x € (}_, Fi. O

4.2 Algoritmo proximal inexato

Vamos recordar a versao exata do algoritmo proximal para fungoes nao-suaves.
Seja f : R™ — R U {400} uma func¢ao semi-continua inferiormente, limitada inferi-
ormente, e A uma parametro positivo. Definamos a correspondéncia proximal como a

aplicagao ponto-conjunto prox,; : R™ = R™ definida através da féormula
1
prox,¢(x) := arg min{f(y) + ﬁHy —x|?:y € R”}. (4.17)
Observacgao 7.

(a) Note que para algum p > 0, temos que, prox,, (x) = prox, s (x). De fato,

z € prox, () (X) se, e somente se, Yy € R™

1 ) 1 2
. _ < i _
uf(z) + ollz =x[* < wf(y) + o lly = x[*
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1

(2 + gl =) < (it + oty —x17) &

1 2 1 2
[ J— < -
f(z) + o\ |z =x[I* < fly) + 3\ ly—x|" <

1 1
Af(z) + XLHZ_XW < AMfly) + EHU —x|* &
z € prox,np(x). Dessa forma denotaremos prox, ) (x) ou (prox, ¢ (x)), por

ProxXyy,(x).

(b) Uma vez que f é limitada inferiormente, isto é, existe C € R tal que C < f(x), o
conjunto prox,¢(x) é nao-vazio. De fato, se ||x*|| = 400 e usando a desigualdade
de Cauchy-Schwarz, obtemos

1 1
. k k 2 > : k 2
lim (f(x ) + —2}\Hx x| ) > C+ kh_r)r;o —2}\Hx x|

k—o0

_ 1 2, 1 k(2 K )
= C X+ 55 lim (X2 = 20x%, %)

1 1
> Ctolxl?+ 55 ]}g%o(uxkuz = 2||x“!|||x!|)

= +o0.
O que mostra que a fun¢ao f(y) + 55|y — x||* ¢ coerciva.
Seja x® € R™. O cléssico algoritmo proximal se escreve
Xt € prox, (x*), (4.18)

onde Ax é uma sequéncia de passos tal que Ay € A,A] C (0,+00). Afirmamos que a

sequéncia (x*)ien gerada pelo algoritmo (4.18) satisfaz as seguintes condigoes:

(i) Para cada k € N,

1
[k —xk|12 < F(xR). (4.19)

f k+1 -
(x )+27\k

(ii) Para cada k € N, existe w**1 € 9f(x*™1) tal que

MW xRk xk =0, (4.20)

De fato, como x**1 € prox, ¢(x*) tem-se que

1 1
) oo [ =7 < fly) + ST — x| vy € R™
k

2\

Em particular se y = x*, obtemos (4.19).
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1
Por outro lado, afirmamos que w**! = —}\—(xk“ —xX) € of(x**1). De fato, como
K
xkFl g prox}\kf(xk), segue da Proposicao 3 que
1 1
0e a<f(xk+1) + KHXkJrl _ Xk||2> — af(xk+1) + }\_(Xk+1 _ Xk),
Kk K
ou seja,
1
_)\_(Xk+1 _ Xk) c af(xk+1).
k
1
Portanto wk*1 = —}\—(karl —xK) € of(x**1), com
k

AWkt xRkl yk — (),

4.2.1 Convergéncia de um algoritmo proximal inexato para funcoes

KL

Vamos introduzir uma versao do método proximal inexato.

Considere uma sequéncia (x*)xey gerada pelo seguinte algoritmo:

Algoritmo 2. Fize X’ e R, 0 < A< A <00, 0<0<1,0<80 < 1. Para cada

k=0,1,..., escolha A € A, A, e encontre x**t € R™, w1 € R™ tal que

0
PO + o= X — x| < (), (4.21)
2y
wktl e af(x* ) (4.22)
e
H}\kwk+1 4 Xk+1 _ XkH2 < 0'(”7\ka+1||2 + ka+1 _XkH2)' (423)
Como foi visto acima, o algoritmo definido em (4.18) é uma caso particular do Algo-
ritmo 2.

Os lemas seguintes serao tteis para a andlise de convergéncia do Algoritmo 2.
Lema 14. Seja o € (0,1]. Sex,y € R™, e
I +yll* < ollIxI1* + [yl (4.24)
entao

1—o0
2

(xll* + Iyl < —(x,y).- (4.25)
Se 0 € (0,1), entdo

1—1—(1—0)2 14+ /1—(1—0)2
[yl < IIx[] < [yll- (4.26)

1—o0 l1—0o
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Demonstragao. Por (4.24), se x,y € R™, entao
X012+ 20¢,9) + [Yl1* = lIx+yll* < olx[1* + 1),

Ou seja,
l—o
5 UPl® + Tyl*) < =0, )-

Suponha agora que o € (0,1). Usando (4.25) e a desigualdade de Cauchy-Schwarz,
obtemos

1—o 9 9

5 UPlP + 1) < =0 u) < [yl
isto é,

(1= o) [Ix[I* = 2[fylll[x] + (1 = o) [ly[* < O.
Resolvendo a inequagao quadrética acima com variavel ||x||, obtemos (4.26). O

Lema 15. Nas condi¢oes do Algoritmo 2, existe b > 0 tal que
WS < Bl =) (4.27)

Demonstracao. De (4.23), obtemos
H}\kwk+1 +Xk+1 —Xk||2 < O'(||?\kwk+1||2 + ||Xk+1 —Xk||2).

Assim, segue de (4.26) que

Al < a1 € VO st —
Portanto,
[WEHH] < B — XK,
comb:1+‘1_(1_0)2. O

A(l—o)

O principal resultado desta secao é o seguinte teorema.

Teorema 15. (Algoritmo proximal inexato)

Seja f: R™ — RU{+o00} uma funcio KL limitada inferiormente. Assuma que a restri¢ao
de f ao seu dominio efetivo é uma funcao continua. Se a sequéncia (x*)xen gerada
pelo Algoritmo 2 (ou por (4.21), (4.22) e (4.27)) € limitada, entdo converge para algum
ponto critico X de f. Além disso, a sequéncia (x*)xey tem comprimento finito, isto €,

> X — xR < 400

Demonstragdo. Se (x*)yen é uma sequéncia gerada pelo Algoritmo 2 (ou por (4.21), (4.22)
e (4.27)), entdo (x*)yen satisfaz as condigoes H1 e H2 (a condigao H2 segue do Lema
15). Como (x¥)xen é limitada, existem (x%);jen € X tal que

x¥ — X quando j — oo.
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Uma vez que f é continua no seu dominio efetivo e f(x¥) < f(x°) < +oo para todo j,
concluimos que
f(x*) — f(X) quando j — oco.

O resultado segue aplicando o Teorema 10. O]

Quando a funcao em questao é convexa e satisfaz a propriedade Kurdyka-Lojasiewicz,
o Algoritmo 2 pode ser simplificado, enquanto suas propriedades de convergéncia sao
mantidas.

Seja f: R™ — RU{+oo} convexa, semi-continua inferiormente. Considere a sequéncia
(x*)ken gerada pelo seguinte algoritmo.
Algoritmo 2bis. FixexX’ e R", 0 <A< A <00, 0< o< 1.

Para cada k =0, 1, ..., escolha A € [A,A] e encontre x**1 € R™, w**! € R™ tal que
Wkt e of(x* 1), (4.28)

H)\kwk+1 + Xk+1 o ka2 < G(kawk+1”2 + ka+1 _XkHz)' (4.29)
Antes de provarmos o principal resultado desta secao, estabeleceremos a seguinte lema.

Lema 16. Nas condi¢oes do Algoritmo 2bis, para cada k,

1—o k)2 4 (1—0)A
2

K+1
f(x*) + N

I W 12 < f(x5). (4.30)

Demonstracao. Como w**1 € 9f(x**+1)

f(z) > f(x*) + Wkt z —x*1) vz e R™

, entao

Em particular se z = x*, obtemos
f(Xk) > f(xk+1) + <Wk+1,xk . Xk+1>.

Note que
1
<Wk+17xk - Xk+1> — K [H}\kwk+1H2 + ka+1 _kaz - H7\kwk+l + Xk+1 _XkHQ} )
_ k
Como A € [A,A] e usando que (4.29), obtemos

f(Xk) o f(xk+1) > <wk+1,xk o Xk+1>

1
= m |:||7\kwk+1||2 + ||Xk+1 _Xk||2 - ||7\kwk+1 +Xk+1 _XkHz}
1
> R |:||)\kwk+1||2 + ||Xk+1 —Xk”2 o 0.(”)\kwk+1”2 + ka—!—l _Xk”z)]
(1—o0) [ 5 ||Xk+1_xk||2
= 7\ W +112 e =21 :|
2 k” ” + .

(1 0-) |: k ka ! XkH2
2 A +1y12 L L :|
9 _HW H + _}\
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Portanto,

1—
—

1—0)A
et = B 2R 2 < 1),

f(x*H) + 5

[]

Teorema 16. Seja f: R™ — RU{+oo} uma funcao semi-continua inferiormente. Assuma
que f € uma funcio KL o qual € limitada inferiormente e seja (x*)xeny uma sequéncia
gerada pelo Algoritmo 2bis.

Se (x¥)ken € limitada, entdo converge para um minimizador de f e a sequéncia de
valores f(x*) converge para o valor min f. Além disso, a sequéncia tem comprimento

finito, isto €, >, |} —x¥|| < +o0.
Demonstracao. Provaremos inicialmente que

“+o00
D [wH|? < +oo. (4.31)

De fato, como f é limitada inferiormente, existe C € R tal que C < f(x) para todo x € R™.

Por outro lado segue de (4.30) que

(1—0)A l1—o (1—0)A
f(Xk+1)+—||Wk+1||2 < f(Xk+1)—|——||Xk+1— k||2 —||Wk+1||2
2 2A 2
< f(x).
Logo,
(1—0)

A
Wk 12 < F(xK) — F(xkH),

e consequentemente,
3

<k
(1—0)A , , :
g 2 IWTE S Y (F() — () = () — (x5,
i=0 =0
ou seja,
A & A &
Z |W)+1||2 < flx k+1 Z |W]+1||2 < f(x )7
j=0 j=0
isto é,
+o0o
Z [w¥||? < +o0.
k=0
Portanto segue de (4.31) que
wk = 0 quando k — +oo0.
Uma vez que (x¥) é limitada, existe uma subsequéncia (x*)jcy € um ponto X tal que,
(x%) converge para X, quando j — +oco. Por (4.30), segue que a sequéncia f(x*)en é

nao-crescente. Por outro lado, como f é semi-continua inferiormente, temos
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f(x) < liminf f(x®) = lim f(x).
j—o0 k—o00
Como f é convexa e w* € 0f(x*) para k > 1, obtemos
f(z) > f(xM) + (Wh,z —xM) Vz e R™
Em particular se z =X, temos
f(X) > f(x9) + (W, x —xM).
Passando o limite quando j — oo, concluimos que
f(x) > lim f(x") = lim f(x*).
j—o0 k—o0
Portanto,
lim f(x*) = f(x).
k—o00
Usando (4.27) e (4.30), podemos aplicar o Teorema 10 para obter o resultado. O

4.3 Algoritmo forward-backward inexato

Seja f: R™ — R U{+o00} uma funcao semi-continua inferiormente, limitada inferiormente

e que satisfaz a propriedade Kurdyka-Lojasiewicz.

Assumimos que f é uma funcao estruturada que pode ser dividida como

f=g+h,

onde h: R™ — R ¢ uma funcao de classe C' com Vh L-Lipschitz continuo.

Consideraremos sequéncias geradas de acordo com o seguinte algoritmo:

Algoritmo 3. Fize a,b >0 coma > 1L, ex’ € dom g.

Para k = 0,1, ..., encontre x**1 € R™, vkt!1 € R™ tal que

g(Xk+l) + <Xk+1 —Xk, Vh(xk)> + EHXk_H —XkH2 g g(Xk);

2

vk+1 c ag(ka);

IV + VRO || < b =

(4.32)

(4.33)

(4.34)

(4.35)

4.3.1 Algoritmo da separagao forward-backward para funcoes

nao-convexas

Vamos supor que g é limitada inferiormente. Sendo dada uma sequéncia de parametros

positivos Ay que satisfaz
- 1
D<A<AL<AKL T
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onde A e A sdo constantes dadas. O algoritmo da separacio forward-backward é dado por
+1 k k
€ prox,, 4 (x° — A Vh(x")). (4.36)

Vamos mostrar que esse algoritmo se encaixa na estrutura geral do Algoritmo 3.

De fato, como x**! € prox,, 4(x* — A Vh(x*)),

1
—[|x*t = x* + A VR(XM)[]2 < g(y) + Hy—x + M Vh(xM)||? vy € R™.

k+1
gx“"") + Ay

Em particular, se y = x*, obtemos

1
g(xk“)—kﬁﬂxk“ x* + A Vh(x®) 1> < g(x*) + ||7\th 12,
k
isto é,
1
?\kg(xk+1)+§||xk+1 XX+ M VRh(x) | < Aeg(x€ —||7\th )12 (4.37)

Sabemos que
[ xR A VR |7 = [ =[P4 A VR(x) [P 4200 (XK =xR, V(X)) (4.38)
Logo substituindo (4.38) em (4.37), obtemos

1
Akg(xk+1) 4 §||Xk+1 o Xk||2 + }\k<xk+1 —Xk, Vh(Xk)> < Akg(xk);

ou seja,
GO 4 g I = 4 (T =, V() < g(x).
Assim,
g(xk—i—l) + <Xk+1 _ Xk, Vh(Xk)> + %ka—b—l o XkH2 < g(Xk),
1
com a ==
k _ k+1 —MVh k
Por outro lado, para cada k € N, defina v€! = XX )\ kVh(x ). Afirmamos
K
que V81 € 9g(x**1) e que existe b > 0 tal que |[V¥™! + Vh(x¥)|| < b||x*F1 —x¥|.

De fato, como x**! € proxxkg(x — A Vh(x¥)), segue da Proposiacao 3 que

XKL — xk A Vh(xK)
Ak ’

1
0¢e a<g(xk“) + — X — xR A VR(XN)|| > = 9g(x*™) +

2k

ou seja,
xK —xkF1 — A Vh(x¥)
Ak

€ dg(x* ).
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Portanto, vkt € 9g(x**1).

Além disso, AV 4+ A Vh(xK) 4 x5 — x* = 0. Dali,

1
||vk+1 4 Vh(xk)H — }\_k||xk+1 _XkH < bHXk—H _XkH7

onde b =

> =

4.3.2 Convergéncia do algoritmo da separacao forward-backward

inexato

Vamos mostrar o seguinte resultado de convergéncia para o Algoritmo 3.

Teorema 17. (Nonconvex nonsmooth forward-backward splitting)
Seja f =g+h:R™ = RU{+o0} uma fun¢io KL limitada inferiormente. Suponha ainda
que h: R™ — R tem wvalores finitos, € diferencidvel, que Vh seja L-Lipschitz continuo, e
que a restricao de g ao seu dominio efetivo seja continua.

Se (x®)en € uma sequéncia limitada gerada pelo Algoritmo 3, entdo converge para
algum ponto critico de f = g + h. Além disso, a sequéncia (x*)ren tem comprimento

finito, isto é, 5, |xX*t —x¥|| < +oo0.

Demonstragdo. Usando o Lema 13 para a funcao h com x = x**! ey = x*, e a propriedade

(4.33) do Algoritmo 3, obtemos

L
RO <R+ (VROE) K —x6) + ) — k)

2
e
(X XK Vh(x¥)) < g(x¥) — g(x*+1) — g”XkJrl X2
Dai,
g(x* 1) + h(x) + a;LHXlH—l —XK|2 < g(x¥) + h(x9),
e portanto,

a—L
2
Para cada k € N, defina Wkt = vk 1 Vh(x**1). Dal,

f(XkJrl) 4 ”Xk+1 —Xk||2 < f(Xk).

Wk—l—l — Vk+l + Vh(xk—i—l) c ag(xk—l—l) + Vh(xk—l—l) — af(Xk+l).
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Logo, w**1 € of(x**1). Além disso, pela propriedade (4.35) do Algoritmo 3, pela de-

sigualdade triangular e usando o fato de Vh ser L-Lipschitz continuo, obtemos

k+1||

[w = V¥ 4 VR

/N

V< + VR + [[Vh(x*) = Vh(x)]|

< bHXk+1 —Xk” —f—LHXk_H _XkH

(b+L)[x " —x¥.

Por outro lado, a condicao H3 é satisfeita trivialmente, uma vez que, (x*)xen ¢ limitada,
h é diferencidvel, e g é continua restrita ao seu dominio efetivo. Basta entao aplicarmos

o Teorema 10 para obtermos o resultado. O]

Observagao 8. No Teorema 17, a unica hipdtese sobre a fung¢ao g nao é necessdria.
Isto €, g nao precisa ser continua em seu dominio efetivo. Mostraremos que é vdlida a

condi¢ao H3 sem essa hipdtese. De fato, para todo y € R™ temos

1
g(x*t) + mek“ x* 4+ M Vh(x®)|? < g(y) + Hy —x* 4+ A Vh(x9)||2.

Usando que |[x +yl|* = ||x]|* + |[y]|* + (x,y) para todo x,y € R™, obtemos

1 1
Gy X K P (T x, TRO)) < 9(9)+ gy g+ y =¥, Th(x).
k

2Ay
Por hipétese, existe uma subsequéncia (x*)jeny de (x¥)xen que converge para algum X.

Tomando y = X, temos que

1) + X =X+ (x5, Th(x) < g(R) + R — X
2M, 2M,
Fazendo j — oo, obtemos
limsup g(x*!) < g(x).
j—o0
Além disso, como f é semi-continua inferiormente
liminf g(x*™!) = liminf(f(x*') —h(x*T!))
)J—00 j—o0
> liminf f(x*") 4 lim inf(—h(x* 7))
)—00 j—o0
= liminf f(x*™) — limsup(h(x*™1))
J—oo j—o0
= f(x) —h(x) =g(x).

Logo,
g(X) < liminf g(x¥ ") < limsup g(x¥™) < g(x),

)—0o0 j—o0
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e portanto,

lim g(x"*!) = g(x).

j—o0

Logo segue a conclusao do Teorema 17.
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