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Resumo

No presente trabalho investigamos a existéncia e unicidade de solucao fraca, e a con-
trolabilidade nula para o operador de calor semilinear u’ — Au+ g(u) com dominio cuja
fronteira se move com o tempo t, que é estudado em [13]. Entretanto, aqui seguiremos
outro caminho para provar a controlabilidade nula do sistema, faremos uma mudanca de
variaveis a fim de torné-lo um sistema cilindrico e seguimos os mesmos passos de [9] para
provar a controlabilidade nula do sistema.

Palavras-chave: operador de calor, controlabilidade nula, desigualdade de Carleman.



Abstract

In this work we investigate the existence and the uniqueness of weak solutions, and
the null controllability for the semilinear heat operator u’—Au+ g(u) in a domain which
boundary is moving with the time t, which is studied in [13]. However, here we follow
another way to prove the null controllability for the system, we change the variables in
order to have a cylindrical domain and follow the same steps as in [9] to prove the null
controllability for the system.

Keywords: heat operator, null controllability, Carleman’s inequality.
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Introducao

Considere a equagao de estado parabdlico nao linear em um dominio Qv nao cilindrico

Pelx,t) — AP(x,t) + §(p(x, 1)) = Xwil(x,t) em Qr,
p(x,t)= 0 em L, (1)
f’(X,O) = ‘pAO(X) em Q.

Representamos por Q um aberto limitado de R™ com fronteira C?. Para T > 0,
representemos por Qt o cilindro Q x (0, T) de R™™! com fronteira lateral Zt definida por
I'x (0, T). Vamos considerar uma familia de funcoes {Ti}o<t<T, onde para cada t, t¢ é

uma deformacao de (O em um aberto limitado Oy de R™ definido por

Qy={xeR™ x=1(y), paray € Q}.

Para t = 0 identificamos Qg com Q e Ty com a aplicacao identidade. Por conveniéncia
de notagao denotaremos por y € Q os vetores y = (yi,...,Yn) € 08 pontos no dominio
deformado Q¢, 0 < t < T, serdo denotados por x = (Xq,...,Xn). A fronteira limitada
suave de Q) é representada por I'c. O dominio nao cilindrico QT e sua fronteira lateral

sao definidos por

QT = U {Q¢ x {t}} e ET = U {I'y x {t}} respectivamente.

0<t<T 0<t<T

Assim, assumimos a seguinte regularidade para as fungoes Ty para 0 <t < T

(A1) t¢ € difeomorfismo C% de Q em Q.
(A2) 1 € C' ([0, T]; C°(Q,R™)) n C% ([0, T]; C*(Q,R™)).

Portanto, temos o difeomorfismo natural de Q1 em Q7 definido por

(y,t) € Qr — (x,t) € QT,onde x = T(y)

1



Sumario 2

Onde @ é um pequeno conjunto aberto que é a imagem por Tr de um subconjunto
aberto nao vazio w de Q. As fungoes reais p(x, t) e 1t(x, t) definidas em QT sao chamadas
de Estado e o Controle do sistema (1), respectivamente. Todas as derivadas sao no sentido

~

. _ .. 0
das distribuigoes de Laurent-Schwartz. Por p; representamos a derivada parcial E)_E

A funcao g : R — R é de classe C! e globalmente Lipschitz com ¢(0) = 0, assim
9(x) —g(y)l < MIx —yl; ¥x,y eR (2)
Dessa forma em Qt temos
p(x,t) =p(@i(x),t) para todo x € Qy,

onde @(y) = 7' que, de acordo com (A1), é um difeomorfismo C? de Q em Q, para

todo 0 < t < T, podemos também usar a notagao @(y) = @(y,t).

O presente trabalho visa mostrar a controlabilidade nula do sistema (1), o mesmo
problema estudado em [13]. Contudo, o método aqui utilizado serd o de transformar o
problema nao cilindrico (1) em um problema cilindrico, a partir dai, estudar no Capitulo
2 a existéncia e unicidade de solucao fraca para o problema cilindrico, no Capitulo 3
encontrar uma desigualdade de Carleman para o sistema adjunto de forma analoga ao
encontrado em [9], no Capitulo 4 estabelecer a desigualdade de observabilidade para o
sistema linear adjunto, no Capitulo 5 provar a controlabilidade nula para o sistema linear
por meio do método variacional e utilizando a desigualdade de observabilidade para o
sistema adjunto, e no Capitulo 6, a partir dos resultados precedentes estabelecer a con-
trolabilidade nula do sistema nao linear com a utilizacao do Teorema do Ponto fixo de

Kakutani, o que provard a controlabilidade nula do sistema (1).

Para provar a controlabilidade do sistema (1) faremos uma mudanga de varidveis a
fim de transformar o problema nao cilindrico em cilindrico, pois ja existem na literatura
muitos resultados sobre existéncia e unicidade de solucgoes fracas e de controlabilidade
para sistemas em dominios cilindricos. Seja a mudanca de varidveis:

X ) = Op day; " Op %@y
—Ap(x,t) = ) _ ¥k
Pt == 2 oy, <ayk ) Z , Ok dyi LZ_I Oy 0x}

i,j,k=1

Z op a(Pk
- QY F
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onde denotamos
09k 995
axi aX;L

b = (bk)1<k<n

akj =

Substituindo os resultados encontrados em (3) e (4) no sistema (1) obtemos o sistema

cilindrico

pi(y,t) + Alt)p(y, t) + glp(y,t)) = xwuly,t) em Qr,
ply,t) = 0 em Zr, (5)

p(y,0) = poly) em Q.

Note que o operador A(t) é um operador coercivo, mais precisamente, para @, w €
H}(Q) xHY(Q) e utilizando o Lema de Gauss obtemos a forma bilinear «(t, @, w) definida

por
n

op ow
alt, o, w) = j ay(y, 1) 20 W 4
i:;k—l Q Y 0Y; 0y«

Esta forma bilinear é continua devido @(x,t) = 1; '(x) ser difeomorfismo C? entre Q,

do-
e Q. Entdo a matriz M = (a(f:]

IM~ [z < “iOHnIIRn. Portanto, substituindo n = MV g, integrando em Q e notando

) ¢ inversivel e para todo n € R™ temos que
1<ijsn

que «(t, @, @) :J IIMV(pII]%@dy temos
Q

alt, @, 9) = aglloll (6)

A controlabilidade nula para o sistema (5) significa encontrar um controle u € L*(Qr) tal

que a solugao fraca p do sistema (5) satisfaga
p(y,T) =0 qt.p. em Q.

Assim, mostraremos a controlabilidade nula do sistema (5) o que implicard na controla-

bilidade nula do sistema original nao cilindrico (1), visto que @¢(y) é um difeomorfismo.



Capitulo 1

Nocoes Preliminares

Este capitulo ¢ dedicado a listar alguns resultados e definicdes importantes e de
relevancia para o entendimento do presente trabalho. Portanto, nao serao feitas demons-

tracoes apenas referéncias de onde tais demonstragoes sao encontradas.

1.1 Resultados Classicos

Teorema 1.1.1. (Hahn-Banach) Seja X um espaco vetorial e p : X — R uma fun¢do

satisfazendo
P(AX) =Ap(x) Vx € X e VA >0

p(x+y) <px)+ply) ¥x,yeX

Seja G C X um subespago linear e g : G — R uma funcgao tal que
g(x) < p(x),¥x € G

entao existe um funcional f linear definido em todo espaco X que € uma extensao de g,

isto €, f(x) = g(x) para todo x € G e tal que
f(x) < p(x) ¥x € X.
Demonstragao. Vide [3]. O

Definigao 1.1.1. Seja X um espaco de Banach e (xn)nen € X uma sequéncia, entao
dizemos que X converge fracamente a x e denotamos por X, — X, se para todo f € X/,
onde X" € o dual de X, tem-se

(f,xn) — (f,x).

4



Capitulo 1. Nocoes Preliminares )

Teorema 1.1.2. Seja X um espaco de Banach reflexivo e seja (xn) uma sequéncia li-
mitada em X, entao existe uma subsequéncia de (xn) que converge fracamente para algum

x € X.

Definigao 1.1.2. Seja X um espaco vetorial topoldgico e E C X, com E # (). Considere

a aplicacao
O:E — P(X)

p — O(p)
onde ®(p) C X € nao vazio. Dizemos que ® tem o grifico fechado se o conjunto
Graf(®@) ={(p,@(p)) : p € E} C E x P(X) € um conjunto fechado, i.e.,

S€ Xn = X, Yn = Y com yYn € O(x,) >y € O(X).

Definigao 1.1.3. Seja Q um subconjunto aberto de R™. Se 0Q é C!, entdo ao longo de

0Q) esta definido um campo unitdrio de vetores normais

M) com In(x)| =1

I
=

em cada ponto x € 0Q) temos n(x) =1

Assuma que Q é um conjunto aberto, limitado de R™ e 9Q é C!. Entao, temos os

trés seguintes teoremas:

Teorema 1.1.3. (Gauss-Green) Suponha que uw € CH(Q), entdo
J uxidx:‘[ un'dS (i=1,---,n).
Q 20
Demonstragao. Vide [7]. O

Teorema 1.1.4. (Férmula de Integracio por Partes) Sejam u,v € C'(Q). Entao,

J uxivdx:—J uvxidx%—J wn'dS (i=1,---,n).

Q Q 20

Demonstragao. Vide [7]. O
Teorema 1.1.5. (Férmulas de Green) Sejam u,v € C*(Q). Entdo,

1 [ Audx = [, §dS;

2. [oDu-Dvdx = — [, uAvdS + [, udrdS;
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3. [ouivdS — [, vAudS = [, udrdS — [, v§ndS.
Demonstragao. Vide [7]. O

Seja D um conjunto de R e f: D — R™ entao dizemos que f satisfaz as condigoes
de Carathéodory sobre D se:
a) f(t,x) é mensurdavel em t para cada x fixo;
b)f(t,x) é continua em x para cada t fixo;

c) para cada compacto U em D existe uma fungao real integravel my(t) é tal que
|f(t,X)| < mu(t),V(t,X) e u.
Considere o retangulo R = {(t,x) € R""!: [t —to] < a,|x —a] < b} com a,b >0 .

Teorema 1.1.6. (Carathéodory) Sejaf: R — R™ satisfazendo as condig¢oes de Carathéodory

sobre R, e considere o problema de valor inicial

x' = f(x,t) (L.1)

x(tg) = xo.

Entao existe uma solug¢ao x(t) de (1.1) sobre algum intervalo [t —to| < B, (p > 0).
Demonstragao. Vide [12]. O

Corolério 1.1.1. Sejam D aberto de R™ e f satisfazendo as condigoes de Carathéodory

sobre D, entdo o problema (1.1) tem solu¢ao para qualquer (tg,xq) € D.

Corolério 1.1.2. Seja [0,w] X B, com 0 <w < oo eB={x e R"|x]|<b},b>0ef

nas condicoes de Carathéodory. Seja ® uma solucao de

x" = f(x, 1)
(1.2)
X(O) = Xo, |X0’ < b.

Suponha que em qualquer intervalo 1 onde @ estd definida se tenha |@(t)] < M, para todo

t € I, M independente de t e M < b. Entao ® tem um prolongamento até [0, w].

Teorema 1.1.7. (Teorema de Hellinger-Toeplitz) Seja H um espago de Hilbert, e

T:H — H um operador linear satisfazendo
(Tu,v) = (u, Tv), u,v e H.

Entao T é continuo e auto-adjunto.
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Demonstragao. Vide [6]. O

Lema 1.1.1. (Ehrling) Consideremos X, B e Y espacos de Banach. Suponhamos X re-
flezivo e imerso compactamente em B, e B imerso continuamente em Y. Nestas condigoes

para cadam > 0, existe uma constante ¢y, tal que,
hulls < llullx + eqllully, YueX.

Demonstragao. Vide [5]. O

Teorema 1.1.8. (Aubin-Lions) Consideremos X, B e Y espagos de Banach, como
no Lema 1.1.1 (Ehrling). Suponha (un)nen uma sequéncia uniformemente limitada em
L2(0,T: X), tal que (%)neN = (W )nen € limitada em LP(0,T;Y), para algum p > 1.

Entao, existe uma subsequéncia, de (Un)nen, que converge fortemente em 12(0,T;B).
Demonstragao. Vide [5]. O

Lema 1.1.2. (Lions) Seja Q um conjunto aberto de R} x Ry, gn € g funcgoes de LI(Q),
1 < q < oo tal que l[gnllag) < C, gn — g em quase todo ponto em Q. Entao gn — @

na topologia fraca de L9(Q).
Demonstracao. Vide [5]. O

Teorema 1.1.9. (Desigualdade de Gronwall) Seja C uma constante nao negativa, u > 0,
q.t.p. em (0,T), uma funcao integravel em (0,T), e @ : [0,T] = R uma funcdao continua
e nao negativa, tal que
P(t) < C+J u(x)e(x)dx, vtel[0,T]
0

entao,

@(t) < Celonax it o T].
Demonstrac¢ao. Vide [5]. O

Teorema 1.1.10. (Desigualdade de Gronwall Generalizada) Sejam f,v : [0,T] — R
fungoes nao negativas e integraveis, vo constante nao negativa, e a : [0, T] — R, uma

funcao continua, nao negativa, tais que

t t

f(x)dx +J v(x)a(x)dx , Vte[0,T]

ww<w+J
0

0
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entao,

t
v(t) < (vo +J f(x)dx) eloalax iyt e [0, T].
0

Demonstragao. Vide [5]. O

1.2 Nocoes de Distribuicoes Escalares

Seja O C R™, denomina-se suporte de uma funcao real f : QO — R, continua em
ao fecho do conjunto dos pontos de () onde f nao é nula. Denota-se o suporte de f por

supp(f), simbolicamente:

supp(f) = {x € Q;f(x) # 0}.

Representa-se por CP(Q) o espago vetorial das fungbes continuamente infinitamente
diferenciaveis em () com suporte compacto.

Um multi-indice é uma n-upla « = (a, - ,xn), a; € N Vi =1,--- n e escrevemos
n

|| = E «; e representamos como D% como o operador derivagao:

i=1

ol«l

D¥=_— %
aocl ...a‘xn

Definiremos uma nocao de convergéncia em CF(Q)) que o tornard um espago vetorial
topolégico. Nesse sentido, diz-se que uma sequéncia (un)ney converge para u € CP(Q),

quando forem satisfeitas as condigoes:

1. todas as u, possuem suportes contidos em um compacto fixo K de Q;

2. a sucessao (Un)nen converge para uw uniformemente em K juntamente com todas

suas derivadas de todas as ordens.

O espaco vetorial C3°(Q), munido dessa nocao de convergéncia serd denotado por D(Q).
Denomina-se distribuicées sobre Q a toda forma linear continua sobre D(Q). Simbolica-

mente uma distribuicdo é uma aplicacao T : D(Q) — R tal que
1. T(ad + b)) = aT(d) +bT(P) VP, p € D(Q) e Va,b € R;

2. T é continua, i.e., se ¢, converge para ¢ em D(Q), entao T(¢d,) converge para

T(¢) em R.
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Notagao: O valor da distribuicao T em ¢, representa-se por (T, ¢).

Considere o espaco vetorial de todas as distribuicoes sobre Q). Neste espaco, diz-se que
uma sequéncia T, converge para T, quando a sequéncia ((T,, $)) converge para (T, d)
em R, para toda ¢ em D(Q). O espaco das distribuigoes sobre (O com esta nocao de

convergeéncia representa-se por D’(Q).

Seja Li,.(Q) o espago das fungoes de QO em R localmente integrdveis, isto ¢, se

u € L},.(Q) entao u é integravel a Lesbesgue sobre todo compacto K C Q. Note que

T, :D(Q) — R definida por
(Tur) = | ubpixiax
Q
é uma aplicacao linear continua, logo uma distribuicao escalar sobre Q). Temos ainda a

seguinte cadeia de imersoes continuas:
D(Q) < LP(Q) — 1{,.(Q) — D'(Q).

Dados T € D'(Q) e « € N™, definimos a derivada distribucional de ordem o« de T como

a forma linear D*T : D(Q) — R, dada por
(DT, ¢) = (~1)*(T,D*9), ¥ € D(Q).

Mostra-se que D*T é uma distribuicao.

1.3 Espacos de Sobolev

Sejam QO C R™ um conjunto aberto, p um numero real tal que 1 < p < coem
um numero natural. Denota-se por W™P(Q) o espago vetorial das (classes de) fungoes
u € LP(Q), tais que D*u € LP(Q), para todo muti-indice &« € N™, tal que |o| < m,

simbolicamente
WMmP(Q)={uelP(Q):D*uelP(Q),Va <m}

A funcao || - || : W™P(Q) — R definida por

o =

Millp = [ 3 ID%W, 0, | vue wmr(Q),

[x|<m
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constitui uma norma sobre W™P(Q). Prova-se que W™P(Q) munido da norma acima
definida é um espaco de Banach. Os espacos de Banach W™P(Q), sao chamados de
espagos de Sobolev de ordem m sobre (. Quando p = 2 esses espagos recebem uma
notacao especial:

Wm2(Q) = H™(Q).

Os espacos de Sobolev H™(Q)), sao espacos de Hilbert com o produto interno dado por:

(W, VIum(a) = Z (D%, D*V)12(q)

locl<m

onde (,)12(q) denota o produto interno de L*(Q).

Seja m € N. Por W™ (Q)) denotamos o espaco vetorial
wm=(Q) ={u e L*(Q);D*u € L*(Q), V|«| < m},

COIm a norma

Mo = > ID*Wlie() Yu € W™P(Q),

lo|<m
esse é um espago de Banach e também é denominado espago de Sobolev. Embora CJ°(Q)
seja denso em LP(Q) = WO™(Q), em geral CF(Q) nao é denso em W™P(Q). Nesse
sentido, denotaremos por Wy P (Q) o fecho de CF(Q) na norma W™P(Q). Este ¢ um
espago de Banach também chamado de espago de Sobolev. No caso p = 2 temos os espagos
WP (Q) = HM(Q). O dual topoldgico de WP (Q) serd denotado por W—™9(Q) onde

% + % =1, que é constituido dos funcionais
T: WP (Q) - R

lineares e continuos.

1.4 Nocoes de Integracao de Funcoes Vetoriais

Sejam (S, A,m) um espaco de medida abstrato e X um espaco de Banach. Uma
aplicacao u: S — X é dita uma fungao (vetorial) simples, se 1 assume apenas um nimero
finito de valores distintos.

Uma funcao simples u:S — X é dita A-mensuravel, se

ux}e A ¥xeX
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Uma funcao simples, A-mensuravel, u : S — X é integravel em relacdo a medida m,
também dita m-integravel, se

mu {x} < oo,

para cada x € X, x # 0. Nesse caso, a soma finita,

Z muH{x}x,

x€X x#0

que representa um vetor em X, é dita a integral de u em relagao a medida m, e escreve-se:

_ —1
Js udm = Z mu - {x}x,

x€X x#£0
Se Xx1,Xa, - -+, Xy sa0 valores vetoriais distintos assumidos por u, em subconjuntos distintos
Si,--+, Sy, de S, entao podemos escrever:

u(s) = > xjxs, (s)
=1

onde Xs, (s) ¢ a fungio caracteristica de Sj, entao tem-se:

L u(s)dm = i x;m(S;)
j=1

.

a representacao u = E XjXs;, quando os xj’ s sao todos distintos e os Sj’ s sao dois a dois
j=1

disjuntos, é chamada representagao padrao de u.

N
Se u tem representacao padrao u = E XjXs;, entao
j=1

()lx =11)_ xixs; ()l =Y Ixlixs,(s) Vs €S
j=1 j=1

Teorema 1.4.1. Seja (un)n uma sequéncia de fungoes simples definidas em S a valores

em X satisfazendo

lim Jnun(t)—um(t)nxdm:o

n,m—oo
Entao existe uma unica funcao w : S — X, tal que [Ju(t)||x e [Ju(t) — un,(t)||x sdo A-
mensurdveis e

lim Jnu(t) —wn(V)llxdm = 0

n—oo

Demonstracao. Vide [5]. O
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Em decorréncia do Teorema 1.4.1, emprega-se a notacao

Ju(t)dm = lim Jun(t)dm

n—oo

e diz-se que [u(t)dm ¢ a integral de Bochner de u em relagao a m. A cole¢ao de todas
as fungoes u : S — X, que sao Bochner integraveis ou integraveis no sentido de Bochner
¢ denotado por

B!(S, A, m; X).

Teorema 1.4.2. A fungdo || - ||g: : B = R, dada por [[ullg: = [ |lu(t)][dm, define uma
norma sobre espaco das funcoes Bochner integrdveis. O espaco B! munido dessa norma

¢ um espacgo de Banach.
Demonstragao. Vide [5]. O

Teorema 1.4.3. Uma funcao fortemente A-mensurdvel, w:S — X é Bochner integravel

se, e somente se, |[u|| € integrdvel.

Demonstragao. Vide [5]. O

1.5 Resultados Basico sobre Distribuicoes Vetoriais

Vamos considerar o intervalo aberto (0,T), T > 0 da reta real R e o espaco de Banach
real X. Representamos por LP(0,T;X), 1 < p < oo, 0 espago vetorial das aplicagoes
u: (0, T) — X tais que, para cada s € (0,T), o vetor u(s) € X é fortemente mensuravel

em (0,T) e a norma |[u(s)||x pertence a L?(0,T). Em LP(0, T; X) definimos a norma:

}
B ) = | )l
0

paral <p<ooe

[ullieo(o,1;x) = ess sup [fu(s)llx.
0<s<T

Com essa norma segue que LP(0, T; X) é um espaco de Banach.

Seja u em LP(0,T;X) e ¢ € D(0,T), espaco das funcoes infinitamente diferencidveis
em (0,T), equipado com a nocao de convergéncia introduzida por Laurent Schwartz.
Associamos a cada u a aplicagao T, de D(0,T) em X, definida por

-
<Tu7d)> :J u(S)d)(S)dS.

0
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Com a integral calculada em X. A aplicagao T, acima definida, é linear e continua em
D(0,T). Portanto, T, é uma distribuicao em (0, T), chamada distribuicdo vetorial em
(0,T), definida por w € LP(0,T;X), com valor em X. Entao, T, é uma aplicagao linear
continua de D(0,T) em X, isto é T, € £(D(0,T),X), onde £L(D(0,T),X) é chamado de
espaco das distribuigdes vetoriais de (0, T) com valores em X. Em particular t,, é uma
dessas distribui¢oes. O espago de todas as distribui¢oes definidas em (0, T) com valores

em X é representado por D’(0, T; X).

Lema 1.5.1. Seu e L'(0,T;X) e
.
JO w(s)b(s) = 0 (1.3)

para todo & € D(0,T), entao u(t) =0 ¢.t.p. em (0,T).
Demonstracao. Vide [10]. O

Lema 1.5.2. Seu e L'(0,T;X) e
.
L w(s)d'(s) =0 (1.4)

para todo & € D(0,T), entao u € constante.

Note que o Lema 1.5.2 diz que se u € L}(0,T;X) tem derivada no sentido das dis-

tribuicoes nula entao u é constante.
Demonstracao. Vide [10]. O

Lema 1.5.3. Seja X um espaco de Banach cujo dual é representado por X'. Seu e g
pertencem a L1(0,T; X), entdo as sequintes condicoes sao equivalentes:

(i) w € igual quase sempre a uma primitiva de g, isto €

t

u(t) = &—i—J g(s)ds, & € X, indepenente de t.
0

(i1) Para cada @ € D(0,T), tem-se

(111) Para cada x' € X/,
d
dt

no sentido das distribuicoes de (0, T).

(u(t),x’) = (g(t),x’)
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Demonstragao. Vide [10]. O

Corolario 1.5.1. Sejam X, Y espacos de Banach, tais que X CY com injecdo continua.
Se
1 du 1
uel (0,T;X) e EGL (0, T:Y) (1.5)

entiow € C°(0,T;Y).

Por C4(0,T;Y), representemos o espaco das func¢oes fracamente continuas de [0, T] em
Y. Isso significa que a aplicagdo t — (u(t),y’) é continua em [0, T] para todo y’ € Y’

dual de Y. Note que essas fungoes sao também chamadas de funcoes escalares continuas.

Teorema 1.5.1. Sejam X, Y espacos de Banach, X reflexivo. Suponha X CY densamente

e a injecao de X em Y continua. Entao
L>(0,T; X) N Cs ([0, T] Y) = Cs ([0, TI; X). (1.6)

Demonstragao. Vide [10]. O



Capitulo 2

Existéencia de Solucoes para o

Sistema Nao Linear

Seja o sistema nao linear em um dominio cilindrico
ue(x,t) + A(thu(x, t) + glu(x,t)) = f(x,t) em Qr,
u(x,t)= 0 em X, (2.1)
u(x,0) = up(x) em Q.
Devemos encontrar u : [0, T] — H}(Q) tal que satisfaga (2.1) em algum sentido. Onde
consideramos f € L2(0, T; H™'(Q)) e uy € L*(Q). Note que A(t)u = A(t)u+ Vyu- b ¢

um operador continuo.

Teorema 2.0.2. Dados
up € L2(Q), fel*(0,T;HHQ),
existe uma unica w: (0, T) — H(Q) satisfazendo as condigoes

we 12(0,T; Hi(Q)), (2:2)

4

dt

para todo v € H}(Q), no sentido das distribuicoes de (0,T).

(u(t),v) + (Alt)u(t),v) + (g(u(t)),v) = (f(t),v), (2.3)

ue 30, T; H(Q)),
u € 120, T;H1(Q)),

2.4
uw +A(t)u(t) + glu(t)) = f(t) no sentido de 1%(0,T;H(Q)), 24)

u(0) = uyg.

15
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Demonstragio. Como Hj(Q) é separdvel, ele tem uma base enumeravel wy, wa, - -+, Wy,
que podemos considerar, sem perda de generalidade, ortonormal, isto é,
wj € Hy(Q), Vj;
Ym, wi,...,wy sao Linearmente independentes;
(W) = 0% £, (wy, ) =1 Vi: (25)
V= U Wi, -+, W] é denso em H;(Q).
\ meN
Como H}(Q) é denso em L#(Q), tem-se que existe Ugy, € [Wy, -+, Wy], tal que ugm — U
em [%(Q). Provemos que (2.1) tem solucoes aproximadas i, isto é:
( m
U (1) = D Gim(IW), Um € Wi, + Wil
- . (2.6
(i, W) + (AU, wy) + (glum), wy) = (f,wy), j=1,---,m,
\ Um (0) = Ugm.-
m m
Se Ug = Z QjomWj, Um(0) = Z gjm (0)wj. Desenvolvendo (2.6), temos
j=1 j=1
Gim = —(Atm, W) — (g(wm), wy) + (f, wj), 2.7)
gjm(0) = ajom.
Fixando m e chamando y = (Y1, ,Ym) = (91m,"** , 9mm), Yo = (Q1om, " ** , Amom ),
entao reescrevendo (2.7) temos
y’ =F(ty), 2.8)
y(0) = yo,

com F(t,y) = (Fi(t,y), -+, Fm(t,y)) onde Fj(t,y) = —(Aum, wi) —(g(um), wj)+(f, wj).

Mostremos que o sistema (2.8) esta nas condigoes de Carathéodory. Seja D = [0, T] x B;

B={y e Ryl <b},b>0,yg € B, entdo

a) fixado y; tem-se (A, w;) nao depende de t, (g(um), w;) também nao depende de

t e (f(t),w;) é mensurdvel em t € [0,T], pois f € L*(0, T;H '(Q)) . Logo, Fj(t,y) é

mensuravel em t, para caday fixoej=1,--- ,m;

b)Fixado t, (f(t),w;) ndo depende de y e

(917'" 7Um) ER™ s u= ZU]'W]' € wy, - Wil
j=1

é continua, e

u € wy, - Wyl = (Au,wy) € R
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é continua, donde
(U1,- - ,Ym) € R™ = (Au,wj) é continua,
também temos que u — g(u) é C!, em particular continua e
w — (w,wj;) é continua

logo,

u — (g(u),w;) é continua.

Portanto, Fj(t,y) j =1,--- ,m é continua para cada t fixo;
¢) Como y varia em B, existem kg, cg > 0 tais que
(Aumawj) < Cp ) = 17 , M

(g(um)7w)) < kB J = ]-7 , M
donde Fj(t,y) < cg + kg + [(f(t),w;)| = m;(t) sendo m;(t), j=1,---, m integrdvel em

[0, T]. Assim pelo Corolario 1.1.1 existe uma solugao y(t) de (2.8) definida em [0, t,,],
0 < tnm < T; para qualquer intervalo I onde y(t) estd definida temos
(U (t), um(t))2 < M, Vt € I, M independente de I e de m. De fato, multiplicando

(2.6)2 por gjm(t) e somando de j =1,---,m temos

(u:naum) + (At um, um) + (g(um), um) = (f,um)

Pela coercividade de A em (6) e pela desigualdade de Cauchy-Schwarz temos

d [1 .
et + o+ (Tt B ) € (tam) + gl

Sendo g Lipschtiz por (2) e g(0) = 0, tem-se
d |1 —
a [E(umaum)} + o‘g”um“]aé < (f;um) + M|um|%_2 - (Vyum b 7um)-
Por Cauchy-Schwarz temos

-
|ﬂL2 |um|L2 + M|um|i2 + |Vyum b |L2|u'm|l_2

—

(o )] + 01ty

<
2 2 2 2 2 Eng
(W, um) | + ol < IFIF2 + Rimlfs + Miumlfs + [Vyttmlie] 0 ootz
<

2o 2o Bl
N | m N |+

—

2 —
(U, um)] + ogllumllyy < IFE2 + umlfz + Miumlfs + LIVyumlis + ﬁl b 2 wmlfs
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logo,

d |1 G 2 2 2
a §(um7um) + 7||um||H(1) < |f|]_2 + Clum|]_2-

ﬁ
Onde ¢ =1+ 55|b |2 + M. Agora integrando de 0 a t < T temos
0

t

T t
||um||ﬁéds < QJ If|2.ds + QCJ uml?2ds + [um (0)]. (2.9)
0

uml?s + oc(Q)J
0

0
Chamando 2¢ = K e observando que f é dada e que por hipdtese [u(0)] < b, para
algum & > 0, pois Um(0) = ugm — ug em L2(Q), portanto é limitada. Fazendo
C= 2[; f[f.ds + O, tem-se

t
um (t)Fs < C+ KJ [um(s)[f2ds. (2.10)

0

Pela desigualdade de Gronwall, tem-se
um (B} < Ce*T =N que nio depende de t e de m. (2.11)

Desenvolvendo esta desigualdade obtemos

m
D_Gim <N,
j=1
isto é,
m
y’ =) yi<N.
j=1

Portanto, fazendo maior B se for preciso, de tal forma que v'N < b, segue do Corolério
1.1.2 que y(t) tem prolongamento até [0, T]. Assim, para cada m existe uma solugao u,
de (2.6) em [0, T]. De (2.9) temos que

t
J Hum!|2H(1)ds < K independente de t e de m, (2.12)
0

2 [, Iflds +2cNT + 6

2
%%

onde k =

De (2.12) segue que
um € L2(0,T; H3(Q)) euy, é limitada em L*(0, T; Hy(Q)). (2.13)

Logo, u,, possui subsequéncia (u,) fracamente convergente, pois H}(Q) é um espago

reflexivo,isto é,

u, = u em [%(0,T;H(Q)). (2.14)
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Identificando L%(0, T; H{(Q)) com o dual de L*(0, T; H'(Q)) . A convergéncia (2.14)
significa que
N

.
L (wy(t), w(t))dt — L (u(t),w(t))dt (2.15)

para todo w € L*(0, T; H 1(Q)). Entao, (u,,w) = (u,,v0(t)). Escolhendo w = 0(t)v,
com 0 € D(0,T), ve H1(Q). Entao, (2.15) significa que
T

-
J (uy(t),v)0(t)dt — J (u(t),v)o(t)dt V6 € D(0,T) (2.16)
0 0

De (2.16), tem-se
(wy(t),v) = (u,v),

d
no sentido das distribuigdes de [0, T]. Mas & é continua nesse sentido, logo segue que

d d

no sentido das distribuigoes de [0, T].
Vamos mostrar que Au,, — Au.

De fato, temos Aty = Al + Vi, Supondo wy, — uwem L2(0, T; HA(Q)) temos que
Vu, — Vu em L0, T;H(Q)),

_>
como b € (L*(Q7))™ temos que

Vi, b — Vub em L2(0,T:H'(Q)),

mas como W,, — u em L(0, T; H}(Q)), segue que
(v, um) = (v,u) Ywe L20,T;H 1 (Q)).

Em particular para v = A, pois A: H}(Q) — H1(Q). Portanto para todo ¢ € H}(Q)
temos

(A@,um) = (Ap,u) Yo € H(Q). (2.18)

Observando que

. s ou 0
(Au,v) = Z J v vdx,

0yk 0y
v Ok Y;

0px 095 _ 0@; 09y
aX;L aXi aXi aX;L

onde ayj = = ajx. Logo,

(Au,v) = (u, Av) (2.19)
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Portando, segue de (2.18) e de (2.19), que
(@, Aum) = (@, Au) Yo € H5(Q). (2.20)
Logo, Au,, — Au. Dessa forma temos
Au,, — Au. (2.21)

Provemos que g(uy,) — g(u).

Seja Pt HY(Q) — [wy, -+ ,wi] € HY(Q) dado por P, (u) = Z(u, wj)wj o operador
=1

projegao sobre H(Q) . Note que P, = P, e sendo P, linear temos pelo Teorema de

m

Hellinger-Toeplitz que P,, é continuo.

Agora, da equacao aproximada (2.6)s, temos
(uin,w) + (Aum,w) + (Q(Um),W) - (f,W) =0 Vwe [Wb U ,Wm].

Da cadeia de imersoes

HL(Q) = 12(Q) < HH(Q)

temos que
(U + Al + glum) — F,W)p10)xHi (o) =0 para todo w € [wy, -, wyl.
Desta igualdade e do fato de P,,w = w, temos que
Pr (un, 4+ A, + g(um) — ) =0,

em [wy, -+ Wil
Dai, pela linearidade de P}, e do fato de u/, € [wy, -, wpl, segue-se, por extensao via

teorema de Hahn-Banach, que
uj, = —Pr AU, — P (g(um)) + P f em H'(Q).
Logo,

Il i) < IPRAUmI-1 ) + IPE (glum) -1 @) + P flli-1q) em HTH(Q),

i) < PRIt (A1 @) + (g (wm)ln-1a) + Ifllu-1q)) em HTHQ).
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Usando o fato de g ser Lipschtiz e g(0) = 0, usando a cadeia de imersoes
H{(Q) — 1%(Q) — H'(Q), elevando ao quadrado, integrando de 0 a t a tltima de-
sigualdade e usando a desigualdade de Cauchy para o produto de dois termos distintos,
temos para uma constante C adequada que

t
J HUT/nH%rl(Q)dt < C(J

0 0

T T T

A (0, + 0yt + |

0

(g e+ | IO 0 )

0
em H71(Q).
Mas ja temos a limitacao para cada um dos trés termos do lado direito acima, logo

t
J W/l o) dt K em HYQ). (2.22)
0

Portanto, ul, € L*(0,T; H1(Q)) ¢ limitada e u,, € L%(0,T; H}(Q)) é uniformemente
limitada por (2.12). Segue do Teorema 1.1.8 (Aubin-Lions) que u,, admite subsequéncia

fortemente convergente em L2(0, T; L2(Q)), passando a essa subsequéncia temos

g(um) = g(u). (2.23)

Multiplicando a equag@o aproximada (2.6); por 8 € D(0,T) e integrando em [0, T],
considerando m fixo, v > m e faca v — oco. Por (2.16), (2.17), (2.21) e (2.23) obtemos

T T T

(g(u(t)),v)6(t)dt = J (f(t),v)8(t)dt

L i), v,e0) +J
" (2.24)

dt L (Auly),via(t)dt +J

0

paratodov € [wy,--- ,w]ed € D(0,T). Pelahipdtese de densidade de U Wi, -+, Wil

meN
em H(Q), implica que (2.24) é verdade para todo v € H}(Q) no sentido de D’(0, T). De
(2.2

(2.14) e (2.24) obtemos
Teorema 2.0.2. De (2.24) temos

.2) e (2.3) do Teorema 2.0.2. Vamos provar a condicao (2.4) do

T

T T
(A(t)u(t),v)o(t)dt + L (g(u(t)),v)0(t)dt = J (f(t),v)0(t)dt.

N
—J (u(t),v)0’(t)dt + J
0 0
Para todo v € H(Q) e 6 € D(0,T), entao
T T
<—J (u(t),v)0’(t)dt,v) = (J h(t)0(t)dt,v) (2.26)

0 0

onde h(t) = f(t) — A(t)u(t) — g(u(t)) € H1(Q), logo (2.26) implica

T T
—J (u(t),v)0’(t)dt :J h(t)0(t)dt. (2.27)



Capitulo 2. Existéncia de Solugoes para o Sistema Nao Linear 22

Observe que devido a cadeia H}(Q) — 12(Q) < H7(Q) e por (2.2) temos u,h €
L2(0, T; H1(Q)) , segue de (2.27) e da condigao (ii) do Lema 1.5.3 que

t
u(t) = £+J h(s)ds &€ H Q) é constante, (2.28)
0
entao

ue Co[o, T H H(Q)). (2.29)

Por (2.28) obtemos
(u'(t),6(t)) = (h(t),0(t)) ¥V 6€D(0,T),
o que significa
u’(t) = h(t) no sentido vetorial das distribuicoes. (2.30)
Mas h € L2(0, T; H™!(Q)) implica

W e 12(0, T: H-1(Q))
e (2.31)
u' =h em L2(0,T;H }(Q)),

ou seja,

w4+ Au+g(u) =f em L?(0,T;H1(Q)). (2.32)

Para completar a prova precisamos mostrar que u(0) = uy. Temos de (2.29) que u(0) faz
sentido. Provemos que u(0) = uy.

Temos

Uy, ¢ limitada em L2%(0, T; H}(Q)) (2.33)

como H}(Q) < [2(Q) — H1(Q), temos de (2.33) que:
Um 6 limitada em L%(0,T;H'(Q)). (2.34)

Portanto, existe uma subsequéncia u, de u,, tal que

T

JT(LLV(t),w)G'(t)dt — J (u(t),w)0’(t)dt. (2.35)
0 0

para © € C1(0,T), 0(0) =1, 06(T)=0.
Pela estimativa (2.22), existe uma subsequéncia de u;, ainda denotada por u;, tal que

T T
J (uw (t),w)e(t)dt —>J (u/(t),w)0(t)dt. (2.36)

v
0 0
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para @ € C1(0,T), 6(0) =1, 0(T)=0. Logo, por (2.35) e (2.36) temos que

Ta Ta
L Sl (0, Wt dt — L Sl wie () at
ou
(1 (0), w) = (w(0), w),
mas

(u, (0), W) — (ug, w).

Logo, up = u(0) em L2(Q), pela unicidade do limite.
Unicidade da solugao:

Supondo u e v solugoes do problema, entao teremos

u—v+Au—v)+gu) —gv) =0 em Qr,
(u—v)(x,t) =0 em X7, (2.37)
(u—v)(x,0) =0 em Q.

Temos por uma estimativa andloga a estimativa (2.10) com f = 0 e uy = 0 e pela

desigualdade de Gronwall que

[uw—Vl20) <0 e ||u_v||L2(07T;H(1)(Q)) <0,

donde u =v em L?(0, T; H}(Q)) ou u(t) = v(t) q.t.p. em [0, T]. O



Capitulo 3

Desigualdade de Carleman para o

Sistema Linear Adjunto

Seja o sistema

—wi(y,t) + A*(tw(y,t) + a(t)w(y,t) = f(y,t) em Qr,
w(y,t)= 0 em Zr, (3.1)
W(yaT) = Wy €em Q7

onde A* é o operador adjunto formal de A. Com

=9 d .
Aluly,t) =— Y (akjat) +b-Vu

ij,k=1 0y;
temos que
b 0 ow -
A*(t)w(y,t) = — — <ak-—> — div(wb)
i,j,;_l 0y 'dy;
onde
00k 0@; _ [ 09;
W T o x| Ok M= <6xi >1<i,j<n

com ¢(t(x),t) o difeomorfismo C? que transforma o dominio nao cilindrico QT em Qt

cilindrico.
Lema 3.0.4. Eziste uma funcio P € C2(Q), Q fecho de Q, satisfazendo:

WY(y) >0 para todo x € Q
Y(y) =0 para todo x €T
IVU(y)| >0 para todo x € Q — wy,

com wy C w C Q um subconjunto aberto e nao vazio.

24
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A prova desse lema pode ser encontrada em Fursikov-Imanuvilov [8]. Usando a fungao

VP o Lema 3.0.4, introduzimos as fungoes

blu.t) M () - AM(Y) _ o2AlI] 52
1) = x(y,t) = 3.2
IETRW Y B(1)
Com B(t) =t(T—1),0<t<T,A>0em um parametro e

W[l = max [p(y)l.

yeQ

Verifica-se facilmente que

eV

Vo = }\va = AV =Va. (3.3)

Teorema 3.0.3. Sejam &, « e P funcoes como definidas no Lema 3.0.4. Entdao existe
Ao = 1 tal que para cada N > Ay, existe s > sq(A) > 0 satisfazendo a desigualdade para a
solugao w(x,t) do problema adjunto (3.1):
J ($3A1P3W? + sA2p|MVw|?)dxdt +J (bs) e *(lwe* + |A*w|*)dxdt
T QT (3.4)
<C (J e2s“lfl2dxdt+J 625“33?\4¢3w2dxdt) .
QT Qw

Esta € a desigualdade de Carleman, que é andloga a desigualdade apresentada em [9].

Pelo cardter técnico da demonstracao, ela serd realizada em etapas.

3.1 Mudanca de Variaveis

Consideramos uma mudanca de varidveis conveniente no sistema (3.1), pela fungao

regularizante e$*(V:t) Com efeito, definindo

w(y,t) = e **Wp(yt) ou ply,t) = e *¥w(y, t)

obtemos

Wy = —saie S%p 4+ e S%py (3.5)

ow ox e 0P
~— =—5—¢€ “pte T — 3.6
oy; oy; oy; (36)

aQW - 6206 —socp Qa_cx%e—soc
0y 0Y; 0Yx0y; 3 0 Jayka 52 (3.7)

—g O(e sx p—S X s« 9P e S« 1%
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Substituindo (3.6) e (3.7) na expressao de A* temos

i,j,k=1
= — Z k |:—S a2(x e*S(x 2%%6 Sx
Lkj=1 'L dyidy; 9y; Yk
s aaeim op  d«x R op S %p ]
0y; oYk oYk 0y; 0Yx0Y;
0day; oo 0
o Z kj [_ _e—sap+ —soc_p}
(5o Oy b0y 0y;
= ox op = Ob;
b |:_S_e—soc + e—soc_i| . _]e—socp
); 'L 7o dy; ; 0y;
= P, = day; o .
_ — —s—e
1kZ]—1 kl[ 0Yx0Y; } i,;j—l oYk [ 0y; P]

~ = 0 0
Portanto, lembrando que A*u = — E P (a —u), temos
. Yk j
ij,k=1

A*w = —se S*pAtx+se PV - b+ e S*A*p — sZe S pMV«f?
+2se **MVp - MV«

(3.8)

Onde - representa o produto interno no R™ e M = (%) Letien’ Temos ainda que
t/IKijsn
0 A9 0
oy;  B(t) dy; 0Y;
02 oy 0 02
X g g O (3.10)
oYk dy; 0Y; 0y oyYxdy;
- = np P Ralh = day; P
At = — ag (A p=—— +Ad — L IANp=—
iyj’;_l k)|: ay] ayk aykay]i| i,j,;—l ayk |: ay]] (311)

= APA*Y — A2P|MVY 2.
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Substituindo (3.11) e (3.3) em (3.8) temos

A*w = —se S PAGA* Y + se *“pAZGIMVY + Adpse S pVip - b+

(3.12)
FeS%A*p — A2p2s2e S p MV 2 4 2Apse S MVp - MVp.

Substituindo (3.12) e (3.5) em (3.1); temos

sxie S%p — e %py — se‘”p?\ch*ﬂ) + se S*pAZPIMVYP? + Adpse S¥p VA - b+
+e S*A*p — A2p2sZe S *pIMVP|? + 2Adse S*MVp - MV = f — a(t)e **p.

(3.13)
Também temos
p(y,0) = e **WOw(y,0) =0 em Q (3.14)
pois
AM(Y) _ o2AlID]
1) = sa(y,0) li sa(y,t)
a(y,t) B0 <0 e Jim e 0,
por argumento analogo, obtém-se
Py, T)=e 2wy, T) =0 em Q. (3.15)

Usando-se (3.13), (3.14) e (3.15) podemos reescrever o sistema (3.1) nas novas varidveis

da seguinte forma:

—pt + sap — SPAGATY + spAZHIMVY? +
+ADspV - b + A*p — A2h2s2p| MV |2+
+2APsMVp - MV = e**f —a(t)p em Qr, (3.16)
p(y,t) =0 em Zr,
p(y,T) =p(y,0) =0 em Q.

Vamos considerar a notagao

U(t)p = 2ApsMVp - MV + 2sA2p|MV[2p
V(t)p = —A*p + AP MVPPp + sA2pMVp*p — soep
Z(t)p = sAd(A™Y)p — a(t)p — Ads(V - b)p + div(pb).

Dessa forma, com essa nota¢ao podemos escrever a equagao (3.16); como

P UR)p — V(H)p = e + Z(t)p. (3.17)
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Veja que

ij,k=1
B=) B
im1
Bi = (—akj(i))1<kjcn = (—axj)1<kj<n
s — (oJ 2% a(P]
k) aaxi x4
B, = 3t (B)

Temos ainda que

d

S(Vopp= (-
-
-

(A'p)e + NS IMTP(pd?), + SNIMTBP(pd). — s(cep) ) p
A e 4+ A2S2MVPpd? + sAMVY2pd — soupe]p+

V- B Vp + A2 MVY[2pd b + sA2 MV 2pdy — saeep]p
= (V(t)p)p + (Ve (t)p)p,

onde
(Ve(t)p)p = [=V - By Vp + N2> IMV[2pddy + sA* MV [*pdy — soaep] p,

dessa forma temos

% L) [(V(t)p)p]dx = JQ (V(t)pe)pdx + J

Q

(Vitlp)pidx+ | (Viltlp)pex.

Observe que

p=0 em 09Q x(0,T)

e que

. plyt+h)—ply,t) . 0-0
pt(yat) _hli%h h _hli%lJr h =0 V(U,t) EZT'

Considerando 11 = (1) )1<j<n 0 vetor unitdrio normal exterior a I', temos que:

= o = Py ap
pa (‘“ay)pd": -3 e 53y, > a‘“a pn-ar

dyy
i,j,k=1 Yx i,j,k=1
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Logo,

L} (A*pe)pdx = L) (A*p)pedx.

Dessa forma temos

J (V(t)pe)pdx = [—;\*pt + A2 MV Pped? 4+ sA2 MV [P ped — soctpt}pdx
Q

Jo

= (_A*Pt)PdX + J P‘QSQ,MVQ’PPtd)z + A MV Ppdp — S“tPt}PdX
Q

an
— (—A*p)prdx + J A2 MV Ppd? + sA’ MV Y[*pd — saep]pedx
ur‘Q (0]
= | (V(t)p)pedx.
UQ
Logo,
d
s J [(V(t)p)p]dx = 2J (V(t)p)pedx + J (Ve(t)p)pdx. (3.18)
Q Q Q

Ao substituirmos p¢ de (3.17) em (3.18) obtemos

d

S| tvoppplac=2

. (V(t)p)[U(t)p — V(t)p — e3*f — Z(t)pldx + J (Ve(t)p)pdx.

Q
Notando que p(0) = p(x,0) =0 e p(T) = p(x,T) = 0 em Q, e integrando de 0 a T a

ultima igualdade temos:

0= 2[4 (V(t)p)lUlt t)p — e>*f — Z(t)pldxdt + [ (Ve(t)p)pdxdt
0= 2[q (V(t) p) dxdt — 2 fQ (V(t)p) (U(t)p)dxdt — [ (Ve(t)p)pdxdt+ (3.19)
+2 fQT(V t)p)(es*f + Z(t)p)dxdt

Obs 3.1.1. Note que

T —2t]

= ) ooy [ < IT—2t19F” < CloP’ (3.20)

bl = '

Temos ainda que

ol = | =P (v ezxnw)‘

B(t)?
T =2t i) _ g2l

p(t)?

M (y) _ p2Al]]
= [T—-24 2 b (y)

My ?

< rs(t) ) (3.21)
= +ez7\|\wu 2 (y
e

T —2t|[1 + e?MN’”\q)2
C2.

N

IT — 2t

VAN
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Sendo C = C(T, A | W[, Q). Note que P(y) > 0 implica ||| —b(y) < [[W|]. Por outro

lado, temos

1 2 2
lotee| = ‘_B (t)B —gfﬁ”—?ﬂ |e}“b(y)—e”‘”‘1"“

2 2 3A
2p% + 2B[T — 2t | [PV ) 2|
h Bestbly) B3 (3.22)
2B -+ [T — 2t | () — g2l o
2\ (y) eMb(y)
< CoP.

Anilise dos Termos de (3.19)

Adotaremos a seguinte notagao X = —J (V(t)p) (U(t)p)dxdt. Portanto
QT

X = —J [—A*p + AN2D2s2MVYPp + sA2PIMV|*p — sap]
Qr (3.23)
[2APsMVp - MV + 2sA2bMV|?pldxdt

Sabemos que existem constantes K, N > 0 tais que
VOP <N, MVPE <N . AP <N o [B,Vp-Vpl < K [Vp?
temos
(Ve(t)p)p = [=V - BeVp + M) IMVY22pd e + s MV Ppdy — sxeeplp.  (3.24)
Segue de (3.20) e (3.22) na Observacao 3.1 que

(A2 MV P22p by + sSAIMVPPpdy — saeep) pl < Cr(A%s29? + sA2p? + sd?)p?,
(3.25)
onde C; = max{2NC, C}. Temos ainda que

U pV-Bthdxdt’: J Bth-Vdedt‘
QT QT

< J IB¢Vp - Vp|dxdt
Qr

< K1J IVp|*dxdt.
Qr

Considerando Co = max{Cy, K}, temos

X1:U (Vt(t)P)dedt‘<C2J [IVPP + (As2° + sA?¢? + s¢%)p?] dxdt.  (3.26)
Qr Qr
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Por outro lado, temos

Xy = ‘2 [ o, (V{DP) (e + Z(t)p)dxdt‘
< 2[g, [(Vtp)lles=flaxdt +2 [ I(V(t)p)I(Z(t)p)ldxdt (3.27)
< 2 IQT (V(t)p)|?dx + fQT eS| fl2dxdt + IQT I(Z(t)p)[Pdxdt.

Observando que (a+b+c+d+e)? < 16(a? + b2 + c? + d% + €?), tem-se

JQ (Z(t)p)Pdxdt < [ ‘37\(1) (A*p)p — a(t)p — Adps(V - b)p + div(pb) ‘2 dxdt
< 16 [ SPAAYPP? + a(t)Pp® + A2 d*s* VP [blZp+
+HVPpPbIZ, + p2ldiv(b)[ dxdt
< C3J [(527\2d)2 + 1)p? + |Vp|2] dxdt,
N (3.28)
onde Cy = 16 max{N + N|b|%,|b|%, M2 + |divb[2}. Fazendo a substituicao de (3.28) em
(3.27), obtém-se

X, < ZJ |(V(t)p)[Pdxdt + QJ e25¥|f[2dxdt + C;:,J [(s*A*¢* + 1)p* + [Vp[*] dxdt.
Qr

QT QT
(3.29)
Segue de (3.19) que
2X + 2J (V(t)p)[Pdxdt < X; + X,
Qr
Dessa forma, fazendo C = max{C,, Cs}, segue de (3.26) e (3.29) que
2X + QJ I(V(t)p)[Fdxdt < QJ |(V(t)p)[*dxdt + QJ leS*f|*dxdt
T QT T
+2€J' (s2A2p? + 1)p? + (A?s%dp® + sA?p? + sd?)p?dxdt
Qr
+2EJ |Vpl*dxdt.
Qr
(3.30)
Para s > 1e C = 2C, decorre de (3.30) que
X < J les*f2dxdt + CJ A (s?P? + s%P?) + sdp® + 1]p?dxdt+
Qr Qr (3.31)

+CJ |Vp[2dxdt.
Qr
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3.2 Analise dos Termos de X

Observe que

X = —J (V(t)p) (U(t)p)dxdt

Qr
— J [A*p — AP MV p — sA2GIMVY|*p + sop
QT
2AGSMYp - MV + 2sA2bIMV D 2p] dxdt

= 2J s?\Qd)IMV\b!2pA*pdxdt—2J AP} MV *p?dxdt
T

T

—QJ A P22 MV [*p?dxdt + QJ Aps [MVp - MV] A*pdxdt
Qr Qr

—2J [N $*s*MVp - MV)IMVY[*p + A $p*s*MVp - MV MV p[*p] dxdt
Qr

QJ [PAGPS*xMVp - MV + s*A°GIMVP[*p* | dxdt.
QT

Portanto, consideremos a seguinte notagao
M, =2 J sSAZH MV pA*pdxdt
Qr

M, = —QJ A3 s MV P[*p?dxdt — QJ A P2 MV [*p?dxdt

Qr T
M; =2 J Aps [MVp - MVp] A*pdxdt
Qr
M, = —2J [N $?s*MVp - MVYIMVY[*p + A d*s*MVp - MVHIMV[*p] dxdt
Qr
M; =2 J [PAGS’ oMV - MV + s°A°GIMV[*p? o, | dxdt.
Qr

(3.32)
Dessa forma temos

X =M+ My + M3z + My + Ms.

Analise de M,

Observe que como p = 0 em Zt, e considerando 1 = (1n;)1<j<n 0 vetor unitario normal

exterior a X1, temos

J SIMVP*pA*pdxdt = J sSA2OIMVY*p(V - BVp)dxdt

Qr
— | GMVGPPETP mdzs — | VI0IMTFp) - BVpaxdt
ZT,. QT
= —| V(¢MVYPp) - BUpdxdt.
JQr
Logo,
M; =—-2| sAV($/MVYp) - BVpdxdt. (3.33)
JOQr
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Por outro lado

V(OIMVYPPp) = [IMVY*p] V] + [dpl(VIMVY?) + $IMVY[3(Vp)
= NAOIMVYPp] VY] + [dpl (VIMVY) + ¢IMVP*(Vp).

Portanto,
"

M= —2| sANGMVYp(VY - BVp)dxdt
JQr

A

2| sA?¢pp(V(IMVY[?) - BVp)dxdt
JQr7

A

+2 | sA20/MVYPPIMVp|*dxdt.
JQr

Note que P € C3(Q), disso segue que existe C= G(Q) > 0 tal que

MVt < C
IMV(IMV))2 < C.

Lembrando que

{ Vi - BVp = —-MVY - MVp,
temos
|—2JQ SN GIMVGPp(Vip - BVp)dxdtl = |2 [, sAGIMVp[Pp(— MV - MVp)dxdt]
< 2JQ A HIMVPPpIMVPIMVpldxdt
,
< J SOUNIMYPp) (SIMYHIMTp|)dxdt

:
< 87 sOAMV|*p?dxdt
Qr

}\2
+ sd)Z!MVd)IZIMVpIdedt
JOT
< SET sd)?\4p2dxdt+

T
1 [
= sOAAMVUAMVp[*dxdt.
4JQT

De onde segue que

—2J SA3GIMVYPp (VY - BVp)dxdt > —SGJ sdpAp2dxdt
Qr 1 Qr (3.34)
— J sOA MV IMVp|*dxdt.
Qr
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Também temos

| =2 [, sNOp(VIMVYP) - BVp)dxdt| < [2 [ sAdpp(V(MVY - MV) - BVp)dxdt|
< |2jQT sSA2P2IMV|p(MV (MVY) - MVp)dxdt|
< 4fq, sSNOIMVYIpIMV(MV)IMVpldxdt
< Jq, sSNOBIMV(MV)lp) (MR dxdt
< S SNO(SIMY (MVp)p) (FHMR ) dedt
< 32 [, sSNO(IMV(MVY)[Pp?)dxdt+

+ [, SAPH(IMTLEMYRE ) gy gt
< 32/C\IQT sA2dppdxdt+

+1 [ o, SAOIMVPIMVp[*dxdt.

Portanto

—QJ sA2pp(V(IMVY[?) - BVp)dxdt > —326jQTsA2¢p2dxdt (3.35)
or 3.35

—1[o, SNOIMVYPRIMVpPdxdt.

Dessa forma por (3.34) e (3.35) temos

~ 1 ~
M; > —8CJ sPA*p?dxdt — ~ J SOA MV IMVp|2dxdt — SQCJ sA2pp?dxdt
Qr 4 Qr Qr
—1 [ g, SN OIMVYPIMVp[*dxdt + 2J sSA2PIMVY A M Vp[?dxdt
Qr
. 3
> —BQCJ sh(A* + AH)pidxdt + 3 J SA2OIMVY P IMVp[2dxdt.
Qr T

(3.36)
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Analise de M3

Seja
M; = 2J Adps [MVp - MV] A*pdxdt.

.
Dessa forma, usando a férmula de Green, temos

J Aps [MVp - MV] A*pdxdt +J V(AbsMVp - MV) - BVpdxdt =
Qr QT

Ads [MVp - MV] BVp -ndE,

T
onde 1 € o vetor unitario normal exterior a L, portanto
Mz = —QJ V(AbsMVp - MV) - BVpdxdt + 2J Adbs [MVp - MVUY] BVp - ndZy.
QT It
(3.37)

Por outro lado

V(eMVp - MVp) = (MVp - MV)) (V) + ¢V (MVp - MVY)

= op o
= (AdMVp - - MV )VUY + ¢V f—
(Ad P P)VY + ¢ <17j7;_1 ay; oy, ayk>
= (AGMVp - MV V1 + €,
onde & = (&1, -+, &) = (&) 1<1<n, cOm
(5 , %
El - ayl (i’j’;l (lk) ay) ayk> .

Substituindo em (3.37) temos

My= —2 nQ SALAGMVp - MVY)Vp + dE] - BVpdxdt
JQr
42 ; Adbs [MVp - MVY] BVp - dEt
= -2 ﬂQ (sSA2pMVp - MV) (VP - BUp)dxdt — ZJQ sAP(& - BVp)dxdt
JQr T
49 pz Ads [MVp - MVp] BVp - ndZ+
_ PQ (s?\Qd)MVp-MVll))(MW)-MVp)dxdt—QJQ sAd(E - BVp)dxdt
+“2 "Z Abs [MVp - MVY] BVp - ndZt
Jir
= 2 o sA2¢(MVp-Mv¢)2dxdt—2JQ sAd(& - BVp)dxdt
JQr T
—2 n Ads [MVp - MV ] MVp - MndXr.

uZT

(3.38)
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Denotamos por

N, = —2J Ads [MVp - MV MVp - MndEr e
X

Ny = —QJ sAd(& - BVp)dxdt.
Qr

Analise de N;

Observe que I' =1 ~1(0) e também VA # 0 em T, entdo temos que I' é uma superficie
de dimensao n—1, logo temos que para cada x € T o espaco tangente T, (') tem dimensao

n — 1, portanto

dim{T (Mt} =1

dessa forma concluimos que

entdo teremos que Vi -v=Vp-v=0 W T (IN*+ V¥xecT. Logo, teremos que Vi,
Vp € (Tx(T)*, e como |n(x)[| = 1, tem-se que

V=n(V{-n) em T
Vp=n(Vp-n) em T.

Portanto,
Ny = —2 hz Aps [Mn(Vp -n) - Mn(VY - 1) Mn(Vp -n) - MndZ+
dn T
= 2] Abs(V -1)(Vp -n)? [Mn - Mn] Mn - MndZy (3.39)
-Jn T
= 2] Abs(V -1)(Vp -n)?[Mn|*dZy.
Jor

Observe que como 1n é o normal exterior a I', temos que dado x € T' e k < 0, com k

suficientemente pequeno, temos x + kn € Q, P(x) =0 e como P(x + kn) > 0, entdao

_ P(x +kn) —P(x) :limtb(X+kn) <0
on S

Vi -n (x) = lim . o

Portanto, N; > 0.
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Analise do Termo N,
Observe que
BVp = (Z s ayr)
rv=1 1<1<n
lembrando que
o 20100,
T dx, oxy,
B = (—ai)ictr<n:
Dessa forma temos
i d =~ dp NP =~ op
Ny = =2 J SAG— Q—— | - —ar— | dxdt
; Qr oy <i,j,;—1 'oy; ayk) (rNZ—1 ’c)yr)
n n n
0 op o op
= 2 J SAG— i —— | - air dxdt
; Qr Oyt (i’jg_l " dy; ayk) (T,\; 0y,
= =0 0\ dp = op
= 2 J SAD — (ak-—) — |- air dxdt
; Qr <i,j,Zk—1 oY1 "Oyx/ By, T,\)Z—l oYy
n n all) an n ap
+2 J SAD Ay —— . air dxdt.
; Qr (i,j,%—l ]ayk aylayi) (r,vzl 0y
Seja
n n all) an n ap
Ny =2 J sAD Qi —— . air dxdt (3.40)
; Qr i,jyzk_l "0y 0y10y; TNZ_I 0Yr
Note que
. n n 811) an n ap
Ny = 2 Qj~— air
=1 (i,;k—l "0y 0Y10y; rv=1 oYy
n n all) n ap a2p
= 2 Api — arr
=1 <i,j,;—1 o T,\)Z—l "oy, 9Y;0y

I
)
:u.
J-I\/];
o

0 = op 02
AN B P)

1,j,k=1 ayk Lr,v=1 E aylayl
:Za.ﬂ(zaa_Pa% 5 a_p62p>
ij,k=1 Y 0y Lrv=1 hayf dy; 0y, ”ayr 0y;0yy
n d n d 52 3 32
= Y a2 (Y a2 0Py g, R 0P
ij,k=1 oYk Lrv=1 0yr 0Yy;0y1 Lol 0y 0y; 0y,
n d n d 32 " 5 32
=Y (Y a2 0Py 2 T
i,y k=1 ayk Lrv ayT ay)ayl Lrv=1 ayl ay)ayT‘
= 9 op 0 L op o
Z (alr) P P - —(alr) p—p>
Lrv=1 ayJ ayr ayl Lrv=1 ay] ayf ayl
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Portanto,
< - W 2«  pI o« N 2 2p
N11 - iy
11;1 )aykay]lgl "0y, oy i,j,;l k1§1a aylayr
(3.41)
Assim, temos que
= N D op 9
Nll— J S}\d} Z ak]._ll) Z p pd dt
Qr 0y 0y; "oy, r Oyt
R o b E (3.42)
p dp
—| Ao Qi3 — dxdt.
JQT i ]; 1 "oy Z a ayl 0y
Integrando por partes temos que
” - 0w ¢ dp dp
N = — sA Akj N~ air —dxdt
JQr i7LZ]<_1 k ayk ay] Lg 1 ayr ayl
r n d all) ap .
— | sAd ( —) o ——dxdt
Qr 17].%_1 0y; < oYy u; . ' dy, 0y,
- 0P = dp Op
+1 sAd A5 e ~—dX
I 1ijk_1 ] ayk ! 17;\)_1 0 T ay]_
- N «— 0 op Jp
- sAd Aij~— (ai) dxdt
QT l];l Jayk 1’;\)_1 ay) a 1 ayr
" = oY Y dp op
= —| N KA A r>— ~—dxdt
Qr 1];_1 "y dy; l;v_l Yy, oYy
r n d alj)
—| saemwpe Y - (a -—) axdt
v QT p ivL;—l ay) k) ayk (343)
+1| sAGIMVP(MVY - Mn)dZ
Jry
[ - o ap op
— | sAd Z ak) Z dxdt
MPQ ij,k=1 1rv 1a aylayr
= —| sNoIMVp/ |MV11)|2dxdt
JQr
r n a all)
- sAGIMVp? o ((1 —) dxdt
v QT L%l ay) k) ayk
+ 1 sSAGIMVpP(MVY - Mn)dZt
Jiy
[ - o ap op
=] sA r) t.
Jor sAd Z ak) Z a ai dul agTdd
i,j,k=1 1‘rv 1

Pela anélise de Ny temos que Vi =n(Vi -n) e Vp =n(Vp 1) em I'. Portanto,
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Niu= —| sA2pMVpPMVY[2dxdt
JQr

— | sApIMVpP > 9 (ay 20 ) axat

Jor 4= Oy; oYk

p Pk (3.44)
+ | sAG(VY -m)(Vp -n)*Mn*dLy

uZT
n

i a¢ ap op
—| b D ang - Z dxdt.
JQr i,j,k=1 lrv la aylayr

Logo, temos que

= 0 o
QZJ N (13;1614 ( )ayk) ay]> (rvzla” )dth

=1

"
— | sA’GIMVpAMVp|*dxdt
JQr "
[ 0 o
— | sAGMVp/ — (ak~—) dxdt 3.45
JQr iy].,;l ay] : ayk ( )
R
+|  sAG(VY -m)(Vp -n)?Mn|'dZy
Jer
[ = o ap op
— SAD Ak dxdt.
JQr 1]%1 K k1§1a aylayr

Segue de (3.38), (3.39) e (3.45) que

M, = QJ SAZH(MVp - MVp)2dxdt
Q

n n d all)
+2;JQT5A¢<Z 51 ( ’ayk) ag]> (Zalr > dxdt

i,j,k=1

— | sA2IMVpP MV 2 dxdt

JQr

r n ) 611) (346)
— | sAGMVp/? — (ak-—> dxdt

JQr i ); 1 ayj ! ayk

[ aw ap op
—| b ) ang - Z dxdt
“nQ i,j,k=1 lrv la ayl ayr

— | Abs(VY-n)(Vp-n)?Mnl*dZy.

-JZT

Seja
N == | Ags(Vin)(Vp-nfMnltdzy.
T

Observe que [u?v> — (u-v)? > 0 Vu,v € R™, também veja que existe k; = O%O tal que
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IVpl < k1IMVp]|, e ainda que existe constante positiva K tal que

(| @ )

o (akim <K
law] < K
0 AU

| [52 taw)| <k

(3.47)

Dessa forma, temos que

M3 — N| < J sA’$ [(MVp - MV)? — [IMVp IMV[?| dxdt
Qr
+ SA2¢(MVp~MV1|))2dxdt‘
air

am( )ayk)Hayl> (rvzlr v
5 (o)
— | ax;=— || dxdt
oy; \ 7oy
=19 9
> |srlan)] |5
Lr,v=1 yj EL
J sA¢ ((—MVp - MV)? + [IMVpIMVP[*) dxdt
Q

n

+2§JQT SAd ( >

i,j,k=1

—D dxdt

n

+J SAGIMVPP >
Qr

ijk 1
+J A Y
Qr

i,j,k=1

op

t
oy, dxd

ClkJ ay

/&

+J SA2H(MVp - MV)2dxdt

+2§JQT sAD ( i K|Vp|> : (i K|Vp|> dxdt

i,j,k=1 rv=1

+J SAGIMVp]> Y Kdxdt
Qr

i,j,k=1
+J sAg ) K ) K|Vpldxdt
Qr ij,k=1 Lrv=1
< J SA2GIMVpIMV|2dxdt
QT
+ (3K2K?n6 + Kn?) J SAGIMVp[*dxdt.

Qr
(3.48)

Como N > 0 implica M3 > M3 — N e fazendo C = 3K?K?n5 + Kn? temos

M; > —J s)\zd)IMVpF!MVQJFdxdt—fJ sSAGIMVp[2dxdt. (3.49)
Qr Qr
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Analise de M,

M, = —QJ [N $*s*MVp - MVYIMVY*p + A d*s*MVp - MV MV [*p] dxdt
= J (A’ $°s?(2pVp - BVY) MV 4+ A*$p*s*Vp? - BVYIMV[*] dxdt
Qr

= J (A’$%s*(Vp? - BVY) MV + A $?s*Vp? - BVHIMVP[?] dxdt.
Qr

Denotamos por

A= J [(Vp® - BVY) MV $?] dxdt.
Qr

Por outro lado, note que

div(P3MVPPBVYP?) = G IMVYBVY - Vp® + V- BVHIMVp*3p>d>+
+p’ PV (IMVYP) - BVY + MV (V - (BVY))]
= ¢’MVP[BVY - Vp? + Vi - BVHIMV*3p? >+
+p’ PV (IMVYP) - BV + MV LA™Y
= ¢)IMVYIBVY - Vp? + V¢ - BVHIMVP3pd? + p?d°F

onde F = V(IMVY[?) - BVY 4+ IMVP2A*.

Também temos pelo fato de p =0 em X e pelo teorema da divergéncia que

0= (P*¢°*IMVY*BVY) - ndZy

Jzy

= div(p* MV P[P BV dip?)dx

JQr

= G MVP|BVY - Vp?dxdt + J (Vo - BVY)IMVY|*3p2dpdxdt+
Qr Qr

3

+ p?$p>Fdxdt

JQr

_ J G IMVPYBYY - Vp2dxdt + J AGVY - BYY)IMV23p2d?dxdt+
Q1. Qr

p P Fdxdt
JQr

+
= A—J 3AP2P3 (MY - MV IM V> dxdt + J P P Fdxdt
Qr Qr

A= J AP P} IMVD[*dxdt — J p’dp3Fdxdt. (3.50)
Qr Qr

Seja
B :J GAMVYP BV - Vp2dxdt
Qr
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Analogamente temos

div(P2AMVYPBVYP?) = $*MVYBVY - Vp® + V - BVHIMV*2p* d+
+P2 P2V (IMVYP) - BV + MV (V - (BV)))]
= ¢IIMVY[BVY - Vp? + Vo - BVHIMV2pd+
P2V (IMVY) - BV + MV A
= ¢ IMVP[BVY - Vp* + Vo - BVHIMV[“2p°d +pd°F

0= | ¢ MTPPBYY) ndz,
= "Q div(p? M VPP BVpdtp?)dx
= "Q d)QIMth)IBVII)-VdethJrJQ (Vo - BVY)IMV[*2p b dxdt+
—l—J p’p?Fdxdt T
Qr
=, $AMVYBVY - Vpidxdt +J T(?\d)Vt]) - BVY) MV 22p pdxdt+
+JQ p’p?Fdxdt
= B— LT AP (MVY - MVp) MV P[> dxdt + J o p2d?Fdxdt
B = JQ 27\p2d>2|MV1|)|4dxdt—J p2dp?Fdxdt. (3.51)

Logo, de (3.50) e (3.51) concluimos que
M, = J AN (3p2d3s® + 2p%Pp?s?) MV dxdt — J A (p2dp2s? + p?dp?s®)Fdxdt.
QT QT
Como P € C%(Q), temos
IF<C

portanto,

My — J A (3p2d3s® + 2p*Pp2sH) MV dxdt| < CJ N (p2d?s® + p’PpPs®)dxdt.
Qr Qr

Logo,

M, > J A (3p2d3s® 4 2p?dp2s?) MV dxdt — CJ N (p2d?s? +p?PpPs®)dxdt.
Qr Qr
(3.52)
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Analise de Mj
Temos que

M; = 2J [PAGS* ot MVp - MV + s°A*GIMV[Pp?o, | dxdt
QT (3.53)
= —J Ads?o Vp? - BVpdxdt + 2J A2 OIM VY pPa dxdt.
QT Qr

Denotamos por

D= —J o (Vp? - BVp)dxdt. (3.54)
Qr
Assim, temos

div(p?¢poBVY) = o Vp? - BVY + p?a (BVY - V)
+p2dVay - BVY + p?dpaV - BV
= ¢ Vp? - BVY + p2o Ad(BVY - V)
+p2d(Va)i - BV + p2po A*
= ¢ Vp? - BVY — p’ AGIMV[?
+AP2dd VP - BV + p2doc A,

Além disso,

0= P’ paBVY It
Jiy
= div(p*dpaBV)dxdt
QT .
= Go Vp? - BVPdxdt — | p?oq Ad|M VA2 dxdt
JQr JQr
— Ap?pd MV - MV pdxdt +J p b A*pdxdt
L JQT N Qr
= G Vp? - BVPdxdt — | p?oqAd|M VA2 dxdt
JQg1 JQr

— | Ap*ddMVP|Pdxdt +J p2bo A*pdxdt
Jor Qr

D= J Pl AGIM VP[P dxdt + J

Ap2pd MV [2dxdt — J p2bo A pdxdt.
Qr

QT
(3.55)
Substituindo (3.55) em (3.53), temos

M; = J SACAGIMTPP? + Ap2pb IMTDP — pPda A")dxdt

+2J SA2OIMV*pPa dxdt

QT

= J SPAAP2 P b MV 2 — p2pa A*p)dxdt + BJ A2 OIM VY PpPa dxdt.
Qr Qr
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Segue da Observacao 3.1 e do fato de existir C com a propriedade MV|?> < C, !K*lb! <C

que

|M5|<j sQA(Ap2|¢||¢tHMwF+p2|¢|roct||/i*¢|)dxdt+3j A2l MVP[2p oce|dxdt
QT QT

< cC (] o + sl 4 seaoPp avat
QT
< O] npan 4 spneR axat).
QT
Portanto, considerando C= 4CC, temos
M;> —C (J (s*A%p2 | + 52p2?\|cb|3)dxdt> : (3.56)
QT

Segue de (3.36), (3.32),(3.49), (3.52) e de (3.56) que

M, > —C JQ sO(A* + A?)pPdxdt + g JQ sSA2GMV P IMVp[*dxdt
T
M, = —2 JQ M3 s MV |*p?dxdt — 2J1 M d?s2 MV p2dxdt
T T
o SA2OMVp A MV 2dxdt — CJ SAGIMVp|?dxdt
T T
M, > o A(3p2pPs® + 25%p2p?) MV dxdt — C JQ A (p2dp2s? + p?dp?s®)dxdt
T T

M > —C (J (A2 + s2p2x|¢|3)dxdt) |
Qr

M3>—J

(3.57)

Lembrando que X = M; + My + M3 + My + M, segue de (3.31) e (3.57) que
1
—CJ sh(A* + A?)p?dxdt + 3 J SA2GIMVP [ IMVp|2dxdt — CJ SAGIMVp|*dxdt
Qr QT

.
+J Ap2dp3s] MV [ dxdt — CT A (p2dp2s? + sPp?Pp?)dxdt
T Qr
—CJ (s*A%p?| b + s?p?Ald*)dxdt < J

Qr Qr
+CJ A2(s?Pp? + s2d?) + sdp® + 1]p?dxdt.
Qr

les*f>dxdt + CJ |Vpl*dxdt
Qr

Assim, temos que

1

§J sSA2OIM VP IMVp>dxdt +J AMp2p?s* MV [*dxdt < C J SAGIMVp[*dxdt
Qr Qr Qr

+C | sdp(A*+A*)p?dxdt + CJ A (p?dp?s? + sPp?Pp?)dxdt + CJ IVp[2dxdt

JQT Qr QT

+C | (s*A*p?df + s*p?Aldp[*) dxdt + J e?S¥|fl?dxdt

JQr Qr

+C | N (s?P? + s%P*) + sdp® + 1]p?dxdt.

JQr

(3.58)
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Considerando A > Ag > 1, e A*s > A* + A2 e C; tal que C; < ¢, temos
C%S(b(?\4 +7\2) < 827\4]92(1)3
C17\383d)2p2 < }\SSSCI)sz.

Tome m = min{C;, C?}, logo

msp(A* + A?) < s2A4p2p3
m)\383¢2p2 < )\383(1)31)2‘

(3.59)

Segue de (3.58) e (3.59) que

sSA2OIMV P IMVp[*dxdt +J AMp2dPs] MV P[*dxdt < C J SAGMVp|?dxdt

(NN
%

Qr T Qr
+£ J msd(A* +AH)pdxdt + ST mA*p?Pp2s?dxdt + CJ As3p?p?dxdt
mJQy mJQr Qr
Ck? C
+—= J m/MVp2dxdt + CJ (s*A%p?| b + s?p?A|d[})dxdt + — J mAZs2p?p?dxdt
m T Qr mJQr

m3pZdxdt + J e *|f|*dxdt

C
sd®pidxdt + — J
m? QT
(3.60)

+CJ A2 s2dp3p?dxdt + CJ
Qr

Qr Qr

ou seja,

Np2dPs] MV P[*dxdt < C J SAGMVp|?dxdt
Qr Qr

1
3 J sSAZOIMV MV p[2dxdt + J
QT
+£ J s2p3A*p2dxdt + < J Ap2dp3s?dxdt + 2CJ A3 p2dpidxdt
m Qr m
Ck?

T Qr

C ,
(s2Ap2 D + s?p*AY ) dxdt + n—J AMs?dpip?dxdt

J SAGIMVp|2dxdt + CJ
T Qr

Qr

¢3pdxdt + J e ¥|f|?dxdt.

+CJ s*A*Ppprdxdt + % J
m
Qr

Qr Qr

(3.61)

Portanto, considerando K = max{3C + 3%, 2C,C+ Cﬂf%, %, 1}, temos

1

- J SA2OIMVY P IMVp[*dxdt + J
2 QT Qr
+J (s2p*A*p? + A3s*p?d?® + d*p?)dxdt + J 3A¢|Mvp|2dxdt).

Qr Qr
(3.62)

Ap2p3s3MV[idxdt < K(J e25%|f2dxdt
Qr

Temos que [Vi| > 0 em 0Q). Entao, segue que [V| > 0 em 0QU(Q—wy), que é com-
pacto. Entao, existe y > 0 tal que 0 < vy < [V para todo
x € 0Q U (Q — wyp).Lembrando que existe k; tal que |[V{| < k;IMVY|. Tomando
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k = min{y?, y*}, k = max{k?, k?} e utilizando (3.62), tem-se
kJ (s*A*P3p? 4 sA?pIMVp|?)dxdt
QTwiO

< (v's’A'b’p? + y?sA?GIMVpl*) dxdt
QT_QwO
< (IVOI*s’Ad%p? + [V sA® oM Vp[?) dxdt
QT_QwO
< k! J IMV[*s* At pPp2dxdt + k2 J IMV|2sA?p|MVp[>dxdt
Qr—Quw, Qr—Quw,
<k QJ IMV|*s* At pPp2dxdt + J

|MV¢|25A2¢|MVp|2dxdt>
QT_QwO

QT_QwO
2

1
IMVP*s* At pPp?dxdt + 3 J |MV1D|25A2¢|MVp|2dxdt>

QTwiD

<
QTwiO
_ 1
k J IMV|*s* At pPp2dxdt + §J |MV¢|237\2¢|Mvp|2dxdt)
T Qr
2kK (f e25*|f2dxdt + J (23N p? 4+ A3s3p?d® + pPp?)dxdt + J s7\q>|MVp|2dxdt).
Qr Qr Qr

<2
<

Faca C = szK Para s > A e A > max{2(3C + 1),A¢} > 1, onde Aq é suficientemente

grande. Logo,

J (s°A%D*p? 4 sA?p|MVp|?)dxdt
QT_QwO

<C e fPdxdt + | (s2PATp? + A3sPp?d® + p3pP)dxdt + | sAGMVp|2dxdt
p p p p

Qr
sAd)IMVpIdedt)

Qr

<,

<(3c+1)(J

T

e?s%|f2dxdt + 3? PP A3 prdxdt + J

Qr
(s3p*A%p? + s7\¢\Mvp|2dxdt))

Qr

e2s*|f?dxdt + J

QT Qwo

(3C+1) J (s’d°A*p? + sAGIMVp[*) dxdt
QT_QwO

<(3C+1) (J e25%|f2dxdt + J
1 QT Qwo

+—J (s°d°A*p? + sA*GpIMVp[*) dxdt.
2 QTfQUUO

(" O°N'p? + SAGIMVplPdxdt) )

Fazendo C = 3C + 1 segue que

1
—J (s*A1d3p? + sA?p|MVp[*)dxdt
2 QTfQu)O

< E(J e2s*|f|2dxdt + J (s°p°A°p” + s7\d>|MVp|2dxdt))
QT Qwo
_ 1
<C (J 25 f2dxdt + — J (s3p*ATp? + s7\2¢|Mvp12dxdt))
QT C Qwo
< CJ e2s¥|fl?dxdt + J (sd°A'p* + sA’pMVp[*dxdt) .
QT Qwo
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Lembrando que J.QT*QwO hdxdt = ‘[QT hdxdt — wiO hdxdt, temos
J (s*A*d®p? + sA?p|IMVp[?)dxdt
Qr
< 3J (s*A1d3p? 4 sA?pIMVp|?)dxdt + 2C J e?S¥|f|?dxdt.
Qug

QT
Tomando C = 3 + 2C, temos que

J (s*A'd?p? + sA?p|MVp|?)dxdt
Qr

(3.63)
<C J e2s*|f[2dxdt +J (s°A%P3p? 4 sA?pIMVp|?)dxdt | .
QT Qwo
3.3 Retornando para as Variaveis Originais
Temos que p = e®**, entao Vp = sVae**w + e**Vw. Logo,
IMVp[? = s2]MVaf2e?s*w? + e2*MVw]? + 2se?*w(MVa - MVw)
S2IMV o?e?5*w? + e25%| MV w|? 4 2se?*wMV | MV W| (3.64)

2 MV a2e2s*n? + e2s¥|MVw|? + s2e?*W?[MV | + e?s*MVw|
252IMV o)2e?5%W? + 2e25¥|MVw|?.

INININ

Lembrando ainda que MV = AOMV e veja que IMV al? < A2$?| MV, fazendo
C; = IMVW4 e Cy = max{2Cy, 2}, teremos
IMVp]2 < Cae5*(p2A2n2s2 4+ [IMVwW|?). (3.65)
De MVp = sMVap + e**MVw segue que
IMVp[? = s2 MV a*p? + eZE¥MVW[? + 2se*p(MVa - MVw). (3.66)

Substituindo (3.65) e (3.66) no primeiro e segundo membro da desigualdade (3.63),
respectivamente. Tomando k = max{C, C(Cy + 1), CCy} e substituindo p = e**w em

ambos os membros teremos

J (2N P w? + sA2P(s2 MV a?p? + e MVWI + 25e5*p(M Vo - MVw)))dxdt
Qr

<C J eZS“IfIQdth—I—J
Qr

(e %3N 3?2 4+ sA2hCre?* (P2 A*n?s? + |MVW|2))dth>
Qug

<C J e25“|f|2dxdt+J

e25%(Cy + 1)s*ANp3n? + C2se28“>\2¢|MvW|2dxdt)
T QWO

<k (J e2s¥|f|?dxdt +J e2ssS N p3n? + ezs“s?\zd)lMVw!zdxdt> .
QT Qwo

(3.67)
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Denotaremos por

F=k <J e***|f*dxdt + J
Qr Q

Por outro lado, temos que

e s A pPw? + 625“57\2d>|MVw|2dxdt> : (3.68)

@wo

U 25*A2pe**p(MV - MVw)dxdt' < 25*A2pe* *p|MV o/ MVw|dxdt

QT JQr

= sA’ P (2spIMV &) (eS* MV w]|)dxdt
JQr

N\

1
sA2P(2s*p? MV o + 5625“|MVWI2)dxdt.
(3.69)

JQr

Dessa forma temos

J 25s?A?Ppes*p(MVa - MVw)dxdt + J SN2 PIMV o*p?dxdt >

Q 1 Qr (3.70)
—I sA2(s*p MVl + 5e2$‘X|MvW|2)dxdt.
Qr

segue de (3.67) e (3.70) que

J (A3 W? + sA2p|MVw|?)dxdt
Qr
= J sSATp3wldxdt + J sA2pM Vw2 dxdt
JQr QT1
— | sA?P(spAMV ) + §eQS“|MVWI2)dxdt
JQr
i 1
+1 sA?d(s*pMV o + §eQS“|MVw|2)dth
JQ7
< J sSATp3wrdxdt + J sA2pM Vw2 dxdt
JQr Qr
+|  28°A’¢e’*p(MVa- MVw)dxdt + J "N GIMV a*p?dxdt
QT QT
i 1
+ | sAd(s*pAMVof® + éeZS“IMVwF)dxdt.
JQr

Portanto,

(A D3 W? + sA2pIMVYw|?) dxdt
Qr 1 (3.71)
<F +J sA2(s*p MVl + §e2$“|Mle2)dxdt.
Qr

Utilizando (3.63) e (3.65) de forma andloga ao que foi feito em (3.67) e lembrando que
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IMV «f? < A2¢p2C, temos que

J M Pps*p’IMVaf?dxdt < C; J AN p3?sPprdxdt
Qr Qr

<Cy C(J eZs*|fl?dxdt + J (s3>\4¢3p2+s7\2¢|Mvp|2)dxdt>]

Quo (3.72)
< Cy |k (J e2s¥|f2dxdt + J (eZ*s3Atdp3w? + eQS“sA2¢|MvW|2)dxdt>]
QT Qwo
- ClF
Substituindo (3.72) em (3.71) temos
J (s°Ap3w? 4+ sA2pMVw|?)dxdt
Qr 1 (3.73)
<F+CF+ §J sA2dpe?* XM Vw2 dxdt.
T
Dessa forma temos
1
J (s*A1p3w? + —sA2pIMVw|?)dxdt
Qr 2 (3.74)
< (G +1F
Portanto,
J (3Ap3wW? + sA2p|MVw|?)dxdt
Qr
< J (25°A1p3W? + sA2pMVw|?)dxdt
T . (3.75)
= 27 (s*A1p3w? + §SA2¢!MVw!2)dxdt
Qr
< 2(C, + 1)F.
Fazendo C = 2(C; + 1)K, tem-se
J ($3A%p3w? 4+ sA2pMVw|?)dxdt
o (3.76)

<C J eZS“IfIdedtnLJ
Qr

e %S\ p3n? + eQS“s?\Qd)IMVwIzdxdt) .
Quy

3.4 Estimativa de Carleman
Elevando (3.1); ao quadrado temos

w2 — 2w A*w + [A*W? = a®w? — 2afw + [f%. (3.77)
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1 QSoc

Ao multiplicarmos a equacgao (3.77) por (ds)~ e integra-la em Qt obtemos

(ps)Le®*(lwel* + |A*w[?)dxdt

%

T

:J “leZsxg2n?dxdt —J (ds) e *2afwdxdt +J (bs)te?s*[f|2dxdt
QT QT
—|—2jr (ps) e *w A wdxdt — 2 | (dps) e *wdiv(wb)dxdt
Qr
:J leQS“IfIdedt—i—J (bs) te?s*a’w? dxdt—J (ds) te?s*2afwdxdt+
Qr Qr
+2 [, (ds) 1ezs“th*dedt—2J (bs) e *w Vw - bdxdt
Qr
—2 J‘QT (ps)Le2s*w wdivbdxdt.
(3.78)
Sejam
= J (bs)'e*[f[*dxdt
Qr
Fy :J (bs) e’ *a*w?dxdt
Q
I (bs) te?**2afwdxdt
Qr
= QJ “le?s%y Afwdxdt
Qr
—1e25%, Vw - bdxdt
QT
-2 —le2s%y wdivbdxdt.
QT
Note que ¢ > T2 e fazendo s > T?, temos que
(s¢p)7' <1 (sp) ' < (s¢p)?
Seja M > 0 tal que |a(x, t)] < M. Logo,
Fil < J e**|f|*dxdt (3.79)
Qr
Fo| < MJ s*p?e? *lw|?dxdt. (3.80)
Qr
Note ainda que x(0) = &(T) = —oo, logo e?3*(0) = ¢2s(T) = (. Observe que wy =0

em Xt. Segue do Teorema de Green que

J (bs) e WA wdxdt = —| V ((ds) e *w,) - BVwdxdt
Qr JQr
+ | (ds) 'e®*w(BVw n)dLy

Jry

r

= — o V ((ds)"e***wy) - BVwdxdt.
JQr
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Dessa forma temos

2J (ps) te?*w A*wdxdt——2j 2s(ds) 'e?**w, (Vo - BVw)dxdt
Qr

Qr
+2 | 3 e w (Vo - BVW)dxdt — 2 J (dbs) 'e?**(Vw, - BVw)dxdt
JQr QT
:4J s(ds) te®*wy (MV« - MVW)dthJrQJ ¢ ?s e *w (AGVY - BVW)dxdt
JQr Qr
+2 | (ds) e (MVw, - MVw)dxdt.
JQr

Observe que
d
aIMVw!2 =2(MVw - MVw) 4+ 2(MVw,; - MVw)
onde M = %M, logo

QJ (bs) e *w A*wdxdt_4J (bs) te®*shpAw, (MVY - MVw)dxdt
Qr

T

—2J Ap s e M (MVA - MVw)dxdt
Qr

d
+J (ps) e {—|MVW’2 —2(MVw - MVW)} dxdt.
Qr dt
Lembrando que || < Cd?, |dp¢] < CP? para um C > 0, temos ainda que

F, = JQ (4 —2(sp) e A (MVY - MVw)dxd

+J (bs)Le?sx IMVWIdedt—QJ (bs)Le?* (M Vw - MVw)dxdt.
Qr Qr

Portanto, temos

Fy= J (4 —2(sdp) e AW (MVY - MVw)dxd

+J (ds) e (N MVw(x, T)|2dx—J (ds) e * O MVw(x, 0)[dx

Q

—J 4 [(q>s) fe?*] IMVw[*dxdt — 2 J (ps) e (M Vw - MVw)dxdt
QT QT

= J (4 —2(sdp) 1 e *Aw (MV - MVw)dxd
Qr

2soct(d>8)_1e23“|Mle2dxdt+J P25 e MV w2 dxdt
Qr

T (ps) e * (M Vw - MVw)dxdt.
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Como |[M{Vw| < k|Vw| e [Vw| < O!MVWI, entao M Vw| < (XLOIMVWI. Portanto,
Fil < | (0 2059) e N IMVIMTwldxd
T

+ | (2sCh3(ds) e+ Ch?d s teX* 4+ 2(dps) 25“ )IMVWIdedt
Qr
<6J e2S A w|IMV||MVw|dxd
Qr
K
+(2— +3C)J e?**dhsIMVw|?dxdt.
Xo QT

Tomando K = max{6, 20%0 + 3C}, tem-se

e25“¢s|MVWI2dth>
Qr

. & TAIMYBIMTw/50) (v \/\/s%)dxdt - EJ MVt

K
g?J 625“7\2|MV1])’2|MVW’2Sd)dth—I-€J e?5%lwy*(sdp) tdxdt
Qr

IFJ <K (J 25 Alwy | MV MVw|dxd + J
X

<

s

Qr

+KJ e25*A2psIMVw|?dxdt.
Qr

Como IM > 0 tal que IMV| < M, segue-se que

MK
IFal < <— + K) J e *A2sp|MVwldxdt + eJ e ¥ w*(sp)tdxdt
€ Qr Qr (3.81)

= EJ e25AZsp|MVw|dxdt + eJ e25%w,[*(sdp) tdxdt
T

T

onde C = MK K + K. Temos ainda que
[F3| = U (cbs)leQS“Qafwdxdt‘
Qr

<J (bs) e (|a?If2 + w?)dxdt

Q (3.82)

.
J ) te?s¥|f2dxdt +J (bs) e *w?dxdt
Qr Qr
J e?¥|f>dxdt + J (dps)’e”**widxdt
Qr Qr
e temos também que

F5| =
<2 e®%w,|[Vwl|bl,dxdt
JQT

< 2:QT e%“('fif )(ﬁ)rmwubrm)dxdt (3.83)
N | |2

e w2 (sdp) ™ 1dxdt+—J e?5%sh|MVw|?dxdt
age Qr

QJ (bs) Le®*w,Vw - bdxdt’

N
™

JQr

r

N
o)

e?5% w2 (sdp) tdxdt + C, J e?5*sAZpMVw|dxdt.
JQr Qr
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Onde C, = 6 . Temos por fim que

|Fs| = '2J (ps)? QS“wtwdlvbdxdt‘
Qr

<2J e25%wy|[w||divb|. dxdt
Qr
thl IWI
ZQJ 25 MWL /sIdivBl, ) dxdt 3.84
Qr \/_ \/_ (359

|divb|2

N

eJ e %wy|(sdp)tdxdt +
QT

OOJ e?s%lw[’ sdpdxdt

Qr

<€J ezs“lwt!(sd))_ldxdt—i—CgJ e?slw[%(sd)>dxdt.
Qr

Qr
Fazendo a substitui¢ao de (3.79),(3.80), (3.81),(3.82),(3.83) e (3.84) em (3.78) temos

JQ (ps)Le?*(w? 4 |A*w|?)dxdt
s3dpe?sajwl’dxdt + MJ e?s*|f|2dxdt
Qr Qr

.
J e’soff[?dxdt + MJ
Qr

+J (bs)?e?s*w? dxdt—i—CJ 628a7\2$(|)|MVW|2dth+€J e?5%lw[*(sdp) tdxdt

Qr Qr

e?5%lwyl(sdp) tdxdt + Cs J e?5lwl?(sd)>dxdt.
Qr

T T
T e?5%w?(sdp)tdxdt + CQJ e25*sA2p|MVw|?dxdt
+eJ

Qr
Fazendo Ky = max{M + 1,M + 1+ C3, C + C,} e tomando € = %, tem-se

J (ps) e *(w? + |[A*w|?)dxdt
Qr

s3d3e?salw>dxdt + J e28“7\25¢|MVW|2dxdt>

Qr

T

< Ky (J e?salf|?dxdt —I—J
Qr

1
+—J e?5%w,|?(sdp)tdxdt.
2 Qr

Portanto,

J (9s) € (Slwel? + A" wP)dxdt
QT

< Ky (J e?sofl>dxdt +J s3dpe?saxwl*dxdt +J 625“7\25d)!MVw|2dxdt)
Qr Qr Qr
(3.85)
De (3.76) e (3.85) segue que
(dps) " 25“( |Wt|2 + [A*w[*)dxdt
Qr
< KQJ e?sxlf|*dxdt + KQCJ e?s*|f|*dxdt+ (3.86)
Qr Qr

K,C e %3\ p3n? + e *sA?pIMVw|?dxdt
Quy
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Fazendo C4 = max{KyC, KyC + Ky}, segue de (3.86) que

J (ps)~ 2S“( wel? + |A*w[?)dxdt
v (3.87)

< Cy (J e?sof|>dxdt +J e25*sSAtp3w? + ezs“s?\Qd)lMVwIdedt)
Qr

Quy
Seja a seguinte funcao x € CF(Q)

x:Q —R

1 se x € Wy
x o x(x) =
0 se xe Q—w,

onde wy C Wy C supp(x) C w e supp(x) é o suporte de x. Ao multiplicarmos a equacao

(3.1); por e***xsdpw e integra-la em Qr, obtemos

—J 623“X5¢wwtdxdt+J eQS“xscl)wA*wdxdt+J ae®*yspw?dxdxdt
Qr Qr Qr (3.88)
:J e?5%yspwfdxdt.
Qr
Analise dos Termos de (3.88)
Veja que
1 ) 1" )
SExsdwwidxdt = = xsc[) |w| dxdt = xsd) |w| dxdt
Qr 2Jo, ¢ 2)oJa®
1
§J <J e?s%p— |w|2dt) dx
1 2soc 250c(0) 2 ! d 2s 2
=3 X8 Jplw(x, T — dw(x, 0)[" — a(e $)wldt ) dx
0

w
1
§J xs(e%dw|* + 2sae® *Pplw|?) dtdx.

Lembrando que s > so =1, A = Ag > 1 e ¢? < T?¢3, temos que

Quw
s(eZ*Ch?w|? + 2sCh2e?s¥|db|w|?)dtdx
Jau (3.89)
s(e*CT2dp3w|? + 2sChe?s*lw|?)dtdx

1
U e2s“xsd>wwtdxdt'<§J XIs(€2% |l + 251t e lwl?) dedx
Tr\
<

<
JQu

AR OO =N

< s3p3e?s A% lw|?dtdx

JQuw
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onde K = max{C, CTTQ}. Note que sendo w = 0 em X7, entao pela féormula de Green

teremos que

J e2 %y shwA *wdxdt + J V (e***xsdpw) - BVwdxdt =
QT Qr

e *ysdpw(BVw -n)dZt =0.

I

Logo,

J e?%ysdpwA *wdxdt = —J \Y (625“x3¢w) - BVwdxdt

? Qr (3.90)
= J e?$%spMVw - MVwdxdt — J wV (e***xs¢) - BVwdxdt.
Qr Qr

Também observe que

U WV (e**%xsd) - Bdexdt‘

.
:TJ ws (e**XV + e**“Vxd + 2sVae**x¢) - BVwdxdt|.
Qr
Note que Vx =0 em Q — supp(x), portanto

U wV (e**%xsd) - Bdexdt'
Qr

J Apwse S YMV - MVwdxdt
Supp(x)x(0,T)

— wse***pMVy - MVwdxdt
supp(x)x(0,T)

—2 Adws?e?$*ydMV - MVwdxdt

Supp(x)x(0,T)

< ApwseZ ¥MV||MVw|dxdt
sSupp(x)x(0,T)

+ wseX*H|MVx|IMVw|dxdt
supp(x)x(0,T)

+2 AdpZwsZeZ XMV ||MVw|dxdt.
Supp(x)x(0,T)

Como existe K3 tal que

IMVY| < K
IMVx| < K
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temos que

U wV (e25"‘xsd>) - BVwdxdt
Qr

< K3J Adwlse?s*MVw|dxdt
supp(x)x(0,T)
+Ks wse?*p|MVw|dxdt
supp(x)x(0,T)
+2K3J Ad?ws?e?s¥|MVw|dxdt
supp(x)x(0,T)
< 4K, Ad?lws?e?s¥MVw|dxdt
Supp(x)x(0,T)
=ky Ad?lws?e?s¥|IMVw|dxdt
Supp(x)x (0,T)

onde fizemos k4 = 4K3 e lembrando que supp(x) C w. Dessa forma temos que

U WV (e*%xsd) - Bdexdt’
Qr

< k4J 625“((3(1))3%A)(\/EIMVWI\/sd))dxdt (3.91)
Quw
ks J e25%((sd)3w|*A?)dxdt + kye J e ¥MVw|*(sd)dxdt.

e
Qu w

N

Note que de (3.90) e (3.88) temos

e?s%ysdpww,dxdt — J ae?**ysdpw?dxdxdt

J e?$%spMVw - MVwdxdt = J
Q QT

Qr

—FJI e?s*yspwfdxdt +J wV (e**%xsd) - BVwdxdt
Qr Qr

+ J e23%ysdpwdiv(wb)dxdt.
Q
! (3.92)

Note ainda que

J e2*%yspwdiv(wb)dxdt = —J wV (e2*%*xsbw) - bdxdt
Q1

Qr
+ | e**xsdpwwb -ndZt
JET
= —J weX%sbVw - bdxdt — J W?e?%s(Vd - b)dxdt
JQr Qr
— | w?e®%sp(Vy - b)dxdt — J W?eX%sdh2sVe - bdxdt
JQr Qr
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como |V| < ks, temos que

H eQS“Xsd)wdiv(wl;)dxdt’
.

< |6|OOJ lwle?s*sdp|Vw|dxdt + K5|6|OOJ w2eZ*sAdpdxdt
Quw

w

+K;5/0le J w?eZ*spdxdt + 2Ks|bls J w?e?*s2p2Adxdt

Qu Quw
< |6|OOJ eZ%s (/€| Vw)) ('1'> dxdt+
Qe Ve (3.93)
(K3 + 3K5)!b!oo w?e**\?(s)’dxdt
e Qw
- bl
< |b|ooJ e?s%sdhe|Vw| dxdt + LJ e?s%sd|wl*dxdt+
Qu N Qu
(Ks + 3Ks) [0l | W2 A% (sdh)>dxdt
o Qw
b _
< | o€ J e?5%shMVw|?dxdt + KJ w2eZ A% (sd)3dxdt
o5 Jqu Qu
onde K = (% + K3 + 3K5)|6|m. Por outro lado
U e?s%yspwfdxdt <J 250‘(7\3(1)|w|)(| |)d dt
QT Qw |f|2
< J e25 22 h2 w2 dxdt + J ( 2 ) dxdt (3.94)
Quw Quw
1
< e A2s2 2wl dxdt + ﬁj e?S*(|f|?)dxdt.
Quw
Substituindo (3.89),(3.94),(3.91) e (3.93) em (3.92), temos que
e %*ysp|MVwl wdxdt
Qr
< KJ s3pe? A% wl*dxdt + MJ e?S%yspw?dxdt
w Quw
1
+J e?5N2s2p2wl*dxdt + }\QJ e ¥|f|?dxdt
k u)
- 4J 25“(sd)|w!27\2)dxdt+k4ej e MV w?(sdp)dxdt
Qe . (3.95)

+|b|°;>J 625“5¢|MVW|2dxdt+KJ w2 N (s¢) dxdt

X w Quw
ks 1
<(K+M+1+ f +K) J $33e5 AZhw|2dxdt + — v J e25%|f2dxdt

w

blo.€
+ (’ clx +k4e>J e MVw|*(sd)dxdt.

0

Ao multiplicarmos (3.95) por A?, fazendo C; = K+ M + 1+ % +KeCy= 'b;'g"
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e *sp|MVwlPwdxdt < J e *yspMVw[*wdxdt, teremos

e notando ainda que J
Qr

Qug

s3p3e?S A wl?dtdx + J e?s*|f|*dxdt

Qr

J e?5AZspMVw>wdxdt < C1J
Qwo Quw

+Cse J e MV W[*A%(sd)dxdt

Qr
(3.96)

Ao somarmos (3.76) com (3.87) obtemos

( 1
J ($3A1p3wW? + sA2pIMVwW|?)dxdt + J (¢s)_1e25“(§lwtl2 + |A*w[?)dxdt
° ! (3.97)
< C J e2s%|f|2dxdt + J e %S\t p3n? + 625“57\2¢|MVWI2dxdt) .
QT Qwo

Segue de (3.97) e (3.96) que

1
J (A 3?4+ sA2p|MVw|?)dxdt + J ((1)5)_1625"‘(§|wt|2 + |A*w?)dxdt
Qr

T

< QEJ e *|f|*dxdt + (CC, + E)J eI pAnwrdxdt (3.98)
QT Qw

+CCae [, €A’ GIM VW[ dxdt.

Fazendo € = —— e considerando K3 = max{2C, CC; + C}, temos

2CCo

1 1
J (s3A%pPw? + 5s>\2q>|Mva2)dxdt +J (q>s,)*1e2so<(§|wt|2 + |A*w|*)dxdt
Qr Qr

(3.99)
<Kj (J e”S*|f| dxdt +J 625“33?\4c|)3w2dxdt> .
QT Qw

Dessa forma temos

J ($A*d3w? + sA2p/MVw|?)dxdt + J (bs) e (lwy | + |A*w|?)dxdt
Qr Qr
< J (25°A1p3W? + sA2pIMVw|?)dxdt + J (bs) e *(lwy|* + 2|A*w[*)dxdt

T Qr
1 1
= QT (s3A%p3w? + §SA2¢|MVWI2)dxd’c + QJ ((1)5)_1623"‘(§|wt|2 + |A*w|?)dxdt
Qr Qr

< 2K; (J e2s*|f|?dxdt +J e25“537\4cb3w2dxdt>
QT

Quw
(3.100)

fazendo C = 2K3, temos em fim a desigualdade desejada
J ($*AY3w? + sA2p|MVw|?)dxdt + J (bs) e (jwyf* + |A*w[*)dxdt
QT

T (3.101)
<C (J e2s¥|fl?dxdt +J 625“337\4c|>3w2dxdt)
QT w



Capitulo 4

Desigualdade de Observabilidade

Neste capitulo sera provada a desigualdade da observabilidade para o sistema adjunto
(3.1). Para tal utilizaremos a desigualdade Carleman provada no capitulo anterior. Assim,

0 objetivo é provar o seguinte

Teorema 4.0.1. Sejam « e & como em (3.2). Entdo para N = Ao, s = s(A), temos a

sequinte desigualdade de observabilidade

J lw(x,0)]?dxdt < C ( J > dxdt +J e28“¢3|w|2dxdt) .
Q Qr

Quw
para w(x, t) solugao fraca do sistema adjunto (3.1).

Demonstracao. Multiplicando a equagao (3.1); por w e integrando em Q, temos
1d 9 « 2
—— | widx+ | wA™wdx =| fwdx—| aw“dx. (4.1)
2dt Jo ol ol o)
Facamos uma anédlise dos termos de (4.1). Primeiramente note que segue da férmula

de Green e de (3.1), que

J WA*wdx +J Vw - BVwdx = J WwBVw - ndl' =0
O Q r

portanto,

J WA*wdx = J IMVw|?dx (pois Vw - BVwW = —|[MVw/?).
o) o

29
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Além disso, temos ainda que
J wdiv(wb)dx = wdivbdx + J wVw - bdx
Q JO 1QP
= | widivbdx+ = | Vw? bdx
Jo 2Jo
= w2divbdx — = | w2divbdx + wﬁ-n
*divbd *divbd J b -ndl
Ja % Ja r
= w2divbdx — = | w?divbdx
ie 2J)a
= —J wdivbdx.
2Ja
Logo, substituindo em (4.1) temos
1d 2 2 1 2. 2
——— | widx+ | IMVw[dx —=| w3divbdx=| fwdx—| aw dx
2dt o Q 2J)a Q Q
d 2 2 Lo =\ o
——— | widx+ | IMVw|"dx = | fwdx — a— —divb | wdx. (4.2)
Note que
]_ — 1 —
Por outro lado temos
_ 4 eQ(CH)tJ w?dx | = [—(C+ 1)J w?dx — lij w?dx | 2e2(C+Ht
dt o) Q 2dt Q
< (—(C+ 1)J wzdx) 2e2(CHIty
1d “
+ ———J widx + [ [MV[Pdx | 2e*( €Dt
:
= (—(C+1)| w?dx)2e2(CFDt4
i JQ 1
- ( fwdx —J (a — —diVB)WQdX) 2e2(CHIT
Ja . Jo 2
= (—(C +1) | w?dx ) 2e2(CFUt
i f.J_O_ 1
+ — | (V2)wdx —J a— —divb wzdx) 2e2(CH1t
(J, (75) vz [ = Gane)
< (—(C + 1)J w?dx | 221ty
Q
+ (= [{Pdx+ (C+ 1)J W2dx) 2e2(CH1t
4Ja o
2(C+1)t

€

J |2 dx.
Q

Ao integrar (4.3) em [0, t], obtém-se

l,

w(x, 0)2dx — (1t J lw(x, t)]*dx

0]

t

_ J <62(C+1)y
< D
0 2

J |f|2dx> dy
o
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de onde segue que

t e2(C+1)y
JQ w(x,0)Pdx < e w(x, 1)z (g, +J (— JQ !fIde> dy. (4.4)

0 2
Defina
0:(0,T) —R
(4.5)
t — 0(t) = sup{e WY .y € O},
e note que
25e2A D
O(t) <e PO | (4.6)
pois
_23“( 7t) - g
Y B(t) B(t)
Segue da definicao de P que P > 0 em Q, de onde obtemos que
1 B(t 9 3 /=
= <BH)=t(T—-t) <T"=vC
Sy 0 ewvry S PO =HTZY
portanto,
1 — —
o <C em Qx[0,TI. (4.7)

Assim, obtém-se 1 < 8(t)e***Y em (0,T)el < Cd?® em Q x (0,T). Note

também que

e2(C+1)t < e2(C+UT C;, VOLKtLT. (4-8)

Fazendo a substitui¢ao de (4.8) em (4.4) temos que

<
Portanto,
lw(-,0) %2(_()_)
0(t)

0
t
ClJ e(t)eQS“(X’”\w(x,t)!de+Clj (J e(t)e%“(x’t)lf!de) dy
Q 0 Q

C16(t)J

Q

t
C1J 1-w(x,t) %Q(Q)dx + C1J <J 1- |f|2dx) dy
Q Q

t
e25 0y (x, 1) Pdx + cle(t)J < J e25°‘("’”lfl2dx> dy.
0 Q

t
gclj 625"‘("’”Iw(x,t)|2dx—|—C1J (J 625"‘("’t)lfl2dx) dy (4.9
(0} 0 Q

pois, 0(t) > 0. Note ainda que

Dce ™ o b yocterT 4.10
< B S —— <t< . .
e o1 (4.10)

Dessa forma, substituindo em (4.9) temos

—25e2AlIWll
|W('7 0) %2(_0_)6 : B < CIJ €2S(x(x’t)|W(X, t)!zdx + CIJ'
Q

t
(J eQS(x(X,t)|f|2dX> dy
Q
(4.11)

0
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Para t; e ty fixos com 0 < t; < ty < T, temos integrando (4.12) em [ty, ta] que

) t2 oAl t2 ) 6 )
lw(-,0) 12(Q) e 5 dt< G e2s x|y (x, t)2dx
Q

t1 t1

+Cy j (Jt<J 2S“Xt|f|2dx) dy) dt o)
L JT'Q e2s x|y (x, t))2dx

eZsxxUIf2dx | dy | dt.
e, (L, o)
[ (] o) o)

Proposigao 4.0.1. Sejam f € L?(Q7), s >0 e « como em (3.2). Entio temos

T t
] = J (J (J' e2soc(x,t)’f|2dx) dy) dt < C2J If(x, t)Pdth
’ oo Qr

com Cqy = Co(QQ, T) > 0.

N

Defina

Demonstracdo. Com efeito, consideremos Ag = 1 tal que eIl > 2 dessa forma para

A = Ag, temos

25(eM(Y) — @A) _9geAIbll
2sx(y,t) = < , 4.13
k B B 19
pois
AP (y) Al Al APl — 9 AW 2A| |
e +e <e +e 2e <e ) (4.14)
Note que
RN
et <o 0<t<T (4.15)
portanto
T/t o eAllbll
< L[ we)a)s
0 \Jo \Jo
T/t —asvl 2 (4.16)
J J e If|°dy ) dt | dx
o \Jo \Jo
Defina
T —ase 0l ku
:J (J e )dt. (4.17)
0
Sugue de (4.17) e (4.16) que
J < J I(x)dx (4.18)
o)

Faremos uma mudanca de varidaveis em I(x) definida pela aplicacao linear

o(t,y) = (y,t)
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0
temos que a matriz de o é com |det o] = 1. Defina K C R? como
0 1

K={(t,y);0<t<T,0<y<t}

~

e K = o(K) com

lzz{(t,y);0<y <T,0<t<uy}l

_aseMIvl]
Observando que e B®  ¢é regular, tem-se pelo teorema de mudanca de variaveis que

(T /Y oseriwll
I(x) = ( e i |f(x,y)|2dy) at
Jo

(T ol

e B !f(x,t)!2dt> dy

T _aseAllwl]
e

If(x, t)lzdt> dy

T Al
e Bl dy
0

T

(If(x, t)]*dt) L dy

JO

By)
(4.19)
J If(x,t)]*dt

.
= CQJ If(x,1)]?dt
0

onde Cy =T, segue de (4.19) e (4.20) que

el

0 que prova a proposicao.

T T
J If(x, t)|2dt> dx = CQJ (J |f(x,t)|2dx) dt = CQJ f(x, t)]*dxdt.
0 0 Q Qr
(4.20)

Dessa forma segue da Proposigao 4.0.1, de (4.12) e de (4.7) que

_9ge2AIl|
W, 000 [Pe 7 dt<Cr| e Yhwix, t)Pdxdt + Clczj [f(x, )" dxdt
Qr QT
< C1EJ e2s* Y h3lw(x, t)[2dxdt + ClCQJ If(x, t)]*dxdt.
Q
' ! (4.21)

Segue do Teorema 3.0.3 (desigualdade de Carleman) para A > Ag, s = s > 1 que

J Ms3p3wlPe 2*dxdt < Cs (J As3dp3e w2 dxdt + e2$“yﬂ2dxdt>

QT w ”PQT

< C3 (J 7\4s3d)3e25“|w|2dxdt+ e2scx}\4s3|ﬂ2dxdt>
W JQr

r

< $AMCy (J d3e®*wlPdxdt + |f|2dxdt).

JQr
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Logo,

J P wlPe #*dxdt < Cy <J p3e?$¥w|?dxdt +J e25“|ﬂ2dxdt) . (4.22)
Qr

Qu QT
Segue de (4.22) e (4.21) que

ta

IEN _ _
|V\)(-7 O) %Q(Q) J : dt < C3C1CJ €2S“¢3|W|2dth + (C1C2 + C3C1C) J |f|2dth
t1 Qw QT
(4.23)
Fazendo t; = } ety = %, segue-se que
—32se2MIvll 3952l T 3T
< V - <t —.
T2 B(t) 4 4
Assim,
3T t
R el 2 _saseAll
J e 1? dt < J e BH® dt.
1 t
Portanto,
39se 2 o2l
Toruspitt J e S at. (4.24)
2 t

39562A[W]]

Denotando C; = C4(A,s) = 2e~ 12 | temos em (4.23) que

T
1 — —

C—|W(, O) %2(_0_) < C3C1CJ 628“(1)3|W|2dth + (C1C2 + C3C1C) J |f|2dth
4 Qu QT

Portanto, fazendo C = C(s,A) = max{C,C35Cy, C4(C1Cy 4+ C3C;C)}, temos

w(.,0)[f>q) < C4CSCIEJ e25“¢3lwl2dxdt+C4(C1C2+C3C16)J |f*dxdt

Qw T
< CJ e?s*p3wl?dxdt + CJ [f|>dxdt.
Quw Qr
(4.25)
Assim, obtemos a desigualdade de observabilidade desejada
J w(x,0)?dx < C (J 625“(X’t)c|)3|w|2dxdt—|—J !fIQdth> . (4.26)
Q Qw QT

]



Capitulo 5

Controlabilidade Nula para o

Sistema Linear

Seja a equagao linear

P+ AP +aly, tp = Xouwly,t) em Qr

ply,t)= 0 em Iy (5.1)
P(y,0) = poly) em O,
com u € L2(Q7), po € L2(Q). Portanto, de forma andloga ao feito no capitulo 2 prova-se

que a solugao fraca de (5.1) tem regularidade
p € L*(0, T;HT(Q))NL*(0, T; Hp(Q))  p’ € L*(0, T;HTHQ))

ou de outra forma

p € HY(0, T;H H(Q)) N L0, T; H} (Q))

portanto, temos p € C([0, T]; L3(Q)).
A controlabilidade nula para o sistema (5.1) significa encontrar um controle u € L?(QT)

tal que a solugado fraca p do sistema (5.1) satisfaga
p(y,T) =0 qt.p. em Q.

Teorema 5.0.2. Dado py € 12(Q), existe um controle w € 1%(Qt) tal que a solugdo

fraca p(y,t) da equagao (5.1) satisfaz p(y,T) =0 ¢.t.p. em Q.

65
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Demonstracao. Seja o sistema linear adjunto de (5.1)

wi +A*(tw+a(y,t)w= 0 em Qr
w(y,t) = 0 em Ly (5.2)
w(y, T) = wr(y) em Q.

Onde |a(x,t)|i~ < 0o e A* é o operador adjunto formal de A.

Note que, para s > sy e A > A suficientemente grandes, existe Co = Cy(A) > 0 tal
que e 2%p > Cy . De fato, supondo A > A suficientemente grande temos 2 < eMWIl,
portanto

M MBI < Ay DIl G270

dessa forma

MVl AN A — o (x £)B (1)

que implica em

2seMIvll 2s 1
—2sx > > >
T OB T B T B
logo,
e 3% > eflu, (5.3)
Note ainda que ¢ = 57(\:)) < e(;‘(htb)”, o que implica em ¢ > e%;ﬁij‘ Segue de (5.3) que
- ex
e 2% > 1. assim temos e 25%¢p 3 > ;E—mﬁ(t)?’ . Lembrando que Xlgrgog = 00, temos
ainda que
I 1
im —— =00
t—0+ B(t)
o que implica
el
lim —— = oo.
t—0" OE

Portanto, existe Ny tal que

Analogamente,

) 1

im —— =
t—T- f.))( )

implica

. eﬁ(ltl

lim —— = o0
t—T-
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portanto, existe Ny tal que

1

eFOR(t)*>1 V No<t<T

sendo [N7, N3] compacto e eﬁﬁ(t)3 > 0, concluimos que existe C > 0 tal que

1

emﬁ(t)?’ > C V N;p<t< Ny, (54)

C 1
fazendo Co = max { MBI 7 gBAIWI] } temos

e 5% > C,. (5.5)
Definicao 5.0.1. Para cada s, A definimos o espaco

L*(Qr;e % %) == {u: Qr — R;J e 3% p 32 dxdt < oo} .

QT
Afirmagao: 13(Qr;e 25%¢p3) C L?(Q) .
De fato, note que u?’Co < e *%¢p°u’ em Qr, dessa forma se u € L*(Qr;e #%p~?),
entao J e 2*p3u?dxdt < co. Portanto, J u?dxdt < co que implica u € L?(Q7).
Logo, or N
L(Qrie ®%¢™*) C L*(Qr). (56)

Ademais, para cada u € [2(Q;e 2%¢p3) existe uma tinica solugio fraca de (5.1),
com pg € L%(Q), associada a u a qual denotaremos por p,,. Para cada € > 0 definimos o

funcional

Ne:L*(Qr;e % °) — R
1
u — Ne(u) := J e B*p3uldxdt + —J Pulx, T)*dx.
Qr €Jo

Veja que o funcional N¢ pode ser escrito como
—so p—3. 112 1 2
Ne(w) = lle=*¢ Hulla g, + <llpul TRz o)

Proposicao 5.0.2. O funcional N¢ é semi-continuo inferiormente, estritamente convezo

e coercivo em L2(QT). Portanto, o problema Variacional
min{N.(u)},

tem tinica solucao we € L2(Q7).
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De fato, provemos a convexidade estrita. Sejam w,v € L2(Qr;e 25%¢p3) com u # v,
e seja t € [0,1]. Considere w = (1 —t)u+ tv, teremos assim que p,, = (1 — t)p. + tpy,

entao temos que

New) = lle % wlka oy, + Lipwl- DR
< (I—=tlle** b 2ulls o, + the **d vy o, +
(L= ) pu (DI ) + P TRz )
= (1= (lle* g + Ll T ) +
t (Ile 0 Wl g, + Lltpa (- DR )
= (1 —1t)Nc(u) +tNe(v).

Portanto, N é estritamente convexo. N, é coercivo pois
—so g —3 2 1 2 2
Ne(u) =[le**¢ 2u||L2(QT) + E”pu(',T)Hp(Q) > COHuHLQ(QT)-

Portanto temos que N, é semi-continuo inferiormente, estritamente convexo e coercivo

em [2(Q7), logo temos que
Ju. € L*(Q7) tal que N¢(uwe) =min{N(u)} (5.7)
Lema 5.0.1. Seja u. o minimo do operador N¢. Entao

Ue = eX%P>x,we q.tp. em Qr,
com
we € HY(0, T;HTH(Q)) N L2(0, T; Hy(Q))

solucgao fraca do sistema

(We)t —A*(t)we —aly,t)we = 0 em Qr
wely,t) = 0 em It (5.8)
We(yaT) = %p€(y7T) em Q7

Onde pe € solugdo fraca de (5.1) que é

(Pe)t +At)Pe + a(y, t)pe = Xawlely,t) em Q7
Pely,t)= 0 em Zy (5.9)

Pe(y,0) = poly) em Q.
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Demonstragao. Note que cada solugao fraca de (5.1) pode ser escrita como p = p + P,

onde p e p solugoes fracas de

)= 0 em I (5.10)
)

Ply,t)= 0 em Iy (5.11)
p(y,0)= 0 em Q,

respectivamente. Veja que p nao depende de u, assim podemos escrever
Pu=7P+ Pu
Seja a seguinte aplicacao definida por :

L:1*(Q7) — 1*(Q)
u — Lu=pu(x, T).
Veja que em (5.11), temos a dependéncia linear da solugao p,, para o controle u, dessa

forma a aplicacdo acima estd bem definida e é linear. De fato, Se u,v € L?(Q7), a,b € R,

temos que

Llau + b\)) = Pau+bv (X> T) = (af)u + bf)v)(xa T) = af)u(x, )+ bf)v (X, T) = aL(u) + bL(v).

Portanto, L é linear. Denotando J(u) = N¢(u), temos
—2s0¢ 4. —3. 2 1 o 2
]e(u):J e ¢ udxdt+—J (p + Lu)“dx.
T €Jo

A derivada de Gateaux de J. em u. é nula para todo v € L[%(Qt), pois Je(ue) =

min{J (1) : u € L*(Qr)}, logo
Ji(ue)v=0 Vvel*Qr).

Portanto,
lim Ie(ue + W) - Je(ue)
r—0 T

=0, (5.12)
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ie.,
1
Je(Ue +1v) = J e 2% 3 (ue +1v)idxdt + EJ (P(x, T) + L(ue +1v))*dx
Qr Q

= J "I Suldxdt + QrJ e 2%p 3 (uev)dxdt+
Qr %T
e 2%p3vidxdt + — J (P(x, T) + L(ue) +rL(v))%dx
Qr €Ja
e Suldxdt + 21‘J e 5%p 3 (uev)dxdt+

T

"B du?dxdt + QrJ e 2%p 3 (uev)dxdt+

e
J
e
+T2J e B%p v dxdt + 1 J (pe(x, T) +rL(v))%dx
e
Qr
J

+72 _25“<b—3v2dxdt+lj (pelx, T))?dx+
2 QT
+—J v))2dx + J( c(x, T)L(v))dx
€ Jo
= Je(ue) +2r (J e %P3 )dxdt—l—lj (pe(x,T)L(v))dx)—l—
Qr €Jo

+r? (lj (L(v)) dx+J a3y dxdt) )
€Ja Qr

Logo,

1
Leluetm)=Jelue) = 9 < J e % (uev)dxdt + —J (pe(x,T)L(V))dx) +
Qr €Ja

: (5.13)
+r <—J (L(v))?dx + J e_2s“¢_3v2dxdt) .
€Jo QT
Passando ao limite quando r — 0 em (5.13) e usando (5.12), obtemos
1
J e 2%p 3 (uev)dxdt + —J (pe(x, T)L(v))dx = 0. (5.14)
Qr €Jo

Por defini¢ao L(v) = p,(., T), e para facilitar a notagao fazemos z = p,,, assim segue
que z satisfaz
zi +A(t)z+ a(y,t)z= xov em Q7
z(y,t) = 0 em Zy (5.15)
z(y,0) = 0 em Q.

Portanto,

1
J e 25%p 3 (uev)dxdt + —J (pe(x, Mz(x,T))dx = 0. (5.16)
Qr €Ja
Multiplicando (5.15); por we e integrando em Qv, obtém-se

a(y,t)zwedxdtzj XwVYWedxdt. (5.17)

J zewedxdt + J (A(t)z) wedxdt + J
Qr QT Qr

Qr
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Note ainda que

J <A(t)z>w€dxdt+J BVz- Vw,dxdt = J we(BVz-1)dET
T It

Qr (5.18)
=0
J zi\(t)wedxdwj Vz-BVwdxdt = J z(BVw, -1)dZt
Qr Qr Ir (5.19)
=0
como Vz-BVw, = BVz- Vwg, segue de (5.18) e (5.19) que
J ZA(t)wedxdt :J WA (t)zdxdt. (5.20)
Qr T
Ainda temos que
J weVz - bdxdt +J zdiv(wcb)dxdt = J zwe(b-1)dZt
Qr Qr 7
= 0.
Portanto,
J W.Vz - bdxdt = —J zdiv(weﬁ)dxdt. (5.21)
Qr Qr

Temos ainda que
J ziWedxdt = IQT(zwe)tdxdt — IQT z(we)pdxdt
Qr

= [oz(x, Twe(x, T)dx — [ 5 z(x,0)we(x,0)dx — IQT z(we)edxdt
= = [oz(x, T)pe(x, T)dx — J‘QT z(Wwe)pdxdt

€

(5.22)
pois, z(x,0) = 0 em Q. Lembrando que Aw = A*w e substituindo (5.20), (5.21) e (5.22)
em (5.17), tem-se

1

—— JQ z(x, T)pe(x, T)dx — J

c Z(We)thdt+ J

(A(t)w€> zdxdt — J 2div(w.b)dxdt+

Qr Qr

Qr
+J a(y,t)zwdxdt = J XwVWedxdt.

Qr Qr
(5.23)
Portanto,
1
——J z(x, T)pe(x, T)dx +J z(—(we)t + A (t)we + aly, t)we) dxdt = J XwVWdxdt.
€Ja Qr Qr
Por (5.8); temos
1
—= J z(x, T)pe(x, T)dx = J XwVWedxdt. (5.24)
€Jo Qr
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De (5.24) e (5.16), tem-se que
J (XoWe)vdxdt = J (e =%p3u ) vdxdt Vv € L*(Qr) (5.25)
Qr T
portanto,
Ue = e**P>x,we  q.t.p. em Q. (5.26)
O
Segue de (5.26) e (5.9) que
(pe)t +A(t)pe + a(y7t)pe = XwGQS“d)BWe em Qt
pe(y,t)= 0 em Xy (5.27)
Pe(y,0) = poly) em Q,
pois X%, = Xw- Multiplicando (5.27); por w, e integrando em Qt, tem-se
J We(pe)edxdt + J WA (t)pedxdt + J wea(y, t)pedxdt
Qr Qr Qr (5.28)
= J Xwe®*P3w? dxdt = J e *Pp3w? dxdt.
QT Qw
De forma inteiramente andloga a (5.20), (5.21) e (5.22) temos
J PeA(t)wedxdt =J WeA(t)pedxdt (5.29)
T Qr
J WeVp. - bdxdt = —J pediv(web)dxdt (5.30)
Qr Qr
| wepiaxat= | powaaxar— | pobwoaxar
QT Qr QT
= | petx ThwebeTidx— | pelx 0we(x, O)ex
Q, Q
— | (pe)(we)rdxdt (5.31)
ulQT
= | ebe TP | polx Ohwelx,0)ax
€Jo Q
— Pe(we)dxdt.
JQr
Substituindo (5.29), (5.30) e (5.31) em (5.28) temos
1
| pele IR | pulx 0w x 00 | pelwe)edxt
ﬁ Q Q -
+ pe;\( t)we dxdt—J Pediv(iw, 5)dxdt+T wea(y, t)pedxdt
J QI Qr T (5.32)
- ——J Pl TI2dx — | polx, 0)we (x, 0)dx
- € Q
+ | pel—we) + A*(t)wedxdt + weal(y,t)] dxdt = J e *p>w? dxdt.
v QT Qw
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Usando a equacao (5.8); temos

1
J e *dp3w? dxdt = - J pe(x, T)Pdx — J Polx, 0)we(x,0)dx. (5.33)
Q Q

w

Dessa forma, temos
1
J e *p wldxdt + —J [pe(x, T)Pdx = —J Po(x, 0)we(x,0)dx. (5.34)
Quw €Jo Q
Note que

U Po(x, 0)we(x,0)dx| < Ipoliz(a)wel-, 0)liz(q)
o

1 (5.35)
= Ipoliz(0) (J |We(X,0)|2dX>
Q
Segue do Teorema 4.0.1 (desigualdade de observabilidade) aplicado a w, que
J we(x,0)2dx < C <J 625“¢3lw€|2dxdt)

1
< C (J e % plw[>dxdt + —J Ipelx, T)I2dX)
Qu €Jo

para A = Ag e s > s, suficientemente grandes. Logo substituindo em (5.35) temos

1 ;
o palx 0wl 00| < Chipiaan ([ e hwoaaes ¢ [ ptTIkax)
Q

w

C 1 1
< =lpolfzio) + 3 J eZS“d)!we!dedt-i——J pe(x, T)Pdx
2 2 Qu €Jo
(5.37)
De (5.34) e (5.37) obtemos
2so 13 2d dt 1 | T 2d < C| |2
e *d*w2 dx +E Qpe(X, )i XS S IPoliz(q)
s 1 (5.38)
+= (J e *Pplwc|?dxdt + —J Ipe(x,T)lzdx) .
2 Qu €Jo
Portanto,
1
JQ e25“¢3widxdt+gjﬂ Pelx. TIEAX < Clpolare). (5.39)
Logo,
J pe(x, T)Pdx < eClpolts(q)- (5.40)
o
Fixando s = sy e A = A suficientemente grandes, teremos C(sg,Ag) constante,

portanto temos que (5.40) é valida para todo € > 0, entao

m j Ipe(x, T)Pdx = 0
Q

li
e—0
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isto é,
pe(x,T)| =0 forte em L[*Q). (5.41)

De (5.39) também temos que

JQ Xwe* X w2 dxdt = JQ e***P*widxdtdx < Clpoliz(q) (5.42)
T w

Como u, = e**¢p3w, q.t.p. em Q7

u? = (e**¢p?)(e**P*w?) qt.p. em Qr.

lembrando que e 2%¢p 3 > Cy em Qr, temos

1
u? < C—(ezs“dJ?’Wi) qt.p. em Qr
0
portanto,
1 1
J udxdt < J —(e*¢p*W?2) < =—Clpofizn) =K (5.43)
Qr Qr Co Co

e como Ag e sy sao fixados, teremos que K é constante, portanto

J uidxdt <K Ve>0 (5.44)
Qr

Como L?(Q7) é um espago de Banach reflexivo, de (5.44) temos que existe uma

SGQUénCia (um) - (ue)e>0 com (um) - I—z(QT) euc LQ(QT)a tais que
Un — u fracamente em [*(Qr) (5.45)

Ccomo
(pm)t + A(t)pm + a(y, t)pm = XowlUm €m QT

pm(y,t)= 0 em Xy (5.46)

Pm(y,0) = poly) em Q,
temos que p,, € HY(0, T; H1(Q)) N L2(0, T; H{(Q)) e de (5.46) e (5.45) temos que
existe p € H'(0, T; H™1(Q)) N L%(0, T; H3(Q)) tal que

Pm — P fracamente em H'(0, T;H '(Q))NL3(0,T;H{(Q)) (5.47)
Portanto, temos que p satisfaz

pt TA[t)p+aly,t)p= Xou em Qt
ply,t)= 0 em Xt (5.48)

P(y,0) = poly) em Q
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no sentido fraco.

Por outro lado, temos de (5.47) que
Pm — p forte em C([0, T];L*(Q)). (5.49)
De (5.41) temos que
Pm(x, T) =0 forte em L?(Q). (5.50)
Assim, temos que existe uma subsequéncia (pxm) C (pm) tal que
Pkm(x, T) =0 qtp em Q. (5.51)
Também de (5.49) temos que
Prm(x,t) = p(x,t) qtp em Q VOLt<T. (5.52)
Portanto
Prm(x, T) = p(x,T) q.t.p em Q. (5.53)
De (5.51) e (5.53) segue que
p(x, T)=0 q.t.p em Q, (5.54)
isto prova o Teorema 5.0.2. ]

Também observe que e 25*p3u2 = x,,e*p3w? , logo integrando em Qt e usando

(5.42), temos que
J e ¢ *ul dxdt < Clpolizq) YmeN (5.55)
Qr
portanto,
JQ e ¢ uldxdt < Clpolfs ). (5.56)
.
Observe que ue = e**b3w, no sistema (5.9). Portanto, quando € — 0 em (5.9) obtemos
um controle u € L*(Q) e uma funcao p € H(0, T; H™1(Q)) N L(0, T; H{(Q)) solugao,
no sentido fraco, de
Pt +AM)p+taly,tlp = Xou em Qt
ply,t) = 0 em Iy (5.57)
Py, 0) = po(y) em Q,

tal que
r(x,T)=0 q.t.p. em Q.



Capitulo 6

Controlabilidade Nula para o

Sistema Nao Linear

Este capitulo é dedicado a investigar a controlabilidade nula do sistema nao linear

pt+A(t)p+9g(p) = Xwu em Qr
ply,t)= 0 em Xt (6.1)

P(y,0) = poly) em Q

com u € [2(Qt) e po € [3(Q); onde g : R — R ¢ globalmente Lipschitz, de classe C! e
tal que g(0) = 0, com constante de Lipschitz M, i.e.,

lg(x) — g(y)l < MIx —y| ¥p1,p2 € R. (6.2)

Por outro lado, fagamos uma breve andlise de alguns espagos que serao necessarios
para a demonstragao da controlabilidade nula do sistema (6.1). Considere inicialmente o

seguinte espago
WHO, T; H(Q); HH(Q)) = {p € L2(0, T; Hp(Q)) = p” € L2(0, T; HH(Q))}

com o produto interno

T T

(W, VIHi Q) xHi () ds + J (W', v )1 Q)xh-1(0)ds (6.3)
0

(w vhw = |

0
Considerando a norma induzida pelo produto interno dado em (6.3), que doravante de-

notaremos por || - |\, dessa forma temos que

2

2
L2(0,T;Hj(Q)) + ”ull|12(0,T;H*1(Q))' (6'4)

[l = [hull

76
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Segue do fato de L2(0, T; H{(Q)) e L2(0, T; H1(Q)) serem espagos de Hilbert que
(W {;)w1) é também espago de Hilbert. Veja que se p € W'(0, T; H}(Q); H1(Q)),
entao p € C([0, T];L%(Q)), portanto temos que a aplicacao

t— ()220

é continua em [0, T], logo temos que é integravel em [0, T]. Segue-se que
T

)
3 J ||p(t)||%m)dtzj
0

J Ip(x, t)|*dxdt.
0 Jo

Portanto, p € L?(Qt). Considerando a seguinte aplicacio

G:C([0,T;1%(Q)) — L*(Qy)

P — P.

Dessa forma G estd bem definida, ademais é uma transformagao linear e claramente

injetora. Portanto, temos que
C([0, T; L*(Q)) < L*(Q+), (6.5)

entao
W0, T; Hy(Q); H1(Q)) € C([0, TI; L2(Q)) € L2(Qr). (6.6)
Note que
H:L(0.T:12(Q) — Q)

(6.7)
p —p

estd também bem definida e é um isomorfismo.
De fato, EIfg Hp(t)ll%z(mdt — EIfOT o Ip(x, t)[2dxdt, logo a aplicagéo linear continua

que ¢é claramente injetora, também é sobrejetora, portanto
L%(0, T; L*(Q)) ~ L*(Q1). (6.8)

Além disso, H}(Q) estd imerso compactamente em [#(Q), o qual estd imerso continua-

mente em H™1(Q), portanto temos pelo Teorema 1.1.8 e por (6.8) que
WH0, T; Hy(Q); H Q) < L2(0, T; L*(Q)) (6.9)
Considere o seguinte subconjunto de L2(Q+)

B ={p e W0, T;Hs(Q); H'(Q)) : lIpllw: < My}



Capitulo 6. Controlabilidade Nula para o Sistema Nao Linear 78

onde M; é uma constante a ser definida. Vamos primeiramente linearizar o sistema (6.1),

considere a funcao auxiliar f : R — R definida por

9P o p 20

flp)=¢ P (6.10)
i g(&) -
E,ILI%) se p=0,

assim temos o seguinte sistema linearizado
pt+A{t)p+T(P)p= Xou em Qr
ply,t)= 0 em Xt (6.11)
pP(y,0) = po(y) em Q.
Neste caso temos que a(y,t) = f(p(y,t)) em Qt, observe que Vp € R, tem-se
9(p)l < MIp| ¥p € R, entao temos que [f(p)l < M ¥p € R, ou seja, la(y,t)] < M

em Q. Portanto, temos que |ali~(g,) < M.

Assim, segue do Teorema 5.0.2 que para p € W(0, T; H{(Q); H1(Q)), temos que
existe w € L2(Qr;e 2%p3), com A = Ay e s = s, fixos e suficientemente grandes, tal

que a solucao fraca de (6.11) satisfaz
rly, T) =0 q.t.p. em Q.
A controlabilidade nula do sistema (6.1) é estabelecida no seguinte

Teorema 6.0.3. Suponha que g : R — R, globalmente Lipschitz, de classe C* em R tal
que g(0) =0, po € L*(Q) e T > 0. Entao ezisteu € L?(Q7) ep € W0, T; H{(Q); H1(Q))
solugao fraca de (6.1) tal que

ry, T)=0 gqtp. em Q.

Demonstracdo. Seja X um  conjunto nao  vazio. Denotaremos  por
2X = {A : A é um subconjunto nio vazio de X} = P(X) — {0} onde P(X) repre-
senta o conjunto das partes de X.

A prova do Teorema 6.0.3 é feita por meio do seguinte Teorema, conhecido como

Teorema de Ponto Fixo de Kakutani.

Teorema 6.0.4. (Ponto Fizo de Kakutani) Seja X um espago vetorial topoldgico local-

mente convexo, B # () e compacto, com B C X e seja

®:B — P(X)

p — Op)
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tal que para cada ©(p) seja convero e @ tenha grifico fechado. Entao o conjunto de

pontos firos de @ € nao vazio e compacto, i.e.,

Jp € B tal que p € O(p)

Consideremos X = [2(Qt) e B ={p € W0, T; H}(Q); H(Q)) : Ipllwr < My} onde

M é uma constante a ser definida de forma adequada. Note que
B C C([0, Tl L*(Q)) € L*(Qr).

Proposicao 6.0.3. Seja B como definido acima, entao B € convexo e é subconjunto

compacto de 12(Q).

Demonstracao. De fato, sejam w,v € B e t € [0, 1], dessa forma
(1 —thu+ tvllwr < (1= t)lullws +tivllwe < (1 —=t)M; +tM; = M,y

Logo, B é convexo. Mostremos que a imersao em L?(Q) é compacta. Com efeito, seja

(Pm) C B, entdo [lpmllw: < My, portanto

||Pm||L2(0,T;H5(Q)) <My

1 (P20 111 (0)) < My

ou seja, (pm) é limitada em L2(0,T; H}(Q)), 2 (b,,) é limitada em 12(0,T;H~}(Q)),

»dt

segue pelo Teorema 1.1.8 (Aubin-Lions) que B é compacto. O]

Seja a seguinte aplicacao
®:B — P(X)

p — O(p)

onde

O(p) = {p e WHO, T; HY(Q); H 1 (Q)) : p é solugao fraca de (6.11)

para algum u € L%(Qt,e 2°%¢p3) com J

e 5%pSuldxdt < CJ Ipol2dx
Qr Q

e p(y, T) =0 qg.t.p. em QT}
(6.12)
Com A = Ay e s = s( arbitrariamente grandes e fixos, segue do capitulo anterior que, para

cada p € B, temos @ (p) # (. Portanto, @ estd bem definida.
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Lema 6.0.2. Seja @ definida em (6.12). Entao @ é conveza, ®(p) C B para todo p € B,
®(p) € fechado em L(Qt) para todo p € B e ® tem grdfico fechado.

Demonstrag¢ao. Provemos que @ é convexo. De fato, sejam p,q € @(p), dessa forma

existem u,v € [2(Qt,e 2%*¢~3) para p e (, respectivamente solugoes fracas de (6.11)

tais que
J e *puldxdt < CJ [po(x)]?dx; e p(x,T) =0 q.t.p. em Q, (6.13)
Qr Q
J e—25a¢—3v2dxdt < CJ |p0(X)|2dX; e q(x’ T) =0 q.t.p. em Q. (614)
Qr Q

Definindo z = (1 —t)p +tq e w = (1 — t)u + tv, temos que z satisfaz

zi +A(t)z+f(p)z= Xow em Qt
z(y,t)= 0 em Xy (6.15)
z(y,0) = poly) em Q.

Temos de (6.13) e (6.14) que

|u€75“¢7%|L2(QT) < VClpoliz(a); (6.16)

|V€*S“¢7%|L2(QT) < VClpolizia); (6.17)
Por outro lado, e 2%¢p 3w = (1 —t)e 2% 2u+ te % 3v € [2(Qt) e também
J e %P Pwidxdt = !e‘S“d)_%wIQLQ(QT)
Qr

2

< [(1 — t)[ue s 2|2 (qn) +t|\’e_w¢_%’QT}
2

< [(1_t)\/6|p0’L2(Q) +t\/6|p0|L2(Q)}

= C|P0|2LQ(Q)

Dessa forma w € [2(Qr;e 25%d3) e
J e *p w?dxdt < Clpolis ()
Qr

Portanto z € ®(p). Mostremos que para M; adequado ®(B) C B. Com efeito, seja

P € B, devemos mostrar que ®(p) C B. Assim, seja p € @(p), entao p é solucdo fraca
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de (6.11) para algum u € L[*(QT;e 2*¢p3). Portanto, multiplicando (6.11); por p e

integrando em Q temos

1 d g 1 —
—J Ip(x, t)IdeJrJ PA(t)pdx + 5,[ sz-bdX‘f—J
Q Q

— f(p) 2dx:J XoWwpdx

note também que

Q

J pA(t)pdx +J Vp - BVpdx = J p(BVp -n)dr
e} r
0

lembrando que Vp - BVp = —[MVp|? e o|Vp| < IMVp| , temos que
J pPA(t)pdx = J IMVp|?dx
Q Q

Observe ainda que

p2divbdx + J p?b-ndr
r

DO | —

%
o)
<]
)
no
o
o
x
Il
I
N DN —

p2divbdx.

l
l

Assim, segue que

1d 1 .
——J Ip(x,t)Ide—i—J IMVp[?dx — —J deivbdx—FJ f(p)p2dx :J Xoupdx
2dt Jo Q 2)o Q o
donde segue que
1d 2 2 1 2 i .
—— | Ipx,t)°dx+ | IMVpl’dx == | p°divbdx+ | (—f(p))p“dx+ | Xoupdx
2dt Jo Q 2)a Q Q
Portanto,
1d 9 9
5 at L) Ip(x,t)] dx+J od|Vpldx <

- 1
J 2divbdeH\/lJ p2dx+—J prdx
] o 2)a
§L eouldx

1
2
+
1 2 1 2
M+—!d1vb|oo+— pidx+ = | u“dx.
2 2/ )g 2 Jo

Fazendo k = min{«y, %}, temos

_/d 1. - 1 1
k —J |p(x,t)|2dx—|—J IVplPdx | < M+ =[divb|e + = J dex+—J u?dx.

M+11divE |+
Fazendo k = max{%, 2k} temos

d
S| e vpax+ bRy 0 < k(f pax | u?dx).
(0] (o] (0]
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Integrando de 0 a t temos

t
|| poctpax— | tpicoRax -+ | IpC )Ry 0 ds
Q ot Q t 0
<k IIp(-,s)II%Q(Q)ds—i—kJ J u?dxds
JOo Ql_ Q

rt
<k | ol sl ds 4 k |
(0]

J wrdxds
0 Jo

rt

=k | Ip( )20 ds + Kl o, -
JO

Sendo p(x,0) = po(x), decorre que

t t
L Plx, t)dx + JO Ip(- )Py 0y ds < kL (-, )l 00y ds + KB ) + (%, 0)P2 o)

(6.18)

Para s e A suficientemente grandes e fixos temos pelo capitulo anterior que existe uma

constante positiva tal que C < e~25%. Logo, de (5.56) (do capitulo anterior) segue que

C||u||%2(QT) < C|P0|%2(Q)-

Fazendo

k1:

olke)

e C;=[kk;+ 1]|’P0|%_2(Q)7

segue de (6.18) e (6.19) que

t t
L plx, t)dx + JO Ip(- )Py oy ds < kL Ip(-, )l 0y ds + Ci.

Definamos por

Y(s) =1lp(, )20, + | IIPCT)Fa o dr 0<s<t
@ * 5(0)

e como ||p(-, 8)|1?2, 5, < Y(s), segue de (6.21) que
p 12(Q)

Y(s) < kJ y(r)dr+C; 0<s<t.
0

Segue da desigualdade de Gronwall que
v(s) < Cie*®  Y0o<s<t.

Portanto,

v(s) < C1e*¥ < Cie*" = Ca.

Logo,

t
| pocopacs | Ipe By < ¢ wetsT
Q

0

(6.19)

(6.20)

(6.21)

(6.22)

(6.23)

(6.24)

(6.25)

(6.26)
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Por outro lado como H}(Q) < 12(Q), entdo existe C tal que
-z o) < Cll -2 q)- (6.27)
Lembrando que se h € H71(Q), temos:

Ihll-1(q) = sup {(h,v):v € H)(Q)}

[vI<1

Dado v € H}(Q) com ||v||H(1)(Q) < 1, lembrando que existe ¢g tal que [IMVp| < ¢co|Vp| e
usando (6.19), (6.26) e (6.27) temos

(e, V)l = [(=Ap —f(P)p — Vp - b+ Xau, V)|
< AP+ IF(P)P, V)| + (VP - b, v)] + (X, V)l
< U MVp - MVvdx +MU pvdx +|b|°°J |Vp||v!dx+J IX wuv|dx
Q 1 Q ) Qr Q
< ( |Mvp|2dx)2(L|Mvw2dx)2+M|p(-,t)|Lz(Q)|v|Lz(Q)
‘Hb’oolp('at)’Hé(Q)’v’LQ(Q) + Ul 20y Viiz(q)
< Cg|p('>t)|H3(Q)|V’Hé(Q) + MClp(-, 2 a)Vlhi o) + C|6|oo’p('at)|H(1)(Q)|V|H(1)(Q)

+Clulrz(o) Vg )

1 - 1
< (C(2)|p('at)|H(1)(Q) + MCC3 + Clbleolp (-, )l o) + Cki Ipolz(a)) Vg a)

(6.28)
Fazendo C3 = MCCQ% + Ck%lpgle(Q) e Cy=(cg+ C|bl.,) temos que
[pe(, t)ln-1(q) < Calplig o) + Cs (6.29)
Dessa forma elevando ao quadrado e integrando em [0, T] temos
[pelizomm-1an < 2CHIPIR (o g ) +2C5T (6.30)

Como |[p|? < Cy, podemos considerar My = (2C2C, +2C2T)z. Logo, segue de

12(0,T;HE(Q))
(6.30) que

Ipllw: < My (6.31)

Provemos que @ (p) é fechado para cada p € B. Tomando p fixo em B, e pegando
uma sequéncia (p,) C @ (p) convergente fortemente em L2(Q+t) para algum p € L?(Q7),
i.e.

pn —p forte em L?(Qy)
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Segue imediatamente da definigao de @ (p) que cada p,, satisfaz

(pn)t + A(t)pn + f(ﬁ)pn = XwlUn €m QT
Pn(y,t) = 0 em Zy (6.32)
Pn(y,0) = poly) em Q

J e %P 3u? dxdt < CJ lpol?dx (6.33)
Qr Q
Mas temos que existe C > 0 tal que C < e 25%¢ 3 e fazendo k = % obtemos
J u? dxdt < kJ pol®dx. (6.34)
QT Q
Portanto,
el g < Klipola ). (6.35)

De (6.35) segue que (u,) é limitada em L*(Q) o qual é reflexivo, dessa forma existe
subsequéncia ainda denotada por u,, fracamente convergente, ou seja, existe u € L?(Q7)
tal que

U, —u fracamente em L*(Qt).

Lembrando que p,, € B, dessa forma temos

HPan(o,T;Hg(Q)) + ”(pn)t||l_2(0,T;H*1(Q)) <M.

Logo pn ¢ limitada em L2(0, T; HY(Q)) e (pn)¢ ¢ limitada em L?(0, T; H™(Q)), e sendo
ambos os espacos reflexivos, temos que existem subsequéncias ainda denotadas por p, e
(pn)t, e p € L2(0, T; HY(Q)) com py € L2(0, T; HH(Q)) tais que

Pn — P fracamente em L%(0,T;H}(Q))

(pn)t — pt fracamente em L%(0,T;H (Q)) (6.36)

pn — p fortemente em L[?(Qt)
Pois as derivadas sao no sentido das distribuigoes e temos as imersoes: L2(0, T; H{(Q)) <
D(Qt), L2(0,T;H }Q)) — D(Qt) e a unicidade do limite garante a segunda con-
vergéncia acima. Segue do Teorema 1.1.8 (Aubin-Lions) a dltima convergéncia em (6.36).

Passando ao limite em (6.32) e (6.33) quando n — oo, segue de (6.36) que

pt t AP+ f(P)p = Xou em Qr
ply,t)= 0 em Xy (6.37)

P(y,0) = poly) em Q
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no sentido fraco e
J e %*p3uldxdt < CJ Ipol*dx. (6.38)
Qr Q
Logo, temos que p € ®(P). Dessa forma temos que @ (p) é fechado em L2(Q+), sendo
B um subconjunto compacto de L?(Qt) e ®@(p) subconjunto de B, temos que ®(p) é
compacto em L2(Q7).
Provemos que @ tem grafico fechado. Considere p, — P € pn — p fortemente em L*(Q7)
com p, € O(pn). Nosso objetivo é mostrar que p € @(p). Dessa forma segue que py,

satisfaz
(prl)t +A()pn +f(Pr)Pn = Xwln em Qr
Pnly,t)= 0 em Xy (6.39)

Pn(y,0) = poly) em Q,

no sentido fraco, com
J e *p *uZdxdt < C J lpol*dx, (6.40)
Qr Q
para algum u, € [*(Qt,e 2*¢3). Para k; como em (6.20) temos que

Hu“”%Q(QT) < k1||po||%2(g)' (6.41)

Note ainda que p,, € ®(pn) C B, portanto

||Pn||L2(o,T;H3(Q)) + lpn)ellizorH-1(0) < My (6.42)
Segue de (6.41) e (6.42) que
U, ¢ limitada em [*(Q)
Pn ¢ limitada em L%(0,T;H}(Q)) (6.43)
(pn)t  limitada em L[2(0,T; H71(Q))
Portanto, existem u € L?(Qt), p € L*(0,T; H{(Q)) com py € L%(0, T; H'(Q)) e sub-
sequéncias ainda denotadas por (u,),(pn) € (pn)t tais que

U, — u fracamente em L[?(Q7)

Pn — p fracamente em L2(0,T;H}(Q))

(6.44)
(pn)t — p¢ fracamente em L%(0,T;H (Q))
Pn — p fortemente em L[2(Qt).
Veja que como temos
b, — D fortemente em L2
P p (Qr) (6.45)

pn — p fortemente em L[2*(Qt)
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entao

Pn— P q.t.p. em
p P a.t.p Qr (6.46)
Pn— P qt.p em Qr

Segue da continuidade de f que

f(pn) — f(p) q.t.p. em Q7
f(ﬁn)pn — f(f))P Q-t'p em QT

(6.47)

Usando (6.27) teremos que

J f(Ba)paldxdt < M2[  fpudxdt
Qr

JQT

BESVE J P (x, U2dxdt
Ql_ Q

= M?| lipn(- O)llf2(q)dt

e 6.48
‘Jn()r ( )

M2 C2Hpn(',t)”?41(mdt

JO

— M2C2||Pn||L20TH1(Q))

< M2C*M; =K

/A

com K independente de n. Segue do Lema 1.1.2 (Lions), de (6.47) e (6.48) que
f(pn)pn — f(P)p fracamente em 1*(Qt) (6.49)

Donde conclui-se que p satisfaz

pt+A)p+T(P)p= Xou em Qr
ply,t)= 0 em Zy (6.50)
P(y,0) = poly) em Q

no sentido fraco e
J e 2%¢p3uldxdt < CJ Ipol*dx (6.51)
Qr Q

Portanto, p € ®(p). O que finaliza a prova do Lema. ]

Decorre imediatamente do Lema 6.0.2 e do Teorema de Kakutani que existe p € B tal
que p € O(p), isto é, existe u € L2(Qr; e 25*¢p—3) C L2(Q7) tal que p é solugao de (6.1)
e

p(x,T) =0 q.t.p em Q
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