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Não Linear em Domı́nios Não Ciĺındrico
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empenho no desenvolvimento desse trabalho foram fundamentais para a conclusão do

mesmo.

Agradeço ao meu coorientador Marcondes Rodrigues Clark pelos seus valiosos conselhos,

pelo grande aprendizado nos seminários de EDP clássica com meu amigo Diego Prudêncio,
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Resumo

No presente trabalho investigamos a existência e unicidade de solução fraca, e a con-

trolabilidade nula para o operador de calor semilinear u ′ −4u+ g(u) com domı́nio cuja

fronteira se move com o tempo t, que é estudado em [13]. Entretanto, aqui seguiremos

outro caminho para provar a controlabilidade nula do sistema, faremos uma mudança de

variáveis a fim de torná-lo um sistema ciĺındrico e seguimos os mesmos passos de [9] para

provar a controlabilidade nula do sistema.

Palavras-chave: operador de calor, controlabilidade nula, desigualdade de Carleman.
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Abstract

In this work we investigate the existence and the uniqueness of weak solutions, and

the null controllability for the semilinear heat operator u ′−4u+g(u) in a domain which

boundary is moving with the time t, which is studied in [13]. However, here we follow

another way to prove the null controllability for the system, we change the variables in

order to have a cylindrical domain and follow the same steps as in [9] to prove the null

controllability for the system.

Keywords: heat operator, null controllability, Carleman’s inequality.
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Introdução

Considere a equação de estado parabólico não linear em um domı́nio Q̂T não ciĺındrico
p̂t(x, t) − ∆p̂(x, t) + ĝ(p̂(x, t)) = χŵû(x, t) em Q̂T ,

p̂(x, t) = 0 em Σ̂T ,

p̂(x, 0) = p̂0(x) em Ω.

(1)

Representamos por Ω um aberto limitado de Rn com fronteira C2. Para T > 0,

representemos por QT o cilindro Ω× (0, T) de Rn+1 com fronteira lateral ΣT definida por

Γ × (0, T). Vamos considerar uma famı́lia de funções {τt}06t6T , onde para cada t, τt é

uma deformação de Ω em um aberto limitado Ωt de Rn definido por

Ωt = {x ∈ Rn; x = τt(y), para y ∈ Ω}.

Para t = 0 identificamos Ω0 com Ω e τ0 com a aplicação identidade. Por conveniência

de notação denotaremos por y ∈ Ω os vetores y = (y1, ...,yn) e os pontos no domı́nio

deformado Ωt, 0 < t < T , serão denotados por x = (x1, ..., xn). A fronteira limitada

suave de Ωt é representada por Γt. O domı́nio não ciĺındrico Q̂T e sua fronteira lateral

são definidos por

Q̂T =
⋃

06t6T

{Ωt × {t}} e Σ̂T =
⋃

06t6T

{Γt × {t}} respectivamente.

Assim, assumimos a seguinte regularidade para as funções τt para 0 6 t 6 T

(A1) τt é difeomorfismo C2 de Ω em Ωt.

(A2) τt ∈ C1
(
[0, T ];C0(Ω,Rn)

)
∩ C0

(
[0, T ];C2(Ω,Rn)

)
.

Portanto, temos o difeomorfismo natural de Q̂T em QT definido por

(y, t) ∈ QT → (x, t) ∈ Q̂T , onde x = τt(y)

1



Sumário 2

Onde ω̂ é um pequeno conjunto aberto que é a imagem por τT de um subconjunto

aberto não vazio ω de Ω. As funções reais p̂(x, t) e û(x, t) definidas em Q̂T são chamadas

de Estado e o Controle do sistema (1), respectivamente. Todas as derivadas são no sentido

das distribuições de Laurent-Schwartz. Por p̂t representamos a derivada parcial
∂p̂

∂t
.

A função ĝ : R→ R é de classe C1 e globalmente Lipschitz com ĝ(0) = 0, assim

|ĝ(x) − ĝ(y)| 6M|x− y|; ∀x,y ∈ R (2)

Dessa forma em Q̂T temos

p̂(x, t) = p(ϕt(x), t) para todo x ∈ Ωt,

onde ϕt(y) = τ−1
t que, de acordo com (A1), é um difeomorfismo C2 de Ωt em Ω, para

todo 0 6 t 6 T , podemos também usar a notação ϕt(y) = ϕ(y, t).

O presente trabalho visa mostrar a controlabilidade nula do sistema (1), o mesmo

problema estudado em [13]. Contudo, o método aqui utilizado será o de transformar o

problema não ciĺındrico (1) em um problema ciĺındrico, a partir dáı, estudar no Caṕıtulo

2 a existência e unicidade de solução fraca para o problema ciĺındrico, no Caṕıtulo 3

encontrar uma desigualdade de Carleman para o sistema adjunto de forma análoga ao

encontrado em [9], no Caṕıtulo 4 estabelecer a desigualdade de observabilidade para o

sistema linear adjunto, no Caṕıtulo 5 provar a controlabilidade nula para o sistema linear

por meio do método variacional e utilizando a desigualdade de observabilidade para o

sistema adjunto, e no Caṕıtulo 6, a partir dos resultados precedentes estabelecer a con-

trolabilidade nula do sistema não linear com a utilização do Teorema do Ponto fixo de

Kakutani, o que provará a controlabilidade nula do sistema (1).

Para provar a controlabilidade do sistema (1) faremos uma mudança de variáveis a

fim de transformar o problema não ciĺındrico em ciĺındrico, pois já existem na literatura

muitos resultados sobre existência e unicidade de soluções fracas e de controlabilidade

para sistemas em domı́nios ciĺındricos. Seja a mudança de variáveis:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−4p̂(x, t) = −

n∑
i,j,k=1

∂

∂yj

(
∂p

∂yk
akj

)
+

n∑
i,j,k=1

∂p

∂yk

∂akj

∂yk
−

n∑
i,k=1

∂p

∂yk

∂2ϕk

∂x2
i

p̂t(x, t) =

n∑
k=1

∂p

∂yk

∂ϕk

∂t
+ pt

(3)
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onde denotamos ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

akj =
∂ϕk

∂xi

∂ϕj

∂xi−→
b = (bk)16k6n

bk = ∂ϕk
∂t

+

n∑
i,j,k=1

∂akj

∂yk
−4xϕk(τt(y), t)

4xϕk(τt(y), t) =
n∑
i=1

∂2ϕk

∂x2
i

∇yp =
(
∂p
∂yk

)
16k6n

Ã(t)p = −

n∑
i,j,k=1

∂

∂yj

(
∂p

∂yk
akj

)
A(t)p = Ã(t)p+∇p ·

−→
b

(4)

Substituindo os resultados encontrados em (3) e (4) no sistema (1) obtemos o sistema

ciĺındrico 
pt(y, t) +A(t)p(y, t) + g(p(y, t)) = χwu(y, t) em QT ,

p(y, t) = 0 em ΣT ,

p(y, 0) = p0(y) em Ω.

(5)

Note que o operador Ã(t) é um operador coercivo, mais precisamente, para ϕ,w ∈

H1
0(Ω)×H1

0(Ω) e utilizando o Lema de Gauss obtemos a forma bilinear α(t,ϕ,w) definida

por

α(t,ϕ,w) =

n∑
i,j,k=1

∫
Ω

akj(y, t)
∂ϕ

∂yj

∂w

∂yk
dy

Esta forma bilinear é cont́ınua devido ϕ(x, t) = τ−1
t (x) ser difeomorfismo C2 entre Ωt

e Ω. Então a matriz M =

(
∂ϕj

∂xi

)
16i,j6n

é inverśıvel e para todo η ∈ Rn temos que

||M−1η||Rn 6 1
α0
||η||Rn . Portanto, substituindo η = M∇ϕ, integrando em Ω e notando

que α(t,ϕ,ϕ) =

∫
Ω

||M∇ϕ||2Rndy temos

α(t,ϕ,ϕ) > α2
0||ϕ||

2
H1

0(Ω) (6)

A controlabilidade nula para o sistema (5) significa encontrar um controle u ∈ L2(QT ) tal

que a solução fraca p do sistema (5) satisfaça

p(y, T) = 0 q.t.p. em Ω.

Assim, mostraremos a controlabilidade nula do sistema (5) o que implicará na controla-

bilidade nula do sistema original não ciĺındrico (1), visto que ϕt(y) é um difeomorfismo.



Caṕıtulo 1

Noções Preliminares

Este caṕıtulo é dedicado a listar alguns resultados e definições importantes e de

relevância para o entendimento do presente trabalho. Portanto, não serão feitas demons-

trações apenas referências de onde tais demonstrações são encontradas.

1.1 Resultados Clássicos

Teorema 1.1.1. (Hahn-Banach) Seja X um espaço vetorial e p : X → R uma função

satisfazendo

p(λx) = λp(x) ∀x ∈ X e ∀λ > 0

p(x+ y) 6 p(x) + p(y) ∀x,y ∈ X

Seja G ⊂ X um subespaço linear e g : G→ R uma função tal que

g(x) 6 p(x), ∀x ∈ G

então existe um funcional f linear definido em todo espaço X que é uma extensão de g,

isto é, f(x) = g(x) para todo x ∈ G e tal que

f(x) 6 p(x) ∀x ∈ X.

Demonstração. Vide [3].

Definição 1.1.1. Seja X um espaço de Banach e (xn)n∈N ⊆ X uma sequência, então

dizemos que xn converge fracamente a x e denotamos por xn ⇀ x, se para todo f ∈ X ′,

onde X ′ é o dual de X, tem-se

〈f, xn〉 −→ 〈f, x〉.

4
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Teorema 1.1.2. Seja X um espaço de Banach reflexivo e seja (xn) uma sequência li-

mitada em X, então existe uma subsequência de (xn) que converge fracamente para algum

x ∈ X.

Definição 1.1.2. Seja X um espaço vetorial topológico e E ⊂ X, com E 6= ∅. Considere

a aplicação

Φ : E −→ P(X)

p̄ 7−→ Φ(p̄)

onde Φ(p̄) ⊆ X é não vazio. Dizemos que Φ tem o gráfico fechado se o conjunto

Graf(Φ) = {(p̄,Φ(p̄)) : p̄ ∈ E} ⊆ E× P(X) é um conjunto fechado, i.e.,

se xn → x, yn → y com yn ∈ Φ(xn)→ y ∈ Φ(X).

Definição 1.1.3. Seja Ω um subconjunto aberto de Rn. Se ∂Ω é C1, então ao longo de

∂Ω está definido um campo unitário de vetores normais

η = (η1, · · · ,ηn)

em cada ponto x ∈ ∂Ω temos η(x) = η = (η1, · · · ,ηn) com |n(x)| = 1

Assuma que Ω é um conjunto aberto, limitado de Rn e ∂Ω é C1. Então, temos os

três seguintes teoremas:

Teorema 1.1.3. (Gauss-Green) Suponha que u ∈ C1(Ω), então∫
Ω

uxidx =

∫
∂Ω

uηidS (i = 1, · · · ,n).

Demonstração. Vide [7].

Teorema 1.1.4. (Fórmula de Integração por Partes) Sejam u,v ∈ C1(Ω). Então,∫
Ω

uxivdx = −

∫
Ω

uvxidx+

∫
∂Ω

uvηidS (i = 1, · · · ,n).

Demonstração. Vide [7].

Teorema 1.1.5. (Fórmulas de Green) Sejam u, v ∈ C2(Ω). Então,

1.
∫
Ω
4udx =

∫
∂Ω

∂u
∂η
dS;

2.
∫
Ω
Du ·Dvdx = −

∫
∂Ω
u4vdS+

∫
∂Ω
u∂v
∂η
dS;
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3.
∫
Ω
u4vdS−

∫
Ω
v4udS =

∫
∂Ω
u∂v
∂η
dS−

∫
∂Ω
v∂u
∂η
dS.

Demonstração. Vide [7].

Seja D um conjunto de Rn+1 e f : D→ Rn então dizemos que f satisfaz as condições

de Carathéodory sobre D se:

a) f(t, x) é mensurável em t para cada x fixo;

b)f(t, x) é cont́ınua em x para cada t fixo;

c) para cada compacto U em D existe uma função real integrável mU(t) é tal que

|f(t, x)| 6 mU(t),∀(t, x) ∈ U.

Considere o retângulo R = {(t, x) ∈ Rn+1 : |t− t0| 6 a, |x− a| 6 b} com a,b > 0 .

Teorema 1.1.6. (Carathéodory) Seja f : R→ Rn satisfazendo as condições de Carathéodory

sobre R, e considere o problema de valor inicial x ′ = f(x, t)

x(t0) = x0.
(1.1)

Então existe uma solução x(t) de (1.1) sobre algum intervalo |t− t0| 6 β, (β > 0).

Demonstração. Vide [12].

Corolário 1.1.1. Sejam D aberto de Rn+1 e f satisfazendo as condições de Carathéodory

sobre D, então o problema (1.1) tem solução para qualquer (t0, x0) ∈ D.

Corolário 1.1.2. Seja [0,w] × B, com 0 < w < ∞ e B = {x ∈ Rn; ||x|| 6 b}, b > 0 e f

nas condições de Carathéodory. Seja Φ uma solução de x ′ = f(x, t)

x(0) = x0, |x0| 6 b.
(1.2)

Suponha que em qualquer intervalo I onde Φ está definida se tenha |Φ(t)| 6M, para todo

t ∈ I, M independente de t e M < b. Então Φ tem um prolongamento até [0,w].

Teorema 1.1.7. (Teorema de Hellinger-Toeplitz) Seja H um espaço de Hilbert, e

T : H→ H um operador linear satisfazendo

〈Tu, v〉 = 〈u, Tv〉, u, v ∈ H.

Então T é cont́ınuo e auto-adjunto.
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Demonstração. Vide [6].

Lema 1.1.1. (Ehrling) Consideremos X, B e Y espaços de Banach. Suponhamos X re-

flexivo e imerso compactamente em B, e B imerso continuamente em Y. Nestas condições

para cada η > 0, existe uma constante cη, tal que,

||u||B 6 η||u||X + cη||u||Y , ∀u ∈ X.

Demonstração. Vide [5].

Teorema 1.1.8. (Aubin-Lions) Consideremos X, B e Y espaços de Banach, como

no Lema 1.1.1 (Ehrling). Suponha (un)n∈N uma sequência uniformemente limitada em

L2(0, T ;X), tal que (dun
dt

)n∈N = (u ′n)n∈N é limitada em Lp(0, T ; Y), para algum p > 1.

Então, existe uma subsequência, de (un)n∈N, que converge fortemente em L2(0, T ;B).

Demonstração. Vide [5].

Lema 1.1.2. (Lions) Seja Q um conjunto aberto de Rnx ×Rt, gn e g funções de Lq(Q),

1 < q < ∞ tal que ||gn||Lq(Q) 6 C, gn → g em quase todo ponto em Q. Então gn ⇀ g

na topologia fraca de Lq(Q).

Demonstração. Vide [5].

Teorema 1.1.9. (Desigualdade de Gronwall) Seja C uma constante não negativa, u > 0,

q.t.p. em (0, T), uma função integrável em (0, T), e ϕ : [0, T ] → R uma função cont́ınua

e não negativa, tal que

ϕ(t) 6 C+

∫ t
0

u(x)ϕ(x)dx , ∀t ∈ [0, T ]

então,

ϕ(t) 6 Ce
∫t
0u(x)dx , ∀t ∈ [0, T ].

Demonstração. Vide [5].

Teorema 1.1.10. (Desigualdade de Gronwall Generalizada) Sejam f, v : [0, T ] → R

funções não negativas e integráveis, v0 constante não negativa, e a : [0, T ] → R, uma

função cont́ınua, não negativa, tais que

v(t) 6 v0 +

∫ t
0

f(x)dx+

∫ t
0

v(x)a(x)dx , ∀t ∈ [0, T ]
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então,

v(t) 6

(
v0 +

∫ t
0

f(x)dx

)
e
∫t
0 a(x)dx , ∀t ∈ [0, T ].

Demonstração. Vide [5].

1.2 Noções de Distribuições Escalares

Seja Ω ⊂ Rn, denomina-se suporte de uma função real f : Ω → R, cont́ınua em Ω

ao fecho do conjunto dos pontos de Ω onde f não é nula. Denota-se o suporte de f por

supp(f), simbolicamente:

supp(f) = {x ∈ Ω; f(x) 6= 0}.

Representa-se por C∞0 (Ω) o espaço vetorial das funções continuamente infinitamente

diferenciáveis em Ω com suporte compacto.

Um multi-́ındice é uma n-upla α = (a1, · · · ,αn), ai ∈ N ∀i = 1, · · · ,n e escrevemos

|α| =

n∑
i=1

αi e representamos como Dα como o operador derivação:

Dα =
∂|α|

∂α1 · · ·∂αn
.

Definiremos uma noção de convergência em C∞0 (Ω) que o tornará um espaço vetorial

topológico. Nesse sentido, diz-se que uma sequência (un)n∈N converge para u ∈ C∞0 (Ω),

quando forem satisfeitas as condições:

1. todas as un possuem suportes contidos em um compacto fixo K de Ω;

2. a sucessão (un)n∈N converge para u uniformemente em K juntamente com todas

suas derivadas de todas as ordens.

O espaço vetorial C∞0 (Ω), munido dessa noção de convergência será denotado por D(Ω).

Denomina-se distribuições sobre Ω a toda forma linear cont́ınua sobre D(Ω). Simbolica-

mente uma distribuição é uma aplicação T : D(Ω)→ R tal que

1. T(aφ+ bψ) = aT(φ) + bT(ψ) ∀ψ,φ ∈ D(Ω) e ∀a,b ∈ R;

2. T é cont́ınua, i.e., se φn converge para φ em D(Ω), então T(φn) converge para

T(φ) em R.
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Notação: O valor da distribuição T em φ, representa-se por 〈T ,φ〉.

Considere o espaço vetorial de todas as distribuições sobre Ω. Neste espaço, diz-se que

uma sequência Tn converge para T , quando a sequência (〈Tn,φ〉) converge para 〈T ,φ〉

em R, para toda φ em D(Ω). O espaço das distribuições sobre Ω com esta noção de

convergência representa-se por D ′(Ω).

Seja L1
loc(Ω) o espaço das funções de Ω em R localmente integráveis, isto é, se

u ∈ L1
loc(Ω) então u é integrável a Lesbesgue sobre todo compacto K ⊂ Ω. Note que

Tu : D(Ω)→ R definida por

〈Tu,φ〉 =
∫
Ω

u(x)φ(x)dx

é uma aplicação linear cont́ınua, logo uma distribuição escalar sobre Ω. Temos ainda a

seguinte cadeia de imersões cont́ınuas:

D(Ω) ↪→ Lp(Ω) ↪→ L1
loc(Ω) ↪→ D ′(Ω).

Dados T ∈ D ′(Ω) e α ∈ Nn, definimos a derivada distribucional de ordem α de T como

a forma linear DαT : D(Ω)→ R, dada por

〈DαT ,φ〉 = (−1)|α|〈T ,Dαφ〉, ∀φ ∈ D(Ω).

Mostra-se que DαT é uma distribuição.

1.3 Espaços de Sobolev

Sejam Ω ⊂ Rn um conjunto aberto, p um número real tal que 1 6 p < ∞ e m

um número natural. Denota-se por Wm,p(Ω) o espaço vetorial das (classes de) funções

u ∈ LP(Ω), tais que Dαu ∈ Lp(Ω), para todo muti-́ındice α ∈ Nn, tal que |α| 6 m,

simbolicamente

Wm,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω) : Dαu ∈ Lp(Ω),∀|α| 6 m}.

A função || · || :Wm,p(Ω)→ R definida por

||u||m,p =

∑
|α|6m

||Dαu||pLp(Ω)

 1
p

∀u ∈Wm,p(Ω),
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constitui uma norma sobre Wm,p(Ω). Prova-se que Wm,p(Ω) munido da norma acima

definida é um espaço de Banach. Os espaços de Banach Wm,p(Ω), são chamados de

espaços de Sobolev de ordem m sobre Ω. Quando p = 2 esses espaços recebem uma

notação especial:

Wm,2(Ω) = Hm(Ω).

Os espaços de Sobolev Hm(Ω), são espaços de Hilbert com o produto interno dado por:

(u, v)Hm(Ω) =
∑

|α|6m

(Dαu,Dαv)L2(Ω) ,

onde (, )L2(Ω) denota o produto interno de L2(Ω).

Seja m ∈ N. Por Wm,∞(Ω) denotamos o espaço vetorial

Wm,∞(Ω) = {u ∈ L∞(Ω);Dαu ∈ L∞(Ω), ∀|α| 6 m},

com a norma

||u||m,∞ =
∑

|α|6m

||Dαu||L∞(Ω) ∀u ∈Wm,p(Ω),

esse é um espaço de Banach e também é denominado espaço de Sobolev. Embora C∞0 (Ω)

seja denso em Lp(Ω) = W0,m(Ω), em geral C∞0 (Ω) não é denso em Wm,p(Ω). Nesse

sentido, denotaremos por Wm,p
0 (Ω) o fecho de C∞0 (Ω) na norma Wm,p(Ω). Este é um

espaço de Banach também chamado de espaço de Sobolev. No caso p = 2 temos os espaços

Wm,p
0 (Ω) = Hm0 (Ω). O dual topológico de Wm,p

0 (Ω) será denotado por W−m,q(Ω) onde

1
p
+ 1
q
= 1, que é constitúıdo dos funcionais

T :Wm,p
0 (Ω)→ R

lineares e cont́ınuos.

1.4 Noções de Integração de Funções Vetoriais

Sejam (S,A,m) um espaço de medida abstrato e X um espaço de Banach. Uma

aplicação u : S→ X é dita uma função (vetorial) simples, se u assume apenas um número

finito de valores distintos.

Uma função simples u : S→ X é dita A-mensurável, se

u−1{x} ∈ A ∀x ∈ X
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Uma função simples, A-mensurável, u : S → X é integrável em relação a medida m,

também dita m-integrável, se

mu−1{x} <∞,

para cada x ∈ X, x 6= 0. Nesse caso, a soma finita,∑
x∈X x 6=0

mu−1{x}x,

que representa um vetor em X, é dita a integral de u em relação à medida m, e escreve-se:∫
S

udm =
∑

x∈X x 6=0

mu−1{x}x,

Se x1, x2, · · · , xr são valores vetoriais distintos assumidos por u, em subconjuntos distintos

S1, · · · ,Sr, de S, então podemos escrever:

u(s) =

r∑
j=1

xjχSj(s)

onde χSj(s) é a função caracteŕıstica de Sj, então tem-se:∫
S

u(s)dm =

r∑
j=1

xjm(Sj)

a representação u =

r∑
j=1

xjχSj , quando os x ′js são todos distintos e os S ′js são dois a dois

disjuntos, é chamada representação padrão de u.

Se u tem representação padrão u =

r∑
j=1

xjχSj , então

||u(s)||X = ||

r∑
j=1

xjχSj(s)|| =

r∑
j=1

||xj||χSj(s) ∀s ∈ S

Teorema 1.4.1. Seja (un)n uma sequência de funções simples definidas em S a valores

em X satisfazendo

lim
n,m→∞

∫
||un(t) − um(t)||Xdm = 0

Então existe uma única função u : S → X, tal que ||u(t)||X e ||u(t) − un(t)||X são A-

mensuráveis e

lim
n→∞

∫
||u(t) − un(t)||Xdm = 0

Demonstração. Vide [5].
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Em decorrência do Teorema 1.4.1, emprega-se a notação∫
u(t)dm = lim

n→∞
∫
un(t)dm

e diz-se que
∫
u(t)dm é a integral de Bochner de u em relação a m. A coleção de todas

as funções u : S → X, que são Bochner integráveis ou integráveis no sentido de Bochner

é denotado por

B1(S,A,m;X).

Teorema 1.4.2. A função || · ||B1 : B1 → R, dada por ||u||B1 =
∫
||u(t)||dm, define uma

norma sobre espaço das funções Bochner integráveis. O espaço B1 munido dessa norma

é um espaço de Banach.

Demonstração. Vide [5].

Teorema 1.4.3. Uma função fortemente A-mensurável, u : S→ X é Bochner integrável

se, e somente se, ||u|| é integrável.

Demonstração. Vide [5].

1.5 Resultados Básico sobre Distribuições Vetoriais

Vamos considerar o intervalo aberto (0, T), T > 0 da reta real R e o espaço de Banach

real X. Representamos por Lp(0, T ;X), 1 6 p 6 ∞, o espaço vetorial das aplicações

u : (0, T) → X tais que, para cada s ∈ (0, T), o vetor u(s) ∈ X é fortemente mensurável

em (0, T) e a norma ||u(s)||X pertence a LP(0, T). Em Lp(0, T ;X) definimos a norma:

||u||pLp(0,T ;X) =

∫T
0

||u(s)||Xds

para 1 6 p <∞ e

||u||L∞(0,T ;X) = ess sup
0<s<T

||u(s)||X.

Com essa norma segue que Lp(0, T ;X) é um espaço de Banach.

Seja u em Lp(0, T ;X) e φ ∈ D(0, T), espaço das funções infinitamente diferenciáveis

em (0, T), equipado com a noção de convergência introduzida por Laurent Schwartz.

Associamos a cada u a aplicação τu de D(0, T) em X, definida por

〈τu,φ〉 =
∫T

0

u(s)φ(s)ds.
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Com a integral calculada em X. A aplicação τu, acima definida, é linear e cont́ınua em

D(0, T). Portanto, τu é uma distribuição em (0, T), chamada distribuição vetorial em

(0,T), definida por u ∈ Lp(0, T ;X), com valor em X. Então, τu é uma aplicação linear

cont́ınua de D(0, T) em X, isto é τu ∈ L(D(0, T),X), onde L(D(0, T),X) é chamado de

espaço das distribuições vetoriais de (0, T) com valores em X. Em particular τu é uma

dessas distribuições. O espaço de todas as distribuições definidas em (0, T) com valores

em X é representado por D ′(0, T ;X).

Lema 1.5.1. Se u ∈ L1(0, T ;X) e ∫T
0

u(s)φ(s) = 0 (1.3)

para todo φ ∈ D(0, T), então u(t) = 0 q.t.p. em (0, T).

Demonstração. Vide [10].

Lema 1.5.2. Se u ∈ L1(0, T ;X) e ∫T
0

u(s)φ ′(s) = 0 (1.4)

para todo φ ∈ D(0, T), então u é constante.

Note que o Lema 1.5.2 diz que se u ∈ L1(0, T ;X) tem derivada no sentido das dis-

tribuições nula então u é constante.

Demonstração. Vide [10].

Lema 1.5.3. Seja X um espaço de Banach cujo dual é representado por X ′. Se u e g

pertencem a L1(0, T ;X), então as seguintes condições são equivalentes:

(i) u é igual quase sempre a uma primitiva de g, isto é

u(t) = ξ+

∫ t
0

g(s)ds, ξ ∈ X, indepenente de t.

(ii) Para cada ϕ ∈ D(0, T), tem-se∫T
0

u(t)ϕ ′(t)dt = −

∫T
0

g(t)ϕ(t)dt.

(iii) Para cada x ′ ∈ X ′,
d

dt
〈u(t), x ′〉 = 〈g(t), x ′〉

no sentido das distribuições de (0, T).
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Demonstração. Vide [10].

Corolário 1.5.1. Sejam X, Y espaços de Banach, tais que X ⊂ Y com injeção cont́ınua.

Se

u ∈ L1(0, T ;X) e
du

dt
∈ L1(0, T ; Y) (1.5)

então u ∈ C0(0, T ; Y).

Por Cs(0, T ; Y), representemos o espaço das funções fracamente cont́ınuas de [0, T ] em

Y. Isso significa que a aplicação t → 〈u(t),y ′〉 é cont́ınua em [0, T ] para todo y ′ ∈ Y ′

dual de Y. Note que essas funções são também chamadas de funções escalares cont́ınuas.

Teorema 1.5.1. Sejam X, Y espaços de Banach, X reflexivo. Suponha X ⊂ Y densamente

e a injeção de X em Y cont́ınua. Então

L∞(0, T ;X) ∩ Cs([0, T ]; Y) = Cs([0, T ];X). (1.6)

Demonstração. Vide [10].



Caṕıtulo 2

Existência de Soluções para o

Sistema Não Linear

Seja o sistema não linear em um domı́nio ciĺındrico
ut(x, t) +A(t)u(x, t) + g(u(x, t)) = f(x, t) em QT ,

u(x, t) = 0 em ΣT ,

u(x, 0) = u0(x) em Ω.

(2.1)

Devemos encontrar u : [0, T ] → H1
0(Ω) tal que satisfaça (2.1) em algum sentido. Onde

consideramos f ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)) e u0 ∈ L2(Ω). Note que A(t)u = Ã(t)u+∇yu ·
−→
b é

um operador cont́ınuo.

Teorema 2.0.2. Dados

u0 ∈ L2(Ω), f ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)),

existe uma única u : (0, T)→ H1
0(Ω) satisfazendo as condições

u ∈ L2(0, T ;H1
0(Ω)), (2.2)

d

dt
(u(t), v) + (A(t)u(t), v) + (g(u(t)), v) = (f(t), v), (2.3)

para todo v ∈ H1
0(Ω), no sentido das distribuições de (0, T).

u ∈ L2(0, T ;H1
0(Ω)),

u ′ ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)),

u ′ +A(t)u(t) + g(u(t)) = f(t) no sentido de L2(0, T ;H−1(Ω)),

u(0) = u0.

(2.4)

15
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Demonstração. ComoH1
0(Ω) é separável, ele tem uma base enumerávelw1,w2, · · · ,wn, · · · ,

que podemos considerar, sem perda de generalidade, ortonormal, isto é,

wj ∈ H1
0(Ω), ∀j;

∀m, w1, ...,wm são Linearmente independentes;

(wi,wj) = 0,∀j 6= i, (wj,wj) = 1 ∀j;

V =
⋃
m∈N

[w1, · · · ,wm] é denso em H1
0(Ω).

(2.5)

Como H1
0(Ω) é denso em L2(Ω), tem-se que existe u0m ∈ [w1, · · · ,wn], tal que u0m → u0

em L2(Ω). Provemos que (2.1) tem soluções aproximadas um, isto é:
um(t) =

m∑
j=1

gjm(t)wj, um ∈ [w1, · · · ,wm],

(u ′m,wj) + (Aum,wj) + (g(um),wj) = (f,wj), j = 1, · · · ,m,

um(0) = u0m.

(2.6)

Se u0m =

m∑
j=1

aj0mwj, um(0) =

m∑
j=1

gjm(0)wj. Desenvolvendo (2.6)2 temos

 g ′jm = −(Aum,wj) − (g(um),wj) + (f,wj),

gjm(0) = aj0m.
(2.7)

Fixando m e chamando y = (y1, · · · ,ym) = (g1m, · · · ,gmm), y0 = (a10m, · · · ,am0m),

então reescrevendo (2.7) temos  y ′ = F(t,y),

y(0) = y0,
(2.8)

com F(t,y) = (F1(t,y), · · · , Fm(t,y)) onde Fj(t,y) = −(Aum,wj)−(g(um),wj)+(f,wj).

Mostremos que o sistema (2.8) está nas condições de Carathéodory. Seja D = [0, T ]× B;

B = {y ∈ Rn; |y| 6 b}, b > 0, y0 ∈ B, então

a) fixado y; tem-se (Aum,wj) não depende de t, (g(um),wj) também não depende de

t e (f(t),wj) é mensurável em t ∈ [0, T ], pois f ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)) . Logo, Fj(t,y) é

mensurável em t, para cada y fixo e j = 1, · · · ,m;

b)Fixado t, (f(t),wj) não depende de y e

(y1, · · · ,ym) ∈ Rm → u =

m∑
j=1

yjwj ∈ [w1, · · · ,wm]

é cont́ınua, e

u ∈ [w1, · · · ,wm]→ (Au,wj) ∈ R
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é cont́ınua, donde

(y1, · · · ,ym) ∈ Rm → (Au,wj) é cont́ınua,

também temos que u→ g(u) é C1, em particular cont́ınua e

w→ (w,wj) é cont́ınua

logo,

u→ (g(u),wj) é cont́ınua.

Portanto, Fj(t,y) j = 1, · · · ,m é cont́ınua para cada t fixo;

c) Como y varia em B, existem kB, cB > 0 tais que

(Aum,wj) < cB j = 1, · · · ,m

(g(um),wj) < kB j = 1, · · · ,m

donde Fj(t,y) 6 cB + kB + |(f(t),wj)| = mj(t) sendo mj(t), j = 1, · · · ,m integrável em

[0, T ]. Assim pelo Corolário 1.1.1 existe uma solução y(t) de (2.8) definida em [0, tm],

0 < tm < T ; para qualquer intervalo I onde y(t) está definida temos

(um(t),um(t))L2 6 M, ∀t ∈ I, M independente de I e de m. De fato, multiplicando

(2.6)2 por gjm(t) e somando de j = 1, · · · ,m temos

(u ′m,um) + (A(t)um,um) + (g(um),um) = (f,um)

d

dt

[
1

2
(um,um)

]
+ (Ã(t)um,um) + (∇yum

−→
b ,um) = (f,um) − (g(um),um).

Pela coercividade de Ã em (6) e pela desigualdade de Cauchy-Schwarz temos

d

dt

[
1

2
(um,um)

]
+ α2

0||um||
2
H1

0
+ (∇yum

−→
b ,um) 6 (f,um) + |g(um)|L2 |um|L2 .

Sendo g Lipschtiz por (2) e g(0) = 0, tem-se

d

dt

[
1

2
(um,um)

]
+ α2

0||um||
2
H1

0
6 (f,um) +M|um|

2
L2 − (∇yum

−→
b ,um).

Por Cauchy-Schwarz temos

d
dt

[
1
2
(um,um)

]
+ α2

0||um||
2
H1

0
6 |f|L2 |um|L2 +M|um|

2
L2 + |∇yum

−→
b |L2 |um|L2

d
dt

[
1
2
(um,um)

]
+ α2

0||um||
2
H1

0
6 |f|2L2 + |um|

2
L2 +M|um|

2
L2 + |∇yum|L2 |

−→
b |∞|um|L2

d
dt

[
1
2
(um,um)

]
+ α2

0||um||
2
H1

0
6 |f|2L2 + |um|

2
L2 +M|um|

2
L2 +

α2
0

2
|∇yum|2L2 +

1
2α2

0
|
−→
b |2∞|um|2L2
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logo,

d

dt

[
1

2
(um,um)

]
+
α2

0

2
||um||

2
H1

0
6 |f|2L2 + c|um|

2
L2 .

Onde c = 1 + 1
2α2

0
|
−→
b |2∞ +M. Agora integrando de 0 a t < T temos

|um|
2
L2 + α

2
0

∫ t
0

||um||
2
H1

0
ds 6 2

∫T
0

|f|2L2ds+ 2c

∫ t
0

|um|
2
L2ds+ |um(0)|. (2.9)

Chamando 2c = K e observando que f é dada e que por hipótese |um(0)| 6 δ, para

algum δ > 0, pois um(0) = u0m → u0 em L2(Ω), portanto é limitada. Fazendo

C = 2
∫T

0 |f|2L2ds+ δ, tem-se

|um(t)|
2
L2 6 C+ K

∫ t
0

|um(s)|
2
L2ds. (2.10)

Pela desigualdade de Gronwall, tem-se

|um(t)|
2
L2 6 Ce

KT = N que não depende de t e de m. (2.11)

Desenvolvendo esta desigualdade obtemos

m∑
j=1

g2
jm 6 N,

isto é,

|y|2 =

m∑
j=1

y2
j 6 N.

Portanto, fazendo maior B se for preciso, de tal forma que
√
N < b, segue do Corolário

1.1.2 que y(t) tem prolongamento até [0, T ]. Assim, para cada m existe uma solução um

de (2.6) em [0, T ]. De (2.9) temos que∫ t
0

||um||
2
H1

0
ds 6 K̄ independente de t e de m, (2.12)

onde k̄ =
2
∫T

0 |f|ds+ 2cNT + δ

α2
0

. De (2.12) segue que

um ∈ L2(0, T ;H1
0(Ω)) e um é limitada em L2(0, T ;H1

0(Ω)). (2.13)

Logo, um possui subsequência (uv) fracamente convergente, pois H1
0(Ω) é um espaço

reflexivo,isto é,

uv ⇀ u em L2(0, T ;H1
0(Ω)). (2.14)
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Identificando L2(0, T ;H1
0(Ω)) com o dual de L2(0, T ;H−1(Ω)) . A convergência (2.14)

significa que ∫T
0

〈uv(t),w(t)〉dt→
∫T

0

〈u(t),w(t)〉dt (2.15)

para todo w ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)). Então, 〈uv,w〉 = (uv, vθ(t)). Escolhendo w = θ(t)v,

com θ ∈ D(0, T), v ∈ H−1(Ω). Então, (2.15) significa que∫T
0

(uv(t), v)θ(t)dt→
∫T

0

(u(t), v)θ(t)dt ∀θ ∈ D(0, T) (2.16)

De (2.16), tem-se

(uv(t), v)→ (u, v),

no sentido das distribuições de [0, T ]. Mas
d

dt
é cont́ınua nesse sentido, logo segue que

d

dt
(uv(t), v)→

d

dt
(u, v) (2.17)

no sentido das distribuições de [0, T ].

Vamos mostrar que Aum ⇀ Au.

De fato, temos Aum = Ãum +∇um. Supondo um ⇀ u em L2(0, T ;H1
0(Ω)) temos que

∇um ⇀ ∇u em L2(0, T ;H−1(Ω)),

como
−→
b ∈ (L∞(QT ))n temos que

∇um
−→
b ⇀ ∇u

−→
b em L2(0, T ;H−1(Ω)),

mas como um ⇀ u em L2(0, T ;H1
0(Ω)), segue que

(v,um)→ (v,u) ∀v ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)).

Em particular para v = Ãϕ, pois Ã : H1
0(Ω)→ H−1(Ω). Portanto para todo ϕ ∈ H1

0(Ω)

temos

(Ãϕ,um)→ (Ãϕ,u) ∀ϕ ∈ H1
0(Ω). (2.18)

Observando que

(Ãu, v) =

n∑
i,j,k=1

∫
Ω

akj
∂u

∂yk

∂v

∂yj
dx,

onde akj =
∂ϕk

∂xi

∂ϕj

∂xi
=
∂ϕj

∂xi

∂ϕk

∂xi
= ajk. Logo,

(Ãu, v) = (u, Ãv) (2.19)
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Portando, segue de (2.18) e de (2.19), que

(ϕ, Ãum)→ (ϕ, Ãu) ∀ϕ ∈ H1
0(Ω). (2.20)

Logo, Ãum ⇀ Ãu. Dessa forma temos

Aum ⇀ Au. (2.21)

Provemos que g(um)→ g(u).

Seja Pm : H1
0(Ω) → [w1, · · · ,wm] ⊂ H1

0(Ω) dado por Pm(u) =

m∑
j=1

(u,wj)wj o operador

projeção sobre H1
0(Ω) . Note que Pm = P∗m, e sendo Pm linear temos pelo Teorema de

Hellinger-Toeplitz que Pm é cont́ınuo.

Agora, da equação aproximada (2.6)2, temos

(u ′m,w) + (Aum,w) + (g(um),w) − (f,w) = 0 ∀w ∈ [w1, · · · ,wm].

Da cadeia de imersões

H1
0(Ω) ↪→ L2(Ω) ↪→ H−1(Ω)

temos que

〈u ′m +Aum + g(um) − f,w〉H−1(Ω)×H1
0(Ω) = 0 para todo w ∈ [w1, · · · ,wm].

Desta igualdade e do fato de Pmw = w, temos que

P∗m
(
u ′m +Aum + g(um) − f

)
= 0,

em [w1, · · · ,wm].

Dáı, pela linearidade de P∗m e do fato de u ′m ∈ [w1, · · · ,wm], segue-se, por extensão via

teorema de Hahn-Banach, que

u ′m = −P∗mAum − P∗m(g(um)) + P
∗
mf em H−1(Ω).

Logo,

||u ′m||H−1(Ω) 6 ||P∗mAum||H−1(Ω) + ||P∗m(g(um))||H−1(Ω) + ||P∗mf||H−1(Ω) em H−1(Ω),

||u ′m||H−1(Ω) 6 ||P∗m||H−1(Ω)

(
||Aum||H−1(Ω) + ||(g(um))||H−1(Ω) + ||f||H−1(Ω)

)
em H−1(Ω).
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Usando o fato de g ser Lipschtiz e g(0) = 0, usando a cadeia de imersões

H1
0(Ω) ↪→ L2(Ω) ↪→ H−1(Ω), elevando ao quadrado, integrando de 0 a t a última de-

sigualdade e usando a desigualdade de Cauchy para o produto de dois termos distintos,

temos para uma constante C adequada que∫ t
0

||u ′m||
2
H−1(Ω)dt 6 C

(∫T
0

||Aum(t)||
2
H−1(Ω)dt+

∫T
0

||um(t)||
2
H1

0(Ω)dt+

∫T
0

||f(t)||2L2(Ω)dt
)

em H−1(Ω).

Mas já temos a limitação para cada um dos três termos do lado direito acima, logo∫ t
0

||u ′m||
2
H−1(Ω)dt 6 K em H−1(Ω). (2.22)

Portanto, u ′m ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)) é limitada e um ∈ L2(0, T ;H1
0(Ω)) é uniformemente

limitada por (2.12). Segue do Teorema 1.1.8 (Aubin-Lions) que um admite subsequência

fortemente convergente em L2(0, T ;L2(Ω)), passando a essa subsequência temos

g(um)→ g(u). (2.23)

Multiplicando a equação aproximada (2.6)2 por θ ∈ D(0, T) e integrando em [0, T ],

considerando m fixo, v > m e faça v→∞. Por (2.16), (2.17), (2.21) e (2.23) obtemos

〈 d
dt

(u(t), v), θ(t)〉+
∫T

0

(A(t)u(t), v)θ(t)dt+

∫T
0

(g(u(t)), v)θ(t)dt =

∫T
0

(f(t), v)θ(t)dt

(2.24)

para todo v ∈ [w1, · · · ,wm] e θ ∈ D(0, T). Pela hipótese de densidade de
⋃
m∈N

[w1, · · · ,wm]

em H1
0(Ω), implica que (2.24) é verdade para todo v ∈ H1

0(Ω) no sentido de D ′(0, T). De

(2.14) e (2.24) obtemos (2.2) e (2.3) do Teorema 2.0.2. Vamos provar a condição (2.4) do

Teorema 2.0.2. De (2.24) temos

−

∫T
0

(u(t), v)θ ′(t)dt+

∫T
0

(A(t)u(t), v)θ(t)dt+

∫T
0

(g(u(t)), v)θ(t)dt =

∫T
0

(f(t), v)θ(t)dt.

(2.25)

Para todo v ∈ H1
0(Ω) e θ ∈ D(0, T), então

〈−
∫T

0

(u(t), v)θ ′(t)dt, v〉 = 〈
∫T

0

h(t)θ(t)dt, v〉 (2.26)

onde h(t) = f(t) −A(t)u(t) − g(u(t)) ∈ H−1(Ω), logo (2.26) implica

−

∫T
0

(u(t), v)θ ′(t)dt =

∫T
0

h(t)θ(t)dt. (2.27)
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Observe que devido a cadeia H1
0(Ω) ↪→ L2(Ω) ↪→ H−1(Ω) e por (2.2) temos u,h ∈

L2(0, T ;H−1(Ω)) , segue de (2.27) e da condição (ii) do Lema 1.5.3 que

u(t) = ξ+

∫ t
0

h(s)ds ξ ∈ H−1(Ω) é constante, (2.28)

então

u ∈ C0([0, T ];H−1(Ω)). (2.29)

Por (2.28) obtemos

〈u ′(t), θ(t)〉 = 〈h(t), θ(t)〉 ∀ θ ∈ D(0, T),

o que significa

u ′(t) = h(t) no sentido vetorial das distribuições. (2.30)

Mas h ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)) implica

u ′ ∈ L2(0, T ;H−1(Ω))

e

u ′ = h em L2(0, T ;H−1(Ω)),

(2.31)

ou seja,

u ′ +Au+ g(u) = f em L2(0, T ;H−1(Ω)). (2.32)

Para completar a prova precisamos mostrar que u(0) = u0. Temos de (2.29) que u(0) faz

sentido. Provemos que u(0) = u0.

Temos

um é limitada em L2(0, T ;H1
0(Ω)) (2.33)

como H1
0(Ω) ↪→ L2(Ω) ↪→ H−1(Ω), temos de (2.33) que:

um é limitada em L2(0, T ;H−1(Ω)). (2.34)

Portanto, existe uma subsequência uv de um tal que∫T
0

(uv(t),w)θ
′(t)dt→

∫T
0

(u(t),w)θ ′(t)dt. (2.35)

para θ ∈ C1(0, T), θ(0) = 1, θ(T) = 0.

Pela estimativa (2.22), existe uma subsequência de u ′v ainda denotada por u ′v tal que∫T
0

(u ′v(t),w)θ(t)dt→
∫T

0

(u ′(t),w)θ(t)dt. (2.36)
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para θ ∈ C1(0, T), θ(0) = 1, θ(T) = 0. Logo, por (2.35) e (2.36) temos que∫T
0

d

dt
[(uv(t),w)θ(t)]dt→

∫T
0

d

dt
[(u(t),w)θ(t)]dt

ou

(uv(0),w)→ (u(0),w),

mas

(uv(0),w)→ (u0,w).

Logo, u0 = u(0) em L2(Ω), pela unicidade do limite.

Unicidade da solução:

Supondo u e v soluções do problema, então teremos
u− v+A(u− v) + g(u) − g(v) = 0 em QT ,

(u− v)(x, t) = 0 em ΣT ,

(u− v)(x, 0) = 0 em Ω.

(2.37)

Temos por uma estimativa análoga a estimativa (2.10) com f = 0 e u0 = 0 e pela

desigualdade de Gronwall que

|u− v|L2(Ω) 6 0 e ||u− v||L2(0,T ;H1
0(Ω)) 6 0,

donde u = v em L2(0, T ;H1
0(Ω)) ou u(t) = v(t) q.t.p. em [0, T ].



Caṕıtulo 3

Desigualdade de Carleman para o

Sistema Linear Adjunto

Seja o sistema
−wt(y, t) +A∗(t)w(y, t) + a(t)w(y, t) = f(y, t) em QT ,

w(y, t) = 0 em ΣT ,

w(y, T) = wT em Ω,

(3.1)

onde A∗ é o operador adjunto formal de A. Com

A(t)u(y, t) = −

n∑
i,j,k=1

∂

∂yj

(
akj

∂u

∂yk

)
+ ~b · ∇u

temos que

A∗(t)w(y, t) = −

n∑
i,j,k=1

∂

∂yk

(
akj

∂w

∂yj

)
− div(w~b)

onde

akj =
∂ϕk

∂xi

∂ϕj

∂xi
= ajk M =

(∂ϕj
∂xi

)
16i,j6n

com ϕ(τ(x), t) o difeomorfismo C2 que transforma o domı́nio não ciĺındrico Q̂T em QT

ciĺındrico.

Lema 3.0.4. Existe uma função ψ ∈ C2(Ω), Ω fecho de Ω, satisfazendo:

ψ(y) > 0 para todo x ∈ Ω

ψ(y) = 0 para todo x ∈ Γ

|∇ψ(y)| > 0 para todo x ∈ Ω−ω0,

com ω0 ⊂ ω ⊂ Ω um subconjunto aberto e não vazio.

24
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A prova desse lema pode ser encontrada em Fursikov-Imanuvilov [8]. Usando a função

ψ o Lema 3.0.4, introduzimos as funções

φ(y, t) =
eλψ(y)

β(t)
α(y, t) =

eλψ(y) − e2λ||ψ||

β(t)
. (3.2)

Com β(t) = t(T − t), 0 < t < T , λ > 0 em um parâmetro e

||ψ|| = max
y∈Ω

|ψ(y)|.

Verifica-se facilmente que

∇φ = λ
eλψ

β(t)
∇ψ = λφ∇ψ = ∇α. (3.3)

Teorema 3.0.3. Sejam φ, α e ψ funções como definidas no Lema 3.0.4. Então existe

λ0 > 1 tal que para cada λ > λ0, existe s > s0(λ) > 0 satisfazendo a desigualdade para a

solução w(x, t) do problema adjunto (3.1):∫
QT

(s3λ4φ3w2 + sλ2φ|M∇w|2)dxdt+
∫
QT

(φs)−1e2sα(|wt|
2 + |A∗w|2)dxdt

6 C

(∫
QT

e2sα|f|2dxdt+

∫
Qω

e2sαs3λ4φ3w2dxdt

)
.

(3.4)

Esta é a desigualdade de Carleman, que é análoga a desigualdade apresentada em [9].

Pelo caráter técnico da demonstração, ela será realizada em etapas.

3.1 Mudança de Variáveis

Consideramos uma mudança de variáveis conveniente no sistema (3.1), pela função

regularizante esα(y,t). Com efeito, definindo

w(y, t) = e−sα(y,t)p(y, t) ou p(y, t) = esα(y,t)w(y, t)

obtemos

wt = −sαte
−sαp+ e−sαpt (3.5)

∂w

∂yj
= −s

∂α

∂yj
e−sαp+ e−sα

∂p

∂yj
(3.6)

∂2w

∂yk∂yj
= −s

∂2α

∂yk∂yj
e−sαp+ s2 ∂α

∂yj

∂α

∂yk
e−sαp

−s
∂α

∂yj
e−sα

∂p

∂yk
− s

∂α

∂yk
e−sα

∂p

∂yj
+ e−sα

∂2p

∂yk∂yj

(3.7)
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Substituindo (3.6) e (3.7) na expressão de A∗ temos

A∗w = −

n∑
i,j,k=1

akj
∂2w

∂yk∂yj
−

n∑
i,j,k=1

∂akj

∂yk

∂w

∂yj
− div(w~b)

= −

n∑
i,k,j=1

akj

[
−s

∂2α

∂yk∂yj
e−sαp+ s2 ∂α

∂yj

∂α

∂yk
e−sαp

−s
∂α

∂yj
e−sα

∂p

∂yk
− s

∂α

∂yk
e−sα

∂p

∂yj
+ e−sα

∂2p

∂yk∂yj

]
−

n∑
i,j,k=1

∂akj

∂yk

[
−s
∂α

∂yj
e−sαp+ e−sα

∂p

∂yj

]
−

n∑
j=1

bj

[
−s
∂α

∂yj
e−sαp+ e−sα

∂p

∂yj

]
−

n∑
j=1

∂bj

∂yj
e−sαp

= −

n∑
i,k,j=1

akj

[
−s

∂2α

∂yk∂yj
e−sαp

]
−

n∑
i,k,j=1

∂akj

∂yk

[
−s
∂α

∂yj
e−sαp

]
−

n∑
j=1

bj

[
−s
∂α

∂yj
e−sαp

]
−

n∑
i,k,j=1

akj

[
e−sα

∂2p

∂yk∂yj

]
−

n∑
i,k,j=1

∂akj

∂yk

[
e−sα

∂p

∂yj

]
−

n∑
j=1

bj

[
e−sα

∂p

∂yj

]
−

n∑
j=1

∂bj

∂yj
e−sαp

−

n∑
i,k,j=1

akjs
2 ∂α

∂yj

∂α

∂yk
e−sαp

+

n∑
i,k,j=1

akjs
∂α

∂yj
e−sα

∂p

∂yk
+

n∑
i,k,j=1

akjs
∂α

∂yk
e−sα

∂p

∂yj

Portanto, lembrando que Ã∗u = −

n∑
i,j,k=1

∂

∂yk

(
akj

∂u

∂yj

)
, temos

A∗w = −se−sαpÃ∗α+ se−sαp∇α · ~b+ e−sαA∗p− s2e−sαp|M∇α|2

+2se−sαM∇p ·M∇α
(3.8)

Onde · representa o produto interno no Rn e M =
(
∂ϕj
∂xi

)
16i,j6n

. Temos ainda que

∂α

∂yj
= λ

eλψ

β(t)

∂ψ

∂yj
= λφ

∂ψ

∂yj
(3.9)

∂2α

∂yk∂yj
= λ2φ

∂ψ

∂yj

∂ψ

∂yk
+ λφ

∂2ψ

∂yk∂yj
(3.10)

Ã∗α = −

n∑
i,j,k=1

akj

[
λ2φ

∂ψ

∂yj

∂ψ

∂yk
+ λφ

∂2ψ

∂yk∂yj

]
−

n∑
i,j,k=1

∂akj

∂yk

[
λφ
∂ψ

∂yj

]
= λφÃ∗ψ− λ2φ|M∇ψ|2.

(3.11)
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Substituindo (3.11) e (3.3) em (3.8) temos

A∗w = −se−sαpλφÃ∗ψ+ se−sαpλ2φ|M∇ψ|2 + λφse−sαp∇ψ · ~b+

+e−sαA∗p− λ2φ2s2e−sαp|M∇ψ|2 + 2λφse−sαM∇p ·M∇ψ.
(3.12)

Substituindo (3.12) e (3.5) em (3.1)1 temos

sαte
−sαp− e−sαpt − se

−sαpλφÃ∗ψ+ se−sαpλ2φ|M∇ψ|2 + λφse−sαp∇ψ · ~b+

+e−sαA∗p− λ2φ2s2e−sαp|M∇ψ|2 + 2λφse−sαM∇p ·M∇ψ = f− a(t)e−sαp.

(3.13)

Também temos

p(y, 0) = e−sα(y,0)w(y, 0) = 0 em Ω (3.14)

pois

α(y, t) =
eλψ(y) − e2λ||ψ||

β(t)
< 0 esα(y,0) = lim

t→0+
esα(y,t) = 0,

por argumento análogo, obtém-se

p(y, T) = e−sα(y,T)w(y, T) = 0 em Ω. (3.15)

Usando-se (3.13), (3.14) e (3.15) podemos reescrever o sistema (3.1) nas novas variáveis

da seguinte forma:



−pt + sαtp− spλφÃ
∗ψ+ spλ2φ|M∇ψ|2 +

+λφsp∇ψ · ~b+A∗p− λ2φ2s2p|M∇ψ|2+

+2λφsM∇p ·M∇ψ = esαf− a(t)p em QT ,

p(y, t) = 0 em ΣT ,

p(y, T) = p(y, 0) = 0 em Ω.

(3.16)

Vamos considerar a notação

U(t)p = 2λφsM∇p ·M∇ψ+ 2sλ2φ|M∇ψ|2p

V(t)p = −Ã∗p+ λ2φ2s2|M∇ψ|2p+ sλ2φ|M∇ψ|2p− sαtp

Z(t)p = sλφ
(
Ã∗ψ

)
p− a(t)p− λφs

(
∇ψ · ~b

)
p+ div(p~b).

Dessa forma, com essa notação podemos escrever a equação (3.16)1 como

−pt +U(t)p− V(t)p = esαf+ Z(t)p. (3.17)
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Veja que
d

dt
[(V(t)p)p] =

d

dt
(V(t)p)p+ (V(t)p)pt.

Considerando a notação

Ã∗p = −

n∑
i,j,k=1

∂

∂yk

(
akj

∂p

∂yj

)
= ∇ · B∇p

B =

n∑
i=1

Bi

Bi = (−akj(i))16k,j6n = (−akj)16k,j6n

akj =
∂ϕk

∂xi

∂ϕj

∂xi

Bt =
∂

∂t
(B) .

Temos ainda que

d

dt

(
V(t)p

)
p =

(
−(Ã∗p)t + λ

2s2|M∇ψ|2(pφ2)t + sλ
2|M∇ψ|2(pφ)t − s(αtp)t

)
p

=
[
−Ã∗pt + λ

2s2|M∇ψ|2ptφ2 + sλ2|M∇ψ|2ptφ− sαtpt
]
p+[

−∇ · Bt∇p+ λ2s2|M∇ψ|22pφφt + sλ
2|M∇ψ|2pφt − sαttp

]
p

=
(
V(t)pt

)
p+

(
Vt(t)p

)
p,

onde (
Vt(t)p

)
p =

[
−∇ · Bt∇p+ λ2s2|M∇ψ|22pφφt + sλ

2|M∇ψ|2pφt − sαttp
]
p,

dessa forma temos

d

dt

∫
Ω

[(
V(t)p

)
p
]
dx =

∫
Ω

(
V(t)pt

)
pdx+

∫
Ω

(
V(t)p

)
ptdx+

∫
Ω

(
Vt(t)p

)
pdx.

Observe que

p = 0 em ∂Ω× (0, T)

e que

pt(y, t) = lim
h→0+

p(y, t+ h) − p(y, t)

h
= lim
h→0+

0 − 0

h
= 0 ∀(y, t) ∈ ΣT .

Considerando η = (ηj)16j6n o vetor unitário normal exterior a Γ , temos que:∫
Ω

n∑
i,j,k=1

∂

∂yk

(
akj
∂pt

∂yj

)
pdx = −

n∑
i,j,k=1

∫
Ω

akj
∂pt

∂yj

∂p

∂yk
dx+

n∑
i,j,k=1

∫
Γ

akj
∂pt

∂yj
pηkdΓ

= −

n∑
i,j,k=1

∫
Ω

(
akj

∂p

∂yk

)
∂pt

∂yj
dx

=

n∑
i,j,k=1

∫
Ω

∂

∂yj

(
akj

∂p

∂yk

)
ptdx−

n∑
i,j,k=1

∫
Γ

akj
∂p

∂yk
ptη

jdΓ

=

∫
Ω

n∑
i,j,k=1

∂

∂yj

(
ajk

∂p

∂yk

)
ptdx.
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Logo, ∫
Ω

(Ã∗pt)pdx =

∫
Ω

(Ã∗p)ptdx.

Dessa forma temos∫
Ω

(V(t)pt)pdx =

∫
Ω

[
−Ã∗pt + λ

2s2|M∇ψ|2ptφ2 + sλ2|M∇ψ|2ptφ− sαtpt
]
pdx

=

∫
Ω

(−Ã∗pt)pdx+

∫
Ω

[
λ2s2|M∇ψ|2ptφ2 + sλ2|M∇ψ|2ptφ− sαtpt

]
pdx

=

∫
Ω

(−Ã∗p)ptdx+

∫
Ω

[
λ2s2|M∇ψ|2pφ2 + sλ2|M∇ψ|2pφ− sαtp

]
ptdx

=

∫
Ω

(V(t)p)ptdx.

Logo,
d

dt

∫
Ω

[(
V(t)p

)
p
]
dx = 2

∫
Ω

(
V(t)p

)
ptdx+

∫
Ω

(
Vt(t)p

)
pdx. (3.18)

Ao substituirmos pt de (3.17) em (3.18) obtemos

d

dt

∫
Ω

[(
V(t)p

)
p
]
dx = 2

∫
Ω

(
V(t)p

)
[U(t)p− V(t)p− esαf− Z(t)p]dx+

∫
Ω

(
Vt(t)p

)
pdx.

Notando que p(0) = p(x, 0) = 0 e p(T) = p(x, T) = 0 em Ω, e integrando de 0 a T a

última igualdade temos:

0 = 2
∫
QT

(
V(t)p

)
[U(t)p− V(t)p− esαf− Z(t)p]dxdt+

∫
QT

(
Vt(t)p

)
pdxdt

0 = 2
∫
QT

(
V(t)p

)2
dxdt− 2

∫
QT

(
V(t)p

)(
U(t)p

)
dxdt−

∫
QT

(
Vt(t)p

)
pdxdt+

+2
∫
QT

(V(t)p)(esαf+ Z(t)p)dxdt

(3.19)

Obs 3.1.1. Note que

|φt| =

∣∣∣∣β ′(t)β(t)2
eλψ(y)

∣∣∣∣ = |T − 2t|

eλψ(y)
|φ|2 6 |T − 2t||φ|2 6 C|φ|2 (3.20)

Temos ainda que

|αt| =

∣∣∣∣−β ′(t)β(t)2
(eλψ(y) − e2λ||ψ||)

∣∣∣∣
=

|T − 2t|

β(t)2
|eλψ(y) − e2λ||ψ|||

= |T − 2t|

∣∣∣∣eλψ(y) − e2λ||ψ||

e2λψ(y)

∣∣∣∣ (eλψ(y)

β(t)

)2

6 |T − 2t|

∣∣∣∣ 1

eλψ(y)
+ e2λ||ψ||−2ψ(y)

∣∣∣∣φ2

6 |T − 2t||1 + e2λ||ψ|||φ2

6 Cφ2.

(3.21)



Caṕıtulo 3. Desigualdade de Carleman para o Sistema Linear Adjunto 30

Sendo C = C(T , λ, ||ψ||,Ω). Note que ψ(y) > 0 implica ||ψ|| − ψ(y) 6 ||ψ||. Por outro

lado, temos

|αtt| =

∣∣∣∣−β ′′(t)β2 + 2β|T − 2t|2

β4

∣∣∣∣ ∣∣eλψ(y) − e2λ||ψ||
∣∣

6

∣∣∣∣2β2 + 2β|T − 2t|2

βe3λψ(y)

∣∣∣∣ (e3λψ(y)

β3

) ∣∣eλψ(y) − e2λ||ψ||
∣∣

=
|2β+ |T − 2t|2|

e2λψ(y)

∣∣∣∣eλψ(y) − e2λ||ψ||

eλψ(y)

∣∣∣∣φ3

6 Cφ3.

(3.22)

Análise dos Termos de (3.19)

Adotaremos a seguinte notação X = −

∫
QT

(
V(t)p

)(
U(t)p

)
dxdt. Portanto

X = −

∫
QT

[−Ã∗p+ λ2φ2s2|M∇ψ|2p+ sλ2φ|M∇ψ|2p− sαtp]

[2λφsM∇p ·M∇ψ+ 2sλ2φ|M∇ψ|2p]dxdt
(3.23)

Sabemos que existem constantes K1,N > 0 tais que

|∇ψ|2 6 N, |M∇ψ|2 6 N , |A∗ψ|2 6 N e |Bt∇p · ∇p| 6 K1|∇p|2

temos

(Vt(t)p)p =
[
−∇ · Bt∇p+ λ2s2|M∇ψ|22pφφt + sλ

2|M∇ψ|2pφt − sαttp
]
p. (3.24)

Segue de (3.20) e (3.22) na Observação 3.1 que

|(λ2s2|M∇ψ|22pφφt + sλ
2|M∇ψ|2pφt − sαttp)p| 6 C1(λ

2s2φ3 + sλ2φ2 + sφ3)p2,

(3.25)

onde C1 = max{2NC,C}. Temos ainda que∣∣∣∣∫
QT

p∇ · Bt∇pdxdt
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫

QT

Bt∇p · ∇pdxdt
∣∣∣∣

6
∫
QT

|Bt∇p · ∇p|dxdt

6 K1

∫
QT

|∇p|2dxdt.

Considerando C2 = max{C1,K1}, temos

X1 =

∣∣∣∣∫
QT

(Vt(t)p)pdxdt

∣∣∣∣ 6 C2

∫
QT

[
|∇p|2 + (λ2s2φ3 + sλ2φ2 + sφ3)p2

]
dxdt. (3.26)
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Por outro lado, temos

X2 =
∣∣∣2 ∫QT (V(t)p)(esαf+ Z(t)p)dxdt∣∣∣

6 2
∫
QT

|(V(t)p)||esαf|dxdt+ 2
∫
QT

|(V(t)p)||(Z(t)p)|dxdt

6 2
∫
QT

|(V(t)p)|2dx+
∫
QT
e2sα|f|2dxdt+

∫
QT

|(Z(t)p)|2dxdt.

(3.27)

Observando que (a+ b+ c+ d+ e)2 6 16(a2 + b2 + c2 + d2 + e2), tem-se∫
Ω

|(Z(t)p)|2dxdt 6
∫
Ω

∣∣∣sλφ(Ã∗ψ)p− a(t)p− λφs(∇ψ · ~b)p+ div(p~b)
∣∣∣2 dxdt

6 16
∫
Ω
s2λ2φ2|Ã∗ψ|2p2 + |a(t)|2p2 + λ2φ2s2|∇ψ|2|~b|2∞p2+

+|∇p|2|b|2∞ + p2|div(~b)|2∞dxdt
6 C3

∫
QT

[
(s2λ2φ2 + 1)p2 + |∇p|2

]
dxdt,

(3.28)

onde C3 = 16 max{N +N|~b|2∞, |b|2∞,M2 + |div~b|2∞}. Fazendo a substituição de (3.28) em

(3.27), obtém-se

X2 6 2

∫
QT

|(V(t)p)|2dxdt+ 2

∫
QT

e2sα|f|2dxdt+ C3

∫
QT

[
(s2λ2φ2 + 1)p2 + |∇p|2

]
dxdt.

(3.29)

Segue de (3.19) que

2X+ 2

∫
QT

|(V(t)p)|2dxdt 6 X1 + X2

Dessa forma, fazendo C = max{C2,C3}, segue de (3.26) e (3.29) que

2X+ 2

∫
QT

|(V(t)p)|2dxdt 6 2

∫
QT

|(V(t)p)|2dxdt+ 2

∫
QT

|esαf|2dxdt

+2C

∫
QT

(s2λ2φ2 + 1)p2 + (λ2s2φ3 + sλ2φ2 + sφ3)p2dxdt

+2C

∫
QT

|∇p|2dxdt.

(3.30)

Para s > 1 e C = 2C, decorre de (3.30) que

X 6
∫
QT

|esαf|2dxdt+ C

∫
QT

[λ2(s2φ2 + s2φ3) + sφ3 + 1]p2dxdt+

+C

∫
QT

|∇p|2dxdt.
(3.31)
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3.2 Análise dos Termos de X

Observe que

X = −

∫
QT

(
V(t)p

)(
U(t)p

)
dxdt

=

∫
QT

[
Ã∗p− λ2φ2s2|M∇ψ|2p− sλ2φ|M∇ψ|2p+ sαtp

]
[2λφsM∇p ·M∇ψ+ 2sλ2φ|M∇ψ|2p]dxdt

= 2

∫
QT

sλ2φ|M∇ψ|2pÃ∗pdxdt− 2

∫
QT

λ4φ3s3|M∇ψ|4p2dxdt

−2

∫
QT

λ4φ2s2|M∇ψ|4p2dxdt+ 2

∫
QT

λφs [M∇p ·M∇ψ] Ã∗pdxdt

−2

∫
QT

[
λ3φ3s3M∇p ·M∇ψ|M∇ψ|2p+ λ3φ2s2M∇p ·M∇ψ|M∇ψ|2p

]
dxdt

2

∫
QT

[
pλφs2αtM∇p ·M∇ψ+ s2λ2φ|M∇ψ|2p2αt

]
dxdt.

Portanto, consideremos a seguinte notação

M1 = 2

∫
QT

sλ2φ|M∇ψ|2pÃ∗pdxdt

M2 = −2

∫
QT

λ4φ3s3|M∇ψ|4p2dxdt− 2

∫
QT

λ4φ2s2|M∇ψ|4p2dxdt

M3 = 2

∫
QT

λφs [M∇p ·M∇ψ] Ã∗pdxdt

M4 = −2

∫
QT

[
λ3φ3s3M∇p ·M∇ψ|M∇ψ|2p+ λ3φ2s2M∇p ·M∇ψ|M∇ψ|2p

]
dxdt

M5 = 2

∫
QT

[
pλφs2αtM∇p ·M∇ψ+ s2λ2φ|M∇ψ|2p2αt

]
dxdt.

(3.32)

Dessa forma temos

X =M1 +M2 +M3 +M4 +M5.

Análise de M1

Observe que como p = 0 em ΣT , e considerando η = (ηj)16j6n o vetor unitário normal

exterior a ΣT , temos∫
QT

φ|M∇ψ|2pÃ∗pdxdt =
∫
QT

sλ2φ|M∇ψ|2p(∇ · B∇p)dxdt

=

∫
ΣT

φ|M∇ψ|2p[B∇p · η]dΣT −
∫
QT

∇(φ|M∇ψ|2p) · B∇pdxdt

= −

∫
QT

∇(φ|M∇ψ|2p) · B∇pdxdt.

Logo,

M1 = −2

∫
QT

sλ2∇(φ|M∇ψ|2p) · B∇pdxdt. (3.33)
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Por outro lado

∇(φ|M∇ψ|2p) = [|M∇ψ|2p] [∇φ] + [φp](∇|M∇ψ|2) + φ|M∇ψ|2(∇p)

= [λφ|M∇ψ|2p] [∇ψ] + [φp](∇|M∇ψ|2) + φ|M∇ψ|2(∇p).

Portanto,

M1 = −2

∫
QT

sλ3φ|M∇ψ|2p(∇ψ · B∇p)dxdt

−2

∫
QT

sλ2φp(∇(|M∇ψ|2) · B∇p)dxdt

+2

∫
QT

sλ2φ|M∇ψ|2|M∇p|2dxdt.

Note que ψ ∈ C2(Ω), disso segue que existe Ĉ = Ĉ(Ω) > 0 tal que |M∇ψ|4 6 Ĉ

|M∇(|M∇ψ|)|2 6 Ĉ.

Lembrando que {
∇ψ · B∇p = −M∇ψ ·M∇p,

temos

|− 2

∫
QT

sλ3φ|M∇ψ|2p(∇ψ · B∇p)dxdt| = |− 2
∫
QT
sλ3φ|M∇ψ|2p(−M∇ψ ·M∇p)dxdt|

6 2

∫
QT

sλ3φ|M∇ψ|2p|M∇ψ||M∇p|dxdt

6
∫
QT

sφ(4λ2|M∇ψ|2p)(λ
2
|M∇ψ||M∇p|)dxdt

6 8

∫
QT

sφλ4|M∇ψ|4p2dxdt

+

∫
QT

sφ
λ2

4
|M∇ψ|2|M∇p|2dxdt

6 8Ĉ

∫
QT

sφλ4p2dxdt+

1

4

∫
QT

sφλ2|M∇ψ|2|M∇p|2dxdt.

De onde segue que

−2

∫
QT

sλ3φ|M∇ψ|2p(∇ψ · B∇p)dxdt > −8Ĉ

∫
QT

sφλ4p2dxdt

−
1

4

∫
QT

sφλ2|M∇ψ|2|M∇p|2dxdt.
(3.34)
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Também temos

|− 2
∫
QT
sλ2φp(∇(|M∇ψ|2) · B∇p)dxdt| 6 |2

∫
QT
sλ2φp(∇(M∇ψ ·M∇ψ) · B∇p)dxdt|

6 |2
∫
QT
sλ2φ2|M∇ψ|p(M∇(M∇ψ) ·M∇p)dxdt|

6 4
∫
QT
sλ2φ|M∇ψ|p|M∇(M∇ψ)||M∇p|dxdt

6
∫
QT
sλ2φ(8|M∇(M∇ψ)|p)( |M∇ψ||M∇p|

2
)dxdt

6
∫
QT
sλ2φ(8|M∇(M∇ψ)|p)( |M∇ψ||M∇p|

2
)dxdt

6 32
∫
QT
sλ2φ(|M∇(M∇ψ)|2p2)dxdt+

+
∫
QT
sλ2φ( |M∇ψ|2|M∇p|2

4
)dxdt

6 32Ĉ
∫
QT
sλ2φp2dxdt+

+1
4

∫
QT
sλ2φ|M∇ψ|2|M∇p|2dxdt.

Portanto

−2

∫
QT

sλ2φp(∇(|M∇ψ|2) · B∇p)dxdt > −32Ĉ
∫
QT
sλ2φp2dxdt

−1
4

∫
QT
sλ2φ|M∇ψ|2|M∇p|2dxdt.

(3.35)

Dessa forma por (3.34) e (3.35) temos

M1 > −8Ĉ

∫
QT

sφλ4p2dxdt−
1

4

∫
QT

sφλ2|M∇ψ|2|M∇p|2dxdt− 32Ĉ

∫
QT

sλ2φp2dxdt

−1
4

∫
QT
sλ2φ|M∇ψ|2|M∇p|2dxdt+ 2

∫
QT

sλ2φ|M∇ψ|2|M∇p|2dxdt

> −32Ĉ

∫
QT

sφ(λ4 + λ2)p2dxdt+
3

2

∫
QT

sλ2φ|M∇ψ|2|M∇p|2dxdt.

(3.36)
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Análise de M3

Seja

M3 = 2

∫
QT

λφs [M∇p ·M∇ψ] Ã∗pdxdt.

Dessa forma, usando a fórmula de Green, temos

∫
QT

λφs [M∇p ·M∇ψ] Ã∗pdxdt+
∫
QT

∇(λφsM∇p ·M∇ψ) · B∇pdxdt =∫
ΣT

λφs [M∇p ·M∇ψ]B∇p · ηdΣT ,

onde η é o vetor unitário normal exterior a ΣT , portanto

M3 = −2

∫
QT

∇(λφsM∇p ·M∇ψ) · B∇pdxdt+ 2

∫
ΣT

λφs [M∇p ·M∇ψ]B∇p · ηdΣT .

(3.37)

Por outro lado

∇(φM∇p ·M∇ψ) = (M∇p ·M∇ψ)(∇φ) + φ∇(M∇p ·M∇ψ)

= (λφM∇p ·M∇ψ)∇ψ+ φ∇

(
n∑

i,j,k=1

akj
∂p

∂yj

∂ψ

∂yk

)
= (λφM∇p ·M∇ψ)∇ψ+ φξ,

onde ξ = (ξ1, · · · , ξn) = (ξl)16l6n, com

ξl =
∂

∂yl

(
n∑

i,j,k=1

akj
∂p

∂yj

∂ψ

∂yk

)
.

Substituindo em (3.37) temos

M3 = −2

∫
QT

sλ [(λφM∇p ·M∇ψ)∇ψ+ φξ] · B∇pdxdt

+2

∫
ΣT

λφs [M∇p ·M∇ψ]B∇p · ηdΣT

= −2

∫
QT

(sλ2φM∇p ·M∇ψ)(∇ψ · B∇p)dxdt− 2

∫
QT

sλφ(ξ · B∇p)dxdt

+2

∫
ΣT

λφs [M∇p ·M∇ψ]B∇p · ηdΣT

= 2

∫
QT

(sλ2φM∇p ·M∇ψ)(M∇ψ ·M∇p)dxdt− 2

∫
QT

sλφ(ξ · B∇p)dxdt

+2

∫
ΣT

λφs [M∇p ·M∇ψ]B∇p · ηdΣT

= 2

∫
QT

sλ2φ(M∇p ·M∇ψ)2dxdt− 2

∫
QT

sλφ(ξ · B∇p)dxdt

−2

∫
ΣT

λφs [M∇p ·M∇ψ]M∇p ·MηdΣT .

(3.38)
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Denotamos por

N1 = −2

∫
ΣT

λφs [M∇p ·M∇ψ]M∇p ·MηdΣT e

N2 = −2

∫
QT

sλφ(ξ · B∇p)dxdt.

Análise de N1

Observe que Γ = ψ−1(0) e também ∇ψ 6= 0 em Γ , então temos que Γ é uma superf́ıcie

de dimensão n−1, logo temos que para cada x ∈ Γ o espaço tangente Tx(Γ) tem dimensão

n− 1, portanto

dim{Tx(Γ)
⊥} = 1

dessa forma conclúımos que

[Tx(Γ)
⊥] = η(x).

Observe também que fixando t ∈ (0, T) e pela definição de ψ, tem-se

ψ
∣∣∣
Γ
= 0 e p

∣∣∣
Γ
= 0

então teremos que ∇ψ · v = ∇p · v = 0 ∀v ∈ Tx(Γ)⊥ ∀x ∈ Γ . Logo, teremos que ∇ψ,

∇p ∈ (Tx(Γ))
⊥, e como ||η(x)|| = 1, tem-se que ∇ψ = η(∇ψ · η) em Γ

∇p = η(∇p · η) em Γ .

Portanto,

N1 = −2

∫
ΣT

λφs [Mη(∇p · η) ·Mη(∇ψ · η)]Mη(∇p · η) ·MηdΣT

= −2

∫
ΣT

λφs(∇ψ · η)(∇p · η)2 [Mη ·Mη]Mη ·MηdΣT

= −2

∫
ΣT

λφs(∇ψ · η)(∇p · η)2|Mη|4dΣT .

(3.39)

Observe que como η é o normal exterior a Γ , temos que dado x ∈ Γ e k < 0, com k

suficientemente pequeno, temos x+ kη ∈ Ω, ψ(x) = 0 e como ψ(x+ kη) > 0, então

∇ψ · η =
∂ψ

∂η
(x) = lim

ψ(x+ kη) −ψ(x)

k
= lim

ψ(x+ kη)

k
6 0.

Portanto, N1 > 0.
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Análise do Termo N2

Observe que

B∇p =

(
n∑

r,v=1

−alr
∂p

∂yr

)
16l6n

lembrando que

alr =
∂ϕl

∂xv

∂ϕr

∂xv

B = (−alr)16l,r6n.

Dessa forma temos

N2 = −2

n∑
l=1

∫
QT

sλφ
∂

∂yl

(
n∑

i,j,k=1

akj
∂p

∂yj

∂ψ

∂yk

)
·

(
n∑

r,v=1

−alr
∂p

∂yr

)
dxdt

= 2

n∑
l=1

∫
QT

sλφ
∂

∂yl

(
n∑

i,j,k=1

akj
∂p

∂yj

∂ψ

∂yk

)
·

(
n∑

r,v=1

alr
∂p

∂yr

)
dxdt

= 2

n∑
l=1

∫
QT

sλφ

(
n∑

i,j,k=1

∂

∂yl

(
akj

∂ψ

∂yk

)
∂p

∂yj

)
·

(
n∑

r,v=1

alr
∂p

∂yr

)
dxdt

+2

n∑
l=1

∫
QT

sλφ

(
n∑

i,j,k=1

akj
∂ψ

∂yk

∂2p

∂yl∂yj

)
·

(
n∑

r,v=1

alr
∂p

∂yr

)
dxdt.

Seja

N11 = 2

n∑
l=1

∫
QT

sλφ

(
n∑

i,j,k=1

akj
∂ψ

∂yk

∂2p

∂yl∂yj

)
·

(
n∑

r,v=1

alr
∂p

∂yr

)
dxdt (3.40)

Note que

N11 = 2

n∑
l=1

(
n∑

i,j,k=1

akj
∂ψ

∂yk

∂2p

∂yl∂yj

n∑
r,v=1

alr
∂p

∂yr

)

= 2

n∑
l=1

(
n∑

i,j,k=1

akj
∂ψ

∂yk

n∑
r,v=1

alr
∂p

∂yr

∂2p

∂yj∂yl

)

= 2

(
n∑

i,j,k=1

akj
∂ψ

∂yk

n∑
l,r,v=1

alr
∂p

∂yr

∂2p

∂yj∂yl

)

=

n∑
i,j,k=1

akj
∂ψ

∂yk

( n∑
l,r,v=1

alr
∂p

∂yr

∂2p

∂yj∂yl
+

n∑
l,r,v=1

alr
∂p

∂yr

∂2p

∂yj∂yl

)
=

n∑
i,j,k=1

akj
∂ψ

∂yk

( n∑
l,r,v=1

alr
∂p

∂yr

∂2p

∂yj∂yl
+

n∑
l,r,v=1

alr
∂p

∂yl

∂2p

∂yj∂yr

)
=

n∑
i,j,k=1

akj
∂ψ

∂yk

( n∑
l,r,v=1

alr
∂p

∂yr

∂2p

∂yj∂yl
+

n∑
l,r,v=1

alr
∂p

∂yl

∂2p

∂yj∂yr
n∑

l,r,v=1

∂

∂yj
(alr)

∂p

∂yr

∂p

∂yl
−

n∑
l,r,v=1

∂

∂yj
(alr)

∂p

∂yr

∂p

∂yl

)
.
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Portanto,

N11 =

n∑
i,j,k=1

akj
∂ψ

∂yk

∂

∂yj

n∑
l,r,v=1

alr
∂p

∂yr

∂p

∂yl
−

n∑
i,j,k=1

akj
∂ψ

∂yk

n∑
l,r,v=1

∂

∂yj
(alr)

∂p

∂yl

∂p

∂yr
.

(3.41)

Assim, temos que

N11 =

∫
QT

sλφ

n∑
i,j,k=1

akj
∂ψ

∂yk

∂

∂yj

n∑
l,r,v=1

alr
∂p

∂yr

∂p

∂yl
dxdt

−

∫
QT

sλφ

n∑
i,j,k=1

akj
∂ψ

∂yk

n∑
l,r,v=1

∂

∂yj
(alr)

∂p

∂yl

∂p

∂yr
dxdt.

(3.42)

Integrando por partes temos que

N11 = −

∫
QT

sλ

n∑
i,j,k=1

akj
∂ψ

∂yk

∂φ

∂yj

n∑
l,r,v=1

alr
∂p

∂yr

∂p

∂yl
dxdt

−

∫
QT

sλφ

n∑
i,j,k=1

∂

∂yj

(
akj

∂ψ

∂yk

) n∑
l,r,v=1

alr
∂p

∂yr

∂p

∂yl
dxdt

+

∫
ΣT

sλφ

n∑
i,j,k=1

akj
∂ψ

∂yk
ηj

n∑
l,r,v=1

alr
∂p

∂yr

∂p

∂yl
dΣT

−

∫
QT

sλφ

n∑
i,j,k=1

akj
∂ψ

∂yk

n∑
l,r,v=1

∂

∂yj
(alr)

∂p

∂yl

∂p

∂yr
dxdt

= −

∫
QT

sλ2φ

n∑
i,j,k=1

akj
∂ψ

∂yk

∂ψ

∂yj

n∑
l,r,v=1

alr
∂p

∂yr

∂p

∂yl
dxdt

−

∫
QT

sλφ|M∇p|2
n∑

i,j,k=1

∂

∂yj

(
akj

∂ψ

∂yk

)
dxdt

+

∫
ΣT

sλφ|M∇p|2(M∇ψ ·Mη)dΣT

−

∫
QT

sλφ

n∑
i,j,k=1

akj
∂ψ

∂yk

n∑
l,r,v=1

∂

∂yj
(alr)

∂p

∂yl

∂p

∂yr
dxdt

= −

∫
QT

sλ2φ|M∇p|2|M∇ψ|2dxdt

−

∫
QT

sλφ|M∇p|2
n∑

i,j,k=1

∂

∂yj

(
akj

∂ψ

∂yk

)
dxdt

+

∫
ΣT

sλφ|M∇p|2(M∇ψ ·Mη)dΣT

−

∫
QT

sλφ

n∑
i,j,k=1

akj
∂ψ

∂yk

n∑
l,r,v=1

∂

∂yj
(alr)

∂p

∂yl

∂p

∂yr
dxdt.

(3.43)

Pela análise de N1 temos que ∇ψ = η(∇ψ · η) e ∇p = η(∇p · η) em Γ . Portanto,
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N11 = −

∫
QT

sλ2φ|M∇p|2|M∇ψ|2dxdt

−

∫
QT

sλφ|M∇p|2
n∑

i,j,k=1

∂

∂yj

(
akj

∂ψ

∂yk

)
dxdt

+

∫
ΣT

sλφ(∇ψ · η)(∇p · η)2|Mη|4dΣT

−

∫
QT

sλφ

n∑
i,j,k=1

akj
∂ψ

∂yk

n∑
l,r,v=1

∂

∂yj
(alr)

∂p

∂yl

∂p

∂yr
dxdt.

(3.44)

Logo, temos que

N2 = 2

n∑
l=1

∫
QT

sλφ

(
n∑

i,j,k=1

∂

∂yl

(
akj

∂ψ

∂yk

)
∂p

∂yj

)
·

(
n∑

r,v=1

alr
∂p

∂yr

)
dxdt

−

∫
QT

sλ2φ|M∇p|2|M∇ψ|2dxdt

−

∫
QT

sλφ|M∇p|2
n∑

i,j,k=1

∂

∂yj

(
akj

∂ψ

∂yk

)
dxdt

+

∫
ΣT

sλφ(∇ψ · η)(∇p · η)2|Mη|4dΣT

−

∫
QT

sλφ

n∑
i,j,k=1

akj
∂ψ

∂yk

n∑
l,r,v=1

∂

∂yj
(alr)

∂p

∂yl

∂p

∂yr
dxdt.

(3.45)

Segue de (3.38), (3.39) e (3.45) que

M3 = 2

∫
QT

sλ2φ(M∇p ·M∇ψ)2dxdt

+2

n∑
l=1

∫
QT

sλφ

(
n∑

i,j,k=1

∂

∂yl

(
akj

∂ψ

∂yk

)
∂p

∂yj

)
·

(
n∑

r,v=1

alr
∂p

∂yr

)
dxdt

−

∫
QT

sλ2φ|M∇p|2|M∇ψ|2dxdt

−

∫
QT

sλφ|M∇p|2
n∑

i,j,k=1

∂

∂yj

(
akj

∂ψ

∂yk

)
dxdt

−

∫
QT

sλφ

n∑
i,j,k=1

akj
∂ψ

∂yk

n∑
l,r,v=1

∂

∂yj
(alr)

∂p

∂yl

∂p

∂yr
dxdt

−

∫
ΣT

λφs(∇ψ · η)(∇p · η)2|Mη|4dΣT .

(3.46)

Seja

N = −

∫
ΣT

λφs(∇ψ · η)(∇p · η)2|Mη|4dΣT .

Observe que |u|2|v|2 − (u · v)2 > 0 ∀u, v ∈ Rn, também veja que existe k1 = 1
α0

tal que
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|∇p| 6 k1|M∇p|, e ainda que existe constante positiva K tal que

∣∣∣ ∂∂yl (akj ∂ψ∂yk)∣∣∣ 6 K
|alk| 6 K∣∣∣ ∂∂yj (akj ∂ψ∂yk)∣∣∣ 6 K∣∣∣ ∂∂yj (alr)∣∣∣ 6 K.

(3.47)

Dessa forma, temos que

|M3 −N| 6
∫
QT

sλ2φ
∣∣(M∇p ·M∇ψ)2 − |M∇p|2|M∇ψ|2

∣∣dxdt
+

∣∣∣∣∫
QT

sλ2φ(M∇p ·M∇ψ)2dxdt

∣∣∣∣
+2

n∑
l=1

∫
QT

sλφ

(
n∑

i,j,k=1

∣∣∣∣ ∂∂yl
(
akj

∂ψ

∂yk

)∣∣∣∣ ∣∣∣∣ ∂p∂yj
∣∣∣∣
)
·

(
n∑

r,v=1

|alr|

∣∣∣∣ ∂p∂yr
∣∣∣∣
)
dxdt

+

∫
QT

sλφ|M∇p|2
n∑

i,j,k=1

∣∣∣∣ ∂∂yj
(
akj

∂ψ

∂yk

)∣∣∣∣dxdt
+

∫
QT

sλφ

n∑
i,j,k=1

∣∣∣∣akj ∂ψ∂yk
∣∣∣∣ n∑
l,r,v=1

∣∣∣∣ ∂∂yj (alr)
∣∣∣∣ ∣∣∣∣ ∂p∂yl

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ ∂p∂yr
∣∣∣∣dxdt

6
∫
QT

sλ2φ
(
(−M∇p ·M∇ψ)2 + |M∇p|2|M∇ψ|2

)
dxdt

+

∫
QT

sλ2φ(M∇p ·M∇ψ)2dxdt

+2

n∑
l=1

∫
QT

sλφ

(
n∑

i,j,k=1

K|∇p|

)
·

(
n∑

r,v=1

K|∇p|

)
dxdt

+

∫
QT

sλφ|M∇p|2
n∑

i,j,k=1

Kdxdt

+

∫
QT

sλφ

n∑
i,j,k=1

K

n∑
l,r,v=1

K|∇p|2dxdt

6
∫
QT

sλ2φ|M∇p|2|M∇ψ|2dxdt

+(3K2K2
1n

6 + Kn3)

∫
QT

sλφ|M∇p|2dxdt.

(3.48)

Como N > 0 implica M3 >M3 −N e fazendo C = 3K2K2
1n

6 + Kn3 temos

M3 > −

∫
QT

sλ2φ|M∇p|2|M∇ψ|2dxdt− C
∫
QT

sλφ|M∇p|2dxdt. (3.49)
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Análise de M4

M4 = −2

∫
QT

[
λ3φ3s3M∇p ·M∇ψ|M∇ψ|2p+ λ3φ2s2M∇p ·M∇ψ|M∇ψ|2p

]
dxdt

=

∫
QT

[
λ3φ3s3(2p∇p · B∇ψ)|M∇ψ|2 + λ3φ2s2∇p2 · B∇ψ|M∇ψ|2

]
dxdt

=

∫
QT

[
λ3φ3s3(∇p2 · B∇ψ)|M∇ψ|2 + λ3φ2s2∇p2 · B∇ψ|M∇ψ|2

]
dxdt.

Denotamos por

A =

∫
QT

[
(∇p2 · B∇ψ)|M∇ψ|2φ3

]
dxdt.

Por outro lado, note que

div(φ3|M∇ψ|2B∇ψp2) = φ3|M∇ψ|B∇ψ · ∇p2 +∇φ · B∇ψ|M∇ψ|23p2φ2+

+p2φ3[∇(|M∇ψ|2) · B∇ψ+ |M∇ψ|2(∇ · (B∇ψ))]

= φ3|M∇ψ|B∇ψ · ∇p2 +∇φ · B∇ψ|M∇ψ|23p2φ2+

+p2φ3[∇(|M∇ψ|2) · B∇ψ+ |M∇ψ|2Ã∗ψ]

= φ3|M∇ψ|B∇ψ · ∇p2 +∇φ · B∇ψ|M∇ψ|23p2φ2 + p2φ3F

onde F = ∇(|M∇ψ|2) · B∇ψ+ |M∇ψ|2Ã∗ψ.

Também temos pelo fato de p = 0 em ΣT e pelo teorema da divergência que

0 =

∫
ΣT

(p2φ3|M∇ψ|2B∇ψ) · ηdΣT

=

∫
QT

div(φ3|M∇ψ|2B∇ψdtp2)dx

=

∫
QT

φ3|M∇ψ|B∇ψ · ∇p2dxdt+

∫
QT

(∇φ · B∇ψ)|M∇ψ|23p2φ2dxdt+

+

∫
QT

p2φ3Fdxdt

=

∫
QT

φ3|M∇ψ|B∇ψ · ∇p2dxdt+

∫
QT

(λφ∇ψ · B∇ψ)|M∇ψ|23p2φ2dxdt+

+

∫
QT

p2φ3Fdxdt

= A−

∫
QT

3λp2φ3(M∇ψ ·M∇ψ)|M∇ψ|2dxdt+
∫
QT

p2φ3Fdxdt

∴ A =

∫
QT

3λp2φ3|M∇ψ|4dxdt−
∫
QT

p2φ3Fdxdt. (3.50)

Seja

B =

∫
QT

φ2|M∇ψ|2B∇ψ · ∇p2dxdt
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Analogamente temos

div(φ2|M∇ψ|2B∇ψp2) = φ2|M∇ψ|B∇ψ · ∇p2 +∇φ · B∇ψ|M∇ψ|22p2φ+

+p2φ2[∇(|M∇ψ|2) · B∇ψ+ |M∇ψ|2(∇ · (B∇ψ))]

= φ2|M∇ψ|B∇ψ · ∇p2 +∇φ · B∇ψ|M∇ψ|22p2φ+

+p2φ2[∇(|M∇ψ|2) · B∇ψ+ |M∇ψ|2Ã∗ψ]

= φ2|M∇ψ|B∇ψ · ∇p2 +∇φ · B∇ψ|M∇ψ|22p2φ+ p2φ2F

e

0 =

∫
ΣT

(p2φ2|M∇ψ|2B∇ψ) · ηdΣT

=

∫
QT

div(φ2|M∇ψ|2B∇ψdtp2)dx

=

∫
QT

φ2|M∇ψ|B∇ψ · ∇p2dxdt+

∫
QT

(∇φ · B∇ψ)|M∇ψ|22p2φdxdt+

+

∫
QT

p2φ2Fdxdt

=

∫
QT

φ2|M∇ψ|B∇ψ · ∇p2dxdt+

∫
QT

(λφ∇ψ · B∇ψ)|M∇ψ|22p2φdxdt+

+

∫
QT

p2φ2Fdxdt

= B−

∫
QT

2λp2φ2(M∇ψ ·M∇ψ)|M∇ψ|2dxdt+
∫
QT

p2φ2Fdxdt

∴ B =

∫
QT

2λp2φ2|M∇ψ|4dxdt−
∫
QT

p2φ2Fdxdt. (3.51)

Logo, de (3.50) e (3.51) conclúımos que

M4 =

∫
QT

λ4(3p2φ3s3 + 2p2φ2s2)|M∇ψ|4dxdt−
∫
QT

λ3(p2φ2s2 + p2φ3s3)Fdxdt.

Como ψ ∈ C2(Ω), temos

|F| 6 C

portanto,

|M4 −

∫
QT

λ4(3p2φ3s3 + 2p2φ2s2)|M∇ψ|4dxdt| 6 C
∫
QT

λ3(p2φ2s2 + p2φ3s3)dxdt.

Logo,

M4 >
∫
QT

λ4(3p2φ3s3 + 2p2φ2s2)|M∇ψ|4dxdt− C
∫
QT

λ3(p2φ2s2 + p2φ3s3)dxdt.

(3.52)
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Análise de M5

Temos que

M5 = 2

∫
QT

[
pλφs2αtM∇p ·M∇ψ+ s2λ2φ|M∇ψ|2p2αt

]
dxdt

= −

∫
QT

λφs2αt∇p2 · B∇ψdxdt+ 2

∫
QT

s2λ2φ|M∇ψ|2p2αtdxdt.
(3.53)

Denotamos por

D = −

∫
QT

φαt(∇p2 · B∇ψ)dxdt. (3.54)

Assim, temos

div(p2φαtB∇ψ) = φαt∇p2 · B∇ψ+ p2αt(B∇ψ · ∇φ)

+p2φ∇αt · B∇ψ+ p2φαt∇ · B∇ψ

= φαt∇p2 · B∇ψ+ p2αtλφ(B∇ψ · ∇ψ)

+p2φ(∇α)t · B∇ψ+ p2φαtÃ
∗ψ

= φαt∇p2 · B∇ψ− p2αtλφ|M∇ψ|2

+λp2φφt∇ψ · B∇ψ+ p2φαtÃ
∗ψ.

Além disso,

0 =

∫
ΣT

p2 · φαtB∇ψ · ηΣT

=

∫
QT

div(p2φαtB∇ψ)dxdt

=

∫
QT

φαt∇p2 · B∇ψdxdt−
∫
QT

p2αtλφ|M∇ψ|2dxdt

−

∫
QT

λp2φφtM∇ψ ·M∇ψdxdt+
∫
QT

p2φαtÃ
∗ψdxdt

=

∫
QT

φαt∇p2 · B∇ψdxdt−
∫
QT

p2αtλφ|M∇ψ|2dxdt

−

∫
QT

λp2φφt|M∇ψ|2dxdt+
∫
QT

p2φαtÃ
∗ψdxdt

∴ D =

∫
QT

p2αtλφ|M∇ψ|2dxdt+
∫
QT

λp2φφt|M∇ψ|2dxdt−
∫
QT

p2φαtÃ
∗ψdxdt.

(3.55)

Substituindo (3.55) em (3.53), temos

M5 =

∫
QT

s2λ(αtλφ|M∇ψ|2p2 + λp2φφt|M∇ψ|2 − p2φαtÃ
∗ψ)dxdt

+2

∫
QT

s2λ2φ|M∇ψ|2p2αtdxdt

=

∫
QT

s2λ(λp2φφt|M∇ψ|2 − p2φαtÃ
∗ψ)dxdt+ 3

∫
QT

s2λ2φ|M∇ψ|2p2αtdxdt.
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Segue da Observação 3.1 e do fato de existir C com a propriedade |M∇ψ|2 6 C , |Ã∗ψ| 6 C

que

|M5| 6
∫
QT

s2λ(λp2|φ||φt||M∇ψ|2 + p2|φ||αt||Ã
∗ψ|)dxdt+ 3

∫
QT

s2λ2|φ||M∇ψ|2p2|αt|dxdt

6 CC

(∫
QT

(s2λ2p2|φ|3 + s2p2λ|φ|3 + 3s2λ2|φ|3p2)dxdt

)
6 C̃

(∫
QT

(s2λ2p2|φ|3 + s2p2λ|φ|3)dxdt

)
.

Portanto, considerando C̃ = 4CC, temos

M5 > −C̃

(∫
QT

(s2λ2p2|φ|3 + s2p2λ|φ|3)dxdt

)
. (3.56)

Segue de (3.36), (3.32),(3.49), (3.52) e de (3.56) que

M1 > −C

∫
QT

sφ(λ4 + λ2)p2dxdt+
3

2

∫
QT

sλ2φ|M∇ψ|2|M∇p|2dxdt

M2 = −2

∫
QT

λ4φ3s3|M∇ψ|4p2dxdt− 2

∫
QT

λ4φ2s2|M∇ψ|4p2dxdt

M3 > −

∫
QT

sλ2φ|M∇p|2|M∇ψ|2dxdt− C
∫
QT

sλφ|M∇p|2dxdt

M4 >
∫
QT

λ4(3p2φ3s3 + 2s2p2φ2)|M∇ψ|4dxdt− C
∫
QT

λ3(p2φ2s2 + p2φ3s3)dxdt

M5 > −C

(∫
QT

(s2λ2p2|φ|3 + s2p2λ|φ|3)dxdt

)
.

(3.57)

Lembrando que X =M1 +M2 +M3 +M4 +M5, segue de (3.31) e (3.57) que

−C

∫
QT

sφ(λ4 + λ2)p2dxdt+
1

2

∫
QT

sλ2φ|M∇ψ|2|M∇p|2dxdt− C
∫
QT

sλφ|M∇p|2dxdt

+

∫
QT

λ4p2φ3s3|M∇ψ|4dxdt− C
∫
QT

λ3(p2φ2s2 + s3p2φ3)dxdt

−C

∫
QT

(s2λ2p2|φ|3 + s2p2λ|φ|3)dxdt 6
∫
QT

|esαf|2dxdt+ C

∫
QT

|∇p|2dxdt

+C

∫
QT

[λ2(s2φ2 + s2φ3) + sφ3 + 1]p2dxdt.

Assim, temos que

1

2

∫
QT

sλ2φ|M∇ψ|2|M∇p|2dxdt+
∫
QT

λ4p2φ3s3|M∇ψ|4dxdt 6 C
∫
QT

sλφ|M∇p|2dxdt

+C

∫
QT

sφ(λ4 + λ2)p2dxdt+ C

∫
QT

λ3(p2φ2s2 + s3p2φ3)dxdt+ C

∫
QT

|∇p|2dxdt

+C

∫
QT

(s2λ2p2|φ|3 + s2p2λ|φ|3)dxdt+

∫
QT

e2sα|f|2dxdt

+C

∫
QT

[λ2(s2φ2 + s2φ3) + sφ3 + 1]p2dxdt.

(3.58)
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Considerando λ > λ0 > 1, e λ4s > λ4 + λ2 e C1 tal que C1 6 φ, temos

C2
1sφ(λ

4 + λ2) 6 s2λ4p2φ3

C1λ
3s3φ2p2 6 λ3s3φ3p2.

Tome m = min{C1,C2
1}, logo

msφ(λ4 + λ2) 6 s2λ4p2φ3

mλ3s3φ2p2 6 λ3s3φ3p2.
(3.59)

Segue de (3.58) e (3.59) que

1

2

∫
QT

sλ2φ|M∇ψ|2|M∇p|2dxdt+
∫
QT

λ4p2φ3s3|M∇ψ|4dxdt 6 C
∫
QT

sλφ|M∇p|2dxdt

+
C

m

∫
QT

msφ(λ4 + λ2)p2dxdt+
C

m

∫
QT

mλ3p2φ2s2dxdt+ C

∫
QT

λ3s3p2φ3dxdt

+
Ck2

1

m

∫
QT

m|M∇p|2dxdt+ C
∫
QT

(s2λ2p2|φ|3 + s2p2λ|φ|3)dxdt+
C

m

∫
QT

mλ2s2φ2p2dxdt

+C

∫
QT

λ2s2φ3p2dxdt+ C

∫
QT

sφ3p2dxdt+
C

m3

∫
QT

m3p2dxdt+

∫
QT

e2sα|f|2dxdt

(3.60)

ou seja,

1

2

∫
QT

sλ2φ|M∇ψ|2|M∇p|2dxdt+
∫
QT

λ4p2φ3s3|M∇ψ|4dxdt 6 C
∫
QT

sλφ|M∇p|2dxdt

+
C

m

∫
QT

s2φ3λ4p2dxdt+
C

m

∫
QT

λ4p2φ3s2dxdt+ 2C

∫
QT

λ3s3p2φ3dxdt

+
Ck2

1

m

∫
QT

sλφ|M∇p|2dxdt+ C
∫
QT

(s2λ4p2|φ|3 + s2p2λ4|φ|3)dxdt+
C

m

∫
QT

λ4s2φ3p2dxdt

+C

∫
QT

s2λ4φ3p2dxdt+
C

m3

∫
QT

φ3p2dxdt+

∫
QT

e2sα|f|2dxdt.

(3.61)

Portanto, considerando K = max{3C+ 3 C
m

, 2C,C+
CK2

1

m
, C
m3 , 1}, temos

1

2

∫
QT

sλ2φ|M∇ψ|2|M∇p|2dxdt+
∫
QT

λ4p2φ3s3|M∇ψ|4dxdt 6 K
(∫
QT

e2sα|f|2dxdt

+

∫
QT

(s2φ3λ4p2 + λ3s3p2φ3 + φ3p2)dxdt+

∫
QT

sλφ|M∇p|2dxdt
)

.

(3.62)

Temos que |∇ψ| > 0 em ∂Ω. Então, segue que |∇ψ| > 0 em ∂Ω∪(Ω−ω0), que é com-

pacto. Então, existe γ > 0 tal que 0 < γ < |∇ψ| para todo

x ∈ ∂Ω ∪ (Ω − ω0).Lembrando que existe k1 tal que |∇ψ| 6 k1|M∇ψ|. Tomando
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k = min{γ2,γ4}, k̄ = max{k4
1,k2

1} e utilizando (3.62), tem-se

k

∫
QT−Qω0

(s3λ4φ3p2 + sλ2φ|M∇p|2)dxdt

6
∫
QT−Qω0

(γ4s3λ4φ3p2 + γ2sλ2φ|M∇p|2)dxdt

6
∫
QT−Qω0

(|∇ψ|4s3λ4φ3p2 + |∇ψ|2sλ2φ|M∇p|2)dxdt

6 k4
1

∫
QT−Qω0

|M∇ψ|4s3λ4φ3p2dxdt+ k2
1

∫
QT−Qω0

|M∇ψ|2sλ2φ|M∇p|2dxdt

6 k̄

(
2

∫
QT−Qω0

|M∇ψ|4s3λ4φ3p2dxdt+

∫
QT−Qω0

|M∇ψ|2sλ2φ|M∇p|2dxdt

)

= 2k̄

(∫
QT−Qω0

|M∇ψ|4s3λ4φ3p2dxdt+
1

2

∫
QT−Qω0

|M∇ψ|2sλ2φ|M∇p|2dxdt

)
6 2k̄

(∫
QT

|M∇ψ|4s3λ4φ3p2dxdt+
1

2

∫
QT

|M∇ψ|2sλ2φ|M∇p|2dxdt
)

6 2k̄K
(∫
QT

e2sα|f|2dxdt+

∫
QT

(s2φ3λ4p2 + λ3s3p2φ3 + φ3p2)dxdt+

∫
QT

sλφ|M∇p|2dxdt
)

.

Faça C = 2k̄K
k

. Para s > λ e λ > max{2(3C + 1), λ0} > 1, onde λ0 é suficientemente

grande. Logo,

∫
QT−Qω0

(s3λ4φ3p2 + sλ2φ|M∇p|2)dxdt

6 C
(∫
QT

e2sα|f|2dxdt+

∫
QT

(s2φ3λ4p2 + λ3s3p2φ3 + φ3p2)dxdt+

∫
QT

sλφ|M∇p|2dxdt
)

6 C
(∫
QT

e2sα|f|2dxdt+ 3

∫
QT

s3φ3λ3p2dxdt+

∫
QT

sλφ|M∇p|2dxdt
)

6 (3C+ 1)
(∫
QT

e2sα|f|2dxdt+

∫
Qω0

(
s3φ3λ3p2 + sλφ|M∇p|2dxdt

))
(3C+ 1)

∫
QT−Qω0

(
s3φ3λ3p2 + sλφ|M∇p|2

)
dxdt

6 (3C+ 1)
(∫
QT

e2sα|f|2dxdt+

∫
Qω0

(
s3φ3λ3p2 + sλφ|M∇p|2dxdt

))
+

1

2

∫
QT−Qω0

(
s3φ3λ4p2 + sλ2φ|M∇p|2

)
dxdt.

Fazendo C = 3C+ 1 segue que

1

2

∫
QT−Qω0

(s3λ4φ3p2 + sλ2φ|M∇p|2)dxdt

6 C
(∫
QT

e2sα|f|2dxdt+

∫
Qω0

(
s3φ3λ3p2 + sλφ|M∇p|2dxdt

))
6 C

(∫
QT

e2sα|f|2dxdt+
1

C

∫
Qω0

(
s3φ3λ4p2 + sλ2φ|M∇p|2dxdt

))
6 C
∫
QT

e2sα|f|2dxdt+

∫
Qω0

(
s3φ3λ4p2 + sλ2φ|M∇p|2dxdt

)
.
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Lembrando que
∫
QT−Qω0

hdxdt =
∫
QT
hdxdt−

∫
Qω0

hdxdt, temos∫
QT

(s3λ4φ3p2 + sλ2φ|M∇p|2)dxdt

6 3

∫
Qω0

(s3λ4φ3p2 + sλ2φ|M∇p|2)dxdt+ 2C

∫
QT

e2sα|f|2dxdt.

Tomando C = 3 + 2C, temos que

∫
QT

(s3λ4φ3p2 + sλ2φ|M∇p|2)dxdt

6 C

(∫
QT

e2sα|f|2dxdt+

∫
Qω0

(s3λ4φ3p2 + sλ2φ|M∇p|2)dxdt

)
.

(3.63)

3.3 Retornando para as Variáveis Originais

Temos que p = esα, então ∇p = s∇αesαw+ esα∇w. Logo,

|M∇p|2 = s2|M∇α|2e2sαw2 + e2sα|M∇w|2 + 2se2sαw(M∇α ·M∇w)

6 s2|M∇α|2e2sαw2 + e2sα|M∇w|2 + 2se2sαw|M∇α||M∇w|

6 s2|M∇α|2e2sαw2 + e2sα|M∇w|2 + s2e2sαw2|M∇α|+ e2sα|M∇w|

6 2s2|M∇α|2e2sαw2 + 2e2sα|M∇w|2.

(3.64)

Lembrando ainda queM∇α = λφM∇ψ e veja que |M∇α|2 6 λ2φ2||M∇ψ||2∞, fazendo

C1 = ||M∇ψ||2∞ e C2 = max{2C1, 2}, teremos

|M∇p|2 6 C2e
2sα(φ2λ2w2s2 + |M∇w|2). (3.65)

De M∇p = sM∇αp+ esαM∇w segue que

|M∇p|2 = s2|M∇α|2p2 + e2sα|M∇w|2 + 2sesαp(M∇α ·M∇w). (3.66)

Substituindo (3.65) e (3.66) no primeiro e segundo membro da desigualdade (3.63),

respectivamente. Tomando k = max{C,C(C2 + 1),CC2} e substituindo p = esαw em

ambos os membros teremos∫
QT

(e2sαs3λ4φ3w2 + sλ2φ(s2|M∇α|2p2 + e2sα|M∇w|2 + 2sesαp(M∇α ·M∇w)))dxdt

6 C

(∫
QT

e2sα|f|2dxdt+

∫
Qω0

(e2sαs3λ4φ3w2 + sλ2φC2e
2sα(φ2λ2w2s2 + |M∇w|2))dxdt

)

6 C

(∫
QT

e2sα|f|2dxdt+

∫
Qω0

e2sα(C2 + 1)s3λ4φ3w2 + C2se
2sαλ2φ|M∇w|2dxdt

)

6 k

(∫
QT

e2sα|f|2dxdt+

∫
Qω0

e2sαs3λ4φ3w2 + e2sαsλ2φ|M∇w|2dxdt

)
.

(3.67)
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Denotaremos por

F = k

(∫
QT

e2sα|f|2dxdt+

∫
Qω0

e2sαs3λ4φ3w2 + e2sαsλ2φ|M∇w|2dxdt

)
. (3.68)

Por outro lado, temos que∣∣∣∣∫
QT

2s2λ2φesαp(M∇α ·M∇w)dxdt
∣∣∣∣ 6 ∫

QT

2s2λ2φesαp|M∇α||M∇w|dxdt

=

∫
QT

sλ2φ(2sp|M∇α|)(esα|M∇w|)dxdt

6
∫
QT

sλ2φ(2s2p2|M∇α|2 + 1

2
e2sα|M∇w|2)dxdt.

(3.69)

Dessa forma temos∫
QT

2s2λ2φesαp(M∇α ·M∇w)dxdt+
∫
QT

s3λ2φ|M∇α|2p2dxdt >

−

∫
QT

sλ2φ(s2p2|M∇α|2 + 1

2
e2sα|M∇w|2)dxdt.

(3.70)

segue de (3.67) e (3.70) que∫
QT

(s3λ4φ3w2 + sλ2φ|M∇w|2)dxdt

=

∫
QT

s3λ4φ3w2dxdt+

∫
QT

sλ2φ|M∇w|2dxdt

−

∫
QT

sλ2φ(s2p2|M∇α|2 + 1

2
e2sα|M∇w|2)dxdt

+

∫
QT

sλ2φ(s2p2|M∇α|2 + 1

2
e2sα|M∇w|2)dxdt

6
∫
QT

s3λ4φ3w2dxdt+

∫
QT

sλ2φ|M∇w|2dxdt

+

∫
QT

2s2λ2φesαp(M∇α ·M∇w)dxdt+
∫
QT

s3λ2φ|M∇α|2p2dxdt

+

∫
QT

sλ2φ(s2p2|M∇α|2 + 1

2
e2sα|M∇w|2)dxdt.

Portanto, ∫
QT

(s3λ4φ3w2 + sλ2φ|M∇w|2)dxdt

6 F+
∫
QT

sλ2φ(s2p2|M∇α|2 + 1

2
e2sα|M∇w|2)dxdt.

(3.71)

Utilizando (3.63) e (3.65) de forma análoga ao que foi feito em (3.67) e lembrando que
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|M∇α|2 6 λ2φ2C1, temos que∫
QT

λ2φs3p2|M∇α|2dxdt 6 C1

∫
QT

λ4φ3s3p2dxdt

6 C1

[
C

(∫
QT

e2sα|f|2dxdt+

∫
Qω0

(s3λ4φ3p2 + sλ2φ|M∇p|2)dxdt

)]

6 C1

[
k

(∫
QT

e2sα|f|2dxdt+

∫
Qω0

(e2sαs3λ4φ3w2 + e2sαsλ2φ|M∇w|2)dxdt

)]
= C1F.

(3.72)

Substituindo (3.72) em (3.71) temos∫
QT

(s3λ4φ3w2 + sλ2φ|M∇w|2)dxdt

6 F+ C1F+
1

2

∫
QT

sλ2φe2sα|M∇w|2dxdt.
(3.73)

Dessa forma temos ∫
QT

(s3λ4φ3w2 +
1

2
sλ2φ|M∇w|2)dxdt

6 (C1 + 1)F.

(3.74)

Portanto, ∫
QT

(s3λ4φ3w2 + sλ2φ|M∇w|2)dxdt

6
∫
QT

(2s3λ4φ3w2 + sλ2φ|M∇w|2)dxdt

= 2

∫
QT

(s3λ4φ3w2 +
1

2
sλ2φ|M∇w|2)dxdt

6 2(C1 + 1)F.

(3.75)

Fazendo C = 2(C1 + 1)K, tem-se∫
QT

(s3λ4φ3w2 + sλ2φ|M∇w|2)dxdt

6 C

(∫
QT

e2sα|f|2dxdt+

∫
Qω0

e2sαs3λ4φ3w2 + e2sαsλ2φ|M∇w|2dxdt

)
.

(3.76)

3.4 Estimativa de Carleman

Elevando (3.1)1 ao quadrado temos

w2
t − 2wtA

∗w+ |A∗w|2 = a2w2 − 2afw+ |f|2. (3.77)
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Ao multiplicarmos a equação (3.77) por (φs)−1e2sα e integrá-la em QT obtemos∫
QT

(φs)−1e2sα(|wt|
2 + |A∗w|2)dxdt

=

∫
QT

(φs)−1e2sαa2w2dxdt−

∫
QT

(φs)−1e2sα2afwdxdt+

∫
QT

(φs)−1e2sα|f|2dxdt

+2

∫
QT

(φs)−1e2sαwtÃ
∗wdxdt− 2

∫
QT

(φs)−1e2sαwtdiv(w~b)dxdt

=

∫
QT

(φs)−1e2sα|f|2dxdt+

∫
QT

(φs)−1e2sαa2w2dxdt−

∫
QT

(φs)−1e2sα2afwdxdt+

+2
∫
QT

(φs)−1e2sαwtÃ
∗wdxdt− 2

∫
QT

(φs)−1e2sαwt∇w · ~bdxdt

−2
∫
QT

(φs)−1e2sαwtwdiv~bdxdt.

(3.78)

Sejam

F1 =

∫
QT

(φs)−1e2sα|f|2dxdt

F2 =

∫
QT

(φs)−1e2sαa2w2dxdt

F3 = −

∫
QT

(φs)−1e2sα2afwdxdt

F4 = 2

∫
QT

(φs)−1e2sαwtÃ
∗wdxdt

F5 = −2

∫
QT

(φs)−1e2sαwt∇w · ~bdxdt

F6 = −2

∫
QT

(φs)−1e2sαwtwdiv~bdxdt.

Note que φ > 1
T2 e fazendo s > T 2, temos que

(sφ)−1 6 1 (sφ)−1 6 (sφ)3

Seja M > 0 tal que |a(x, t)| 6M. Logo,

|F1| 6
∫
QT

e2sα|f|2dxdt (3.79)

|F2| 6M
∫
QT

s3φ3e2sα|w|2dxdt. (3.80)

Note ainda que α(0) = α(T) = −∞, logo e2sα(0) = e2sα(T) = 0. Observe que wt = 0

em ΣT . Segue do Teorema de Green que∫
QT

(φs)−1e2sαwtÃ
∗wdxdt = −

∫
QT

∇
(
(φs)−1e2sαwt

)
· B∇wdxdt

+

∫
ΣT

(φs)−1e2sαwt(B∇w · η)dΣT

= −

∫
QT

∇
(
(φs)−1e2sαwt

)
· B∇wdxdt.
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Dessa forma temos

2

∫
QT

(φs)−1e2sαwtÃ
∗wdxdt = −2

∫
QT

2s(φs)−1e2sαwt(∇α · B∇w)dxdt

+2

∫
QT

φ−2s−1e2sαwt(∇φ · B∇w)dxdt− 2

∫
QT

(φs)−1e2sα(∇wt · B∇w)dxdt

= 4

∫
QT

s(φs)−1e2sαwt(M∇α ·M∇w)dxdt+ 2

∫
QT

φ−2s−1e2sαwt(λφ∇ψ · B∇w)dxdt

+2

∫
QT

(φs)−1e2sα(M∇wt ·M∇w)dxdt.

Observe que

d

dt
|M∇w|2 = 2(Mt∇w ·M∇w) + 2(M∇wt ·M∇w)

onde Mt =
∂
∂t
M, logo

2

∫
QT

(φs)−1e2sαwtÃ
∗wdxdt = 4

∫
QT

(φs)−1e2sαsφλwt(M∇ψ ·M∇w)dxdt

−2

∫
QT

λφ−1s−1e2sαwt(M∇ψ ·M∇w)dxdt

+

∫
QT

(φs)−1e2sα

[
d

dt
|M∇w|2 − 2(Mt∇w ·M∇w)

]
dxdt.

Lembrando que |αt| 6 Cφ2, |φt| 6 Cφ2 para um C > 0, temos ainda que

F4 =

∫
QT

(4 − 2(sφ)−1)e2sαλwt(M∇ψ ·M∇w)dxd

+

∫
QT

(φs)−1e2sα d

dt
|M∇w|2dxdt− 2

∫
QT

(φs)−1e2sα(Mt∇w ·M∇w)dxdt.

Portanto, temos

F4 =

∫
QT

(4 − 2(sφ)−1)e2sαλwt(M∇ψ ·M∇w)dxd

+

∫
Ω

(φs)−1e2sα(T)|M∇w(x, T)|2dx−
∫
Ω

(φs)−1e2sα(0)|M∇w(x, 0)|2dx

−

∫
QT

d

dt

[
(φs)−1e2sα

]
|M∇w|2dxdt− 2

∫
QT

(φs)−1e2sα(Mt∇w ·M∇w)dxdt

=

∫
QT

(4 − 2(sφ)−1)e2sαλwt(M∇ψ ·M∇w)dxd

−

∫
QT

2sαt(φs)
−1e2sα|M∇w|2dxdt+

∫
QT

φtφ
−2s−1e2sα|M∇w|2dxdt

−2

∫
QT

(φs)−1e2sα(Mt∇w ·M∇w)dxdt.
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Como |Mt∇w| 6 k|∇w| e |∇w| 6 1
α0
|M∇w|, então |Mt∇w| 6 k

α0
|M∇w|. Portanto,

|F4| 6
∫
QT

(4 + 2(sφ)−1)e2sαλ|wt||M∇ψ||M∇w|dxd

+

∫
QT

(2sCφ2(φs)−1e2sα + Cφ2φ−2s−1e2sα + 2(φs)−1e2sα k

α0

)|M∇w|2dxdt

6 6

∫
QT

e2sαλ|wt||M∇ψ||M∇w|dxd

+(2
k

α0

+ 3C)

∫
QT

e2sαφs|M∇w|2dxdt.

Tomando K = max{6, 2 k
α0

+ 3C}, tem-se

|F4| 6 K

(∫
QT

e2sαλ|wt||M∇ψ||M∇w|dxd+

∫
QT

e2sαφs|M∇w|2dxdt
)

6
∫
QT

e2sα K√
ε
λ(|M∇ψ||M∇w|

√
sφ)(|wt|

√
ε√
sφ

)dxdt+ K

∫
QT

e2sαφs|M∇w|2dxdt

6
K

2

ε

∫
QT

e2sαλ2|M∇ψ|2|M∇w|2sφdxdt+ ε
∫
QT

e2sα|wt|
2(sφ)−1dxdt

+K

∫
QT

e2sαλ2φs|M∇w|2dxdt.

Como ∃M > 0 tal que |M∇ψ| 6M, segue-se que

|F4| 6

(
M

2
K

2

ε
+ K

) ∫
QT

e2sαλ2sφ|M∇w|2dxdt+ ε
∫
QT

e2sα|wt|
2(sφ)−1dxdt

= C

∫
QT

e2sαλ2sφ|M∇w|2dxdt+ ε
∫
QT

e2sα|wt|
2(sφ)−1dxdt

(3.81)

onde C = M
2
K

2

ε
+ K. Temos ainda que

|F3| =

∣∣∣∣∫
QT

(φs)−1e2sα2afwdxdt

∣∣∣∣
6
∫
QT

(φs)−1e2sα(|a|2|f|2 +w2)dxdt

6M
∫
QT

(φs)−1e2sα|f|2dxdt+

∫
QT

(φs)−1e2sαw2dxdt

6M
∫
QT

e2sα|f|2dxdt+

∫
QT

(φs)3e2sαw2dxdt

(3.82)

e temos também que

|F5| =

∣∣∣∣2 ∫
QT

(φs)−1e2sαwt∇w · ~bdxdt
∣∣∣∣

6 2

∫
QT

e2sα|wt||∇w||~b|∞dxdt
6 2

∫
QT

e2sα(
|wt|√
sφ

√
ε)(

√
sφ√
εα0

|M∇w||~b|∞)dxdt
6 ε
∫
QT

e2sα|wt|
2(sφ)−1dxdt+

|~b|2∞
α2

0ε

∫
QT

e2sαsφ|M∇w|2dxdt

6 ε
∫
QT

e2sα|wt|
2(sφ)−1dxdt+ C2

∫
QT

e2sαsλ2φ|M∇w|2dxdt.

(3.83)
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Onde C2 =
|~b|2∞
α2

0ε
. Temos por fim que

|F6| =

∣∣∣∣2 ∫
QT

(φs)−1e2sαwtwdiv~bdxdt

∣∣∣∣
6 2

∫
QT

e2sα|wt||w||div~b|∞dxdt
= 2

∫
QT

e2sα(
|wt|√
sφ

√
ε)(

|w|√
ε

√
sφ|div~b|∞)dxdt

6 ε
∫
QT

e2sα|wt|(sφ)
−1dxdt+

|div~b|2∞
ε

∫
QT

e2sα|w|2sφdxdt

6 ε
∫
QT

e2sα|wt|(sφ)
−1dxdt+ C3

∫
QT

e2sα|w|2(sφ)3dxdt.

(3.84)

Fazendo a substituição de (3.79),(3.80), (3.81),(3.82),(3.83) e (3.84) em (3.78) temos∫
QT

(φs)−1e2sα(w2
t + |A∗w|2)dxdt

6
∫
QT

e2sα|f|2dxdt+M

∫
QT

s3φ3e2sα|w|2dxdt+M

∫
QT

e2sα|f|2dxdt

+

∫
QT

(φs)3e2sαw2dxdt+ C

∫
QT

e2sαλ2sφ|M∇w|2dxdt+ ε
∫
QT

e2sα|wt|
2(sφ)−1dxdt

+ε

∫
QT

e2sα|wt|
2(sφ)−1dxdt+ C2

∫
QT

e2sαsλ2φ|M∇w|2dxdt

+ε

∫
QT

e2sα|wt|(sφ)
−1dxdt+ C3

∫
QT

e2sα|w|2(sφ)3dxdt.

Fazendo K2 = max{M+ 1,M+ 1 + C3,C+ C2} e tomando ε = 1
6
, tem-se∫

QT

(φs)−1e2sα(w2
t + |A∗w|2)dxdt

6 K2

(∫
QT

e2sα|f|2dxdt+

∫
QT

s3φ3e2sα|w|2dxdt+

∫
QT

e2sαλ2sφ|M∇w|2dxdt
)

+
1

2

∫
QT

e2sα|wt|
2(sφ)−1dxdt.

Portanto,∫
QT

(φs)−1e2sα(
1

2
|wt|

2 + |A∗w|2)dxdt

6 K2

(∫
QT

e2sα|f|2dxdt+

∫
QT

s3φ3e2sα|w|2dxdt+

∫
QT

e2sαλ2sφ|M∇w|2dxdt
)
(3.85)

De (3.76) e (3.85) segue que∫
QT

(φs)−1e2sα(
1

2
|wt|

2 + |A∗w|2)dxdt

6 K2

∫
QT

e2sα|f|2dxdt+ K2C

∫
QT

e2sα|f|2dxdt+

K2C

∫
Qω0

e2sαs3λ4φ3w2 + e2sαsλ2φ|M∇w|2dxdt

(3.86)
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Fazendo C4 = max{K2C,K2C+ K2}, segue de (3.86) que∫
QT

(φs)−1e2sα(
1

2
|wt|

2 + |A∗w|2)dxdt

6 C4

(∫
QT

e2sα|f|2dxdt+

∫
Qω0

e2sαs3λ4φ3w2 + e2sαsλ2φ|M∇w|2dxdt

)
(3.87)

Seja a seguinte função χ ∈ C∞0 (Ω)

χ : Ω −→ R

x 7−→ χ(x) =

 1 se x ∈ ω0

0 se x ∈ Ω−ω,

onde ω0 ⊆ ω0 ⊆ supp(χ) ⊂ ω e supp(χ) é o suporte de χ. Ao multiplicarmos a equação

(3.1)1 por e2sαχsφw e integrá-la em QT , obtemos

−

∫
QT

e2sαχsφwwtdxdt+

∫
QT

e2sαχsφwA∗wdxdt+

∫
QT

ae2sαχsφw2dxdxdt

=

∫
QT

e2sαχsφwfdxdt.
(3.88)

Análise dos Termos de (3.88)

Veja que∫
QT

e2sαχsφwwtdxdt =
1

2

∫
QT

e2sαχsφ
d

dt
|w|2dxdt =

1

2

∫T
0

∫
Ω

e2sαχsφ
d

dt
|w|2dxdt

=
1

2

∫
ω

χs

(∫T
0

e2sαφ
d

dt
|w|2dt

)
dx

=
1

2

∫
ω

χs

(
e2sα(T)φ|w(x, T)|2 − e2sα(0)φ|w(x, 0)|2 −

∫T
0

d

dt
(e2sαφ)|w|2dt

)
dx

= −
1

2

∫
Qω

χs(e2sαφt|w|
2 + 2sαte

2sαφ|w|2)dtdx.

Lembrando que s > s0 > 1, λ > λ0 > 1 e φ2 6 T 2φ3, temos que∣∣∣∣∫
QT

e2sαχsφwwtdxdt

∣∣∣∣ 6 1

2

∫
Qω

|χ|s(e2sα|φt||w|
2 + 2s|αt|e

2sα|φ||w|2)dtdx

6
1

2

∫
Qω

s(e2sαCφ2|w|2 + 2sCφ2e2sα|φ||w|2)dtdx

6
1

2

∫
Qω

s(e2sαCT 2φ3|w|2 + 2sCφ3e2sα|w|2)dtdx

6 K
∫
Qω

s3φ3e2sαλ2|w|2dtdx

(3.89)
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onde K = max{C, CT
2

2
}. Note que sendo w = 0 em ΣT , então pela fórmula de Green

teremos que ∫
QT

e2sαχsφwÃ∗wdxdt+

∫
QT

∇
(
e2sαχsφw

)
· B∇wdxdt =∫

ΣT

e2sαχsφw(B∇w · η)dΣT = 0.

Logo,∫
QT

e2sαχsφwÃ∗wdxdt = −

∫
QT

∇
(
e2sαχsφw

)
· B∇wdxdt

=

∫
QT

e2sαχsφM∇w ·M∇wdxdt−
∫
QT

w∇
(
e2sαχsφ

)
· B∇wdxdt.

(3.90)

Também observe que∣∣∣∣∫
QT

w∇
(
e2sαχsφ

)
· B∇wdxdt

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫
QT

ws
(
e2sαχ∇φ+ e2sα∇χφ+ 2s∇αe2sαχφ

)
· B∇wdxdt

∣∣∣∣ .
Note que ∇χ = 0 em Ω− supp(χ), portanto∣∣∣∣∫

QT

w∇
(
e2sαχsφ

)
· B∇wdxdt

∣∣∣∣
=
∣∣∣− ∫

supp(χ)×(0,T)

λφwse2sαχM∇ψ ·M∇wdxdt

−

∫
supp(χ)×(0,T)

wse2sαφM∇χ ·M∇wdxdt

−2

∫
supp(χ)×(0,T)

λφws2e2sαχφM∇ψ ·M∇wdxdt
∣∣∣

6
∫
supp(χ)×(0,T)

λφwse2sα|M∇ψ||M∇w|dxdt

+

∫
supp(χ)×(0,T)

wse2sαφ|M∇χ||M∇w|dxdt

+2

∫
supp(χ)×(0,T)

λφ2ws2e2sα|M∇ψ||M∇w|dxdt.

Como existe K3 tal que  |M∇ψ| 6 K3

|M∇χ| 6 K3
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temos que ∣∣∣∣∫
QT

w∇
(
e2sαχsφ

)
· B∇wdxdt

∣∣∣∣
6 K3

∫
supp(χ)×(0,T)

λφ|w|se2sα|M∇w|dxdt

+K3

∫
supp(χ)×(0,T)

wse2sαφ|M∇w|dxdt

+2K3

∫
supp(χ)×(0,T)

λφ2|w|s2e2sα|M∇w|dxdt

6 4K3

∫
supp(χ)×(0,T)

λφ2|w|s2e2sα|M∇w|dxdt

= k4

∫
supp(χ)×(0,T)

λφ2|w|s2e2sα|M∇w|dxdt

onde fizemos k4 = 4K3 e lembrando que supp(χ) ⊂ ω. Dessa forma temos que∣∣∣∣∫
QT

w∇
(
e2sαχsφ

)
· B∇wdxdt

∣∣∣∣
6 k4

∫
Qω

e2sα((sφ)
3
2
|w|√
ε
λ)(
√
ε|M∇w|

√
sφ)dxdt

6 k4
ε

∫
Qω

e2sα((sφ)3|w|2λ2)dxdt+ k4ε

∫
Qω

e2sα|M∇w|2(sφ)dxdt.

(3.91)

Note que de (3.90) e (3.88) temos∫
QT

e2sαχsφM∇w ·M∇wdxdt =
∫
QT

e2sαχsφwwtdxdt−

∫
QT

ae2sαχsφw2dxdxdt

+

∫
QT

e2sαχsφwfdxdt+

∫
QT

w∇
(
e2sαχsφ

)
· B∇wdxdt

+

∫
QT

e2sαχsφwdiv(w~b)dxdt.

(3.92)

Note ainda que∫
QT

e2sαχsφwdiv(w~b)dxdt = −

∫
QT

w∇(e2sαχsφw) · ~bdxdt

+

∫
ΣT

e2sαχsφww~b · ηdΣT

= −

∫
QT

we2sαχsφ∇w · ~bdxdt−
∫
QT

w2e2sαχs(∇φ · ~b)dxdt

−

∫
QT

w2e2sαsφ(∇χ · ~b)dxdt−
∫
QT

w2e2sαχsφ2s∇α · ~bdxdt
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como |∇ψ| 6 k5, temos que∣∣∣∣∫
QT

e2sαχsφwdiv(w~b)dxdt

∣∣∣∣
6 |~b|∞

∫
Qω

|w|e2sαsφ|∇w|dxdt+ K5|~b|∞
∫
Qω

w2e2sαsλφdxdt

+K3|~b|∞
∫
Qω

w2e2sαsφdxdt+ 2K5|~b|∞
∫
Qω

w2e2sαs2φ2λdxdt

6 |~b|∞
∫
Qω

e2sαsφ(
√
ε|∇w|)

(
|w|√
ε

)
dxdt+

(K3 + 3K5)|~b|∞
∫
Qω

w2e2sαλ2(sφ)3dxdt

6 |~b|∞
∫
Qω

e2sαsφε|∇w|2dxdt+ |~b|∞
ε

∫
Qω

e2sαsφ|w|2dxdt+

(K3 + 3K5)|~b|∞
∫
Qω

w2e2sαλ2(sφ)3dxdt

6
|~b|∞ε
α2

0

∫
Qω

e2sαsφ|M∇w|2dxdt+ K
∫
Qω

w2e2sαλ2(sφ)3dxdt

(3.93)

onde K = ( 1
ε
+ K3 + 3K5)|~b|∞. Por outro lado∣∣∣∣∫

QT

e2sαχsφwfdxdt

∣∣∣∣ 6 ∫
Qω

e2sα(λsφ|w|)(
|f|

λ
)dxdt

6
∫
Qω

e2sαλ2s2φ2|w|2dxdt+

∫
Qω

e2sα

(
|f|2

λ2

)
dxdt

6
∫
Qω

e2sαλ2s2φ2|w|2dxdt+
1

λ2

∫
Qω

e2sα(|f|2)dxdt.

(3.94)

Substituindo (3.89),(3.94),(3.91) e (3.93) em (3.92), temos que∫
QT

e2sαχsφ|M∇w|2wdxdt

6 K
∫
Qω

s3φ3e2sαλ2|w|2dxdt+M

∫
Qω

e2sαχsφw2dxdt

+

∫
Qω

e2sαλ2s2φ2|w|2dxdt+
1

λ2

∫
Qω

e2sα|f|2dxdt

+
k4

ε

∫
Qω

e2sα(sφ|w|2λ2)dxdt+ k4ε

∫
Qω

e2sα|M∇w|2(sφ)dxdt

+
|~b|∞ε
α2

0

∫
Qω

e2sαsφ|M∇w|2dxdt+ K
∫
Qω

w2e2sαλ2(sφ)3dxdt

6 (K+M+ 1 +
k4

ε
+ K)

∫
Qω

s3φ3e2sαλ2|w|2dxdt+
1

λ2

∫
Qω

e2sα|f|2dxdt

+

(
|~b|∞ε
α2

0

+ k4ε

) ∫
Qω

e2sα|M∇w|2(sφ)dxdt.

(3.95)

Ao multiplicarmos (3.95) por λ2, fazendo C1 = K+M+ 1 + k4
ε
+ K e C2 =

|~b|∞
α2

0
+ k4,
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e notando ainda que

∫
Qω0

e2sαsφ|M∇w|2wdxdt 6
∫
QT

e2sαχsφ|M∇w|2wdxdt, teremos

∫
Qω0

e2sαλ2sφ|M∇w|2wdxdt 6 C1

∫
Qω

s3φ3e2sαλ4|w|2dtdx+

∫
QT

e2sα|f|2dxdt

+C2ε

∫
QT

e2sα|M∇w|2λ2(sφ)dxdt

(3.96)

Ao somarmos (3.76) com (3.87) obtemos∫
QT

(s3λ4φ3w2 + sλ2φ|M∇w|2)dxdt+
∫
QT

(φs)−1e2sα(
1

2
|wt|

2 + |A∗w|2)dxdt

6 C

(∫
QT

e2sα|f|2dxdt+

∫
Qω0

e2sαs3λ4φ3w2 + e2sαsλ2φ|M∇w|2dxdt

)
.

(3.97)

Segue de (3.97) e (3.96) que∫
QT

(s3λ4φ3w2 + sλ2φ|M∇w|2)dxdt+
∫
QT

(φs)−1e2sα(
1

2
|wt|

2 + |A∗w|2)dxdt

6 2C

∫
QT

e2sα|f|2dxdt+ (CC1 + C)

∫
Qω

e2sαs3λ4φ3w2dxdt

+CC2ε
∫
QT
e2sαsλ2φ|M∇w|2dxdt.

(3.98)

Fazendo ε = 1
2CC2

e considerando K3 = max{2C,CC1 + C}, temos∫
QT

(s3λ4φ3w2 +
1

2
sλ2φ|M∇w|2)dxdt+

∫
QT

(φs)−1e2sα(
1

2
|wt|

2 + |A∗w|2)dxdt

6 K3

(∫
QT

e2sα|f|2dxdt+

∫
Qω

e2sαs3λ4φ3w2dxdt

)
.

(3.99)

Dessa forma temos∫
QT

(s3λ4φ3w2 + sλ2φ|M∇w|2)dxdt+
∫
QT

(φs)−1e2sα(|wt|
2 + |A∗w|2)dxdt

6
∫
QT

(2s3λ4φ3w2 + sλ2φ|M∇w|2)dxdt+
∫
QT

(φs)−1e2sα(|wt|
2 + 2|A∗w|2)dxdt

= 2

∫
QT

(s3λ4φ3w2 +
1

2
sλ2φ|M∇w|2)dxdt+ 2

∫
QT

(φs)−1e2sα(
1

2
|wt|

2 + |A∗w|2)dxdt

6 2K3

(∫
QT

e2sα|f|2dxdt+

∫
Qω

e2sαs3λ4φ3w2dxdt

)
(3.100)

fazendo C = 2K3, temos em fim a desigualdade desejada∫
QT

(s3λ4φ3w2 + sλ2φ|M∇w|2)dxdt+
∫
QT

(φs)−1e2sα(|wt|
2 + |A∗w|2)dxdt

6 C

(∫
QT

e2sα|f|2dxdt+

∫
Qω

e2sαs3λ4φ3w2dxdt

) (3.101)



Caṕıtulo 4

Desigualdade de Observabilidade

Neste caṕıtulo será provada a desigualdade da observabilidade para o sistema adjunto

(3.1). Para tal utilizaremos a desigualdade Carleman provada no caṕıtulo anterior. Assim,

o objetivo é provar o seguinte

Teorema 4.0.1. Sejam α e φ como em (3.2). Então para λ > λ0, s > s(λ), temos a

seguinte desigualdade de observabilidade

∫
Ω

|w(x, 0)|2dxdt 6 C

(∫
QT

|f|2dxdt+

∫
Qω

e2sαφ3|w|2dxdt

)
.

para w(x, t) solução fraca do sistema adjunto (3.1).

Demonstração. Multiplicando a equação (3.1)1 por w e integrando em Ω, temos

−
1

2

d

dt

∫
Ω

w2dx+

∫
Ω

wA∗wdx =

∫
Ω

fwdx−

∫
Ω

aw2dx. (4.1)

Façamos uma análise dos termos de (4.1). Primeiramente note que segue da fórmula

de Green e de (3.1)2 que∫
Ω

wÃ∗wdx+

∫
Ω

∇w · B∇wdx =
∫
Γ

wB∇w · ηdΓ = 0

portanto,∫
Ω

wÃ∗wdx =

∫
Ω

|M∇w|2dx (pois ∇w · B∇w = −|M∇w|2).

59
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Além disso, temos ainda que∫
Ω

wdiv(w~b)dx =

∫
Ω

w2div~bdx+

∫
Ω

w∇w · ~bdx

=

∫
Ω

w2div~bdx+
1

2

∫
Ω

∇w2 · ~bdx

=

∫
Ω

w2div~bdx−
1

2

∫
Ω

w2div~bdx+

∫
Γ

w2~b · ηdΓ

=

∫
Ω

w2div~bdx−
1

2

∫
Ω

w2div~bdx

=
1

2

∫
Ω

w2div~bdx.

Logo, substituindo em (4.1) temos

−
1

2

d

dt

∫
Ω

w2dx+

∫
Ω

|M∇w|2dx− 1

2

∫
Ω

w2div~bdx =

∫
Ω

fwdx−

∫
Ω

aw2dx

−
d

2dt

∫
Ω

w2dx+

∫
Ω

|M∇w|2dx =
∫
Ω

fwdx−

∫
Ω

(
a−

1

2
div~b

)
w2dx. (4.2)

Note que ∣∣∣∣12div~b− a

∣∣∣∣ 6 1

2
|div~b|∞ +M = C.

Por outro lado temos

−
d

dt

(
e2(C+1)t

∫
Ω

w2dx

)
=

(
−(C+ 1)

∫
Ω

w2dx−
1

2

d

dt

∫
Ω

w2dx

)
2e2(C+1)t

6

(
−(C+ 1)

∫
Ω

w2dx

)
2e2(C+1)t+

+

(
−

1

2

d

dt

∫
Ω

w2dx+

∫
Ω

|M∇ψ|2dx
)

2e2(C+1)t

=

(
−(C+ 1)

∫
Ω

w2dx

)
2e2(C+1)t+

+

(∫
Ω

fwdx−

∫
Ω

(a−
1

2
div~b)w2dx

)
2e2(C+1)t

=

(
−(C+ 1)

∫
Ω

w2dx

)
2e2(C+1)t+

+

(∫
Ω

(
f√
2

)
(
√

2)wdx−

∫
Ω

(a−
1

2
div~b)w2dx

)
2e2(C+1)t

6

(
−(C+ 1)

∫
Ω

w2dx

)
2e2(C+1)t+

+

(
1

4

∫
Ω

|f|2dx+ (C+ 1)

∫
Ω

w2dx

)
2e2(C+1)t

=
e2(C+1)t

2

∫
Ω

|f|2dx.

(4.3)

Ao integrar (4.3) em [0, t], obtém-se∫
Ω

|w(x, 0)|2dx− e2(C+1)t

∫
Ω

|w(x, t)|2dx 6
∫ t

0

(
e2(C+1)y

2

∫
Ω

|f|2dx

)
dy
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de onde segue que∫
Ω

|w(x, 0)|2dx 6 e2(C+1)t|w(x, t)|2L2(Ω) +

∫ t
0

(
e2(C+1)y

2

∫
Ω

|f|2dx

)
dy. (4.4)

Defina

θ : (0, T) −→ R

t 7−→ θ(t) = sup{e−2sα(y,t) : y ∈ Ω},
(4.5)

e note que

θ(t) 6 e
2se2λ||ψ||

β(t) , (4.6)

pois

−2sα(y, t) =
−2seλψ(y) + 2se2λ||ψ||

β(t)
6

2se2λ||ψ||

β(t)
.

Segue da definição de ψ que ψ > 0 em Ω, de onde obtemos que

1

φ(y, t)
=

β(t)

eλψ(y)
6 β(t) = t(T − t) 6 T 2 =

3
√
C

portanto,
1

φ3
6 C em Ω× [0, T ]. (4.7)

Assim, obtém-se 1 6 θ(t)e2sα(x,t) em (0, T) e 1 6 Cφ3 em Ω × (0, T). Note

também que

e2(C+1)t 6 e2(C+1)T = C1 ∀ 0 6 t 6 T . (4.8)

Fazendo a substituição de (4.8) em (4.4) temos que

|w(·, 0)|2L2(Ω) 6 C1

∫
Ω

1 · |w(x, t)|2L2(Ω)dx+ C1

∫ t
0

(∫
Ω

1 · |f|2dx
)
dy

6 C1

∫
Ω

θ(t)e2sα(x,t)|w(x, t)|2dx+ C1

∫ t
0

(∫
Ω

θ(t)e2sα(x,t)|f|2dx

)
dy

= C1θ(t)

∫
Ω

e2sα(x,t)|w(x, t)|2dx+ C1θ(t)

∫ t
0

(∫
Ω

e2sα(x,t)|f|2dx

)
dy.

Portanto,

|w(·, 0)|2L2(Ω)

θ(t)
6 C1

∫
Ω

e2sα(x,t)|w(x, t)|2dx+ C1

∫ t
0

(∫
Ω

e2sα(x,t)|f|2dx

)
dy (4.9)

pois, θ(t) > 0. Note ainda que

0 < e
−2se2λ||ψ||

β 6
1

θ(t)
∀ 0 < t < T . (4.10)

Dessa forma, substituindo em (4.9) temos

|w(·, 0)|2L2(Ω)e
−2se2λ||ψ||

β 6 C1

∫
Ω

e2sα(x,t)|w(x, t)|2dx+ C1

∫ t
0

(∫
Ω

e2sα(x,t)|f|2dx

)
dy.

(4.11)
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Para t1 e t2 fixos com 0 < t1 < t2 < T , temos integrando (4.12) em [t1, t2] que

|w(·, 0)|2L2(Ω)

∫ t2
t1

e
−2se2λ||ψ||

β dt 6 C1

∫ t2
t1

∫
Ω

e2sα(x,t)|w(x, t)|2dx

+C1

∫ t2
t1

(∫ t
0

(∫
Ω

e2sα(x,t)|f|2dx

)
dy

)
dt

6 C1

∫T
0

∫
Ω

e2sα(x,t)|w(x, t)|2dx

+C1

∫T
0

(∫ t
0

(∫
Ω

e2sα(x,t)|f|2dx

)
dy

)
dt.

(4.12)

Defina

J =

∫T
0

(∫ t
0

(∫
Ω

e2sα(x,t)|f|2dx

)
dy

)
dt.

Proposição 4.0.1. Sejam f ∈ L2(QT ), s > 0 e α como em (3.2). Então temos

J =

∫T
0

(∫ t
0

(∫
Ω

e2sα(x,t)|f|2dx

)
dy

)
dt 6 C2

∫
QT

|f(x, t)|2dxdt

com C2 = C2(Ω, T) > 0.

Demonstração. Com efeito, consideremos λ0 > 1 tal que eλ0||ψ|| > 2, dessa forma para

λ > λ0, temos

2sα(y, t) =
2s(eλψ(y) − e2λ||ψ||)

β(t)
6

−2seλ||ψ||

β(t)
, (4.13)

pois

eλψ(y) + eλ||ψ|| 6 eλ||ψ|| + eλ||ψ|| = 2eλ||ψ|| 6 e2λ||ψ||. (4.14)

Note que

e2sα(y,t) 6 e
−2seλ||ψ||

β 0 < t < T (4.15)

portanto

J 6
∫T

0

(∫ t
0

(∫
Ω

e
−2seλ||ψ||

β |f|2dx

)
dy

)
dt

=

∫
Ω

(∫T
0

(∫ t
0

e
−2seλ||ψ||

β |f|2dy

)
dt

)
dx

(4.16)

Defina

I(x) =

∫T
0

(∫ t
0

e
−2seλ||ψ||

β |f|2dy

)
dt. (4.17)

Sugue de (4.17) e (4.16) que

J 6
∫
Ω

I(x)dx (4.18)

Faremos uma mudança de variáveis em I(x) definida pela aplicação linear

σ(t,y) = (y, t)
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temos que a matriz de σ é

 1 0

0 1

 com | detσ| = 1. Defina K ⊂ R2 como

K = {(t,y); 0 < t < T , 0 < y < t}

e K̂ = σ(K) com

K̂ = {(t,y); 0 < y < T , 0 < t < y}.

Observando que e
−2seλ||ψ||

β(t) é regular, tem-se pelo teorema de mudança de variáveis que

I(x) =

∫T
0

(∫ t
0

e
−2seλ||ψ||

β(t) |f(x,y)|2dy

)
dt

=

∫T
0

(∫T
y

e
−2seλ||ψ||

β(y) |f(x, t)|2dt

)
dy

6
∫T

0

(∫T
0

e
−2seλ||ψ||

β(y) |f(x, t)|2dt

)
dy

=

(∫T
0

|f(x, t)|2dt

) ∫T
0

e
−2seλ||ψ||

β(y) dy

6
∫T

0

(
|f(x, t)|2dt

) ∫T
0

dy

= C2

∫T
0

|f(x, t)|2dt

(4.19)

onde C2 = T , segue de (4.19) e (4.20) que

J 6 C2

∫
Ω

(∫T
0

|f(x, t)|2dt

)
dx = C2

∫T
0

(∫
Ω

|f(x, t)|2dx

)
dt = C2

∫
QT

|f(x, t)|2dxdt.

(4.20)

o que prova a proposição.

Dessa forma segue da Proposição 4.0.1, de (4.12) e de (4.7) que

|w(·, 0)|2L2(Ω)

∫t2
t1
e

−2se2λ||ψ||

β dt 6 C1

∫
QT

e2sα(x,t)|w(x, t)|2dxdt+ C1C2

∫
QT

|f(x, t)|2dxdt

6 C1C

∫
QT

e2sα(x,t)φ3|w(x, t)|2dxdt+ C1C2

∫
QT

|f(x, t)|2dxdt.

(4.21)

Segue do Teorema 3.0.3 (desigualdade de Carleman) para λ > λ0, s > s0 > 1 que∫
QT

λ4s3φ3|w|2e−2sαdxdt 6 C3

(∫
Qω

λ4s3φ3e2sα|w|2dxdt+

∫
QT

e2sα|f|2dxdt

)
6 C3

(∫
Qω

λ4s3φ3e2sα|w|2dxdt+

∫
QT

e2sαλ4s3|f|2dxdt

)
6 s3λ4C3

(∫
Qω

φ3e2sα|w|2dxdt+

∫
QT

|f|2dxdt

)
.
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Logo,∫
QT

φ3|w|2e−2sαdxdt 6 C3

(∫
Qω

φ3e2sα|w|2dxdt+

∫
QT

e2sα|f|2dxdt

)
. (4.22)

Segue de (4.22) e (4.21) que

|w(·, 0)|2L2(Ω)

∫ t2
t1

e
−2se2λ||ψ||

β dt 6 C3C1C

∫
Qω

e2sαφ3|w|2dxdt+ (C1C2 + C3C1C)

∫
QT

|f|2dxdt

(4.23)

Fazendo t1 =
T
4

e t2 =
3T
4

, segue-se que

−32se2λ||ψ||

T 2
6

−32se2λ||ψ||

β(t)
∀ T

4
6 t 6

3T

4
.

Assim, ∫ 3T
4

T
4

e
−32se2λ||ψ||

T2 dt 6
∫ t2
t1

e
−32se2λ||ψ||

β(t) dt.

Portanto,
T

2
e

−32se2λ||ψ||

T2 6
∫ t2
t1

e
−32se2λ||ψ||

β(t) dt. (4.24)

Denotando C4 = C4(λ, s) = 2
T
e

32se2λ||ψ||

T2 , temos em (4.23) que

1

C4

|w(., 0)|2L2(Ω) 6 C3C1C

∫
Qω

e2sαφ3|w|2dxdt+ (C1C2 + C3C1C)

∫
QT

|f|2dxdt.

Portanto, fazendo C = C(s, λ) = max{C4C3C1,C4(C1C2 + C3C1C)}, temos

|w(., 0)|2L2(Ω) 6 C4C3C1C

∫
Qω

e2sαφ3|w|2dxdt+ C4(C1C2 + C3C1C)

∫
QT

|f|2dxdt

6 C

∫
Qω

e2sαφ3|w|2dxdt+ C

∫
QT

|f|2dxdt.

(4.25)

Assim, obtemos a desigualdade de observabilidade desejada∫
Ω

|w(x, 0)|2dx 6 C

(∫
Qω

e2sα(x,t)φ3|w|2dxdt+

∫
QT

|f|2dxdt

)
. (4.26)



Caṕıtulo 5

Controlabilidade Nula para o

Sistema Linear

Seja a equação linear

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
pt +A(t)p+ a(y, t)p = χωu(y, t) em QT

p(y, t) = 0 em ΣT

p(y, 0) = p0(y) em Ω,

(5.1)

com u ∈ L2(QT ), p0 ∈ L2(Ω). Portanto, de forma análoga ao feito no caṕıtulo 2 prova-se

que a solução fraca de (5.1) tem regularidade

p ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)) ∩ L2(0, T ;H1
0(Ω)) p ′ ∈ L2(0, T ;H−1(Ω))

ou de outra forma

p ∈ H1(0, T ;H−1(Ω)) ∩ L2(0, T ;H1
0(Ω))

portanto, temos p ∈ C([0, T ];L2(Ω)).

A controlabilidade nula para o sistema (5.1) significa encontrar um controle u ∈ L2(QT )

tal que a solução fraca p do sistema (5.1) satisfaça

p(y, T) = 0 q.t.p. em Ω.

Teorema 5.0.2. Dado p0 ∈ L2(Ω), existe um controle u ∈ L2(QT ) tal que a solução

fraca p(y, t) da equação (5.1) satisfaz p(y, T) = 0 q.t.p. em Ω.

65
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Demonstração. Seja o sistema linear adjunto de (5.1)∣∣∣∣∣∣∣∣∣
wt +A

∗(t)w+ a(y, t)w = 0 em QT

w(y, t) = 0 em ΣT

w(y, T) = wT (y) em Ω.

(5.2)

Onde |a(x, t)|L∞ <∞ e A∗ é o operador adjunto formal de A.

Note que, para s > s0 e λ > λ0 suficientemente grandes, existe C0 = C0(λ) > 0 tal

que e−2sαφ > C0 . De fato, supondo λ > λ0 suficientemente grande temos 2 6 eλ||ψ||,

portanto

eλψ + eλ||ψ|| 6 eλ||ψ|| + eλ||ψ|| 6 e2λ||ψ||

dessa forma

eλ||ψ|| 6 e2λ||ψ|| − eλψ = −α(x, t)β(t)

que implica em

−2sα >
2seλ||ψ||

β(t)
>

2s

β(t)
>

1

β(t)

logo,

e−2sα > e
1
β(t) . (5.3)

Note ainda que φ = eλψ

β(t)
6 eλ||ψ||

β(t)
, o que implica em φ−3 > β(t)3

e3λ||ψ|| . Segue de (5.3) que

e−2sα > 1, assim temos e−2sαφ−3 > e
1
β(t)

e3λ||ψ||β(t)
3 . Lembrando que lim

x→∞
ex

x3
= ∞, temos

ainda que

lim
t→0+

1

β(t)
=∞

o que implica

lim
t→0+

e
1
β(t)

1
β(t)3

=∞.

Portanto, existe N1 tal que

e
1
β(t)β(t)3 > 1 ∀ 0 < t < N1.

Analogamente,

lim
t→T−

1

β(t)
=∞

implica

lim
t→T−

e
1
β(t)

1
β(t)3

=∞
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portanto, existe N2 tal que

e
1
β(t)β(t)3 > 1 ∀ N2 < t < T

sendo [N1,N2] compacto e e
1
β(t)β(t)3 > 0, conclúımos que existe C > 0 tal que

e
1
β(t)β(t)3 > C ∀ N1 < t < N2, (5.4)

fazendo C0 = max

{
C

e3λ||ψ||
,

1

e3λ||ψ||

}
, temos

e−2sαφ−3 > C0. (5.5)

Definição 5.0.1. Para cada s, λ definimos o espaço

L2(QT ; e−2sαφ−3) :=

{
u : QT → R;

∫
QT

e−2sαφ−3u2dxdt <∞} .

Afirmação: L2(QT ; e−2sαφ−3) ⊆ L2(QT ) .

De fato, note que u2C0 6 e−2sαφ−3u2 em QT , dessa forma se u ∈ L2(QT ; e−2sαφ−3),

então

∫
QT

e−2sαφ−3u2dxdt < ∞. Portanto,

∫
QT

u2dxdt < ∞ que implica u ∈ L2(QT ).

Logo,

L2(QT ; e−2sαφ−3) ⊆ L2(QT ). (5.6)

Ademais, para cada u ∈ L2(QT ; e−2sαφ−3) existe uma única solução fraca de (5.1),

com p0 ∈ L2(Ω), associada a u a qual denotaremos por pu. Para cada ε > 0 definimos o

funcional

Nε : L
2(QT ; e−2sαφ−3) −→ R

u 7−→ Nε(u) :=

∫
QT

e−2sαφ−3u2dxdt+
1

ε

∫
Ω

pu(x, T)
2dx.

Veja que o funcional Nε pode ser escrito como

Nε(u) = ||e−sαφ− 3
2u||2L2(QT ) +

1

ε
||pu(·, T)||2L2(Ω)

Proposição 5.0.2. O funcional Nε é semi-cont́ınuo inferiormente, estritamente convexo

e coercivo em L2(QT ). Portanto, o problema Variacional

min{Nε(u)},

tem única solução uε ∈ L2(QT ).
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De fato, provemos a convexidade estrita. Sejam u, v ∈ L2(QT ; e−2sαφ−3) com u 6= v,

e seja t ∈ [0, 1]. Considere w = (1 − t)u + tv, teremos assim que pw = (1 − t)pu + tpv,

então temos que

Nε(w) = ||e−sαφ− 3
2w||2L2(QT ) +

1
ε
||pw(·, T)||2L2(Ω)

< (1 − t)||e−sαφ− 3
2u||2L2(QT ) + t||e

−sαφ− 3
2v||2L2(QT )+

+(1 − t) 1
ε
||pu(·, T)||2L2(Ω) + t

1
ε
||pv(·, T)||2L2(Ω)

= (1 − t)
(
||e−sαφ− 3

2u||2L2(QT ) +
1
ε
||pu(·, T)||2L2(Ω)

)
+

+t
(
||e−sαφ− 3

2v||2L2(QT ) +
1
ε
||pv(·, T)||2L2(Ω)

)
= (1 − t)Nε(u) + tNε(v).

Portanto, Nε é estritamente convexo. Nε é coercivo pois

Nε(u) = ||e−sαφ− 3
2u||2L2(QT ) +

1

ε
||pu(·, T)||2L2(Ω) > C0||u||

2
L2(QT )

.

Portanto temos que Nε é semi-cont́ınuo inferiormente, estritamente convexo e coercivo

em L2(QT ), logo temos que

∃uε ∈ L2(QT ) tal que Nε(uε) = min{Nε(u)} (5.7)

Lema 5.0.1. Seja uε o mı́nimo do operador Nε. Então

uε = e
2sαφ3χωwε q.t.p. em QT ,

com

wε ∈ H1(0, T ;H−1(Ω)) ∩ L2(0, T ;H1
0(Ω))

solução fraca do sistema∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(wε)t −A

∗(t)wε − a(y, t)wε = 0 em QT

wε(y, t) = 0 em ΣT

wε(y, T) = −1
ε
pε(y, T) em Ω,

(5.8)

Onde pε é solução fraca de (5.1) que é∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(pε)t +A(t)pε + a(y, t)pε = χωuε(y, t) em QT

pε(y, t) = 0 em ΣT

pε(y, 0) = p0(y) em Ω.

(5.9)
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Demonstração. Note que cada solução fraca de (5.1) pode ser escrita como p = p̂ + p̄,

onde p̂ e p̄ soluções fracas de∣∣∣∣∣∣∣∣∣
p̂t +A(t)p̂+ a(y, t)p̂ = 0 em QT

p̂(y, t) = 0 em ΣT

p̂(y, 0) = p0(y) em Ω

(5.10)

e ∣∣∣∣∣∣∣∣∣
p̄t +A(t)p̄+ a(y, t)p̄ = χωu(y, t) em QT

p̄(y, t) = 0 em ΣT

p̄(y, 0) = 0 em Ω,

(5.11)

respectivamente. Veja que p̂ não depende de u, assim podemos escrever

pu = p̂+ p̄u.

Seja a seguinte aplicação definida por :

L : L2(QT ) −→ L2(Ω)

u 7−→ Lu = p̄u(x, T).

Veja que em (5.11), temos a dependência linear da solução p̄u para o controle u, dessa

forma a aplicação acima está bem definida e é linear. De fato, Se u, v ∈ L2(QT ), a,b ∈ R,

temos que

L(au+ bv) = p̄au+bv(x, T) = (ap̄u + bp̄v)(x, T) = ap̄u(x, T) + bp̄v(x, T) = aL(u) + bL(v).

Portanto, L é linear. Denotando Jε(u) = Nε(u), temos

Jε(u) =

∫
QT

e−2sαφ−3u2dxdt+
1

ε

∫
Ω

(p̂+ Lu)2dx.

A derivada de Gateaux de Jε em uε é nula para todo v ∈ L2(QT ), pois Jε(uε) =

min{Jε(u) : u ∈ L2(QT )}, logo

J ′ε(uε)v = 0 ∀ v ∈ L2(QT ).

Portanto,

lim
r→0

Jε(uε + rv) − Jε(uε)

r
= 0, (5.12)
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i.e.,

Jε(uε + rv) =

∫
QT

e−2sαφ−3(uε + rv)
2dxdt+

1

ε

∫
Ω

(p̂(x, T) + L(uε + rv))
2dx

=

∫
QT

e−2sαφ−3u2
εdxdt+ 2r

∫
QT

e−2sαφ−3(uεv)dxdt+

+r2
∫
QT

e−2sαφ−3v2dxdt+
1

ε

∫
Ω

(p̂(x, T) + L(uε) + rL(v))
2dx

=

∫
QT

e−2sαφ−3u2
εdxdt+ 2r

∫
QT

e−2sαφ−3(uεv)dxdt+

+r2
∫
QT

e−2sαφ−3v2dxdt+
1

ε

∫
Ω

(pε(x, T) + rL(v))
2dx

=

∫
QT

e−2sαφ−3u2
εdxdt+ 2r

∫
QT

e−2sαφ−3(uεv)dxdt+

+r2
∫
QT

e−2sαφ−3v2dxdt+
1

ε

∫
Ω

(pε(x, T))
2dx+

+
r2

ε

∫
Ω

(L(v))2dx+
2r

ε

∫
Ω

(pε(x, T)L(v))dx

= Jε(uε) + 2r

(∫
QT

e−2sαφ−3(uεv)dxdt+
1

ε

∫
Ω

(pε(x, T)L(v))dx

)
+

+r2
(

1

ε

∫
Ω

(L(v))2dx+

∫
QT

e−2sαφ−3v2dxdt

)
.

Logo,

Jε(uε+rv)−Jε(uε)
r

= 2

(∫
QT

e−2sαφ−3(uεv)dxdt+
1

ε

∫
Ω

(pε(x, T)L(v))dx

)
+

+r

(
1

ε

∫
Ω

(L(v))2dx+

∫
QT

e−2sαφ−3v2dxdt

)
.

(5.13)

Passando ao limite quando r→ 0 em (5.13) e usando (5.12), obtemos∫
QT

e−2sαφ−3(uεv)dxdt+
1

ε

∫
Ω

(pε(x, T)L(v))dx = 0. (5.14)

Por definição L(v) = p̄v(., T), e para facilitar a notação fazemos z = p̄v, assim segue

que z satisfaz ∣∣∣∣∣∣∣∣∣
zt +A(t)z+ a(y, t)z = χωv em QT

z(y, t) = 0 em ΣT

z(y, 0) = 0 em Ω.

(5.15)

Portanto, ∫
QT

e−2sαφ−3(uεv)dxdt+
1

ε

∫
Ω

(pε(x, T)z(x, T))dx = 0. (5.16)

Multiplicando (5.15)1 por wε e integrando em QT , obtém-se∫
QT

ztwεdxdt+

∫
QT

(A(t)z)wεdxdt+

∫
QT

a(y, t)zwεdxdt =

∫
QT

χωvwεdxdt. (5.17)
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Note ainda que∫
QT

(
Ã(t)z

)
wεdxdt+

∫
QT

B∇z · ∇wεdxdt =
∫
ΣT

wε(B∇z · η)dΣT

= 0

(5.18)

∫
QT

zÃ(t)wεdxdt+

∫
QT

∇z · B∇wεdxdt =
∫
ΣT

z(B∇wε · η)dΣT

= 0

(5.19)

como ∇z · B∇wε = B∇z · ∇wε, segue de (5.18) e (5.19) que∫
QT

zÃ(t)wεdxdt =

∫
QT

wεÃ(t)zdxdt. (5.20)

Ainda temos que∫
QT

wε∇z · ~bdxdt+
∫
QT

zdiv(wε~b)dxdt =

∫
ΣT

zwε(~b · η)dΣT

= 0.

Portanto, ∫
QT

wε∇z · ~bdxdt = −

∫
QT

zdiv(wε~b)dxdt. (5.21)

Temos ainda que∫
QT

ztwεdxdt =
∫
QT

(zwε)tdxdt−
∫
QT
z(wε)tdxdt

=
∫
Ω
z(x, T)wε(x, T)dx−

∫
Ω
z(x, 0)wε(x, 0)dx−

∫
QT
z(wε)tdxdt

= −1
ε

∫
Ω
z(x, T)pε(x, T)dx−

∫
QT
z(wε)tdxdt

(5.22)

pois, z(x, 0) = 0 em Ω. Lembrando que Ãw = Ã∗w e substituindo (5.20), (5.21) e (5.22)

em (5.17), tem-se

−
1

ε

∫
Ω

z(x, T)pε(x, T)dx−

∫
QT

z(wε)tdxdt+

∫
QT

(
Ã(t)wε

)
zdxdt−

∫
QT

zdiv(wε~b)dxdt+

+

∫
QT

a(y, t)zwεdxdt =

∫
QT

χωvwεdxdt.

(5.23)

Portanto,

−
1

ε

∫
Ω

z(x, T)pε(x, T)dx+

∫
QT

z (−(wε)t +A
∗(t)wε + a(y, t)wε)dxdt =

∫
QT

χωvwεdxdt.

Por (5.8)1 temos

−
1

ε

∫
Ω

z(x, T)pε(x, T)dx =

∫
QT

χωvwεdxdt. (5.24)
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De (5.24) e (5.16), tem-se que∫
QT

(χωwε)vdxdt =

∫
QT

(e−2sαφ−3uε)vdxdt ∀v ∈ L2(QT ) (5.25)

portanto,

uε = e
2sαφ3χωwε q.t.p. em QT . (5.26)

Segue de (5.26) e (5.9) que∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(pε)t +A(t)pε + a(y, t)pε = χωe

2sαφ3wε em QT

pε(y, t) = 0 em ΣT

pε(y, 0) = p0(y) em Ω,

(5.27)

pois χ2
ω = χω. Multiplicando (5.27)1 por wε e integrando em QT , tem-se∫

QT

wε(pε)tdxdt+

∫
QT

wεA(t)pεdxdt+

∫
QT

wεa(y, t)pεdxdt

=

∫
QT

χωe
2sαφ3w2

εdxdt =

∫
Qω

e2sαφ3w2
εdxdt.

(5.28)

De forma inteiramente análoga a (5.20), (5.21) e (5.22) temos∫
QT

pεÃ(t)wεdxdt =

∫
QT

wεÃ(t)pεdxdt (5.29)

∫
QT

wε∇pε · ~bdxdt = −

∫
QT

pεdiv(wε~b)dxdt (5.30)

∫
QT

wε(pε)tdxdt =

∫
QT

(pεwε)tdxdt−

∫
QT

pε(wε)tdxdt

=

∫
Ω

pε(x, T)wε(x, T)dx−

∫
Ω

pε(x, 0)wε(x, 0)dx

−

∫
QT

(pε)(wε)tdxdt

= −
1

ε

∫
Ω

|pε(x, T)|
2dx−

∫
Ω

p0(x, 0)wε(x, 0)dx

−

∫
QT

pε(wε)tdxdt.

(5.31)

Substituindo (5.29), (5.30) e (5.31) em (5.28) temos

−
1

ε

∫
Ω

|pε(x, T)|
2dx−

∫
Ω

p0(x, 0)wε(x, 0)dx−

∫
QT

pε(wε)tdxdt

+

∫
QT

pεÃ(t)wεdxdt−

∫
QT

pεdiv(wε~b)dxdt+

∫
QT

wεa(y, t)pεdxdt

= −
1

ε

∫
Ω

|pε(x, T)|
2dx−

∫
Ω

p0(x, 0)wε(x, 0)dx

+

∫
QT

pε [−(wε)t +A
∗(t)wεdxdt+wεa(y, t)]dxdt =

∫
Qω

e2sαφ3w2
εdxdt.

(5.32)
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Usando a equação (5.8)1 temos∫
Qω

e2sαφ3w2
εdxdt = −

1

ε

∫
Ω

|pε(x, T)|
2dx−

∫
Ω

p0(x, 0)wε(x, 0)dx. (5.33)

Dessa forma, temos∫
Qω

e2sαφ3w2
εdxdt+

1

ε

∫
Ω

|pε(x, T)|
2dx = −

∫
Ω

p0(x, 0)wε(x, 0)dx. (5.34)

Note que ∣∣∣∣∫
Ω

p0(x, 0)wε(x, 0)dx

∣∣∣∣ 6 |p0|L2(Ω)|wε(·, 0)|L2(Ω)

= |p0|L2(Ω)

(∫
Ω

|wε(x, 0)|2dx

) 1
2

.

(5.35)

Segue do Teorema 4.0.1 (desigualdade de observabilidade) aplicado a wε que∫
Ω

|wε(x, 0)|2dx 6 C

(∫
Qω

e2sαφ3|wε|
2dxdt

)
6 C

(∫
Qω

e2sαφ|wε|
2dxdt+

1

ε

∫
Ω

|pε(x, T)|
2dx

) (5.36)

para λ > λ0 e s > s0, suficientemente grandes. Logo substituindo em (5.35) temos

∣∣∫
Ω
p0(x, 0)wε(x, 0)dx

∣∣ 6 C
1
2 |p0|L2(Ω)

(∫
Qω

e2sαφ|wε|
2dxdt+

1

ε

∫
Ω

|pε(x, T)|
2dx

) 1
2

6
C

2
|p0|

2
L2(Ω) +

1

2

(∫
Qω

e2sαφ|wε|
2dxdt+

1

ε

∫
Ω

|pε(x, T)|
2dx

)
(5.37)

De (5.34) e (5.37) obtemos∫
Qω

e2sαφ3w2
εdxdt+

1

ε

∫
Ω

|pε(x, T)|
2dx 6

C

2
|p0|

2
L2(Ω)

+
1

2

(∫
Qω

e2sαφ|wε|
2dxdt+

1

ε

∫
Ω

|pε(x, T)|
2dx

)
.

(5.38)

Portanto, ∫
Qω

e2sαφ3w2
εdxdt+

1

ε

∫
Ω

|pε(x, T)|
2dx 6 C|p0|

2
L2(Ω). (5.39)

Logo, ∫
Ω

|pε(x, T)|
2dx 6 εC|p0|

2
L2(Ω). (5.40)

Fixando s = s0 e λ = λ0 suficientemente grandes, teremos C(s0, λ0) constante,

portanto temos que (5.40) é válida para todo ε > 0, então

lim
ε→0

∫
Ω

|pε(x, T)|
2dx = 0
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isto é,

|pε(x, T)|→ 0 forte em L2(Ω). (5.41)

De (5.39) também temos que∫
QT

χωe
2sαφ3w2

εdxdt =

∫
Qω

e2sαφ3w2
εdxdtdx 6 C|p0|

2
L2(Ω) (5.42)

Como uε = e
2sαφ3wε q.t.p. em QT

u2
ε = (e2sαφ3)(e2sαφ3w2

ε) q.t.p. em QT .

lembrando que e−2sαφ−3 > C0 em QT , temos

u2
ε 6

1

C0

(e2sαφ3w2
ε) q.t.p. em QT

portanto, ∫
QT

u2
εdxdt 6

∫
QT

1

C0

(e2sαφ3w2
ε) 6

1

C0

C|p0|
2
L2(Ω) = K (5.43)

e como λ0 e s0 são fixados, teremos que K é constante, portanto∫
QT

u2
εdxdt 6 K ∀ε > 0 (5.44)

Como L2(QT ) é um espaço de Banach reflexivo, de (5.44) temos que existe uma

sequência (um) ⊆ (uε)ε>0 com (um) ⊆ L2(QT ) e u ∈ L2(QT ), tais que

um ⇀ u fracamente em L2(QT ) (5.45)

como ∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(pm)t +A(t)pm + a(y, t)pm = χωum em QT

pm(y, t) = 0 em ΣT

pm(y, 0) = p0(y) em Ω,

(5.46)

temos que pm ∈ H1(0, T ;H−1(Ω)) ∩ L2(0, T ;H1
0(Ω)) e de (5.46) e (5.45) temos que

existe p ∈ H1(0, T ;H−1(Ω)) ∩ L2(0, T ;H1
0(Ω)) tal que

pm ⇀ p fracamente em H1(0, T ;H−1(Ω)) ∩ L2(0, T ;H1
0(Ω)) (5.47)

Portanto, temos que p satisfaz∣∣∣∣∣∣∣∣∣
pt +A(t)p+ a(y, t)p = χωu em QT

p(y, t) = 0 em ΣT

p(y, 0) = p0(y) em Ω

(5.48)
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no sentido fraco.

Por outro lado, temos de (5.47) que

pm → p forte em C([0, T ];L2(Ω)). (5.49)

De (5.41) temos que

pm(x, T)→ 0 forte em L2(Ω). (5.50)

Assim, temos que existe uma subsequência (pkm) ⊆ (pm) tal que

pkm(x, T)→ 0 q.t.p em Ω. (5.51)

Também de (5.49) temos que

pkm(x, t)→ p(x, t) q.t.p em Ω ∀ 0 6 t 6 T . (5.52)

Portanto

pkm(x, T)→ p(x, T) q.t.p em Ω. (5.53)

De (5.51) e (5.53) segue que

p(x, T) = 0 q.t.p em Ω, (5.54)

isto prova o Teorema 5.0.2.

Também observe que e−2sαφ−3u2
m = χωe

2sαφ3w2
m, logo integrando em QT e usando

(5.42), temos que ∫
QT

e−2sαφ−3u2
mdxdt 6 C|p0|

2
L2(Ω) ∀ m ∈ N (5.55)

portanto, ∫
QT

e−2sαφ−3u2dxdt 6 C|p0|
2
L2(Ω). (5.56)

Observe que uε = e
2sαφ3wε no sistema (5.9). Portanto, quando ε→ 0 em (5.9) obtemos

um controle u ∈ L2(QT ) e uma função p ∈ H1(0, T ;H−1(Ω)) ∩ L2(0, T ;H1
0(Ω)) solução,

no sentido fraco, de ∣∣∣∣∣∣∣∣∣
pt +A(t)p+ a(y, t)p = χωu em QT

p(y, t) = 0 em ΣT

p(y, 0) = p0(y) em Ω,

(5.57)

tal que

p(x, T) = 0 q.t.p. em Ω.



Caṕıtulo 6

Controlabilidade Nula para o

Sistema Não Linear

Este caṕıtulo é dedicado a investigar a controlabilidade nula do sistema não linear∣∣∣∣∣∣∣∣∣
pt +A(t)p+ g(p) = χωu em QT

p(y, t) = 0 em ΣT

p(y, 0) = p0(y) em Ω

(6.1)

com u ∈ L2(QT ) e p0 ∈ L2(Ω); onde g : R −→ R é globalmente Lipschitz, de classe C1 e

tal que g(0) = 0, com constante de Lipschitz M, i.e.,

|g(x) − g(y)| 6M|x− y| ∀p1,p2 ∈ R. (6.2)

Por outro lado, façamos uma breve análise de alguns espaços que serão necessários

para a demonstração da controlabilidade nula do sistema (6.1). Considere inicialmente o

seguinte espaço

W1(0, T ;H1
0(Ω);H−1(Ω)) = {p ∈ L2(0, T ;H1

0(Ω)) : p ′ ∈ L2(0, T ;H−1(Ω))}

com o produto interno

〈u, v〉W1 =

∫T
0

(u, v)H1
0(Ω)×H1

0(Ω)ds+

∫T
0

(u ′, v ′)H−1(Ω)×H−1(Ω)ds (6.3)

Considerando a norma induzida pelo produto interno dado em (6.3), que doravante de-

notaremos por || · ||W1 , dessa forma temos que

||u||2W1 = ||u||2
L2(0,T ;H1

0(Ω))
+ ||u ′||2L2(0,T ;H−1(Ω)). (6.4)

76
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Segue do fato de L2(0, T ;H1
0(Ω)) e L2(0, T ;H−1(Ω)) serem espaços de Hilbert que

(W1, 〈, 〉W1) é também espaço de Hilbert. Veja que se p ∈ W1(0, T ;H1
0(Ω);H−1(Ω)),

então p ∈ C([0, T ];L2(Ω)), portanto temos que a aplicação

t 7−→ ||p(t)||2L2(Ω)

é cont́ınua em [0, T ], logo temos que é integrável em [0, T ]. Segue-se que

∃
∫T

0

||p(t)||2L2(Ω)dt =

∫T
0

∫
Ω

|p(x, t)|2dxdt.

Portanto, p ∈ L2(QT ). Considerando a seguinte aplicação

G : C([0, T ];L2(Ω)) −→ L2(QT )

p 7−→ p.

Dessa forma G está bem definida, ademais é uma transformação linear e claramente

injetora. Portanto, temos que

C([0, T ];L2(Ω)) ⊆ L2(QT ), (6.5)

então

W1(0, T ;H1
0(Ω);H−1(Ω)) ⊆ C([0, T ];L2(Ω)) ⊆ L2(QT ). (6.6)

Note que

H : L2(0, T ;L2(Ω)) −→ L2(QT )

p 7−→ p
(6.7)

está também bem definida e é um isomorfismo.

De fato, ∃
∫T

0 ||p(t)||2L2(Ω)dt ⇐⇒ ∃
∫T

0

∫
Ω
|p(x, t)|2dxdt, logo a aplicação linear cont́ınua

que é claramente injetora, também é sobrejetora, portanto

L2(0, T ;L2(Ω)) ' L2(QT ). (6.8)

Além disso, H1
0(Ω) está imerso compactamente em L2(Ω), o qual está imerso continua-

mente em H−1(Ω), portanto temos pelo Teorema 1.1.8 e por (6.8) que

W1(0, T ;H1
0(Ω);H−1(Ω))

c
↪→ L2(0, T ;L2(Ω)) (6.9)

Considere o seguinte subconjunto de L2(QT )

B = {p ∈W1(0, T ;H1
0(Ω);H−1(Ω)) : ||p||W1 < M1}
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onde M1 é uma constante a ser definida. Vamos primeiramente linearizar o sistema (6.1),

considere a função auxiliar f : R −→ R definida por

f(p) =


g(p)

p
se p 6= 0

lim
ξ→0

g(ξ)

ξ
se p = 0,

(6.10)

assim temos o seguinte sistema linearizado∣∣∣∣∣∣∣∣∣
pt +A(t)p+ f(p̄)p = χωu em QT

p(y, t) = 0 em ΣT

p(y, 0) = p0(y) em Ω.

(6.11)

Neste caso temos que a(y, t) = f(p̄(y, t)) em QT , observe que ∀p̄ ∈ R, tem-se

|g(p̄)| 6 M|p̄| ∀p̄ ∈ R, então temos que |f(p̄)| 6 M ∀p ∈ R, ou seja, |a(y, t)| 6 M

em QT . Portanto, temos que |a|L∞(QT ) 6M.

Assim, segue do Teorema 5.0.2 que para p̄ ∈ W1(0, T ;H1
0(Ω);H−1(Ω)), temos que

existe u ∈ L2(QT ; e−2sαφ−3), com λ = λ0 e s = s0 fixos e suficientemente grandes, tal

que a solução fraca de (6.11) satisfaz

p(y, T) = 0 q.t.p. em Ω.

A controlabilidade nula do sistema (6.1) é estabelecida no seguinte

Teorema 6.0.3. Suponha que g : R −→ R, globalmente Lipschitz, de classe C1 em R tal

que g(0) = 0, p0 ∈ L2(Ω) e T > 0. Então existe u ∈ L2(QT ) e p ∈W1(0, T ;H1
0(Ω);H−1(Ω))

solução fraca de (6.1) tal que

p(y, T) = 0 q.t.p. em Ω.

Demonstração. Seja X um conjunto não vazio. Denotaremos por

2X = {A : A é um subconjunto não vazio de X} = P(X) − {∅} onde P(X) repre-

senta o conjunto das partes de X.

A prova do Teorema 6.0.3 é feita por meio do seguinte Teorema, conhecido como

Teorema de Ponto Fixo de Kakutani.

Teorema 6.0.4. (Ponto Fixo de Kakutani) Seja X um espaço vetorial topológico local-

mente convexo, B 6= ∅ e compacto, com B ⊂ X e seja

Φ : B −→ P(X)

p̄ 7−→ Φ(p̄)
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tal que para cada Φ(p̄) seja convexo e Φ tenha gráfico fechado. Então o conjunto de

pontos fixos de Φ é não vazio e compacto, i.e.,

∃p ∈ B tal que p ∈ Φ(p)

Consideremos X = L2(QT ) e B = {p ∈ W1(0, T ;H1
0(Ω);H−1(Ω)) : ||p||W1 6M1} onde

M1 é uma constante a ser definida de forma adequada. Note que

B ⊆ C([0, T ];L2(Ω)) ⊆ L2(QT ).

Proposição 6.0.3. Seja B como definido acima, então B é convexo e é subconjunto

compacto de L2(QT ).

Demonstração. De fato, sejam u, v ∈ B e t ∈ [0, 1], dessa forma

||(1 − t)u+ tv||W1 6 (1 − t)||u||W1 + t||v||W1 6 (1 − t)M1 + tM1 =M1

Logo, B é convexo. Mostremos que a imersão em L2(QT ) é compacta. Com efeito, seja

(pm) ⊂ B, então ||pm||W1 6M1, portanto

||pm||L2(0,T ;H1
0(Ω)) 6M1

|| d
dt
(pm)||L2(0,T ;H−1(Ω)) 6M1

ou seja, (pm) é limitada em L2(0, T ;H1
0(Ω)), d

dt
(bm) é limitada em L2(0, T ;H−1(Ω)),

segue pelo Teorema 1.1.8 (Aubin-Lions) que B é compacto.

Seja a seguinte aplicação

Φ : B −→ P(X)

p̄ 7−→ Φ(p̄)

onde

Φ(p̄) =
{
p ∈W1(0, T ;H1

0(Ω);H−1(Ω)) : p é solução fraca de (6.11)

para algum u ∈ L2(QT , e−2sαφ−3) com

∫
QT

e−2sαφ−3u2dxdt 6 C
∫
Ω

|p0|
2dx

e p(y, T) = 0 q.t.p. em QT

}
(6.12)

Com λ = λ0 e s = s0 arbitrariamente grandes e fixos, segue do caṕıtulo anterior que, para

cada p̄ ∈ B, temos Φ(p̄) 6= ∅. Portanto, Φ está bem definida.
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Lema 6.0.2. Seja Φ definida em (6.12). Então Φ é convexa, Φ(p̄) ⊂ B para todo p̄ ∈ B,

Φ(p̄) é fechado em L2(QT ) para todo p̄ ∈ B e Φ tem gráfico fechado.

Demonstração. Provemos que Φ é convexo. De fato, sejam p,q ∈ Φ(p̄), dessa forma

existem u, v ∈ L2(QT , e−2sαφ−3) para p e q, respectivamente soluções fracas de (6.11)

tais que

∫
QT

e−2sαφ−3u2dxdt 6 C
∫
Ω

|p0(x)|
2dx; e p(x, T) = 0 q.t.p. em Ω, (6.13)

∫
QT

e−2sαφ−3v2dxdt 6 C
∫
Ω

|p0(x)|
2dx; e q(x, T) = 0 q.t.p. em Ω. (6.14)

Definindo z = (1 − t)p+ tq e w = (1 − t)u+ tv, temos que z satisfaz∣∣∣∣∣∣∣∣∣
zt +A(t)z+ f(p̄)z = χωw em QT

z(y, t) = 0 em ΣT

z(y, 0) = p0(y) em Ω.

(6.15)

Temos de (6.13) e (6.14) que

|ue−sαφ− 3
2 |L2(QT ) 6

√
C|p0|L2(Ω); (6.16)

|ve−sαφ− 3
2 |L2(QT ) 6

√
C|p0|L2(Ω); (6.17)

Por outro lado, e−2sαφ−3w = (1 − t)e−2sαφ−3u+ te−2sαφ−3v ∈ L2(QT ) e também∫
QT

e−2sαφ−3w2dxdt = |e−sαφ− 3
2w|2L2(QT )

6
[
(1 − t)|ue−sαφ− 3

2 |L2(QT ) + t|ve
−sαφ− 3

2 |QT

]2

6
[
(1 − t)

√
C|p0|L2(Ω) + t

√
C|p0|L2(Ω)

]2

= C|p0|
2
L2(Ω)

Dessa forma w ∈ L2(QT ; e−2sαφ−3) e∫
QT

e−2sαφ−3w2dxdt 6 C|p0|
2
L2(Ω)

Portanto z ∈ Φ(p̄). Mostremos que para M1 adequado Φ(B) ⊂ B. Com efeito, seja

p̄ ∈ B, devemos mostrar que Φ(p̄) ⊂ B. Assim, seja p ∈ Φ(p̄), então p é solução fraca
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de (6.11) para algum u ∈ L2(QT ; e−2sαφ−3). Portanto, multiplicando (6.11)1 por p e

integrando em Ω temos

1

2

d

dt

∫
Ω

|p(x, t)|2dx+

∫
Ω

pÃ(t)pdx+
1

2

∫
Ω

∇p2 · ~bdx+
∫
Ω

f(p̄)p2dx =

∫
Ω

χωupdx

note também que ∫
Ω

pÃ(t)pdx+

∫
Ω

∇p · B∇pdx =
∫
Γ

p(B∇p · η)dΓ

= 0

lembrando que ∇p · B∇p = −|M∇p|2 e α0|∇p| 6 |M∇p| , temos que∫
Ω

pÃ(t)pdx =

∫
Ω

|M∇p|2dx

Observe ainda que

1

2

∫
Ω

∇p2 · ~bdx = −
1

2

∫
Ω

p2div~bdx+

∫
Γ

p2~b · ηdΓ

= −
1

2

∫
Ω

p2div~bdx.

Assim, segue que

1

2

d

dt

∫
Ω

|p(x, t)|2dx+

∫
Ω

|M∇p|2dx− 1

2

∫
Ω

p2div~bdx+

∫
Ω

f(p̄)p2dx =

∫
Ω

χωupdx

donde segue que

1

2

d

dt

∫
Ω

|p(x, t)|2dx+

∫
Ω

|M∇p|2dx = 1

2

∫
Ω

p2div~bdx+

∫
Ω

(−f(p̄))p2dx+

∫
Ω

χωupdx

Portanto,

1

2

d

dt

∫
Ω

|p(x, t)|2dx+

∫
Ω

α2
0|∇p|2dx 6

1

2

∫
Ω

p2div~bdx+M

∫
Ω

p2dx+
1

2

∫
Ω

p2dx

+
1

2

∫
Ω

|χωu|
2dx

6

(
M+

1

2
|div~b|∞ +

1

2

) ∫
Ω

p2dx+
1

2

∫
Ω

u2dx.

Fazendo k̄ = min{α0, 1
2
}, temos

k̄

(
d

dt

∫
Ω

|p(x, t)|2dx+

∫
Ω

|∇p|2dx
)

6

(
M+

1

2
|div~b|∞ +

1

2

) ∫
Ω

p2dx+
1

2

∫
Ω

u2dx.

Fazendo k = max{
M+ 1

2 |div~b|∞+ 1
2

k̄
, 1

2k̄
} temos

d

dt

∫
Ω

|p(x, t)|2dx+ ||p||2H1
0(Ω) 6 k

(∫
Ω

p2dx+

∫
Ω

u2dx

)
.
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Integrando de 0 a t temos∫
Ω

|p(x, t)|2dx−

∫
Ω

|p(x, 0)|2dx+

∫ t
0

||p(·, s)||2H1
0(Ω)ds

6 k
∫ t

0

||p(·, s)||2L2(Ω)ds+ k

∫ t
0

∫
Ω

u2dxds

6 k
∫ t

0

||p(·, s)||2L2(Ω)ds+ k

∫T
0

∫
Ω

u2dxds

= k

∫ t
0

||p(·, s)||2L2(Ω)ds+ k||u||
2
L2(QT )

.

Sendo p(x, 0) = p0(x), decorre que∫
Ω

|p(x, t)|2dx+

∫ t
0

||p(·, s)||2H1
0(Ω)ds 6 k

∫ t
0

||p(·, s)||2L2(Ω)ds+ k||u||
2
L2(QT )

+ |p(x, 0)|2L2(Ω)

(6.18)

Para s e λ suficientemente grandes e fixos temos pelo caṕıtulo anterior que existe uma

constante positiva tal que C̄ 6 e−2sα. Logo, de (5.56) (do caṕıtulo anterior) segue que

C̄||u||2L2(QT ) 6 C|p0|
2
L2(Ω). (6.19)

Fazendo

k1 =
C

C̄
e C1 = [kk1 + 1]|p0|

2
L2(Ω), (6.20)

segue de (6.18) e (6.19) que∫
Ω

|p(x, t)|2dx+

∫ t
0

||p(·, s)||2H1
0(Ω)ds 6 k

∫ t
0

||p(·, s)||2L2(Ω)ds+ C1. (6.21)

Definamos por

γ(s) = ||p(·, s)||2L2(Ω) +

∫s
0

||p(·, r)||2H1
0(Ω)dr 0 6 s 6 t (6.22)

e como ||p(·, s)||2L2(Ω) 6 γ(s), segue de (6.21) que

γ(s) 6 k
∫s

0

γ(r)dr+ C1 0 6 s 6 t. (6.23)

Segue da desigualdade de Gronwall que

γ(s) 6 C1e
ks ∀0 6 s 6 t. (6.24)

Portanto,

γ(s) 6 C1e
ks 6 C1e

kT = C2. (6.25)

Logo, ∫
Ω

|p(x, t)|2dx+

∫ t
0

||p(·, s)||2H1
0(Ω)ds 6 C2 ∀0 6 t 6 T . (6.26)



Caṕıtulo 6. Controlabilidade Nula para o Sistema Não Linear 83

Por outro lado como H1
0(Ω)

c
↪→ L2(Ω), então existe C tal que

|| · ||H1
0(Ω) 6 C|| · ||L2(Ω). (6.27)

Lembrando que se h ∈ H−1(Ω), temos:

||h||H−1(Ω) = sup
||v||61

{〈h, v〉 : v ∈ H1
0(Ω)}

Dado v ∈ H1
0(Ω) com ||v||H1

0(Ω) 6 1, lembrando que existe c0 tal que |M∇p| 6 c0|∇p| e

usando (6.19), (6.26) e (6.27) temos

|〈pt, v〉| = |〈−Ãp− f(p̄)p−∇p · ~b+ χωu, v〉|

6 |〈Ãp, v〉|+ |〈f(p̄)p, v〉|+ |〈∇p · ~b, v〉|+ |〈χωu, v〉|

6

∣∣∣∣∫
Ω

M∇p ·M∇vdx
∣∣∣∣+M ∣∣∣∣∫

Ω

pvdx

∣∣∣∣+ |~b|∞
∫
QT

|∇p||v|dx+
∫
Ω

|χωuv|dx

6

(∫
Ω

|M∇p|2dx
) 1

2
(∫
Ω

|M∇v|2dx
) 1

2

+M|p(·, t)|L2(Ω)|v|L2(Ω)

+|~b|∞|p(·, t)|H1
0(Ω)|v|L2(Ω) + |u|L2(Ω)|v|L2(Ω)

6 c2
0|p(·, t)|H1

0(Ω)|v|H1
0(Ω) +MC|p(·, t)|L2(Ω)|v|H1

0(Ω) + C|~b|∞|p(·, t)|H1
0(Ω)|v|H1

0(Ω)

+C|u|L2(Ω)|v|H1
0(Ω)

6 (c2
0|p(·, t)|H1

0(Ω) +MCC
1
2
2 + C|~b|∞|p(·, t)|H1

0(Ω) + Ck
1
2
1 |p0|L2(Ω))|v|H1

0(Ω)

(6.28)

Fazendo C3 =MCC
1
2
2 + Ck

1
2
1 |p0|L2(Ω) e C4 = (c2

0 + C|~b|∞) temos que

|pt(·, t)|H−1(Ω) 6 C4|p|H1
0(Ω) + C3 (6.29)

Dessa forma elevando ao quadrado e integrando em [0, T ] temos

|pt|L2(0,T ;H−1(Ω)) 6 2C2
4||p||

2
L2(0,T ;H1

0(Ω)) + 2C2
3T (6.30)

Como ||p||2
L2(0,T ;H1

0(Ω))
6 C2, podemos considerar M1 = (2C2

4C2 + 2C2
3T)

1
2 . Logo, segue de

(6.30) que

||p||W1 6M1 (6.31)

Provemos que Φ(p̄) é fechado para cada p̄ ∈ B. Tomando p̄ fixo em B, e pegando

uma sequência (pn) ⊂ Φ(p̄) convergente fortemente em L2(QT ) para algum p ∈ L2(QT ),

i.e.

pn → p forte em L2(QT )
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Segue imediatamente da definição de Φ(p̄) que cada pn satisfaz∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(pn)t +A(t)pn + f(p̄)pn = χωun em QT

pn(y, t) = 0 em ΣT

pn(y, 0) = p0(y) em Ω

(6.32)

∫
QT

e−2sαφ−3u2
ndxdt 6 C

∫
Ω

|p0|
2dx (6.33)

Mas temos que existe C̄ > 0 tal que C̄ 6 e−2sαφ−3 e fazendo k = C
C̄

obtemos∫
QT

u2
ndxdt 6 k

∫
Ω

|p0|
2dx. (6.34)

Portanto,

||un||
2
L2(QT )

6 k||p0||
2
L2(Ω). (6.35)

De (6.35) segue que (un) é limitada em L2(QT ) o qual é reflexivo, dessa forma existe

subsequência ainda denotada por un fracamente convergente, ou seja, existe u ∈ L2(QT )

tal que

un ⇀ u fracamente em L2(QT ).

Lembrando que pn ∈ B, dessa forma temos

||pn||L2(0,T ;H1
0(Ω)) + ||(pn)t||L2(0,T ;H−1(Ω)) 6M1.

Logo pn é limitada em L2(0, T ;H1
0(Ω)) e (pn)t é limitada em L2(0, T ;H−1(Ω)), e sendo

ambos os espaços reflexivos, temos que existem subsequências ainda denotadas por pn e

(pn)t, e p ∈ L2(0, T ;H1
0(Ω)) com pt ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)) tais que∣∣∣∣∣∣∣∣∣
pn ⇀ p fracamente em L2(0, T ;H1

0(Ω))

(pn)t ⇀ pt fracamente em L2(0, T ;H−1(Ω))

pn −→ p fortemente em L2(QT )

(6.36)

Pois as derivadas são no sentido das distribuições e temos as imersões: L2(0, T ;H1
0(Ω)) ↪→

D(QT ), L
2(0, T ;H−1(Ω)) ↪→ D(QT ) e a unicidade do limite garante a segunda con-

vergência acima. Segue do Teorema 1.1.8 (Aubin-Lions) a última convergência em (6.36).

Passando ao limite em (6.32) e (6.33) quando n→∞, segue de (6.36) que∣∣∣∣∣∣∣∣∣
pt +A(t)p+ f(p̄)p = χωu em QT

p(y, t) = 0 em ΣT

p(y, 0) = p0(y) em Ω

(6.37)
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no sentido fraco e ∫
QT

e−2sαφ−3u2dxdt 6 C
∫
Ω

|p0|
2dx. (6.38)

Logo, temos que p ∈ Φ(p̄). Dessa forma temos que Φ(p̄) é fechado em L2(QT ), sendo

B um subconjunto compacto de L2(QT ) e Φ(p̄) subconjunto de B, temos que Φ(p̄) é

compacto em L2(QT ).

Provemos que Φ tem gráfico fechado. Considere p̄n → p̄ e pn → p fortemente em L2(QT )

com pn ∈ Φ(p̄n). Nosso objetivo é mostrar que p ∈ Φ(p̄). Dessa forma segue que pn

satisfaz ∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(pn)t +A(t)pn + f(p̄n)pn = χωun em QT

pn(y, t) = 0 em ΣT

pn(y, 0) = p0(y) em Ω,

(6.39)

no sentido fraco, com ∫
QT

e−2sαφ−3u2
ndxdt 6 C

∫
Ω

|p0|
2dx, (6.40)

para algum un ∈ L2(QT , e−2sαφ−3). Para k1 como em (6.20) temos que

||un||
2
L2(QT )

6 k1||p0||
2
L2(Ω). (6.41)

Note ainda que pn ∈ Φ(p̄n) ⊂ B, portanto

||pn||L2(0,T ;H1
0(Ω)) + ||(pn)t||L2(0,T ;H−1(Ω)) 6M1 (6.42)

Segue de (6.41) e (6.42) que∣∣∣∣∣∣∣∣∣
un é limitada em L2(QT )

pn é limitada em L2(0, T ;H1
0(Ω))

(pn)t limitada em L2(0, T ;H−1(Ω))

(6.43)

Portanto, existem u ∈ L2(QT ), p ∈ L2(0, T ;H1
0(Ω)) com pt ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)) e sub-

sequências ainda denotadas por (un),(pn) e (pn)t tais que∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

un ⇀ u fracamente em L2(QT )

pn ⇀ p fracamente em L2(0, T ;H1
0(Ω))

(pn)t ⇀ pt fracamente em L2(0, T ;H−1(Ω))

pn −→ p fortemente em L2(QT ).

(6.44)

Veja que como temos ∣∣∣∣∣∣ p̄n −→ p̄ fortemente em L2(QT )

pn −→ p fortemente em L2(QT )
(6.45)
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então ∣∣∣∣∣∣ p̄n −→ p̄ q.t.p. em QT

pn −→ p q.t.p em QT
(6.46)

Segue da continuidade de f que∣∣∣∣∣∣ f(p̄n) −→ f(p̄) q.t.p. em QT

f(p̄n)pn −→ f(p̄)p q.t.p em QT
(6.47)

Usando (6.27) teremos que∫
QT

|f(p̄n)pn|
2dxdt 6 M2

∫
QT

|pn|
2dxdt

= M2

∫T
0

∫
Ω

|pn(x, t)|
2dxdt

= M2

∫T
0

||pn(·, t)||2L2(Ω)dt

6 M2

∫T
0

C2||pn(·, t)||2H1
0(Ω)dt

= M2C2||pn||
2
L2(0,T ;H1

0(Ω))

6 M2C2M1 = K

(6.48)

com K independente de n. Segue do Lema 1.1.2 (Lions), de (6.47) e (6.48) que

f(p̄n)pn ⇀ f(p̄)p fracamente em L2(QT ) (6.49)

Donde conclui-se que p satisfaz∣∣∣∣∣∣∣∣∣
pt +A(t)p+ f(p̄)p = χωu em QT

p(y, t) = 0 em ΣT

p(y, 0) = p0(y) em Ω

(6.50)

no sentido fraco e ∫
QT

e−2sαφ−3u2dxdt 6 C
∫
Ω

|p0|
2dx (6.51)

Portanto, p ∈ Φ(p̄). O que finaliza a prova do Lema.

Decorre imediatamente do Lema 6.0.2 e do Teorema de Kakutani que existe p ∈ B tal

que p ∈ Φ(p), isto é, existe u ∈ L2(QT ; e−2sαφ−3) ⊂ L2(QT ) tal que p é solução de (6.1)

e

p(x, T) = 0 q.t.p em Ω
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