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Resumo

Nesta dissertacao é estudado um método de ponto proximal para minimizagao da diferenca
de duas fungoes convexas (Fungoes DC). O algoritmo apresentado baseia-se no mesmo
processo do algoritmo do ponto proximal classico, onde a partir de um ponto inicial dado,
gera-se uma sequéncia de pontos a qual seus pontos de acumulacao sao pontos criticos
da funcao objetivo, sob hipdtese de limitacao da mesma. Usando o método do ponto
proximal para fungoes DC apresentaremos uma demonstragao da convergéncia linear do
método do ponto proximal classico para fungoes fortemente convexas.

Palavras-chave:Problema de Minimizac¢ao, Método do Ponto Proximal, Fungoes DC.



Abstract

In this work is studied a proximal point method for minimizing the difference of two con-
vex functions (DC functions). The present algorithm is based a the same process as the
classical proximal point method, where from a given starting point it generates a sequence
whichets cluster points are critical point of the objective function. By using a proximal
point method for DC functions it is showr a proof of linear convergence of the classical

proximal point method.

Keywords: Minimization Problem , Proximal point method, DC Functions.
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Introducao

Neste trabalho consideramos o problema de otimizacao nao necessariamente convexa,
denotado por:

min f(x).

Se a funcao f : R — R é dada pela diferenca de duas funcoes convexas, f(x) =
g(x)—h(x), neste caso denominamos este problema de Otimizagao DC, com g, h: R* —
R funcoes convexas. Quando h é identicamente nula, retornamos ao caso classico de
minimizagao convexa. Problemas de otimizacao DC tem um grande niimero de aplicagoes,
como nas areas: economia, engenharia, programacgoes geométricas e outros campos de
aplicac¢oes que podem ser vistos em[16, 17, 3].

O método cléssico do algoritmo de ponto proximal (PPA) é uma 6tima ferramenta que
auxilia na resolucao de problemas em otimizacao convexa irrestrita denotado por:

i X
min @ (x),

com @ : R™ — R, onde o algoritmo gera uma sequéncia {x"} dada por

Kk argmin, cgn {(p(x) + Yil|x — kaZ} )

sendo {yx} uma sequéncia de niimeros reais positivos. Este método foi introduzido inici-
almente por Martine [9] em 1970 e desenvolvido posteriormente por Rockafeller [11] em

1976 para encontrar zero de um operador mondétono maximal T com o seguinte algoritmo,
0 € i T(xFH) +xMt —xk, (1)

Em particular se T(-) = 0¢@(-), onde 0@ denota o subdiferencial de uma funcao convexa,

entdo (1) é equivalente a

1
k+1 _ : K2
X —arggrel]ggl{cp(XH Ck||X x|l }

1



Contetdo 2

Mais tarde o método foi desenvolvido em véarios contextos como podemos ver em [5, 6].
Alguns métodos para resover problemas de otimizagao DC sao variagoes do PPA como
podemos ver em: Sun et al.[15], Moudafi e Maingé[10], e recentemente Souza et al.[12].
Nos estudos feitos por Souza foi verificado o PPA para funcoes DC em variedades de
Hadamart como podemos ver em [12, 14].
Iremos trabalhar baseado nos estudos feitos por Souza et al.[13], para o caso em que

f: R™ — R. Assim o algoritmo sera definido da seguinte forma:

dado x’ € R™, calcular
wk e dh ((x¥) e

1
X< = argmin < g (x) — (W5, x —x¥) + —|| x —x* |* 1,
2Ax

onde {Ax} é uma sequéncia de nimeros reais positivos tal que liminf Ay > 0, onde mos-
traremos que a sequéncia quando limitada seus pontos de acumulacao sao pontos criticos
da fungao objetivo.

No capitulo 1 apresentaremos alguns resultados sobre convexidade, otimizacao e funcoes
DC. No capitulo 2 apresentaremos o algoritmo, do qual mostraremos sua boa definicao e
analise de convergéncia, bem como uma aplicacao sobre a convergéncia linear do método

para o caso fortemente convexo. E por ultimo apresentaremos as consideracoes finais. .



Capitulo 1

Nocoes Preliminares

Apresentaremos agora as defini¢oes e resultados bésicos que serao utilizados no decorrer

deste trabalho, essenciais para o desenvolvimento do mesmo.

1.1 Nocoes de Otimizacao

Dado uma fungao f : R — R, o problema de minimizagoa da funcao f irrestrito sera
denotado da seguinte maneira:

min f(x). (1.1)

xeR™

Definicao 1.1. Seja f: R™ — R -

(a) Um ponto x € R™ é minimizador global de f,se
f(x) < f(x), VxeR™
(b) Um ponto x € R™ € minimizador local de f,se existe uma vizinhaga U de X tal que
f(x) < f(x) Vxe R"NU.
(c) Seja z € [—o0, +00) definido por,

zZ= X1€nﬂ£n f(x)

¢ chamado de valor dtimo do problema (1.1).
(d) O conjunto de nivel da fungio f: R™ — R associado a ¢ € R, € o conjunto dado
por

Li(c) ={x € R" [ f(x) < c}.

3
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(e) A fungdo f € continua no ponto x € R™, quando para toda sequéncia {xk} C R™ tal
que X — X, tem-se

lim f(x*) = f(x).

k—o0
A funcao f € continua quando ela € continua em todos os pontos do R™.

Observagao: A soma de fungoes continuas € continua.

Teorema 1.1. (Teorema de Weierstrass) Sejam f: R™ — R uma fung¢do continua e C
um conjunto compacto nao vazio. Entao o problema de minimizar £ em C tem solucdo

global.

Corolario 1.1. Seja f: R™ — R continua. Se 3¢ € R tal que o conjunto de nivel L¢(c)

seja nao vazio e compacto. Entdo o problema de minimizar f tem uma solucao global.

Demonstragao. De fato, do Teorema (1.1) existe X € L¢(c) tal que f(x) < f(x), Vx €

L¢(c). Agora se x ¢ L¢(c) entao f(x) > ¢ > f(x). Portanto existe um minimo. a

Definiremos agora o conceito de funcao coerciva que serd til para mostrar a boa

definicao do algoritmo.

Definigcao 1.2. A func¢ao f: R™ — R € coerciva se lim f(x) = 4o0o0.

x| =00
Exemplo 1.1. Dado x° € R"™, se f ¢ limitada inferiormente. Entdo a funcdo F: R™ —
R dada por
1
F() = )+l x—xo

€ coerciva .
De fato: como f € limitada inferiormente existe um M € R tal que M < f (x),Vx € R™.

Assim,

1 1
lim F(x)= lim (f(x)+ ] x—x 1) > lim M+ 2] x =% 1?) = +o0.

lIx[|—+o0 lIx[|—=+oc0 [[x[| =00

Portanto, F € coerciva.

O resultado que apresentaremos a seguir ird nos auxiliar a provar a boa definicao do

algoritmo.

Teorema 1.2. Seja f : R — R uma funcdo continua e coerciva. Entao, o problema

(1.1) possui uma solugao.
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Demonstracao. Seja X € R™ e definamos o seguinte conjunto de nivel
Lef(x) ={x € R™: f(x) < f(X)} .

Note que L¢f(x) # (), pois X € L¢f(X). Se mostrarmos que L¢f(X) é compacto, como f é
continua, o resultado seguird do Corolario (1.1).
Suponha, por absurdo, que L¢f(X) seja ilimitado. Desta forma existird uma sequéncia
{x*} C L¢f(x) tal que

Jim[x|| = +oo.
Como {x*} C Lf(%), entao f(x*) < f(x). Da coercividade de f e de ||x*|| = +oco temos

f(x) > f(x*) = +oo0,

o que é absurdo. Logo L¢f(X) é limitado.
Agora suponha por absurdo que L¢f(X) seja nao fechado. Entao vai existir uma seqéncia
{x*} C Lef(x) tal que x* — X, mas x ¢ L¢f(X), assim temos que f(x) > f(x). Por outro

lado, dacontinuidade de f temos

. k < T —
I, O < i, 70

dai f(x) < f(x), implicando que X € L¢f(Xx). O que é absurdo. Portanto L¢f(x) é fechado.

Desta forma concluimos que L¢f(X) é compacto. Logo segue-se o resultado. O

Teorema 1.3. Seja f: R™ — R uma funcdo diferencidvel no ponto x € R™. Se X € um

minimizador local(global) de f, entdo, VF(x) = 0.

Demonstracao. Seja z € R™ qualquer. Como X é um minimo local, 9¢ > 0 tal que
f(x) < f(x + tz) vVt € [0, €].
Da diferenciabilidade de f em X,

f(x + tz) = f(x) + t{V~f(x),z) + o(t)

onde lim ﬂ =0.
t—0t+ t

Dividindo por t > 0, temos que

0< (vi().2) + 2.
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e tomando o limite quando t — 07, obtemos
0 < (Vf(x),2).
Como z € R™ é qualquer, podemos tomar z = —Vf(x). Dai segue-se que
0 < (Vf(x),z) =— || VFf(x) ||
logo V{(x) = 0. O

Iremos agora apresentar o conceito de sequéncia Féjer convergente que ird nos ajudar
mostrar que os pontos de acumulagao da sequéncia gerada pelo algoritmo sao pontos

criticos da funcgao f para o caso fortemente convexo.

Definicao 1.3. Uma sequéncia {Xk} C R™ € dida Féjer convergente ao conjunto nao

vazio U C R™ quando
[u—x""[<u—x*], vueleVkeN.

Exemplo 1.2. Seja {x*} =—L , VneNelU=[l,M] com M >1. A sequéncia {x*} é
Féjer convergente ao conjunto U.
1

1
sendok+1>k= —>—— dai

De fato, dado w e U temos [[u—x*"| = lu+ = , DR

1 1
st gl <t lh= e — x| < =)

Mostrando assim o resultado.
Proposicao 1.1. Se {Xk} C R™ ¢ Féjer convergente ao conjunto nao vazio U C R™,

entao {xk} € limitada. Além disso, se existe uma subsequéncia {xki} de {xk} tal que

xM — x* € U, entdo x* — x*.
Demonstra¢ao. Da definicao de sequéncia Féjer convergente, segue-se que
fu—x*|| < JJu=x*" < ... <lu=x"], Vuel

Logo {x*} est4 contida na bola de centro w e raio || u—x° ||, assim a sequéncia é limitada.
Agora seja {xki} uma subsequéncia de {xk} tal que x — x* € U. Como x* € U temos
que a sequéncia || x* — x* || é decrescnte e nio negativa. Além disso a subsequéncia

| x* =% ||— 0. Daf || x* —x¥* ||— 0, portanto x* — x*. O
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1.2 Conjuntos Convexos e Funcoes Convexas

Apresentaremos agora os conceitos e resultados bésicos de conjuntos convexos e fungoes

convexas.

Definigao 1.4. Um conjunto C C R™ € dito convezo se para todo x,y € C e & € [0, 1],

tem-se ax + (1 — o)y € C.
Exemplo 1.3. Os conjuntos vazio, unitario e o R™ sao conjuntos trivialmente convezos.

Exemplo 1.4. O hiperplano H = {x € R™ : (a,x) < c}, onde a € R™ —{0},c € R ¢
convexo.

De fato, seja x,y € R™ e « € (0,1), entdao

(a,ax) + (a, (1 — a)y)

(a,ax + (1 —a)y)

afa,x) + (1 — «)(a,y)

<ac+ (1 —a)c

I
o

portanto H € convezo.

Proposicao 1.2. Sejam Dy C R™, 1 € I, conjuntos convexos, onde 1 é um conjunto de

indices qualquer. Entao a intersecao D = Nie1Dy também é um conjunto convezo.

Demonstragcao. Sejam x,y € D. Pela definicao de intersecao, x,y € D;. Como os
conjuntos Dy, com 1 € I, sao convexos, segue-se que ax + (1 — a)y € D; para qualquer

x € [0,1] e todo i € I. Lodo ax + (1 — a)y € D, portanto D é convexo. H

Definicao 1.5. Uma fungao f: R™ — R diz-se convera quando para todo x,y € C e
x € [0, 1], tem-se

flox+ (1—a)y) < of (x) + (1 —oa)f(y).

A funcao f diz-se estritamente convezra se a desigualdade acima é estrita para todo
x #yea€ (0,1). A funcdo f diz-se fortemente convera com mddulo y > 0, quando

x,y € Ce a € [0, 1], temos
flox+(1—o)y) <of(x)+(1—o)fly) —ya(l—a) [ x—y|?*.

Observacgao: Se uma funcao f é fortemente convexa implica que ela é estritamente

convexa, e assim convexa. A reciproca nem sempre é verdadeira.
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Exemplo 1.5. A fun¢io f : R™ — R dada por f(x) = (x,X), com x € R™ fizado é
convexa.

De fato, seja x,y € R™ e « € (0,1), entdo
flox) + (1 —ay)) = ((ox) + (1 — ay), %)
o)

(y,%)
= af(x) + (1 —o)f(y) ,

= a(x,X) + (1 —

portanto f € conveza.

Teorema 1.4. A funcdao f: R™ — R € convexa se, somente se, seu epigrafo dado por
Epi(f) ={(x,a) € R™"" | f(x) < o

€ convero.

Demonstragao. Ver [8]. O

O resultado a seguir embora simples de se vereficar serd muito 1til para mostrar a boa

defini¢ao do algoritmo.

Proposigao 1.3. Sejam g, h: R™ — R tais que g é convezra e h estritamente conveza,

entao a fungao g+ h € estritamente conveza.

Demonstragao. De fato, seja f(x) = g(x)+h(x), com g convexa e h estritamente convexa.

Assim dados x,y € R™ e « € [0, 1]. temos

glox+ (1 —ay)) < oag(x)+(1—a)g(y)
h(ox + (1 —ay)) < oh(x) + (1 —x)h(y),
dai somando g + h podemos concluir que f(ax + (1 — ay)) < af(x) + (1 — «)f(y) .
]

Teorema 1.5. Seja f: R™ — R uma funcdo convexa. Entao todo minimizador local
¢ glogal. Além disso, o conjunto dos minimizadores € convero. F se f € estritamente

convexa, nao pode haver mais de um minimizador.

Demonstracao. Suponha X € R™ um minimizador local mas nao global. Entao existe um
y € R™ tal que f(y) < f(x). Definamos x(x)= ay + (1 — &) X, agora pela convexidade

de f, para todo o €(0,1], tem-se
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Tomando « > 0 suficientemente pequeno, nos garante que x(o) é arbitrariamente préximo
de X, e que f(x(x))< f(x) e x(a)e R™. Contrariando o fato de X ser minimo local.
Agora tomando S C R™ o conjunto dos minimizadores globais e v € R o valor 6timo de

f. Assim f(x)=v, Vx &€ S. Tomando x,X € S e « €[0, 1] temos que

flox+(1—a)x) <of(x)+ (1 —a)f(x)

o
=av+ (1 —a)v =y,
assim f (ox + (1 — «)x) =V, logo (ax + (1 — &) X) € S, consequentemente S é convexo.
Supondo agora f estritamente convexa e que X, X € S, X # X minimizadores. Seja
« €(0,1). Assim segue-se f(ax+ (1 —a)x) > f(x) = f(x) = v. Mas pela convexi-
dade estrita temos
flox+(1—oa)x) <of(x)+(1—a)f(x)
=+ (1—a)v=v,

o que gera uma contradicao. Portanto o minimizador é tinico. O
Teorema 1.6. Seja f: R™ — R wma func¢ao convera. Entdao f € continua.

Demonstragao. Ver [7] pag.136. ]

1.3 Funcoes Convexas Diferenciaveis

A seguir veremos alguns resultados que nos serd util na determinagao de fungoes convexas

diferenciaveis.

Teorema 1.7. Seja f: R™ — R convexa e diferencidvel. Entao as propriedades abaizo
sao equivalentes:
(a)A funcao f € convexa.

(b) Para todo x,y € R™ ,
fly) =1 (x)+(Vf(x),y —x).

(c)Para todo x,y € R™,
(Vf(y) = Vf(x),y—x) > 0.
Quando f € duas vezes diferencidvel, as propriedades acima também sdo equivalentes a

(d) A matriz Hessiana de f € semidefinida positiva, isto é

(f"(x)d,d) > 0 vx,d € R™
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Demonstragao. Primeiramente veremos que (a)=(b)=(c).

Suponha f é convexa, assim Vx,y € R™ e o €(0, 1], definindo d =y — x, temos
f(x+ad) =flay+(1—a)x)
<af(y)+ (1 —o) fx),
dai, af (y) — f(x) > f (x + ad) — f (x).

Dividindo os dois lados da por « > 0, e fazendo o« — 0™, obtemos que

fly)—fx) > lim LxHed)=fJ

t—0t X

= (Vf(x),d) = (Vf(x),y—x).

Assim, obtemos a primeira parte. Agora substituindo x por y no item (b), temos que

f(x) = fly) +(Vfy),x—y),

somando a desigualdade com o item (b), concluimos a veracidade de (c).
Vamos mostrar agora que (¢)=(b)=(a).

Sejam x,y € R™. Pelo Teorema do Valor Médio, existea €(0,1) tal que
fly)—fx) =(Vfx+aly—x)),y—x) (1.2)

Usando (c) para os pontos (x + a (y —x)) e x, temos

(Vf(x+a(y—x)),y—x) o YVE(x+aly—x)),xly—x))
o YVT (x), x(y —x))

= <Vf(X) Y _X>'

WV

Combinando esta desigualdade com (1.2), obtemos (b).

Definindo d =y — x, temos

f(x) > f(x+ad) —o(VFf(x+ ad), d), (1.3)
fly) >f(x+ad)+ (1 —a)(Vf(x+ ad),d), (1.4)

onde usando (b) para os pontos x e x + ad; y e x + «d, respectivamente. Multiplicando

(1.3) por 1 —ax > 0 e (1.4) por o« > 0, e somando, obtemos

I—o)f(x)+oaf(y) 21— (f(x+ad)) —a(VFf(x+ad),d)
+o(f(x + ad) + (1 — ) (VF(x + a«d), d))
=f(x+ ad)
=f((1—oax)+ay),
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logo f é convexa.
Suponhamos agora que f seja duas vezes diferencidavel. Mostraremos que (b) <= (d).

Seja x,d € R™ com x fixo. Tomomeos x + «d para todo o > 0 suficientemente pequeno.
Por (b),
f(x + od) — f(x) = o(f'(x), d).

Da diferenciabilidade de f,

Dividindo por «? e tomando o limite quando & — 04, obtemos (d).

Seja x,y € R™ quaisquer. Pelo Teorema do Valor Médio, existe & € (0,1) tal que

f(x) = fly) = (f'(x),y —x)

1
= "+ aly =)y —x),y—x) >0,
onde a desigualdade segue de (d). Portanto, (d) <= (b). O

Para funcoes diferenciaveis fortemente convexas, temos critérios que sao andlogos do

Teorema 1.7 para funcoes convexas.

Teorema 1.8. Seja f: R™ — R conveza e diferencidvel, com derivada continua. Entao
as propriedades abaizo sao equivalentes:
(a)A fungao f € fortemente convexa com mddulo y > 0.

(b) Para todo x,y € R™,
fly) >0+ (VE),y—x) +v [y —x|*.
(c) Para todo x,y € R™,
(VE(y) = Vi), y—x) >2y[ly—x|*.

Quando f € duas vezes diferencidvel, as propriedades acima também sao equivalentes a

(d) A matriz Hessiana de f é definida positiva uniformemente, isto é,
(f"(x)d,d) >2vy[ld[]*  Vx,deR"

Demonstracao. Segue-se de forma similar da demonstracao do Teorema 1.7 O]
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Exemplo 1.6. A funcio f: R™ — R dado por f (x) = || x — %o ||, xo € R™ € fortemente

conveza, consequentemente estritamente convexa.
De fato: basta usarmos o item (d) do Teorema 1.8.

Exemplo 1.7. A funcao f: R — R dada por, f(x) = |x| = max{x, —x} é convera mas
nao diferencidvel em x = 0. Entretando, a mesma possui propriedades muito similares a

funcgoes convexas diferencidveis.

1.4 Funcoes Convexas nao Diferenciaveis

Veremos um pouco de funcoes convexas nao diferenciaveis, haja vista que a diferencia-
bilidade nem sempre é preservada na convexidade, como no caso do supremo de fungoes
convexas.

Os dois resultados apresentados a seguir serao muito 1til para verificar algumas pro-

priedades essénciais do subdiferencial de uma fungao.

Teorema 1.9. Seja f: R™ — R uma funcao convexa. Entdao para todo x € R™, f possui

derivada direcional em cada direcao d € R™. Além disso,
f(x+oad) >f(x)+ of (x;d) Voo € Ry,
onde f' (x; d) representa a derivada direcional de f.
Demonstracao. Em [7] pag. 159. O
Proposicao 1.4. f : R™ — R wuma fun¢ao convera. Entao para quaisquer duas
sequéncias x* — x, d* — d, tem-se que lim kSup f(x*,d¥) < ' (x,d).
—00

Demonstra¢ao. Em [7] pag. 161. O]

Defini¢ao 1.6. Seja f : R™ — R wma funcdao convexa. Dizemos que y € R™ é um

subgradiente de f no ponto x € R™ se
f(z) >f(x)+(y,z—x) VzeR™

O conjunto de todos os subgradientes de f em x é chamado de subdiferencial de f em

X, e denotaremos por

of (x) ={ye R":f(z) > f(x)+(y,z—x) VzeR"}.
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Observacao: No caso em que tomarmos z € R™ como z =x+ «d, onde d € R™, & > 0,
podemos definir o subgradiente como sendo

f(x+ad)—f(x)

y € of (x) & "

> (y,d) VzeR"ea>0,

daf usando o Teorema 1.9 e fazendo & — 0™ temos que

fxd) = tim A=) gy vaern

a—07F (0.4

Assim as seguintes defini¢oes equivalentes:

of(x) ={yeR™|f(z) >f(x)+{y,z—x) VzeR"}
={yeR"|f' (x;d) > (y,d) VdeR"}, (1.5)

Um fato muito importante sobre o subdiferencial na teoria de otimizacao é o que

apresentaremos agora.

Proposicao 1.5. Seja f: R™ — R uma funcdo convexa. Entao x € um minimizador de

f se, somente se, 0 € Of(x).

Demonstracao. De fato, seja X um minimizador de f e z € R™ qualquer, entao
f(x) < f(z) < (0,z—x) +f(x) < f(z),
garantindo assim o resultado desejado. O

Mostraremos que para uma funcao convexa definida em todo o espaco, seu subdiferenc-
cial é compacto, convexo e nao vazio. O fato de ser nao vézio ird ajudar na demonstragao

do algoritmo.

Teorema 1.10. Seja f : R™ — R wuma fun¢ao convera. Entdo Vx € R™, o conjunto

of (x) € convexo, compacto e nao vazio.

Demonstracao. Como
of (x) ={yeR"|(y,d) <f'(x;d) vd € R}
=Naern{y € R™ | (y,d) < ' (x;d)},

¢ uma intersecao de semiespacos fechados e convexos, portanto é fechado e convexo. Vamos

mostrar agora a limitacao, caso 0f (x) = (), entao ele é limidado trivialmente. Suponha
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que 0f(x) nao seja limitado, logo existird {yk} C of (x) tal que || y* ||— oo. Para todo
y*

fy* [l

Assim obtemos de (1.5) que

k tomemos d* = Sem perda de generalidade, podemos admitir que d* — d.

"l = (y*, d*) < ' (x;d¥),

portanto

lim sup [[y*| < lim sup ' (x;d*) < f'(x;d) < +oo,

k—o0 k—o0

onde a segunda desigualdade segue da Proposi¢io 1.4, contradizendo o fato de que |[y*|| —
00, portanto Of (x) é limitado. Finalmente mostraremos que 0f (x) # ). De fato, de (1.5)
podemos concluir que

f (x:d) > .d).
(x; d) y?%%)(y )

Suponhamos que

' (x;d) > (y,d) Yy € of (x).

Definamos os seguintes conjuntos:
D ={(z,c) eR"xR|c>f(z)}

c="1(x)+ of (x;d),
Dy =< (z,c) e RxR|
z=x+ad, xR,

E claro que D5 é convexo. O conjunto D; é o epigrafo de f sem sua fronteira, logo também
CONnvexo.

Se D; N Dy # (), teriamos que
f(x+oad) <f(x)+f (x;d)

para algum o € R, em contradicdo com o Teorema 1.9. Portanto D; N Dy = 0.
Pelo Teorema da Separagao (Ver [7] pag. 104), existe um certo (u, ) € R™ x R\ {0} tal

que

(u,z) +Bc < (u,x+ad)+ B (f(x)+ of’ (x;d))
Vze R",VaeR,,Vc>f(z). (1.6)

Se 3 = 0, terfamos que

(u,z) < (u,x+ad) VzeR",
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o que s6 ocorre se uw = 0. Como (u, ) # 0, conclui-se que 3 # 0.
Supondo 3 > 0. Entao escolhendo z =x e a« = 0 em (1.6), temos que c < Bf(x) para
todos os ¢ > f(x), o que é uma contradicao.

Assim 3 < 0. Dividindo os dois lados em (1.6) por 3 < 0, obtemos

c+ (u/B,z—x) = f(x)+ of’ (x;d) + a(u/p,d)
Vz € R" e Vo € Ry, Ve > f(z) . '

Tomando os limites « — 0 e ¢ — f(z) ., temos que
f(z) > f(x) —(u/B,z—x) vz € R™,
ou seja, —u/p € of (x), pela definicao de subgradiente. Em particular, of (x) # 0. ]

Para o caso da fungao ser diferenciavel, o seu subdiferencial se reduz a um tinico ponto.
E usaremos este fato para mostrar a convergéncia linear do método para o caso fortemente

convexo.

Proposicao 1.6. Uma funcdo f: R™ — R ¢ diferencidvel no ponto x € R™ se, somente

se, o congunto Of (x) contém um so elemento. Neste caso, Of (x) ={Vf(x)}.
Demonstracao. Seja f diferenciavel no ponto x € R™. Pelo Teorema 1.7 temos:
f(z) >f(x)+(Vf(x),z—x) VzeR"

ou seja, VT (x) € of (x)
Agora tomemos y € 0f (x). Para todo d € R™,

flz) +(y,d) <flx+d)
—f(x)+ (VF(x), &) +o(|d])
logo
(y—Vf{x),d)<o(lld]),
tomando
ax — y — Vf(x)
kKily=VFx) |’

temos que d¥ — 0(k — o00) e

fy—=VIiQx) | /k<o([1/k ),
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o que s6 ocorre quando y — Vf (x) = 0. Consequentemente 0f (x) = {Vf (x)}.
Seja of (x) ={y}. Pelo Teorema 1.10

' (x,d) =(y,d) deR™

Tomando d os elementos da base canénica do R™, tem-se que y; = 0f (x) /0xi,1=1,..n.
Temos que f’(x,d) é uma fungao linear em d de forma (Vf(x),d), o que implica a

diferenciabilidade de f em x. O

Defini¢ao 1.7. Um operador ponto-conjunto T : R™ — P(R™) € dito mondtono ( forte-
mente mondtomo mddulo p > 0 ) quando para quaisquerx,y € R*,ueT(x) e ve T(y)
tem-se que

u—v,x—y) =0 ((u—v,x—y)=plx—y|?).

Teorema 1.11. Seja 0f : R™ — P(R"), onde f é uma func¢do convexa. Entdo 0f é um

operador ponto-conjunto mondtono.

Demonstragao. De fato, seja x,y € R™ e § € 0f(x) e n € 0f(y). Da definicao de

subdiferencial temos

(Ey—x) <fly)—Ffx) e —My—x) =Mn,x—y) <f(x)—~1(y),

somando as desigualdades temos

(&y—x)—M,y—x) <0,

logo

Portanto, of é um operador mondétono. O

De forma semelhante verifica-se que se f é fortemente convexa, entao 0f é fortemente
monotono.
A seguir mostraremos que o subdiferencial de uma fungao convexa é limitado em

cunjuntos limitados e que tem certas propriedades de continuidade no seguinte sentido.

Proposicao 1.7. (Continuidade do Subdiferencial) Sejam f: R™ — R uma func¢ao
conveza e {x*} limitada com y* € 3f (x*) para todo k, entio a sequéncia {y*} é limitada.

Além disso, se x* — x, entdo todos os seus pontos de acumulacio de {y*} pertencem a

of (x).
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Demonstragio. Suponha que {x*} seja limitada e {y*} C R™ tais que y* € 9f (x*) para
K

todo k e |[y*|| — oo(k — o0). Definindo d* = ||3k|| e tomando subsequéncias se

necessario, podemos admitir que x* — x e d* — d(k — oo), sendo ||d|| — 1. Do

Teorema (1.10),

f'(x*, d*) > (y*, d*) = y"| = +oo.
Por outro lado, pela Proposicao (1.4),

lim sup f'(x*, d*) < f'(x,d) < +oo.

k—o0
O que gera uma contradicio, portanto 0f(x*) é limitado e consequentemente {y*}.

Como y* € of (xk), pela relacao (1.5) temos que
f (x5 d) > (y*,d) VvdeR™

Seja y € R™ qualquer ponto de acumulacao de {yk}, isto é, existe y®¥ — y. Tomando

o limite superior com j — oo na relagao acima, temos que

(y,d) <lim sup f'(x*,d) <f'(x,d) VdeR",
k—> 00

daf novamente da relagao (1.5) conclui-se que y € of (x) . O

Proposigao 1.8. Sejam fi : R™ — R,1=1,2,...,p funcgoes convezras. Entao

i=1 i=1

Demonstracao. E suficiente provar o resultado para p = 2. Seja f : R®™ — R, onde
f(x) =fi (x) 4+ f2 (x).
Supondo que y' € 9f; (x),1i = 1,2, temos que

Somando as duas desigualdades, obtemos

f(z) =fi(z) +1f2(2)
> f1(x) +f2 (x) + (y' +y%,z—x)

f(x)+ ' +y*%z—x),

o que verifica que y' +y? € of (x). Portanto

ofy (x) + 0fy (x) C of (x).
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Suponhamos agora que Of (x) ¢ 0f; (x) + 0fa (x), isto é, que exita um y € 0f (x) tal
que y ¢ 0fy (x) + 0fy (x). Do Teorema 1.10 temos que os conjuntos 0f; (x) e 0fy (x) sdo
convexos, compactos e nao vazios. Portanto 0f; (x) 4+ 0f, (x) é convexo, compacto e nao
vazio. Como y ¢ 0f; (x) + 0fq (x), pelo Teorema da Separagao Estrita (ver [7] pag. 105),

existem a € R™\ {0} e ¢ € R tal que
(a,y' +yd) <c < {a,y) Yy € of; (x),i=1,2.
Portanto, usando o Teorema 1.10, obtemos que

(ya) >  sup (Y '+v*aq)
ytedfi(x),i=1,2

= sup (yLa)+ sup (Y’ a)

yledfi(x) y2€dfa(x)
1 2
= max ,a) + max ,a
yleafl(x)<y > yQGafg(X)<y >
=f, (x;a) + f, (x; a)
=f'(x;a).
Mas esta desigualdade contradiz o fato de y € of (x). O]

1.5 Otimizacao DC

A Otimizagao DC é um campo interessante e importante em otimizagdo nao convexa.
Isto porque varios problemas de otimizacao podem ser reescritos como problemas de oti-
mizacao DC. Além disso, um grande ntimero de fungdes podem ser representadas como a
diferenca de fungoes convexas pois um resultado muito importante é o fato de que toda
funcao de classe C? tem uma representacao DC, embora nao haja uma representacao geral
desta forma, bastando exibir uma representacao DC. Estas fungoes sao bastantes interes-
sante e importante da otimizacao nao convexa, pelos seus aspectos tedricos e também pelo
grande nimero de aplicagoes.

A seguir mostraremos alguns exemplos de fungoes DC.

4

Exemplo 1.8. Considere a fungao f: R — R dada por, f(x) = }lx — %XQ. Note que f

_ 1.2
= 5%

¢ wma fung¢ao DC, onde g(x) = 1x* e h(x)
E também f'(x) =x3 —x =0 x =0 ou x = £1, logo estes serdo seus pontos criticos.
Além disso £ ndo € convera, pois nem sempre f(x) = 3x*> —1 > 0. Como podemos

verificar este fato observando o seu grdfico (epigrafo).
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Exemplo 1.9. Seja f1,f3 : R — R, com fi(x) = | x| e fa(x) =] x+1|. Temos
que f1 — fy também nao € convexa, embora suas componentes sejam, como vemos em seu

grdfico (epigrafo) logo abaizo

Definigao 1.8. Seja f: R™ — R uma funcao DC. Um ponto x* € R™ € dito critico de
f se Oh(x*) N og(x*) # 0.

No caso de termos 0f(x*) C 0g(x*) — 0h(x*), temos que x* é um minimo global.

Nas seccoes seguintes serao apresentadas algumas propriedades das fungoes DC.

1.5.1 O Espaco das funcoes DC

Veremos algumas propriedades basicas de funcoes DC e mostrar que elas sao fechadas para
algumas operacoes usuais em otimizacao. E facil ver que o espaco das funcoes convexas

esta contido no espago das fungoes DC.

Teorema 1.12. Seja f,f; (i =1,2,...,m) funcoes DC. Entao as sequintes funcoes também
sao DC:
m
(a)Z Aifi (x) para algum nimero real Ai;
i=1
(b)maxizl,...,mfi (x) e ming—y, mfi(x)
(o) f(x) [, ft :=max{0,f; (x)},f :=min{0, f; (x)};
m
(d) o produto Hfi (x).
i=1
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Demonstracio. (a). E imediato.

(b). Seja f; = gi —hy, (1 =1,...,m) uma decomposicao de fungées DC de f;. Entao:

fi=gi+ Z hj_Zh)'7
SL =

max fizmax{gi—k Z hj}—Zhj
j=1,j#i j=1

que ainda é uma funcao DC, desde que o maximo, assim como a soma de um nimero
finito de fungoes convexas sejam funcgoes convexas. De forma andloga se mostra que o
min f; também o é.

(¢).Como f = g—h com g, h convexas. Tomemos | f |= 2max{g, h} — (g + h) que é uma
decomposicao DC de | f |. Assim os casos de fTe f~ segue-se diretamente do item (b).
Para mostrar (d) vejamos as fungdes como sendo f; = T+~ | do ponto de vista do item
(¢) pode-se reduzir a encontrar uma decomposigao DC para um produto de fungoes DC

nao negativa, f; = g; — hy com gie h; ndo negativas e convexas, para i =(1,2). Entao,

fifo=(g1—h1). (g2 —ho) =
=1 [+ 1) + (91 + 620 = 3 [(91 + o) + (g5 + ho)

¢ uma decomposicao DC de f;.fy, desde que o quadrado de uma funcao nao negativa
m

convexas seja convexa. O rersultado de | | fi (x) segue-se por inducao. O

i=1
Definicao 1.9. Uma funcao f: R™ — R € localmente DC' em xq se existe uma vizinhaga

Vi, onde f é DC em V.

Proposicao 1.9. Toda func¢ao localmente DC' é DC.

Demonstracao. Ver Harmart [2]. O
Outra classe interessante de funcoes DC é a classe das funcoes C2.

Proposicao 1.10. Toda funcao f: R™ — R de classe C? é DC.

Demonstragao. Os elementos da Hessiana V2f de f sdo limitados em toda vizinhanca
fechada de B [xo, €]. Logo, para u > 0 suficientmente grande, a funcao f(x) + || x ||2 é
convexa em B [x, €], desde que a Hessiana V2f + 2ul é semidefinida positiva em B (xg, €)
para i suficientemente grande. Entdo (f (x) + p/| x HQ) — || x ||* ¢ DC em B [xo, €]. Dai
pelo Proposicao 1.9 f é DC. O
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Outros exemplos de fungoes DC sdo as fungoes do tipo CH( fungoes diferencidveis cujo o
gradiente é Lipschitz) e as lungoes lower-C%. E também temos que o espago das fungoes

DC é denso no espago das funges continuas em compacto, (ver [12]).

Proposicao 1.11. Seja f: R™ — R DC e g: R — R conveza. Entao a composta gof
¢ DC.

Demonstragao. Ver [1] O

Teorema 1.13. O quadrado da funcao distancia de um ponto x € R™ a um subconjunto

fechado nao vazio S C R™, denotado por d% (x) é DC.
Demonstracao. Temos que

d2(x) =inf{|x—y|*:yeS}
=[x [ +inf{— | x[*+[x—y|*:y €S}
=[x [P =sup{lx "= x—y |’ :y €S}
=[x [I* = sup {20 y) = [y [I*:y € S}
A norma de g (x) = || x ||* é convexa e a funcio h(x) := sup {2(x,y) — |y |*:y € S}

é o supremo local de uma familia de fungoes afins, logo é convexa. Portanto, d% (x) é

DC. [l



Capitulo 2

Algoritmo de Ponto Proximal

Neste capitulo apresentaremos um algoritimo proximal para minimizar a classe de funcoes
DC, onde dado um ponto xo € R™ encontra-se uma sequéncia {x"} C R™ a qual se ela
for limitada os pontos de acumulagao sao os critico da funcao objetivo. Os resultados
apresentados neste capitulo foram demonstrados em [12, 13] para o caso das fungoes DC

f:R™ — R U{+o0}.

2.1 O Algoritmo

Seja f: R™ — R uma fungao DC limitada inferiormente, onde f(x) = g(x) — h(x).

Algoritmo 1. Passo 1: Dado um ponto x° € R™ e uma sequéncia de nimeros positivos

limitada Ay tal que liminf Ay > 0. Para k =1,2, ...,

Passo 2: Calcular
wk € oh (x¥) (2.1)
Passo 8: Calcular

1
X<t :arggglipg{g(x)—(wk,x—xk>+ﬂ||x—xk ||2} (2.2)

Passo 4: Se x* =x**1, pare. Caso contrdrio, defina k :=k+ 1 e retorne ao passo 2.
Observagao: Quando h(x) = 0, teremos exatamente o algoritmo ponto proximal cldssico

para fungoes convexas.

22
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2.2 Boa Definicao do Algoritmo

Mostraremos que o algoritmo proposto esta bem definido.

Teorema 2.1. O Algoritmo 1 esta bem definido.

Demonstrag¢ao. Provaremos por inducao sobre k. Para k = 0 é verdadeiro.

valido para k, ou seja, existe x¥, temos também que existe
w¥ € dh (x¥),

pois o subdiferencial de uma funcao convexa é nao vazio. Seja

1
fie (x) = g (x) — (W*, x — x5) + = x —x* ||,
2

Suponha

como T (x) é limitada inferiormente existe M € R tal que M < f (x). Da convexidade de

h, temos

assim M < f(x) = g(x) — h(x) < g(x) — h(x¥) — (Wk, x —x*). Somando %
K

em ambos os lados da desigualdade teremos,

1
fio (x) = M+ h(x*) + = x —x* ||,
2Ax

logo garantimos que

lim fy (x) = oo.
[Ix||—o0

I —x* ||

2

Portanto, sendo fy (x) continua e coerciva, entao pelo Teorema 1.2 garantimos a existéncia

de um minimo. Sendo (w*

.- —xX), g(+) convexase || - — x¥ || estritamente convexa temos

que fy (x) é estritamente convexa, logo pelo Teorema 1.5 0 minimo é Uinico, ou seja, existe

um tnico x**1. Assim, {x*} estd bem definido.

2.3 Analise de Convergéncia

Apresentaremos agora os resultados de convergéncia do algoritmo.

k+ k+1

Proposigao 2.1. (Criterio de Parada) Se x* = x**1 entdo x

de f.

]

€ um ponto critico
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Demonstragao. De (2.2) temos que

1
= a[g(xk+1) _Wk + A_(XkJrl _Xk)]a
k

logo

wk € 9[g(x ) + }\—1k(xk+1 —xM)], (2.3)

assim se x* = x*1 segue-se de (2.1) e (2.3) que w* € dh (x*) N dg (x*), dai x**! é um

ponto critico de f. O
Apartir de agora, vamos considerar que x* # x**1, VvV k € N.
Teorema 2.2. A sequéncia {f(xk)} ¢ estritamente decrescente.
Demonstragao. De (2.1) e da convexidade h temos que
h (x*1) = h (xF) + (wh, x*—x¥), (2.4)

por outro lado de (2.2) temos

g (Xk) > g (Xk+1) o <Wk,Xk+1 —Xk> 4 KH Xk+1 —Xk ||2 ) (25)
K
Somando as desigualdades (2.4) e (2.5), obtemos
F(x) > F (X)) 4 || X x| (2.6)

2Ak

L segue-se que f(x**!) <

f(x*). O

como Ax é uma sequéncia de termos positivos e x¥ # x**

Corolario 2.1. Seja {xk} gerada pelo Algoritmo . Entao a sequéncia {f (xk)} € con-
vergente. Além disso, se {xk} ¢ limitada, entao f (xk) — f(X), onde X € algum ponto de

acumulacao de {xk} .

Demonstracao. Do Teorema 2.2 temos que {f (xk)} ¢ mondtona decrescente, e por f ser
limitada inferiormente logo convergira. Sendo {xk} limitada ela sera convergente a menos

de uma subsequéncia, e como f é continua segue-se que f (xk) — f(x). O

Proposicao 2.2. Seja {x*} gerada pelo Algoritmo . Entio lim || x*' —x* ||=0.

k—o0



Capitulo 2. Algoritmo de Ponto Proximal 25

Demonstragao. De (2.6), somando de k =0,1,--- ,n— 1 temos que:
n—1 1
— X xR P () — F (XM (2.7)
= 2Ax

Como f ¢é limitada inferiormente e aplicando o limite com n — oo em (2.7) obtemos que

| 2
KH X —x* " < o0,
k=0 “Kk
sendo liminf Ay > 0 temos que
n—1
[ X =X " < o0,
k=0
_xk =0 O

desta forma lim || x
k—o0

Teorema 2.3. Se {xk} ¢ limitada. FEntao, cada ponto de acumulacao de {xk} € um

ponto critico da fungao f.

Demonstracao. Sejam x* e w* pontos de acumulagao de {xk} e {wk} respectivamente,
onde w* existira pois sendo {xk} limitada temos que {wk} também serd, pois h é convexa.
Assim, existem subsequéncias {xki} e {wki} que convergen para os pontos de acumulacao
dados. Sendo h convexa, segue-se de (2.1) e da continuidade do subdiferencial (Proposigao
1.7) que w* € oh(x*). Resta mostrar que w* € 9g(x*). De (2.3), existe zZ9*! ¢
dg (x* 1) tal que

= L e ) (2.8)

k.
w —z
[ e

sendo Ay limitada e de (2.8 ) e usando a Proposi¢ao 2.2, resulta que

lim 2% = lim wd = w*.
k—o00 k—o0

Como g é convexa, e da continuidade do subdiferencial (Proposi¢ao 1.7) segue-se que
w* € 0g (x*) . Consequentemente, w* € 9g (x*) N dh (x*). Portanto, da Defini¢ao (1.8)

x* é ponto critico de f. O

Observagao: Se {x*} ¢ limitada, do Coroldrio 2.1 temos que f (x*) — f (x*), onde x* ¢

algum ponto de acumulacao da sequéncia.

1
Ilustragcao do Método: Seja a funcao f : R — R dada por, f(x) = ZX4

L,
— =X~ como
2
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no Exemplo 1.8. J& sabemos que a fungao possui como pontos criticos x =0 e x = +1.
Aplicaremos o Algoritmo para verificar o fato. Note que 0g(x) = {x*} e Oh(x) = {x}, logo
k+1) —

og(x (x*t1)3 e Oh(x*) = x¥, por h ser diferencidvel temos que no algoritmo que

wk = x¥. Aplicando o Algoritimo e fazendo A, = 1 segue-se que

1
0= ag(xk+1) _Wk + }\_(XkJrl —Xk),
k

ou ainda,

0 = (xKH1)3 o x L oxk,

Se tomarmos um ponto p € (0,1) temos que a equagio x> +x — 2p = 0 terd solugao
x* € (0,1) pelo Teorema do Valor Intermedidrio e tnica pelo Teorema de Rolle. Logo se
x? € (0,1) entao x* € (0, 1) para todo k € N, ou seja, {x*} é limitada. Mostraremos agora
por inducao sobre k que {x*} é crescente. Tomemos x*~! < x* com (x¥)3 +x*—2x*"1 =0
e x*1 tal que (x**1)2 4 x**1 — 2x* = 0. Fazendo a diferenca entre as duas igualdades

temos

(Xk+1)3 _ (Xk)3 + Xk+1 _ Xk 4 Q(kal o Xk) — 07
como x*¥~! —x¥ < 0 entao (x**1)2 — (x¥)3 4+ x**1 —x* > 0, logo segue-se que

0 < (x¥H1)3 — (xX)3 4 xRl — XK
— (M) (xR H)2 xR (xR 2 xR (xR (xK)2 4 (xR ET) L (xK)2 — (xK)3 4 xR — xR
— kL [(Xk+1)2 xR Xk (xK)2 4 1} k. [(Xk+1)2 xRk (xK)2 4 1}
_ [(Xk+1)2 xR Xk (xK)2 4 1] (xR xR,
Logo [(x*"1)? 4+ xFF1xk + (x¥)2 + 1] .(x**! — x¥) > 0, como x* € (0,1) teremos que
(x* 12 4 x* 1 xk + (x%)2 + 1 > 0 consequentemente (x**' — x*) > 0, desta forma
(x*Tt > x*) o que prova a inducao.
Aplicando assim o algoritmo temos que {x*} é limitada em (0, 1) e crescente, portanto
a menos de uma subsequéncia ira convergir para 1 que é um ponto critico da funcao em
questao. Além disso se tomarmos x° € (—1,0) mostra-se também de modo analogo que a

menos de subsequéncia {x*} ird convergir a —1.

2.4 Aplicacao: Convergéncia Linear

Anteriormente foi mostrado que o Algoritmo é uma boa ferramenta para encontrar os

pontos criticos de uma funcoes DC. Consideraremos agora o mesmo problema com algumas
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condigoes especiais sobre as fungoes componentes. Tomaremos a fungao h diferenciavel e
Vh uma fungao Lipschitz continua com médulo L, e a g fortemente convexa com constante
p. Assim (2.1) e (2.2) sera reduzido a:

‘ 1 2
Kkl arg)?ej]lg}i {g (x) —(Vh (xk) ’x—xk> + RH x — xK I } ) (2.9)

E importante lembrar se a sequéncia {xk} ¢é limitada entao os pontos de acumulacao sao
pontos criticos de f. Chamando de S o conjunto dos pontos criticos de f, com S # (),
entdo os pontos de acumulacao x* de {x*} pertencerao S, neste caso serdo um ponto critico
de f se Vh(x*) € 9g(x*) . Nao teremos nenhum problema para este caso, pois sendo
g fortemente convexa podemos escolher uma funcao ¢ fortemente convexa, onde a funga
admite f uma decomposicao em componentes fortemente convexas da seguinte forma:
f(x) = (g(x) + @(x)) — (h(x) + @(x)), uma vez que a soma de fungoes fortemente convexa

¢é fortemente convexa.

Teorema 2.4. Seja {x*} gerada pelo Algoritmo com (2.1) e (2.2) substituido por (2.9).
Assuma que g € uma fungdao fortemente convera com constante p > 0 e Vh(x) é uma
fung¢ao Lipschitz continua com constante L > 0. Se p > 2L, entdo existe uma constante

0<r<1 tal que

k+1

I x X< || x—=x"||, Ww'eS. (2.10)

Demonstragdo. De (2.9), existe um z*™ € g (x*™) tal que

Vh (x¥) = 2" + L
Ak

(Xk _ Xk+1)

(Xk+1 _ Xk) — Zk+1 —Vh (Xk) + X
k

(2.11)

Tomemos x* € S, de acordo com a Defini¢cao (1.8) temos que 0h (x*) N dg (x*) # 0,
sendo h diferenciavel obtemos que 0h (x*) = Vh(x*), dai Vh (x*) € 9g (x*). Como ¢
é fortemente convexa mddulo p segue-se que 0g é fortemente mondtono (Teorema 1.11),

combinando (2.11) com o fato de Vh (x*) € 0g (x*) temos

0 < (= x, 2 — Vh (x)) — pl X — x|

(Xk - Xk+1)

Ak

k+1 _

*

= (x X*, + Vh (x¥) = Vh (x*)) — p|| x4 —x* |1,

como Ay > 0 temos que

0 < 20 (XM —x*, Vh (x*) — Vh (x*)) — 2(x " — x* x*F1 —x¥) — 2Ap|| x*H! —x* [
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usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz

0 <2 || x*t—x*] .| Vh (Xk) VR (x7) || 20K — e, xR XK

2
—2Ap|| X —x* |7,

sendo Vh Lipschitz temos

0 < 2}\kL || Xk+1 —x* || ) H Xk —x* H —2<Xk+1 —X*,Xk+1 —Xk> (2 12)
—2epl| X —x* |7,
Note que
0 g ||Xk _X*HQ — ka _Xk+1 +Xk+1 _X*HZ
— |Xk+1 _ X*HQ _ 2<Xk+1 —X*,Xk+1 + Xk> + ka _ X*HQ ’
assim
_2<Xk+1 . X*7Xk+1 —|—Xk> — ka . X*HQ o |Xk+1 _ X*||2 o ka o X*HQ' (213)

E dado a,b € R, com a,b > 0 temos que 0 < (a—b)? = a®?—2ab+b?, consequentemente

a? + b2 > 2ab > ab, deste fato temos
(Xt =12 4 [l = x[12) = [ — x| ] —x*1? (2.14)
Combinado (2.12) com (2.13) e (2.14)

0 < 2AL ([l %5 = [ Xk = ) = Xt = P ) X
| XK = x* | = 2hp]| X< — x|
= (1 4+ 2AL) || x* —x* ||2 — (1427 (p — L)] .|| xFHt —x* ||2 xR xR ||2,
dai,
[+ 24 (p — L)L X —x* " < (1 + 20 || x* = x|,

desta forma temos que

I

1+ 2A¢L
1 [ [Tk

como p > 2L podemos definir

0 <o 1+ 2ML
TV 1+2Ac(p—1)

Com isso garantimos a convergéencia linear para o caso em que f é uma funcao fortemente

convexa. ]
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Observagao: Note que a hipdtese de g ser fortemente convexa é razoavel pois dada uma
funcao fortemente convexa @(x), e f(x) = g(x) — h(x), temos que f sempre admite uma
decomposicao fortemente convexa, isto é, f(x) = (g(x) + @(x)) — (h(x) + @(x)), sabendo
que a soma de uma fungao convexa com uma fortemente convexa é uma fungao fortemente
convexa. A referéncia citada acima esta feito em [12] pag. 63.

A condi¢ao p > 2L implica que f é fortemente convexa pois,
(Vi(x) = Vf(y), x —y) = (Vg(x) = Vg(y),x —y) — (Vh(x) = Vh(y),x —y), (2.15)
como g ¢ fortemente convexa médulo p temos
(VE(x) = VE(y),x —y) = plx —y|*. (2.16)
Usando a desigualdade de Schuwrs e o fato de Vh ser Lipschtz temos que,
(Vh(x) = Vh(y),x —y) < p| Vh(x) = VR(y)|.IIx —yl| < L.x =yl (2.17)
dai,
—(Vh(x) = Vh(y),x —y) > L.|x —y|*. (2.18)
Substituindo 2.16 e 2.18 em 2.15 temos
(VE(x) = Vf(y),x —y) = pllx —y|I> = LIx =y,
sendo p > 2L = —L > —g, assim
(Vi(x) = Vily),x —y) > Sl -yl

Logo f é fortemente convexa. Assim atravéz da convergéncia linear do método proximal
para fun¢oes DC no caso fortemente convexo podemos dar uma nova demonstracao da
convergencia linear do APP classico. Para isto basta tomar a fungao convexa original do
método classico, digamos f e tomar uma funcao fortemente convexa h nas condigoes do
teorema acima. Assim podemos escrever f(x) = (f(x) + h(x)) —h(x) e aplicar o método.
Podemos verificar esta referéncia em [12] pdg. 65.

x| < XE =X ||Lou seja,

Observagao: Note que por 0 < v < 1 temos que || x
{x*} é Fejer Convergente para o conjunto S. Entao usando a Proposicao 1.1 e o Teorema

2.3 obtemos resultado analogo ao anterior.
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Consideracoes Finais

Neste trabalho foi realisado o estudo de um método proximal para minimizar funcoes DC,
f(x) = g(x) — h(x), as quais contém a classe de fung¢oes convexas.

Mostramos que o Algoritmo proposto gera uma sequéncia a qual estd bem definida e sob
a hipotese de ser limitada, garantimos que seus pontos de acumulacao sao pontos criticos
de f. Também fizemos uma demonstracao da convergéncia linear do método quando as
componentes g for fortemente convexa e a h for diferenciavel de tal modo que a f seja
fortemente convexa.

E fato que, quando a segunda componente de f for identicamente nula, h(x) = 0, retor-
namos ao método do PPA classico para funcgoes convexas, como consequéncia obtemos a
limitacao da sequéncia. Neste sentido, como trabalhos futuros seria obter a limitagao da

sequéncia no caso em que a segunda componente de f nao seja identicamente nula.

30
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