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Resumo

No cotidiano, diversas situacoes surgem de maneira simultanea e ¢é natural
querermos as escolhas melhores possiveis. Tais cendrios sao comuns em varias areas
de conhecimentos como economia e engenharias e, sao modelados como problemas de
fungoes vetoriais de varias varidveis. Nesta dissertacao estudaremos métodos de
descida para resolver problemas de otimizacao multiobjetivo irrestrito e, também,
problemas de otimizacao vetorial. Em ambos os casos, as func¢oes objetivo con-
sideradas sao continuamente diferenciaveis e convexas; além disso, a busca linear
considerada é do tipo Armijo para calcular o tamanho do passo de decrescimento.
Mostraremos que o método converge para um ponto satisfazendo certas condigoes
necessarias de primeira ordem para otimalidade Pareto no caso multiobjetivo e, no
caso vetorial obtemos que a sequéncia gerada pelo método converge para um ponto
K-critico.
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Abstract

In everyday life, many situations arise simultaneously and it is natural to want the
best possible choices. Such scenarios are common in various areas of knowledge such
as economics and engineering, and problems are modeled as vector functions of sev-
eral variables. In this dissertation study descent methods for solving unconstrained
multi-objective optimization problems and also problems of vector optimization. In
both cases, the objective functions are considered continuously differentiable convex
and, in addition, the linear search type Armijo is considered to calculate the step size
decrease. Show that the method converges to a point satisfying certain conditions
of Pareto optimality first order multiobjective the case, and if we obtain the vector
sequence generated by the method converges to a point K-critical.
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Notacoes

RrR™ Espaco Euclideano n-dimensional.
R% Ortante nao negativo de R™.
RY Interior de RT.

conv(U) Fecho convexo do conjunto U.
cone(U) Cone gerado por U.

K Cone.

K* Cone polar positivo do cone K.
intK Interior do cone K.

intK* Interior do cone polar positivo K*.

x=<xky y—xek.

x<xy yYy—xecintk.

Im(F) Conjunto imagem de F.

JF(x) Jacobiano da funcao F no ponto x.
VFi(x) Gradiente da funcao F; em x.
of(x) Subdiferencial de f em x.
argmin Conjunto dos pontos minimizadores.
min Minimo.

max Méximo.

AKdG  Algoritmo de K-descida Genérico.
AKd Algoritmo de K-descida.



Introducao

Nesta dissertacao estudaremos a minimizacao de fungoes F : R™ — R™ convexas
e continuamente diferenciaveis sob duas abordagens. Trataremos inicialmente o
problema de encontrar um ponto critico Pareto para F, isto é, um ponto x € R™
tal que

ImJF(x) N (—R. )™ =0,

onde ImJF(x) é a imagem da aplicagao jacobiano de F em X. Para isso utilizaremos
um algoritmo de descida cuja definicao e andlise de convergéncia apresentaremos no
Capitulo 2. Esse problema ¢é conhecido na literatura como problema de otimizacao
multiobjetivo irrestrito.

Diversos problemas da vida real sao formulados como problemas de otimizacao mul-
tiobjetivo, como podem ser vistos na teoria economica e engenharias. Dai a im-
portancia de estudar estes problemas e a existéncia de diversos métodos para resolve-
los, dentre eles: método de Newton como o estudado por Fliege, Grana Drummond
e Svaiter em [5], método de Regiao de Confianga como o estudado por Villacorta e
Oliveira em [20], método do Subgradiente como o trabalho de Da Cruz Neto et al
em [2] e método de Descida trabalhado por exemplo por Fliege e Svaiter em [4] no
qual nossa abordagem de otimizagao multiobjetivo estd baseada.

Nossa outra abordagem, também muito importante, é a da otimizacao vetorial.
Neste caso, consideraremos o problema de encontrar um ponto K-critico, isto é, um
ponto x € R™ tal que

ImJF(x) N (—intK) = 0.

Para solucionar os problemas de otimizacao vetorial podemos utilizar varios
métodos de resolucao, tais como: método de ponto proximal como estudado por
Villacorta e Oliveira em [19], método do gradiente projetado como o estudado por
Grana Drummond e Iusem em [7] e também método de descida trabalhado por
exemplo por Grana Drummond e Svaiter em [6] no qual estd baseado nossa abor-
dagem de minimizacao vetorial. Sendo assim, uma definicao importante é a de
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K-direcao de descida, isto é, v € R™ é uma K-direcao de descida em x € R™ quando
JF(x)v <k 0, onde <k representa a ordenacao parcial induzida por um cone K C R™
convexo, fechado e pontiagudo com interior diferente do vazio.

Esta dissertacao esta dividida como segue. No primeiro capitulo, apresentaremos
as defini¢oes e resultados béasicos preliminares para o desenvolvimento deste tra-
balho. No segundo capitulo, estudaremos um método de descida para a resolucao de
um problema de otimizacao multiobjetivo irrestrito. No terceiro capitulo, abordare-
mos um método de descida para otimizagao vetorial que generaliza o método visto
no Capitulo 2, para um cone K C R™convexo, fechado e pontiagudo com interior
diferente do vazio.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentaremos definicoes e resultados que serao essenciais para com-
preendermos o estudo de problemas de otimizacao tanto para problemas de mini-
mizagao de fungoes escalares de vérias variaveis como também problemas de otimizacao
multiobjetivo e otimizacao vetorial. Para melhor compreensao de algumas defini¢oes
e resultados, apresentaremos alguns exemplos e graficos.  Informagoes mais
detalhadas poderao ser encontradas em [8], [14], [17] e [19].

1.1 Definicoes e Resultados Basicos para Mini-
mizacao em R"
Nesta se¢ao consideraremos o problema irrestrito

min f(x)
s.a x€R™, (1.1)

onde f:R™ — R.

1.1.1 Fatos Basicos

s

Defini¢ao 1.1.1 ([8]). Dizemos que um ponto x € R™ é

1. Minimizador global de (1.1) se

f(x) < f(y) Yx € R™;



Capitulo 1. Preliminares 5

2. Minimizador local de (1.1) se existe uma vizinhanca U de z tal que

f(x) < f(y) Yx e UNR™.

Se x é minimizador global entao f(x) é chamado valor étimo global.

Observacao 1.1.1 ([8]). Uma fungdo pode admitir vdrios minimizadores globais,
mas o valor otimo global do problema sempre é o mesmo.

Exemplo 1.1.1. As funcgoes sen(x) e cos(x), x € R.

1
senx)
0.8
X
=1

AN
AVARVA

Definicao 1.1.2. Uma funcao f:R™ — R € dita homogénea de grau m quando

f(Av) = A™M(v) VA eR.
Se A € R, dizemos que f é homogénea positiva.

Proposicao 1.1.1. Se f: R™ — R é o mdzimo entre funcoes lineares entao f é
homogénea de grau 1.

Demonstracao. Seja g; : R™ — R uma funcao linear e seja f: R™ — R dada por

f(x) = max {gi(x) | x € R"}.

i=1,2,....m
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Pela linearidade de g;

f(Ax) = max {gi(Ax) [ x € R™}

777777

77777

portanto f é homogénea de grau 1 . O

1.1.2 Convexidade de Funcgoes
Definicao 1.1.3 ([8]). Uma fungdo f:R™ — R € dita
1. convexa quando para todos x,y € R™ tivermos
(1 —t)x + ty) < (1 —t)f(x) + tf(y)
para todo t € [0, 1].
2. estritamente convexa quando para todos z, y € R™ com x #y,
fl(1—t)x+ty) < (1 —t)f(x) + tf(y)
para todo t € (0,1).

3. fortemente convexa com mddulo y > 0 quando para todos z, y € R™ tiver-
mos

f((1—t)x +ty) < (1—t)f(x) + tf(y) —yt(1 —t)[x —ylP
para todo t € [0,1].

Naturalmente, toda fungao fortemente convexa é estritamente convexa e conse-
quentemente convexa.

Exemplo 1.1.2 ([8]). A fungio f : R — R dada por f(x) = x* é uma fungao
fortemente convexa com maodulo y = 1.

Exemplo 1.1.3 ([16]). A fun¢io f : R — R dada por f(x) = e* é estritamente
conveza (mas ndo fortemente) conveza.
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Para mostrar isso, notemos primeiramente que e* > 1 4+ x Vx € R. Com efeito,
definimos a func¢dao auxiliar f : R — R dada por f(x) = e* —x. Temos

x=>0=f(x)=e*—12>0.
Logo f € crescente para x > 0, assim
x>0=fx)>2f0)=e*—x>1=¢e">1+x.

Analogamente,

X
Logo f € decrescente para x <
<O0=f0)<flx) =1<e—x=>1+x<e~
Agora, para z = (1 —t)x + ty temos
e F>21l4+x—z=>e>e*+e*(x—2z), (1.2)
e de maneira andloga
e’ > e*+e*(y—z). (1.3)
Multiplicando (1.2) por (1 —1) e (1.3) por t e somando ambas temos que
L (1—t)e*+teY Vte|o,1].

Logo
< (1—t)e+teY Vte (0,1).

Portanto a fungdao f(x) = e* € estritamente convexa mas, nao fortemente covexa.
Exemplo 1.1.4. A funcdo f : R® — R dada por f(x) = 2x; + X2 — X3 € conveza
(mas nao estritamente convera).
De fato, dados x = (x1,X2,X3) € Y= (Y1,Ys,ys) € R™ temos
fl((l—t)x+ty) = 2((1 —t)x; +tyy) + (1 —t)xo +tys — (1 —t)x3 — tys
(1 — t)2X1 + t2y1 + (1 — t)XQ + t‘yg — (1 — t)Xg — ty3
= (1—=t)(2x1 +x2 —x3) + t(2y1 + Y2 —ys)
(1 —1)f(x) + tfy).

Logo f é convexa mas, nao estritamente conveza.



Capitulo 1. Preliminares 8

Exemplo 1.1.5. A funcdo f:R™ — R dada por f(x) = |[x|]* é fortemente conveza.
De fato,

f((1—1t)x+ ty)

11— t)x + ty)I”

< (1= 2xIP 4 2t(1 — O)lIx[llyll + ]yl

= (1= + (t = DI + lIxI® — 2]

+ x| 4 2t (1 — )Xyl + tlyll? — tliyll? + [yl
= (1—t)f(x) +tf(y) + tixIP(t — 1) + tlylP*(t — 1)

+ 2t(1 —t)[Ix[ll[yll

= (1 —=t)f(x) + tf(y) — (1 — ) (IxI* — 2yl + [[yl1?)
= (1—t)f(x) + tf(y) — t(1 — ) (IIxIl — lly[D?

< (T—t)f(x) + tf(y) —t(1 —t)lIx —yll*.

Proposicao 1.1.2. Se f:R™ — R ¢ convezra entao todo minimizador local é global.

Demonstracdo. Suponhamos que x* seja minimo local porém nao global, entao existe
y € R™ tal que f(y) < f(x*). Como f é convexa temos que

(11—t + ) < (1—1)f(y) + tf(x")
< (I —=t)f(x") + tf(x")
= f(x*), Vt € [0,1].
Logo é uma contradicao pois x* é minimo local. Portanto se f é covexa todo minimo

local é global.
O

Proposicao 1.1.3. Se f:R™ — R é o mdzimo entre funcoes lineares entao f é
convera.

Demonstracao. Seja f:R™ — R dada por

,,,,,,

onde cada g; : R™ — R sao fungoes lineares. Entao, para todos x,y € R™ temos

fl(1l—t)x+ty) = maxm{gi((l—t)xikty)}

1=1,2,...,

= max {(1—1t)gi(x)+tgi(y)}

i=1,2,....m
max (1—t)gi(x)+ max tgi(y)

i=1,2,..,m i=1,2,...,m

(1—t) max gi(x)+t max gi(y)
i=1,2,...,m

i=1,2,....m

(1 —t)f(x) + tf(y).

N

,,,,,
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Portanto f é convexa. O

Definicao 1.1.4. Uma funcdo F: R™ — R™, onde F = (Fy, Fq, ..., F,), € dita convexa
quando cada Fiy : R™ — R for conveza.

Exemplo 1.1.6. Seja F : R™ — R™ convexa e continuamente diferencidvel. A
fungdo f: R™ — R dada por fy(v) = max{(JF(x)v); i = 1,2,...,m}, onde x € R™ €
fixo porém arbitrdrio, € conveza.

De fato, isto segue imediatamente da Proposicao 1.1.3 pois fy é o maximo de
uma funcao linear.

Proposicao 1.1.4. Sejam f,g : R* — R tais que f é convexa e g é fortemente
convexra com modulo y > 0, entao a funcao h : R™ — R tal que h = f+ g €
fortemente convexa com maodulo y > 0.

Demonstracao. Com efeito, sendo f convexa e g fortemente convexa temos para
todos x,y € R™ que

h((I1—t)x+ty) = f((1—t)x+ty)+g((1—t)x+ty)

— —

< (T=tf(x) +tf(y) + (1= t)g(x) +tg(y) —yt(1 — t)x —yl’
(1 —=1)(f(x) + g(x)) + t(f(y) + g(y)) — vt(1 —t)llx — yII
(1—t)h(x) + thy) —yt(l1 —t)lx —ylP
Portanto, h é fortemente convexa com maddulo y > 0. ]

1.1.3 Subdiferencial de Funcoes Convexas

Definicao 1.1.5 ([8]). Seja f:R™ — R uma func¢do convexa. Dizemos que y € R™
¢ um subgradiente de f no ponto x € R™ se

f(z) > f(x) + (y,z—x) Vze€ R™

O conjunto de todos os subgradientes de f em x se chama o subdiferencial de f
em X e o denotamos por 0f(x).

Exemplo 1.1.7. Seja f: R — R dada por, f(x) = [x|. O subdiferencial de f no ponto
x =0 € dado por
of(0) = {yeR|f(z)—f(0) >y(z—0) Vze R}
= {yeR[f(z) >yz}
= {yeR|lzl > yz}



Capitulo 1. Preliminares 10

Sez>0,|z|l =z e dai
of(0))={yeR|z>yz}={yeR |y <1}
Se z < 0,|z| = —z assim
of(0)={yeR| —z>2yzl={yeR |y > -1}
Logo 0f(0) = [—1,1].

Lema 1.1.1 ([8]). Seja f : R™ — R wuma fung¢ao convexa. f € diferencidvel num
ponto x € R™ se, e somente se, 0f(x) ={Vf(x)}.

Exemplo 1.1.8 ([8]). Seja f: R — R dada por, f(x) = |x|. Vimos anteriormente que
subdiferencial de f no ponto x = 0 € o intervalo [—1,1]. Como f € diferencidvel em
todo x # 0 temos pelo Lema 1.1.1 anterior que o subdiferencial de f nesses pontos é
dado por

ou ainda

respectivamente quando x > 0 ou x < 0.

Veremos agora um resultado sobre o subdiferencial da soma de fungoes convexas
cuja demonstracao serd omitida mas pode ser encontrada em [8], tal resultado serd
utilizado posteriormente no capitulo de otimizagao multiobjetivo.

Proposicao 1.1.5. Sejam f; : R™ - R,i=1,2,...,p, funcoes convexas. Entao

P P
d (Z fi(x)> =Y dfi(x).
i=1 i=1

Demonstracao. Veja [8]. O

Exemplo 1.1.9 ([8]). Sejam f; : R™ — R fungdes convezas diferencidveis, i =
1,2,..,p, €
f:R"™ - R, f(x)=maxfi(x), i=1,2,....p

Para x € R™, definimos o conjunto de indices ativos em x por

Ix)={i=12,.,p [ f(x) =fi(x)}
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(ver [8]). Temos que
of(x) = conv {f;(x),i € I(x)}
= JyeR"[y= ) afilx), ) ai=loaeRyiclk)
i€l(x) iel(x)
Em particular, x é um minimizador de f no R™ se, e somente se, existem &; €

R,,ie€ I(x), tais que
0= Z ocl Z oy = 1.

iel(x iel(x

1.1.4 Espacgos de Matrizes (R™")

O espaco R™™ ¢ conhecido como o espago das matrizes com m-linhas e n-colunas.
Apresentaremos aqui algumas defini¢oes e resultados béasicos para este tipo de espaco.

Definicao 1.1.6 ([13]). Sejam x € R™ ¢ F:R™ — R™ wma funcao conveza e
continuamente diferencidvel. Definimos o jacobiano de F em x por JF(x) : R™ — R™,
uma matriz M X N cujas entradas sao dadas por (JF(x))i; = S—Z(XJ.

Exemplo 1.1.10. Seja F:R? — R* dada por F(xi,%x2,%3) = (X1+X2, Xo+x3, X3, X3+
X3 +x2). O jacobiano de F no ponto x = (x1,%a,%x3) € R3 é dado por

Y]
-
—
o]
-
—

oFy

% % I Lo
. or2 ora ora
Fdis= o 00 = | 8 88 | = |00 o
0X; dx1  dxe aX3 2x1 0 0
OF4 0OF4 0OF4 3x? 2%y 2x3
aX1 aXQ aX3 1

Defini¢ao 1.1.7 ([11]). Sejam A € R™™ e x € R™. Definiremos a norma [|AX|l«

como
z AijXjl .

Exemplo 1.1.11. Sejam A € R?*2? ¢ x € R? dados por

A:[; ;:|, X=(1,2)

IIAX]|0o = . maX

’ yeeey L
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A norma ||Ax||s € dada por

[[AX|]le = max
i=1.2

2
> A
j=1

= max|Ai X + ApaXol
i=1,2

= max |Ai’1]. + Ai’22|
i=1,2

= max{|(A111+ A122)];[(Az11 4+ Ag22)[}
= max{/4];|6]} = 6.

Definicao 1.1.8. Para A € R™™, o sequinte nimero ||Allw2 € definido como

AX
TEI— el
X T

Lema 1.1.2. Seja A : R™ — R™ entdo,

Ax
A6l = max 2o o axl,
x#0 ||x||2 lIxll2=1

Demonstracao. De fato, suponhamos que

1AX]loo _, 3 g < [AX]loo

M = > e
A0 [[x]l2 [1xll2

Vx # 0.

Em particular
M > ||AX||00 Vx € an ||X||2 = 17
logo
M > max [[AX/|s-

[1x]l2=1

Reciprocamente, se

M = max [[Ax|ls = M 2 ||Ax]|o, [IX[l2 = 1.

lIxll2=1
Seja x € R™ nao nulo e arbitréario, entao m é unitario, de modo que
X 1
M ||ag || = AN,
Ixll2|[s Il
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logo
Ax
M > max [ Hoo‘

x#0 [[x|l2
Portanto 1AX|

X

1A loo,2 = max = = max [|Ax]|x.
[ = |l

Proposigao 1.1.6. Seja A € R™™ [|Al|2 € uma norma em R™™ e ainda,

IAX]oo

pd]P

1
n 2
_ 2
=  max ( E Aj ]->
i=1,2,...m ’
j=1

Demonstracao. Primeiramente verificaremos as trés propriedades da definicao de
norma.

1. Se A # 0 existe x # 0 € R™ tal que Ax # 0 Jogo [[AX[|ec > 0 = [[Allc2 =
max |[Ax||s > 0.

l[x[l2=1

2. Para todo A € R,

A2 =

AAlloo,2 = max [I]AAX|le = max [A[[[AX]lo = [A| [max [AX]loo = [A[[Aloo,2-

lIx|[2=1 lIxll2=1 [Ix[l2=1
3. Agora, se A, B € R™*™ entao

IA 4 Bllowz = max [[(A+B)xlle = max IAX + Bxl|o

l[x[l2=1 lIx[l2=1

< max ([[Ax]le + [IBx[lo) < max [|Ax]lc + max [[Bx]|s
xlla= lIxlla= xlla=1

Sendo ||A i
Xlloo
X ||AX|lso

Il Iixlla=1
n 2
(4]
j=1

1A lloo,2 =

temos que

mn
2 A X

j=1

||[Ax]|se = max

-
<.
—
o=

< (ZW

j=1
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pela desigualdade de Holder, assim

1 1
- ’ |AX]|oo . ’
|AX]l0e < <Z ) Axlle = Tl < Z(A%))

Vx € R™;x # 0 logo,

||X||2 i=12,...m

Axloo =
1Allcz = maxﬁg max (Z(Agj

-
I
—_
—
\_/
[N

S S R
Reciprocamente, tomemos x; notemos que
/A N
(ZE1(A2,)?
1
2

(S er) - |y (AL) )
Il (;(XJ)) l;(( v (A)?)

o=

k=1 j=1
= 1.
Assim,
= Aii Ad;
Xl = Z - 2 1]
=1 L2 kg (Aix)?)?
_1
- (Z(Am) .‘(Z(Az]Q'
k=1 j=1
n 3
= (Z(A%,j)) Il
j=1
Logo,
n n %
2
IAX oo = max ZlAi,jX] = max <;(Am)> Ixll2 =
j= j=

n 3
Ax
= ||A”<>o2:max|| o = max [[AX[|, = max E (Af) ] .
ToxA0 Il lixlla=1 =12 m 3
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Portanto

N

s Ly

IAX| =
IAllw2 = max ® = max A2,
1
’ x#£0 ||X||2 1i=12....m — ))

J:

]

1.2 Definicoes e Resultados Basicos para Otimizacgao
Multiobjetivo

Nesta secao, consideraremos fungoes F : R™ — R™ convexas e continuamente
diferenciaveis. Apresentaremos definicoes de ordenacao de conjuntos e também
definicoes e resultados basicos relacionados a problemas de otimizacao multiobje-
tivo.

Definicao 1.2.1 ([18]). Um conjunto C é dito ordenado com relagdo de ordem < se
dados quaisquer elementos x,y e z € C sempre vale x 2y ouy = X e as sequintes
propriedades sao satisfeitas:

x <X (reflexividade)
x 2y,y <z=x =<z (transitividade)
x =2y, y<x=x=y (antisimetria).

Apresentaremos agora uma definicio muito importatante quando tratamos de
otimizacao multiobjetivo.

Definicao 1.2.2 ([18]). Dizemos que um conjunto C é parcialmente ordenado quando
valem as propriedades acima porém, nem sempre dois elementos x,y € C sao com-
pardveis, isto €, x Y ou Yy = X.

Definigao 1.2.3 ([18]). As operagies de comparacao entre vetores pertencentes ao
R™ serao definidas da sequinte forma:

X j Yy = {xi <y1 ) i= 172a"'7n}
x<y = {xi<yi,i=12...n}
x=yYy = {xx=vyi,1i=12,...,n}k

Observemos que o operador # é definido de outra maneira:

x #y = {3 | xi #yi}
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isto é,
X#FYyAHA{xi#yi, 1=12,...,n}
Exemplo 1.2.1 ([18]). Consideremos os vetores x,y,z € R? tais que:
x=(3,5,7) , y=1(2,4,6) , z=1(3,4,5).

Notemos que

Yy<x=y=x

zZ<xX=z=3X.
Contudo, podemos ver que os vetores z e Y nao podem ser comparados.
Definicao 1.2.4. Um ponto x € R™ ¢é dito critico Pareto quando

Im(JF(x)) N (=R )™ =0,

onde Im(JF(x)) € a imagem da transformacdo linear JF(x):R™ — R™.

Para o estudo desta dissertacao onde abordamos direcao de descida observamos
que da Definicao 1.2.4, se um ponto x € R™ nao é critico Pareto entao existe uma
direcao v € R™ satisfazendo

JEx)v € (=R )™,
isto é, v é uma direcao de descida para a funcao objetivo F.

Definicao 1.2.5. Um ponto x € R™ ¢é dito 6timo Pareto se nao existe um ponto
y € R™ com F(y) 2 F(x) e F(y) # F(x).

Exemplo 1.2.2. Consideremos a funcio F: R? — R? dada por
Fix,y) = (x%,y%).
Notemos que (0,0) € étimo Pareto para F uma vez que ndo existe (x,y) € R? tal que
F(x,y) = F(0,0) e F(x,y) # F(0,0),
1sto €,
(x*,y*) 2 (0,0) e (x*,y*) # (0,0),

pois do contrdrio teriamos

x2 < 0 ou

y? < 0,

0 que nao € verdade.
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Definicao 1.2.6. Um ponto x € R™ ¢é chamado localmente otimo Pareto, se
existe uma vizinhanca U C R™ de x tal que nessa vizinhanca x € otimo Pareto, isto
é, nao existe um pontoy € U com F(y) < F(x) e F(y) # F(x).

Quando m = 1 , isto é, se considerarmos uma funcao F : R™ — R, dizer que
x € R™ é 6timo Pareto para F é equivalente a nao existir y € R™ tal que

Fly) < F(x) = F(x) < Fly) Yy € R"

e dizer que x € R™ é localmente 6timo Pareto é dizer que existe uma vizinhancga
U C R™ de x tal que
F(x) < Fly) Yy e U.

Assim, quando m = 1 as defini¢goes de 6timo Pareto e localmente 6timo Pareto
coincidem com as de minimo global e local respectivamente.

Exemplo 1.2.3. Se considerarmos a funcdao F: R — R? dada por

F(x) = (fi(x), f2(x)) = (x*, (x — 2)%),

podemos visualizar o conjunto de pontos criticos Pareto e a fronteira otimo Pareto.

fz

Fronteira Pareto-Otima

| — X

Solugdes eficientes

0 4 fa(x)

Lema 1.2.1. Seja F : R™ — R™ conveza, entdo cada ponto étimo Pareto local é
otimo Pareto.

Demonstracao. Com efeito, seja X um ponto Otimo Pareto local de
F: R™ — R™, entao existe U C R™ vizinhanca de X tal que nao existe y € U
satisfazendo

Fly) = F(x) e Fly) # F(x),
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isto é, nao existe y € U com

Fily) <F(x) e Fi(y) # Fi(x).

Observemos que para cada F; : R™ — R, (1.4) pode ser escrita como

Fi(x) <Fily) vy e U,
ou seja, x ¢ minimo local das F; e como cada F; : R™ — R é convexa temos

Fi(x) < Fily) vy e R™
Logo voltando a (1.4) temos que nao existe y € R™ tal que

Fily) <Fi(x),
isto é, nao existe y € R™ satisfazendo
Fily) <Fi(x) e Fi(y) # Fi(x).

Portanto x é 6timo Pareto.

Uma outra demonstragao para este resultado pode ser encontrada em [15].

Lema 1.2.2. Se um ponto X € R™ ¢ otimo Pareto entao

Im(JF(x)) N (=R )™ = 0.
Demonstracdo. Suponhamos que

Im(JF(x)v) N (=R )™ # 0,
isto é, existe v € R™ tal que

JE(X)v € (=R, )™ ou JF(x)v <0,
isto siginifica, que existe v € R™ tal que para qualquer i ={1,2,..., m}
(VFi(x),v) < 0.
Como F é continuamente diferencidvel temos
Fi(x +tv) —Fi(x) = t(VFi(x),v)+o(t)

o(t)

=t ((VFi(x),W + —> )

t

(1.4)
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Em particular, para t > 0 suficientemente pequeno, temos

ot) _ (VR(®).v) _

(VFi(x),v) + " < 5 0.
Dai,
Fu(X +tv) — Fy(X) < t (—WH(;)’W) <0,
logo
F(x 4+ tv) < F(x).
Portanto x nao é 6timo Pareto. [

1.3 Definicoes e Resultados Basicos Para Otimizacao
Vetorial

Abordaremos aqui defini¢oes e resultados que serao tuteis nos préximos capitulos.
Apresentaremos defini¢oes de cones, bem como a defini¢ao de ordem parcial induzida
por um cone. Além disso veremos defini¢oes e um resultado relacionados a otimizacao
vetorial.

1.3.1 Definicoes Basicas
Defini¢ao 1.3.1 ([8], [18]). 1. Um conjunto K C R™ € dito cone quando

VdeK=tdeK V teR,.

2. Seja K C R™ um cone, dizemos que K é convexo quando é um conjunto
covexo, isto €, quando para quaisquer x,y € K e t € [0, 1] tivermos

(I—t)x+ty € K.

3. Seja K C R™ um cone, dizemos que K é pontiagudo quando
KN (—K) ={0}.

Exemplo 1.3.1. O RT* € um cone convezo, fechado e pontiagudo.
De fato,
tx e RT" Vx e RT" e VteR,.
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Para todos x,y € R temos
(1—-t)x+ty e RT vtel0,1]

e ainda,
RN (=Ry)™ ={0}.

Definicao 1.3.2 ([19]). Seja A C R™. Chamamos de cone polar positivo de A
ao conjunto
AT ={weR" | (y,w) >0Vy € A}

Exemplo 1.3.2. O cone polar positivo do RY € o préprio RT.
De fato,
(RT)* = {w eRY | (yw) >0 WYye ]Ri}

Sendo w = (Wi, Ws, ... W) € Y= (Y1,Y2,.--,Yn) temos
(RT)*={weRT [wiyi +Ways + ... + Wnyn =0 Vy; > 0,i=1,2,...,n}.

Note que para w = (Wy, Wa, ..., W) com pelo menos um w; < 0 podemos escolher
um Yi suficientemente grande tal que

Wiy + Ways + ... + Wy < 0.
Logo (R)* =RT.

Propriedade 1.3.1 ([17], [19]). Sendo K um cone convezo, fechado e pontiagudo
com intK # 0 as sequintes afirmagoes sao vdlidas:

1. K* ¢ convexo, fechado e pontiagudo.
2. K =(K*)*=K

3. intK* #£ 0

4. K*=RM, quando K=RTI

Definicao 1.3.3. Seja K um cone convexo, fechado e pontiagudo com interior nao
vazio. Como visto na Propriedade 1.3.1 item 2, temos que

K={yeR"| (yw) >0 VweK}=-K={yeR"| (yw)<0 YweK} e

ntK={yeR"| (yw) >0 VwekK}l=—-intK={y eR"| (y,w) <0 VweK"}.
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1.3.2 Introducgao a Otimizacao Vetorial

Nesta parte abordaremos as defini¢oes de um ponto K-minimizador irrestrito (ou
K-6timo), ponto K-critico e a deficao de dire¢ao de descida com a ordem induzida
por um cone genérico (K-diregao de descida). Estudaremos o seguinte problema

min F(x)

Definicao 1.3.4. Seja K C R™ um cone convexo, fechado e pontiagudo com interior
nao-vazio. A ordem parcial em R™ induzida por K, <y, € definida por

u=xv, se v—uck,
u<gv, se v—ue€ intk.
Quando K = R™, a defini¢ao resume-se a
m
u<v, se v—ueRF,
m
u<v, se v—uecRY.

Definicao 1.3.5. Um ponto x € R™ € dito K-critico de uma fun¢ao F: R™ — R™
quando
ImJF(x) N —int(K) = 0.

Observe da definicao acima que se x é nao K-critico entao existe v € R™
satisfazendo
JF(x)v € —int(K),

isto é, JF(x)v <k 0. Neste fato, tal v é conhecido como uma K-direcao de descida
para a funcao objetivo F em x. Outro fato que caracteriza v como uma K-direcao
de descida é o fato de existir t > 0 tal que

F(x +tv) <k F(x) Vt € (0,1).

Definigao 1.3.6. Um ponto x € R™ ¢ dito K-minimizador irrestrito (ou K-
6timo) se ndo existe um ponto y € R™ com F(y) =<x F(x) e F(y) # F(x).

Definigao 1.3.7. Seja v uma K-direcao de descida em x. Parat>0e 3 € (0,1),
uma regra tipo Armijo é dada por

F(x + tv) <k F(x) 4+ BtJF(x)v.
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Como no caso real, dada uma direcao de descida, a regra tipo Armijo é satisfeita
para alguns ts, como na proposi¢ao seguinte.

Proposigao 1.3.1. Seja p € (0,1). Se JF(x)v <k 0, entdo existe t > 0 tal que
F(x + tv) <k F(x) + BtJF(x)v Vt € (0,t].
Demonstracao. Sendo f diferenciavel temos
F(x + tv) = F(x) + tJF(x)v + R(t)

com hmR(t) = 0. Assumimos que JF(x)Jv € —intK. Sendo f € (0,1),
(1 — B)]F( Jv € —intK. Como lirr(l)R(t) = 0 existe t > 0 tal que para todo
—

€ (0,t], ||R(t)]| é suficientemente pequena, de modo que
R(t) + t(1 — B)JF(x)v € —intK,

logo
R(t) <x —t(1 — B)JF(x)v Vt € (0,t].

Assim
Fix+tv) = F(x)+tJF(x)v+ R(t)
<x  F(x)+tJF(x)v —t(1 — B)JF(x)v
= F(x) + tJF(x)v — tJF(x)v + BtJF(x)v
= F(x) + BtJF(x)v.
]

Para otmizacao multiobjetivo, isto ¢, quando K = R™", a hipétese de JF(x)v <k 0
é equivalente a JF(x)v < 0 portanto, podemos obter um resultado semelhante.
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Método de Descida em Otimizacao
Multiobjetivo

Neste capitulo apresentaremos o problema de minimizacao multiobejetivo irrestrito
de uma funcao F : R™ — R™ convexa e continuamente diferenciavel. Veremos
alguns resultados relacionados a direcao de descida e a busca linear. Além disso,
analisaremos a convergencia do método.

2.1 Algoritmo Geral

A idéia geral do algoritmo é escolher um ponto x € R™ e verificar se é critico Pareto
, se nao, calcularemos uma direcao Vv e daremos um passo com comprimento de
passo convenientemente escolhido a partir de x ao longo de v. Isto resulta num
novo ponto, e o processo sera repetido.

2.2 Direcao de Busca

Com o objetivo de encontrar condigoes para definir uma diregao de busca satisfatéria,
consideraremos um ponto x € R™ e uma fungao f, : R™ — R dada por

fr(v) = max{(JF(x)v)i[i =1,2,..., m}.

Observamos que fy é convexa pois é o maximo de uma funcao linear e homogénea
positiva, como visto na Proposicao 1.1.3.

23
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Seja o problema de minimizagao irrestrita

min  fy(v) + |Vl

s.a x €R™ (2.1)

Lema 2.2.1. Sejam v(x) e a(x) a solu¢ao e o valor étimo do Problema (2.1) respec-
tivamente.

1. Se x € critico Pareto entao v(x) =0 € R™ e a(x) = 0.

2. Se x nao € critico Pareto entao x(x) < 0,
1 2
() < V)R <0

e ainda
(]F(X)V(X))i g fx(V(X)),i - 17 27 -eey ML

3. As aplicacoes x — v(x) e x — «(x) sao continuas.
Demonstracgao. 1. Se x é critico Pareto ,
Im(]F(X)) N(—Ry )™= 0,
isto é, para todo v € R™ existe 1 =1,2,...,m tal que (JF(x)v); > 0. Assim
fr(v) = max{(JF(x)v); i =1,2,....,m} >0 Vv eR"™

dai |
) + IV > 0

e, no caso que v =0 temos fy(0) + %IIOII2 = 0. Suponhamos que v(x) # 0, logo

alx) = fu(v(x)) + IV > 0 = £(0) + S0P,

o que é uma contradicdo pois v(x) é uma solucao do problema. Portanto
v(x) = 0 e, consequentemente, o(x) = 0.

2. Com efeito, como v(x) é solucao, segue que

alx) = fu(v(x)) + SIVGIP < Fulv) + gIvP W € R™
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Por outro lado, como x nao é critico Pareto , existe v € R™ tal que

fr(V) = max{(JF(x)v); [1=1,2,...,m} <O0.

. ~ —f (V) ~ ~
Consideremos v = Wﬁ;’)v, entao

N 1.
x(x) < fx(\))+§||\)||2

_fx({))A) 1 H— (V)
= f, —V | + = ———V
( VIl 20| IPIP

Agora, como f, é homogénea positiva, a tltima desigualdade pode ser escrita
como

2

—x (V) oy L= )PP
V) o
IS 2 Il

_fx(O)Z 1 _fx({))2
- e 5 ( o2
V] 2\ Wl

N

o(x)

Portanto «(x) < 0.

3. Sendo v:R™ — R™ uma funcao que associa a cada ponto x € R™ uma direcao
v(x) € R™, consideremos uma func¢ao g definida por

o(v) = f(v) + SIIiF

Como v(x) é a solucao do problema de minimizar g(v) com v € R™, temos
0 € 9g(v(x)). Logo,

> AVF(x) +v(x) =0=v(x) =—> AVF(x)
i=1 i=1

e, como F é continuamente diferenciavel obtemos a continuidade de v.
A funcao « : R™ — R dada por

xlx) = o (v(x)) + IV
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também é continua uma vez que fy é continua, a norma é continua e v(x) é
continua.

]
Definicao 2.2.1. Sendo x € R™ um ponto nao critico Pareto, dizemos que v € R™
¢ uma solu¢ao aprorimada do Problema (2.1) com tolerancia o € (0,1] quando,
1
fi(v) + S IMP < o(x).
Observagao 2.2.1. Observe que, sendo &(x) o valor étimo do Problema (2.1), para
o = 1 somente a solu¢do exata satisfaz a inequagao acima.

Lema 2.2.2. Seja A € R™ ™. Suponhamos que x nao seja critico Pareto e que
v € R"™ seja uma solugdo aprozimada do Problema (2.1) com tolerancia o € (0,1]
entao,

VI < 2[[Aloo,2

Demonstracao. Seja |[v|| = [[v|]ls. Se x nao é critico Pareto, entdo pelo Lema 2.2.1,
o valor 6timo a(x) do Problema (2.1) satisfaz «(x) < 0, onde «(x) = fy(v(x)) +
%H\)(X)HZ Agora, como v é solucao aproximada, temos que

)+ 5 IMP < o).
Dad,
) + 5l <0,
pois o € (0, 1]. Logo,
SIMP < ) < I W1,

consequentemente

VP < 21 (V)] (2.2)

Por outro lado, temos

max {[Av];}

i=1,2,..,m

f(V)l =

n
max E Ai jVj
i=1,2,...m ’
j=1

< max

n
- 2 AV
i=1,2,...,m |4

j=1

= [[AV]e. (2.3)
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Portanto, de (2.2) e (2.3)

VI < 2[AV]l.
Logo
AVl [AVlloo

vl <2 < 2ma
vl v£0 ||

]

Discutiremos agora outra possibilidade para direcao de busca de descida em x.
Em vez de resolver o Problema (2.1) poderiamos tomar v como sendo solucdo de

min f,(v)

sa M <1 (2:4)

Lema 2.2.3. Sejam V(x) e B(x) o conjunto solucao e o valor étimo do Problema
(2.4) respectivamente.
1. Se x € critico Pareto entao 0 € V(x) e B(x) = 0.

2. Se x nao € critico Pareto entao B(x) < 0 e, para todo v € V(x), temos

(JF(x)v); < fx(v) <0i=1,2,...,m.

3. A aplicacao x — B(x) € continua.
4. Se {x*} converge para x e v¥ € V(x¥) converge para v, entio v € V(X).
Demonstracao. 1. Se x é critico Pareto, temos
Im(]F(x)) N(—Ri )™= 0,
isto é, para todo v € R™ existe i =1,2,...,m tal que (JF(x)v); > 0. Logo,

fr(v) = max {(JF(x)v)i} >0 Vv eR™.

i=1,2

-----

Por outro lado,

f(0) = i:rlga?ém{(JF(X)O)i} =0 < fi(v) VWweR™

Assim 0 € V(x), consequentemente f, (0) = 0 é valor 6timo e, portanto, p(x) =
0.
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2. Se x nao é critico Pareto entao existe v € R™ tal que
JEx)v e (=R )™,
isto é, (JF(x)v); <0 Vi=1,2,...,m. Logo,
fy (V) = max{(JF(x)v)i} < 0. (2.5)
Notemos agora que, como f(x) é valor 6timo do problema, temos

B(x) < fx(v) YveR™

Assim, tomando v = temos |[V||.c =1 €

[1Vlloo?

Bx) < fxmzfx( v )

S )

[Wlloo
< 0,

onde a tultima desigualdadde segue de (2.5). Consequentemente, para todo
v € V(x) temos fy(v) = B(x) < 0 e, portanto,

(JF(x)v); < fi(v) <0 Vv € V(x).

3. Sendo B : R™ — R dada por B(x) = fy(v) para cada v € V(x), temos
B(x) = iL:r112a><;m{(]F(x)v)i} = max (VF,v).

1,2,..., i=12...m
Como F é continuamente diferencidvel, VF;(x) é continuo e, da continuidade
do produto interno temos que 3 é continua.

4. Com efeito, se vk € V(x*) entdo,
fo(V6) < foe(v) W € R™ com |vls < 1 (2.6)

e . (VF) é valor 6timo, isto é, fix(VF) = B(x¥). Assim, temos

.....

onde a desigualdade segue de (2.6). Usando agora que f é continua, F é
continuamente diferenciavel e fazendo k — oo, temos

B(x) < max {{VFi(x),v)} = fx(v) ¥veR" com [v]e < 1.

77777

Portanto v € V(x).
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2.3 Tamanho do Passo

Suponhamos que temos uma direcdo v € R™ com JF(x)v < 0. Para calcular o
comprimento de passo t usamos uma regra tipo Armijo.
Seja B € (0,1) uma constante. Buscamos t > 0 tal que

F(x +tv) < F(x) 4+ BtJF(x)v. (2.7)

1. Inicializamos com t = 1 e verificamos se a desigualdade (2.7) é satisfeita.
2. Se (2.7) nao é satisfeita, fazemos t = % e retornamos ao passo 1. Caso contrario,
tomamos ty =t como o comprimento do passo.

O fim do procedimento decorre do fato de (2.7) ser satisfeita para t > 0 suficiente-
mente pequeno, como mostraremos a seguir.

Lema 2.3.1. SeF € diferencidvel e JF(x)v < 0, entdo existe € > 0 (que pode depender
de x,v e () tal que,
F(x + tv) < F(x) + BtJF(x)v

para todo t € (0, €].

Demonstracao. De fato, como F é diferenciavel, temos

F(x +h) = F(x) + JF(x)h + R(h), (2.8)

com lim Ri(h)
h—0 |[hl|

=0,i=1,2,...,m. Definamos

a:= i:%?im(]F(x)v)i.

Observemos que a < 0 uma vez que JF(x)v < 0 é expandido num sentido de coor-

denada a coordenada e ainda v # 0. Fazendo h = tv, temos ll_r)% |Rﬁgﬁ)| = 0, isto
e,
Vo>0 de>0; 0<|t|<e= Ri(tv)]
[tvll
Como B < 1 podemos tomar
s U=PBMa o o



Capitulo 2. Método de Descida em Otimizacao Multiobjetivo 30

Logo para 0 < t < € temos

R (tv)] - (1— [3).|a|7i =1,2,...,m.
lItv]] vl

Assim, para 0 <t < €
IRi(tv)| < t(1—p)lal,i=1,2,...,m.

Como a < 0,|a] = —a = min(—JF(x)v);, a expressao acima pode ser escrita como
1
IRi(tv)| < t(1—p) min
i=1,2

Portanto,
Ri(tv) < [Ri(tv)| < —t(1 — B)(JF(x)v);, Vi = 1,2, ..., m,

e, consequentemente,
R(tv) < —t(1 — B)JF(x)v. (2.9)

Logo, de (2.8) e (2.9)

F(x + tv) F(x) 4+ tJF(x)v + R(tv)
< F(x)+tJF(x)v —t(1 — B)JF(x)v

F(x) + tRJF(x)v

para todo 0 <t < €. O

2.4 Definicao e Analise de Convergéncia do Algo-
ritmo

Iniciaremos esta secao apresentando a definicao do algoritmo e, em seguida, estu-
daremos a convergéncia do método.

2.4.1 Algoritmo Completo
Consideremos as constantes p € (0,1) e o € (0, 1].

1. Inicializamos com x? € R™.
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2. Se x* ¢ critico Pareto pare. Caso contrario,
3. Calcule v¥, uma solugao aproximada do Problema (2.1) com tolerancia o.

4. Calcule o tamanho de passo ty € (0, 1] como sendo o méaximo de Ty onde,
1
T = {t =5 |j € N,F(x* + t,v*) < F(xF) + Bt]F(xk)vk} :

5. Encontre
X = xR oo

e volte ao passo 2.

Observacao 2.4.1. Se o passo 3 € atingido na iteracio k, x* ndo é critico Pareto,
pois do contrdrio parariamos no passo 2 e, do passo 3

1
_max (JF(x*)ve); < __max (JF(x*)v9); + §|I\zk||2 < oa(x¥) < 0.

Assim, JF(x*)VE < 0. Portanto, nesta iteragdo, do Lema 2.5.1 Ty, € ndo vazio, logo
0 passo 4 estd bem definido. Além disso, esse passo € feito usando uma regra tipo
Armijo como descrito acima.

2.4.2 Analise de Convergéncia do Algoritmo

Analisaremos agora a convergéncia do algoritmo. Observemos que se o algoritmo
para ap6s um ndmero finito k de iteracoes entao, do passo 2, o ponto x¥ é critico
Pareto. A partir de agora supomos que uma sequéncia infinita é gerada de modo que
o(x*) # 0 para todo k € N.

Teorema 2.4.1. Todo ponto de acumulagdo da sequéncia {x*}, gerada pelo algoritmo
€ critico Pareto. Se a fun¢ao F tem conjunto de nivel limitado, no sentido de que o

conjunto
A ={xeR"|F(x) <Fx")

¢ limitado, entdo a sequéncia {x*} também é limitada e tem pelo menos um ponto de
acumulacao.

Demonstragdo. Seja y um ponto de acumulacao da sequéncia {x*},isto &,

y = lim x",
j—oo
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onde {xM} C {x*}. Sejam v(y) e a(y) a solucdo e o valor étimo do Problema (2.1)
em Y, respectivamente.

vly) = angain {,) + gIvIP b aly) = min { £, + 0P}

onde
fy(v) = max (JF(y)v)i.

i=1,2,...m

Do Lema 2.2.1 é suficiente provar que «(y) = 0. Notemos que a sequéncia {F(x*)} é,
componente a componente, estritamente decrescente. Como F é continua,

lim F(x*) = F(y),

k—o0

logo
lim |[F(x*) — F(x*™1)| = 0.

k—o00

Porém,
F(x*) — F(x*") = =t BJF(x*)v* = 0,

e consequentemente

lim t JF(x*)v* =0, (2.10)
k—o0

onde t, € (0,1] Vk. Agora tomemos uma subsequéncia x* convergindo para y.
Consideraremos duas possibilidades

limsup ty; >0 ou
j—o0
lim sup tyj = 0.
j—o0

1°caso : Neste caso existe uma subsequéncia {x*'} — y satisfazendo

lim tk1 :{> 0.

l—oo

Usando (2.10) concluimos que

Jim JFOYvEY =0

kl+1 Kl
. . X —X -
lim v*' = lim :yfy:O.
l—oco l—oco tkl t
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Assim,

1
x(y) = « <lim xkl) — lim a(x*") = lim (max(]F(xkl)vkl)i> +5 lim [V =0,

l—o0 l—o0 l—o0 i

Portanto, y é critico Pareto.
22caso: Neste caso, pelo Lema 2.2.2, temos que {V¥} é limitada pois

V9 < 2I[TF(x)]

00,2

e {x¥} é uma subsequéncia convergente. Portanto podemos tomar uma subsequéncia
{x*"} de {x¥} tal que a sequéncia {V*"} também converge para algum v. Note que
para todo T € N temos

1
max  (F(x*" V"), = fau (V") < Fre (VE7) + EHVKTH2 < ox(x*) < 0.

i=1,2,....m
Logo, fazendo r — oo, devido a continuidade das func¢oes envolvidas, obtemos

%m?X(F(y)V)i < aly) 0. (2.11)

Tomando algum gq € N e considerando 7 suficientemente grande, segue que

tkr < 2_qu

o qual nos diz que a condi¢ao de Armijo nao é satisfeita para t = 2% Assim, para
_ 1
t = 57 temos

F (ka + (2%) vkr) ZF() + P (Qiq) JF(x*T )T,

isto é, existe j tal que

Fj (Xkr + (%) Vkr) 2 Fj (Xkr) + B (2%) (IF(Xkr)vkr)j )

Portanto, fazendo r — oo obtemos

i (v+ (55)%) 2 Fwl+ 6 (55 ) OFw)
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para pelo menos um j € {1, 2, ..., m}. Note que esta desigualdade é vélida para todo
g € N. Dai, o Lema 2.3.1 implica que

JF(y)v = 0,
isto é,
~max (JF(y)v);, = 0. (2.12)
i=1,2,....m
Logo, de (2.11) e (2.12) obtemos
1
0< max (JF(y)v); < p max(F(y)v); < a(y) <0

Portanto «(y) = 0 e y é critico Pareto.

Como a sequéncia {F(x*)} é estritamente decrescente, componente a componente,

concluimos que
F(x*) < F(x*') < F(x*7?) < ... < F(x"),

logo{x*} € A. Assim, como A ¢ limitado (pois F é nivel limitada) entdo {x*} é
limitada. Portanto, pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass, {x*} admite pelo menos
um ponto de acumulacao. O



Capitulo 3

Método de Descida em Otimizacao
Vetorial

Neste capitulo abordaremos um problema de otimizacao vetorial. Consideraremos
aqui, uma ordenacao parcial induzida por um cone K C R™ convexo, fechado e
pontiagudo com interior diferente do vazio. O algoritmo utilizado é um algoritmo
de descida. Além disso, apresentaremos defini¢oes e resultados importantes para a
garantia de convergéncia do método. Mais detalhes podem ser encontrados em [6],
[10], [14] e [18].

3.1 Introducao

Nesta secao estudaremos o problema
min  F(x) (3.1)

A funcao F : R™ — R™ estudada, é convexa e continuamente diferenciavel. O
problema descrito é de minimizar a fungao F onde a ordenacao é induzida por um
cone K convexo, fechado e pontiagudo com interior diferente do vazio. Um método
genérico de K-descida (AKdG) pode ser escrito da seguinte maneira.

Consideremos a constante 3 € (0,1).

1. Inicializamos com x° € R™.
2. Se x* é K-critico pare. Caso contrdrio,

3. Calcule v*, uma K-direcio de descida em x*.

35
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4. Calcule o tamanho de passo tx > 0 tal que,

F(x* + t1v) =k F(XF) + Bt JF(x)vk.
5. Encontre
X = xR v
e volte ao passo 2.

Definigao 3.1.1 ([19]). Seja I um conjunto de indices e {x*}h.e1 uma sequéncia em
R™. Diz-se que {x*}e1 € K-decrescente com relagdo a X quando

xF<kxt Vklel k>1

Proposigao 3.1.1. Seja {x*} uma sequéncia gerada pelo Algoritmo (AKdG). Se x
¢ um ponto de acumulacao de {x*} entdo

F(x) =k F(x¥)

Demonstragdo. Suponhamos {x*} uma sequéncia gerada pelo Algoritmo (AKdG),
assim todos os x* sao nao K-criticos. Logo existe v* tal que

JF(x*)W* € —intK.

Sendo assim,
Bt JF(x*)vk € —intK

e, consequentemente,
—BtiJF(x*)V* € intK. (3.2)

Logo, pela definicao do algoritmo temos que

F(x ™) < F(x*) + BtiJF(x VS <y F(x*),

onde a tltima sentenca segue de (3.2). Portanto, {F(x*)} é K-decrescente. Seja
{x%} uma subsequéncia de {x*} tal que x¥ — X. Tomemos k € N qualquer, para j
suficientemente grande k; > k e

F(xM) <x F(x").
Assim, fazendo j — oo obtemos

F(x) <x F(x¥) Vk € N.
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Tomemos agora X um outro ponto de acumulacdo da sequéncia {x*} e seja {x**} uma
subsequéncia de {x*} tal que x*» — x. Como

F(x) =k F(x*) Vk e N,

temos que
F(X) =k F(x*7).

Fazendo p — oo temos

F(x) <k F(x). (3.3)
Invertendo os papéis de X e X e procedendo analogamente, obteremos
F(x) <k F(x). (3.4)

Notemos que de (3.3)
e ainda de (3.4)

logo

Como K é pontiagudo,

e, consequentemente,
F(x) = F(x).
Assim F é constante no conjunto dos pontos de acumulacao de {x*} e ainda

lim F(x*) = F(x).

k—o00

3.2 Tamanho do Passo e Direcao de Busca

Nesta secao discutiremos a escolha do tamanho de passo. Usaremos o procedimento
backtracking usual para garantir que a escolha do comprimento de passo seja ade-
quada em cada iteracao k.

Consideraremos conhecida uma K-direcdo de descida v*. Tome um B € (0,1).
Utilizaremos o seguinte procedimento para encontrar o tamanho de passo t :
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1. Inicializamos com ty = 1 e verificamos se a seguinte condicao é satisfeita:
F(x* + tv¥) <k F(x¥) + BtJF(x*)vk. (3.5)

2. Se (3.5) ndo ¢ satisfeita, fazemos t = § e retornamos ao passo 1. Caso contrério,

tomamos tx =t como comprimento do passo.

Da Proposicao 1.3.1 obtemos que o procedimento tem sempre uma terminacao
finita. Além disso,

tie = max {27,j € N[ F(x* +27v¥) 2 F(x*) + B2 JF(x v} .

Nosso objetivo agora é determinar uma direcdo de descida v¥. A seguir citaremos
dois casos classicos de determinacgao de direcao de descida em otimizacao.

1. Na otimizagao escalar, isto é, quando m = 1 e K = R, temos o conhecido
método do Gradiente, vk = —VF(x*), que é solucao do problema

1
min <v, VF(xk)> + §|Iv||2, v € R". (3.6)

2. Para otimizacao multiobjetivo, isto é, quando m > 1 e K = R™*, como foi visto
no Capitulo anterior, v é solucao do problema

1
min fy(v) + §|Iv||2, veRY (3.7)

que pela definicao de f, é equivalente ao problema

1
min  max (v, VF;(x*)) + §||V||27 veR?

i=1,2,..,m
onde F(x) = (Fi(x), ..., Fu(x)).
Observe que (3.6) é um caso particular de (3.7) quando m = 1.
A partir de agora assumiremos que temos é um conjunto compacto C C R™ tal que

0¢C, (3.8)

C C Cone(ConvC) = K*. (3.9)
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Como intK # @ e C C K*\ {0}, segue que 0 ¢ ConvC e obtemos uma nova
caracterizagao para os conjuntos —K e —intK, sendo

—K={ueR™| (u,w) <0 VweC} (3.10)

—intK={ueR™| (uuw) <0 VweC}. (3.11)

Exemplo 3.2.1. Sendo K = R, e C = {1} retomamos a otimiza¢do escalar neste
caso, temos

K =(weR| (y,w)>0 VyeKl =R,
0¢C
p . p .
ConvC = {XGR | x:Zocixl,Zoqzl, xt e C, oy €R+} =R, .
i=1 i=1
Além disso,

C C Cone(ConvC) = Cone(R,,) =R,
intK #0,C c K*\ {0} = 0 ¢ ConvC.

Pela definicao, temos ainda:

—K={ueR| (uw) <0 Ywe C}=—-R,
—intK={ueR| (uw) <0 Ywe C}=—-R, .

Observacao 3.2.1. Em otimizacao multiobjetivo, K e K* sao o RT e C € a base
canénica do R™. Para um K genérico (convezo, fechado e pontiagudo com intK # ()
temos

C = {wekK [[wlh=1}
= (weK [Wwh+Wwh+..+Wwn=1}

Satisfaz as condigoes (3.8) e (3.9).

Definamos agora uma funcao ¢ : R™ — R dada por

$(y) = sup (y,w).

weC
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Observacao 3.2.2. Seja C um conjunto compacto. A funcao ¢ : R™ — R dada por

d)(y) = sup <y,W>

weC

¢ homogeénea positiva.

Como C é compacto temos por (3.10) e (3.11) a seguinte caracterizacao para os
conjuntos —K e —intK:

K={yeR™| d(y) <0}, (3.12)

—intK ={y e R™ | ¢(y) < 0} (3.13)
Lema 3.2.1. 1. Sejamy,y € R™, entao
¢y +19) < oly) + d(y)

e ainda

d(y) — oY) < dly—y).
2. Sey,y € R™, sdo tais quey <x Y (y 2k Y), entao d(y) < d(y) (d(y) < ¢(y)).
3. A funcao ¢ : R™ — R € Lipschitz continua.
Demonstracgao. 1. De fato,
dly+y) = sup (y+y,w)

weC

= sup ((y,w) + (g, w))

weC

< sup (Y, w) + sup (y,w)
weC weC

= ¢y +o(y).

Por outro lado,

¢(-y+y) = sup (—y+y,w)

weC

= Slélz (<_ng> + <U7W>)

< sup <—g,W> =+ sup <y,W> :
weC weC
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Assim,

¢y—y) = d=(-y+y)l=—-d(-y+y)

> sup <g,W> — Sup <y,W>
weC weC
= $(y) - dly).
2. Sey =k y temos quey—y € —K e, por (3.12)
¢y —9) <0.
Analogamente, se y <x y temos que y —y € —intK e, por (3.13)
¢y —y) <0

3. Pelo item 1, temos que
¢yl — oY) <dly—yle

$y) —dly) < oy —vy).
Logo
[d(y) — dU)] < sup{dly —g), d(y —y)k

Suponhamos sem perda de generalidade que

sup{d(y —y), d(y —y)t = d(y —y).

Assim
d(y) =G < dly—1)
= Sup <y_guw>
weC
< sup (lly —ylllwll),
weC

pela desigualdade de Cauchy-Schwartz. Dai
[b(y) — d(Y)l < sup wll.Ily —yll = Llly —gll,
we

onde L = sup |[w|| é a constante de Lipschitz. Portanto ¢ : R™ — R é Lipschitz
weC
continua.

]
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Definamos agora para x € R™ a funcao fy : R™ — R, como sendo

fx(v) = ¢o(JFx)v) (3.14)

= sup (w, JF(x)v).
weC

Lema 3.2.2. A funcao fy : R™ — R dada na Definicao 3.14 é convezxa.
Demonstracao. De fato, se tomarmos o segmento (1 —t)z + ty com t € [0, 1] temos

fi((l—tlz+ty) = sup (w,JF(x)((1—t)z + ty))

= EIZIE (w, (1 =)JF(x)z + tJF(x)y))

= sup ((w, (1 = t)JF(x)z) + (W, tJF(x)y))

< sup (w, (1 =1)JF(x)z) + sup (w, tJF(x)y)
= (1-1t) Sup (w, JF(x)z) +tsup (w, JE(x)y)

= (1 —=1t)fx(z) + thx(y).
Logo fyx é convexa. ]

Lema 3.2.3. Uma direcao v € R™ é uma K-direcao de descida em x € R™ se, e
somente se, fy(v) < 0.

Demonstracao. Se v € R™ é uma K-direcao de descida entao
JE(x)v € —intK.
logo por (3.13) ¢(3.14)
d(JE(x)v) = fx(v) <0.
Reciprocamente, se
fx(v) = ¢(JF(x)v) <0,

temos por (3.13)
JE(x)v € —intK.

Logo v € R™ é uma K-direcao de descida em x. [

Dado x € R™, a K-direcao de descida para F em x, denotada por v, é a solucao
do problema
min fy(v) + %||V||2

s.a veR™ (3'15)

Denotamos o valor 6timo do problema por o.
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Observacao 3.2.3. 1. No caso escalar, onde F : R™ — R e K =R, com C

{1}, a K-direciao de descida € exatamente a cldssica direcao de descida v, =
—VF(x).

2. Como v — fy(v) € uma funcdao real, convera e fechada, vy e &, estao bem
definidos. Além disso, como F € continuamente diferencidvel e & é Lipschitz
continua, a aplicacdo (x,v) — f,(v) € continua.

Lema 3.2.4. 1. Sex é K-critico, entdo vy =0 e o, = 0.

2. Se x nao é K-critico, entao vy 0 e o, <0 €

1
) < =5l <0,
1sto €, vy € uma K-direcao de descida.
3. As aplicacoes x — vy e X — &y $G0 continuas.
Demonstragao. 1. Se x é K-critico temos
ImJF(x) N —intK = 0,
isto é, para todo v € R™,
JE(x)v ¢ —intK.
Assim,
fx(v) = ¢(JF(x)v) = 0.
Como f,(0) = 0 temos
1 2 1 2 n
0 = £.(0) + 501 < fx(v) + SIMP Vv ER™
Logo vy =0 e oy = 0.
2. Se x nao é K-critico entao existe v € R™ tal que
JE(x)v € —intK

e, consequentemente,
f.(v) <0.
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Logo, fazendo A = %I(IX)

Kx

Assim,

e, consequentemente,

e Vv = Av, obtemos

1
(V) + = |92
() + 5l
1
o (Av) + §||7\VII2

}\2
A () + P

—t(v)?
ST o B

[vII? 2
—f (V)2 V)%
+ vl
V]| 2wl
__1 fx (V)Z
2 [vI?

1
Kx = fx(vx) + §||Vx||2 <0

1
fx(vx) < _§”VX||2 < 0.

Portanto, do Lema 3.2.3, v, é uma K-direcao de descida.

3. Tomemos x? € R™ e € > 0. Definamos

S={VeR"||lveo —V|l=¢},

onde v,o ¢é solugao do problema (3.15) com x = x". Como fy é convexa, a fungao

objetivo do problema (3.15) é fortemente convexa com médulo 3. Daf,

foo((1—t)v+tve) +

<

1
S =t + vl

(=10 (1) I01?) () + glvol?)

1
—itllv —vyoll?, Ytelo,1].
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Fazendo agora t = 1, obtemos
1 2 1 2 1 2
Froveo) + SVl < Fra(vaa) + livsoll? = Sliv = vl

1 1
< fro(v) + §HVH2 — v —vyl* VveR®

2
1 2 1 2
= fXO(V)+§||V|| —56 VveSs.

Portanto ) . .
fo )+ SIVP > foo(v) + slivolP + 5 Wes.

Como a aplicacao (x,v) — f,(v) é continua e S é compacto concluimos que
existe & > 0 tal que ||x — x| < & implica que

1 1
Fielv) + SV > fulvo) + Sliveol Wy €S, (3.16)
Tomemos agora x € R™ tal que [[x — x°|| < &. Da convexidade de
v — T (v) + %||v||27 e da desigualdade (3.16) concluimos que vy, o minimizador

de fy(-) + %II - 1|2, ndo estd na regiao |[v — vyo|| = €. De fato, seja x € R™ tal
que |[x —x°|| < §. Temos para todo v € R™ que

1 1
Fevi) + SIvid P < £ (v) + S
2 2
e, consequentemente,
Lo 1 2
Fx(vx) + SIvell” < F(vao) + S vl (3.17)
Assim v, ¢ S pois, do contrario, (3.17) contradiria (3.16). Desse modo, ou

[V — vyol] > € ou |[vy — vyo|| < €. Suponhamos que |[v, — Vol > €. Como a
funcao v — f(v) + %II\)II2 é fortemente convexa com modulo % temos

1
B~ v + o)+ DI~ v+t
1 1
< 0= 0) (fuloud o+ nl?) + (£ + glvol?)

1
—§t!|vX — vyl Vtelo1].
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Fazendo agora t = 1 temos

1 1 1
fx(Vxo) + §Hvxo||2 < fx(veo) + §Hvxo|!2 — 5lvx —Voll,

ou ainda,

1 1 1
fx(vyo) + §|vaoll2 > fi(vyo) + §|vao||2 + §||Vx — vyl
Assim,
1 21y
0> Slve —vall > 5e,
o que é uma contradicao. Logo,
Ix =Xl < 8 = [vy —vyoll < e.

Portanto, vy é continua e, consequentemente, &, é continua.

]

Uma possivel escolha para vF no Algoritmo (AKdG) é v,x, isto é, a K-diregao
de descida em x*. No entanto como o cdlculo de v, requer a solucio do problema
(3.15), é importante trabalharmos com a solugao aproximada deste problema.

Definigao 3.2.1. Seja 0 € [0,1). Dizemos que v é uma K-dire¢cio de descida o-
aprorimada em x € R™ quando

1
o (v) + EIIVII2 < (1—0)oy

ou, equivalentemente,

1 1
o)+ gV = () + Sl ) < ol

Observacao 3.2.4. A K-direcao de descida exata em x € sempre uma K-direcdo de
descida o-aproximada, pois assumimos o € [0,1). A K-dire¢ao de descida exata € a
unica K-dire¢ao de descida o-aprorimada para o = 0 pois, &y € o valor dtimo.

Lema 3.2.5. Seja 0 € [0,1). Sev € uma K-direcao de descida o-aproximada em x
entao

[[vx = VI[* < 20]o].
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Demonstracao. De fato, a convexidade forte da funcaov — f,(v)+ %Ilvll2 nos garante
para t =1 que

1 1
ﬁWd+§WN2< h@%+?MP

1 1
< W)+ ZIMP = Slive = Vi,

logo obtemos

1 1 1
Slve = VIP < FW) + SIVIE = fi(vi) + SIvad P )
2 2 2

Dai, como v é uma K-direcao de descida o-aproximada temos

1 1
o =P < 2051+ 0P = (fulvs) + vl | < 20l

[

Proposicao 3.2.1. 1. A direciov =0 € uma K-direcao de descida o-aproximada
em x € R™ se, e somente se, x € K-critico.

2. Sex nao € K-critico ev € uma K-direcao de descida o-aproximada em X entdo
v ¢ uma K-direcao de descida. Em particular v # 0.

Demonstragao. 1. Sev =0 é uma K-direcao de descida o-aproximada em x entao
pelo Lema 3.2.5
vy — 0I* < 20]ex,| Vo € [0,1).

Logo, para o =0,
||Vx||2 <0=v,=0

e, consequentemente,

1
Ky = fx(vx) + §||vx||2 =0.

Portanto, pelo Lema 3.2.4, x é K-critico. Reciprocamente, suponhamos que x
seja K-critico. Entao, pelo Lema 3.2.4, v, =0 e &, = 0. Assim

1
. (0) + 5y|0|y2 =0<0=(1—0)a, Yoe[0,1).

Logo, v =0 é uma K-direcao de descida o-aproximada em x.
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2. Sendo x nao K-critico entao vy # 0 e &, < 0 e sendo v uma K-dire¢cao de
descida o-aproximada em X temos

1
fx(v) < fx(v) + 5HV|!2 < (I—0)oe <0.

Portanto, pelo Lema 3.2.3, v é uma K-direcao de descida e em particular v £ 0.
O]

Formalizaremos agora o método de K-descida(como método de K-Armijo) o qual
denotaremos de Algoritmo (AKd). Este algoritmo é um caso particular do Algoritmo
(AKdG) visto anteriormente. Consideraremos o seguinte:

Seja B € (0,1) e 0 € [0,1).

1. Inicializamos com x° € R™.
Se x* é K-critico, isto é, £« = 0 para todo v € R™ pare. Caso contrdrio,

Calcule v, uma um K-direcdo de descida o-aprozimada em x*.

e

Calcule o tamanho de passo ty € (0,1] como sendo

ti:=max {277,j € N | ¢ (F(x* +277v¥) — F(x*) — B277TF(x*)v¥) <0} .
5. Encontre
X = xR v

e retorne ao passo 2.

Observe que se x* ndo é K-critico entao v¥ obtida no passo 3 é uma K-direcao
de descida e assim ty no passo 4 esta bem definido. Além disso, ti pode ser obtido
por um procedimento backtracking usual como visto anteriormente.

Observagao 3.2.5. Note que por (3.12), no passo 4, temos

ti ;= max {277, € N | F(x* +27v5) < F(x¥) + B2 ITF(x* vk}, (3.18)

Além disso, x**1 satisfaz
F(xXM) =k F(xX).

De fato, como
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¢ (F(x* +27v%) — F(x*) — B2 IJF(x* V) <0
temos por (3.12) que
F(x* 4+ 277vF) — F(x*) — B2 TF(x*)vk € —K.

Logo, _ .
FOx* +2790%) =i F(x¥) + p2 I JF(x v

e, consequentemente,
F(x* + tiov*) <k F(x¥) + Bty JF(x)v*.
Assim, como visto na Proposi¢ao 3.1.1 temos
F(x**1) < F(xM).

Portanto, a sequéncia {F(x*)} é K-ndo-crescente.

Finalizaremos esta se¢cao com uma generalizacao da Proposicao 1.3.1, como con-

sequéncia do fato de F ser continuamente diferenciavel.

Proposigao 3.2.2. Sejam B € (0,1), x eV tais que JF(x)v <k 0. Entdo existem t,d

e & constantes positivas tais que:
1. V' é uma K-direcio de descida em x'.
2. F(x' +tv') <x F(x') + BJF(x )V,
isto para todo t € (0,1), x € B(x;8) ev € B(v;d').

Demonstracao. 1. Por hipétese, JF(x)v <k 0, ou seja, JF(x)v € —intK. Assim

existe € > 0 tal que

JE(x)v+y € —intK vy € R™, [jy|| < e.

Como JF é continuo, existem 8, e &y positivos tais que se

[ =X < 81, v =Vl < 82 = [[JF(x v = JF(x)vll <

Assim por (3.19),
JE(x' V' € —intK = JF(x v < 0.

Iy . ~ . ’
Logo v é uma K-direcao de descida em x .

| m

(3.19)

(3.20)
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2. Como F é continuamente diferenciavel, temos
F(z + tu) = F(z) + tJF(z)u + tR(z, tu),

com liII[l) IIR(z,tu)|| = 0 uniformemente para z e w num conjunto compacto.
t—

Logo existe t > 0 tal que
t€ (0,t) = IIR(z, tu)ll < &,
em particular, para t € (0, 1),

I = x| < 81, v =Vl < 82 = [IR(x, tv)]| <

(1-B). (3.21)

wlm

Agora assumindo que t € (0,1),|lx —x|| < 81, [[v —V'|| < 85, temos

F(x/ + tv,) = F(x/) + tIF(x')v, + tR(x',tv,)
= F(x) +tBJF(x W —tBJF(x v +tJF(x v +tR(x',tv")
— F(x) +tBJF(x WV +t ((1 _B)JF(X WV + R(x/,tv’)) .

Definamos agora
w:=JFx' v + (1—-p)R(x,tv), (3.22)
dai obtemos

F(x' +tv) = F(x ) + tBJF(x v + t(1 — B)u. (3.23)

Notemos agora que u < 0. De fato,
u=JFx)v+uy, (3.24)
onde

U= JF(x' W = JFx)v+ (1 —B) 'R(xX, tv').
1)

Usando (3.20) e (3.21) obtemos

ITF(x WV = JF(x)v + (1 — B) 'R(x, tv)]
ITF(x W — TR+ (1= B) HIR(x, tv)l

S+(1-B)S1-B) =e

9l

NN
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Logo por (3.19) e (3.24) concluimos que

u=JFx)v+y € —intK, |[y|| < e = u <¢ 0.
Agora observemos que
F(x') + tBJF(x v — (F(x') +tBJF(x v 4 (1 — B)u) = —t(1 —B)u € intK,
isto é,

F(x') +tBJF(x W +t(1 — B)u <k F(x') + tBJF(x v, (3.25)

para todo t € (0,t), |[x —x'|| < 81, |lv—v'|| < 8. Logo, como

F(x' +tv) = F(x') + tBJF(x v + (1 — B,
obtemos por (3.25):

F(x' +tv') <k F(x') + tBJF(x V.

3.3 Analise de Convergéncia do Algoritmo

Nesta secao apresentaremos resultados auxiliares necessarios para garantir a con-
vergéncia do método (AKd). Consideraremos aqui as sequéncias {x*},{v*} e {t\}
geradas pelo algoritmo. Note que se o algoritmo para apds um nimero finito de
iteragoes, este para em um ponto K-critico.

Como visto no Lema 3.2.4, Definicao 3.2.1 e Proposicao 3.2.2,

oo,k < 0,
.ka(vk) + %HkaZ < (1 - G)(Xxk <0,
oF (x*1) =i F(xM) + BtiJF(x*)v* =k F(x¥).

Em particular, {F(x*)} é K-decrescente.

Lema 3.3.1. Sejam {x*},{v*} e {t\} sequéncias geradas pelo Algoritmo (AKd). Entdo

BIFIX)) < OF(0)) + Bt ((1 - olans = IR, (3.26)
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Demonstracao. Com efeito, como
F(xX* 1) =i F(X¥) + Bt F(x v,
temos pelo Lema 3.2.1

b(F(x*))

N

b (F(x®) + BticJ F(x*)v¥)

sup (F(x*) + BtiJF(x*)v*, w)

weC

suyé ((F(x*),w) + Bty (JE(x*)vE, w))
sup (F(x*),w) + Bty sup (JF(x*)v*, w)
G (F(x)) + Btid (JF(x)v )

G (F(x*)) + Btif (v¥)

d(F(xM) + Btr ((1 — 0) otk — %Ilka?) :

N

N

]

Definicao 3.3.1. Dizemos que uma sequéncia {x*} é K-limitada quando existe § €
R™ tal que § <k x* para todo k.

Exemplo 3.3.1. Toda sequéncia {x*} contida no cone K é K-limitada.
De fato, se {x*} C K, sempre existe um § € R™ tal que

x*—4 €K Vk.

Lema 3.3.2. Se {F(x*)} é K-limitada entdo

D> tidotel < 00, ) tilVHIE < oo,
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Demonstracao. Com efeito, do Lema 3.3.1, obtemos
1
BFIXT) < GIFx™)) + Bta ( (1 s = 5IVVIE)
1
< B 4 Bty (1= Olagn s — "R

1
+PBtn ((1 — 0)0n — §|Ivnll2> <
mn

< B0 + Y Bt (1= olas = HIv¥IR)
k=0

= O(Fx') = )_ P ((1 — 0ol - %nvkn?) .

k=0
Como {F(x*)} é K-limitada, existe § tal que
y =k F(x*) vk.

Dai, pelo Lema 3.2.1, temos

Assim,

<
=
/AN
<
]
x
3
x
/AN

BIFX) — b1 —0) Y tulacl — & 3 tulk|P.
k=0 k=0
Logo,
B9~ b)) < —B(1—0) Y tilosl— & 3 tulv?
k=0 k=0
e, equivalentemente,
OFON = 0ly) > Bl =013 tal+5 3t

Fazendo n — oo obtemos

BL—0) Y tioo 4 £ 3 Ll < b(FX")) — 6(y)
k=0 k=0
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e, consequentemente,

oo oo
> tulonal < 00, YtV < oo,
k=0 k=0

O

Agora estamos com as condigOes necessarias para estudar a convergéncia do Al-
goritmo (AKd).

Teorema 3.3.1. Todo ponto de acumulacio da sequéncia {x*} gerada pelo Algoritmo
(AKd) é K-critico.

Demonstracao. Seja X um ponto de acumulacao de {x*}. Entao existe uma sub-
sequéncia {x*} convergindo para X, isto &,

lim {x™} = x.
) —00

Notemos que como {v_x; } e {x_ } sdo continuas e {x%} converge para X entdo v, te
{OCij} convergem respectivamente para vz e az e, consequentemente, sao limitadas.
Logo, existem a,b € R tais que
v sl < aelo s <b.
Assim, pelo Lema 3.2.5, obtemos que
K K;
VI = v s ll < TV —v 1l < 20]ec ]

e, portanto,
IV < 20]oc 5| +[Iv 11| < 20b + a.

)

Refinando a subsequéncia original se necessario, assumimos que v¥ — v. Como v¥ é
uma K-direcao de descida o-aproximada temos,

1
froc (V) + §||vk|!2 < (1= o)ty
Logo, passando para a subsequéncia e fazendo j — co concluimos que

(9) + 5l < (1 - 0)ocs. (3.27)
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Como o Algoritmo (AKd) é um caso particular do Algoritmo (AKdG), como visto
anteriormente, aplicando a Proposi¢ao 3.1.1, obtemos que F(x) é K-limite inferior
para {F(x¥)}. Agora, pelo Lema 3.3.2, segue que

lim ty 00 5 =0, (3.28)
j—o00
lim ty,[v9 ]| = 0. (3.29)
j—00
Afirmamos que
v=0. (3.30)

Suponhamos por contradigao que v # 0. Como oz < 0, usando (3.27) temos
Fo(9) < () 4 VI < (1 - 0)oce <0
e, portanto, fzv < 0. Logo, pelo Lema 3.2.3,
JE(X)v < 0.

Pela Proposicao 3.2.2 concluimos que existe t > 0 tal que para todo j suficientemente
grande (maior do que algum jj)

F(xM 4 tv9) < F(xM) + BJF(xM)vS vt € [0,1). (3.31)
Agora mostraremos que para j maior que tal jo,
2ty, > min{l, t). (3.32)

De fato, seja j > jo. Se ty; = 1, a desigualdade (3.32) é valida. Suponha ty, < 1,
como este tamanho de passo é obtido por um procedimento backtracking, o tamanho
de passo anterior possivel 2ty; nao satisfaz a condigao de descida, uma vez que ty; é
o maximo que satisfaz a condigao. Assim, por (3.31)

2ty; > min{l, t}.
Dai, como v # 0 (por hipétese), segue de (3.29) que

lim tkj = 0,
j—00
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o que contradiz (3.32). Logo v = 0. Portanto, de (3.27) e (3.30),
0= 5(v) + VP < (1 - 0)xs
e, consequentemente,
oz > 0. (3.33)
Como xy; nao ¢ K-critico, temos
ocxkj <0
logo,
jlirgo Oy, = Xz < 0. (3.34)
Portanto, de (3.33) e (3.34) obtemos oz = 0 e, consequentemente, X é K-critico.
[

Mostramos portanto, que o algoritmo de descida assim como foi definido, gera
uma sequéncia {x*}, onde qualquer ponto de acumulacdo desta sequéncia
¢ um ponto K-critico de F : R™ — R™, convexa e continuamente

diferenciavel, o qual era o objetivo deste capitulo.
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