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Resumo

A busca por solucoes de equacoes nao lineares em espacos de Banach, é objeto de inte-
resse em varias areas da ciéncia e engenharias. Devido a sua velocidade de convergéncia e
eficiéncia computacional, o método de Newton e suas variagoes tém sido bastante utiliza-
dos para o proposito de obter solugoes dessas equagoes. Nesta dissertacao, apresentamos
uma analise de convergéncia local do método de Newton baseada no principio majorante
de Kantorovich. Esta abordagem melhora os resultados até entao obtidos, no seguinte
sentido: com as mesmas informacoes iniciais sao apresentadas melhores estimativas para

o raio de convergéncia. Casos especiais e exemplos numéricos sao também considerados.



Abstract

The search for solutions of nonlinear equations in Banach spaces, is object of interest in
several areas of science and engineerings. Due the speed of convergence and computational
efficiency, the Newton method and its variations have been sufficiently used to obtain
solutions of these equations. In the dissertation we present a local convergence analysis of
the Newton method based on Kantorovich’s majorant principle. This approach improves
the known results, in the following sense: under the same information, larger estimates
of the radius of convergence are provided. Special cases and numerical examples are also

provided in this study.
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Introducao

Neste trabalho estamos interessados no problema de aproximacgao de uma solucao local-
mente Unica x* da equacao

F(x) =0, (1)

onde F é um operador Fréchet-diferenciavel definido em um subconjunto Q) aberto e con-
vexo de um espago de Banach X, com valores em um espaco de Banach Y.

O campo das Ciéncias da Computacao tem visto um desenvolvimento consideravel em
Matematica, Ciéncias da Engenharia e Teoria do Equilibrio Econémico [7]. Por exemplo,
sistemas dinamicos sao modelados matematicamente por equagoes diferenciaveis e suas
solugoes usualmente representam os estados dos sistemas. Por uma questao de simplici-
dade, suponha que o sistema tempo-invariante é dirigido pela equacao x’ = T(x), para
algum operador T adequado onde x é o estado. Entao os estados de equilibrio sao deter-
minados resolvendo uma equagao do tipo (1). Equagdes similares sdo usadas no caso de
sistemas discretos.[7]

Muitos problemas de Engenharia, Economia, Fisica e outras disciplinas podem ser
apresentados na forma da equacdo (1) usando modelagem matematica [7]. A incognita
das equagoes de Engenharia podem ser fungoes (equagoes diferencidveis e integraveis),
vetoriais (sistemas de equagoes algébricas lineares ou nao lineares), nimeros reais ou
complexos (equagoes algébricas simples com incégnitas simples).

Exceto em casos especiais, os métodos de solucao geralmente usados sao iterativos -
quando se inicia a partir de uma ou varias aproximacgoes iniciais, uma sequéncia ¢
construida que converge para uma solugao da equacao. Métodos iterativos também sao
aplicados para resolver problemas de Otimizacao. Em tais casos, a sequéncia de iteracao
converge para uma solucao 6tima do problema em questao. Uma vez que todos estes
métodos tem a mesma estrutura recursiva, eles podem ser introduzidos e discutidos em

um quadro geral.
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Notemos que em Ciéncias da Computacao, a préatica da andlise numérica para encontrar
solugdes é essencialmente ligada a variagoes do Método de Newton [2].

A ideia basica do Método de Newton, para encontrar uma raiz de uma funcao
diferenciavel nao linear, é bastante simples e consiste em substituir a funcao nao
linear por uma aproximacao linear. Seja f : R — R nao linear, onde queremos resolver
a equacao f(x) = 0, isto é, estamos interessados em encontrar os zeros de f. Comecando
com um ponto inicial x° podemos construir uma aproximacao linear de f(x) em uma
vizinhanca de x°:

f(x) ~ f(x°) + f'(x°) (x — x").

Observe que como f(x) =0 a equacao anterior fica
0 =f(x) ~ f(x°) + f'(x°) (x —x9).
Portanto, ao invés de resolver f(x) = 0, resolvemos a equacao linear
0= f(x°) + f'(x°) (x —x9).
Se f'(x%) # 0, a equacdo acima tem solucao x! tal que
x! =x" — ' (x") " (x0).
Agora, se f'(x!) # 0 repetimos o mesmo processo acima e encontramos
x? =xt —f/(x}) 7 (x!).
Portanto, na k-ésima iteracao se f'(x*) # 0, encontramos
XKL = Xk 7 () L (xR,

O método de iteragao que vimos acima nos motiva a deduzir que a sequéncia do método de
Newton para resolver f(x) = 0, onde f é uma funcao diferenciavel nao linear, é a sequéncia

gerada pela seguinte regra de recorréncia:
XM = xF — (x*) 7 (xF) (k> 0) (2)

Observe que para esta sequéncia fazer sentido é necessario que todos os {x*} estejam con-
tidos no dominio da f e que f'(x¥) # 0, para todo k > 0. Também nao temos garantia da

convergéncia da sequéncia {x*}, portanto necessitamos de condicoes adequadas sobre f e
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o ponto inicial x° para garantir que {x*} convirja para um zero de f.

O método descrito acima foi proposto inicialmente por Isaac Newton em 1669 para en-
contrar raizes de fungoes polinomiais. Pouco tempo depois, em 1690 J. Raphson estendeu
o método para fungoes reais quaisquer. Por isso é muito comum, na literatura, o método
ser chamado de Método de Newton-Raphson. A consolidagao do método esta ligada a
famosos matematicos como J. Fourier, L. A. Cauchy, entre outros. Em 1818, Fourier
provou que o método convergia quadraticamente desde que o ponto inicial fosse tomado
em uma vizinhanca da solugao procurada, enquanto Cauchy mostrou que o método se
estende naturalmente para fungoes de varias variaveis e usou-o para provar a existéncia
de raizes de algumas equacoes. Em 1916, os matematicos Fine e Bennet deram mais
algumas contribuigoes para o método.

Fine em [14] provou a convergéncia para o caso n-dimensional sem a hipdtese de existéncia
de solugao. Bennet em [8] estendeu para o caso de dimensao infinita. Mais recentemente,
em 1948, L. V. Kantorovich em [23] provou a existéncia de solugao e a convergéncia do
método para operadores T : X — Y, onde X e Y sao espagos de Banach e T é um operador
Fréchet-diferenciavel qualquer.

A grande importancia desse método reside no fato de que sob algumas hip6teses é garan-
tida a convergéncia, a uma taxa relativamente alta, para uma solucao. O método de
Newton também é usado para mostrar outros teoremas importantes na Matematica. Por
exemplo, teoremas de existéncia e unicidade de solugoes para certas equagoes
diferenciais, veja por exemplo [21, 27], o Teorema da Fungao Inversa e Implicita [24]
¢ o Teorema do Mergulho Isométrico, veja [28].

A questao da convergéncia do método de Newton tem sido estudada extensivamente. Os
resultados obtidos podem ser distinguidos entre duas classes: convergéncia local e con-
vergencia semi local. Uma desvantagem da andlise de convergéncia local é que a proximi-
dade de uma solugao, e consequentemente existéncia, deve ser conhecida ou determinada
a priori. Por outro lado, esta andlise tem a vantagem de fornecer o raio de convergéncia
6timo.

Recentemente, alguns resultados usando fung¢oes convexas majorantes foram estabele-
cidos, veja [10, 11]. Em [10, 35|, foram estabelecidos, sob uma condi¢cao majorante e
condicao de lipschitz generalizada, respectivamente, convergéncia local, taxa quadratica

e estimativa do melhor raio de convergéncia possivel do método de Newton, bem como
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a unicidade da solugao para equagoes nao lineares. Na andlise apresentada em [10], foi
assumido a convexidade da derivada da fungao escalar majorante e, em [35], o nao de-
crescimento da funcgao integravel positiva que define a condicao de lipschitz generalizada
foi assumido.

Nesta dissertacao fomos motivados pelos recentes trabalhos de Ferreira [12] e Argyros [1],
onde o primeiro enfraqueceu as condigoes de convergéncia de [13, 11, 34] para a andlise
de convergéncia local do método de Newton sob a condicao de Lipschitz geral e forneceu
uma estimativa do erro das distancias ||x* —x*|| (k > 1), no que ele também afirmou ser o
melhor raio de convergéncia possivel. Usando as mesmas informagoes, em [1] foi mostrado
que em geral o raio de convergéncia dado em [12] ndo é o melhor possivel, mas pode ser
melhorado.

Estas observagoes sao muito importantes em mateméatica computacional, uma vez que
permitem uma melhor escolha da estimativa do ponto inicial x° e menos iteracoes para
obtermos o erro de tolerancia desejado.

Esta dissertagao esta organizada da seguinte forma:

No Capitulo 1, apresentamos alguns topicos de espacos de Banach, diferenciabilidade,
resultados basicos de andlise convexa em R e provaremos uma versao do Teorema de
Newton-Kantorovich [29].

No Capitulo 2, apresentamos o teorema de convergéncia local do método de Newton sob a
condi¢ao majorante provado em Ferreira [12]. Além disso, mostramos dois casos especiais
do teorema principal.

No Capitulo 3, usando as mesmas informacoes do resultado descrito no Capitulo 2,
mostramos as melhorias obtidas em [1]. Através de dois casos especiais e exemplos ilus-
trativos justificamos a teoria. Finalmente, no Capitulo 4, reunimos nossas conclusoes e

algumas diregoes para trabalhos futuros.



Capitulo 1

Conceltos Basicos

1.1 Espacos de Banach

Nesta secao definiremos espaco de Banach, norma de um operador linear e provaremos

alguns resultados necessarios, dentre os quais o famoso Lema de Banach.

Definicao 1.1.1 ([26]). Uma métrica num conjunto X € uma funcao d : X x X — R, que
associa a cada par ordenado de elementos x,y € X um numero real d(x,y), chamado a

distancia de x ay, de modo que sejam satisfeitas as sequintes condi¢oes para quaisquer

x,Yy,z € X:

dl) d(X,X) - Oa

ds) Se x #vy entdo d(x,y) > 0;
ds) d(x,y) = d(y,x);

d4) d(X7Z) < d(X,U) + d(U,Z)

Os postulados d;) e dy) dizem que d(x,y) > 0 e que d(x,y) = 0 se, e somente se,
x =Y. O postulado d3) afirma que a distancia d(x,y) é uma fungao simétrica nas variaveis

X, Y. A condi¢ao d4) chama-se desigualdade triangular.

Defini¢ao 1.1.2 ([26]). Um espag¢o métrico é um par (X, d), onde X é um conjunto e d

¢ uma métrica em X.
Veremos alguns exemplos de espagos métricos.

Exemplo 1.1.1 ([26]). A reta, ou seja, o conjunto R dos nimeros reais, é o exemplo

mais importante de espago métrico. A distancia entre dois pontos x,y € R é dada por

5
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d(x,y) = Ix —yl|. As condi¢oes di) a dy) resultam imediatamente das propriedades ele-

mentares do valor absoluto de nimeros reais.

Exemplo 1.1.2 ([26]). O espago euclidiano R™. Os pontos de R™ sao as listas

X = (X1,...,%Xn) onde cada uma das n coordenadas x; € um nimero real. Hd trés maneiras
naturais de se definir a distancia entre dois pontos em R™. Dados x = (X1,...,Xn) €
Y= (Y1,...,Yn) escreveremos:

dx,y) = /(1 — Y1)+ -+ n —yn)2 =X (xi —yo) 3"
d'(x,y)=ki—yil+ ...+ xn—ynl =2, Ixi—yil e
d”(X,U) = max{|x; —U1|, vy [ Xn —Un|} = max [x; —Ui|-

As fungoes d,d’,d” : R™ x R™ — R sdo métricas.

A seguir definiremos o conceito de convergéncia de sequéncia em um espago métrico

qualquer, a qual usaremos em toda a teoria do método de Newton.

Definigao 1.1.3 ([25]). Uma sequéncia {x*} em um espago métrico X = (X,||.||) € dita

convergente se existe um x* € X tal que

lim [|x* —x*|| =0,
k—o00

x* é chamado o limite de {x*} e escrevemos

lim x* = x*.
k—o00

No sentido usual, definimos também sequéncia de Cauchy, com o objetivo de analisar

a convergencia do método de Newton.

s

Definigao 1.1.4 ([25]). Uma sequéncia {x*} em um espaco métrico X = (X,|.||) ¢

chamada sequéncia de Cauchy se dado € > 0 existe Ky tal que
Ixk—x' <€, V k 1>k

Agora definimos espaco de Banach, que é o espago onde o método de Newton estd

definido, e apresentamos alguns exemplos e propriedades desses espacos.

Definicao 1.1.5 ([25]). Um espago vetorial normado X € dito de Banach se toda sequéncia

de Cauchy em X € convergente.
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Exemplo 1.1.3. O espaco euclidiano R™ e o espago unitdario C™ sdo espacos de Banach

com a norma usual.
Demonstracao. Veja pagina 33 de [25]. O

Exemplo 1.1.4 ([25]). O espago Cla,bl, das funcgoes continuas definidas em [a,b] é um

espaco de Banach com a norma dada por
x|l = max{[x(t)]; t € [a,bl}.
Demonstracao. Veja pagina 36 de [25]. ]

O conceito de sequéncias majorantes que definiremos agora tem um papel fundamental
para encontrar o principal resultado desta dissertagao. Veremos ainda neste capitulo que
Kantorovick usou essas sequéncias para resolver o método de Newton em espacos de

Banach.

Definigao 1.1.6 ([30]). Seja {x*} uma sequéncia qualquer em um espaco de Banach X.

Entao a sequéncia {ty} C [0,00) para o qual
K+l Lk
HX —-X ” < ey — Vk:()al?
h A . . k
chama-se sequéncia majorante para {x*}.
Note que qualquer sequéncia majorante é necessariamente mondtona crescente.

Lema 1.1.1 ([29]). Sejam X um espa¢o de Banach, {yx} uma sequéncia em X e {ty} uma

sequéncia de numeros reais nao negativos tal que
[Yrr1 — Yl < tiwr — t
e tx = t.. Entao existe um y, € X tal que yx — y* e
ly" —yull <t — t.

Demonstracao. A prova segue a partir de

P
[Yip — Y|l < Z lUksi — Ukgiot]] < tgp — te <t — i,
i=1

que mostra que {yx} é uma sequéncia de Cauchy. Como X é Banach segue que existe

Yy, € X tal que yx — y*. O
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Proposigao 1.1.1 ([30]). Seja {x*} uma sequéncia em um espago de Banach X. Se existe
um numero real 0 < & < 1 tal que
X —x*|| < af]xF —x*|, ¥ k=0,1,...

entdo {x*} converge para x*.

Demonstracao. Note que para k =0 e k = 1 temos respectivamente
It — x|
|

I* — x|

o[ x? — x|,

<
< afxt = x| < o?fx® —x*
e repetindo este processo k vezes obtemos

k

[ —x*|| < &Xx° = x*||, ¥ k=0,1,...

Como 0 < « < 1 temos que lim «* =0 e portanto
k—o0
lim |[x* —x*|| =0,
k—o00
ou seja, {x*} converge para x*. O

Definicao 1.1.7. Sejam X um espaco de Banach e a sequéncia {x*} C X convergindo
para X*. Dizemos que:

i) {x*} converge linearmente se existe ¢ € [0,1), tal que

k+1

X —x*| <c|x*—x*|, ¥V k=0,1,... (1.1)

i1) {x*} converge quadraticamente se existe ¢ > 0, tal que

k+1

X —x*| <c|x* —x*|?, ¥ k=0,1,...

Definigao 1.1.8 ([25]). Sejam X e Y espacos de Banach, £(X,Y) o espaco dos operadores

lineares de X em Y e T € £(X,Y). Defina a norma do operador T como sendo
ITI[ = sup{[[Tull; [[ufl < 1

Veja que a norma de T satisfaz as seguintes desigualdades:
DATul < Tl v Te £XY) euweX;
i) [ISTIF<[ISIITI e IS+ Tl < ISI+1ITll, ¥ S, T e £(X,Y);
i) (I T) < 1T
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Proposicao 1.1.2 ([30]). Sejam X e Y espacos de Banach. Se T € £(X,Y) € tal que

|IT|| <1 entao I—T € invertivel e vale

1

=T < —=-
L— [T}

Demonstracao. Considere as seguintes sequéncias {sy} e {tx} definidas respectivamente

por sy =14+T+T?+ ... +Tret, =1+ |T||+...+|[T||*. Note que
Isicer = sill = [T < I = tiesr — s

Como ||T|| < 1, temos que {tx} é uma sequéncia monétona crescente, pois
tirr —tie = || T > 0 = t1,1 > ty, e é convergente, pois {t} é a soma dos termos de

uma progressao geométrica de razao ||T]| < 1, logo

1
lim t, = .
Koo < T —|[T|

Entao pelo Lema 1.1.1 existe s* € X tal que klim sk = s*. Veja também que
—00

sk (I—T=I+T+ ... +THYI-T) =1 T (1.2)

IT— (T=T) = T < Tl

Como klim IT|I* =0 (|T|| < 1) temos da tltima desigualdade que klim (I-TY =1
— 00 — 00

Entao da expressao (1.2) e do ultimo limite temos que

lim s(I—T) = lim (I—T*™) =1,

k—o00 k—o00

e como existe lim sy, temos que
k—o0

(I—T) lim s, = L,
k—o0

entao klim sk = (I—=T)7!, ouseja, I — T é invertivel. Agora note que
—00

JI=T) = | Jim s

N

lim [[(I4+T+ ...+ T9)|
k—o00

N

Jim (|7 + T+ 4 [T)
—00

1
lim t* = .
o 1—|[T]|
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Provaremos agora o conhecido Lema de Banach.

Lema 1.1.2 ([30]). (Lema de Banach) Sejam X e Y espagos de Banach, B € £(X,Y) um

operador linear e 1 o operador identidade de X. Se ||[I —B|| < 1, entdo B ¢é invertivel e

vale
1
B < —
1—[[B—T]
Demonstra¢ao. Tomando T = I — B e observando que ||T|| = ||[I — B|| < 1, entdo pela

proposicao anterior temos que I — T = B ¢ invertivel e vale

1

=D =B < -—r=—=7-
1—[[T—-B

]

Defini¢ao 1.1.9 ([30]). Uma aplica¢io F: D C X — Y é Hélder-continua em Dy C D se

existe uma constante ¢ = 0 e p € (0,1] tal que, para todo x,y € D,
IF(y) = F)| < elly —x|7. (1.3)

Se p =1, entao F é continua-Lipschitz em Dy.

1.2 Diferenciabilidade

Nesta secao definiremos operador Fréchet-diferencidvel e Gateaux-diferenciavel em espacos
de Banach e, apresentaremos algumas de suas propriedades béasicas. Lembremos inicial-

mente a definigdo de diferenciabilidade em R. Para mais detalhes veja também [37].

Definicao 1.2.1 ([37]). Uma fung¢io f: R — R € diferencidvel em x se existe um nimero

real a:=f'(x) tal que

. fx+t)—f(x)—at
lim =0.
t—0 t

Esta definicao se estende de forma natural para espacos de Banach.

Definigao 1.2.2 ([37]). Seja F : U(x) € X — Y wma aplicagao qualquer com X e Y
espacos de Banach e U(x) uma vizinhanca de x. Entao:
(1) A aplicagio F é Fréchet-diferencidvel (F-diferencidvel) em x se, e somente se, eriste

uma aplicacao T € £(X,Y) tal que

F(x +h) —F(x) =T(h) +o(|[h|), h—0 (1.4)
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para todo h em uma vizinhancga de zero. Se existir, este T € chamado a F-derivada de F
em x. Denotamos F'(x) =T.

A F-diferencial em x € definida por dF(x,h) = F/(x)h.

(2) A aplicagcio F € Gateauz-diferencidvel (G-diferencidvel) em x se, e somente se, existe

uma aplicacao T € £(X,Y) tal que
F(x +tk) — F(x) =tT(k) +o(t), t—0 (1.5)

para todo k com ||k|| = 1 e todo nimero real t em alguma vizinhanga de zero. T € chamado
a G-derivada de F em x. Denotamos F'(x) =T

A G-diferencial em x € definida por dgF(x,h) = F/(x)h.

(3) Se a F-derivada (respect. G-derivada) F' (respect. G’) existe para todo x € A, entao
a aplicagao

FFrACX—=L(XY) xe F(x)

¢ chamada a F-derivada (respect. G-derivada) de F em A.
(4) As derivadas de ordem superiores sdo definidas sucessivamente. Assim, F"(x) € a

derivada de F' em x.

As equagoes (1.4) e (1.5) mostram que as derivadas sdo definidas através de uma
linearizagado. Obviamente F’/(x) é determinada unicamente por (1.4) e (1.5). Segue a
partir de (1.5) que a G-derivada em x pode ser definida equivalentemente através de

Pk = lim TR PO

t—0 t

(1.6)

Se definirmos @(t) = F(x + tk), entao para a G-derivada, (1.6) implica que

Definicao 1.2.3 ([37]). Se F: D C€ X — Y € F-diferencidvel (respect. G-diferencidvel)
em x € int(D) entao o operador linear T € £(X,Y) para o qual vale a Definicao 1.2.2 €

unico.

Proposicao 1.2.1 ([37]). As sequintes afirmacoes sao verdadeiras:
(a) Toda F-derivada em x € também G-derivada em x.
(b) A G-derivada em x para o qual a passagem ao limite em (1.6) é uniforme para todo

k com |[k|| =1, é também uma F-derivada em x.
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(c) Se F' existe como G-derivada em alguma vizinhanga de x, e se F' é continua em x,
entao F'(x) € também uma F-derivada em x.

(d) Se F'(x) existe como F-derivada em x, entdo F também é continua am x.
Demonstracao. Veja pagina 137 de [37]. O

Proposicao 1.2.2 ([37]). Suponha que as sequintes aplicacoes F, G : U(x) C X = Y sdo
F-diferencidveis (respect. G-diferencidveis) em x, onde X e Y sdo espagos de Banach.

Entao para todo «, 3 € R temos que
(«F +BG)'(x) = oF'(x) + BG'(x).
Demonstragao. Veja pagina 138 de [37]. O
Proposicao 1.2.3 ([37]). Seja x fizado e y = F(x). Suponha as sequintes aplicagoes:
F:Ux)CX—=Y e G:U(y<CcY—~Z

com F(U(x)) C U(y), onde X, Y e Z sao espagos de Banach. Isto define a aplicagdio
composicio GoF:U(x) C X — Z. Suponha que F'(x) e G'(F(x)) existe como F-derivada.
Entao:

(a) A aplica¢iao composi¢ao H = G o F € F-diferencidvel em x e
H'(x) = G'(F(x))F'(x). (1.7)

(b) Se F'(x) existe somente como G-derivada em x, entao H é G-diferencidvel em x e vale
(1.7).

Demonstracao. Veja pagina 138 ¢ 139 de [37]. O]

Proposicao 1.2.4 ([37]). Sejam X e Y espacos de Banach e F : D C X — Y
F-diferencidvel. Se ||[F'(y) —F(x)|| < L|lx —y|, V x,y € D e L constante, entao

[Fly) ~ Fx) ~ POy — )l < 5y — %I, ¥ xy e D. (1.9

Demonstra¢ao. Ponhamos 1 (t) = F(x + t(y —x)) —tF' (x)(y —x), ¥V t € [0, 1].

Da regra da cadeia temos:

V(t) = Flx+tly—x)(y—x)—FXx)(y—x)
= [Fix+tly—x)) —Fx)](y—x)
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e veja que (1) fo t)dt e [[W/(t)]| < Ltlly —x||*
Entao,
[Fly) — F(x) = F'(x)(y — ]|

[ (1) — (0]
[y Ltfly — x|[2dt

N

sy —x|*.

]

Proposigao 1.2.5 ([30]). Seja F: D C X — Y uma aplicagao continuamente diferencidvel
em um conjunto convexo Doy C D e suponha que, para as constantes o« = 0 e p > 0, F/
satisfaz

IF'(y) = (Il < eclly =[P,V x,y € Do.

Entao, para todo x,y € Dy,

[Fly) = F(x) = F'(x)(y —=x)| < m\ly x|[PHL.

Demonstracao. Segue diretamente do Teorema Fundamental do Calculo e de simples ma-

) x + tly ))—F’(x)](y—x)dtH
JLIF(x + ty — X)) — F 0oy — xlldt
J ety — )P lfy — x| at

cely —x||7+ [l tra

nipulacoes algébricas que

IF(y) = F(x) = F'(x)(y =]

I /A

Sy — x|,

1.3 Resultados de Analise Convexa em R

As seguintes afirmagoes e resultados elementares de Anélise Convexa serao fundamen-
tais para o desenvolvimento deste trabalho. Mais detalhes podem ser encontrados em

[18, 21, 35).
Definicao 1.3.1 ([32]). Um conjunto D C R € dito convezo se
A+ (1—ANyeD, Vx,yeD e Ael01]. (1.9)

O ponto Ax + (1 — A)y, onde A € [0,1], € denominado combinag¢do convera de x e y.
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Defini¢ao 1.3.2 ([32]). Seja I C R um intervalo. Uma fungdo @ : 1 — R € dita convexa
quando, para todo x,y € I e todo A € [0, 1]

PAx+ (1 =A)y) < Ap(x)+ (1 —=A)o(y). (1.10)
Quando a desigualdade acima € estrita, dizemos que a funcao @ € estritamente conveza.

Proposicao 1.3.1 ([17]). Sejam I C R um intervalo e @ : I — R uma fun¢do conveza.

Entao dados a,b ec €1 com a<b <c, temos

e(b) —ela) _ olc) —ela) _ @fc) —¢(b) (1.11)
b—-a = c¢c—a = c—b ‘
Demonstracao. Como a,b,c € [ e @ é convexa com a < b < ¢, temos
—b b—
b:C a—+ ac
c—a c—a
com % <le E < 1. Entao pela convexidade de ¢ temos:
c—b b—a
¢(b) < ¢(a) + ¢(c)
c—a c—a
e
c—b b—a a—D>b b—a
o(b) —olal < ($5¢ ~1) 0la) + =50l = S olal + ¢ —colc)
c—a c—a c—a c—a
Entao @“;jﬂa)g @ngfa% A segunda desigualdade ¢ obtida de modo andlogo. [

Proposicao 1.3.2 ([17]). Sejam € >0 e A € [0,1]. Se ¢ : [0,€) — R € convezxa, entdo

1:(0,€) = R definida por

Ux) = M (1.12)

é nao decrescente.

Demonstra¢ao. Dados x,y € (0,€) com 0 < x <y. Se A =1, entao l(x) = 0. Se A =0,

— (0 o o .
M e o resultado segue como consequéncia da primeira desigualdade

entao l(x) =
(1.11) com a = 0, b = x e ¢ = y. Agora suponha que A € (0,1), entao A < 1 =
Ax < x <y e aplicando novamente a primeira desigualdade (1.11) temos:

e(x) —e(Ax) _ oy) — ¢(Ax)
X — AX T

Novamente A < 1 = Ax < Ay < y e aplicando a segunda desigualdade (1.11) obtemos:

ely) — (M) _ oy) — e(\y)
y—Ax y—Ay
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e, juntando as duas desigualdades, obtemos:

e(x) — o) _ oly) —e(\x) _ ¢(y) — o(Ay)
xX—A Yy—Ax '

Portanto 1(x) < l(y) para todo x <y € (0, €). O

Proposicao 1.3.3 ([32]). Sejam I C R um intervalo e @ : 1T — R uma fungao

diferencidvel. Entdo @ € convexa se, e somente se,
e(y) = o)+ @' (x)(y—x),V y € Lx € int(l). (1.13)
A funcao @ € estritamente convezra se, e somente se, vale a desiqualdade estrita.
Demonstragao. (=) Dados y € I e x € int(I) temos por hipétese que
eAy + (1 =A)x) <Ae(y) + (1 —Ao(x), V Ae (0,1).

Entao,
ex+ Ay —x)) — @(x)

Fazendo A — 0 obtemos

que prova a primeira parte.
(<) Dados x,y € I. Se A =0 e A =1 a convexidade é imediata.

Suponha que A € (0,1) e seja z = Ax + (1 —A)y € int(I) entdo de (1.13) temos

PAx + (1 =ANy)Aly —x) + o(Ax + (1 = A)y) < @(y) (1.14)

@M+ (1 =My (1 = A (x —y) + eAx+ (1 = A)y) < @(x). (1.15)
Multiplicando (1.14) por (1 —A) , (1.15) por A e adicionando os resultados obtemos que
eAx+ (1 —=A)y) <Ap(x)+ (1 —A)o(y) (1.16)

e portanto ¢ é convexa. O

Proposi¢ao 1.3.4 ([32]). Sejam I C R wm intervalo e @ : 1 — R uma fungdo

diferencidvel. Entao @ € convexra se, e somente se,

(@'(x) —@'(Y))(x—y) 20, ¥V x,y € int(I).



Capitulo 1. Conceitos Basicos 16

Demonstra¢ao. (=) Tome x,y € int(I), como @ é convexa em I temos pela proposicao

anterior que

o' X)y—x)+oex) <o) e @' (Y(x—y)+ ey <o(x) ¥V x,y €int(I). (1.17)

Entao segue de (1.17) que

e(x) +Fo'(X)y—x) <oy <o)+ o' (y)ly —x)

e isto implica que

(@'(x) =0 (Y)(x—y) =0, V x,y € int(I).

(<) O resultado é 6bvio para x = .
Sejam x,y € I com x #y e A € [0, 1], temos pelo Teorema do Valor Médio que, para todo

a € (x,y), existem ¢’ e ¢’ com ¢’ € (x,a) e ¢” € (a,y) tais que

pla)—oe(x)=¢'(c)la=x) e @(y) —@(a) = @'(c")(y — a).

Multiplicando a primeira igualdade acima por —A, a segunda por (1 — A), tomando
a = Ax + (1 —A)y e somando o resultado obtemos depois de algumas manipulagoes

algébricas que

Ap(x)+ (1=Ne(y) = e(Ax+(1=Ay) = ¢'(c") [y =x)(1 =NA=Ae"(c") (1 =)y —x).

"

Note que existe k > 0 tal que ¢” — ¢’ = k(y — x), ou seja, y —x = CT*C/ Assim a
igualdade anterior se reduz a
1—A o/ 1ot " /
Ae(x) + (1 =Mo(y) —eMx + (1-Ay) = ——Ae'(c") — ¢'(c'))(c” —c).

Como k >0 e A € [0, 1] segue da igualdade anterior e de

(@' (x) —@'(Y))(x—y) 20, V x,y € int(I)

que

eAx + (1 =A)y) < Ap(x) + (1 =A)o(y),

e portanto ¢ é convexa. O
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1.4 O Teorema de Newton-Kantorovich

O Teorema de Kantorovich assume condi¢oes semi-locais para garantir existéncia e unici-
dade de uma solucao da equacao nao-linear F(x) = 0, onde F é uma aplicacao diferencidvel
entre espacos de Banach. Este teorema usa construtivamente o método de Newton e
também garante a convergéncia para uma solucao deste processo iterativo. Além de sua
elegancia, ele tem muitas aplicagoes tedricas e praticas. Kantorovich forneceu basica-
mente duas provas diferentes deste resultado, primeiro usando relagoes de recorréncia [30)]
e segundo por func¢oes majorantes [22]. O propdsito desta se¢ao é apresentar uma prova

modificada do segundo método. Para mais detalhes veja [29].

Teorema 1.4.1. Sejam X e Y espacos de Banach e F: D C X — Y. Suponha que em um

subconjunto aberto convexo Dy C D, F é Fréchet Diferencidvel e
IF'(x) —F (Yl <K|x—yl, V x,y € Dy. (1.18)

Para algum x° € Dy, suponha que Ty = [F'(x°)] " € definida em todo Y e queh = pKn < 5

onde ||Tol] < B e [[ToFX°|| <. Seja

1 1
t*:ﬁ(l—\/l—ﬂt), t**:ﬁ(l—kvl—Qh) (1.19)
e suponha que S = {x;|[x — x°|| < t.} C Dg. Entio as iteragoes de Newton
xKTL = xk — F/(x*)71Fxk estao bem definidas, estao contidas em S e convergem para

uma solucio x* de F(x) = 0 que é tinica em Do N{x; ||x — x°|| < tus}. Se h < % entao a

ordem de convergéncia € no minimo quadrdtica.
A prova segue como consequéncia do Lema 1.1.1 e dos seguintes lemas.

Lema 1.4.1. Para todo x € Q = {x;||[x —x°|| < 1/BK}N Dy, F'(x)~! ¢ definido em todo
Ye

/ —1 B
IFCI < = BRI ) (1.20)
Sex e N(x) =x — [F'(x)]'F(x) estao em Q, entdo
1 BK]jx — Nx|f?
IIN(Nx) — Nx|| < 5T BRI — Nx|| (1.21)
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Demonstracao. A primeira afirmacao segue a partir do Lema de Banach. Para provar a

segunda parte note primeiro que F(x) + F/(x)(Nx —x) =0 e
IN(Nx) —Nx|| = |[Nx—F/(Nx)"'F(Nx) — Nx||
= [[F'(Nx)~'F(Nx)]|

< arpemag IFINY |
Ry [FNX) = Fx = F/(x) (N (x) = x)|[,

logo pela Proposicao 1.2.4
I K 2
I[F(NX) = Fx = F/ () (N(x) = )| < 5 Nx —x]|
e portanto

1 BK|x — Nx|?
21— BK|x%—Nx||’

[IN(Nx) — Nx|| <

]

Lema 1.4.2. A sequéncia de Newton {x*} estd bem definida e é majorada pela sequéncia

definida por
(BK/2)t] —ti+1
BKtx — 1

Além disso, ty — t., onde t, € definido por (1.19).

trrr =ty — . to=0. (1.22)

Demonstracdao. Primeiro veja que ty sao as iteradas de Newton para o polinomio

%tQ — 1t + 1 com raizes t, e t,., entao pelo método de Newton t, — t..

Agora suponha que existem x!, ..., x* e [|[x' —x'7!|| < t;—t;_1, 1 =1,..., k. Isto vale para
k = 1. E, mais ainda,

I — X0 < S It = x| < TE (6 — tig) =t — to < t,. Assim {x¥} € S e pelo

i=1

Lema (1.4.1) temos:

k+1 kH ”N(kafl) _ kafln
1 BK|[xk x|

2 T—BK[x0—xK]]
1BK(te—tr1)?

2 1—B Kty

[|x* —x

NN

B — e

Agora vamos provar o Teorema de Newton-Kantorovick.
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Demonstragao. Segue dos Lemas 1.1.1 e 1.4.2 que existe um x* € S tal que x* — x*. Que

x* é a solucao segue a partir de

[FO) = [P ) = x4
= PR = xK) = F/(x) o4 — ) + F (6 (3 = x4
< OIFO) |+ IIF/0) = PO ][ — x|

< IIF OO+ LE et =),

Portanto da continuidade de F em S e ||x*' —x¥|| — 0, concluimos que ||F(x*)|| — 0

quando k — oo. Desse modo, F(x*) = 0 e a prova do Teorema esta concluida. O



Capitulo 2

Convergéncia Local do Método de

Newton sob a Condicao Majorante

Neste Capitulo serdao apresentados resultados obtidos em [12] que generalizam o Teorema
2.1 de [10] e, consequentemente, fornecem o raio de convergéncia da sequéncia gerada
pelo método. Conforme [12], sob certas condigoes as sequéncias geradas pelo método
de Newton estao bem definidas e convergem para uma solucao do problema em foco.
Encerramos apresentando duas aplicacoes. Na primeira, um resultado de convergéncia
para operador do tipo-Holder e a segunda, um resultado de convergéncia para o operador

satisfazendo uma condi¢ao de Lipschitz generalizada.

2.1 Analise Local para o Método de Newton

Teorema 2.1.1. Sejam X, Y espacos de Banach, O C X um conjunto aberto e F: Q —Y
uma  funcdo continuamente  diferencidvel. Seja x* € Q, R > 0 e
kK := sup{t € [0,R) : B(x*,t) € Q}. Suponha que F(x*) = 0, F/(x*) € invertivel e que

existe f:[0,R) — R continuamente diferencidvel tal que
[F/ () THF O) = F/(x" 4+ e = X DI < F/ (e =) — ' (tlx = x7|)), (2.1)

para todo T € [0,1], x € B(x*,k) e
(h1) f(0) =0 e f'(0) = —1;

(ho) ' € estritamente crescente.
Sejam

v:=sup{t € [0,R): f'(t) < 0},

20
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f(t) 1
= o€ (0,v): —t)-<1, te(0,d
pimsup {5 € (0v): (fr—t) 1 <1 te0.5)]
e
r:= min{k, p}.
Entao as sequéncias com pontos inicial X° € B(x*, r)\{x*} e to = [|x° — x*||, definidas

respectivamente por

f(t)
/(ty)

estao bem definidas; {ty} € estritamente decrescente, estd contida em (0,1) e converge para

X = Xk — F/(x*)7TF(xK), tepr = |t — ., k=0,1,.. (2.2)

0 e, {x*} estd contida em B(x*,T) e converge para x* que é o tinico zero de F em B(x*, 0),

onde o :=sup{t € (0, k) : f(t) < 0} e vale:

k-+1 *

X —X t

i X=X lim — = 0. (2.3)
k—oo  [|xk —x*|| k—oo

Por outro lado, se pff(,—‘()g) —1=1¢e¢p <k entaor =p é o melhor rato de convergéncia

possivel.

Além disso, tomando 0 < p < 1

f(t)

(h3) a fungao (0,v) >t — [f,— —t} tpﬂl ¢ estritamente crescente,

entao a sequéncia ‘;ﬂ} € estritamente decrescente e wvale

* tk+1 *
[+ —x*|| < LPH} | — x*|[PTL. (2.4)
k

Observagao 2.1.1. A primeira equacio em (2.3) diz que {x*} converge superlinearmente
para x*. Além disso, por que a sequéncia {tkH/tEH} ¢ estritamente decrescente temos
t /T < /0t para ko = 0,1,.... Assim a desigualdade em (2.4) implica que

k+1

[k —x*|| < [t /t] T Ixe — x*||PFY, para k = 0,1, .... Como consequéncia, se p = 0

entao ||x* —x*|| < tolty/to]® para k =0,1,... e se 0 < p < 1 entao

k

x5 — x*|| < tolty/te)PHV U/ x =0,1,.

2.2 Casos Especiais

Nesta secao vamos apresentar, como aplicacoes, dois casos especiais do Teorema 2.1.1.
Primeiramente vamos mostrar um teorema de convergéncia para o método de Newton

sob uma condicao invariante afim do tipo-Holder que apareceu em [19] e [36].
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2.2.1 Resultado de Convergéncia sob uma Condicgao tipo-Holder

Teorema 2.2.1. Sejam X, Y espacos de Banach, Q C X um conjunto aberto e F: Q —Y
uma  funcao continuamente diferencidvel. Sejam x* € Q, R > 0 e
kK := sup{t € [0,R) : B(x*,t) C Q}. Suponha que F(x*) = 0, F/(x*) € invertivel e que

existe uma constante K >0 e 0 <p < 1 tal que
IF/(x*) 71 F (%) = F'(x* 4+ t(x = x* )] < K(L—1")[]x —x*|", (2.5)

para todo T € [0,1], x € B(x*, k).
Seja v = min {K, (@%)I/P}. Entao, as sequéncias com ponto inicial
xY € B(x*, 1)\{x*} e to = ||[x° — x*|| definidas respectivamente por,
+1
Kpt}
p+1)(1—Kt})

N I N e L N ( k=01, ... (2.6)

estao bem definidas, {ti} € estritamente decrescente, estd contida em (0,1) e converge
para 0, {x*} estd contida em B(x*,T), converge para x*, que é o tunico zero de F em

B(x*, [(p + 1)/KI*/P) ¢ vale

Kp
p+1)(1—Kt})

ka+1_ HXk_X*Herl'

X*H<(

Além disso, se
p + 1 1/p
{(219 + 1)K} =*

1/p
~ . p+1 , . A .
entao r = |:—(2p+1)K] ¢ o melhor raio de convergéncia possivel.

Observacao 2.2.1. Desde que o Teorema 2.2.1 é um caso especial do Teorema 2.1.1
seque a partir da Observacao 2.1.1 que

KPHXO _X*H‘p [(p+1)*—11/p
(p + DL — K][x? — x*|[?]

0

e — x| < [ e—)

2.2.2 Resultado de Convergéncia sob uma Condicao de Lips-

chitz Generalizada

Nesta subsecao, iremos apresentar um teorema de convergencia local do método de Newton
sob a condi¢ao de Lipschitz generalizada devido a X. Wang, que apareceu em [36] e também
em [35]. Vale a pena ressaltar que o resultado desta subse¢ao nao assume que a fungao

que define a condicao de Lipschitz generalizada é nao decrescente.
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Teorema 2.2.2. Sejam X, Y espacos de Banach, O C X um conjunto aberto e F: Q —Y
uma  funcao continuamente diferencidvel. Sejam x* € Q, R > 0 e
kK := sup{t € [0,R) : B(x*,t) C Q}. Suponha que F(x*) = 0, F/(x*) € invertivel e que

existe uma funcao integravel positiva L : [0,R) — R tal que

[Ix—x*|]
I[F/(x*) "L F (x) — F'(x* — t(x — x*))]| gJ L(w)du, (2.7)

Tllx—x*|l
para todo T € [0,1] , x € B(x*, k). Sejav > 0 a constante definida por
t
V= sup {t €[0,R): J Lluwdu—1< ()} , (2.8)
0

e seja p>0er >0 as constantes definidas por

t t
p := sup {t € (0,0): J L(uw)udu/t(1 —J L(u)du) < 1,t € (0, 6)} , (2.9)
0 0
T = min{k, p}. (2.10)
Entdo, as sequéncias com ponto inicial x° € B(x*, F)\{x*} e to = [|x° — x*||, definidas

respectivamente por

t
R = PR, i = |
0

L(uw)udu/ (1 — th L(u) du) (2.11)
0

estao bem definidas, {ty} € estritamente decrescente, estd contida em (0,T) e converge para

0, {x*} estd contida em B(x*,T), converge para x* que é o unico zero de F em B(x*, o),

onde
t
0 = sup {te (0, k) :J L(u)(t—u)du—t<0} (2.12)
0
e valem:
.otk
lim =0
k—o0 tk
e
k41 _ %
lim X <l _y

koo ke — x|

Além disso, se

fg L(uw)udu

p(1 — J§ Liw)du)
e p <k entaoT=p é o melhor raio de convergéncia possivel.

=1, (2.13)

Se, adicionando a hipdtese 0 < p < 1
(h) a funcao (0,v) >t t'"PL(t) € ndo decrescente,

~ A . t s .
entao a sequéncia {t‘;ﬂ} ¢ estritamente decrescente e vale
k

et

||Xk+1 _X*H < tp—!—l
k

x —x Pt k=0.1,... 2.14
| P, .1,




Capitulo 3

Melhorias na Analise de

Convergéncia

O proximo resultado usa as mesmas informacoes (x*, F, f) que o Teorema 2.1.1, uma vez
que f( introduzido em (3.1) é apenas um caso especial de f e que sua existéncia é garantida
na continuidade Lipschitz geral, quando T = 0. Vamos mostrar a partir de agora que a
nova sequéncia escalar {sx} converge a zero mais rapido que a sequéncia escalar {ty} e,
através de casos especiais, que o raio de convergéncia aqui ¢ maior que aquele apresentado

no capitulo anterior.

3.1 Analise Local para o Método de Newton

Teorema 3.1.1. Sejam X, Y espacos de Banach, O C X um conjunto aberto e convezo e
F : QO — Y Fréchet-diferenciqvel. Seja x* € Q, R > 0 e
kK := sup{t € [0,R) : B(x*,t) C Q}. Suponha que F(x*) = 0, F/(x*) € invertivel e que

existem f,fy : [0,R) = R continuamente diferencidveis tais que:
IF/(x*) 1 (F'(x) = F'(x))|| < f5(llx —x*|]) — £5(0), (3.1)

[F/(x*) 7 F (%) — F/(x* 4+t = x DI < F/ ([l —x*[)) = £/ (llx — x*|)), (3.2)

para todo T € [0,1], x € B(x*,k) ¢
(H1) fo(0) =f(0) =0 e f3(0) = £'(0) = —1;
(Ho) fi, f' sdo estritamente crescentes satisfazendo
fo(t) < f(t) e fi(t) < f'(t) te(0,R), (3.3)

24
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Considere também
vo = supft € [0,R) : fy(t) < 0}, (3.4)
v:=sup{t € [0,R): f'(t) < 0}, (3.5)
f'(t)
fi(t) := , 3.6
_ L flv) fi(t)
Pp := sup {5 e [0,v): (f’(t) t) " <1,t€10,9) ¢, (3.7)
To := min{k, po}, (3.8)
TR _ f(sy)
so =[x’ =x*[l, st = || sk — 5 | falsi)| (k> 0). (3.9)

Entdo as sequintes afirmacoes sao verdadeiras:

(a) {sx} estd bem definida, é estritamente decrescente, estd contida em (0,7y), converge

para zZero e

. Sk+1
lim =0.

k—o0 Sk

(3.10)

(b) A sequéncia {x} gerada pelo método de Newton, com ponto inicial x° € B(x*, o),

estd bem definida, estd contida em B(x*,1¢) e converge para xX*, que € a unica solugdo de

F(x) =0 em B(x*, 0p), onde

0o := sup{t € [0, k) : fo(t) < 0}

i XX
s

f(po) B
(pof,(po) —1) filp) =1 e po < &

entdo To = po € o melhor raio de convergéncia possivel.

(c) Se

(d) Se a sequéncia escalar {ty} € dada por

f(ti)
/()

to = [[x* —x*[|, tip1 = |tk —

entao

Sk < tx para todo k>0

e a desigualdade estrita vale para k > 1 se f((t) < f'(t), t € [0,R).

Se adicionarmos, 0 < p < 1

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)



Capitulo 3. Melhorias na Analise de Convergéncia 26

(t)
(e) A sequéncia {z’;i}} ¢ estritamente decrescente, assim
k

(H3) A funcao t — (:,(—t) — t) ilp—(fl) ¢ estritamente crescente em (0,vg), entdo

S
||Xk+1 _ X*H < {S];jj } ka _ x*HPJrl' (316)

k
Além disso, para k > 0,
so[2]%, se p=0
I — 7| < e
sol2) P, se p#0

A prova do teorema 3.1.1 é baseada nos seguintes lemas:

Lema 3.1.1. As constantes Kk, v, 0y sdo positivas e (t — %)fl(t) < 0 para todo

te (0,v).

Demonstracao. Como Q é aberto e x* € (), temos que K é positivo. Agora veja que como
f’ é continua em [0,R) e f'(0) = —1, entao existe & > 0 tal que f’(t) < 0 para todo
t € (0,8) e como v := sup{t € [0,R) : f'(t) < 0} isto implica que v > & > 0. Desde que
f(0) =0 e f'(0) = —1, existe & > 0 tal que f(t) < 0 para todo t € (0, ). Portanto, temos
que o = sup{t € [0,k) : f(t) < 0} > 0 e entao, por (Hy), 09 > 0 >0, t € (0, 09).

De (Hy), (Hs) e Proposicao 1.3.3 temos que 0 = (0) > f(t)—tf’(t) paratodot € [0,R). Se
t € (0,v) entao f'(t) < 0. Logo dividindo a tltima expressao por f’(t) obtemos t—% <0

e, como fi(t) > 0 para todo t € (0,v), segue o lema. H

Segue de (Hz), das defini¢oes de vy e v que f((t) < 0, f'(t) < 0 para todo t € [0,V),
desde que v < vy. Assim, a funcao f; estd bem definida em (0,vy). Portanto, a funcao

iteracao de Newton

N, [0,v) = (—o0,0] (3.17)
f(t)
t— <t — m) fi(t) (3.18)

estd bem definida.

Lema 3.1.2. As sequintes afirmacoes sao verdadeiras:

t
A0 0 (3.19)
t—0 t
po >0 (3.20)

|nf’f0(t)| <tVte (O, po) (321)
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Demonstracao.
e (B [f_t)_t] f1(t)
t - f/(t) t
— f)—tf'(t)
— < (1) ) fl (t)
= (vtg" - 1) 0
= (Fhg™=2 = 1) 1) ¥ te (0,v).
Como f é continuamente diferenciavel, f'(0) = —1 e f1(0) = 1, obtemos fazendo t — 0
t
que lim w = (. Logo existe & > 0 tal que
t—0 t
f(t) f1(t)
—t 1V te(0,9).
<f’(t) ) v - < (0.9
Portanto, da defini¢ao de py, concluimos que py > 0 e [ns g (t)] <t V t € (0, po). ]

E f4cil ver que a sequéncia {sy} pode ser definida como:
So = ||X0 — X", Sks1 = |nf,f0(3k)|~ (3.22)

Lema 3.1.3. A sequéncia{sy} estd bem definida, € estritamente decrescente e estd contida

em (0, pg). Alem disso, {sx} converge para 0 com taxa de convergéncia superlinear, isto €,

. Sk+1 .. . A , .

lim = 0. Se adicionarmos (Hs), entdo a sequéncia {352} € estritamente decrescente.
k—oo Sy Sk
Demonstragdo. Como 0 < sg = ||[x° —x*|| < 1 < pg, concluimos a partir do Lema 3.1.2

e (3.17) que a sequéncia {sy} estd bem definida. Como sx;1 = [n¢ ¢, (sk)| temos do Lema

3.1.2 que syy1 = Ing g, (Sk)| < sk e portanto {sy} é estritamente decrescente e esta contida

em (0, po).

Como {sx} C (0, pg) e é estritamente decrescente segue que {sy} é convergente. Assim,
lim sy =s" com 0 < s* < pg.

k—+o0

De sy41 = g, (sk)| e da continuidade de 1y ¢,, obtemos fazendo k — oo que 0 < s* =
3

e e, (). Se s* # 0, ie, s* € (0,pp), entdo do lema anterior segue que [n¢ g, (s*)| < s*,

que gera uma contradi¢ao. Portanto lim sy = 0. Agora veja que

k—+o0
S n S
s sl
k—+o0 Sk k—+o0 Sk

pelo lema anterior. Desde que {sy} é estritamente decrescente, a tltima afirmacao segue

imediatamente como consequéncia de (Hs). H
Observacao 3.1.1. Para ver que as sequéncias {syx} e {tx} satisfazem sy < ty, note que
so = ||X° —x*|| = to, que |f1(0)] < 1, e, por conseguinte, que as fungoes de iteracio ng| e

Nt e, | satisfazem e, (0)] < [ne(0)] para © € [0,vp).
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3.2 Relacao entre a Funcao Majorante e o Operador
Nao Linear

Lema 3.2.1. Se x € B(x*,t), t € [0, min{k,vo}), ||x —x*|| < min{k, vy}, entao F'(x)*
existe e
1 1

/ —1g/(\y* _ _
PO S == = "R

(3.23)

Demonstragao. Seja x € B(x*,t) e t € [0, min{k,Vvo}). Usando que f{(0) = —1, (3.1) e que

f( ¢ estritamente crescente, obtemos

IF/)HF () = F DI < fylllxe —x*])) — £5(0)
= filllx—=x*])+1
< fit)+1<1,
onde a ultima desigualdade segue a partir das definicoes de k, vy e da escolha de t.

Assim, o Lema de Banach garante que F/(x*)~!'F/(x) ¢ invertivel e portanto F’(x) também

é. Também do Lema de Banach temos que

/ —1r/ * 1
HF (X) F (X )H < 1— ||F’(X*)_1(F/(X) —F/(X*))H
1
S Tl — ) — 7(0))

1
folx —x*[1)”

pois f’(0) = —1. Portanto

1 1

/ —1r(* . —
PPN g = R

(3.24)

]

Vamos estudar agora os erros de linearizacao do operador F e da funcao majorante f

em um ponto de Q, dados por:
Er(x,y) :=Fly) = [F(x) + F(x)(y —x)], x,y€Q (3.25)
er(t,u) :i=flu) — [f(t) + f'(t)(u—1)], t,uel0,R). (3.26)

Lema 3.2.2. Se ||[x* — x| < k, entdo |F'(x*) " 'Er(x,x*)|| < ef(||x —x*||,0).
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Demonstracao. Desde que B(x*, k) é convexa, temos que x* + t(x — x*) € B(x*, k) para
0<t<1lex € B(x* k). Como F é continuamente diferencidvel em Q segue da definicao

de Ef e do Teorema Fundamental do Célculo que:

IF'(x)"Er(x,x")|| = [[F/(x*) 7 F(x*) — F(x) — F/(x) (x* —x)]||
J F/(x*) ' (x) = F/(x* 4+ t(x —x*))](x — x*)d

0

1
< j IF/() M F () — (¢ + tlx— NI (¢ = x°) e

Agora, do Teorema 3.1.1, do Teorema Fundamental do Célculo e da defini¢cao de e; segue
que
1
IF"(x*) ' Er(x, x| < J £l = %)) = £ (el = x| Ix — x| d
0
= (e —=x"lx—x"[ = fllx —x"[]) 4 £(0)
= er(llx—=x7[,0).

O

O Lema 3.2.1 garante, em particular, que F’ é invertivel em B(x*,1y) e consequente-
mente:
Nf:B(x*,19) = Y
x — x — F/(x)"'F(x) (3.27)

¢ um operador bem definido.
Lema 3.2.3. Se |[|[x—x*|| < 1y entao ||[Ng(x)—x*|| < [n¢ ¢, ([|[x—x*|])]. Como consequéncia,
NF(B(X*7TO)) C B(X*7T0)'

Demonstracao. Como F(x*) = 0, entdo a desigualdade é direta para x = x*. Suponha
que 0 < [[x —x*|| < 1p. Assim o Lema 3.2.1 garante que F/(x) é invertivel. Novamente,

de F(x*) = 0 obtemos:

X —Np(x) = x* —x+F(x)"F(x)
= F(x)""F(x)(x*—x)+F(x)"F(x)
= —F(x)'[F(x*) = F(x) = F'(x) (x* — x]]
= —F/(x) 1 Eg(x,x*).
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Entao, dos Lemas 3.2.1 e 3.2.2, segue que

e =N < = F 0 F ) I () Ee(x, )|
ef(HX_X*HvO)

< .
6 ([ —x*])]

De f(0) = 0 e das definicoes de ef e 1y ¢,, obtemos

erllx—x1,0) _ 10) = flbe —x*[)) + F'(flx —x* P — <]
(=N =t =]}
B O L
=~ fllk—<1)

B —x D Tix—x) ~ flx—x)
_ (f(Hx—x*H) —IIX—x*II) £(]]x —x*|)
P =) fllx—x )
= g (I =x*[I
Portanto [[x* — Ne(9)] < ey (1x —x ).
Agora tome y € Ng(B(x*,79)). Entao existe x € B(x*,1¢) tal que Ng(x) =y. Como

x € B(x*, 19) implica que ||x —x*|| < 19 e 7 < pg, a primeira parte desta proposi¢ao junto

com a segunda parte do Lema 3.1.2 implica que

INF(x) = x*|| < g ([ = xF D] < flx = x| < 7o
e, portanto, Ng(B(x*, 1)) C B(x*,19). H
Lema 3.2.4. Supondo (H3) e ||x —x*|| <t < 7y entao

X MLt (1) «
HNF(X) —X H < tp—irlHX_X Hp+1. (328)

Demonstracao. A desigualdade é direta se x = x*. Suponha que 0 < [[x —x*|| < te

I e, (1)

T ¢é estritamente

(Hs) vale. Entao da definicao de n¢ ¢, temos que a aplicacao t —

crescente e consequentemente

Mg (X =¥ DI e g, ()]
[x —x*|[p+t = el

Portanto, do Lema 3.2.3, temos:

n t
| f,fo( )|||X—X*||p+1-

INF () =7 < e (I =X < =555
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3.3 Unicidade e Raio de Convergéncia Otimo

Agora vamos obter a unicidade da solucao e o raio de convergéncia 6timo.
Lema 3.3.1. O ponto x* € o unico zero de F em B(x*, 0g).

Demonstra¢ao. Tome y € B(x,,t) e F(y) = 0. Como F(x.) =0 e F(y) = 0, temos:
1
yoxe == | P PO+ uly - x) Py - xd
0
para u € (0,1). Usando a relacdo entre a funcdo majorante e F no Teorema 3.1.1 com

X =X+ +u(y — x4) e T =0, obtemos
[y —x.ll < E[fé(tu — %) = F5(0)][Jy — x| dw = fo([ly —x.[[) — o (0) — (0} [y — x.].
Como fy(0) =0 e fj(0) = —1, temos

Iy =%/l < follly —x.ll) + lly —x.|],

logo fo(|ly —x.||) = 0.

Agora, como f( é estritamente convexa e fy(t) < 0 devemos ter fo < 0 em (0,t],i.e,0é o0
tunico zero de fy em [0,t], entdo da ultima desigualdade concluimos que ||y —x.|| =0, i.e,
Y = X,. Assim, x, é o unico zero de F em B(x,,t), onde t € (0, k].

Portanto, da definicao de oy, temos x, é o unico de zero de F em B(x,, 0p). O

Lema 3.3.2. Se

flpo) _
(Pof'(Po) 1) filpo) =1

e po < K, entao rg = pg € 0 raio de convergéncia otimo.

Demonstracao. Suponha que (%—1) fi(pg) = 1 e pp < k. Defina a funcao

F:(—«k, k) — R dada por

—f(—t), se te(—«,0)
f(t), se tel0,«)

onde

f(t):%Q—t e fo(t):(e;—lw—t.

Usando o software Scientific Workplace conseguimos que

00 ~ 0, 3249.

:3e—2



Capitulo 3. Melhorias na Analise de Convergéncia 32

Veja que F(0) = 0, F/(0) = —1 e [F(0)'[F/(t) — F'(B)]] < f'(|t]) — f'(6[t]), 6 € [0, 1]
ete (—k,k). Assim F, X =Y =R, QO = (—k,k) e x* = 0 satisfazem as hipoteses do
Teorema 3.1.1.

Agora note que Ng(t) é crescente para t > % De fato,

(f'(1)*) — f(OF"(t)

(Ns(1)' = 1 ey

fHf"(t)

(f'(t)?)
Veja que f’(t) = e e f(t) > 0 se, e somente se, t > % Logo (Ng(t)) >0 Vt > % Como
po < K, é suficiente provar que a aplicacao do método de Newton para resolver F(t) = 0

com ponto inicial tg = —py nao converge. Assim,

f(po) __Po
f'(po)  filpo)

Entao t; > % ~ (,7357. Como Ng(t) é crescente para t > % obtemos que ty > % vV k, e

t = —po + ~ 1,2297.

assim o método de Newton para resolver F(t) = 0 iniciando com tqg = —pg nao converge.

Portanto py é o melhor raio de convergéncia possivel. O

3.4 A Sequéncia de Newton

Finalmente vamos provar as afirmagoes no Teorema 3.1.1 a respeito da sequéncia de

Newton {x¥}. Observe primeiro que sequéncia {x*} satisfaz
X = N¢(x*) (k > 0), (3.29)
que de fato é uma definicao equivalente para esta sequéncia.

Lema 3.4.1. A sequéncia {x*} estd bem definida, estd contida em B(x*,1y), converge para

o ponto X* que € o unico zero de F em B(x*, 0¢) e satisfaz
= 0. (3.30)

Se adicionarmos (Hs), entdo as sequéncias {x*} e {sx} satisfazem

I = < Sl =P (k> 0). (331)

k
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Demonstracao. Como x° € B(x*, 1) e 79 < Vo, entdo dos Lemas 3.2.3 e 3.2.1 respecti-
vamente temos que Ng(B(x*,19)) C B(x*,19) e F/(x*) é invertivel, logo {x*} estd bem
definida e estd contida em B(x*, ).

Vamos provar agora que x* — x*. De fato, como 0 < ||x* —x*|| < 19 < pg, temos do

Lema 3.2.3 e Lema 3.1.2 que
I = x| = [INF() = x| < g ([ = x* )] < [1x = 7). (3.32)

Assim, {||x¥ — x*||} ¢ estritamente decrescente e portanto convergente. Seja

K —x*|. Como {||x* —x*||} C (0, py) e é estritamente decrescente, temos que

L. = lim |x
k—+o0

0 < 1, < po. Entéo, da continuidade de ny ¢, em [0, pg) € (3.32) temos 0 < L, = ¢ ¢, (Li)].

Se 1, # 0 entao 0 < 1, < pg e pelo Lema 3.1.2 terfamos [ny ¢, (1) < 1., uma contradigao,

pois [n¢ ¢, (L) = L.. Portanto 1, = 0.

Novamente de (3.32) temos

[ — x| g (X< — x|
Xk —xs[ 7 [k = x|
n xK —x*
e, como lim |[x* —x*|| = 0, segue do Lema 3.1.2 que lim gl I _ 0e
k—+oc0 K— +o00 HXk_X*H
portanto
k+1 _ %
lim Ix | 0.

Provemos agora a ultima desigualdade. Primeiro vamos mostrar via indugao que as
sequéncias {sy} e {x*} satisfazem [|x* —x*|| < si.
Para k = 0, temos sg = ||x" — x*||. Agora assuma que para k = n, |[|[x™ — x*|| < sn.

Usando (3.32), Lema 3.2.4, hipé6tese de inducao e m¢ ¢, (sn)| = sn41 temos

X" = x| = INF(x™) = x|
< ogleslljpen e
< egilsp
= Inse,(sn)l
= Sn+1
e segue o resultado via indugao.
Portanto
I — 7] = [NpOF) — 7| < R — e P = Bk — e,
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Assim (a), (b), (c) e (d) seguem respectivamente dos Lemas 3.1.3, 3.4.1, 3.3.2 e
Observacao 3.1.1 e, (e) segue também do Lema 3.4.1. Portanto fica provado o Teorema

3.1.1.

Observagao 3.4.1. Veja que se fo(t) = f(t) V t € [0,R), entdo o Teorema 3.1.1 reduz-se

ao Teorema 2.1.1. F neste caso temos que,

sk=tx (k=>0), pp=p, 0g=0 e TH=T.

3.5 Casos Especiais sob uma Condicao Enfraquecida

3.5.1 Resultado de Convergéncia sob uma Condigao tipo-Holder

Fraca

Teorema 3.5.1. Sejam X, Y espacos de Banach, QO C X um conjunto aberto e F: Q —Y
uma  funcao continuamente  diferencidvel. Seja x* € Q, R > 0 e
kK := sup{t € [0,R) : B(x*,t) C Q}. Suponha que F(x*) = 0, F/(x*) € invertivel e que

existem Lo >0, L >0e0<p <1 tal que

[F" () 7HF () = F/(x"))|| < Loflx —x*|7, (3.33)
IF/ () 7HF () — F/(x" + Al = x* )| < L= AP)[Jx — x*||P, (3.34)

para todo A € [0,1], x € B(x*, k).

To = min K( P+l )1/1’
o "\Lp+Lo(p+1) ’

X" € B(x*, o) \x*}  so=|x"—x*|| sip1 = :

Seja

p+1

Lps;
p+1)(1—Losy)

Entao, valem as sequintes afirmacoes:
(a) {sx} estd bem definida, é estritamente decrescente, estd contida em (0,7q), converge

para 0 e

. Sk+1
lim = 0.
k—o0 Sk

(b) A sequéncia {x*} dada pelo método de Newton, iniciando com x° € B(x*,1o)\{x*} estd

bem definida, estd contida em B(x*,19) para todok > 0 e converge para xX*, que € a unica
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1/p
solugcao de F(x) =0 em B (x*, <%) ) , assim para K = 0:

I < PP ke
TESE

k+1 L * X*Hp—i—l

Lpx® —x*|?
XK —x < (

Além disso, se
1/p
p+1
Yo = < K,
’ Qp+mm+n)

entao v =Yg € o melhor raio de convergéncia possivel.

0

—x"|.

((p+1)k—1)/p
) I

Demonstracao. Considere as funcoes g, f: [0, k] — R definidas por

L tp+1 Ltp+1
0"t e f(t)=

fo(t) =
olt) p+1 p+1

Agora observe que
fo(t) =LotP —1 e f'(t) = LtP — 1,

fi, e f’ sao estritamente crescentes,

I[F" () H(F () — DI < Lo||><—X 7,

IF/(*)H(F/(x) — F/ (x +Ax = x*)))|| < L(L—=AP)[jx —x*||P,
fo(t) < f(t) & Lo <L

fo(t) < f'(t) & Lo < L,

£1(0) = f/(0) = —1 e fo(0) = f(0) =0.

Entao F, x*, fo, f, Hy, Hy e Hj satisfazem as condigoes do Teorema 3.1.1, e consequente-

To = min K< ptl )l/p
’ "\Lp+Lo(p+1)

mente temos que

L_psp+1
s = .
T+ D~ Losp)
Portanto, o resultado segue a partir do Teorema 3.1.1. O

Observacao 3.5.1. Se L = Ly, entao o Teorema 3.5.1 torna-se o Teorema 2.2.1. Além

disso, se Ly < L, temos que

T_( p+1 )1/P>T_( p+1 )1/p
T \Ip+Lp+1) S\ (2p+1)L

I < Lp Ix
P+ (1 =Lt}

k+1

k_x*||p+1 (k> O)

[Ix
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Veremos agora alguns exemplos ilustrativos.

Exemplo 3.5.1. Seja X =Y =R. Defina F em Q = (—1,—1), dada por
F(x) =e* — 1.

Entao, para x* = 0, temos F(x*) = 0 e F/(x*) = 1. Portanto, as hipoteses do Teorema
3.5.1 valem para p=1,L=e > Ly =e— 1. E veja que

L_ e
LO_C—]_

=1,581976707.

1 \VP
e tomando p = (ﬁﬁ) obtemos

2
p=or = 0,245252 < py = =0, 324947.

2L+ L

Também podemos apresentar uma tabela de comparacao, usando o software Maple

13, entre as sequéncias sy e ty e iniciando com xg = 0, 7T158.

Tabela de comparacao

k XK1 — k| Sk tr

0 0,2473838936 0,2842 0,2842

1 0,03614663422 0,2145495033 0,4826134043
2 || 0,0006692478074 | 0,09909547154 1,015025071

3 2,2399998e-7 0,01608560415 | 0,7960154923
4 0 0,0003616695761 | 0,7399991923
) ~ 1,778927982e-7 | 0,7357830417
6 ~ 4,299999235e-14 | 0,7357588833
7 ~ 0 0,7357588824
8 ~ ~ 0,7357588825

Exemplo 3.5.2. Seja X =Y =R. Defina a fungio F em Q = (1,3), dada por

2
F(x) = =x¥? —x.
3

Entao, o zero de F € x* = % = 2,25. Usando as hipdteses do Teorema 3.5.1, F/(x*) =0, 5,

L=2>Ly=1ep=0,5, obtemos:

9 9
-~ —=0.14 _ 7 _ _
p 6 0, 140625 < pg o 0, 360000
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3.5.2 Resultado de Convergéncia Fraca sob uma Condicao de

Lipschitz Generalizada

Teorema 3.5.2. Sejam X, Y espacos de Banach, QO C X um conjunto aberto e F: Q —Y
uma  funcao continuamente  diferencidvel. Seja x* € QR > 0 e
k := sup{t € [0,R) : B(x*,t) C Q}. Suponha que F(x*) = 0,F (x*) € invertivel e que

existem as funcoes integrdaveis positivas Ly, L : [0,R) — R tais que

[Ix—x|
IF'(x*)7H(F'(x) = F'(x"))|| < L Lo(u)du, (3.35)
[Ix—x|
IF/ (x*)H(F'(x) — F/(x* + t(x —x*)))|| < J L(u)du, (3.36)
lx—x*]

para todo T € [0,1] , x € B(x*, k).
Sejam vy > 0, pg > 0 e Tg > 0 as constantes definidas por

t

Vo = sup {t € [0,R) :J

Lo(u)du—1< 0} ,
0

_ L f; L(uw)udu
Do = sup {t € (0,vg) : Q —f(t) Lo(wdu) <1y,

f‘o = Il'liIl{K7 f)o}

Sejam

JFLuw)udu

0 * * 0 *
x € B(x",ro)\{x"}, sg =[x —x%||, s = 5 .
(X", o) \{X™}, so = | [P T ™ Lo(w)du

Entao, as sequintes afirmagoes sao verdadeiras:
(a) A sequéncia{sy} estd bem definida, é estritamente decrescente, estd contida em (0,7Tg),

converge para 0 e
. Sk+1
lim
k—o0 Sk

=0.

(b) A sequéncia {x*} gerada pelo método de Newton, com ponto inicial x° € B(x*,To)\{x*},
estd bem definida, estd contida em B(x*,Tq) e converge para x* que € o unico zero de F
em B(x*,0y), onde

t

0p := sup {t € (0,k) :J

Lo(u)(t—u)du—t< O} ,
0

e vale:

k41 _ %
g =X
koo [|xk —x*||



Capitulo 3. Melhorias na Analise de Convergéncia 38

Além disso, se

_ gOL( Judu
ol — P o Lo(u)du)

e Po < K, entdo Tg = pg € o melhor raio de convergéncia possivel.

Demonstracao. Considere as fungoes

f(t) = Jt Luw(t—u)du—t

0

fo(t) = Jt Lo(uw)(t —u)du —t.

0

Note que a derivada de f e fy sdo dadas respectivamente por:

f'(t) = E L(u)du—1

fo'(t) = J: Lo(uw)du — 1.

~ ~ . , . ry =~/ ~ , = =
Como L e Ly sao fungoes integraveis temos que f’ e fy sdo continuas e, portanto, f e fg
sao continuamente diferenciaveis.

Veja também que

IIx —x*|| — ' (0) = J:X - Ly(wdu—1+1= J:X - Lo(u)du
e
Fllx—x = Flelx—x) = [§ M Lwdu—1— 7 Ldu+1
= [ Lwdu

Logo, (3.1) torna-se (3.35) com f’ = f' e f; = f,". Além disso, como L e Ly sdo positivas,
e pelos resultados acima temos que as funcoes f = f e f, = f, satisfazem as condicoes
(H1) e (Hy) no Teorema 3.1.1. Portanto, o resultado segue a partir do Teorema 3.1.1 com

f =1, fo =fo, Vo = Vo, po = po, T=T € 0 = 0. u



Capitulo 4

Conclusao e Trabalhos Futuros

Nesta dissertacao, apresentamos uma analise de convergéncia local do método de Newton
baseada no principio majorante de Kantorovich. Esta abordagem melhorou os resultados
até entao obtidos, no seguinte sentido: com as mesmas informagoes iniciais sao apre-
sentadas melhores estimativas para o raio de convergéncia. Casos especiais e exemplos
numéricos também foram considerados.

No momento, estamos estudando como generalizar a técnica usada em [1] para obter

melhores resultados de convergéncia.
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