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Resumo

A busca por soluções de equações não lineares em espaços de Banach, é objeto de inte-

resse em várias áreas da ciência e engenharias. Devido a sua velocidade de convergência e

eficiência computacional, o método de Newton e suas variações têm sido bastante utiliza-

dos para o propósito de obter soluções dessas equações. Nesta dissertação, apresentamos

uma análise de convergência local do método de Newton baseada no prinćıpio majorante

de Kantorovich. Esta abordagem melhora os resultados até então obtidos, no seguinte

sentido: com as mesmas informações iniciais são apresentadas melhores estimativas para

o raio de convergência. Casos especiais e exemplos numéricos são também considerados.
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Abstract

The search for solutions of nonlinear equations in Banach spaces, is object of interest in

several areas of science and engineerings. Due the speed of convergence and computational

efficiency, the Newton method and its variations have been sufficiently used to obtain

solutions of these equations. In the dissertation we present a local convergence analysis of

the Newton method based on Kantorovich’s majorant principle. This approach improves

the known results, in the following sense: under the same information, larger estimates

of the radius of convergence are provided. Special cases and numerical examples are also

provided in this study.
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Introdução

Neste trabalho estamos interessados no problema de aproximação de uma solução local-

mente única x∗ da equação

F(x) = 0, (1)

onde F é um operador Fréchet-diferenciável definido em um subconjunto Ω aberto e con-

vexo de um espaço de Banach X, com valores em um espaço de Banach Y.

O campo das Ciências da Computação tem visto um desenvolvimento considerável em

Matemática, Ciências da Engenharia e Teoria do Equiĺıbrio Econômico [7]. Por exemplo,

sistemas dinâmicos são modelados matematicamente por equações diferenciáveis e suas

soluções usualmente representam os estados dos sistemas. Por uma questão de simplici-

dade, suponha que o sistema tempo-invariante é dirigido pela equação x ′ = T(x), para

algum operador T adequado onde x é o estado. Então os estados de equiĺıbrio são deter-

minados resolvendo uma equação do tipo (1). Equações similares são usadas no caso de

sistemas discretos.[7]

Muitos problemas de Engenharia, Economia, F́ısica e outras disciplinas podem ser

apresentados na forma da equação (1) usando modelagem matemática [7]. A incógnita

das equações de Engenharia podem ser funções (equações diferenciáveis e integráveis),

vetoriais (sistemas de equações algébricas lineares ou não lineares), números reais ou

complexos (equações algébricas simples com incógnitas simples).

Exceto em casos especiais, os métodos de solução geralmente usados são iterativos -

quando se inicia a partir de uma ou várias aproximações iniciais, uma sequência é

constrúıda que converge para uma solução da equação. Métodos iterativos também são

aplicados para resolver problemas de Otimização. Em tais casos, a sequência de iteração

converge para uma solução ótima do problema em questão. Uma vez que todos estes

métodos tem a mesma estrutura recursiva, eles podem ser introduzidos e discutidos em

um quadro geral.
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Notemos que em Ciências da Computação, a prática da análise numérica para encontrar

soluções é essencialmente ligada a variações do Método de Newton [2].

A ideia básica do Método de Newton, para encontrar uma raiz de uma função

diferenciável não linear, é bastante simples e consiste em substituir a função não

linear por uma aproximação linear. Seja f : R → R não linear, onde queremos resolver

a equação f(x) = 0, isto é, estamos interessados em encontrar os zeros de f. Começando

com um ponto inicial x0 podemos construir uma aproximação linear de f(x) em uma

vizinhança de x0:

f(x) ≈ f(x0) + f ′(x0)(x− x0).

Observe que como f(x) = 0 a equação anterior fica

0 = f(x) ≈ f(x0) + f ′(x0)(x− x0).

Portanto, ao invés de resolver f(x) = 0, resolvemos a equação linear

0 = f(x0) + f ′(x0)(x− x0).

Se f ′(x0) 6= 0, a equação acima tem solução x1 tal que

x1 = x0 − f ′(x0)−1f(x0).

Agora, se f ′(x1) 6= 0 repetimos o mesmo processo acima e encontramos

x2 = x1 − f ′(x1)−1f(x1).

Portanto, na k-ésima iteração se f ′(xk) 6= 0, encontramos

xk+1 = xk − f ′(xk)−1f(xk).

O método de iteração que vimos acima nos motiva a deduzir que a sequência do método de

Newton para resolver f(x) = 0, onde f é uma função diferenciável não linear, é a sequência

gerada pela seguinte regra de recorrência:

xk+1 = xk − f ′(xk)−1f(xk) (k > 0) (2)

Observe que para esta sequência fazer sentido é necessário que todos os {xk} estejam con-

tidos no domı́nio da f e que f ′(xk) 6= 0, para todo k > 0. Também não temos garantia da

convergência da sequência {xk}, portanto necessitamos de condições adequadas sobre f e
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o ponto inicial x0 para garantir que {xk} convirja para um zero de f.

O método descrito acima foi proposto inicialmente por Isaac Newton em 1669 para en-

contrar ráızes de funções polinomiais. Pouco tempo depois, em 1690 J. Raphson estendeu

o método para funções reais quaisquer. Por isso é muito comum, na literatura, o método

ser chamado de Método de Newton-Raphson. A consolidação do método está ligada a

famosos matemáticos como J. Fourier, L. A. Cauchy, entre outros. Em 1818, Fourier

provou que o método convergia quadraticamente desde que o ponto inicial fosse tomado

em uma vizinhança da solução procurada, enquanto Cauchy mostrou que o método se

estende naturalmente para funções de várias variáveis e usou-o para provar a existência

de ráızes de algumas equações. Em 1916, os matemáticos Fine e Bennet deram mais

algumas contribuições para o método.

Fine em [14] provou a convergência para o caso n-dimensional sem a hipótese de existência

de solução. Bennet em [8] estendeu para o caso de dimensão infinita. Mais recentemente,

em 1948, L. V. Kantorovich em [23] provou a existência de solução e a convergência do

método para operadores T : X→ Y, onde X e Y são espaços de Banach e T é um operador

Fréchet-diferenciável qualquer.

A grande importância desse método reside no fato de que sob algumas hipóteses é garan-

tida a convergência, a uma taxa relativamente alta, para uma solução. O método de

Newton também é usado para mostrar outros teoremas importantes na Matemática. Por

exemplo, teoremas de existência e unicidade de soluções para certas equações

diferenciais, veja por exemplo [21, 27], o Teorema da Função Inversa e Impĺıcita [24]

e o Teorema do Mergulho Isométrico, veja [28].

A questão da convergência do método de Newton tem sido estudada extensivamente. Os

resultados obtidos podem ser distinguidos entre duas classes: convergência local e con-

vergência semi local. Uma desvantagem da análise de convergência local é que a proximi-

dade de uma solução, e consequentemente existência, deve ser conhecida ou determinada

a priori. Por outro lado, esta análise tem a vantagem de fornecer o raio de convergência

ótimo.

Recentemente, alguns resultados usando funções convexas majorantes foram estabele-

cidos, veja [10, 11]. Em [10, 35], foram estabelecidos, sob uma condição majorante e

condição de lipschitz generalizada, respectivamente, convergência local, taxa quadrática

e estimativa do melhor raio de convergência posśıvel do método de Newton, bem como
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a unicidade da solução para equações não lineares. Na análise apresentada em [10], foi

assumido a convexidade da derivada da função escalar majorante e, em [35], o não de-

crescimento da função integrável positiva que define a condição de lipschitz generalizada

foi assumido.

Nesta dissertação fomos motivados pelos recentes trabalhos de Ferreira [12] e Argyros [1],

onde o primeiro enfraqueceu as condições de convergência de [13, 11, 34] para a análise

de convergência local do método de Newton sob a condição de Lipschitz geral e forneceu

uma estimativa do erro das distâncias ‖xk−x∗‖ (k > 1), no que ele também afirmou ser o

melhor raio de convergência posśıvel. Usando as mesmas informações, em [1] foi mostrado

que em geral o raio de convergência dado em [12] não é o melhor posśıvel, mas pode ser

melhorado.

Estas observações são muito importantes em matemática computacional, uma vez que

permitem uma melhor escolha da estimativa do ponto inicial x0 e menos iterações para

obtermos o erro de tolerância desejado.

Esta dissertação está organizada da seguinte forma:

No Caṕıtulo 1, apresentamos alguns tópicos de espaços de Banach, diferenciabilidade,

resultados básicos de análise convexa em R e provaremos uma versão do Teorema de

Newton-Kantorovich [29].

No Caṕıtulo 2, apresentamos o teorema de convergência local do método de Newton sob a

condição majorante provado em Ferreira [12]. Além disso, mostramos dois casos especiais

do teorema principal.

No Caṕıtulo 3, usando as mesmas informações do resultado descrito no Caṕıtulo 2,

mostramos as melhorias obtidas em [1]. Através de dois casos especiais e exemplos ilus-

trativos justificamos a teoria. Finalmente, no Caṕıtulo 4, reunimos nossas conclusões e

algumas direções para trabalhos futuros.



Caṕıtulo 1

Conceitos Básicos

1.1 Espaços de Banach

Nesta seção definiremos espaço de Banach, norma de um operador linear e provaremos

alguns resultados necessários, dentre os quais o famoso Lema de Banach.

Definição 1.1.1 ([26]). Uma métrica num conjunto X é uma função d : X×X→ R, que

associa a cada par ordenado de elementos x,y ∈ X um número real d(x,y), chamado a

distância de x a y, de modo que sejam satisfeitas as seguintes condições para quaisquer

x,y, z ∈ X :

d1) d(x, x) = 0;

d2) Se x 6= y então d(x,y) > 0;

d3) d(x,y) = d(y, x);

d4) d(x, z) 6 d(x,y) + d(y, z).

Os postulados d1) e d2) dizem que d(x,y) > 0 e que d(x,y) = 0 se, e somente se,

x = y. O postulado d3) afirma que a distância d(x,y) é uma função simétrica nas variáveis

x, y. A condição d4) chama-se desigualdade triangular.

Definição 1.1.2 ([26]). Um espaço métrico é um par (X,d), onde X é um conjunto e d

é uma métrica em X.

Veremos alguns exemplos de espaços métricos.

Exemplo 1.1.1 ([26]). A reta, ou seja, o conjunto R dos números reais, é o exemplo

mais importante de espaço métrico. A distância entre dois pontos x,y ∈ R é dada por

5
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d(x,y) = |x − y|. As condições d1) a d4) resultam imediatamente das propriedades ele-

mentares do valor absoluto de números reais.

Exemplo 1.1.2 ([26]). O espaço euclidiano Rn. Os pontos de Rn são as listas

x = (x1, . . . , xn) onde cada uma das n coordenadas xi é um número real. Há três maneiras

naturais de se definir a distância entre dois pontos em Rn. Dados x = (x1, . . . , xn) e

y = (y1, . . . ,yn) escreveremos:

d(x,y) =
√

(x1 − y1)2 + . . . + (xn − yn)2 = [
∑n
i=1(xi − yi)

2]
1/2

d ′(x,y) = |x1 − y1|+ ... + |xn − yn| =
∑n
i=1 |xi − yi| e

d ′′(x,y) = max{|x1 − y1|, ..., |xn − yn|} = max |xi − yi|.

As funções d,d ′,d ′′ : Rn × Rn → R são métricas.

A seguir definiremos o conceito de convergência de sequência em um espaço métrico

qualquer, a qual usaremos em toda a teoria do método de Newton.

Definição 1.1.3 ([25]). Uma sequência {xk} em um espaço métrico X = (X, ‖.‖) é dita

convergente se existe um x∗ ∈ X tal que

lim
k→∞ ‖xk − x∗‖ = 0,

x∗ é chamado o limite de {xk} e escrevemos

lim
k→∞ xk = x∗.

No sentido usual, definimos também sequência de Cauchy, com o objetivo de analisar

a convergência do método de Newton.

Definição 1.1.4 ([25]). Uma sequência {xk} em um espaço métrico X = (X, ‖.‖) é

chamada sequência de Cauchy se dado ε > 0 existe k0 tal que

‖xk − xl‖ < ε, ∀ k, l > k0.

Agora definimos espaço de Banach, que é o espaço onde o método de Newton está

definido, e apresentamos alguns exemplos e propriedades desses espaços.

Definição 1.1.5 ([25]). Um espaço vetorial normado X é dito de Banach se toda sequência

de Cauchy em X é convergente.
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Exemplo 1.1.3. O espaço euclidiano Rn e o espaço unitário Cn são espaços de Banach

com a norma usual.

Demonstração. Veja página 33 de [25].

Exemplo 1.1.4 ([25]). O espaço C[a,b], das funções cont́ınuas definidas em [a,b] é um

espaço de Banach com a norma dada por

‖x‖ = max{|x(t)|; t ∈ [a,b]}.

Demonstração. Veja página 36 de [25].

O conceito de sequências majorantes que definiremos agora tem um papel fundamental

para encontrar o principal resultado desta dissertação. Veremos ainda neste caṕıtulo que

Kantorovick usou essas sequências para resolver o método de Newton em espaços de

Banach.

Definição 1.1.6 ([30]). Seja {xk} uma sequência qualquer em um espaço de Banach X.

Então a sequência {tk} ⊂ [0,∞) para o qual

‖xk+1 − xk‖ 6 tk+1 − tk, ∀ k = 0, 1, ...

chama-se sequência majorante para {xk}.

Note que qualquer sequência majorante é necessariamente monótona crescente.

Lema 1.1.1 ([29]). Sejam X um espaço de Banach, {yk} uma sequência em X e {tk} uma

sequência de números reais não negativos tal que

‖yk+1 − yk‖ 6 tk+1 − tk

e tk → t∗. Então existe um y∗ ∈ X tal que yk → y∗ e

‖y∗ − yk‖ 6 t∗ − tk.

Demonstração. A prova segue a partir de

‖yk+p − yk‖ 6
p∑
i=1

‖yk+i − yk+i−1‖ 6 tk+p − tk 6 t∗ − tk,

que mostra que {yk} é uma sequência de Cauchy. Como X é Banach segue que existe

y∗ ∈ X tal que yk → y∗.
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Proposição 1.1.1 ([30]). Seja {xk} uma sequência em um espaço de Banach X. Se existe

um número real 0 < α < 1 tal que

‖xk+1 − x∗‖ 6 α‖xk − x∗‖, ∀ k = 0, 1, ...

então {xk} converge para x∗.

Demonstração. Note que para k = 0 e k = 1 temos respectivamente

‖x1 − x∗‖ 6 α‖x0 − x∗‖,

‖x2 − x∗‖ 6 α‖x1 − x∗‖ 6 α2‖x0 − x∗‖,

e repetindo este processo k vezes obtemos

‖xk − x∗‖ 6 αk‖x0 − x∗‖, ∀ k = 0, 1, ...

Como 0 < α < 1 temos que lim
k→∞αk = 0 e portanto

lim
k→∞ ‖xk − x∗‖ = 0,

ou seja, {xk} converge para x∗.

Definição 1.1.7. Sejam X um espaço de Banach e a sequência {xk} ⊂ X convergindo

para x∗. Dizemos que:

i) {xk} converge linearmente se existe c ∈ [0, 1), tal que

‖xk+1 − x∗‖ 6 c‖xk − x∗‖, ∀ k = 0, 1, ... (1.1)

ii) {xk} converge quadraticamente se existe c > 0, tal que

‖xk+1 − x∗‖ 6 c‖xk − x∗‖2, ∀ k = 0, 1, ...

Definição 1.1.8 ([25]). Sejam X e Y espaços de Banach, £(X, Y) o espaço dos operadores

lineares de X em Y e T ∈ £(X, Y). Defina a norma do operador T como sendo

‖T‖ := sup{‖Tu‖; ‖u‖ 6 1}.

Veja que a norma de T satisfaz as seguintes desigualdades:

i) ‖Tu‖ 6 ‖T‖‖u‖, ∀ T ∈ £(X, Y) e u ∈ X;

ii) ‖ST‖ 6 ‖S‖‖T‖ e ‖S+ T‖ 6 ‖S‖+ ‖T‖, ∀ S, T ∈ £(X, Y);

iii) ‖Tk‖ 6 ‖T‖k.
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Proposição 1.1.2 ([30]). Sejam X e Y espaços de Banach. Se T ∈ £(X, Y) é tal que

‖T‖ < 1 então I− T é invert́ıvel e vale

‖(I− T)−1‖ 6 1

1 − ‖T‖
.

Demonstração. Considere as seguintes sequências {sk} e {tk} definidas respectivamente

por sk = I+ T + T 2 + ... + Tk e tk = 1 + ‖T‖+ ... + ‖T‖k. Note que

‖sk+1 − sk‖ = ‖Tk+1‖ 6 ‖T‖k+1 = tk+1 − tk.

Como ‖T‖ < 1, temos que {tk} é uma sequência monótona crescente, pois

tk+1 − tk = ‖T‖k+1 > 0 ⇒ tk+1 > tk, e é convergente, pois {tk} é a soma dos termos de

uma progressão geométrica de razão ‖T‖ < 1, logo

lim
k→∞ tk =

1

1 − ‖T‖
.

Então pelo Lema 1.1.1 existe s∗ ∈ X tal que lim
k→∞ sk = s∗. Veja também que

sk(I− T) = (I+ T + ... + Tk)(I− T) = I− Tk+1 (1.2)

e

‖I− (I− Tk)‖ = ‖Tk‖ 6 ‖T‖k.

Como lim
k→∞ ‖T‖k = 0 (‖T‖ < 1) temos da última desigualdade que lim

k→∞(I− Tk) = I.
Então da expressão (1.2) e do último limite temos que

lim
k→∞ sk(I− T) = lim

k→∞(I− Tk+1) = I,

e como existe lim
k→∞ sk, temos que

(I− T) lim
k→∞ sk = I,

então lim
k→∞ sk = (I− T)−1, ou seja, I− T é invert́ıvel. Agora note que

‖(I− T)−1‖ = ‖ lim
k→∞ sk‖

6 lim
k→∞ ‖(I+ T + ... + Tk)‖

6 lim
k→∞(‖I‖+ ‖T‖+ ... + ‖T‖k)

= lim
k→∞ tk =

1

1 − ‖T‖
.
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Provaremos agora o conhecido Lema de Banach.

Lema 1.1.2 ([30]). (Lema de Banach) Sejam X e Y espaços de Banach, B ∈ £(X, Y) um

operador linear e I o operador identidade de X. Se ‖I − B‖ < 1, então B é invert́ıvel e

vale

‖B−1‖ 6 1

1 − ‖B− I‖
.

Demonstração. Tomando T = I − B e observando que ‖T‖ = ‖I − B‖ < 1, então pela

proposição anterior temos que I− T = B é invert́ıvel e vale

‖(I− T)−1‖ = ‖B−1‖ 6 1

1 − ‖I− B‖
.

Definição 1.1.9 ([30]). Uma aplicação F : D ⊂ X→ Y é Hölder-cont́ınua em D0 ⊂ D se

existe uma constante c > 0 e p ∈ (0, 1] tal que, para todo x,y ∈ D,

‖F(y) − F(x)‖ 6 c‖y− x‖p. (1.3)

Se p = 1, então F é cont́ınua-Lipschitz em D0.

1.2 Diferenciabilidade

Nesta seção definiremos operador Fréchet-diferenciável e Gâteaux-diferenciável em espaços

de Banach e, apresentaremos algumas de suas propriedades básicas. Lembremos inicial-

mente a definição de diferenciabilidade em R. Para mais detalhes veja também [37].

Definição 1.2.1 ([37]). Uma função f : R→ R é diferenciável em x se existe um número

real a := f ′(x) tal que

lim
t→0

f(x+ t) − f(x) − at

t
= 0.

Esta definição se estende de forma natural para espaços de Banach.

Definição 1.2.2 ([37]). Seja F : U(x) ⊆ X → Y uma aplicação qualquer com X e Y

espaços de Banach e U(x) uma vizinhança de x. Então:

(1) A aplicação F é Fréchet-diferenciável (F-diferenciável) em x se, e somente se, existe

uma aplicação T ∈ £(X, Y) tal que

F(x+ h) − F(x) = T(h) + o(‖h‖), h→ 0 (1.4)
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para todo h em uma vizinhança de zero. Se existir, este T é chamado a F-derivada de F

em x. Denotamos F ′(x) = T .

A F-diferencial em x é definida por dF(x,h) = F ′(x)h.

(2) A aplicação F é Gâteaux-diferenciável (G-diferenciável) em x se, e somente se, existe

uma aplicação T ∈ £(X, Y) tal que

F(x+ tk) − F(x) = tT(k) + o(t), t→ 0 (1.5)

para todo k com ‖k‖ = 1 e todo número real t em alguma vizinhança de zero. T é chamado

a G-derivada de F em x. Denotamos F ′(x) = T

A G-diferencial em x é definida por dGF(x,h) = F
′(x)h.

(3) Se a F-derivada (respect. G-derivada) F ′ (respect. G’) existe para todo x ∈ A, então

a aplicação

F ′ : A ⊆ X→ L(X, Y) x 7→ F ′(x)

é chamada a F-derivada (respect. G-derivada) de F em A.

(4) As derivadas de ordem superiores são definidas sucessivamente. Assim, F ′′(x) é a

derivada de F ′ em x.

As equações (1.4) e (1.5) mostram que as derivadas são definidas através de uma

linearização. Obviamente F ′(x) é determinada unicamente por (1.4) e (1.5). Segue a

partir de (1.5) que a G-derivada em x pode ser definida equivalentemente através de

F ′(x)k = lim
t→0

F(x+ tk) − F(x)

t
. (1.6)

Se definirmos ϕ(t) = F(x+ tk), então para a G-derivada, (1.6) implica que

ϕ ′(0) = F ′(x)k.

Definição 1.2.3 ([37]). Se F : D ⊂ X → Y é F-diferenciável (respect. G-diferenciável)

em x ∈ int(D) então o operador linear T ∈ £(X, Y) para o qual vale a Definição 1.2.2 é

único.

Proposição 1.2.1 ([37]). As seguintes afirmações são verdadeiras:

(a) Toda F-derivada em x é também G-derivada em x.

(b) A G-derivada em x para o qual a passagem ao limite em (1.6) é uniforme para todo

k com ‖k‖ = 1, é também uma F-derivada em x.
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(c) Se F ′ existe como G-derivada em alguma vizinhança de x, e se F ′ é cont́ınua em x,

então F ′(x) é também uma F-derivada em x.

(d) Se F ′(x) existe como F-derivada em x, então F também é cont́ınua am x.

Demonstração. Veja página 137 de [37].

Proposição 1.2.2 ([37]). Suponha que as seguintes aplicações F,G : U(x) ⊆ X → Y são

F-diferenciáveis (respect. G-diferenciáveis) em x, onde X e Y são espaços de Banach.

Então para todo α,β ∈ R temos que

(αF+ βG) ′(x) = αF ′(x) + βG ′(x).

Demonstração. Veja página 138 de [37].

Proposição 1.2.3 ([37]). Seja x fixado e y = F(x). Suponha as seguintes aplicações:

F : U(x) ⊆ X→ Y e G : U(y) ⊆ Y → Z

com F(U(x)) ⊆ U(y), onde X, Y e Z são espaços de Banach. Isto define a aplicação

composição G ◦ F : U(x) ⊆ X→ Z. Suponha que F ′(x) e G ′(F(x)) existe como F-derivada.

Então:

(a) A aplicação composição H = G ◦ F é F-diferenciável em x e

H ′(x) = G ′(F(x))F ′(x). (1.7)

(b) Se F ′(x) existe somente como G-derivada em x, então H é G-diferenciável em x e vale

(1.7).

Demonstração. Veja página 138 e 139 de [37].

Proposição 1.2.4 ([37]). Sejam X e Y espaços de Banach e F : D ⊂ X → Y

F-diferenciável. Se ‖F ′(y) − F ′(x)‖ 6 L‖x− y‖, ∀ x,y ∈ D e L constante, então

‖F(y) − F(x) − F ′(x)(y− x)‖ 6 L

2
‖y− x‖2, ∀ x,y ∈ D. (1.8)

Demonstração. Ponhamos ψ(t) = F(x+ t(y− x)) − tF ′(x)(y− x), ∀ t ∈ [0, 1].

Da regra da cadeia temos:

ψ ′(t) = F ′(x+ t(y− x))(y− x) − F ′(x)(y− x)

= [F ′(x+ t(y− x)) − F ′(x)] (y− x)
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e veja que ψ(1) −ψ(0) =
∫1

0 ψ
′(t)dt e ‖ψ ′(t)‖ 6 Lt‖y− x‖2.

Então,

‖F(y) − F(x) − F ′(x)(y− x)‖ = ‖ψ(1) −ψ(0)‖

6
∫1

0 Lt‖y− x‖2dt

= L
2
‖y− x‖2.

Proposição 1.2.5 ([30]). Seja F : D ⊂ X→ Y uma aplicação continuamente diferenciável

em um conjunto convexo D0 ⊂ D e suponha que, para as constantes α > 0 e p > 0, F ′

satisfaz

‖F ′(y) − F ′(x)‖ 6 α‖y− x‖p, ∀ x,y ∈ D0.

Então, para todo x,y ∈ D0,

‖F(y) − F(x) − F ′(x)(y− x)‖ 6 α

p+ 1
‖y− x‖p+1.

Demonstração. Segue diretamente do Teorema Fundamental do Cálculo e de simples ma-

nipulações algébricas que

‖F(y) − F(x) − F ′(x)(y− x)‖ =
∥∥∥∫1

0[F
′(x+ t(y− x)) − F ′(x)](y− x)dt

∥∥∥
6
∫1

0 ‖F
′(x+ t(y− x)) − F ′(x)‖‖y− x‖dt

=
∫1

0 α‖t(y− x)‖p‖y− x‖dt

= α‖y− x‖p+1
∫1

0 t
pdt

= α
p+1
‖y− x‖p+1.

1.3 Resultados de Análise Convexa em R

As seguintes afirmações e resultados elementares de Análise Convexa serão fundamen-

tais para o desenvolvimento deste trabalho. Mais detalhes podem ser encontrados em

[18, 21, 35].

Definição 1.3.1 ([32]). Um conjunto D ⊂ R é dito convexo se

λx+ (1 − λ)y ∈ D, ∀ x,y ∈ D e λ ∈ [0, 1]. (1.9)

O ponto λx+ (1 − λ)y, onde λ ∈ [0, 1], é denominado combinação convexa de x e y.
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Definição 1.3.2 ([32]). Seja I ⊂ R um intervalo. Uma função ϕ : I→ R é dita convexa

quando, para todo x,y ∈ I e todo λ ∈ [0, 1]

ϕ(λx+ (1 − λ)y) 6 λϕ(x) + (1 − λ)ϕ(y). (1.10)

Quando a desigualdade acima é estrita, dizemos que a função ϕ é estritamente convexa.

Proposição 1.3.1 ([17]). Sejam I ⊂ R um intervalo e ϕ : I → R uma função convexa.

Então dados a,b e c ∈ I com a < b < c, temos

ϕ(b) −ϕ(a)

b− a
6
ϕ(c) −ϕ(a)

c− a
6
ϕ(c) −ϕ(b)

c− b
. (1.11)

Demonstração. Como a,b, c ∈ I e ϕ é convexa com a < b < c, temos

b =
c− b

c− a
a+

b− a

c− a
c

com c−b
c−a

< 1 e b−a
c−a

< 1. Então pela convexidade de ϕ temos:

ϕ(b) 6
c− b

c− a
ϕ(a) +

b− a

c− a
ϕ(c)

e

ϕ(b) −ϕ(a) 6

(
c− b

c− a
− 1

)
ϕ(a) +

b− a

c− a
ϕ(c) =

a− b

c− a
ϕ(a) +

b− a

c− a
ϕ(c).

Então ϕ(b)−ϕ(a)
b−a

6 ϕ(c)−ϕ(a)
c−a

. A segunda desigualdade é obtida de modo análogo.

Proposição 1.3.2 ([17]). Sejam ε > 0 e λ ∈ [0, 1]. Se ϕ : [0, ε) → R é convexa, então

l : (0, ε)→ R definida por

l(x) =
ϕ(x) −ϕ(λx)

x
(1.12)

é não decrescente.

Demonstração. Dados x,y ∈ (0, ε) com 0 < x < y. Se λ = 1, então l(x) = 0. Se λ = 0,

então l(x) = ϕ(x)−ϕ(0)
x

e o resultado segue como consequência da primeira desigualdade

(1.11) com a = 0, b = x e c = y. Agora suponha que λ ∈ (0, 1), então λ < 1 ⇒

λx < x < y e aplicando novamente a primeira desigualdade (1.11) temos:

ϕ(x) −ϕ(λx)

x− λx
6
ϕ(y) −ϕ(λx)

y− λx
.

Novamente λ < 1⇒ λx < λy < y e aplicando a segunda desigualdade (1.11) obtemos:

ϕ(y) −ϕ(λx)

y− λx
6
ϕ(y) −ϕ(λy)

y− λy
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e, juntando as duas desigualdades, obtemos:

ϕ(x) −ϕ(λx)

x− λx
6
ϕ(y) −ϕ(λx)

y− λx
6
ϕ(y) −ϕ(λy)

y− λy
.

Portanto l(x) 6 l(y) para todo x < y ∈ (0, ε).

Proposição 1.3.3 ([32]). Sejam I ⊂ R um intervalo e ϕ : I → R uma função

diferenciável. Então ϕ é convexa se, e somente se,

ϕ(y) > ϕ(x) +ϕ ′(x)(y− x),∀ y ∈ I, x ∈ int(I). (1.13)

A função ϕ é estritamente convexa se, e somente se, vale a desigualdade estrita.

Demonstração. (⇒) Dados y ∈ I e x ∈ int(I) temos por hipótese que

ϕ(λy+ (1 − λ)x) 6 λϕ(y) + (1 − λ)ϕ(x), ∀ λ ∈ (0, 1).

Então,
ϕ(x+ λ(y− x)) −ϕ(x)

λ
6 ϕ(y) −ϕ(x).

Fazendo λ→ 0 obtemos

ϕ ′(x)(y− x) +ϕ(x) 6 ϕ(y),

que prova a primeira parte.

(⇐) Dados x,y ∈ I. Se λ = 0 e λ = 1 a convexidade é imediata.

Suponha que λ ∈ (0, 1) e seja z = λx+ (1 − λ)y ∈ int(I) então de (1.13) temos

ϕ(λx+ (1 − λ)y)λ(y− x) +ϕ(λx+ (1 − λ)y) 6 ϕ(y) (1.14)

e

ϕ(λx+ (1 − λ)y)(1 − λ)(x− y) +ϕ(λx+ (1 − λ)y) 6 ϕ(x). (1.15)

Multiplicando (1.14) por (1 − λ) , (1.15) por λ e adicionando os resultados obtemos que

ϕ(λx+ (1 − λ)y) 6 λϕ(x) + (1 − λ)ϕ(y) (1.16)

e portanto ϕ é convexa.

Proposição 1.3.4 ([32]). Sejam I ⊂ R um intervalo e ϕ : I → R uma função

diferenciável. Então ϕ é convexa se, e somente se,

(ϕ ′(x) −ϕ ′(y))(x− y) > 0, ∀ x,y ∈ int(I).
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Demonstração. (⇒) Tome x,y ∈ int(I), como ϕ é convexa em I temos pela proposição

anterior que

ϕ ′(x)(y− x) +ϕ(x) 6 ϕ(y) e ϕ ′(y)(x− y) +ϕ(y) 6 ϕ(x) ∀ x,y ∈ int(I). (1.17)

Então segue de (1.17) que

ϕ(x) +ϕ ′(x)(y− x) 6 ϕ(y) 6 ϕ(x) +ϕ ′(y)(y− x)

e isto implica que

(ϕ ′(x) −ϕ ′(y))(x− y) > 0, ∀ x,y ∈ int(I).

(⇐) O resultado é óbvio para x = y.

Sejam x,y ∈ I com x 6= y e λ ∈ [0, 1], temos pelo Teorema do Valor Médio que, para todo

a ∈ (x,y), existem c ′ e c ′′ com c ′ ∈ (x,a) e c ′′ ∈ (a,y) tais que

ϕ(a) −ϕ(x) = ϕ ′(c ′)(a− x) e ϕ(y) −ϕ(a) = ϕ ′(c ′′)(y− a).

Multiplicando a primeira igualdade acima por −λ, a segunda por (1 − λ), tomando

a = λx + (1 − λ)y e somando o resultado obtemos depois de algumas manipulações

algébricas que

λϕ(x)+ (1−λ)ϕ(y)−ϕ(λx+(1−λ)y) = ϕ ′(c ′′)(y−x)(1−λ)λ−λϕ ′(c ′)(1−λ)(y−x).

Note que existe k > 0 tal que c ′′ − c ′ = k(y − x), ou seja, y − x = c ′′−c ′

k
. Assim a

igualdade anterior se reduz a

λϕ(x) + (1 − λ)ϕ(y) −ϕ(λx+ (1 − λ)y) =
1 − λ

k
λ(ϕ ′(c ′′) −ϕ ′(c ′))(c ′′ − c ′).

Como k > 0 e λ ∈ [0, 1] segue da igualdade anterior e de

(ϕ ′(x) −ϕ ′(y))(x− y) > 0, ∀ x,y ∈ int(I)

que

ϕ(λx+ (1 − λ)y) 6 λϕ(x) + (1 − λ)ϕ(y),

e portanto ϕ é convexa.
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1.4 O Teorema de Newton-Kantorovich

O Teorema de Kantorovich assume condições semi-locais para garantir existência e unici-

dade de uma solução da equação não-linear F(x) = 0, onde F é uma aplicação diferenciável

entre espaços de Banach. Este teorema usa construtivamente o método de Newton e

também garante a convergência para uma solução deste processo iterativo. Além de sua

elegância, ele tem muitas aplicações teóricas e práticas. Kantorovich forneceu basica-

mente duas provas diferentes deste resultado, primeiro usando relações de recorrência [30]

e segundo por funções majorantes [22]. O propósito desta seção é apresentar uma prova

modificada do segundo método. Para mais detalhes veja [29].

Teorema 1.4.1. Sejam X e Y espaços de Banach e F : D ⊂ X→ Y. Suponha que em um

subconjunto aberto convexo D0 ⊂ D, F é Fréchet Diferenciável e

‖F ′(x) − F ′(y)‖ 6 K‖x− y‖, ∀ x,y ∈ D0. (1.18)

Para algum x0 ∈ D0, suponha que Γ0 ≡ [F ′(x0)]−1 é definida em todo Y e que h ≡ βKη 6 1
2

onde ‖Γ0‖ 6 β e ‖Γ0Fx0‖ 6 η. Seja

t∗ =
1

βK
(1 −

√
1 − 2h), t∗∗ =

1

βK
(1 +

√
1 − 2h) (1.19)

e suponha que S ≡ {x; ‖x − x0‖ 6 t∗} ⊂ D0. Então as iterações de Newton

xk+1 = xk − F ′(xk)−1Fxk estão bem definidas, estão contidas em S e convergem para

uma solução x∗ de F(x) = 0 que é única em D0 ∩ {x; ‖x − x0‖ 6 t∗∗}. Se h < 1
2

então a

ordem de convergência é no mı́nimo quadrática.

A prova segue como consequência do Lema 1.1.1 e dos seguintes lemas.

Lema 1.4.1. Para todo x ∈ Q ≡ {x; ‖x − x0‖ < 1/βK} ∩D0, F ′(x)−1 é definido em todo

Y e

‖[F ′(x)]−1‖ 6 β

(1 − βK‖x− x0‖)
. (1.20)

Se x e N(x) ≡ x− [F ′(x)]−1F(x) estão em Q, então

‖N(Nx) −Nx‖ 6 1

2

βK‖x−Nx‖2

1 − βK‖x0 −Nx‖
. (1.21)
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Demonstração. A primeira afirmação segue a partir do Lema de Banach. Para provar a

segunda parte note primeiro que F(x) + F ′(x)(Nx− x) = 0 e

‖N(Nx) −Nx‖ = ‖Nx− F ′(Nx)−1F(Nx) −Nx‖

= ‖F ′(Nx)−1F(Nx)‖

6 β
1−βK‖x0−Nx‖‖F(Nx)‖

= β
1−βK‖x0−Nx‖‖F(Nx) − Fx− F

′(x)(N(x) − x)‖,

logo pela Proposição 1.2.4

‖F(Nx) − Fx− F ′(x)(N(x) − x)‖ 6 K

2
‖Nx− x‖2

e portanto

‖N(Nx) −Nx‖ 6 1

2

βK‖x−Nx‖2

1 − βK‖x0 −Nx‖
.

Lema 1.4.2. A sequência de Newton {xk} está bem definida e é majorada pela sequência

definida por

tk+1 = tk −
(βK/2)t2k − tk + η

βKtk − 1
, t0 = 0. (1.22)

Além disso, tk → t∗, onde t∗ é definido por (1.19).

Demonstração. Primeiro veja que tk são as iteradas de Newton para o polinômio

βK
2
t2 − t+ η com ráızes t∗ e t∗∗, então pelo método de Newton tk → t∗.

Agora suponha que existem x1, ..., xk e ‖xi−xi−1‖ 6 ti− ti−1, i = 1, ...,k. Isto vale para

k = 1. E, mais ainda,

‖xk − x0‖ 6
∑k
i=1 ‖xi − xi−1‖ 6

∑k
i=1(ti − ti−1) = tk − t0 6 t∗. Assim {xk} ∈ S e pelo

Lema (1.4.1) temos:

‖xk+1 − xk‖ = ‖N(Nxk−1) −Nxk−1‖

6 1
2
βK‖xk−xk−1‖2
1−βK‖x0−xk‖

6 1
2
βK(tk−tk−1)

2

1−βKtk

= tk+1 − tk.

Agora vamos provar o Teorema de Newton-Kantorovick.
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Demonstração. Segue dos Lemas 1.1.1 e 1.4.2 que existe um x∗ ∈ S tal que xk → x∗. Que

x∗ é a solução segue a partir de

‖F(xk)‖ = ‖F ′(xk)(xk+1 − xk)‖

= ‖F ′(xk)(xk+1 − xk) − F ′(x0)(xk+1 − xk) + F ′(x0)(xk+1 − xk)‖

6 [‖F ′(x0)‖+ ‖F ′(x0) − F ′(xk)‖]‖xk+1 − xk‖

6 [‖F ′(x0)‖+ Lt∗]‖xk+1 − xk‖.

Portanto da continuidade de F em S e ‖xk+1 − xk‖ → 0, conclúımos que ‖F(xk)‖ → 0

quando k→∞. Desse modo, F(x∗) = 0 e a prova do Teorema está conclúıda.



Caṕıtulo 2

Convergência Local do Método de

Newton sob a Condição Majorante

Neste Caṕıtulo serão apresentados resultados obtidos em [12] que generalizam o Teorema

2.1 de [10] e, consequentemente, fornecem o raio de convergência da sequência gerada

pelo método. Conforme [12], sob certas condições as sequências geradas pelo método

de Newton estão bem definidas e convergem para uma solução do problema em foco.

Encerramos apresentando duas aplicações. Na primeira, um resultado de convergência

para operador do tipo-Hölder e a segunda, um resultado de convergência para o operador

satisfazendo uma condição de Lipschitz generalizada.

2.1 Análise Local para o Método de Newton

Teorema 2.1.1. Sejam X, Y espaços de Banach, Ω ⊆ X um conjunto aberto e F : Ω→ Y

uma função continuamente diferenciável. Seja x∗ ∈ Ω, R > 0 e

κ := sup{t ∈ [0,R) : B(x∗, t) ⊂ Ω}. Suponha que F(x∗) = 0, F ′(x∗) é invert́ıvel e que

existe f : [0,R)→ R continuamente diferenciável tal que

‖F ′(x∗)−1[F ′(x) − F ′(x∗ + τ(x− x∗))]‖ 6 f ′(‖x− x∗‖) − f ′(τ‖x− x∗‖), (2.1)

para todo τ ∈ [0, 1], x ∈ B(x∗, κ) e

(h1) f(0) = 0 e f ′(0) = −1;

(h2) f
′ é estritamente crescente.

Sejam

v := sup{t ∈ [0,R) : f ′(t) < 0},

20
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ρ := sup

{
δ ∈ (0, v) :

(
f(t)

f ′(t)
− t

)
1

t
< 1, t ∈ (0, δ)

}
e

r := min{k, ρ}.

Então as sequências com pontos inicial x0 ∈ B(x∗, r)\{x∗} e t0 = ‖x0 − x∗‖, definidas

respectivamente por

xk+1 = xk − F ′(xk)−1F(xk), tk+1 =

∣∣∣∣tk − f(tk)

f ′(tk)

∣∣∣∣ , k = 0, 1, ... (2.2)

estão bem definidas; {tk} é estritamente decrescente, está contida em (0, r) e converge para

0 e, {xk} está contida em B(x∗, r) e converge para x∗ que é o único zero de F em B(x∗,σ),

onde σ := sup{t ∈ (0, κ) : f(t) < 0} e vale:

lim
k→∞

‖xk+1 − x∗‖
‖xk − x∗‖

= 0 lim
k→∞

tk+1

tk
= 0. (2.3)

Por outro lado, se f(ρ)
ρf ′(ρ)

− 1 = 1 e ρ < κ então r = ρ é o melhor raio de convergência

posśıvel.

Além disso, tomando 0 6 p 6 1

(h3) a função (0, v) 3 t 7→
[
f(t)
f ′(t)

− t
]

1
tp+1 é estritamente crescente,

então a sequência {
tk+1

t
p+1
k

} é estritamente decrescente e vale

‖xk+1 − x∗‖ 6
[
tk+1

tp+1
k

]
‖xk − x∗‖p+1. (2.4)

Observação 2.1.1. A primeira equação em (2.3) diz que {xk} converge superlinearmente

para x∗. Além disso, por que a sequência {tk+1/t
p+1
k } é estritamente decrescente temos

tk+1/t
p+1
k 6 t1/t

p+1
0 , para k = 0, 1, .... Assim a desigualdade em (2.4) implica que

‖xk+1 − x∗‖ 6 [t1/t
p+1
0 ]‖xk − x∗‖p+1, para k = 0, 1, .... Como consequência, se p = 0

então ‖xk − x∗‖ 6 t0[t1/t0]k para k = 0, 1, ... e se 0 < p 6 1 então

‖xk − x∗‖ 6 t0(t1/t0)[(p+1)k−1]/p,k = 0, 1, ...

2.2 Casos Especiais

Nesta seção vamos apresentar, como aplicações, dois casos especiais do Teorema 2.1.1.

Primeiramente vamos mostrar um teorema de convergência para o método de Newton

sob uma condição invariante afim do tipo-Hölder que apareceu em [19] e [36].
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2.2.1 Resultado de Convergência sob uma Condição tipo-Hölder

Teorema 2.2.1. Sejam X, Y espaços de Banach, Ω ⊆ X um conjunto aberto e F : Ω→ Y

uma função continuamente diferenciável. Sejam x∗ ∈ Ω, R > 0 e

κ := sup{t ∈ [0,R) : B(x∗, t) ⊂ Ω}. Suponha que F(x∗) = 0, F ′(x∗) é invert́ıvel e que

existe uma constante K > 0 e 0 < p 6 1 tal que

‖F ′(x∗)−1[F ′(x) − F ′(x∗ + τ(x− x∗))]‖ 6 K(1 − τp)‖x− x∗‖p, (2.5)

para todo τ ∈ [0, 1], x ∈ B(x∗, κ).

Seja r = min
{
κ, ( p+1

(2p+1)K
)1/p
}

. Então, as sequências com ponto inicial

x0 ∈ B(x∗, r)\{x∗} e t0 = ‖x0 − x∗‖ definidas respectivamente por,

xk+1 = xk − F ′(xk)−1F(xk), tk+1 =
Kptp+1

k

(p+ 1)(1 − Ktpk)
, k = 0, 1, ... (2.6)

estão bem definidas, {tk} é estritamente decrescente, está contida em (0, r) e converge

para 0, {xk} está contida em B(x∗, r), converge para x∗, que é o único zero de F em

B(x∗, [(p+ 1)/K]1/p) e vale

‖xk+1 − x∗‖ 6 Kp

(p+ 1)(1 − Ktpk)
‖xk − x∗‖p+1.

Além disso, se [
p+ 1

(2p+ 1)K

]1/p

< κ

então r =
[

p+1
(2p+1)K

]1/p

é o melhor raio de convergência posśıvel.

Observação 2.2.1. Desde que o Teorema 2.2.1 é um caso especial do Teorema 2.1.1

segue a partir da Observação 2.1.1 que

‖xk − x∗‖ 6
[

Kp‖x0 − x∗‖p

(p+ 1)[1 − K‖x0 − x∗‖p]

][(p+1)k−1]/p

‖x0 − x∗‖.

2.2.2 Resultado de Convergência sob uma Condição de Lips-

chitz Generalizada

Nesta subseção, iremos apresentar um teorema de convergência local do método de Newton

sob a condição de Lipschitz generalizada devido a X. Wang, que apareceu em [36] e também

em [35]. Vale a pena ressaltar que o resultado desta subseção não assume que a função

que define a condição de Lipschitz generalizada é não decrescente.
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Teorema 2.2.2. Sejam X, Y espaços de Banach, Ω ⊆ X um conjunto aberto e F : Ω→ Y

uma função continuamente diferenciável. Sejam x∗ ∈ Ω, R > 0 e

κ := sup{t ∈ [0,R) : B(x∗, t) ⊂ Ω}. Suponha que F(x∗) = 0, F ′(x∗) é invert́ıvel e que

existe uma função integrável positiva L : [0,R)→ R tal que

‖F ′(x∗)−1[F ′(x) − F ′(x∗ − τ(x− x∗))]‖ 6
∫‖x−x∗‖
τ‖x−x∗‖

L(u)du, (2.7)

para todo τ ∈ [0, 1] , x ∈ B(x∗, κ). Seja v̄ > 0 a constante definida por

v̄ := sup

{
t ∈ [0,R) :

∫ t
0

L(u)du− 1 < 0

}
, (2.8)

e seja ρ̄ > 0 e r̄ > 0 as constantes definidas por

ρ̄ := sup

{
t ∈ (0, δ) :

∫ t
0

L(u)udu/t(1 −

∫ t
0

L(u)du) < 1, t ∈ (0, δ)

}
, (2.9)

r̄ = min{κ, ρ̄}. (2.10)

Então, as sequências com ponto inicial x0 ∈ B(x∗, r̄)\{x∗} e t0 = ‖x0 − x∗‖, definidas

respectivamente por

xk+1 = xk − F ′(xk)−1F(xk), tk+1 =

∫ tk
0

L(u)udu/

(
1 −

∫ tk
0

L(u)du

)
(2.11)

estão bem definidas, {tk} é estritamente decrescente, está contida em (0, r̄) e converge para

0, {xk} está contida em B(x∗, r̄), converge para x∗ que é o único zero de F em B(x∗, σ̄),

onde

σ̄ := sup

{
t ∈ (0, κ) :

∫ t
0

L(u)(t− u)du− t < 0

}
(2.12)

e valem:

lim
k→∞

tk+1

tk
= 0

e

lim
k→∞

‖xk+1 − x∗‖
‖xk − x∗‖

= 0.

Além disso, se ∫ρ̄
0 L(u)udu

ρ̄(1 −
∫ρ̄

0 L(u)du)
= 1, (2.13)

e ρ̄ < κ então r̄ = ρ̄ é o melhor raio de convergência posśıvel.

Se, adicionando a hipótese 0 6 p 6 1

(h) a função (0, v) 3 t 7→ t1−pL(t) é não decrescente,

então a sequência {
tk+1

t
p+1
k

} é estritamente decrescente e vale

‖xk+1 − x∗‖ 6 tk+1

tp+1
k

‖xk − x∗‖p+1, k = 0, 1, ... (2.14)



Caṕıtulo 3

Melhorias na Análise de

Convergência

O próximo resultado usa as mesmas informações (x∗, F, f) que o Teorema 2.1.1, uma vez

que f0 introduzido em (3.1) é apenas um caso especial de f e que sua existência é garantida

na continuidade Lipschitz geral, quando τ = 0. Vamos mostrar a partir de agora que a

nova sequência escalar {sk} converge a zero mais rápido que a sequência escalar {tk} e,

através de casos especiais, que o raio de convergência aqui é maior que aquele apresentado

no caṕıtulo anterior.

3.1 Análise Local para o Método de Newton

Teorema 3.1.1. Sejam X, Y espaços de Banach, Ω ⊆ X um conjunto aberto e convexo e

F : Ω → Y Fréchet-diferenciável. Seja x∗ ∈ Ω, R > 0 e

κ := sup{t ∈ [0,R) : B(x∗, t) ⊂ Ω}. Suponha que F(x∗) = 0, F ′(x∗) é invert́ıvel e que

existem f, f0 : [0,R)→ R continuamente diferenciáveis tais que:

‖F ′(x∗)−1(F ′(x) − F ′(x∗))‖ 6 f ′0(‖x− x∗‖) − f ′0(0), (3.1)

‖F ′(x∗)−1[F ′(x) − F ′(x∗ + τ(x− x∗))]‖ 6 f ′(‖x− x∗‖) − f ′(τ‖x− x∗‖), (3.2)

para todo τ ∈ [0, 1], x ∈ B(x∗, κ) e

(H1) f0(0) = f(0) = 0 e f ′0(0) = f
′(0) = −1;

(H2) f
′
0, f ′ são estritamente crescentes satisfazendo

f0(t) 6 f(t) e f ′0(t) 6 f
′(t) t ∈ [0,R), (3.3)

24
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Considere também

v0 := sup{t ∈ [0,R) : f ′0(t) < 0}, (3.4)

v := sup{t ∈ [0,R) : f ′(t) < 0}, (3.5)

f1(t) :=
f ′(t)

f ′0(t)
, (3.6)

ρ0 := sup

{
δ ∈ [0, v) :

(
f(t)

f ′(t)
− t

)
f1(t)

t
< 1, t ∈ [0, δ)

}
, (3.7)

r0 := min{κ, ρ0}, (3.8)

s0 = ‖x0 − x∗‖, sk+1 =

∣∣∣∣(sk − f(sk)

f ′(sk)

)
f1(sk)

∣∣∣∣ (k > 0). (3.9)

Então as seguintes afirmações são verdadeiras:

(a) {sk} está bem definida, é estritamente decrescente, está contida em (0, r0), converge

para zero e

lim
k→∞

sk+1

sk
= 0. (3.10)

(b) A sequência {xk} gerada pelo método de Newton, com ponto inicial x0 ∈ B(x∗, r0),

está bem definida, está contida em B(x∗, r0) e converge para x∗, que é a única solução de

F(x) = 0 em B(x∗,σ0), onde

σ0 := sup{t ∈ [0, κ) : f0(t) < 0} (3.11)

e

lim
k→∞

‖xk+1 − xk‖
‖xk − x∗‖

= 0. (3.12)

(c) Se (
f(ρ0)

ρ0f ′(ρ0)
− 1

)
f1(ρ0) = 1 e ρ0 < κ (3.13)

então r0 = ρ0 é o melhor raio de convergência posśıvel.

(d) Se a sequência escalar {tk} é dada por

t0 = ‖x0 − x∗‖, tk+1 =

∣∣∣∣tk − f(tk)

f ′(tk)

∣∣∣∣ (3.14)

então

sk 6 tk para todo k > 0 (3.15)

e a desigualdade estrita vale para k > 1 se f ′0(t) < f
′(t), t ∈ [0,R).

Se adicionarmos, 0 6 p 6 1
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(H3) A função t→
(
f(t)
f ′(t)

− t
)
f1(t)
tp+1 é estritamente crescente em (0, v0), então

(e) A sequência {
sk+1

s
p+1
k

} é estritamente decrescente, assim

‖xk+1 − x∗‖ 6
{
sk+1

sp+1
k

}
‖xk − x∗‖p+1. (3.16)

Além disso, para k > 0,

‖xk − x∗‖ 6

 s0[
s1
s0
]k, se p = 0

s0(
s1
s0
)
(p+1)k−1

p , se p 6= 0

A prova do teorema 3.1.1 é baseada nos seguintes lemas:

Lema 3.1.1. As constantes κ, v, σ0 são positivas e (t − f(t)
f ′(t)

)f1(t) < 0 para todo

t ∈ (0, v).

Demonstração. Como Ω é aberto e x∗ ∈ Ω, temos que κ é positivo. Agora veja que como

f ′ é cont́ınua em [0,R) e f ′(0) = −1, então existe δ > 0 tal que f ′(t) < 0 para todo

t ∈ (0, δ) e como v := sup{t ∈ [0,R) : f ′(t) < 0} isto implica que v > δ > 0. Desde que

f(0) = 0 e f ′(0) = −1, existe δ > 0 tal que f(t) < 0 para todo t ∈ (0, δ). Portanto, temos

que σ = sup{t ∈ [0,k) : f(t) < 0} > 0 e então, por (H2), σ0 > σ > 0, t ∈ (0,σ0).

De (H1), (H2) e Proposição 1.3.3 temos que 0 = f(0) > f(t)−tf ′(t) para todo t ∈ [0,R). Se

t ∈ (0, v) então f ′(t) < 0. Logo dividindo a última expressão por f ′(t) obtemos t− f(t)
f ′(t)

< 0

e, como f1(t) > 0 para todo t ∈ (0, v), segue o lema.

Segue de (H2), das definições de v0 e v que f ′0(t) < 0, f ′(t) < 0 para todo t ∈ [0, v),

desde que v 6 v0. Assim, a função f1 está bem definida em (0, v0). Portanto, a função

iteração de Newton

nf,f0 : [0, v)→ (−∞, 0] (3.17)

t→
(
t−

f(t)

f ′(t)

)
f1(t) (3.18)

está bem definida.

Lema 3.1.2. As seguintes afirmações são verdadeiras:

lim
t→0

|nf,f0(t)|

t
= 0 (3.19)

ρ0 > 0 (3.20)

e

|nf,f0(t)| < t ∀ t ∈ (0, ρ0). (3.21)
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Demonstração.

|nf,f0(t)|

t
=

[
f(t)
f ′(t)

− t
]
f1(t)
t

=
(
f(t)−tf ′(t)
tf ′(t)

)
f1(t)

=
(

1
f ′(t)

f(t)
t

− 1
)
f1(t)

=
(

1
f ′(t)

f(t)−f(0)
t−0

− 1
)
f1(t) ∀ t ∈ (0, v).

Como f é continuamente diferenciável, f ′(0) = −1 e f1(0) = 1, obtemos fazendo t → 0

que lim
t→0

|nf,f0(t)|

t
= 0. Logo existe δ > 0 tal que(

f(t)

f ′(t)
− t

)
f1(t)

t
< 1 ∀ t ∈ (0, δ).

Portanto, da definição de ρ0, conclúımos que ρ0 > 0 e |nf,f0(t)| < t ∀ t ∈ (0, ρ0).

É fácil ver que a sequência {sk} pode ser definida como:

s0 = ‖x0 − x∗‖, sk+1 = |nf,f0(sk)|. (3.22)

Lema 3.1.3. A sequência {sk} está bem definida, é estritamente decrescente e está contida

em (0, ρ0). Alem disso, {sk} converge para 0 com taxa de convergência superlinear, isto é,

lim
k→∞

sk+1

sk
= 0. Se adicionarmos (H3), então a sequência {

sk+1

s
p+1
k

} é estritamente decrescente.

Demonstração. Como 0 < s0 = ‖x0 − x∗‖ < r 6 ρ0, conclúımos a partir do Lema 3.1.2

e (3.17) que a sequência {sk} está bem definida. Como sk+1 = |nf,f0(sk)| temos do Lema

3.1.2 que sk+1 = |nf,f0(sk)| < sk e portanto {sk} é estritamente decrescente e está contida

em (0, ρ0).

Como {sk} ⊂ (0, ρ0) e é estritamente decrescente segue que {sk} é convergente. Assim,

lim
k→+∞ sk = s∗ com 0 6 s∗ < ρ0.

De sk+1 = |nf,f0(sk)| e da continuidade de nf,f0 , obtemos fazendo k → ∞ que 0 6 s∗ =

|nf,f0(s
∗)|. Se s∗ 6= 0, i.e, s∗ ∈ (0, ρ0), então do lema anterior segue que |nf,f0(s

∗)| < s∗,

que gera uma contradição. Portanto lim
k→+∞ sk = 0. Agora veja que

lim
k→+∞

sk+1

sk
= lim
k→+∞

|nf,f0(sk)|

sk
= 0

pelo lema anterior. Desde que {sk} é estritamente decrescente, a última afirmação segue

imediatamente como consequência de (H3).

Observação 3.1.1. Para ver que as sequências {sk} e {tk} satisfazem sk 6 tk, note que

s0 = ‖x0 − x∗‖ = t0, que |f1(θ)| 6 1, e, por conseguinte, que as funções de iteração |nf| e

|nf,f0 | satisfazem |nf,f0(θ)| 6 |nf(θ)| para θ ∈ [0, v0).
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3.2 Relação entre a Função Majorante e o Operador

Não Linear

Lema 3.2.1. Se x ∈ B(x∗, t), t ∈ [0, min{k, v0}), ‖x − x∗‖ 6 min{k, v0}, então F ′(x)−1

existe e

‖F ′(x)−1F ′(x∗)‖ 6 −
1

f ′0(‖x− x∗‖)
6 −

1

f ′0(t)
. (3.23)

Demonstração. Seja x ∈ B(x∗, t) e t ∈ [0, min{k, v0}). Usando que f ′0(0) = −1, (3.1) e que

f ′0 é estritamente crescente, obtemos

‖F ′(x∗)−1(F ′(x) − F ′(x∗))‖ 6 f ′0(‖x− x∗‖) − f ′0(0)

= f ′0(‖x− x∗‖) + 1

6 f ′0(t) + 1 < 1,

onde a última desigualdade segue a partir das definições de k, v0 e da escolha de t.

Assim, o Lema de Banach garante que F ′(x∗)−1F ′(x) é invert́ıvel e portanto F ′(x) também

é. Também do Lema de Banach temos que

‖F ′(x)−1F ′(x∗)‖ 6
1

1 − ‖F ′(x∗)−1(F ′(x) − F ′(x∗))‖

6
1

1 − (f ′0(‖x− x∗‖) − f ′0(0))

= −
1

f ′0(‖x− x∗‖)
,

pois f ′(0) = −1. Portanto

‖F ′(x)−1F ′(x∗)‖ 6 −
1

f ′0(‖x− x∗‖)
6 −

1

f ′0(t)
. (3.24)

Vamos estudar agora os erros de linearização do operador F e da função majorante f

em um ponto de Ω, dados por:

EF(x,y) := F(y) − [F(x) + F ′(x)(y− x)], x,y ∈ Ω (3.25)

ef(t,u) := f(u) − [f(t) + f ′(t)(u− t)], t,u ∈ [0,R). (3.26)

Lema 3.2.2. Se ‖x∗ − x‖ < κ, então ‖F ′(x∗)−1EF(x, x
∗)‖ 6 ef(‖x− x∗‖, 0).
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Demonstração. Desde que B(x∗, κ) é convexa, temos que x∗ + τ(x − x∗) ∈ B(x∗, κ) para

0 6 τ 6 1 e x ∈ B(x∗, κ). Como F é continuamente diferenciável em Ω segue da definição

de EF e do Teorema Fundamental do Cálculo que:

‖F ′(x∗)−1EF(x, x
∗)‖ = ‖F ′(x∗)−1[F(x∗) − F(x) − F ′(x)(x∗ − x)]‖

=

∥∥∥∥∫ 1

0

F ′(x∗)−1[F ′(x) − F ′(x∗ + τ(x− x∗))](x− x∗)dτ

∥∥∥∥
6
∫ 1

0

‖F ′(x∗)−1[F ′(x) − F ′(x∗ + τ(x− x∗))]‖‖(x− x∗)‖dτ.

Agora, do Teorema 3.1.1, do Teorema Fundamental do Cálculo e da definição de ef segue

que

‖F ′(x∗)−1EF(x, x
∗)‖ 6

∫ 1

0

[f ′(‖x− x∗‖) − f ′(τ‖x− x∗‖)]‖x− x∗‖dτ

= f ′(‖x− x∗‖)‖x− x∗‖− f(‖x− x∗‖) + f(0)

= ef(‖x− x∗‖, 0).

O Lema 3.2.1 garante, em particular, que F ′ é invert́ıvel em B(x∗, r0) e consequente-

mente:

NF : B(x
∗, r0)→ Y

x 7→ x− F ′(x)−1F(x) (3.27)

é um operador bem definido.

Lema 3.2.3. Se ‖x−x∗‖ < r0 então ‖NF(x)−x∗‖ 6 |nf,f0(‖x−x∗‖)|. Como consequência,

NF(B(x
∗, r0)) ⊂ B(x∗, r0).

Demonstração. Como F(x∗) = 0, então a desigualdade é direta para x = x∗. Suponha

que 0 < ‖x − x∗‖ 6 r0. Assim o Lema 3.2.1 garante que F ′(x) é invert́ıvel. Novamente,

de F(x∗) = 0 obtemos:

x∗ −NF(x) = x∗ − x+ F ′(x)−1F(x)

= F ′(x)−1F ′(x)(x∗ − x) + F ′(x)−1F(x)

= −F ′(x)−1[F(x∗) − F(x) − F ′(x)(x∗ − x)]

= −F ′(x)−1EF(x, x
∗).
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Então, dos Lemas 3.2.1 e 3.2.2, segue que

‖x∗ −NF(x)‖ 6 ‖− F ′(x)−1F ′(x∗)‖‖F ′(x∗)−1EF(x, x
∗)‖

6
ef(‖x− x∗‖, 0)

|f ′0(‖x− x∗‖)|
.

De f(0) = 0 e das definições de ef e nf,f0 , obtemos

ef(‖x− x∗‖, 0)

|f ′0(‖x− x∗‖)|
=

f(0) − f(‖x− x∗‖) + f ′(‖x− x∗‖)‖x− x∗‖
−f ′0(‖x− x∗‖)

=
f(‖x− x∗‖)
f ′0(‖x− x∗‖)

−
f ′(‖x− x∗‖)
f ′0(‖x− x∗‖)

‖x− x∗‖

=
f(‖x− x∗‖)
f ′0(‖x− x∗‖)

f ′(‖x− x∗‖)
f ′(‖x− x∗‖)

−
f ′(‖x− x∗‖)
f ′0(‖x− x∗‖)

‖x− x∗‖

=

(
f(‖x− x∗‖)
f ′(‖x− x∗‖)

− ‖x− x∗‖
)
f ′(‖x− x∗‖)
f ′0(‖x− x∗‖)

= |nf,f0(‖x− x∗‖)|.

Portanto ‖x∗ −NF(x)‖ 6 |nf,f0(‖x− x∗‖)|.

Agora tome y ∈ NF(B(x∗, r0)). Então existe x ∈ B(x∗, r0) tal que NF(x) = y. Como

x ∈ B(x∗, r0) implica que ‖x− x∗‖ < r0 e r 6 ρ0, a primeira parte desta proposição junto

com a segunda parte do Lema 3.1.2 implica que

‖NF(x) − x∗‖ 6 |nf,f0(‖x− x∗‖)| < ‖x− x∗‖ < r0

e, portanto, NF(B(x
∗, r0)) ⊂ B(x∗, r0).

Lema 3.2.4. Supondo (H3) e ‖x− x∗‖ 6 t < r0 então

‖NF(x) − x∗‖ 6
|nf,f0(t)|

tp+1
‖x− x∗‖p+1. (3.28)

Demonstração. A desigualdade é direta se x = x∗. Suponha que 0 < ‖x − x∗‖ 6 t e

(H3) vale. Então da definição de nf,f0 temos que a aplicação t 7→ |nf,f0(t)|

tp+1 é estritamente

crescente e consequentemente

|nf,f0(‖x− x∗‖)|
‖x− x∗‖p+1

6
|nf,f0(t)|

tp+1
.

Portanto, do Lema 3.2.3, temos:

‖NF(x) − x∗‖ 6 |nf,f0(‖x− x∗‖)| 6
|nf,f0(t)|

tp+1
‖x− x∗‖p+1.
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3.3 Unicidade e Raio de Convergência Ótimo

Agora vamos obter a unicidade da solução e o raio de convergência ótimo.

Lema 3.3.1. O ponto x∗ é o único zero de F em B(x∗,σ0).

Demonstração. Tome y ∈ B(x∗, t) e F(y) = 0. Como F(x∗) = 0 e F(y) = 0, temos:

y− x∗ = −

∫ 1

0

F ′(x∗)
−1[F ′(x∗ + u(y− x∗)) − F

′(x∗)](y− x∗)du,

para u ∈ (0, 1). Usando a relação entre a função majorante e F no Teorema 3.1.1 com

x = x∗ + u(y− x∗) e τ = 0, obtemos

‖y− x∗‖ 6
∫ 1

0

[f ′0(u‖y− x∗‖) − f ′0(0)]‖y− x∗‖du = f0(‖y− x∗‖) − f0(0) − f ′0(0)‖y− x∗‖.

Como f0(0) = 0 e f ′0(0) = −1, temos

‖y− x∗‖ 6 f0(‖y− x∗‖) + ‖y− x∗‖,

logo f0(‖y− x∗‖) > 0.

Agora, como f0 é estritamente convexa e f0(t) < 0 devemos ter f0 < 0 em (0, t], i.e, 0 é o

único zero de f0 em [0,t], então da última desigualdade conclúımos que ‖y− x∗‖ = 0, i.e,

y = x∗. Assim, x∗ é o único zero de F em B(x∗, t), onde t ∈ (0,k].

Portanto, da definição de σ0, temos x∗ é o único de zero de F em B(x∗,σ0).

Lema 3.3.2. Se (
f(ρ0)

ρ0f ′(ρ0)
− 1

)
f1(ρ0) = 1

e ρ0 < κ, então r0 = ρ0 é o raio de convergência ótimo.

Demonstração. Suponha que
(

f(ρ0)
ρ0f ′(ρ0)

− 1
)
f1(ρ0) = 1 e ρ0 < κ. Defina a função

F : (−κ, κ)→ R dada por

F(t) =

 −f(−t), se t ∈ (−κ, 0)

f(t), se t ∈ [0, κ)

onde

f(t) =
et2

2
− t e f0(t) =

(e− 1)t2

2
− t.

Usando o software Scientific Workplace conseguimos que

ρ0 =
2

3e− 2
' 0, 3249.
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Veja que F(0) = 0, F ′(0) = −1 e |F ′(0)−1[F ′(t) − F ′(θt)]| 6 f ′(|t|) − f ′(θ|t|), θ ∈ [0, 1]

e t ∈ (−κ, κ). Assim F, X = Y = R, Ω = (−κ, κ) e x∗ = 0 satisfazem as hipóteses do

Teorema 3.1.1.

Agora note que NF(t) é crescente para t > 2
e
. De fato,

(NF(t))
′ = 1 −

(f ′(t)2) − f(t)f ′′(t)

(f ′(t)2)

=
f(t)f ′′(t)

(f ′(t)2)
.

Veja que f ′′(t) = e e f(t) > 0 se, e somente se, t > 2
e
. Logo (NF(t))

′ > 0 ∀t > 2
e
. Como

ρ0 < κ, é suficiente provar que a aplicação do método de Newton para resolver F(t) = 0

com ponto inicial t0 = −ρ0 não converge. Assim,

t1 = −ρ0 +
f(ρ0)

f ′(ρ0)
=

ρ0

f1(ρ0)
' 1, 2297.

Então t1 >
2
e
' 0, 7357. Como NF(t) é crescente para t > 2

e
obtemos que tk > 2

e
∀ k, e

assim o método de Newton para resolver F(t) = 0 iniciando com t0 = −ρ0 não converge.

Portanto ρ0 é o melhor raio de convergência posśıvel.

3.4 A Sequência de Newton

Finalmente vamos provar as afirmações no Teorema 3.1.1 a respeito da sequência de

Newton {xk}. Observe primeiro que sequência {xk} satisfaz

xk+1 = NF(x
k) (k > 0), (3.29)

que de fato é uma definição equivalente para esta sequência.

Lema 3.4.1. A sequência {xk} está bem definida, está contida em B(x∗, r0), converge para

o ponto x∗ que é o único zero de F em B(x∗,σ0) e satisfaz

lim
k→+∞

‖xk+1 − x∗‖
‖xk − x∗‖

= 0. (3.30)

Se adicionarmos (H3), então as sequências {xk} e {sk} satisfazem

‖xk+1 − x∗‖ 6 sk+1

sp+1
k

‖xk − x∗‖p+1, (k > 0). (3.31)
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Demonstração. Como x0 ∈ B(x∗, r0) e r0 6 v0, então dos Lemas 3.2.3 e 3.2.1 respecti-

vamente temos que NF(B(x
∗, r0)) ⊂ B(x∗, r0) e F ′(x∗) é invert́ıvel, logo {xk} está bem

definida e está contida em B(x∗, r0).

Vamos provar agora que xk → x∗. De fato, como 0 < ‖xk − x∗‖ < r0 6 ρ0, temos do

Lema 3.2.3 e Lema 3.1.2 que

‖xk+1 − x∗‖ = ‖NF(xk) − x∗‖ 6 |nf,f0(‖xk − x∗‖)| < ‖xk − x∗‖. (3.32)

Assim, {‖xk − x∗‖} é estritamente decrescente e portanto convergente. Seja

l∗ = lim
k→+∞ ‖xk−x∗‖. Como {‖xk−x∗‖} ⊂ (0, ρ0) e é estritamente decrescente, temos que

0 6 l∗ < ρ0. Então, da continuidade de nf,f0 em [0, ρ0) e (3.32) temos 0 6 l∗ = |nf,f0(l∗)|.

Se l∗ 6= 0 então 0 < l∗ < ρ0 e pelo Lema 3.1.2 teŕıamos |nf,f0(l∗)| < l∗, uma contradição,

pois |nf,f0(l∗)| = l∗. Portanto l∗ = 0.

Novamente de (3.32) temos

‖xk+1 − x∗‖
‖xk − x∗‖

6
|nf,f0(‖xk − x∗‖)|
‖xk − x∗‖

e, como lim
k→+∞ ‖xk − x∗‖ = 0, segue do Lema 3.1.2 que lim

k→+∞
|nf,f0(‖xk − x∗‖)|
‖xk − x∗‖

= 0 e

portanto

lim
k→+∞

‖xk+1 − x∗‖
‖xk − x∗‖

= 0.

Provemos agora a última desigualdade. Primeiro vamos mostrar via indução que as

sequências {sk} e {xk} satisfazem ‖xk − x∗‖ 6 sk.

Para k = 0, temos s0 = ‖x0 − x∗‖. Agora assuma que para k = n, ‖xn − x∗‖ 6 sn.

Usando (3.32), Lema 3.2.4, hipótese de indução e |nf,f0(sn)| = sn+1 temos

‖xn+1 − x∗‖ = ‖NF(xn) − x∗‖

6
|nf,f0(sn)|

s
p+1
n

‖xn − x∗‖p+1

6
|nf,f0(sn)|

s
p+1
n

sp+1
n

= |nf,f0(sn)|

= sn+1

e segue o resultado via indução.

Portanto

‖xk+1 − x∗‖ = ‖NF(xk) − x∗‖ 6 |nf(tk)|

t
p+1
k

‖xk − x∗‖p+1 = tk+1

t
p+1
k

‖xk − x∗‖p+1.
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Assim (a), (b), (c) e (d) seguem respectivamente dos Lemas 3.1.3, 3.4.1, 3.3.2 e

Observação 3.1.1 e, (e) segue também do Lema 3.4.1. Portanto fica provado o Teorema

3.1.1.

Observação 3.4.1. Veja que se f0(t) = f(t) ∀ t ∈ [0,R), então o Teorema 3.1.1 reduz-se

ao Teorema 2.1.1. E neste caso temos que,

sk = tk (k > 0), ρ0 = ρ, σ0 = σ e r0 = r.

3.5 Casos Especiais sob uma Condição Enfraquecida

3.5.1 Resultado de Convergência sob uma Condição tipo-Hölder

Fraca

Teorema 3.5.1. Sejam X, Y espaços de Banach, Ω ⊆ X um conjunto aberto e F : Ω→ Y

uma função continuamente diferenciável. Seja x∗ ∈ Ω, R > 0 e

κ := sup{t ∈ [0,R) : B(x∗, t) ⊂ Ω}. Suponha que F(x∗) = 0, F ′(x∗) é invert́ıvel e que

existem L0 > 0, L > 0 e 0 < p 6 1 tal que

‖F ′(x∗)−1(F ′(x) − F ′(x∗))‖ 6 L0‖x− x∗‖p, (3.33)

‖F ′(x∗)−1(F ′(x) − F ′(x∗ + λ(x− x∗)))‖ 6 L(1 − λp)‖x− x∗‖p, (3.34)

para todo λ ∈ [0, 1], x ∈ B(x∗, κ).

Seja

r0 = min

{
κ,

(
p+ 1

Lp+ L0(p+ 1)

)1/p
}

,

x0 ∈ B(x∗, r0)\{x∗} s0 = ‖x0 − x∗‖ sk+1 =
Lpsp+1

k

(p+ 1)(1 − L0s
p
k)

.

Então, valem as seguintes afirmações:

(a) {sk} está bem definida, é estritamente decrescente, está contida em (0, r0), converge

para 0 e

lim
k→∞

sk+1

sk
= 0.

(b) A sequência {xk} dada pelo método de Newton, iniciando com x0 ∈ B(x∗, r0)\{x∗} está

bem definida, está contida em B(x∗, r0) para todo k > 0 e converge para x∗, que é a única
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solução de F(x) = 0 em B

(
x∗,
(
p+1
L0

)1/p
)

, assim para k > 0:

‖xk+1 − x∗‖ 6 Lp

(p+ 1)(1 − L0s
p
k)
‖xk − x∗‖p+1

e

‖xk − x∗‖ 6
(

Lp‖x0 − x∗‖p

(p+ 1)(1 − L0‖x0 − x∗‖p)

)((p+1)k−1)/p

‖x0 − x∗‖.

Além disso, se

Υ0 =

(
p+ 1

Lp+ L0(p+ 1)

)1/p

< κ,

então r = Υ0 é o melhor raio de convergência posśıvel.

Demonstração. Considere as funções f0, f : [0, κ]→ R definidas por

f0(t) =
L0t

p+1

p+ 1
− t e f(t) =

Ltp+1

p+ 1
− t.

Agora observe que

f ′0(t) = L0t
p − 1 e f ′(t) = Ltp − 1,

f ′0 e f
′ são estritamente crescentes,

‖F ′(x∗)−1(F ′(x) − F ′(x∗))‖ 6 L0‖x− x∗‖p,

‖F ′(x∗)−1(F ′(x) − F ′(x∗ + λ(x− x∗)))‖ 6 L(1 − λp)‖x− x∗‖p,

f0(t) 6 f(t)⇔ L0 6 L,

f ′0(t) 6 f
′(t)⇔ L0 6 L,

f ′0(0) = f
′(0) = −1 e f0(0) = f(0) = 0.

Então F, x∗, f0, f, H1, H2 e H3 satisfazem as condições do Teorema 3.1.1, e consequente-

mente temos que

r0 = min

{
κ,

(
p+ 1

Lp+ L0(p+ 1)

)1/p
}

e

sk+1 =
Lpsp+1

k

(p+ 1)(1 − L0s
p
k)

.

Portanto, o resultado segue a partir do Teorema 3.1.1.

Observação 3.5.1. Se L = L0, então o Teorema 3.5.1 torna-se o Teorema 2.2.1. Além

disso, se L0 < L, temos que

Υ0 =

(
p+ 1

Lp+ L0(p+ 1)

)1/p

> r =

(
p+ 1

(2p+ 1)L

)1/p

e

‖xk+1 − x∗‖ 6 Lp

(p+ 1)(1 − L0t
p
k)
‖xk − x∗‖p+1 (k > 0).
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Veremos agora alguns exemplos ilustrativos.

Exemplo 3.5.1. Seja X = Y = R. Defina F em Ω = (−1,−1), dada por

F(x) = ex − 1.

Então, para x∗ = 0, temos F(x∗) = 0 e F ′(x∗) = 1. Portanto, as hipóteses do Teorema

3.5.1 valem para p = 1, L = e > L0 = e− 1. E veja que

L

L0

=
e

e− 1
= 1, 581976707.

e tomando ρ =
(

p+1
(2p+1)L

)1/p

obtemos

ρ =
2

3L
= 0, 245252 < ρ0 =

2

2L0 + L
= 0, 324947.

Também podemos apresentar uma tabela de comparação, usando o software Maple

13, entre as sequências sk e tk e iniciando com x0 = 0, 7158.

Tabela de comparação

k ‖xk+1 − xk‖ sk tk

0 0, 2473838936 0, 2842 0, 2842

1 0,03614663422 0,2145495033 0,4826134043

2 0,0006692478074 0,09909547154 1,015025071

3 2,2399998e-7 0,01608560415 0,7960154923

4 0 0,0003616695761 0,7399991923

5 ∼ 1,778927982e-7 0,7357830417

6 ∼ 4,299999235e-14 0,7357588833

7 ∼ 0 0,7357588824

8 ∼ ∼ 0,7357588825

Exemplo 3.5.2. Seja X = Y = R. Defina a função F em Ω = (1, 3), dada por

F(x) =
2

3
x3/2 − x.

Então, o zero de F é x∗ = 9
4
= 2, 25. Usando as hipóteses do Teorema 3.5.1, F ′(x∗) = 0, 5,

L = 2 > L0 = 1 e p = 0, 5, obtemos:

ρ =
9

64
= 0, 140625 < ρ0 =

9

25
= 0, 360000.
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3.5.2 Resultado de Convergência Fraca sob uma Condição de

Lipschitz Generalizada

Teorema 3.5.2. Sejam X, Y espaços de Banach, Ω ⊆ X um conjunto aberto e F : Ω→ Y

uma função continuamente diferenciável. Seja x∗ ∈ Ω,R > 0 e

κ := sup{t ∈ [0,R) : B(x∗, t) ⊂ Ω}. Suponha que F(x∗) = 0, F ′(x∗) é invert́ıvel e que

existem as funções integráveis positivas L0,L : [0,R)→ R tais que

‖F ′(x∗)−1(F ′(x) − F ′(x∗))‖ 6
∫‖x−x∗‖

0

L0(u)du, (3.35)

‖F ′(x∗)−1(F ′(x) − F ′(x∗ + τ(x− x∗)))‖ 6
∫‖x−x∗‖
τ‖x−x∗‖

L(u)du, (3.36)

para todo τ ∈ [0, 1] , x ∈ B(x∗, κ).

Sejam v̄0 > 0, ρ̄0 > 0 e r̄0 > 0 as constantes definidas por

v̄0 := sup

{
t ∈ [0,R) :

∫ t
0

L0(u)du− 1 < 0

}
,

ρ̄0 := sup

{
t ∈ (0, v̄0) :

∫t
0 L(u)udu

t(1 −
∫t

0 L0(u)du)
< 1

}
,

r̄0 = min{κ, ρ̄0}.

Sejam

x0 ∈ B(x∗, r0)\{x∗}, s0 = ‖x0 − x∗‖, sk+1 =

∫sk
0 L(u)udu

1 −
∫sk

0 L0(u)du
.

Então, as seguintes afirmações são verdadeiras:

(a) A sequência {sk} está bem definida, é estritamente decrescente, está contida em (0, r̄0),

converge para 0 e

lim
k→∞

sk+1

sk
= 0.

(b) A sequência {xk} gerada pelo método de Newton, com ponto inicial x0 ∈ B(x∗, r̄0)\{x∗},

está bem definida, está contida em B(x∗, r̄0) e converge para x∗ que é o único zero de F

em B(x∗, σ̄0), onde

σ̄0 := sup

{
t ∈ (0, κ) :

∫ t
0

L0(u)(t− u)du− t < 0

}
,

e vale:

lim
k→∞

‖xk+1 − x∗‖
‖xk − x∗‖

= 0.
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Além disso, se

Υ =

∫ρ̄0
0 L(u)udu

ρ̄0(1 −
∫ρ̄0

0 L0(u)du)
= 1

e ρ̄0 < κ, então r̄0 = ρ̄0 é o melhor raio de convergência posśıvel.

Demonstração. Considere as funções

f̄(t) =

∫ t
0

L(u)(t− u)du− t

e

f̄0(t) =

∫ t
0

L0(u)(t− u)du− t.

Note que a derivada de f̄ e f̄0 são dadas respectivamente por:

f̄ ′(t) =

∫ t
0

L(u)du− 1

e

f̄0
′
(t) =

∫ t
0

L0(u)du− 1.

Como L e L0 são funções integráveis temos que f̄ ′ e f̄0
′

são cont́ınuas e, portanto, f̄ e f̄0

são continuamente diferenciáveis.

Veja também que

f̄(0) = f̄0(0) = 0 e f̄ ′(0) = f̄0
′
(0) = −1,

f̄0
′
(‖x− x∗‖) − f̄0

′
(0) =

∫‖x−x∗‖
0

L0(u)du− 1 + 1 =

∫‖x−x∗‖
0

L0(u)du

e

f̄ ′(‖x− x∗‖) − f̄ ′(τ‖x− x∗‖) =
∫‖x−x∗‖

0 L(u)du− 1 −
∫τ‖x−x∗‖

0 L(u)du+ 1

=
∫‖x−x∗‖
τ‖x−x∗‖ L(u)du.

Logo, (3.1) torna-se (3.35) com f ′ = f̄ ′ e f ′0 = f̄0
′
. Além disso, como L e L0 são positivas,

e pelos resultados acima temos que as funções f = f̄ e f0 = f̄0 satisfazem as condições

(H1) e (H2) no Teorema 3.1.1. Portanto, o resultado segue a partir do Teorema 3.1.1 com

f = f̄, f0 = f̄0, v0 = v̄0, ρ0 = ρ̄0, r = r̄ e σ = σ̄.



Caṕıtulo 4

Conclusão e Trabalhos Futuros

Nesta dissertação, apresentamos uma análise de convergência local do método de Newton

baseada no prinćıpio majorante de Kantorovich. Esta abordagem melhorou os resultados

até então obtidos, no seguinte sentido: com as mesmas informações iniciais são apre-

sentadas melhores estimativas para o raio de convergência. Casos especiais e exemplos

numéricos também foram considerados.

No momento, estamos estudando como generalizar a técnica usada em [1] para obter

melhores resultados de convergência.
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