UNIVERSIDADE FEDERAL DO Piaui
CENTRO DE CIENCIAS DA NATUREZA
POS-GRADUAGAO EM MATEMATICA

MESTRADO EM MATEMATICA

Teoremas de convergéncia fraca e forte para o

Método das Projecoes Alternadas

Valdir Ferreira de Paula Junior

Teresina - 2013



Valdir Ferreira de Paula Junior

Dissertacao de Mestrado:

Teoremas de convergéncia fraca e forte para o Método das

Projecoes Alternadas

Dissertacao submetida a Coordenacao do
Curso de Pos-Graduagao em Matematica,
da Universidade Federal do Piaui, como
requisito parcial para obtencao do grau

de Mestre em Matematica.

Orientador:

Prof. Dr.Marcos Vinicio Travaglia

Teresina - 2013



Paula Junior, V. F.

Teoremas de convergéncia fraca e forte para o Método das Projecoes Alternadas.

Valdir Ferreira de Paula Junior — Teresina: 2013.

Orientador: Prof. Dr. Marcos Vinicio Travaglia.

1. Otimizagcao.

CDD 516.36




A minha mae Maria Zélia, meus irmaos Assis e

Washington e a minha 1rma Valdenia.



Agradecimentos

Agradeco primeiramente a Deus, por ter me dado forgas para superar todos os desafios
da minha vida, inclusive para conseguir terminar essa dissertacao.

A minha mae, Maria Zélia (Zélia), que criou eu e meus irmaos com muita dificul-
dade, mas nunca deixou falta nada em casa, como principalmente, amor. Agradeco aos
meus irmaos, Francisco Ferreira (Assis) e Washington e a minha irma Valdenia Alves, os
quais me ajudaram muito a realiza esse sonho, incentivando tanto financeiramente quanto
moralmente. A meu pai Valdir Ferreira de Paula (o qual eu herdei seu nome).

Um agradecimento especial a minha prima Maria de Jesus ( Dona Jesus) por tudo o
que ela fez por mim durante os trés anos e meio em que me acolheu em sua casa, pois na
ocasiao ela mim tratou como um filho, bem como as suas adoraveis filhas Adrielle Ravena
(Drica) e Andressa Daniele, por terem mim ajudado tanto. Aos meus primos e amigos
Alan e Alex.

Um muito obrigado aos meus grandes amigos Edvalter Sena (Valtinho), por ter sido,
e continua sendo, um amigo tao fiel, ao flamenguista Ailton Campos, por ter me ajudado
em muitos trabalhos, e ao botafoguense Ricardo Barros, o qual é um dos melhores amigos
que tenho. Esses trés amigos tive o prazer de estudar com eles na graduagao da UFPI, e
com os dois primeiros no mestrado também.

Aos meus amigos do mestrado Felipe Mareiros (Lipe), que é um amigo em que se pode
contar em todas as horas, o palmeirense Jefferson de Brito (Jeff), o qual admiro sua forga
de vontade, ao poeta e matematico Ramon Soares, ao amigo Leonardo (Leo) , Renata
Batista (Renatinha), Joel Rabelo, Gilson, Emerson (Baiano), Yuri (grande Bacharel),
Valdinés (Doutor Valdinés), Kelson, Edvaldo, Vitaliano Amaral, Alex Sandro, Franciane
de Brito, aos amigos de Parnaiba Mykael Cardoso, Diego, Israel e Bernardo (o ”Cara 7,
como é conhecido, na verdade ele nao é de Parnaiba, mas sua cidade é tao préximo quanto

vocé puder imaginar de Parnaiba). A minha amiga Fernanda e ao amigo Zenon. Aos meu

i



il

amigos de Regeneragao Jerre Jones (o qual seu conhecimento em quimica supera, e muito,
o meu em matemética), Silvio Vilarinho (Silvinho) e Celso Romeu (25).

Agradeco muito ao meu amigo e professor Nelson Rios, o qual ja aprendi muitas coisa
com ele, por exemplo, a gosta de matematica, e continuo aprendendo, por exemplo, sobre
a vida.

Ao professores da UFPI, em especial aos professores Gilvan, Joao Xavier, Paulo
Alexandre, Humberto, Jurandir e Roger Peres.

Ao professore Cleon Barroso, que gentilmente aceitou a fazer parte da banca de defesa,
e também por ter feitos varias corregoes importantes nesta dissertacao. Ao professor Paulo
César (Paulinho), por ter feito varias corregdes dessa dissertacao, e a sua adoravel esposa
professora Sissy Sousa.

Um agradecimento especial, ao meu orientador o professor Marcos Vinicio Travaglia,
o qual é a pessoa mais paciente e bondosa que conheco, a sua paciéncia so nao é maior
que sua inteligéncia.

Por tltimo, e nao menos importante, a minha namorada Samara Costa que me ajudou
em muitos momentos dificeis, nesses dois anos de mestrado dando muita forca, carinho e

compreensao.



v

“Quem escreve um liwro constroi um
castelo; Quem o lé, passa a habitd-1o”.

Autor Desconhecido.



Resumo

Nesta dissertagao mostraremos que o método das projegoes alternadas num
espaco de Hilbert, sempre converge fraco para um elemento desse espaco, e daremos
condicoes para que essa convergéncia seja forte ou a uma taxa geométrica. Este trabalho
teve como base inicial o artigo dos autores D. C. Youla e H. Webb, intitulado "Image
restoration by the method of convex projections-Parte 1 Theory”, publicado em 1982 na

revista IEEE Transactions on Medical Imaging, volume 1, paginas 81 a 94.



Abstract

In this dissertation show that the method of alternating projections in a Hilbert
space, always converges weakly to an element of this space, and we give conditions for this
convergence is strong or at a geometric rate. This work was based on the original authors
of the article D. C. Youla and H. Webb, entitled "Image restoration by the method of
convex projections Part 1-Theory,” published in 1982 in the journal IEEE Transactions on

Medical Imaging, volume 1, pages 81-94.
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Introducao

Em muitas aplicagoes da matematica é importante encontrar um ponto que pertenca
a intersecao de um numero finito de conjuntos convexos e fechados em um espaco de
Hilbert qualquer, como por exemplo na restauragao de imagens e na tomografia computa-
dorizada (veja Capitulo 5). Tal problema é conhecido na literatura como problema de
viabilidade convexa .

Dai a importancia de se estudar um método para encontrar um ponto que pertenca
a intersecao de um numero finito de conjuntos convexos e fechados em um espaco de
Hilbert qualquer, por isso, descreveremos o método das projecoes alternadas , o qual
consiste basicamente em construir uma sequéncia formada por projecoes sucessivas sobre
um numero finito de conjuntos convexos e fechados. Mostraremos que o problema de
viabilidade convexa ¢ equivalente a um problema de ponto fixo (veja Corolario
3.1.1).

O nosso principal objetivo neste trabalho é mostrar que a sequéncia obtida pelo
método das projegoes alternadas converge na topologia para um elemento dessa
intersecao, por isso, iremos sempre supor que tal intersecao é nao-vazia. Posteriormente
daremos condigoes para que essa convergencia seja forte ou até a uma taxa geométrica.

Com esse objetivo consideraremos H como sendo um espaco de Hilbert e Cq, Co, ..., Cin
como sendo subconjuntos convexos e fechados de H, com Cy = N, C; nao-vazia.

Tomaremos x° = x € H, qualquer (alguns livros chamam esse x° de inicializagao),
e projetaremos x° sobre Cy, obtendo Pc,(x°), e depois projetaremos Pc, (x°), sobre Ca,
obtendo Pc,Pc, (x"). Repetindo esse processo m vezes obtemos Pc_ ---Pc,Pc, (x%) =
T(x°) =: x', onde definimos T = Pc_---Pc,Pc,. Projetaremos agora x!' sobre C; ob-
tendo Pc, (x!), repetindo esse processo sucessivamente obteremos uma sequéncia (x™ :=
T (x°) € H. Provaremos que a sequéncia assim obtida, a sequéncia formada pelo

método das projecoes alternadas sobre conjuntos convexos, sempre converge fraco
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para um ponto x* € Cy (veja Teorema 3.1.2). Posteriormente, daremos condicdes para
que essa convergencia seja forte e mostraremos também que sobre certas hipoteses essa
sequéncia converge a uma taxa geométrica (veja o Teorema 3.4.2).

Este trabalho esta dividido em cinco capitulos e quatro apéndices.

O primeiro capitulo engloba alguns resultados que serao utilizados nos capitulos seguin-
tes, com destaque para o Teorema de ponto fixo de Opial (Teorema 1.3.1 e sua
consequéncia Teorema 3.1.1), o qual serd de suma importancia para provar o Teorema
de viabilidade convexa (Teorema 3.1.2).

No segundo capitulo, falaremos sobre conjuntos convexos, onde provaremos o Teorema
da Projegao (Teorema 2.2.1), um teorema que serda muito usado nos capitulos posteriores.

Ja o Terceiro capitulo tem a proposito de expor os principais resultados desta dis-
sertacao, ou seja, os teoremas de convergéncia para o método das projecgoes
alternadas, para ser mais exato, Teoremas 3.1.2, 3.4.1 e 3.4.2.

No quarto capitulo faremos um breve comentario sobre o Contra-exemplo de Hundal
([3]), o qual mostra que nem sempre o método das projecoes alternadas converge forte,
embora o Teorema 3.1.2 garanta convergéncia fraca desse método. Hundal mostrou,
através de um exemplo, que essa convergéncia nem sempre é forte, mostraremos que
os conjuntos que ele utilizou, para construir esse exemplo, nao satisfaz, como ja era
de se esperar, as hipoteses dos Teorema 3.4.1 e 3.4.2, pois esses teoremas garantem a
convergéncia forte.

E no tdltimo capitulo, capitulo 5, daremos uma breve aplicacao da teoria vista nesta
dissertacao e indicaremos alguns artigos onde o leitor podera encontrar mais algumas
outras aplicagoes interessantes.

O objetivo dos apéndices é a de esclarecer algumas passagens que podem gerar dividas.
Tais passagens foram omitidas no texto para que este nao se estendesse muito. Além
disso, destacamos que alguns desses apéndices acrescentam algumas informagoes que

consideramos interessantes.
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Preliminares

Neste capitulo abordaremos as defini¢oes e os resultados que serao utilizados nos

capitulos seguintes.

1.1 Definicoes e resultados basicos

Nesta dissertagao H denotara um espaco de Hilbert sobre os complexos, com f, g, h, x, y, 0,
..., como sendo seus elementos, 0 denotard tanto o elemento nulo de H quanto os de C e
R, e denotaremos também por C, Cy, Co, ..., Cy;, subconjuntos convexos e fechados de H,
com «, 3, 0,... os elementos de C e R, e finalmente, a notacao Rex e Im« indicara a parte
real e imaginaria do ntimero complexo o« € C. Quando houver alguma chance de duvida
procuraremos deixar isso bem claro no contexto, relembrando tais notagoes, se acharmos
necessario (Para o leitor que nao estiver muito familiarizado com a defini¢do, bem com
algumas propriedades elementares dos espagos de Hilbert recomenda-se o Apéndice A).

Denotando o produto interno em H por (-, -); temos por definigdo, que a norma em H

¢ dada por
[f[] =+v/(f, ) =0

para qualquer f € .

Com essa norma em H, temos a seguinte definicao.

Definigao 1.1.1. Diremos que a sequéncia (xn) C H converge forte para xg € H, se

lim ||xn — x| = 0.
n—-+o0

Neste caso denotaremos por: X — Xq.
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Definicao 1.1.2. Chamaremos de fecho forte, ou simplesmente, fecho de um subconjunto
C C H, ao conjunto formado por todos os pontos x € H, tal que existe uma sequéncia
(xn) C C, com xn — X.

Neste caso denotaremos o fecho forte de C por C.
Segue da definicao de fecho, a seguinte definicao:

Definigao 1.1.3. Diremos que um subconjunto C C H ¢ fechado forte, ou simplesmente,

fechado quando ele for igual ao seu fecho, isto é, C = C.
A seguinte definigao sera muito usada no decorrer dessa dissertagao.

Definicao 1.1.4. Diremos que a sequéncia (Xn) converge fraco para um ponto xo de H,
se

T}I_{%O <XT17X> = <X07X>

Vx € H.

Neste caso denotaremos por: X, — Xg.

Uma definicao mais geral para convergéncia fraca em um espago normado I, neste
caso H nao necessariamente é um espaco de Hilbert, pode ser encontrada em [7] na pagina

257.

Da definicao de convergéncia fraca temos a seguinte definigao.

Definicao 1.1.5. Diremos que um subconjunto C C H € fechado fraco se para toda

sequéncia (xn) C C tal que xn — x implicar que x € C.

Uma observacao interessante é que convergencia forte implica em convergéncia fraca
(Teorema 1.2.1, Item wj), porém convergéncia fraca nao implica em forte (Observagao

1.2.1).

1.2 Propriedades da convergéncia fraca

O objetivo dessa se¢ao é provar alguns resultados que serao tteis para a demonstracao
do Teorema de Opial (Teorema 1.3.1), na segao 1.3. Essa se¢ao e a proxima foram baseadas
no artigo de Andrzej Cegielski [4], da pdgina 12 a 15.

Apresentaremos agora algumas propriedades da convergéncia fraca que serao muito

usadas no decorrer dessa dissertacao.
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Teorema 1.2.1. (Propriedades da convergéncia fraca) Seja (xn) uma sequéncia em H,

entao:

(w1) Se a sequéncia (x,,) é fracamente convergente, entao este limite é tnico.

Demonstracdao. Suponha que x,, — Xg € que X, — X4, quando n — oco. Entao por

defini¢ao de convergéncia fraca, temos:

xn,y) = (X0, y) e (Xn,Y) = (%, Y),

para todo y € K.

Como ({xn,y)) C R, para todo y € H, dai usando o fato de que nos reais temos a

unicidade do limite, temos

<X0’y> = <X*7y>avy € fH’

logo,

<X0 _X*vy> = Ouvy € 3{7

em particular, tomando y = xg — x, , temos
(X0 — X, X0 — X4) =0

implicando que

Xo = Xx-

(wy) Toda sequéncia (x,,) fracamente convergente é limitada

Demonstracao. A demostragao desse item pode ser encontrada nas notas de aulas

do professor Rodney Brezuner, veja [5] (pagina 57 e 5.11 Teorema, item ii). O
(w3) Toda sequéncia limitada possui uma subsequéncia que converge fraco.

Demonstracao. A demostragao desse item pode ser encontrada nas notas de aulas

do professor Rodney Brezuner, veja [5] (pagina 65 e 5.25 Teorema). O]

(ws) Se a sequéncia (x,,) é limitada e seu fecho fraco possui um unico elemento x € H,

entao a sequéncia converge fraco para x.
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(ws)

Demonstracao. Suponha por contradicao que a sequéncia nao convirja fraco para x
(provaremos que nesse caso a sequéncia (x,) possuird ao menos dois elementos no
seu fecho fraco), logo, existe uma subsequéncia de (x,) que nao converge fraco para

x, digamos (xy;), e logo, para todo € > 0 dado existe um y. = y(e) € H tal que

‘<an7y€>_<xvye>| =€ (1.1)

para todo n; € R.

Como por hipdtese a sequéncia (x,) é limitada, resulta que, a subsequéncia (xn;)
também ¢ limitada, segue pelo item anterior (item ws) a sequéncia (xy;) possui uma
subsequéncia que converge fraco, a menos de uma mudanca de indice, suponhamos
que Xn; — Xg (quando nj; — +00), e logo, x¢ pertence ao fecho fraco da sequéncia
(xn). Porém fazendo n; — 400 em (1.1) obtemos que x # xo. Portanto a sequéncia
(xn) possui dois elementos no seu fecho fraco a saber: x e xq. Contradizendo o fato

de que a sequéncia (x,) possui somente um elemento no seu fecho fraco.

Logo a sequéncia (x,,) converge fraco para X. O]

Se a sequéncia (x,,) converge forte para x € H, entao essa sequéncia converge fraco

para x .

Demonstracao. De fato, se x, — X entao usando a desigualdade de Cauchy-
Schwarz temos:
| (%n = %0, %) < [|xn — Xol[[[x]].
Desde que x,, — %o implica lim ||x, — %ol = 0, e logo, (xn, — X0, Xx) — 0, quando
n—oo
n — +o0o.
Portanto,
(Xn,X) = (X0, X).
Isto significa por definicao que

Xn — Xg.

Provando assim o item em questao. O

Se a sequéncia (x,) C H converge fraco para x € H e a dimensao de H é finita,

entao a sequéncia converge forte para x .
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Demonstracao. Suponhamos dim H = k, e que {ey, s, ..., ex} seja uma base ortonor-
mal de J. Se x, = x € H, entao supondo x,, = al'e; +ales+---+agex, Vn € N,

e X =a;e; + ases + - - - + arey, concluimos que para todoi=1,2,...,k,
<€i, €i> =1 e <€j7 €i> = O,VJ % i,
o que resulta, pela linearidade do produto interno, que

(x,ei) =a; e (xn,e)=aj

10
para todoi=1,2,...,k e todo n € N.

Como por hipétese x, — Xg, quando n — +00, segue que al' = (x,, e;) — (x,e;) =
ai, Vi =1, 2, ..., k, mostrando que al* = a;,Vi=1,2,...,k, quando n — +o0, e logo,

k

Z(a;‘ — a]-)ej

j=1

<D lal —alllesl| =0,

j=1

[Pen = x[| =

quando N — 4-o00.

Provando que x,, — x em H. O

Para o leitor que quiser ter mais informagoes interessantes sobre convergencia fraca,

principalmente do ponto de vista topoldgico, indicamos [12].

Observacao 1.2.1. Notemos que convergécia fraca nao implica em forte. De fato,
tomando H = €2, onde > = {(xn) C R: Y "* X% < 400} e a sequéncia (e,) C {2

sendo en = (0,0,...,1,0,...), com 1 na n-ésima posicao, considerando também o pro-

+00
n=1

duto interno usual de {2, isto é, (x,y) = 3 % xn - Yn para todo x = (X1,Xa, ..., Xn, ...) €
Yy = (Y1, Y2, .., Yn, ...) € €2, temos:

x Como ||en — em|| =V2, VN # m, resulta que a sequéncia (xy) ndo converge forte
em 2.

* Combinando o fato de que (en,x) = xn, Vx € €2, onde x = (X1, X2, ..., Xn, ...), com
Xn — 0, pois Z:::’l x2 < +oo, resulta da definicao de convergéncia fraca que e, — 0,
quando M — +00.

Provando que a sequéncia (e,) converge fraco para zero, mas ndo forte.

Daremos agora uma sequéncia de lemas e defini¢oes que serao importante para provar
o Teorema de Opial (Teorema 1.3.1).

O seguinte lema é muito conhecido em Analise funcional.
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Lema 1.2.1. Se x, — x € H, entdo liminf ||x,| > ||x||.
n—-+4o0

Demonstracao. Suponha que x, — x € H.
Se x = 0, entao o resultado é obvio. Suponhamos agora x # 0, usando a desigualdade

de Cauchy-Schwarz temos:

[Xalllx] = (xn,x),¥n € N (1.2)

como por hipdtese x, — X, ou seja, (x,xn) — (x,x) = [|x]|?, resulta passando o
"lim inf”em (1.2) que

min 1) > i ) = 1 13

que apos dividir por ||x|| ambos os lados de (1.3), resulta
lim inf [xn || = Ix[],
n—-+oo
chegando no resultado desejado. 0

Lema 1.2.2. Sex, = x € H e ||xn| — ||x||, entdo xn — x.

Demonstragao. De fato, combinando a hipdtese de que: x,, — x e [|xn|| — ||x]|, temos:

lim %, —x[* = lim {]|xn|* = 2Re(xn,x) + [[x||*} = ||x||* — 2Re{x,x) + [|x]|* =0
n—-+oo n—-+oo

O resultado segue da definicao de convergéncia forte. O]

O préximo lema é conhecido como Lema de Opial 1; ele sera usado em seguida para

provar o Lema de Opial 2.

Lema 1.2.3. ( Lema de Opial 1) Se x, — x € H, entdo para todo y € H\{x} temos:

lim inf||x, —x| < lim inf||x, —y]|.
n—-4o0 n—-4o0

Demonstragao. Se x,, — x € H, entdo dado y € H\{x} qualquer, temos que & = ||x —
y|I*> > 0.
Como pelo Teorema 1.2.1—(wy), toda sequéncia fracamente convergente é limitada,

temos:

e =Xl < henll -+l < e+ Il

para algum c > 0.
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Dai temos:

Pen =yll* = Ixn =x+x=y[* = [xn = x[I" + x = y[* + 2Re(xn —x,x —y)

= |xn —x||* + 8+ 2Re(xn — x,x — Yy).

Passando o ”liminf "na igualdade acima e usando a hipotese de que x, — x, vemos que

Re(xn, —x,x —y) — 0, donde segue;
lim inf ||x, —y|* = lim inf|x, —x||*+& > lim inf ||x,, — x|?
n—-+oo n—-+o0o n—-+oo

pois 6 > 0.

Provando o Lema. L]

Definicao 1.2.1. ( Ponto fixo) Seja T : H — H um operador (nao-necessariamente
linear). Diremos que x € H um € ponto fixo de T, se T(x) = x.

Denotaremos por FixT ao conjunto dos pontos fixos de T.

Definicao 1.2.2. ( Nao-expansivo) Seja T : H — H um operador (nao-necessariamente

linear). Diremos que T é um operador ndo-expansivo se
ITO) =Tl < lIx =y, vx,y € K.

Observacao 1.2.2. A definicao de nao-expansivo generaliza a definicao de contracado.
Se T :H — H € uma contragao, entdo o teorema do ponto firo de Banach garante a
existéncia de um unico ponto fixo para T, e além disso, a sequéncia (T™(x)) converge
forte para este ponto fizo, para todo x € H (veja, por exemplo, pdgina 34 de [15]).

Ao contrdrio de muitas dreas da matemdtica que procuram provar que FixT # (), nesta
dissertagao estaremos assumindo que FIXT # 0, e o nosso objetivo, é mostrar que sob
certas hipoteses (Teorema de Opial ) a sequéncia (T™(x)) sempre converge, pelo menos

fracamente, para algum ponto do conjunto FixT.

Lema 1.2.4. ( Lema de Opial 2) Seja T : H — H wm operador ndo-expansivo. Se
a sequéncia (Xn) possui uma subsequéncia que converge fraco, digamos Xn, — Yy € K,

quando k — +00, e além disso, ||T(xn) — Xn|| = 0, quando n — +o0, entao y € FixT.

Demonstra¢ao. Suponhamos por contradi¢ao que T(y) # y, entao temos:

L S B
lim inf [[xn, —yl| = lim inf [ T0e, ) = T(Y)]l; (1.4)
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pois T é nao-expansivo. Por outro lado,

lim inf [|T(xn,) = T()I| = lminf [ T0m,) = xn, +xn, =T
> lim inf(HXnk — T(y)H — ”T(Xnk) - X’nk”)
k—+00

pois, [|la —bl|| = [la]| — ||b||, Va,b € H. Combinando a desigualdade anterior com (1.4),

obtemos

kEIJrrloo inf ||Xnk _y“ > kEIJrrloo lnf(HXnk - T(y)H - ||T(Xnk) _XleH)
S . . .
>l [, — T(y)]

> lim_inf [, —y

onde na penultima desigualdade usamos que ||T(xn) — xn|| — 0, quando n — +o0,

enquanto que na tltima desigualdade usamos o Lema de Opial 1(Lema 1.2.3).

Portanto:
i inf e, —yl > T inf xe, — y
o que é um absurdo. Logo T(y) =y. H

Definig¢ao 1.2.3. ( Fejér mondétona) Dizemos que uma sequéncia (xy) € Fejér mondtona

em relagao ao conjunto C se
[xn =yl = |IXns1 —yl,Vy € C.

Exemplo 1.2.1. Toda sequéncia (xn) C R ndo-crescente é Fejér mondtona em relagao

ao conjunto C ={0}.

Lema 1.2.5. Se C C H € convexo e fechado e (x,) C H € uma sequéncia Fejér mondtona
em relagao a C. Entao existe, e é unico, um elemento y* € C tal que:

et
i I =uTl = JaE Jop Tren =l

Demonstracao. Definamos:

d:C—R

pondo
dy) = lim [jx, —y|

n—-+oo

paray € C.
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Note que a funcao acima estd bem definido, pois sendo (x,,) uma sequéncia Fejér
mondétona em relagao a C implica que (||x, —y||) é uma sequéncia convergente, Vy € C,
pois (||xn —yl|) é uma sequéncia monétona nao-crescente e limitada inferiormente por 0,
vy € C.

Sejam 6 = inf{d(y) : y € C} e a sequéncia (y.,) tais que d(ym) — 6. Note que esse
78" existe pois (xn) é Fejér mondtona em relagao a C e a sequéncia (y,,) C C.

Inicialmente provaremos que a sequéncia (ym,) é de Cauchy, para isto usaremos a

igualdade do paralelogramo (A.3). De fato dados k,1, m € N quaisquer, temos

ym =l = 100 —ym) = (e —y0)|I”
= 2P —yml® + 2 — yull* = 06 — ym) + (s =y

2 2 2
= 2xk —yYmll” + 2 [xk —Yul|” = I2% = Ym — Y|

Ym T Y1
2

2

= 2[xk —yYml* +2[xx —yul]* — 4 ||xic —

Como }L;ril € C, pois C é convexo. Como, por hipétese, (x,) é Fejér mondétona em

relacao a C temos

_ym+yl
2

_Um+yl
2

> lim
k— 400

Xk Xk

—q (y—“‘;yl) > 5,V m e N.

Dai temos que

Fym =Yl < 2l —ymll? + 2l — oI — 452

Fazendo k — +o00 na desigualdade acima e usando a definicao de d, temos

[ym —yull? < 2d (ym)® + 2d (y1)* — 48.

E portanto,
lim Jym —yul* =0,

1, m——+o0
isto é a sequéncia, (Y, ) C H é de Cauchy. Como H é um espago de Hilbert, a sequéncia
(Ym) é convergente, digamos Y., — y*. Note que y* € C, pois (ym,) C C e por hipdtese
C é fechado.

Provaremos agora que d (y*) = 8. De fato

d<dly’) = lim [xc—y'l| < lim (xc—ymll+[ym=y*[) = dlym) +llym -y = 6

quando m — 400, pois Ym — Yy* e d(ym) — 0 (quando m — +o0).
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Portanto d(y*) =0 , isto é,

v i T
i e = yTlh = Jag B o=l

Agora provaremos que existe um tnico y* € C tal que d(y*) = . Para isto supon-
hamos d (y/) = § para algum y' € C. Como C é convexo temos que % € C, logo, por

definicao de infimo d(*%/) > 6. Usando a igualdade do paralelogramo (A.3), temos:

2 2

!/

)

y —y|| = H(xk—y*)—(xk—y

2

T Joo =y + -y

= 2xx —y*H2 + 2 ka —y/
= 2 —y PP+ 2lx =yl — 123 — (YT +y)))?

o2 /2 (y*+y/) 2
= 2|xx —y*|| —1-2ka—yH —4 xk—T

fazendo k — +o00 , obtemos
2 *+ N\ 2 *+ I\ 2
ly =y P =2d(y)?+2d (y) —4d(T2L) =225 —aa (L) <o,
2 2

pois d (9—'5l/) > 0.

Portanto y* =y, provando o resultado. O

1.3 Teorema de Opial

Nosso objetivo nesta se¢ao é provar um teorema muito interessante que é conhecido
como o Teorema de Opial (Teorema 1.3.1). Esse teorema dara condigbes para que a
sequéncia (T™(x)) convirja, pelo menos fracamente, para algum ponto do conjunto FixT,
e isso sera usado para provar o Teorema 3.1.1 que, por sua vez, serd usado para provar
um dos principais teoremas dessa dissertacao (Teorema 3.1.2) que garante a convergéncia
fraca para o método formado por projecoes alternada sobre conjuntos convexos, fechados
e com intersecao nao-vazia, em um espaco de Hilbert e, além do mais, da uma condicao
necessaria e suficiénte para que essa convergéncia seja forte.

Para isto, provaremos inicialmente que o conjunto dos pontos fixos (veja Definigao
1.2.1) de um operador nao-expansivo (veja a Defini¢ao 1.2.2) é convexo e fechado, pois
esse fato serd usado na demonstracao desse teorema (Teorema de Opial). Isso serd provado
nos préximos trées lemas.

Agora daremos uma definicao que sera util para o préximo lema.
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Definicao 1.3.1. Um espaco de Banach X ¢é dito estritamente convexo se todo ponto
da esfera unitdria nao é pontos de linha em uma bola unitaria, isto €, dados x,y € X

quaisquer, com ||x|| = ||y|| =1 e x #y, entao ||(1 —t)x + ty|| < 1,Vt € (0,1).

Exemplo 1.3.1. Todo espaco de Hilbert é estritamente convexo, qualquer diuvida veja a

Observacao 1.5.1 abaizo.

O lema a seguir bem como sua demonstragao foi extraido do livro ”Fixed Point Theory
An Introduction”, veja [10] paginas 57 e 58, e serd usado para provar o lema posterior a

ele.

Lema 1.3.1. (Eztraido de [ 10]) Dado X um espago de Banach, as sequintes afirmagoes

sao equivalentes:
1. X € estritamente convexo.
2. Para todo x,y € X, com |[x[| = |ly|| <1 ex #vy, entdo |[x +y| < 2.

3. Sex,y € X el|x+vyl| = ||x|| + [|yll, entdo x = ay ou y = ax, para algum a € R,

com a = 0.

Demonstra¢ao. Nés provaremos as implicagoes 1 — 2 — 3 — 1.

Parte A (1 — 2) . Primeiramente suponha 1 vélido e sejam dados x,y € X, tais que
x|l = |ly|l < 1. Pela desigualdade triangular temos: ||x +y|| < |[x]| + [Jy]|| < 2.

Suponha por contradi¢do que [|x +y|| = 2. Entao tomando z = *3¥, temos ||z|| = 1
e que z = %H = (1—1t)x + ty, onde t = % € (0,1), contradizendo a hipdtese de que X
estritamente convexo. Portanto 1 — 2.

Parte B (2 — 3). Suponhamos agora que 2 é verdade e sejam dados quaisquer
X,y € X, com [x+yl = x| + lyll

Se x =0 ouy = 0, entao tomemos a = 0.

Se x # 0 e y # 0 entdo podemos supor sem perda de generalidade que ||x|| < |y,

pois o caso ||x|| = ||y]| é feito de maneira anéloga.
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Neste caso temos:

5 — 141X ||y||>‘ y:‘x+y+y_y‘
el yl = 1 Tyl eIl Ayl il
‘L L‘_' y y ‘:IIX+y||_'||X|Iy ||y||yH
I 1R [yl 1l x| XNyl

Xl + il || Cixll = ||UH)UH eyl |l =Tyl T
X[ Iyl x| Xl 1yl

I +yll el =Tyl [t Tyl iyl =l
x| x| x| x|

Pell + Tyl Tl = IxI] _ 2lxl_
X[ x| Il

onde na segunda desigualdade usamos o fato de que ||a + b|| > ||a]| — ||b]|,Va,b € X, na

sétima igualdade usamos a hipétese de que ||x|| < ||y|| e na oitava igualdade usamos que

% +yll = lIx[l + [yl Logo

I+ arl -
Desde que 727¢é verdade e ‘ HXTH ‘ = H o H =1 <1, temos que
X Yy
Il Tyl
tomando a = ”;H oua= Hly_\l obtemos o resultado desejado.

Provando que 2 — 3.

Parte C (3 — 1). Suponhamos agora que 3 seja verdade. Sejam x,y € X tais que
x #Zy e |x|| = ||ly]| = 1. Logo nao existe a > 0 tal que y = ax ou x = ay, pois se existisse
tal a > 0 terfamos, pelo fato de ||x|]| = [|[y|| = 1 que a = 1, e logo, x = y o que seria
uma contradi¢do. Daf, por 3 temos [x +y|| < [|x|| + [ly|| = 2, o que nos d& ||*32|| < 1.
Mostrando que o ponto médio do segmento (x;y) ={(1 —a)x+ ay: a € (0, 1)} pertence
a B(0,1). Como B(0,1) é convexo, o seguimento inteiro (x;y) esta contido em B(0, 1).
Isto nos diz que X é estritamente convexo.

Logo 3 — 1. O

Observacgao 1.3.1. Todo espaco de Hilbert € estritamente convexo. De fato, seja H um
espago de Hilbert. Para provar isto, tome quaisquer x,y € H, com x # vy, ||x|| < 1 e

lyll < 1, entdo
Petyll* = lIx[*+2Re(x, y)+y[I* < 1+2Re(x, y)+1 < 1+{x[I*+]y[*+1 < 1+1+1+1 =4,

logo,
Ix +yll < 2.
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Acima usamos o fato de que
0 < [x—yl* = [[xII* — 2Re(x, y) + [lyl|* = 2Re(x, y) < [[xII* + [[yl*, vx # y.

Observacao 1.3.2. Note que na demonstracao do Lema 1.3.1 nao foi usado o fato de
que X € espago de Banach, logo, esse lema vale para espaco normado (veja [14] pdgina 8,

proposi¢ao 1.2.2).

Provaremos agora que se o conjunto dos pontos fixos de um operador nao-expansivo

em um espaco de Hilbert é nao-vazio, entao ele é convexo.

Lema 1.3.2. Seja H um espago de Hilbert. Se T : H — H ¢é ndo-expansivo e FIxXT # (),

entao FixT € convexo.

Demonstra¢ao. Dados quaisquer elementos x,y € FixT, devemos provar que z = tx+ (1 —
t)y e FixT, vt e [ 0,1] .
De fato se t = 0 ou t = 1, nada ha para se fazer. Por isso suponhamos t € (0,1).

Usando a Hipotese de que T é nao-expansiva e que x,y € FixT, temos

IT(z) = x|l = IT(z) = TR < Iz — x| (1.5)
e

IT(z) =yl =IT(z) =TI < lz—yl|. (1.6)
Como

z—x=tx+(1—-thy—x=1—-tly—(1—t)x=(1—1t)(y —x) (1.7)

e

z—y=tx+(1—tly—y=t(x—y), (1.8)
obtemos

Ix—=yll = IIx=T() +T(2) =yl < [x =TE@ +IT(z) =yl < lIx =zl + [z =y
= (I=tx—yl +tix—yl =[x -yl

logo,

X =T +T(z) =yl =[x =yl = [x = T(z) + T(z) —yl|. (1.9)
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Se x — T(z) = 0, entao substituindo esse valor em (1.9), depois usando (1.6) e (1.8),

respectivamente, temos:
X —yll = [IT(z) = yll < lz =yl = tiix = yll, ou seja, [[x —y[| < tlx—yll,

portanto, 1 < t. Contradizendo o fato de que t € (0, 1).
Logo x — T(z) # 0.
Se T(z) —y = 0, entao substituindo esse valor em (1.9), depois usando (1.5) e (1.7),

respectivamente, temos:
Ix =yl =lx =T < llx =zl = (1 =[x —yll,ou seja, [[x —y[l < (1 —t)llx —yl,

e portanto, t < 0. Contradizendo o fato de que t € (0, 1).

Logo T(z) —y # 0.

Combinando o fato de que H é estritamente convexo (veja Observagao 1.3.1), com
T(z) =y # 0, x—T(z) £0, [x—T@)] + [T(z) — yll = x — T(z) + T(z) —y|| e com o
Lema 1.3.1 (item 3), obtemos que existe um « > 0 (pois T(z) —y #0 e x—T(z) #0) tal
que T(z) —x = a(y — T(z)).

Donde segue T(z) = (1 — B)x + By, onde B = ¥, > 0. Disto temos que T(z) —x =

B(y —x), logo, por (1.5) e (1.7), resulta:
Blly =xIl =[IT(z) =x[| < llz—=x]| = (1 = t)Ix =y
o que nos da
Blly —xll < (1—=t)llx—yll,

portanto, f < 1—1t.

Analogamente para T(z) —y = (1 — B)(x —y), por (1.6) e (1.8), temos:
(1 =B)x—yll = IT(z) —yll < lz—yll = tix —yll,
o que nos da
(1= Bl —yll < tlx—yll
logo, > 1 —1t. Portanto =1 —1, logo
Tz)=1-B)x+Py=tx+(1—tly=z=T(z) =z =z € FixT.

Provando que FixT é convexo. O
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O préximo lema provara que se T : H — H é nao-expansivo, entao FixT é fechado.
Lema 1.3.3. Se T:H — H € nao-expansivo entao FixT € fechado.

Demonstracao. Como T é continuo, pois é nao-expansivo, temos que o operador: It :

H — H, dado por Ir(x) = T(x) — x é continuo, e logo, FixT = 15'(0) ¢ fechado. H

Daremos agora uma defini¢do que serd muito usada nos proximos teoremas, (Teorema

1.3.1 e Teorema 3.1.1).

Definicao 1.3.2. Diremos que um operador T : H — H € assintoticamente reqular quando

para todo x € H tivermos que lim [T (x) — T™(x)| = 0.

n—-+oo

Finalmente estamos prontos para enunciar e provar o Teorema de Opial (Teorema

1.3.1).

Teorema 1.3.1. (Teorema de Opial, [4] 1967 ) Seja T : H — H um operador nao-
expansivo, assintoticamente reqular tal que FixT # (). Entdo para todo xq € H a sequéncia

(T™(x0)) converge fraco para um elemento y* € FixT.

Demonstracao. Para cada xg € H denote por x, = T™(xq). Como T é nao-expansivo,

temos que para qualquer z € FixT vale que:
Pngr =zl = [T (x0) = zl] = [T (%) = T(2)| < [T (x0) — 2]l = [[xn — 2]

Isso mostra que a sequéncia (x,,) é Fejér mondtona em relacao ao conjunto FixT, e

consequentemente a sequéncia (x,,) é limitada, pois:
[l = X[ < [xnar =[] < lxn =% < - < lxo =%,

e logo,

[Penall < lxo = [+ 1l

onde x € FixT é fixo (lembre-se de que por hipdtese FixT # ().

Seja dada qualquer subsequéncia (x,, ) fracamente convergente da sequéncia (xy) (
note que tal subsequéncia de (x,, ) existe pois sendo (x, ) limitada pelo Teorema 1.2.1 (w3)
a sequéncia (x,) possui uma subsequénca que converge fraco.), digamos x,, =y € K,

quando k — +4o0.
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Como por hipdtese T é assintoticamente regular temos:
ITOxn) =Xl = [T (x0) = T™ (x0)|| = 0

quando n — +o0.
Pelo Lema de Opial 2 y € FixT.
Como T é nao-expansivo, FixT é convexo e fechado, pelos Lema 1.3.2 e Lema 1.3.3,
respectivamente.
Pelo Lema 1.2.5, existe um tnico y* € FixT tal que

R
W e =yl = gl e~y

Provaremos agora que xn, — y*, para isto é suficiente provamos que y = y*, pois
Xn, — Y € H.

Suponha por absurdo que y # y*, entao pelo Lema de Opial 1

. T
Jim =y = Jim e~y = Tim inflx, — )
>l inf [, —yll = Tim =yl > Gm e -y’

onde na ultima igualdade usamos o fato de que a sequéncia (||xn — y||) sendo Fejér
mondtona em relagao & FixT ela é monétona nao-crescente e limitada inferiormente por
0, valendo isso para todo y € FixT, e portanto, (||x, —yl|) converge, pois toda sequéncia
mondétona limitada em R converge.

Portanto, obtemos:

i =y > Tim =y

o que é um absurdo. Logo y =y*.

Dai concluimos que qualquer subsequéncia fracamente convergente da sequéncia (x,,)
possui o limite igual &4 y*, portanto, y* ¢ o tnico elemento do fecho fraco da sequéncia
(Xn)-

Como a (x,) é limitada e possui um tnico elemento no seu fecho fraco, a saber y*,

resulta pelo Teorema 1.2.1 (wy) que
Xn — Y.

Concluindo a demonstracao do Teorema de Opial. O



Capitulo 2
O operador projecao

Neste capitulo definiremos o operador projecao sobre um subconjunto convexo e
fechado de um espaco de Hilbert H e também demonstraremos algumas de suas pro-
priedades basicas. Tais propriedades serao muito uteis nos proximos capitulos, principal-
mente para podemos definir o método da projegoes alternadas (Definigao 3.1.2). Por isso

comecaremos esse capitulo falando sobre conjuntos convexos.

2.1 Conjuntos convexos

Nesta secao falaremos sobre conjuntos convexos.

Definicao 2.1.1. Diremos que um conjunto C C H € convexo quando para todo x,y € C

tivermos que:

(I1—A)x+Ay € C, paratodo 0 <A< 1.

Definicao 2.1.2. Diremos que um conjunto convexo C € estritamente convexo se X,y €

C, com x # y, entao o ponto médio, %H, pertence ao interior de C, ou seja, existe

d=20(x,y) =0, com d(x,y) >0 para x #y, tal que

X +
-3

5 H <d(x,y) =z e C.

Definigao 2.1.3. Um conjunto convexo C ¢é dito uniformemente convero se existe uma

fungdo 8(t) positiva para T >0 , e zero apenas se T =0, tal que x,y € C e

'%_x+y

23] < syl

implicar que z € C.

19
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Definicao 2.1.4. Um conjunto uniformemente convexo em que € possivel encontrar uma
constante positiva T > 0, tal que

5(1) = pr?

¢ chamado de fortemente convexo.

Observacao 2.1.1. Note que todo conjunto estritamente convexo é convexo, todo con-
Jgunto uniformemente convexo € estritamente convezro e que todo conjunto fortemente con-
vero € uniformemente convexo. Porém, provamos no Apéndice B que as reciprocas nao
sao verdadeiras, isto é, que nem todo conjunto convexo € estritamente convero, nem todo
conjunto estritamente convexo € uniformemente convero e que nem todo conjunto uni-
formemente convexo € fortemente convexo. Neste mesmo apéndice demonstramos alguns
lemas, cujo objetivo € mostrar outro modo em que poderiamos ter definido conjuntos es-

tritamente convexos e uniformemente convexos.

2.2 Definicao e algumas propriedades do operador
projecao

O seguinte teorema mostra que se C é convexo e fechado, entao para todo x € H

existe um unico Pc(x) € C, tal que Pc(x) é o elemento de C mais préximo de x.

Teorema 2.2.1. (Teorema da Projecao) Seja C C H um conjunto convezo, fechado

e nao-vazio. Entao para todo x € H existe um tnico elemento Pc(x) € C tal que
—P = mi -y 2.1
I = Pe ()l = min x —y (2.1)
Além disso, X = Pc(x) se, e somente se,
xeC e Re(x—X,y—X%x) <0 YyeC. (2.2)

Demonstracao. (a) Existéncia.

Para cada x € H considere (v,) C C uma sequéncia tal que
dn =[x —vn[l = d:= inf x—y]

quando n — 4o00. A existéncia de tal sequéncia decorre da definicao de infimo no

conjunto dos reais.
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Provemos que a sequéncia (v,,) é de Cauchy. Para isto tomando na identidade do

paralelogramo os vetores a =x —v,, e b =x — v, temos

2 2

a+b a—>b 1 9 9
= = b
! ] > (lall* + 1o]1)
N X — Vi + % — v ||* X—Vn— (X—Vmn) 2
2 2
1 2 2
= 5 (Ix=val? + Ix = vml?)
2 2
Vi 4+ Vin Vi — Vim 1, ., 9
= - — | ==(d7 +d
x 2 H 2  (dntdn)
portanto,
v —vn|® 1 v 4+ v ||?
o =§(di+di)—HX—%

Como *»£¥= ¢ C, pois C é convexo, temos ||x — ¥ty | > d = inf, [x —yl|, logo
ye

substituindo esse valor na igualdade acima temos

2
Vn —Vm

1
5 <5 (A +d7) —d*

E portanto,

lim  ||[vy — Vv =0.
m,n—-+oo

Provando que a sequéncia (v,,) C C é de Cauchy. Como H é um espaco de Hilbert

segue que v, — X, para algum X € H. Resulta do fato de que C é fechado que
x € C.
Portanto x € C e ylrelfc Ix—y|l=d=|x—X|.

(b) X = Pc(x) se, e somente se, vale (2.2).
(=) Suponhamos que X = Pc(x) € C e provemos dai que (2.2) é vélido. Como por
hipotese C é convexo segue que para qualquer y € C que

vit)=(1—t)x+ty € C,Vt € [0, 1].

Se t =0 entdo X = v(0), e logo, vale claramente (2.2).
Seja t € (0,1]. Entao usando a hipétese de que X = Pc(x) combinada com o item

(a) segue que

x = < llx = (1 = t)x + ty) | = [[(x =%) — tly =X)||, Vt € (0,1]
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dai temos

=% < x=vO)]* =[x —%) —tly —%)|*

=[x —X[* = 2tRe(x — %,y — %) + t*|[y — ]|"
e logo
2tRe(x — X,y — X) < t?|ly — x|
dividindo por t, pois t € (0, 1], a desigualdade acima temos
2Re(x — %,y — %) < ty — x|
fazendo t — 0 na desigualdade acima obtemos
Re(x — X,y —X) < 0.
Desde que y € C ¢é arbitrario, resulta que
Re(x —X,y—X%X) <0 vy € C.
(<) Agora suponhamos que X satisfaca (2.2). Entao para todo y € C temos

e—yll* = Ix—%+x—yl*

[ —%[|* + 2Re(x — %, X —y) + [[x — yl|*

WV

—2Re(x =X,y —X) + [X —y|*

> x—yll
logo,
Ix=x[| < [x—yl,vy e C
implicando que Pc(x) = X.

(c) Unicidade.
Supondo que Xx; e Xy satisfacam (2.1), para o mesmo x € H. Entao por (b) os

elementos x; e xo satisfazem (2.2), isto é

Re(x —x1,y —x1) <0,y € C (2.3)
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Re(x —x2,y —x2) <0, Yy e C. (2.4)
Escolhendo y = x5 em (2.3) e y = x; em (2.4) obtemos

—Re(x —x1,%X; —x2) <0 (2.5)

Re(x — x2,%1 — X2) < 0, (2.6)
respectivamente. Somando (2.5) com (2.6) obtemos

Re(x1 —Xa2,%1 — X2) = ||x1 —%2||> < 0.

Portanto x; = x5. Finalizando a demonstracao do teorema.

O

A seguinte definicao justifica porque o Teorema 2.2.1 é conhecido como o Teorema da

projecao.

Definicao 2.2.1. Seja C C H convexo, fechado e nao-vazio. Dado x € H qualquer,

chamaremos de projecao de x sobre C ao unico elemento Pc(x) € C que satisfaz:
X — Pc(x)|| = min [|x —yl|.
Jx = Pe(x)]) = min x|

Isto define um operador Pc : H — H que chamaremos de operador projecao.

Se C, no Teorema da Projecao (Teorema 2.2.1), for subespago fechado entao claramente
C é convexo e nao-vazio, e logo, vale o Teorema da Projecao (Teorema 2.2.1). Mas além
de valer esse teorema, no caso em que C for subespacgo fechado de um espaco de Hilbert
H, vale que podemos representar o espago de Hilbert H como soma direta de C com seu

complementar ortogonal Ct. Isso é justamente o enunciado do préximo teorema.

Teorema 2.2.2 (Teorema da Projegao para Subespagos Fechados). Se C € um subespago

fechado de um espaco de Hilbert H entao
H=CaqCt,

ou seja, para todo x € H, existem tinicos z € C ey € Ct tais que x = z+y. Além disso,

tém-se necessariamente que z = Pc(x) ey = Pei(x).
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Demonstracao. A demostragao pode ser encontrada em [7] pagina 146. O

Observacao 2.2.1. Note que nenhuma das hipétese do Teorema da Projecao (Teorema
2.2.1) pode ser retirada. De fato:

e Retirando o fato de que C' é convexo podemos perder a unicidade da proje¢ao. Para
ver isto tomemos H = R?, C = S! = {x € R? : ||x]| = 1} e x = (0,0) obtemos que C ¢
fechado e nao-vazio, porém a projecao de x sobre C é Pc(x) = C.

e Retirando o fato de que C ¢é fechado a projecao pode nao existir. Por exemplo,
tomando H = R?, C = B((0,0);1) ={x € R? : ||x|]| < 1} e x = (7,0) obtemos que C ¢
convexro e nao-vazio, porém a projecao de x sobre C € Pc(x) = (1,0) que ndo pertence d
C.

e Retirando o fato de que C € convexo a projecao pode nao-existir. Por exemplo
tomando H =2, C ={xn € * : x, = (0,...,0,1+ £,0,...)} e x = (0,0,...) obtemos que
C € fechado e nao-vazio, porém a projecao de x sobre C € Pc(x) = limn_, o Xn que nao

pertence a C.

Corolario 2.2.1. Seja C C H um conjunto convezo, fechado e nao vazio. Entdo para

todo x,y € I, temos:

[Pc(x) = Pc(y)[* < Re(x —y, Pc(x) — Pc(y)). (2.7)

Demonstrag¢ao. Dados x,y € H quaisquer. Pelo teorema 2.2.1 os elementos x; = Pc(x) e

X9 = Pc(y) satisfazem (2.2), isto é,

Re(x —x1,z—%x1) <0,Vze C (2.8)

Re{y —x9,z—%9) <0,Vz€ C (2.9)
escolhendo z = x, em (2.8) e z = x; em (2.9) obtemos
Re(x —x1,%X3 —x1) < 0= —Re(x —x1,X; —Xg) <0

ou seja,

N

Re(x; —x, %] —X2) <0 (2.10)
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Re(y — x2,%1 —Xg) <0 (2.11)
somando (2.10) com (2.11) obtemos

Re(x; —x+ Yy —Xg, X1 —X2) <0 = Re(x; —x2,X; —X2) + Re(—x +y,x; —x2) <0
= |x1 —x2|]* — Re(x —y,%x; —%xz) <0

= |x1 —x2||* < Relx —y,x1 — xa).
Como x,y € H sao arbitrarios, temos
IPc(x) = Pe(y)|I* < Re(x —y, Pc(x) — Pc(y)), vx,y € K.
Provando o corolario. O

Corolério 2.2.2. (Operador de projecao é nao-expansivo) Seja C C H um conjunto
convezo, fechado e nao-vazio. Entao para todo x,y € I, temos:

[Pc(x) =Pcy)ll < [x =yl

Demonstracao. Sejam dados quaisquer x,y € H.
Se Pc(x) = Pc(y), entao nada ha para se fazer.

Se Pc(x) # Pc(y), entdo usando Cauchy-Schwarz em (2.7) temos
IPc(x) = Pe(y)lI® < Re(x —y, Pe(x) = Pc(y)) < [x —yllIPc(x) = Pc(y)ll;

dividindo a desigualdade anterior por ||[Pc(x) — Pc(y)|| # 0, obtemos

IPc(x) =Pcly)ll < llx—yl.

Desde que x,y € I sao arbitrarios, segue o resultado. O



Capitulo 3

Teoremas de convergéncia para

sequéncias de projecoes alternadas

Este capitulo foi baseado no artigo [1] (da pagina 81 & pagina 92). Nele estudaremos a
convergéncia do método das projecoes alternadas, sobre um ntimero finito de subconjuntos
convexos e fechados de um espaco de Hilbert H. O Teorema 3.1.2 garantira que esse
método sempre converge fracamente para um elemento desse espago, e dara uma condi¢ao
necessaria e suficiente para que essa convergencia seja forte. Lamentavelmente tal condi¢ao
nao é pratica. O Teorema 3.4.1 garantird a convergeéncia forte. Por outro lado, o Teorema
3.4.2 apresentara uma condi¢ao pratica para que essa convergencia, além de ser forte, seja
a uma taxa geométrica. Para isto, relembremos inicialmente que estamos denotando por
Cq, Co, ..., Cyy conjuntos convexos, fechados e nao-vazios e que estamos sempre supondo
NM™,C; = Co # 0.

Queremos destacar que o Corolario 3.1.1 mostra que o problema de viabilidade convexa
(ou seja, encontrar um ponto da intersegao de conjuntos convexos) é a equivalénte a um

problema de ponto fixo.

3.1 Sequéncia de projecoes alternadas

Esse proximo teorema sera usado para a demonstracao do Teorema 3.1.2 o qual

garantird que o método das projecoes alternadas converge, pelo menos, fracamente.

Teorema 3.1.1 (Teorema Al de [1]). Seja T : C — C um operador nao-expansivo e

assintoticamente reqular, com C C H convezo e fechado. Assuma o conjunto FixT ndo-

26
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Vaz10.
Parte 1. Entao para todo x € H a sequéncia (T™(x)) converge fraco para x* € FixT.
Parte 2. Além disso, essa convergéncia € forte se, e somente se, a sequéncia (T™(x))

possui uma subsequéncia que converge forte.

Demonstracao. A Parte 1 do Teorema segue direto do Teorema de Opial.

A prova da Parte 2 serd dividida em duas etapas. Na primeira etapa vamos mostrar
que se a sequéncia (T™(x)) converge forte entdao ela possui uma subsequéncia que con-
verge forte. Ja na segunda etapa mostraremos que se a sequéncia (T™(x)) possui uma
subsequéncia que converge forte entao a propria sequéncia (x,,) converge forte.

(Etapal "=") Se T"(x) — y para algum y € H, entdo a prépria sequéncia (T™(x))
¢ uma subsequéncia que converge forte.

( Etapa 2 7<) Suponhamos agora que (T™(x)) possui uma subsequéncia que con-
verge forte, digamos, T™(x) — y, existe y € H, quando k — +o0.

Afirmamos que T (x) — y, quando n — +o0. De fato, se (T™*(x)) converge forte para
y, entao, pelo Teorema 1.2.1 (ws), (T™(x)) converge fraco para y. Segue pela primeira
parte do Teorema 3.1.1 que y € FixT. Combinando esta com a nao-expansividade de T,

obtemos:

T =yl = [T (%) = T) | < IT" (%) —yll.

Assim segue que a sequéncia a ([T (x) —y||) € R é monétona decrescente. Com-
binando o fato de que a sequéncia (||[T""!(x) —y||) € R é mondtona decrescente com a
hipétese de que ela possui uma subsequéncia que converge a zero (pois: |[|[T™%(x)—y|| — 0

quando k — 4o00) resulta que ela mesma converge a zero, isto é,
IT"(x) =yl =0

quando n — +o0.

O resultado segue imediato da definicao de convergéncia forte. O]

Daremos a seguir a definicao da sequénca formada pelo método das projecoes alter-
nadas sobre um nimero finito de conjuntos convexos e fechados. Essa defini¢ao sera muito
usada nos proximos resultados. Por isso definiremos inicialmente um caso particular (em
que A; = 1, para todo i = 1,2,...,m), para que o leitor possa entender melhor como
se obtém cada termo desse método, e posteriormente a ela, daremos uma definicao mais

geral (em que A; € (0,2) para todoi=1,2,...,m).
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Definicao 3.1.1. Para cada i

Definamos o operador

como

para cada i=1,2,...,m.

1,2,...,m, seja Py : H — C;i a projecao sobre Cj.

Ti:J-C—>Ci

Definamos também T : H — H pondo

T(x) :

(PnOPm_10---0Py0P;)(x).

Onde "0 ”indica a composi¢ao de fungoes (no caso de operadores).

Finalmente definamos a sequéncia (x™) pondo:

X

Onde estamos supondo x° = x.

n+1

=T(x"),yn > 0.

A Figura 3.1 abaixo ilustra a Definicao 3.1.1, nela consideramos H = R?, C; =

segmento de reta, C; = segmento de reta e x € R? um ponto qualquer. Claramente R? é

um espaco de Hilbert, C; e C, sdo subconjuntos convexos, fechados e nao-vazios de R2.

J& o objetivo da Figura 3.2 abaixo é ilustrar que a sequéncia (x™) da Definigao 3.1.1

depende da ordem das projegoes, isto é, y* = Pc,(Pc,(x)) # Pc,(Pc,(x)) = z
consideramos H = R?, C; = B[(0,0);1,5] = {x € R?: ||x|]| < 1,5}, Co = {x = (x1,%2) €
R?:x; € R,0 < xp < 3} ex=(3,23,2) € R% Claramente R? ¢ um espaco de Hilbert,

C; e Cy sdo subconjuntos convexos, fechados e nao-vazios de R2.

Figura 3.1: Projegoes alternadas.

4

4

*

, nela

Figura 3.2: Pc,(Pc, (%)) # Pc, (Pc,(x)).
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Note que a Figura 3.2 ilustra também que a sequéncia (x™) da Definicao 3.1.1 pode
convergir forte para um ponto x* € Cy e que além disso seu limite depende diretamente da
ordem das projecoes. Para ver isto notemos inicialmente que na Figura 3.2 se comecarmos
projetando sobre C; e depois projetarmos sobre Cy obtemos a sequéncia (x™! = T™(x)),
onde x! = T(x) = P¢,(Pc,(x)) entdo a sequéncia (x™*1 = T™(x)) converge forte para
o ponto y* = x!, pois essa sequéncia satisfaz x"*! = x! = y* para todo n € N. Por
outro lado, se comecarmos projetando sobre C, e depois projetamos sobre C; obtemos
a sequéncia (x™ = T™(x)), onde x! = T(x) = Pc,(Pc,(x)). Essa sequéncia (x™) assim
obtida converge para z*, pois X! = x! = z* para todo n € N. Por tltimo ¢ claro que
Yy #z"

A seguinte definigdo generaliza a anterior, pois na anterior A; = 1 para todo i =
1,2,...,m enquanto que nessa proxima definicao teremos que A; € (0,2), para todo 1 =

1,2,...,m.

Definicao 3.1.2. Para cada i=1,2,....,m, seja P : H — C; a projecao de x sobre Cj.

Dado A; € (0,2) qualquer, definamos o operador
T H = H
como
T (x) == (1 — Ay)x + AiPi(x),

para cada i=1,2,...,m.
T N As
Para simplificar a notacao denotaremos "1, "apenas por: "T;”.

Definamos também T : H — H pondo

T, (X) = (ThroTom o -+ - 0T)?0 T ) (%),

1sto €,
T(x) ;== (TmoTm_10---0T50T;)(x).

Onde "0”indica a composi¢ao de fungoes (no caso de operadores).

Chamaremos de sequéncia de projecoes a sequéncia (x™) definida por:

Onde estamos supondo x° = x.
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Uma observagao interessante sobre a Definicao 3.1.2 é que ela pode ser vista como um
algoritmo (veja [11] paginas 65 e 68).

Na Definicao 3.1.2 se A; € (0,1) entdao a sequéncia dessa definicao (algoritmo) é
conhecido como sequéncia subrelaxada (algoritmo subrelaxado) e se A; € (1,2) entao
a sequéncia dessa defini¢ao é conhecida como sobrerelaxada (algoritmo sobrerelaxado).

As figuras 3.3 e 3.4 abaixo ilustram a definicao 3.1.2. Na Figura 3.3 supomos A; € (0, 1)
paratodoi=1,2,..., m, isto é, a sequéncia subrelaxada na Figura 3.4 supomos A; € (1, 2)

para todo i =1, 2, ..., m, isto é, a sequéncia sobrerelaxada.

Figura 3.3: sequéncia subrelaxada. Figura 3.4: sequéncia sobrerelaxada.
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Observacao 3.1.1. A motivacao para a generalizacdo de Ay,i = 1,2,...,m, com Ay €
(0,2),i=1,2,....,m, ou seja, da Definicao 3.1.1 para a Defini¢ao 3.1.2 é tomar o algo-

ritmo das projecoes alternadas mais eficiente (veja as Figuras 3.5 e 3.6.)

-

Figura 3.5: Com A; = 1, para todo Figura 3.6: Com A; > 1, para todo

i=1,2,..,m i=1,2,....m

Este proximo lema sera usado para provar o Teorema 3.1.2.

Lema 3.1.1. Se Cy,Cy,....,Cy, sdo subconjuntos convexos de um espag¢o de Hilbert H

entao Co = N{%, Cy € convezo.

Demonstracao. Dados x,y € Cy quaisquer entao x,y € C;,Vi=1,2,...,m , e como cada

C; é convexo temos que :
(1=A)x+Ay) € Ci,VAL € [0,1,Vi=1,2,....m
e logo
(1—=A)x+Ay) € M, Ci =Co, VA €[0,1],Vi=1,2,...,m
O

Finalmente estamos preparados para enunciar e provar o teorema que garante a con-
vergencia fraca da sequéncia formada por projecoes alternadas sobre conjuntos convexos,
fechados e nao-vazios (veja Defini¢ao 3.1.2), bem como de informa uma condigao necessaria

e suficiente para que essa convergencia seja forte em um espaco de Hilbert.
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Teorema 3.1.2 (Convergéncia da sequéncia formada por projecoes alternadas). Seja
Co nao-vazio. Entao para todo x € H e todas constantes de relaxagcao Ay, ...,Am, com
0 <A <2,i=1,...m a sequéncia (T™(x)), da Definicio 3.1.2, converge fraco para
x* € Cy. Além disso essa convergéncia € forte se, e somente se, a sequéncia (T™(x))

possui uma subsequéncia que converge forte.

Demonstracao. A idéia da prova desse Teorema é usar o Teorema 3.1.1, para isto neces-
sitaremos provar que o operador T da Definicao 3.1.2 é nao-expansivo assintoticamente
regular e que o conjunto dos pontos fixos de T é nao-vazio (veja as hipéteses do Teorema
3.1.1). Por isso dividiremos a prova desse teorema em trés partes:

Parte 1. O operador T é nao-expansivo.

Parte 2. Assintoticamente regular.

Parte 3. Tem-se a igualdade de conjuntos Cy = FixT .

Prova da parte 1. Vamos mostrar que para cada 0 < Ay < 2, comi=1,,..m as
aplicacoes:

T H—=H

dadas por:
Ti(x) =x+ Ai(Pi(x) —x) = (1 — Ai)x + AiPi(x)

Sa0 nao-expansivas.
De fato:
Caso 0 <

Se 0 <

A < 1.
A <1

i entao

[ Ti(x) — Ti(y)||

(1T —=2A)(x —y) + Ai(Pi(x) — Py(x))||
(1T =2 [x =yl + Al - [[Pi(x) — Pi(y)]]

N

< (T=A)[x =yl +Agfx =y

=yl

onde na ultima desigualdade usamos o fato de P; ser nao-expansivo.

Caso 1 <Ay < 2.
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Da seguinte igualdade

ITix) = T[> = (1 =A)(x—y) +Ai(Pi(x) — Pi(x))]]?
= (1=2)[x —yl* +A[Ps(x) — Pi(y)]?

+2(1 = A)AiRe(x —y, Pi(x) — Pi(y))

combinada com o Corolério 2.2.1 e também com o fato de que 1 — Ay < 0, temos

I —TWI? = (=A% x—yll> + AZ[[Ps(x) — Pi(y)|°
+2(1 — Ai)AiRe(x —y, Pi(x) — Pi(y))

N

(1 =A% [x —ylI* + Af[[Pi(x) — Pi(y) |
+2(1 = A)A[Pi(x) — Pi(y)]|?
= (1=A)*x—yl?
+(A7 4 2(1 = A)A)|Ps(x) — Pi(y)]?
= (1A [x—ylf
+O + 27 = 2A0)[|Ps(x) — Pi(y) |
= (1A’ [x—ylf
+A(2 = M))[Pi(x) — Pi(y)||?
< (=A% =yl*+ A2 = A [Ix —yl]?
= ((1=2)*+ A2=A)))[Ix —ylP?
= (1—2A + A7 420 —AD)[x —y?
= lx—yl”
onde na ultima desigualdade usamos o Corolario 2.2.2 e o fato de que 2—A; > 0 (também
o fato que 0 < A; < 2).
Dai resulta que
ITi() = T(WI* < [l —ylI*,
e portanto,

ITi(x) = Ti(y)]| < [[x—yl.

Mostrando que T; é nao-expansiva para todo i = 1,...,m, logo, resultando dai que

T=TnTm_1--- T é nao-expansivo.
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Provando assim a Parte 1.
Prova da parte 2. Provaremos agora que T = T, T;;,_1---T; é assintoticamente

regular. Para isto é suficiente provar que:
+oo
> T ) = T ())? < 400
n=0

pois se a série acima converge entao seu termo geral vai a zero quando n — 400, isto é,
T™(x) — T (x)|| = 0, quando n — +o00, 0 que provard a Parte 2.

Para isto provaremos inicialmente por inducao sobre m que:

e —=TEI? < bm2™ (lx = ylI* = [IT(x) —y]*) (3.1)

Aq
Vye Cye bm:@iﬁ{g_)\i}'
De fato:

Etapa 1. Param=1temos: T=T, Co=C; e
Ix — T2 =[x — Ti(x) ]2 = ||x — (1 — A)x — A Pi(x)]|? = A2||x — Py (x)||? (3.2)
Dado qualquer y € Cy, temos: T(y) =Pi(y)=ye

T =yll* =[x —y+M(Pilx) =)
=[x =yl +A1[[Pi(x) = x|* + 2\ Re(x —y, Pi(x) —x)
=[x —yl* + AFPL(x) — x|
+2ARe(x — Py (x) 4+ Py (x) —y, P1(x) — x))
=[x —yll> = 2\ [P (x) — x[|* + AT[[P1 (x) — x|
+2A1Re(P;(x) —y, P1(x) — x)

=[x —=yl> = A2 = AP (%) — x| + 2A1Re(P1(x) —y, P1(x) — x)

N

e =yl = Aa{2 = AH[Pa(x) — x|,

onde a ultima desigualdade segue do Teorema da Projecao (Teorema 2.2.1), isto é, a
desigualdade Re(x — P;(x),y — P1(x)) < 0.

Portanto, obtemos acima que

ITO) —ylI” < fx =yl = M2 = A flx = PL ()7, (3.3)
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ou seja
}\2
e =yl = IIT0) = yl* = M (2 = A) 55 lx = PP, (3.4)
1
Substituindo (3.2) em (3.4) temos

A
2—M

IT0) —x|1* < (I =yll* = TG —yl*), (3.5)

poisT=Piel0< A <2.

Provando o caso em que m = 1.

Etapa 2. Suponhamos valido para m — 1, e provemos que isto implica que sera
valido também para m, onde pela Etapa 1 podemos supor que m > 2.

Dai fazendo T = T,,K, onde K = T, 1T, _o---Tq, temos a seguinte cadeia de desigual-
dades cujos detalhes estao explicados passo a passo na Observacao C.0.1, no Apéndice

C:

I =TE? = [lx—K(x) +K(x) = T(x)|
< (e = KO+ 1K) = T
< 2(Ix = KPP + [K(x) = TE|?)
< 2 (I =KEP + 2™ K (x) = T (K(x))[J?)
< 2= KB +27 7 52 (K0 —yl = [T =yl
< 2= K[+ 2™ b (KO —yl? = IT(x) —yl?)
< 2bm 272 (x = ylP = K = yl?) + 2™ b (IKG) =yl = TG0 —yl1?)

N

bin12™ 7 (X —ylI* = IKG) = ylf*) + 2™ owm (IK(x) =yl = [ T(x) —yl*)
2™ o (I —yll* = IKG) —ylI* + [Kx) = ylI* = IT(x) —y]*)

2™ o (I —yl* = TG —yl*) -

N

N

Provando (3.1).

Segue imediatamente de (3.1), com T™(x) no lugar de x que:

IT™() =T < 2™ o (T () =yl = [T (%) —ylI*) Yy € Co (3.6
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Usando (3.6) temos:

" k
DT =T = 3TN0 = T )
— n=0

N

3 b2t (700 — gl — [T (x) — y )

b -yl — T — I+ [T00 — ul T2 —
HIT2(0) = ylI? = [IT00) —y[2 - — [ T*(x) —y]?
TG —yll? = T 00—y

= 2 oy (x —yl2— T (x) — y[1?)

Logo:

k
D T =T 1P = 2™ o (Ix—ylP = [T () —yl*)
n=0

< 2" owx —yl?

note que na desigualdade acima m ¢ finito e que o lado direito dessa desigualdade nao

depende de k, logo, fazendo k — +o00, obtemos:
+o0
DT ) = T ()12 < 2™ bmlx — y|1* < +o0. (3.7)
n=0

Portanto T ¢ assintoticamente regular.
Parte 3. Provaremos agora que FixT = C,.
De fato:
Se x € Cq entao Ti(x) = x,Vi = 1,...,m, e logo, T(x) = x implicando que x € FixT, e
portanto, Cy C FixT.
Se x € FixT entao T(x) = x. Tomemos y € Cy qualquer, temos da nao-expansividade de

T,1=1,2,...,m que:

Ix=yll = T =TI = M T+ Ti(x) = T Tz - T (Y
< TmaTmg - Ti(x) = Tn1 T2 Ta(y) ||
< <) =Tyl = (T (x) =y
< x—yll

implicado que:

X —yll = [T (x) =yl
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Segue imediatamente de (C.2) que x = T;(x).

Usando o fato provado acima de que x = T;(x) e lembrando-se de que y € Cy, temos:

x—=yll = [T =T =[TmTm-1--Ti(x) = T Tn1--- T (y) |
< ToaaTm2 - Ti(x) = T Tina - Ta(y) |
< < R(T(x) = To(Ta(y))[| = [[T2(x) —y|
< TG =Tyl =[x —yl|

implicado que:

[x =yl = || T2(x) =y

Segue imediatamente de (C.2) que x = To(x).

E repetindo o processo acima as m — 2 vezes faltantes, obtemos:

Ti(x) =Ta(x) = =Tn(x) =x.

x =Ti(x) =x+A(Pi(x) —x),Vi=1,2,....,m
temos que
x=Pi(x) e Ci,Vi=1,2,....m

onde usamos a hipdtese de que 0 < A{,Vi=1,2,....m
E portanto

X € CO = ﬁ{llCi.

O que mostra a Parte 3.
Relembrando que estamos supondo que o conjunto Cy = N™,C; é nao-vazio, e logo,

resulta da Parte 3 que FixT é nao-vazio, portanto, o resultado segue do Teorema 3.1.1. [
Em particular para A; = 1 com todo i = 1,2, ..., m temos o seguinte corolario:

Corolario 3.1.1. Sejam C; C H para todo i =1,2,...,m, conjuntos convexos e fechados.

Entao os pontos fizos do operador T = Pc_...P¢c, sao exatamente os pontos do conjunto

C() = ﬁ{ll Ci-

Demonstragao. Segue direto da Etapa 3 do Teorema anterior. O
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Observacao 3.1.2. O teorema anterior (Teorema 3.1.2) garante a convergéncia fraca
da sequéncia formada pelas projecoes alternadas sobre um niumero finito de conjuntos
convexos e fechados num espaco de Hilbert H. Porém, nao garante a convergéncia forte
dessa sequéncia! Foi provado no artigo do contra-exemplo de Hundal (veja [3]) que existe
sequéncias de projecoes no espago de Hilbert £* que ndo converge forte para FixT (veja

Capitulo /).

Observacgao 3.1.3. Independentemente da convergéncia ser forte ou fraco, em geral,
nao vale que o ponto limite x* da sequéncia (T™(x)) seja igual ao ponto P, (x), isto €, a
projecao do valor de inicializao x = x°, sobre Cy, pode ndo ser igual a x*. Veja Figura

3.7.

Na Figura 3.7 abaixo consideramos o nosso espaco de Hilbert como sendo H = R? |
C, =B[(0,0);1,5] ={x e R?: [|x|| < 1,5}, Co ={x = (x1,%) € R?:x; € R,0 < x5 < 3}
ex = (3,2;3,2) € R?. Claramente R? é um espaco de Hilbert, C; e Cy sao subconjuntos

convexos, fechados e nao-vazios de R2.

A

Figura 3.7: Nem sempre x* = P¢,(x).
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3.2 Convergéncia forte no caso dos conjuntos serem
subespacos afim fechados.

O Corolério abaixo (Corolario 3.2.1) da condigbes para que a sequéncia (T™(x)) do

Teorema 3.1.2 possa convergir forte, e além disto, o elemento que sera limite forte, digamos

*

x*, satisfaz o fato de que ||[x —x*|| = mlcn lx —yl|, ou seja, x* = Pc,(x) (note que nem
yeto

sempre isso acontece, para C; 1 = 1,2, ..., m quaisquer, veja Figura 3.7).

Para isto necessitaremos das seguintes definigoes:

Definicao 3.2.1. Chamaremos de subespaco ao conjunto C C H, tal que
ax+ Py € C,vx,y € C,Va, € C.

Denotaremos o subespago C C H, por LM. Quando o subespa¢o (LM) for um conjunto

fechado em H denotaremos ele por CLM.
Definicao 3.2.2. Chamaremos de subespaco afim ao conjunto
Cg={x=g+y;y € CLM},
onde g € H € firo e CLM ¢é um subespaco fechado.
A seguinte proposicao sera usada para provar o Corolario 3.2.1 abaixo.

Proposicao 3.2.1 (Expressao para a Projecao Sobre Subespaco Afim). Seja Cg ={g +
Y;y € 8} C H um subespago afim obtida pela translagdo por g do CLM = & (subespago
fechado).

Dado qualquer x € 3 entdo Pc, (x) = Ps(x) + Psi(g). Onde Pc,,Ps e Psi sao

operadores projecoes sobre Cg,8 € 8+, respectivamente.

Demonstrag¢ao. Vamos provar que Ps(x)+Ps1(g) satisfaz a desigualdade (2.2) do Teorema
da Projecao (Teorema 2.2.1). Para isto, sejam x € H fixado e y € Cg4 qualquer, defina

G(x) :== Ps(x) + Ps1(g). Disto teremos:
Re(x — G(x),y — G(x)) = Re(x —Ps(x) —Psi(g),z+ g—Ps(x) —Ps:(g))
= Re(x —Ps(x) — Ps.(g),z— Ps(x))

+Re(x — Ps(x) — Ps.(9), g — Ps:(9g),)
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onde z € d é tal quey =g+ z.

Usando Pg(x — Psi(x)) = Ps(x) — Ps(Ps1(x)) = Ps(x) na igualdade acima resulta:

Re(x — G(x),y — G(x)) = Re(x —Ps1(g) —Ps(x —Ps:(g)),z—Ps(x — Ps1(g)))
+Re(x — Ps(x) — Ps1(g), g — Ps1(g))

< Re(x —Ps(x) —Psi(g),g — Ps(g))

onde na desigualdade acima usamos a desigualdade (2.2) do Teorema da Projecao (Teo-
rema 2.2.1), pois por hip6tese Ps(x — Psi(g)) é a projecao de x — Psi(g) sobre & (note
que b é convexo e fechado).

Pelo Teorema da Projegao para Subespagos Fechados (Teorema 2.2.2) pode fazer x =
Ps(x) + Psi(x), e logo, x — Ps(x) = Psi(x) € &+. Usando novamente o teorema da

projecao, desta vez sobre o conjunto convexo 8+, temos:
Re(x — G(x),y — G(x)) < Re(x — Ps(x) — Ps1(g), g —Ps:(g)) <0

valendo isto para todo z+g=y € Cyg =8 +g.
Devido a unicidade da projegao sobre Cq4 em satisfazer a desigualdade (2.2) do Teorema

da Projecao (Teorema 2.2.1):

P5 (X) + Pél(g) = G(X) = ch (X) (38)
Provando a proposicao. O

Abaixo temos o principal resultado dessa se¢ao sobre convergeéncia forte, o qual é uma
consequencia do Teorema 3.1.2. Esse resultado vale para quaisquer escolhas de 0 < Ay < 2

(constantes de relaxacao).

Corolario 3.2.1. (Halperin [15], 1962) Se todos os Ci,Vi = 1,2,...,m sdo subespagos
afins entdo a sequéncia (T™(x)) converge forte para Py(x) € Co, Vx € H (Veja Figura 3.8

abaizo).

Demonstracao. Primeiramente provaremos o caso particular em que todos os C; sao CLM
(subespagos fechados), o caso geral sera provado usando esse fato.
Para isto suponhamos que todos os Ci, para i = 1,2,...,m sejam CLM ( é o que

acontece quando g = 0 na Defini¢ao 3.2.2 ). Entao, pelo Teorema da Projecao para
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Subespacos Fechados (Teorema 2.2.2), todos os P; sao operadores de projecao sobre Cj,
sendo que os P; sdo lineares e auto-adjuntos para i =1,2,..., m (veja [6], pagina 134).

Consequentemente
T =1+API =D =T+ NP~ D) =T (3.9)

é linear e auto-adjunto, Vi = 1, 2,...m, onde I representa o operador identidade.
Como ja foi provado no teorema anterior que T é nao-expansivo e sabendo que T(0) = 0
(pois0=0-a+0-b € C;s,Vi =1,2,...,m, onde a,b € C;, e usamos o fato de que os C;

sao CLM implicando que P;(0) =0,Vi=1,2,..., m) temos
[T =[[T(x) =T < [Ix = 0ff = [[x[|, Vx € K

dai
[T Jop < 1,Vn €N,

onde [[Tllop = sup{[ TG = [[x[| = 1}, pois: [T ()| < [Ix[| = [T ()l < Lvx #0
(||./lop = operador norma).
Como foi provado na Parte 2 da demonstragao do Teorema 3.1.2 que T é assintotica-

mente regular, isto é,
T (x) =T (%) =TY(I—T)(x) = 0,¥x € K
segue que
T'(y) - 0,y € Im(I—T). (3.10)
Do fato que I — T é um operador linear e continuo resulta que:
Im(I—T) = (Ker(I—T)*)* (3.11)

(onde Ker(I—T*) ={x € H:x —T*(x) = 0} é o niicleo de I —T*).
Notando que Ker(I — T*) =Ker(I — Ty T, - - - T,n), pois

(T"x),y) = (TY) =TTt Ti(y)) = (Tw)" (%), Tn—1 - T (y))
= (1) (Tw)*(x); T2 - - Tily)) = - - - = ((T)*(T2)" - - - (Tw)*(x), y)
= <T1T2"'Tm(X),y>,VX,yEJ‘C:>T*:T1T2"'Tm

onde na pentltima igualdade usamos o fato de que cada T; é auto-adjunto ( veja (3.9)).

Resulta que: x € Ker(I — T*) se, e somente se, x € Ker(I — TiTy---Tn), e logo, x €
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Ker(I — T*) se, e somente se, x = T; T,...T;n (x), isto é, pela Parte 3 da demonstracao do

Teorema 3.1.2 se, e s6 se, x € Cy, e portanto,
Ker(I—T") = C,. (3.12)

Como Ker(I — T*) é um subespaco fechado de uma espaco de Hilbert H segue pelo

Teorema da Projegao para Subespagos Fechados (Teorema 2.2.2) que
H =Ker(I—-T*) & (Ker(I—T%))*. (3.13)
Substituindo (3.11) e (3.12) em (3.13) obtemos
H=Co®»Im(I—-T). (3.14)

Dado y € Im(I—T) qualquer entdao existe uma sequéncia (y;) C Im(1 —T) tal que

Yi — Y, e logo, nao-expansividade de T, temos:

Tl = [T yo) + T ) = Ty | < Tyl + T (y) = Tyl (3.15)

< Tyl + Ny — sl (3.16)

o que nos da

lim sup [[T*(y)|| < [ly — vl

n—-+oo

pois, por 3.10, T*(y;) — 0 (quando n — +00.) para cada i € N,
Mas |[y —yi|| = 0 (quando n — +00.), pela hipdtese de que y; — y, e logo,

T(y) =0 (3.17)

quando n — +o0 isto valendo Yy € Im(1—T).

Finalmente dado x € H qualquer, por (3.14), podemos admitir a decomposi¢ao tinica
x =z+Y, com z=Pc,(x) € Coey =P 1(x) € Im(I —T), pois Cy é subespaco (veja
o Teorema da Projecao para Subespagos Fechados (Teorema 2.2.2) ), e logo, T™(z) =
z,¥n € N (pois z € Cyp).

Por (3.17) temos

T'"(x)=T"(z2) + T (y) =z+ T (y) = z = Py(x) (3.18)

quando n — 400 (onde acima usamos o fato de que T™ é linear, pois em (3.9) sendo T;

linear Vi = 1,2,...,m implica que T ¢é linear e usamos também o Teorema da projecao
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(Teorema 2.2.2) para obtemos que z = P¢, € Cy.). Portanto (T™(x)) converge forte para
a projecao ortogonal de x sobre Cy, isto é, T™(x) — Pg(x).

Provando o caso particular em que todo os C; sao CLM (subespago fechados).

Agora provaremos o caso geral em que os conjuntos Cy, Co, ..., C,, sdo subespacos afins
quaisquer, com Cy = Ni*, C; nao-vazio.

Daremos apenas a prova para o caso M = 3, 0os outros casos prova-se de maneira
analoga.

Para isto seja C; = gi + di, onde g; € H é fixo e 8; é um CLM (subespago fechado),
vi=1,2,3.

Por (3.8), temos que:

Pi(x) = Si(x) + Ri(gi) (3.19)
onde S; ¢ o operador projegao sobre &; e Ri(g;) denota a projegdao de g; sobre &;-.
Dai, pela definicao de Tt, temos
Ti(x) = x+Ai(Pi(x) —x) =x +Ai(Si(x) + Ri(gi) —x)
= (1 —=A)x 4+ AiSi(x) +AiRi(g4i)
= Li(x) +AiRi(gi)
onde Li(X) = (1 - 7\1))( + Aisi(X),Vi = 1, 2, 3.
Daf temos
T(x) = TLTi(x) =T5(TTi(x)) = Ls(TaTi(x)) + AsRs(g3) = LsTa(Ti(x)) 4+ A3R3(gs)
= L3La(Ti(x)) + A2L3R2(g2) + A3R3(gs) = LsLoTi(x) + A2L3Ra(g2) + AsR3(gs)
= L350l (x) + A LsLaRi(g1) + A2L3Ra(g2) + A3R3(gs)
= h+L(x)

onde: h = AL3L3Ri(g1) + A2L3Ra(g2) + AsRs(gs) e L(x) = LzLoLy(x).

Portanto iterando T ”"n- vezes resulta:
n—1

T'x) =T T(x) =T "' (h+L(x)=---=h+Lh+---+L" " Th+1L"(x) = <Z Lih> + L™ (x),
i=0

isto é,

n—1
T (x) = (Z L%) + L (x),
i=0
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vn € N, onde supomos que L° = I, com I o operador identidade e lembrando-se que L é
linear.

Em particular tomando x = f, onde f € FixT (logo T™(f) = f), acima temos:

3

f=Y L'h+L1L"(f)

i

Il
=)

onde supomos que L% =1, com I o operador identidade.

Agora subtraindo as duas igualdades anteriores obtemos:
T (x) = f=L"(x—1)

Vn € N (estd subentendido que L° = 1).
Como L™ = L™ 1(L(x)) = L™ HL3LyL;(x)) , onde Li(x) = (1 — Ay)x + A;Si(x), Vi =
1,2,3, é a projecao sobre &3 que por hipétese ¢ CLM (subespago fechado) resulta do caso

anterior que L™(x —f) — Ps(x — f), e logo,
T x) > f+Ps(x —f) =w

onde Pg é o operador projecio sobre & = N;_,8; (que é CLM).

Provado que a sequéncia (T™(x)) converge forte para w. Para provamos o corolério é
suficiente provar que: w = Py(x).

Para isto, lembre-se de que de acordo com a Parte 3 da demonstracao do Teorema

3.1.2 f € FixT é equivalente &4 f € Cy. E se f € Cy entao w € C, pois:

* f€C0:>f€Ci:gi—{-éi,Vi:l,Q,?).

x Psg(x —f)ed= P5(X—f) €d,Vi=1,23.
Supondo f = g; + a;,Vi =1,2,3, com a; € §;, temos:

f+Ps(x—f) = gitai+Ps(x—f)=gi+(ai+Ps(x—f)) €Ci,Vi=1,2,3

= f+Ps(x—f)=we Cy=n’_Ci,

pois a; + Ps(x — f) € Ci, Vi = 1,2, 3, uma vez que cada C; é CLM.

Segue pelo Teorema da Projegao para Subespacos Fechados (Teorema 2.2.2) que:
x—w=x—f—Ps(x—1) = Qs(x —f)
onde Qs(x — f) denota a projecao x — f sobre 8+ . Daf:

X =wl =[[Qs(x = )| < [[x —f[,¥fe Co= Polx) =w
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Desde que f € Cy era qualquer, temos que:
T (x) = w = Py(x)

obtendo o resultado desejado. O]

Figura 3.8: Projecao sobre CLM.

3.3 Algoritmo de passo simples ciclico.

Nesta secao generalizaremos a Defini¢ao 3.1.2 bem como o Teorema 3.1.2.

Para isto notemos que a Definicao 3.1.2 poderia ter sido reescrita assim: para cada
1=1,2,...,m sejam os operadores T; : H — H , dado por, T;(x) := x + A (Pi(x) — x) =
(1 —A;)x + A{Pi(x), com constantes A; € (0,2), onde P; : H — C; é o operador projecao
sobre C;. E defini-se X417 = Tin Tin1 -+ T(x).

Para cada x € H definamos a sequéncia (x,,) agora do seguinte modo:
x1 = Ti(x)

Xo = To(x1) = To(Th(x))
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Xom = Tm(x2m71) = Tmefl te TIT(X) - T2(X)

Xom+41 = Tixom

Logo uma generalizagao para a definicao da sequéncia anterior, pois a sequéncia ante-
rior é uma mera subsequéncia desta.

Formalizaremos a sequéncia acima através da seguinte definicao:

Definig¢ao 3.3.1. (algoritmo ciclico) Dado xo = x € H qualquer entao defina a sequéncia

recursivamente:
Xn+1 = Toc(n)(xn)a
onde Xg =X e
a(n) =1+n(modm)
onde n(modm) € o restos da divisao de n por m.

O processo da definicao acima para se obter cada termo da sequéncia x,, é chamado
de algoritmo ciclico.

A seguir daremos dois exemplos para ficar bem claro a Defini¢ao 3.3.1. O objetivo do
primeiro é entender como achar cada termo da sequéncia gerada pelo algoritmo ciclico.
Por isso o exemplo serd bem detalhado. J& no segundo exemplo, nosso objetivo ¢ destacar
uma propriedade bem interessante da relagao da inicializacao x = x¢ com o termo x, da

sequéncia gerada pelo algoritmo ciclico.

Exemplo 3.3.1. Consideremos m = 3 entao para calcularmos o termo Xg, note que neste

caso estamos tomando n =7 na Definicao 3.3.1. Para isto temos:

* 0 resto da divisao de 7 por 3 é: 1. Logo 7T(mod3) = 1, e portanto, «(7) = 1 +
7(mod3) = 2.

* 0 resto da divisao de 6 por 3 € : 0. Logo 6(mod3) = 0, e portanto, x(6) = 1+
6(mod3) = 1.
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* 0 resto da divisio de 5 por 3 € : 2. Logo 5(mod3) = 2, e portanto, «(5) = 1 +
5(mod3) = 3.

* 0 resto da divisio de 4 por 3 € : 1. Logo 4(mod3) = 1, e portanto, «(4) = 1 +
4(mod3) = 2.

* 0 resto da divisao de 3 por 3 € : 0. Logo 3(mod3) = 0, e portanto, x(3) = 1+
3(mod3) =1.

* 0 resto da divisao de 2 por 3 € : 2. Logo 2(mod3) = 2, e portanto, x(2) = 1+
2(mod3) = 3.

* 0 resto da divisao de 1 por 3 € : 1. Logo 1(mod3) = 1, e portanto, x(1) = 1+
1(mod3) = 2.

* 0 resto da divisio de 0 por 3 € : 0. Logo 0(mod3) = 0, e portanto, «(0) = 1 +

0(mod3) = 1.
Temos, substituindo os valores acima na Defini¢cao 3.5.1, que:

X8 = Xn41 = Toc(n)(xn) = Toc(?)(x7) =Th(x7) = T2(Toc(6] (x6)) = To(T1(xs))
= Dh(Txe)xs) = TTi(Ts(x5)) = ToTiTa(Taa) (x4)) = ToTi T3(Ta(x4))
= T2T1T3(T2(T“(3)x3)) =T T3ToTi(x3) = T2T1T3(T2T1(T“(2)x2))
= TLNLTTLNT(x) = TTH LT T(Tyyxi) = o TsTo Ty Ts(Taxq)
= LhLTGTLLTT(Tyox) = To T (TsTo T ) (TsTo Ty ) (%0)
= TLTT*(x)

lembrando-se que T := T3To Ty e xg = Xx.

Exemplo 3.3.2. Consideremos m = 3, entdo o termo X4 da sequéncia gerada pelo

algoritmo ciclico estd relacionado com a inicializacao x = xg do sequinte modo:

X1a = DLTL(TGLLINTLT)(TTT) (T TeT)(x)
= T2T1T4(X)

lembrando-se que T = T3T5T;.

Segue dos exemplos 3.3.1 e 3.3.2 a seguinte observagao.
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Observacao 3.3.1. De modo geral a relacdo entre xn, e x = x° no algoritmo ciclico é
Xn = e Teo1---TiTHx), onde L € N erT € {0,1,2,...,m — 1} sdo os tinicos nimeros que

satisfazem 1 =1lm+r ( Algoritmo da diviao de Euclides).

Notemos que pelo Teorema 3.1.2 a sequéncia (Tl(x)), onde T =T, T\n_1---Tq, con-
verge fraco para um ponto x* € C, para qualquer inicializacao x° = x € H. Nosso
objetivo nesta secao é mostra que para qualquer inicializacao x° = x € H a sequéncia
(xn) gerada pelo algoritmo ciclico converge fracamente para o mesmo ponto x* (do Teo-

rema 3.1.2).

Corolario 3.3.1. Para qualquer inicilizacio x° = x € H as sequéncias (T'(x))ien e

(xn = Toc(n,l)(xn,l))neN convergem fraco para o mesmo ponto x* € C,.

Demonstragao. A idéia da provar é mostrar que qualquer subsequéncia (x,,,) da sequéncia

(xn) gerada pelo algoritmo ciclico satisfaz:

lim |Jxn, — TH(x)]| =0 (3.20)

i—+oo
onde 1; € Ny C N é dado pelo algoritmo da divisao de Euclides satisfazendo n; = lym+ry,
com 0 < 1y < m—1 (Veja os exemplos 3.3.1 e 3.3.2 e a Observagao 3.3.1).
Note que de (3.20) seguird o resultado do corolario 3.3.1, pois pelo Teorema 3.1.2,
T'x) — x* quando 1 — +o00, para algum x* € Cy, e consequentemente Tl (x) — x*

quando 1 — +o00, ou seja, para todo z € H, tem-se

lim (TH(x),z) — (x*,z) =0 (3.21)

i—+o00
Usando a desigualdade triangular e a desigualdade de Cauchy-Schwarz, respectiva-

mente, obtemos

[(xni,2) = (<, 2)] < {xng, 2) = (TH(X), 2)l + I(TH(x), 2) — (x*, 2)]

< xene = TE 2l + (T (%), 2) — (7, 2)]

segue por (3.20) e por (3.21) que iEToo<X“”Z> — (x*,z) = 0, ou seja, Xn, — Xx* quando
1— +o0.

Portanto é suficiente provamos (3.20). Para isto dividiremos a prova de (3.20) em duas
partes:

Parte A. Vamos mostrar que para todo y € Cy # (), tem-se

Pen, = THEI? < - 277 ([TH () =yl = [T 0 —y %) -
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onde b,, = su )
1<1<pm { 2— A }
Parte B. Vamos mostrar que llm (T (x) =yl = | TH(x) —y|]?) =
it

Prova da parte A. Tomando em (3.1), T, ---T; em vez de T e T'(x) em vez de x,

obtemos:
[, =THEIP = T TTH(x) = TH(X)|?
< b 2™ THG) =yl = [Ty T () =y
< b 2" (TR =yl = [T TaTH(x) — yl?)
< b 2™ H(|TH) =y )2 = T (x) —yllz)

para todo y € Cy # (. Observe que na ultima desigualdade acima usamos o fato de

que

T ) =yl < T+ T () =yl (3.22)

Para provar (3.22), usaremos o fato que foi provado no Teorema 3.1.2 de que Ty é
nao-expansivo, para todo s = 1,2, ..., m. De fato, para k := ;.1 — (l; +1) (note que
k > 0), tem-se:
T () =yl = [ TTH (%) = TTH (y)|
< TR =T =TT () = T- TH ()|
- H (Tm o 'Tn—l—l) (Tri e Tl) Tli(x) - (Tm e T‘rﬁ—l) (Tn o Tl) Th(y)”
< (T T TH(X) — (Toy -+ T) TH(y)]
= |Te - TTH() —yll.

Provando que

[T 00 =yl < T+ TTH(X) =y, ¥y € Co.

Prova da parte B Defina s; := [|[T'(x) — y||>. Vamos mostra que a sequéncia (s;)
assim definida é convergente. De fato, notemos inicialmente que a sequéncia (s;) é
claramente limitada inferiormente por zero, e além disso, essa sequéncia é mondtona

nao crescente, pois por (3.22) temos:
T ) =yl < [T Trma - TTH () —yl?
= T Trn-- -T1T11(X) — Tt Trp - TITHR (Y2

< TH ) —ylP?
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onde na tutima desigualdade usamos novamente o fato de que os Tj sao nao-expansivos

ey € Cy. Provando que a sequéncia (s;) é mondtona nao crescente.

Portanto, existem os limites lim s; e lim s;.1, 0s quais sao iguais. Logo

i—+o00 i—+o0
lim (Si — Si+1) = lim S{— lim Sit1 = 0.
i—+o0 i—+o00 i—+o0

Provando a Parte B e o corolario.

3.4 Convergéncia forte e sua taxa de convergéncia no

método das projecoes alternadas.

Nesta secao mostraremos que a convergéncia da sequéncia formada por projecoes, a
sequéncia do Teorema 3.1.2, converge forte sob condigao de um dos conjuntos C; serem
uniformemente convexo (veja a Definigdo 2.1.3 e Teorema 3.4.2). Além disto a con-
vergéncia forte serd a uma taxa geométrica condigao (3.35) (veja Teorema 3.4.2).

Para isto relembremos que um subconjunto C C H ¢ fechado fraco se para toda

sequéncia (x,,) C C tal que, x,, — x implicar que x € C.
Lema 3.4.1. Se C € convexo e fechado entao C € fechado fraco.

Demonstracao. Seja (xn) C C uma sequéncia fracamente convergente para um ponto
x € H. Vamos mostra que x € C.

Uma vez que por hipétese o conjunto C é fechado e convexo, pode-se usar o teorema da
projecao (Teorema 2.2.1). Como resultado deste teorema (com X = Pc(x) ey = x,, € C),

tem-se a desigualdade
Re(x — Pc(x),xn —Pc(x)) <0 (3.23)

¢é valida para todo n € N.
Como x,, — X temos

lim Re(x —Pc(x),xn —Pc(x)) = Re(x —Pc(x),x —Pc(x))

n—+oo

= |lx=Pc(¥)|* > 0. (3.24)
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Combinado (3.23) com (3.24) temos

0> lim Re(x —Pc(x),xn — Pc(x)) =[x — Pc(x)]|* = 0.

n——+o0o

e logo

[x =Pc(x)[| =0

portanto

x =Pc(x) € C

]

Observacao 3.4.1. Se C C H ¢€ fechado nao implica, em geral, que C € fechado fraco.
De fato tomemos H =12 e C = {x € 1?; ||x]| = 1}.
C € claramente fechado, pois € imagem inversa de um fechado {1} na reta por uma fungao

|| - || “continua, mas C nao € fechado fraco, pois e, — 0. Veja observagao 1.2.1.

Lema 3.4.2. Seja T uma aplica¢ao nao-expansiva cujo o conjunto dos pontos fixos contém
um congunto convezo e fechado F (F C FixT ). Seja Pg o operador projecdo sobre F. Entdo

para todo x € domT temos:

Re(x — T(x),x — Pg(x)) = 0 (3.25)

IIx = T(x)]| < 2[[x —Ps(x)]- (3.26)
Demonstra¢ao. Como T é nao-expansivo temos:
ITG) =TI < e =yl =[x —ylI* = [ITG) = T(y)[* > 0

Vx € domT.

Em particular tomando y = P(x), temos
IT(x) = Ps(x)[[* < [x — Ps(x)||?

pois Pg(x) € F C FixT, implica que, T(Ps(x)) = P5(x) € domT
e logo

Ix = T(x) — (x = Pg(x))]|* < ||[x = Ps(x)]|* = [|Jx — T(x)||* — 2Re(x — T(x),x — Pg(x)) +
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[x — Ps(x)||> < |[x — Ps(x)]|?> = ||x — T(x)||* < 2Re(x — T(x),x — P5(x))
e logo

[x — T(x)||* < 2Re{x — T(x),x — P5(x)) (3.27)

Vx € domT.
Provando a primeira afirmacao.

Para prova a segunda afirmagao, usando Cauchy-Schwarz em (3.27), temos
Ix = TE* < 2[lx = TE[[[[x = P=(x)]- (3.28)

Se T(x) = x, entao ||[x — T(x)|| =0 < ||Jx — Pg(x)|| < 2[[x —Ps(x)].

Agora se T(x) # x, entdo dividindo (3.28) por [|[x — T(x)||, temos:
X =T < 2[lx = Py (x]]].
Provando o lema. O

O seguinte lema nos fornece uma condigao "necessaria’e uma segunda condicao ”su-
ficiente” para que o limite fraco x* garantido pelo Teorema 3.1.1 também seja o limite

forte.

Lema 3.4.3. Seja T um operador satisfazendo as hipoteses do Teorema 3.1.1. Se x*
€ o limite fraco da sequéncia (T™(x)), garantido por este teorema, entdo as sequintes

afirmacoes acerca de X* sao validas:

a) Sex* étambém o limite forte da sequéncia (T™(x)) entao ||[T™(x) —Prixt T™(x)|| = 0

quando N — 400.

b) Se existe um conjunto convezro e fechado F C FixT satisfazendo a hipdtese de que
T (x) — P5T™(x)|| = 0 quando n — 400, entdo x* € também o limite forte da

sequéncia (T™(x)).

Demonstra¢ao. Prova de a). Pelo teorema 3.1.1 a sequéncia de iteracoes (T™(x))
converge fraco para um ponto x* € FixT.

E claro que se a sequéncia (T™(x)) converge forte entdo T™(x) — x* (pois T™(x) — x*)
dai, temos

d(T™(x), FixT) = inf [|T™(x) —z| = [[T*(x) = Pruoer (T (X)) < [T (x) =x*[| = 0

z€FixT
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quando N — 400, pois x* € FixT.
Provando que

d(T™(x),FixT) — 0

ou

[T (%) = Prixer TH(x)[| = 0

quando n — +oo0.
Prova de b). Agora suponhamos que ||[T™(x) — P5T™(x)|| — 0, (n — 4+00), para algum
conjunto fechado e convexo F C FixT.

Como T™ é nao-expansivo Vn € N e F é convexo obtemos pelo lema 3.4.2 que
Ix = T™(x)]| <2[|x — Ps(x)||,¥yn € N (3.29)

em particular, tomando T*(x) em vez de x acima e lembrando que por hipétese temos

[T™(x) — PsT™(x)]] = 0, (n — 4o00) resulta
[T*(x) — T (x) || < 2|T*(x) — Po(T*(x))|| — 0 (3.30)

quando k — +4o0.
Portanto (T*(x)) C H é de Cauchy, e logo, possui uma subsequéncia convergente forte.

Disto segue pela segunda parte do Teorema 3.1.1, que

*

TH(x) — x*.
Provando o item b) e o lema. ]

Observacao 3.4.2. Seque direto do lema anterior que a sequéncia (T™(x)) do Teorema

3.1.2 converge forte para um ponto de Cy se, e somente se,
d(T™(x), Co) = [IT™(x) = PoT™(x)[| = 0

quando n — +oo (pois foi provado na Parte 3 do Teorema 3.1.2 que o conjunto dos

pontos firo de T = T Tiw_1---T1 € igual a Cy e que o operador T = T T _1---T1 €

assintoticamente regular e nao-expansivo, ficando assim nas hipotese do Teorema 3.1.1).

Observacgao 3.4.3. Nds podemos mostrar sem hipdteses adicionais (por exemplo sem a

hipdtese de que T™(x) converge forte) que:

d(T*(x), o) = [T*(x) = P: T (x)[| = 0



Capitulo 3. Teoremas de convergéncia para sequéncias de projecoes
alternadas 54

quando, N — 400, para cada v =1,2,...,m.
Para provar isto tomando T™(x) em vez de x € P.Pr_1---Py em vez de T em (5.1),

com Ay =1 para todo 1 =1,2,...,m, temos que

IT™() = PeProy - PITH(X)[ < 27 (T () —yI* = [[PProy - PLT™ (%) — y*)
< 27T —ylP = TGO =yl

pois: [T (x) =yl < [[PProy-- PiT(x) —y]|.

O que nos da
[T (%) = PrProy - PAT™ ()| < 27 ([T (%) —yll = [T (x) —y*) = 0

para todo y € Co, quando 1 — 400, onde limy, o || T™(x) — y|| eziste, pois: ||T™(x) —
yll = 700 = Tl < [T 00—yl < - < [ —yll fogo, (| T™(x) —yll) ¢ mondtona
limitada, e portanto convergente.

Finalmente usando o fato de que (||T™(x)—y||) € uma sequéncia convergente combinado

com P.P._1---P;T"(x) € C,, temos:
d(T™(x), Cy) < [|T™(x) = PyPry- - PiTH(x)|| — 0.

Teorema 3.4.1. (Convergéncia forte do método das projegoes alternadas) Seja x* o limite
fraco da sequéncia (T™(x)) do Teorema 3.1.2.
Se pelo menos um dos conjuntos Cy, Co, ..., Cy € uniformemente convexo e esse conjunto

nao contém x* como ponto interior entao (T™(x)) converge forte para x*.

Demonstracao. Suponhamos sem perda de generalidade que C; seja uniformemente con-
vexo e que x* nao é ponto interior de Cj.

Pela Observacao 3.4.3, temos:
d(T™(x),Cy) = ||T™(x) = Py T (x)|| — O (3.31)

quando n — +o0. Defina y,, := P;T"(x) € C;. Note que y,, — x*, pois para todo x € K,
temos

(T™(x),2) = (Yn, 2l = [{T™ (%) = Yn, 2)| < T (%) = Ynllllzall = 0

quando n — 400 ( pois, pela Observagao 3.4.3), ||[T™(x) —yn|| — 0), e logo,

lim (yn,z) = lim (T"(x),z) = (x*,z),Vz € H

n—-+o0o n—-+oo
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o que nos da
Yn — X
quando n — +oo0.
Afirmamos que y, — x*, (n — +00).
De fato se (yn) nao convergisse forte para x*, entao existiria um € > 0 e uma sub-

sequéncia (yn, ) de (yn) tal que
[Yn, — x| = €,Vk € N. (3.32)

Por outro lado como C; é por hipdtese uniformemente convexo existe uma funcgao

positiva 0 tal que

‘P_x+y

5 H <O (|lx—vyl|) = z€ Cy,Vx,y € Cy. (3.33)

Yny +x*
2

Afirmamos que para todo z,, = + h, com h € K tal que ||h|| < 8(e), temos
que: zn, € Cy, Vk € N. De fato como yn,,x* € C; (pois yn, = Pc,(T")(x) € C; e, pelo

Teorema 3.1.2, x* € Cy) e

X"+ Yn,

Zny 2 - ||h|| < 6(€) < o (HX* _ynkH) = Zn, € Cl’

onde usamos o fato de que a funcdo & pode sempre ser tomada nao decrescente (veja

Definigao 2.1.3) combinada com a desigualdade (3.32) e com (3.33), dai temos que

X"+ Yn,

Zny 5

<Oo(e)=zn, €C

provando a afirmacao.

Fixando agora qualquer h € 3, com ||h|| < 8(€), temos

x* x* 4+ x*
an:%"’—h—\ ;r +h=x"+h

pois por hipdtese x,, — x* (n — 400). Como C; é fechado fraco (esse fato segue direto

do Lema 3.4.1, pois C; ¢ forte e convexo) e z,,, € Cy, para todo k € N, concluimos que
x* +he Cl (334)

isto para qualquer h € H, com ||h| < &(e).

Afirmamos agora que B(x*,6(€)) C C;.
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Para provar essa afirmacao tomemos z € B(x*, 8(€)) qualquer fazendo h =z—x* € H

obtemos que
Ml = llz =7 < 8(e)
e por (3.34), pois 14 era qualquer h € K tal que ||h|| < 8(e), concluimos que
z=x"+he (.

Provando a afirmacao de que B(x*,8(e)) C Cy, isto é, x* é ponto interior e Cj.
Contradizendo a hipdtese de que x* nao é um ponto interior de Cj.

Portanto y,, — x* quando n — +o00. Combinando com (3.36) que diz ||xn, —yn|| — 0,
temos:

[Pen =[] < flxn =yl 4 [lyn = %71,

mostrando que x™ — x*, quando n — +o00. O

Teorema 3.4.2. Para qualquer x € H seja (T™(x)) a sequéncia do Teorema 3.1.2.

Se para algum indice x, 1 < & < m, tivermos que
Co N Int (NIZ]%.o Ci) # 0, (3.35)

entdo a convergéncia fraca da sequéncia (T™(x)), garantida pelo Teorema 3.1.2, € forte e

a uma tara geométrica (veja as Figuras 3.9 e 3.10).

Demonstracao. Dividiremos a demonstragao deste teorema em duas etapas.
Na primeira etapa provaremos que com as hipotese acima a sequéncia (T™(x)) converge
forte para um ponto x*.

Na segunda etapa provaremos que essa convergéncia ¢ a uma taxa geométrica.
Etapa 1. Suponhamos que existe &, com 1 < o« < m, tal que

C ﬂITlt( i= 11#0‘ 1)%@

Entdo tomando z € Cq N Int (NiZ] lizaCi ), temos que z € Cy. Pela defini¢ao de

interior de um conjunto, existe 6 > 0 tal que
|lh—z]| <d=he(C;

para cada i=1,2,...,mei# o (pois z € Int (N{Z]% ., Ci)).
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Seja y = y(n) := P, T™(x).
Afirmamos que para qualquer € > 0 o seguinte vetor de H

w = € z+ y
e+6 €+5

y (3.36)

pertence a Cy, para todo n suficientemente grande.

De fato, como z € C4 (pois z € Cy N Int (ﬂ{;? 1)) ey = PyT™(x) € Cq,

combinando a convexidade de C, com os fatos de que =< € (0, 1), QLM €(0,1) e

e+d
5 T eiws = 1, resulta que
€ 4 =weC (3.37)
e+6 ets 7 * '
Agora
ly=Pll = dly,C) < [ly—PT" (X))

= [ly—=T"(x) +T"(x) = P(T"(x))]]

<y =T+ ITH0) = Po(TH ()]

= [[Pa(T™(x)) = T (X)[| + [T (%) = Pi(T™ (x))]]
€ €

d(Tn(X), C(X) + d(Tn(X), Cl) < 5 + 5 =€

N

para todo n suficientemente, pois pela observacao 3.4.3:
d(T™(x), Ci) = [T (x) = Po(T™(x))|| = 0

quando n — 400, para todo i =1,2, ..., m.

Logo existe N(€) € N tal que para todo n < N(e) vale a seguinte estimativa para

y = Pa(T"(x))

ly —Pily)l <e. (3.38)

Tomando h =z + % (y — Pi(y)) temos
h € B(z,0)
pois

=2 = 2ty =P = Sty - P < 2 e =
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onde usamos (3.38).

Como h € B(z,8) C NiZ],,Ci (delta foi escolhido anteriormente para satisfazer

isto) segue que

heC ,Vi#ua,1=1,2, .. m (3.39)
Notando que
b d b d d d
Yy = Y- Pi Pily) = —Pi Pi
€+ Y €+9d Y €+ (y)+e+6 W) e+6(y (y))+e+6 W)
d d
= €+6'U—€—+6(9—P(U))+?P(H)

e substituindo essa igualdade em (3.37) temos

€
W ers P ers Y
= Sty P P)
_ eié.(z+§(y—m(y)))+€i6-m(y)
- eié. 5 P
e logo
w:ei6 h+% Pi(y)

onde usamos a hipétese de que h =z + % (y — Pi(y)).
Combinando a igualdade acima, com a hipdtese de que todos os C; sao convexos,
com o fato de que h € C;, para todo i = 1,2,....m, 1 # « ( veja (3.39)), e por

ultimo, o fato de que Pi(y) € Cy, para todo i = 1,2, ..., m, resulta que

w e Cy
para todo 1 # o (onde usamos também o fato de que = € (0,1), €+6 € (0,1) e
a5 T €+5 =1).

Por (3.37), e pelo que foi provado acima, segue que w € Cy, Vi = 1,2, ..., m, isto é,
w € C[)‘
Provando a afirmacao de que w € Cg para todo n > N(e€), ou seja, w € Cy para

todo n suficientemente grande.
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Dessa afirmacao temos para todo n suficientemente grande que

d (T™(x), Co)

N

[T () = wl| = [T*"(x) =y +y —w]
< T =yl + lly —wll

= [[T"(x) = PoT"(X)|| + [y —w||
€+ €+

Iy —zll

= d(T™(x), Co) +

IR

(T"(x), Ca) + ——

R
3

d
€
2
_ (HE)E:g
5 )2 ’
isto é,

d(T"(x), Co) < - (3.40)

onde as constantes ¢ := (1 + %) e R sao constantes positivas e finitas, em que R > 0
pode ser qualquer constante satisfazendo ||y — z|| < R, notemos que tal constante

positiva existe pois:

ly—zll = [[Pa(T™(x)) = Pa(z]]
< T =2l = (T () = T (2]
< T =T @) =T (x) — 2]
< e Sx—7|

onde usamos o fato de que z € Cy e T é nao-expansivo, logo, basta tomar R > 0 tal
que ||x —z|| <R
Como € > 0 era qualquer segue que d (T™(x), Cy) converge para zero quando n —

+00, e portanto, (T™(x)) converge forte para algum x* € C.

Note que tal limite forte da sequéncia (T™(x)) coincide com o limite fraco dessa

mesma sequéncia garantido pelo Teorema 3.1.2.

Etapa 2. Mostraremos agora que essa convergéncia ocorre a uma taxa geomdtrica.
Para isto, notemos inicialmente que o fato de que d(T™(x), Cy) — 0 quando n —
+00, pois isso ja foi provado na etapa 1, resulta que d(T™(x),C;) — 0 quando

n — 4oo para todo i =1,2,...,m, e logo, dado qualquer € > 0 temos

d(T™(x), Ci) = [T (x) = P(T™(x))|| <

o m
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para todo m suficientemente grande e todo i = 1,2,...,m (um modo de chegar na
desigualdade acima é nota que Cy C Cyi, Vi = 1,2, ..., m, implica que d(T™(x), Cy) >
d(T™(x), Cy)), Vi = 1,2,...,m, e por ultimo usar o fato de que d(T"(x),Coy) —
0). Isto mostra que maxi_j2__m d(T™(x), C;i) existe para todo n suficientemente
grande, portanto, podemos supor

max [[T"(x) = Pi(T*(x))|| = max d(T"(x),Ci) =d(T"(x),Cy,,.)

i=1,2,....m i=1,2,...m
para algum i,., € {1,2,..., m}.

Dai para todo n suficientemente grande temos de acordo com a Observacao C.0.2,

equagao (C.4 ), do Apéndice C

d(T™(x),Co) <c- max |IT™(x) = Pi(T™(x))|| =c-d(T™(x), Ci,..)

i=1,2

onde ¢ é a mesma constante da etapa 1, isto é, ¢ = (1 + %).

Escolhendo nimeros positivos €; > 0 e €5 > 0 tais que

€1-€

° 0<(—:1<?\i<2—€2,‘v’i=1,2,...,m.

Observe que tais €; > 0 e €5 > 0, satisfazendo as hipéteses acima, existem. Para ver
isto basta tomar €; > 0 e €5 > 0 tao pequenos quanto for necessario. Como veremos
a seguir a velocidade de convergéncia da sequéncia (T™(x)) sera tanto melhor quanto

pudermos escolher <L3 préximo de 1, ou seja, €; e €3 maiores possiveis satisfazendo

as condicaes acima.

Para cada n € N seja

d(T™(x), Ci,) = _max [T (x) = Pi(T™(x))].

Tomemos em (C.6), veja no Apéndice C a Observacao C.0.3, T™(x) no lugar de x e
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Po(T™(x)) no lugar de y obtemos, para todo i = 1,2, ..., m, que

d?(T"(x),Co) < - a2 (TM(x),Ci) =2 [T (x) — P (T™(x))|]?
CQ
< . n TL . Tl n
= )\imax(2_7\imax) (HT (x) = Po(T || ||T1mx (x)) = Po(T || )
c? N " n "
< = (IT00 = PTG = [T (7)) = PolT (D)
C2
< (™60 = PoT DI = [T+ (x) = Po(T"(x))II*)
€1 €2
C2
< (||T“ = PolT )P = [T ) = Po(T () )
€1 €2
c? 2 )
— TTL+1
sl CaU —d* (T (x), Co))

onde na tltima desigualdade usamos o fato de que [|[T™"(x) — Po(T™ 1 (x))|| <
T (x) — y|| para todo y € Cy (isto pela defini¢io de projecao, veja defini¢ao
2.2.1, e portanto, tomando um ponto teste igual a PoT™(x) € Cy obtemos a tltima

desigualdade).

De

C2

d* (T™(x), Co) < (@ (T (x), Cp) — d* (T™(x), Co) )

€1 €9
obtemos

€1 €2

c2 : d2 (TTL(X)’ CO) < d2 (TTL(X)’ CU) - d2 (TTH-I(X), CO)

dai segue que

& (Tn1(x), Co) < @ (TM(x), Co) — 222+ a2 (T (x), Co)

O que implica

@ (T (x), Co) < (1—-152) @ (T*(x), Co),

c2
e portanto,

€1 €2
C2

d(TM(x), Co) < (1 _ )5 d(T™(x), Co) .
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Usando a desigualdade acima n vezes obtemos

a(T00,¢) < (1= 22

N\
—
—_
|
A
™
[\]
N——— N
[9%) (SIS
o
—
_|
3
L
RaY
@
o
SN—"

N
VRS
—_
I
m
—
m
[N}

ou seja,

vl

d(T™(x), Co) < (1— €1C'2€2) d(x,Co).

Disto decorre que || T™(x) —Pc,(T™(x))|| — 0 e por isto podemos usar o Lema 3.4.3
item b). Por conseguinte, poderemos usar a desigualdade (3.30), com F = C,,

Py =Pye T" =Tk e T = T". Combinando isto com a desigualdade acima resulta:

[TH0) = TR < 2T %) = P, (TH(X)) |
= 2d(T"(x), Co)

< 2<1_€1'€2>

onde R > d (x, Cy).

*

Mas para cada n fixo, conforme foi provado na etapa 1, obtemos que T™*(x) — x*,

quando k — +o00. Entao fazendo k — 400 na desigualdade acima obtemos

IT™(x) —x*[| = lim ||T™(x) — T""*(x)| < 2R <1 €l ~2€2>5’
k—+o00 C
e logo,
T (x) — x*|| < 2R <1 _ & ';2)7
Cc

isto é, a sequéncia (T™(x)) converge forte para seu limite x*, que pelo Teorema 3.1.2
sO tinhamos a garantia da convergécia fraca para este x* € Cy, com velocidade de
convergéncia menor ou igual a velocidade que a sequéncia (b,, = 2Ra™) converge a

zero, onde

Provando assim o Teorema.
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]

Observagao 3.4.4. As Figuras 3.9 e 3.10 sugerem casos em que a convergéncia forte
a uma taxa geométrica € garantida e nao é garantida, respectivamente. Nelas tomamos

m = 3.

C: c,

Figura 3.9: C; Nint (Cy N Cs) # 0. Figura 3.10: C;Nint(Cy N C3) = 0.



Capitulo 4

O contra-exemplo de Hundal

Neste capitulo estudaremos o contra-exemplo de Hundal (veja [3] preprint do ano
2002), o qual mostra que nem sempre em um espago de Hilbert a convergéncia fraca
da sequéncia de projecoes alternadas garantida pelo Teorema 3.1.2 é forte. Tal contra-
exemplo consiste em apresentar um espaco de Hilbert J{ que possui dois subconjuntos
convexos e fechados H e K, sendo HN K = {0}, e um ponto x° (inicializagao), tais que
o limite limp 4o ||(PHPKk)™(x?) — 0| ndo é zero. Em outras palavras, a sequéncia de
projecoes alternadas (PyPx)" (x°) ndo converge forte para algum elemento de H N K.

Aqui nao iremos reproduzir a demonstracao de Hundal pois tal demonstracao, embora
nao utilize teoremas fundamentais de Anélise Funcional (axioma da escolha, por exemplo)
é longa (27 péaginas), pois a construgao do segundo conjunto K é bem elaborada. Nao é
a toa que o contra-exemplo de Hundal fechou uma lacuna que estava aberta por cerca de
quarenta anos! Periodo compreendido entre os primeiros teoremas de convergéncia forte,
da década de 1960, ao ano 2002. O objetivo desse capitulo é demonstrar detalhadamente
que os conjuntos H e K, construidos por Hundal, nao satisfazem as hipoteses dos teoremas
de convergéncia forte visto no capitulo 3. Embora a construcao do conjunto K seja muito
bem elaborada, trata-se de um cone convexo. Isto mostra por exemplo, que o Teorema
de Halperin (veja Corolario 3.2.1) nao é vélido se substituimos os subespagos afins por

cones convexos.

64
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4.1 Construcao do contra-exemplo de Hundal

Nesta secao daremos um breve comentario de como foi construido o contra-exemplo
de Hundal.

Para isto consideraremos o nosso espaco de Hilbert J{ como sendo o espaco de Hilbert
2 = {(xn)neny C R : ij Ixn? < 400}, ou seja, o espaco das sequéncias quadrado
somaveis.

Relembremos que os vetores da forma e, = (0,...,0,1,0,...) onde a tUnica entrada
diferente de zero é igual a n-ésima que é um, formam uma base para (2, isto ¢, H =
(> = spanfe,, ey, ...}, onde o spaniey, €y, ...} é o fecho do conjunto formado por todas as
combinacoes lineares finitas do conjunto {eq, es, ...}.

Consideremos a funcio p : [0, +00) — €2 pondo

p(x) = exp(—100x>)e; + cos (g (x — LxJ)) €|x|+2 + sin (g(x — ij)) €|x]+3;

onde |x] = max{z € Z: z < x} (a fun¢@o maior inteiro menor que).

Definamos o conjunto

Hi={x € :(x,e;) <0}, (4.1)
e o conjunto
K:=cone{p(x):x € [0,+00)}, (4.2)
onde
Kk
cone{C} = {Z Aixi A1 = 0,x; € C,Vi=1,2, ...,k} . (4.3)
i=1
Hundal mostrou que tomando a inicializacdao p(1) = x° a sequéncia de projecoes

alternada ((PyPx)"™ (x°)), oy ndo converge forte para o vetor zero, sendo H N K = {0}
(veja Lema D.0.6, no Apéndice D), tal sequéncia nao converge forte para algum elemento
de HN K. Contudo, pelo Teorema 3.1.2, a sequéncia ((PyPx)™ (x°)), oy converge fraco
para um elemento de H N K, sendo H N K = {0} (veja Lema D.0.6, no Apéndice D),
resulta que essa sequéncia converge fraco para o vetor zero (mostrando que o Teorema
3.1.2, embora garanta a convergéncia fraca da sequéncia formada por projecoes alternadas

sobre conjuntos convexos e fechados, nao garante a convergéncia forte dessa sequéncia).
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4.2 Propriedades dos conjuntos H e K de Hundal.

O leitor atento deve ter notado que os conjuntos H e K devem satisfazer os seguintes
itens:

Item 1. Os conjuntos H ou K néo podem ser subespago afim (veja definigao 3.2.2),
pois se os dois forem subespacgo afins terfamos pelo Corolario 3.2.1 que a sequéncia de
projecoes alternadas convergiria forte para zero.

Item 2. As seguintes duas intersecoes devem satisfazer: HNint(K) = 0 e KNint(H) =
(). Pois do contrério terfamos pelo Teorema 3.4.2 que a sequéncia de projecoes alternadas
convergiria forte para algum elemento de H N K, e além disso, essa convergéncia seria a
uma taxa geométrica.

Item 3. Nem um dos conjuntos H ou K podem ser uniformemente convexo (veja a
Defini¢ao 2.1.3) e terem o vetor nulo como ponto interior (ja que HN K = {0}). Pois do
contréario, pelo Teorema 3.4.1 a sequéncia de projecoes alternadas convergiria forte para
Zero.

Provaremos agora esses trés itens.

(Prova do item 1) Provaremos agora que H nao é subespaco afim, pois se ele fosse,

como 0 € H, terfamos que H seria subespaco de £2 o que nao ocorre, para ver isto basta

tomar x = —e; entdo, é claro que, —e; € H (pois (—ey, e1) = —(ej,e;) = —1 < 0) mas
e; = —(—eq) nao pertence 4 H (pois (e1,e;) =1 > 0), e logo, H nao pode ser subespago
de £2.

(Prova do item 2) Provaremos agora que HNint(K) = () e que KNint(H) = . Para
ver isto lembremos que H N K = {0} (veja Lema D.0.6, no Apéndice D), vamos mostra
que disto segue, HNint(K) = § e KNint(H) = . De fato, se HN int(K) # @ ou
KNint(H) # 0 entao, de HNK = {0}, temos que HNint(K) = {0} ou KNint(H) ={0}, e
logo, 0 € int(K) ou 0 € int(H), em qualquer hipdtese, temos um absurdo, pois 0 € H e a
sequéncia (Zn = +%el) é tal que (z,) C H® e z,, — 0, e a sequéncia (yn = —%el — %62)
é tal que (yn) C K¢ e y, — 0, portanto, zero ndo pode ser ponto interior de H e nem
de K (note que usamos o fato de que os elementos de K sempre possuem coeficientes nao
negativos, note também que outro modo de concluir que zero nao pode ser ponto interior
de H, é usar o Lema D.0.6, no Apéndice D, combinado com o fato de que H e K serem
CONVEXOs).

(Prova do item 3) Para provar este item é suficiente provamos que H e K néo sao
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estritamente convexos, ou seja, que existem vetores v.w € H, com v #w, e k,1 € K, com

nao é ponto interior de H ey = % nao é ponto interior de K

v+w

k # 1, tais que X = *

(veja a Defini¢ao 2.1.2), isto provara que H e K nao sao uniformemente convexo (qualquer
duavida veja a Defini¢ao 2.1.3 e a Observagao 2.1.1).
H nao é estritamente convexo. De fato tomando v = e; e w = —e, temos que:
eV =2geyF —ey =W, e logo, vw.

ev,w e H, pois (v,e;) = (eg,e1) =0< 0 e (w,e;) = (—ey, e1) =—0<0.

v+w __ ex—eax __
2 2 -

X = g =0, e logo, tomando z,, = +%el, tem-se (z,) C H® e z, — 0,
quando n — +o00, provando que X = 0 nao é ponto interior de H.

Portanto H nao ¢é estritamente convexo.

K nao é estritamente convexo. De fato tomando k = %el + %eg el = %el + %eg
temos que:

ok:%el%—%eg;&%el—kgez:l,elogo, k # 1.

e k,1 €K, pois p(0) = e; + e, e pela definigdo do conjunto K, temos que Ap(0) € K
para todo A > 0, e logo, tomando A = % temos que k = %el + %62 = Ap(0) € K, tomando
agora e A = 2 temos que 1 = %el + %eg = Ap(0) € K.

1 1 3 3
— 5€e1+5ezxt+5e1+5e = < : :
oy = % = 221797 e 72 — 2e1;2e2 = e; + ey nao serd ponto interior de K. Para

provar isto é suficiente provar que existe uma sequéncia (z,) C K€, tal que, z, — J
(quando n — 400). Com esse objetivo tomemos z,, = (1 — %) e, + e; entao é claro que
zZ, — €1+ es =Y (quando n — +00).

Afirmamos que (z,,) C K. Para provar essa afirmagao é suficiente provar que ae; + e
nao pertence a K, para todo 0 < a < 1.

Para isto, denotando A = cone{} " ; Aip(xi) : A{ = 0,n € N} obtemos a igualdade
K =AU {K— A}, e logo, provar que ae; + e; nao pertence & K para todo 0 < a < 1, é
equivalente & provar que, ele nao pertence 4 A e & {f_\ — A} para todo 0 < a < 1.

Dado 0 < a < 1 (a € R) qualquer, provaremos inicialmente que ae; + e; ndo pertence
4 A ( Caso 1), e depois que ele nao pertence ao conjunto {K — A} ( Caso 2), pelo que
foi dito acima, isto provara que ae; + e, nao pertence & K.

Caso 1. Para provar, que ae; + e; nao pertence & A, suponhamos por absurdo
que ae; + e; € A, dai segue pela definicao de A, que existem n € N, p(xi) = a(x;i)e; +
c(xi)e|x j+2+S(Xi)e|x |+3, comi=1,2,...,n, e constantes ndo negativas A;, para todo i =

1,2,...,m, tais que > i, Aip(xi) = ae; +ey. Com a finalidade de facilitar a notacdo esta-
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mos escrevendo: a(x) = exp(—100x?), c(x) = cos (Z(x — [x])) e s(x) = sin (Z(x — [x])).
Dividiremos a prova de que isso nao pode acontecer em quatro etapas:
Etapa 1. Provaremos que nao pode ocorre de que x; > 1, paratodoi=1,2,...,n.
Etapa 2. Provaremos que nao pode ocorre de que 0 < x; < 1, paratodoi=1,2,...,n.
Etapa 3. Provaremos que nao pode ocorre de que x; = 0, para todoi=1,2,....,n.
Etapa 4. Finalmente concluiremos que nao pode ocorre de que > I, Aip(xi) =
ae; + ey (agora x; € [0,400), para todoi=1,2,...,n).
Um fato que serd muito 1til para a demonstracao dessas etapas é notamos que 0 <

x — [x] < 1, resulta 0 < F(x — [x]) < 7, e logo:
Tt T
—(x — < < si —(x —
0<cos<2(x ij)) <1 e 0\31n<2(x [xj)) <1,

para todo x € [0, +00) (veja a Figura 4.1).
v

14

=y

Figura 4.1: Graficos das fungdes cosseno e seno, no intervalo [0; 7).

Prova da etapa 1. Suponha que x; > 1, para todo 1 = 1,2,...,n entdao [x| >
1, e logo, |x] +2 > 2, e portanto, e|x|+2 # € € €|xj+2 # €. Como por hipdtese

Zn AiP(Xi) = ae;j + eq, temos

i=1

ae; +e, = Z }\ip(xi)
i=1

A (a(xi)er + c(xi)e|x, 2 + s(xi)e|x, | +3)

Il
'I\’]: \

i=1

Malxi)er + ) Aic(xi)epx 2+ ) Ais(xi)ex s,

1 i=1 i=1

I
M=

-
I
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e logo,

n n n
ae; + ey, = Z Aiox(xi)ep + Z Aic(xi)einHg + Z Ais(xi)eLXiJH,

i=1 i=1 i=1
tomando o produto interno com e; em ambos os lados, na igualdade acima, e usando que
€|x|+2 7 €2, para todo x € [1,+00) (pois |x] > 1 para todo x € [1,+00)), segue do fato
de que {ey, e, €3, ...} ser uma base ortogonal de £* que 1 = 0 (pois (e, e|x,j+2) = 0, para
todo x; € [1,400)) 0 que é um absurdo. O que prova a primeira etapa.

Prova da etapa 2. Suponhamos agora que 0 < x; < 1, para todo i = 1,2,....n,
entdo [x;| = 0, para todo i = 1,2,...,n, e portanto, [xi| +3 = 3, |xi|] +2 = 2 e

s(xi) = sin(5(xq)) > 0, para todo i = 1,2, ...,n, dai segue por hipdtese que
n
ae;+e = Y Aip(xi)
i=1
n
= Z Ai (a(xi)er + c(xi)ez + s(xi)es)
i=1

= Z ?\ioc(xi)el + Z }\ic(xi)e2 + Z }\is(xi)e?n
i=1 i=1 i=1

e logo,

ae; + ey = Z Aio(xi)es + Z Aic(xi)es + Z Ais(xi)es,
i—1 i=1 i=1

tomando o produto interno com e3 em ambos os lados, na igualdade acima, e lembrando

de que {ey, ey, €3, ...} ¢ uma base ortogonal de {2, temos:

i AiS(Xi) = 0.
i=1

Desde que s(xi) = sin(5(xi)) > 0, para todo i = 1,2,...,n, temos que A; = 0, para

todoi=1,2,...,mn, e logo, obtemos que
n
ae; +ex = ZNP(XJ =0,
i=1

o que é um absurdo (pois terfamos que a = 0 e 1 = 0). Provando, assim, a segunda etapa.

(Prova da etapa 3) Suponha que x; = 0, para todo i = 1,2,...,n entao |x]| = 0,
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a(xi) =1,¢c(x;) =1 e s(xy) =0, para todoi=1,2,...,n, o que nos da
ae;+e; = i Aip(xi)
i=1
= i Ai (a(xi)er + c(xi)es + s(xi)es)
i=1
= i Aix(xi)e + i Aic(xi)es + i Ais(xi)es
i=1 i=1 i=1

n mn
= Z Aier + Z7\i€2;
i—1 i—1

isto é,

n n
ae; + e, = Z?\iel + Z }\162,
i=1 i=1

tomando o produto interno com ey, e depois com es, na igualdade acima resulta

respectivamente, portanto, a = 1.
O que é um absurdo, pois por hipdtese 0 < a < 1.
Provando a terceira etapa.
(Prova da etapa 4) Para prova esta etapa, podemos supor sem perda de generalidade

que:

Z Aip(xi) = ae; + ey,

i=1
com x; = 0, para todo i = 1,2,...,ng, e que x; € (0,1) para todoi=ng+1,...,nq, e
também que x; € [1,4+00) para todo i =mny +1, ..., 9, onde ng, ny, Ny € N sdo quaisquer.

Usando a hipdtese de que

Z Aip(xi) = ae; + ey,

i=1

resulta usando a definicao do conjunto K, as seguintes sequéncia de igualdades
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ae +e = Z?\ip(xi)
= ZA a(xi)er + c(xi)epx+2 + S(Xi)e x| 43)

= Z)\io‘(xi)el + Z Aic(xi)e|x+2 + Z)\is(xi)einj—H’)

i=1 i=1 i=1
no no
= ZA161+Z7\1€2
i=1 i=1
ni nq ni
+ ) Nhalxder+ ) AMiclxidext+ Y Ais(xies
i=ngp+1 i=ng+1 i=ng+1
no no no
+ Z Aioe(xi)er + Z Aic(xi)e|x;)+2 + Z Ais(xi)e|x|+3
i=n;+1 i=ni+1 i=ni+1
= Z}\el—i— Z )\ocxlel—l- Z }\“Xl
i= n0+1 i=ni+1
+Z7\ ey + Z Aic(xi)e
i=ng+1
ny
+ Z Ais(xi)es + Z Aic(xi)e|x;)+2 + Z Ais(xi)e|x;)+3,
i=ng+1 i=ni+1 i=n 41
ou seja,
ae;+e = (Z?\+ Z Avo(xy) + Z 7\ocx1>
i=mng+1 i=ni+1
(Z?\ Ly Acxl)
i=ng+1

no
Z Ais(xi)es + Z Ac(xi)e|x)+2 + Z Ais(xi)e|x;)+3,

i=mng+1 i=nm;+1 i=nm;+1
e logo, tomando o produto interno com ey, depois com e, e por fim com e3 na igualdade
acima, resulta:

a-Z?\ + Z Ax(xi) + Z Aro(xy), (4.4)

i=ng+1 i=ni+1

1—Z7\+ Z Aici(xi). (4.5)

i=ng+1
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onde T = Ay c(xi,) + A,c(xi,) + -+ + Ay elxyy), em que x;, sdo os possiveis valores de
€[l,+00), i=ny+1,...,ny, tais que x4, € [1,2), in =11, 1141, ..., 1.
Como x; € (0,1), paratodoi =ng+1,....,n;ex; € [1,+00), paratodoi =n;+1,...,ny
resulta que s(x;) > 0 e que c(x;) > 0 para todoi=n¢+1,...,n;,ny + 1, ...,y temos da

tltima igualdade e do fato de que {e, €s, ...} ¢ um conjunto ortogonal de ¢ que

= Zl 7\18(7(1) e OZT‘,

o que s6 ocorre quando 0 = Aq, para todo i =ng+ 1,...,n; (na verdade com esse mesmo
argumento acima teremos que: A = 0,Vi =ng+1,...,ny,ny 4+ 1, ..., ny), substituindo esse
valores de 0 = Ay em (4.5) temos

1_Z>\+ Z Aici(xi) = im;sixiﬂ
i=1 i=1

i=ng+1

substituindo esse valor em (4.4) obtemos

a—Z?\—I— Z Aioe(xy) + Z Ax(xy) =1+ Z Avo(xy) + Z Aio(xq)

i=ng+1 i=ni+1 i=ngp+1 i=ni+1

o0 que é um absurdo, pois 0 < a <lea=1+3 " Ao(xi) + 3 20 L Aa(xi) > 1

(pois 3 iy Ave(xi) 4+ 212 Adx(xi) = 0).
Provando a etapa 4, e portanto, que ae; + e nao pertence & A, para todo 0 < a < 1.
Caso 2. Provaremos agora que y = ae; + e; nio pertence 4 B = A — A. De fato
suponha por absurdo que ae; + e, pertence a B entao existe uma sequéncia (y,) C A
tal que yn — y (quando n — +o00) segue, do fato de A ser convexo e de z := e + ey =
p(0) € A, que (1 —A)y, +Az € A para todo A € [0, 1] e para cada n € N, resulta dai que
(1 —=A)y+ Az € A para todo A € (0,1] (veja a Figura 4.2 abaixo), substituindo agora os

valores de y e z, resulta
(I—=ANy+Az = (1—A)(ae; +ex) +Ale + €3)
= (I—=Aae;+ (1 —A)ey + Aey + Aey
= [(I1—=Na+Ae; + (1—A)ey + Aey
= [(1—=ANa+Ale; + ey —Aey + Aey

— [(1—Aa+ANes + e,
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e logo, [(1 —A)a+ Ale; + e; € A para todo A € (0, 1], isto é, oe; + e; € A, para todo
0 € (a,1), o que é um absurdo, pois ja provamos que oe; + e; nao pertence A para todo
o€ (0,1).

Portanto, segue dos Casos 1 e 2, que ae; + e; nao pode pertencer & K.

As figuras abaixo ilustram & ideia geométrica da prova de que y = ae; + es nao
pertence ao conjunto K.

Na Figura 4.2 estamos supondo w = oe; + ey, para algum o € (a, 1).

Figura 4.2: Idéia geométrica da prova de que y = ae; + ey nao pertence ao conjunto

A—A.

Na figura abaixo esta a representacao dos conjuntos H e K usando somente como base

os vetores e; e ey, bem como a representacao de como a sequéncia (z,,) converge para z.
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Figura 4.3: Representacao de H e K usando somente como base os vetores e; e es.



Capitulo 5
Aplicacao

Neste capitulo apresentaremos uma aplicacao envolvendo o método das projegoes
alternadas sobre conjuntos. Nessa aplicacao nao iremos entrar em mais detalhes do que
jugarmos necessarios, pois nosso objetivo é so justificar a importancia do assunto que
foi abordado nesse artigo. O leitor que desejar ter mais detalhes dessas, como de outras
aplicagoes indicaremos [11], sobre o qual a préxima segao foi baseada. Indicamos também

a referéncia [2].

5.1 Fundamentos Matematicos da Tomografia Com-
putadorizada

Nessa aplicagao nosso espaco de Hilbert serda H = R™, munido da norma euclidiana.

5.1.1 Os modelos matematicos.

Consideremos uma regidao limitada S de R™ (que pode representar, por exemplo,
uma secgao plana de um corpo) na qual estd definida uma fungao f(x,y) que indica o
coeficiente de atenuagao linear (ou simplesmente atenuagao) de raios X no ponto (x,y),
ou seja, a fracao da intensidade de um raio X que é absorvida num quadrado de lado dx
com centro em (x,y). Como tecidos diferentes tem atenuagoes diferentes, o conhecimento
da f permite conhecer a forma e tamanho dos érgaos presente na secgao S.

Em geral usam-se um detector de particulas para medir a fracao total de intensidade

atenuada ao longo da trajetéria de um raio L que atravessa a regiao S, ou seja, tal fragao
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¢ determina pela integral retilinea:

e(L) = J f(x) dx (5.1)
L
"t
fonte /QX
4 l}
< A
\\S
~
hY ~ 7
\\ ~/ detector
\_/N
0 ’X

Figura 5.1: Diagrama 1

Supondo que a regiao S estd dividida em pequenos quadrados, chamaremos esse pe-
quenos quadrados de pixels e supomos também que S tenha n pixels (n quadrados). Seja
x; o valor de f no pixel i, agora nossa incégnita nao é mais uma funcao f(x,y) mas o vetor
X = (X1, X2, ..., Xn ). Também supomos que o nimero de raios é finito (como acontece na
realidade), digamos que sao m. Denotando por Ly, Ly, ..., Ly, esses raios e suas atenuagoes
medidas por @(L;) = b;.

A funcao total de intensidade atenuada ao longo de U™ L;, passa a ser igual 4 soma
das integrais sobre L;, para cada i = 1,2,...,m, ou seja, a integral em (5.1) passa a ser
a soma das integrais sobre cada pixel atravessado pelo raio L. E imediato entdo que essa

integral Se escreve como:
n
Z aijxy = bi (1 < i < m) (52)
j=1

onde ajj € o comprimento da interseccao do o i-ésimo pixel com o j-ésimo raio, isto ¢, com



Capitulo 5. Aplicagao 7

L; (ay; € zero se o raio ndo passa pelo pixel j). Em notacdo matrical:
Ax=Db (5.3)

onde A = ay; € R™™ b =b; € R™, x = x; € R™". Se associarmos aos valores de x;
tons de cinza entre o branco e o preto, a coloragao numa tela de cada pixel com esses tons
faz de cada vetor x uma imagem. Assim o vetor x solugao de (5.3) pode ser considerado
como a imagem reconstruida de uma parte de S. Como pode haver alguns erros, como por
exemplo estamos considerando que os raios L; serao sempre retilinios o que na realidade
eles podem nao ser, por isso, para uma representacao mais realista da imagem de S pode

ser obtida de
b—e<Ax<b+e (5.4)

onde b é o vetor das atenuacoes medidas e € € R™ é um vetor de erros. Trocando
o sinal da desigualdade esquerda de (5.4) podemos reescrever (5.4) como apenas uma

desigualdade:

Ax <b (5.5)

com A € R*™™ ¢ b € R>™ (ou seja, pagamos o preco de dobramos o tamanho de b e de

A, de m para 2m).

5.2 Aplicando o método das projecoes alternadas so-
bre conjuntos convexos.

Notemos inicialmente que resolver o sistema (5.2) é o mesmo que achar um ponto

pertencente a todos os hiperplanos C; = {y eR": (a',y) = bi}, comi=1,2,...m,
m

isto é, achar um ponto que pertence C = ﬂ Ci. Analogamente, resolver o sistema
i=1

(5.5) é equivalente a achar um ponto pertencente a todos os conjuntos convexos T; =

{y eR":(a',y) < bi}, com i = 1,2,...,m, isto é, achar um ponto que pertence T =
m
T
i=1
m

Mostraremos como obter um ponto x € C = ﬂ Cy, o outro caso é totalmente analogo.

i=1
Para isto usaremos o método das projecgoes alternadas, o qual convergira para um ponto

de C.
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Seja P; : R™ — C; a projecao de x sobre C;. Dado « € (0,2), definamos
PX:R™ - R"
como
P¥(x) = (1 — o)x + Py (x). (5.6)
Definamos agora P : R™ — R™ pondo
P(x) = (PyoPy _,0---0P5oP{)(x). (5.7)

onde o indica a composicao de fungoes.

Defina a sequéncia (x,, ) como sendo x™ ™ = P(x™). Como os C; sdo conjuntos convexos
e fechados, supondo C # (), segue do Teorema 3.1.2 que a sequéncia (x, ), dada acima,
converge fraco para um ponto x* € C, o qual é ponto fixo de P. Como R™ tem dimensao
finita segue que essa sequéncia ¢ limitada, e pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass no
R™, possui subsequéncia que converge forte, logo, pelo Teorema 3.1.2 converge forte para

x* e C.



Apéndice A
Comentarios do Capitulo 1

Objetivo desse apéndice é comentar, provar e definir algumas propriedades do Capitulo
1 que para facilitar a compreensao da dissertacao decidimos apresentar em separado.

A seguinte definicao é muito importante para podemos definir um espaco de Hilbert.

Definicao A.0.1. Seja H uma espago vetorial. Chamaremos de produto interno em H

a uma fungdo (-) : H x H — C satisfazendo:
1. (x+vy,z) = (x,2) + (y,2), Vx,y,z € K
2. (ax,y) = o(x,y), Vx,y e H e Vo € C
3. (x,x) 20, Vx € H

4. (x,x) =0<=x=0

5. (xy) =(y,x), ™x,y e K

Se H é um espaco com produto interno entao relembremos que podemos definir uma

norma em H do seguinte modo
X[ =v/(x,x) > 0 (A1)
para qualquer x € H, e uma métrica em H pode ser definida por
dix,y) = Ix =yl =v{x -y, x—y)

para qualquer x,y € H.
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Uma propriedade que usaremos muito no decorrer desta dissertacao é que um espaco
vetorial H, o qual estd definido um produto interno (-), satisfaz a desigualdade de Cauchy-

Schwarz

[0yl < (X[l (A.2)

em que | - | representa o médulo de um nimero complexo.
Para provar essa desigualdade veja que:
- se y = 0 entdo a desigualdade é evidente, pois [(x,0)] =0 < 0 = ||x||||0]].
- se y # 0 entao para todo o € C temos
0< x—oyl® = (x—oy,x— ay)

= <X7X> _a<x7y> o oc[(y,x> _a<y7y>]

Veja que a expressao em [ - -] é zero se escolhemos & = 8 ;; Dai para esta escolha de «
temos
{y,x) {y, )
0< (x,%x) — xy) = IIx[* - >
(Y, 1) [yl

onde usamos que (y,x) = (x,y). Por fim na desigualdade acima multiplicando por |y||* e
depois transferindo o 1ltimo termo para o primeiro membro e extraindo a raiz quadrada
em ambos os lados obtemos (A.2).

Outra propriedade que usaremos muito é que em um espaco com produto interno H

vale & identidade do paralelogramo
I +yl* + [x =yl = 2 (IIx[I* + [y]l*) - (A.3)
para todo x,y € H.
Para provar isto dados x,y € I quaisquer temos:
e+yll* +Ix =yl = (x+y,x+y)+ x—y,x—y)
= <Xa X) + <X7y> + <U>X> + <yay> + <X7 X) - <Xay> - <U7X> + <U>U>
= 2(x,%) +2(y,y)
= 2(IxI* + lvlI*)

provando assim a identidade do paralelogramo, isto é, provando (A.3).

Definiremos agora espacos de Hilbert.

Definicao A.0.2. Um espaco de Hilbert é um espaco com produto interno que é completo

com a norma induzida por esse produto interno (veja (A.1)).
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Comentarios do Capitulo 2

Provaremos neste apéndice que:

a) Nem todo conjunto convexo é estritamente convexo (veja a Defini¢ao 2.1.1 e a Definigao

2.1.2).

b) Nem todo conjunto estritamente convexo é uniformemente convexo (veja a Definigdo

2.1.2 e a Definigao 2.1.3).

c) Nem todo conjunto uniformemente convexo é fortemente convexo (veja a Defini¢ao

2.1.3 e a Definigao 2.1.4).

Para isto provaremos alguns lemas que serao de grande ajuda para provarmos esses
itens.
O préximo lema mostra outro modo que poderiamos ter definido conjunto estritamente

convexo .

Lema B.0.1. Um subconjunto C C H ¢ estritamente convero se, e somente se, dados

x,y € C, com %3 € FrC implicar que x =y. Onde "Fr”significa a “fronteira™.

Demonstra¢ao. (=) Suponhamos que C C H seja estritamente convexo. Dados quaisquer
x,y € C, com %H € FrC, provaremos que isto implica que x =y.

Suponhamos por contradigao que isto nao ocorre, isto é, x # y entao usando o fato de
que C é, por hipétese, estritamente convexo existe um 6 = d(x,y) > 0 tal que B (X—J;i, 5) -
C, logo, %H ¢ FrC. Contradizendo a hipdtese de que %ﬂ € FrC.

Logo x =y.

(<) Suponhamos agora que para todo x,y € C, com L?i € FrC implique que x = y.
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Dados quaisquer x,y C C, com x # y. Provaremos que existe um & = §(x,y) > 0 tal
que B (%‘i,é) C C. De fato, como C é convexo, resulta que %9 e C=FmCUintC, e
logo, ou *3¥ € FrC ou ¥ € intC.

e Se %H € FrC entao, por hipétese, x = y. Contradizendo a hipdtese de que x # y.

e Se %E € intC entao, por definigao de interior, existe um & = 8(x,y) > 0 tal que

X+
B(*%,8) Cc C.
Portanto, C é estritamente convexo.

Provando assim o lema. O
O lema a seguir mostra outro modo de se definir conjuntos uniformemente convexo.

Lema B.0.2. Um subconjunto C C H é uniformemente convero se, e somente Se,
V(xn), (yn) € C, com d (%ﬁ, FTC) — 0, quando n — +o00, implicar que X, —Yyn — 0,

quando N — +00.

Demonstracao. (=) Suponhamos que C C H seja uniformemente convexo. Entao existe
uma funcao & : [0, +00) — [0, +00), com &(t) > 0, V t > 0 tal que B (%ﬂ, 6(||x—y||)) C
C,Vx,yeC, comx#y.

Sejam as sequéncias (xn), (yn) C C tal que d (%‘-’1, FrC) — 0, quando n — +oo,
isto é, W% — z € FrC. Segue dai que 8(||xn —ynl|) = 0, quando n — +o0, e logo,
pela defini¢ao da funcdo 8, que ||xn —yn|| — 0, quando n — +oo. Pois:

e Se existe um ny € N tal que x,, = yn,Vn > ng entao é claro que x, —yn — 0,
quando n — +oo0.

e Se nao existe um ny € N tal que x,, = yn, Vn = nyg, isto é, x, # yn, para todo n
suficientemente grande entao, segue da hipétese de que C é uniformemente convexo que,
B (*23¥2 §(|lxn —ynl])) C C, para todo n suficientemente grande, desde que *»FHn —
z € FrC, resulta que 8(||xn —yn]|) = 0, quando n — +o0, e logo, pela definigdo da fungao
d, que || xn —Yn|| — 0, quando n — +o0.

Portanto x, —yn — 0, quando n — +o0.

(<) Suponhamos que para quaisquer sequéncias (x,, ), (yn) C C tais que d (%yl, FrC) —
0, quando n — 400, implica que x,, —yn — 0, quando n — +oc0. Provaremos que nesse
caso C é uniformemente convexo.

Para isto seja a = sup{d(t),t > 0} onde

X+y

d(t) :=sup {T >0:B ( ,r) C C,Vx,y € C, tal que ||x —y| :t} (B.1)
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(estamos supondo a = 400, quando C for ilimitado)

Considere a fungao 6 : [0,a] — [0, a] dada por ( B.1) (no caso de a = +o0 estamos
supondo & : [0, +00) — [0, +00)).

Para provar que C é uniformemente convexo ¢é suficiente provar que essa fungao ”§”
satisfaz: 6(t) > 0, Vt > 0 (veja a Definigao 2.1.3).

Para isto afirmamos que essa funcao realmente satisfaz 6(t) > 0, Vt > 0. De fato
suponhamos por contradicao que existe um ty > 0 tal que d(tg) = 0.

Por definigao da fungao & existem xq,yo € C tal que ||xo —yo|| = to > 0. Usando o
fato de que C é convexo obtemos que %ﬂ € C=ntCUFrC, e logo, temos:

e Se XO—;"—O € intC entao existe um r > 0 tal que B (%"—0, 6) C C, segue dai, pela
definicao da fungao 0, que 8(||[xg — yo||) = r > 0. Contradizendo a hipdtese de que
d(tg) = 0.

e Se %‘J—O € FrC entao, tomando (x,, = Xg) € (Yn = Yo), terfamos (x), (yn) C C tais
que d (W—;ﬂ, FTC) — 0, quando n — 400, implicando, por hipdtese, que x, —y, — 0,
quando n — +o00, logo, que xg — Yo = 0, isto é, xo = Yo. O que contradiz a hidtese de
que [|xo — Yol =to > 0.

Portanto C é uniformemente convexo. O

Finalmente provaremos os itens a), b) e ¢) do inicil desse apéndice.

a) Provaremos que nem todo conjunto convexo é estritamente convexo.

Para isto tomemos C = {(1—o)x+ay e R?2: € [0,1],x = (1,1) e y=(2,2)}.

Entao:

e 0 conjunto C é convexo.

Isto segue direto da definigao de C (qualquer divida veja a Defini¢ao 2.1.1).
e 0 conjunto C nao ¢ estritamente convexo.

Para ver isto basta notarmos que o conjunto convexo C nao contem nenhuma bola
aberta do R?, isto mostra que C nao pode ser estritamente convexo (qualquer divida

veja a Defini¢ao 2.1.2).

b) Mostraremos agora que nem todo conjunto estritamente convexo é uniformemente

convexo.

De fato tomemos H =R?e C ={(x,y) e H:y > % > 0}. Entao:
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e O conjunto C é estritamente convexo.

Para provar isto notemos inicialmente que a fronteira de C é igual ao conjunto
1
FrC = (x,y)eJ{:y:)—(>0 . (B.2)

Pelo Lema B.0.1 para provar que C ¢é estritamente convexo é suficiente provamos
que dados quaisquer a,b € C, com %b € FrC entao a = b.

Para isto tomemos quaisquer a,b € C, com %b € FrC. Suponhamos sem perda de

generalidade que : a = (x,y), e que, b = (z,w). Dal segue da definigdo de C que:

1 1
y>;>0,eque,w>z>0. (B.3)

Como por hipdtese 2E2 € FrC, isto é, (X422, %5 € FrC, resulta de (B.2 ) que

y+w 12

2 XE o x+z

(B.4)

substituindo as desigualdades de (B.3) acima, resulta

2 ytw _yFi x+z

x+z 2 72 2xz
2 >x+z

X+ z 2xz

dxz > (x +z2)?

dxz > X% + 2xz + 2*
0>x%>—2xz+2°

0> (x—2z)*20

R T S R

X =z,
provando que,

X =Z. (B.5)

Provaremos agora que y = w. Para isto de (B.3) obtemos x > = > 0, e que, z >

1
y
L > 0, substituindo esse valores em (B.4) obtemos
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y+w 2 2 2yw
2 1z ST 1
erw< 2yw
2 y+w
(y +w)? < dyw

y+w

< |~

y? + 2yw + w? < dyw
y>—2yw+w? <0

0<(y—w)*<0

I S A

Yy=w,
provando que,

y=w. (B.6)

Portanto de (B.5) e (B.6) concluimos que:

a=(x,y)=(z,w) =b.

Provando que C é estritamente convexo.
e O conjunto C nao ¢é uniformemente convexo.

Pelo Lema B.0.2 é suficiente provamos que existem sequéncias (x,,), (yn) € C, com
d(%yl,FrC) — 0, quando n — +o00, mas que, X, —Yn — a # 0, quando

n — +00.

Para isto tomando (xn = (n,2)) e (yn = (n+1,1)) temos que (xn), (yn) C C,

'

ois+>L1>0el>-"1- >0, paratodon € N.
p n n

n ~ n+l
Para provar que d (%ﬁ, FrC) — 0, quando n — 400, ¢ suficiente provamos que:
para todo € > 0, existem ng =ng(e) € Ne a=a(e) € C tal que

Xn, T Yn,

< €.
5 €

—a

1

m< €, dai

De fato dado € > 0 qualquer entdao tomando ng € N tal que
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para a = (Q“gﬂ, 2n§+1> , obtemos

1 1
Xno T Yno (“Ovn—o) + (“0+ 17?0) (2ol 2
2 2 2 Tong+1

. 2ng+1 1 2nyg+1 2
N 2 'nyg 2 '2ng+1
1 2
= 0, — —
(no 2n0+1>H
1
= 0, ———

1
no(2ng + 1)
< €.

Provando que d (x“—;"ﬂ, FrC) — 0, quando N — 4o0.

1 1
Xn —Yn = (n07n_> - (n0+17n_> = (_170)
0 0

Xn —Yn — (_170) % (070)

Como

obtemos

Portanto, pelo Lema B.0.2, C nao é uniformemente convexo.
c) Provaremos agora que nem todo conjunto uniformemente convexo (Definigao 2.1.3) é
fortemente convexo (Defini¢ao 2.1.4).

Considerando o nosso espaco de Hilbert como sendo R* munido da norma euclidiana
provaremos que o conjunto C = {(x,y) € R : x*+y* < 1} é uniformemente convexo,

mas nao é fortemente convexo.
e O conjunto C é uniformemente convexo.
Provaremos isso em 2 etapas:

Na Etapa 1 provaremos 3 lemas que serao usado para provar que o conjunto C é

uniformemente convexo.
Na Etapa 2 provaremos que o conjunto C é uniformemente convexo.

Etapa 1. O Lema B.0.4 e o Lema B.0.5 abaixo, foi baseado nas questoes 1.1 e 2.2,
da pédgina 36 do livro Anélise Real 2, do professor Ellon Lages Lima [9].
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Lema B.0.3. Para todo a,b € R temos:

a+b 2< a2+b2.
2 2

Demonstracao. Sabendo que 0 < (a — b)?, temos:

0<(a—b)?* = 0<a’*+b*—2ab
= a®+2ab + b% < 2a® + 2b?

= (a+b)?<2(a®+b?)

<a+b>2 _ a? + b2

2 2
Provando o Lema. 0

Lema B.0.4. Seja x,y € R% Se [[x +y|| = [|x|| + |[y|| com x # y, entdo existe

o >0 tal que y = ox.

Demonstragdo. Se [[x +yl| = [[x[| + [lyl| entdo [x +yl* = ([x[| + [yl})?, ou scja,
Ix[* + 20 y) + lylI* = 1IxI1* + 2lx [yl + [lyll*, logo {(x,y) = [IxI [[yll e daf, por

Cauchy-Schwarz essa igualdade s6 ocorre se y = ox, com o > 0. O

Lema B.0.5. Seja x,y € R% Sex,y € B[0,1] com x #y, entao ||(1—a)x+ay|| <
1, para todo « € (0,1).

Demonstragao. De fato dados x,y € B0, 1], com x #y e dado « € (0, 1). Entao:

e Caso|x|]| < 1e|y| <1, temos

I —ex+oyll < (11— o] + lloyl] = (1 — x| + xlfyll < (1 — )1 + x1 = 1

= ||(1—a)x+ oyl <1

e Caso |x]| < 1e |jy|]| =1, temos

I —ex+ oyl < (11— o + lloyl] = (1 — x| + clfy]l < (1 — el + x1 = 1

= (1 —o)x+ oyl < 1.

e Caso ||x|| =1 e |jy]| < 1 é anédlogo ao anterior.
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e Caso ||x|]| =1 e [jy]| =1 temos

J0—ex+oyll < (11— ox] + lloyll = (1 — x| + llyll = (1 — )1 + x1 = 1

= ||(1—a)x+ oyl <1

onde usamos o fato de que x # y combinado com ||x|| =1 = |jy|| e com o Lema

B.0.4 (qualquer duvida veja as questoes 1.1 e 2.2 da péagina 36 de [9]). ]

Etapa 2. Finalmente estamos prontos para provar que C é uniformemente convexo.

Para isto suponha por absurdo que ele nao seja uniformemente convexo. Entao
existe um t > 0 tal que 6(t) = 0, onde & é a funcao definido na demonstracao Lema

B.0.2, isto é, & é dado por

X+y

5(1) ::sup{r>0:B< ,r) cC C, comx,yGC,x;«éye||x—y||:t>0}.

Logo pela defini¢ao de § existem x,y € C tais que ||[x —y|| =t > 0, com x,y € C

tais que %H € FrC, isto é, supondo x = (a,b) e y = (c, d), temos:

(a—gc)4+<¥)4:1. (B.7)

Daf como x,y € C, temos a*+b* < 1ect+d* <1, logo, (a?,b?), (c?,d?) € B[O, 1].

Counsidere os casos:

Caso 1. Se (a?,b?) # (¢?, d?), entao usando o Lema B.0.5 temos
(1= o) (a® %) + x (c*,d*)|| < 1, para todo « € (0.1),
donde segue,
|((1—x)a® + ac?, (1 — a)b® + ad?) ||2 <1, para todo « € (0,1).
em particular para o = 1, temos
a? + c? 2+ b’ +d?\* _
2 2 ’

usando agora o Lema B.0.3 combinado com a hipdtese de que %11 € FrC, isto é,

com (B.7) resulta

a+c\? b+ad\’ aZ+c?\? b2 4 d?\>
_ : + —— < 5 + 5 <l=1<1,
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o que é um absurdo.

Caso 2. Se (a%,b?) = (c?,d?), entdo ¢ = +a e d = +b, lembrando que por hipdtese

estamos supondo que (a,b) # (¢, d) resulta em trés sub-casos:

Sub-caso 2.1. Em quec =—aed=D0.

Sub-caso 2.2. Em que ¢ = +a e d = —b.

Sub-caso 2.3. Em que c = —a e d = —b.

Provaremos que em qualquer um desses sub-casos chegaremos num absurdo.

Sub-caso 2.1. Se ¢ = —a e d = b entao substituindo em (B.7) obtemos:

4 4 4
(a—;c) +(#) :1:(?) —1=b=+l.

Se b =1, entao d = 1 por definicao de C concluimos que a = ¢ = 0, e portanto

temos
(a,b) =(0,1) = (c,d)
contradizendo que (a,b) # (¢, d) (x #y).

Se b = —1, entao d = —1 por defini¢ao de C concluimos que a = ¢ = 0, e portanto
temos

(a7b) - (07_1) - (C7 d)
contradizendo que (a,b) # (c,d) (x #y).

Sub-caso 2.2. Se ¢ = +a e d = —b, entao prosseguindo de maneira analoga

obtemos que

(a,b) =(c,d)
contradizendo que (a,b) # (¢, d) (x #y).

Sub-caso 2.3. Se ¢ = —a e d = —b, entdo substituindo esse valores em (B.7)

obtemos:

o que é um absurdo.

Portanto C é uniformemente convexo.
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e Provaremos agora que C nao ¢é fortemente convexo. Para isto tomando qualquer
0<s<1,sejaxs=_(s,(1—s*4)eys=(s,—(1—s*)4). Entao para este valores

de x5 e ys temos:
s4+((1—34)i)4:s4+1—s4:1:xS e C,

s4+(—(1—s4)i)4=s4—|—1—s4=1:>ysGC

e Xs Y = (s,0).
2
Combinando
d (XS er—ys,FrC) <d (XS ;—ys>(170)) - |- (1’O)H = |[(s=1,0)]| = 1,

pois (0,1) € FrC, com
s —ysll = [1(0,2(1 = s*) 1) = 2(1 — s*)7,

obtemos:

=

dc(2(1—sM1) <1 —s, (B.8)

pois (0,1) € FrC.

TN

Dai, fazendo t = 2(1 — 34)i, obtemos s = (1 — (%)4> , substituindo esse valor em

(B.8) resulta
4\ 1
Sc(t) < 1— (1— <§> )
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isto é,

Sc(t) 2 5
< i 9
B = + O(t?)

fazendo t =ty — 0, acima, ou seja, s — 1, obtemos:

o
ﬂ—w.
t2

Para provar isso, é suficiente provar que:

O(t%) 2

lim O(t?) = =0, e que, lim— =0.

t—0 12 -

t—0 64

Claramente a segunda igualdade é verdadeira. Resta, por tanto, mostrar a primeira.

Para isto, usaremos a regra LL’Hospital. Com efeito, de

1_{5+<1_(%)4>1} 1-1_0

. 2y 1
%%O(t )= Pg(l) 2 t—0 12

podemos usar a regra de LL’Hospital, e obter

3
-2
oy wH(-mY) e m(
lim = lim
t—0 2t t—0 2t
31 t\4) * /t)3
, E_§<1_(§) ) (3)
= lim
t—0 2t
00 _9
0 0

S et 1 G OF IO MO 1 G

lim = lim
t—0 2 t—0 2
0—0—0
p— p— 0
2

Por tanto, segue de L’Hospital que

ot
lim O(t?) = oy _ 0,
t—0 12
e portanto,
Ot
ORI
t2
Mostrando que nao existe p > 0, tal que 8(t) = ut?, ou seja, C ndo pode ser

fortemente convexo (qualquer divida veja a Defini¢ao 2.1.4).
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Este apéndice é formado por trés observagoes. A primeira é referente a uma passagem
da demostragao do Teorema 3.1.2, enquanto que a segunda e a terceira observagoes foram
usadas na demostragao do Teorema 3.4.2.

Explicaremos na observagao abaixo algumas das desigualdades usadas no Teorema

3.1.2.

Observacao C.0.1. FEssa observacao ¢ para o leitor que nao tenha entendido algumas
das sequéncias de desigualdades apresentadas na primeira parte da Ftapa 2 do Teorema
3.1.2, que foram usadas para demonstra por indu¢do a desigualdade (3.1)

o A primeira desigualdade refere-se a desigualdade triangular.

e FEnquanto que a sequnda decorre de:
0 < (a—b)? = a®+b%2—2ab , implicando , 2ab < a?+b?, e logo, (a+b)? = a®+b?4+2ab <
2a% 4 2b? = 2(a® + b?).

o A terceira desigualdade decorre de m > 2 implicando 2™ 2 > 1.

e A quarta desigualdade seque de:

se 1 <1< m entdo para todoy € Cy, temos: Ti(y) =y e logo:

I = T (* =[x — [(1 = Ad)x + AP (X)) [|* = Af[Jx — Pi(x) ||, (C.1)
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Da Definicao 3.1.2 do operador Ty, tem-se:

ITi(x) —yl> = l(x—y) +A(Pi(x) —x)]|]?
= |lx —y||* + 2AiRe(x —y, Pi(x) — x) + A7||Ps(x) — x|?
= |Ix —ylI* = 2Ai[[Pi(x) — x[|* + AZ[|Pi(x) — x|

+2AiRe(Pi(x) —y, Pi(x) — x)

N

e —ylI* = 2A¢[[Ps(x) = x|[* + A[|Pi(x) — x]*

N

Ix —ylI* = A2 — A [|Pi(x) — x]?
temos:
ITi(x) —y[I* < [[x —ylI> = A2 = A [Pi(x) — x|

(onde a primeira desigualdade decorre de Re(Pi(x) —y,Pi(x) —x) <0, veja (2.2))
Substituindo (C.1) na desigualdade acima, temos:

2—M\
A

ITe() = ylI* < [l —yll = e = Ti()1”

implicando:

Ay
Ix =TI < 52 e =yl = ITx) = y ).

o A quinta desigualdade resulta de:

}\m 7\1
< pu—
2—>\m\1212)§1{2—7\i} bm

IK(x) =ylI> = [IT(x) =y > 0
PoiSs
[T(x) =T = [[T™K(x) = T™(K(x))|| < [[K(x) = K(y)|| = [[K(x) —yl|
poisy € Co e T(y) =y =K(y).

o A sexta desigualdade decorre da hipotese de inducao.

e A oitava desigualdade decorre de:

Ai
bm—l < sup { } = bm

1<i<m (2— A

1K) =Kl < [x =yl =[x =yl = [IK(x) = y[[ = 0.
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A seguinte observacao foi usada para provar o Teorema 3.4.2.

Observacao C.0.2. Note que de modo geral
d(T™(x), Co) = d(T™(x), Cy) (C.3)

para todo j =1,2,..., m, pois

para todo j =1,2,...,m, e assim,

inf d(T™(x),v) > inf d(T™(x),V)

veCo VECj
para todo i =1,2,..., m.

Provaremos que sob a hipotese de que
CoNint(Ni—1124Ci) #0
tem-se

d(T™(x),Co) <c- max [[TH(x) —Pi(TH(x))|| =c- max d(T"(x),Ci) (C4)

i=12,...,m i=1,2,..,m

para todo n suficientemente grande, onde ¢ = (1+ 28) com R =[x —z|| € § > 0 € tal que

B(z,0) C Niz1,i24Ci. Em outras palavras, se quisermos inverter a desigualdade (C.3)

acima temos que paga o preco de multiplicar por ¢ > 1 e n ser suficientemente grande.
Dividiremos a demonstragao da desigualdade acima em duas partes.

Parte 1. Fuxiste ng € N tal que

max || T™(x) — Py(T"(x))| = 0

i=1,2,....m
para todo n = ng, e logo, d(T™(x), Cq) = 0 para todo n > ny.

Dai temos

d(T"(x),Co)=0=c-0=c- max [[T"(x)—P:i(T"(x))|]|=c- max d(T"(x),Cy).

i=1,2,..,m i=1,2,..,m
Provando (C.4).
Parte 2. Suponhamos que maxi_i o m ||[T™(x) — Pi(T™(x))|| # 0 para todo n € N.
Para provar esta parte, recordemos (3.37) onde temos para todo z € CoNint(Ni—1,i£Ci)
ey = P, T™(x) que vale:

€ d
€+6-z+€+6-y—weca (C.5)
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para todo € > 0.

.....

[y =Pyl = d(y,Ci) < [ly = Pu(T™(x))]]
= [[y—=T"(x) +T™(x) = Po(T™(x))]]
<y =T+ T (x) = P(TH(x))]
= [[Pa(T™(x)) = T (X)[| 4+ [ T™ (%) = Pi(T™ (x))]]
= d(T"(x),Cq) +d(T™(x),Cy)

logo,
ly —Pi(y)| < em).
Repetindo o processo feito no Teorema 3.4.2, com €(n) no lugar de €, resulta que
we C;

para todo 1 # o .
Por (C.5 ) e pelo que foi provado acima, seque que w € Ci, Vi = 1,2,...,m, isto €,
w E C[).

Dai temos

d (T™(x), Co)

N

T () =wll = [[T"(x) —y +y —w|

N

IT™0) =yl + lly —wl

[T (%) = Pa T (X[ + [y —wl|

d(T*(x),Ca) + ||y

— d(T"(x),Ca) + ———— |z —
(T"(x), Ca) + oo [l =y

e logo,
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.....

=c- max d(T"(x),Cy)

2 i=1,2,...,m
onde (1 + %) =c.
Provando (C.4 ).

A seguinte observagao foi ttil para provar a etapa 2 do Teorema 3.4.2.

Observacao C.0.3. Da Definicio 3.1.2 do operador Ty, Tem-se:

() —yll” = [[(x—y)+A(Pi(x) —x)|]?
= |x —y||2 + 2A;Re{x —y, Pi(x) —x) + 7\%||Pi(x) —x||2
=[x —yl* = 2Ai[|Pi(x) — x||* + A7[|Pi(x) — x]|?

+2A;Re(P;i(x) —y, Pi(x) — x)

N

e = ylI* = 2X:[Pi () = x|I* + AP (x) — x|

N

Ix —ylI* = A2 — A [|Pi(x) — x]?
temos:
ITi(x) —y[I* < [[x —ylI> = A2 = A) [ Pi(x) — x|

(onde a primeira desigualdade decorre de Re(Pi(x) —y,Pi(x) —x) <0, veja (2.2))
implicando:

1
Ix = Pi(x)|I* < m(HX—HHQ —ITi(x) = ylI*). (C.6)



Apéndice D
Comentarios do Capitulo 4

Neste apéndice iremos demonstra o seguinte lema:

Lema D.0.6. Os conjuntos H e K definidos em (4.1) e (4.2), respectivamente, possuem

apenas a origem como ponto em comum. Ou seja, HN K = {0}.

Demonstracao. Dado z € H N K, iremos mostrar que z = 0. Entao, por definicao do
conjunto, K existe uma sequéncia (z,) C A tal que z, — z, quando n — +o0, onde
A = cone{p(x) : x = 0}, com p(x) definido em (4.3).

Usando o fato de que o conjunto {ey, es, ...} forma uma base de £? obtemos que z deve
possui uma das formas:

e z = ey, para algum « € R, ou seja, z pertence ao subespaco gerado por ey, que
denotaremos esse subespaco por Span(ey).

e z #* xe; para todo « € R, ou seja, z nao pertence ao subespaco gerado por e;.

Usando a definicao de A, podemos supor que z, = ZiNznl AP (Xni)-

Caso 1 . Sez = xe; para algum ntmero real «, entao

Nn Nn
<ely Zn) — <61, Z }\nip(xni» = Z }\nih(xni) 2 O, (Dl)
i=1 i=1

pois h(xni) = exp(—100x,i) = 0 e Ani > 0, para todo i =1,..., N,.

Fazendo n — 400 em (D.1), e usando o fato de que (e;,-) é continuo, resulta que:
(e1,z) > 0.

Usando agora a definicao de H combinado com a hipdtese de que z € H, ou seja,

(e1,z) < 0, segue que (ey,z) = 0. Desde que z = xe; temos que

0=(e,z) = (e, xe;) =ax=a=0=2z=0.
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Caso 2. Se z # ae; para todo nimero real «.

Entao existe um k > 1 tal que (ey,z) # 0, pois o conjunto {ej, ez, ...} ¢ uma base de
2. Da hipdtese de que z € K, concluimos que (ey,z) > 0 (pois cos (g (x — ij)) >0e
sin (7—2‘ (x — [x] )) > 0 para todo x > 0, para ver isto basta nota que (ey,z) > 0 para todo
n € N, como por hipdtese (caso 2) tem-se limp_, oo (€k,2zn) = (€x,z) > 0).

Desde que (ex,zn) — (ex,z), segue que, existem 3 > 0 e N € N tais que (ex,zn) > B3,
para todo n > N.

Portanto para todo n > N segue da definicao de p que

Nn
[3 < <€k,Zn> - <ek> Z}\nip(xnl ZAT‘LI ex,p an Z 7\Tu. eka an Z )\nla
i=1 ieWn, ieWwn

isto é,

B < Z }\nl ek7 an Z Anl (DQ)
ieWy, ieW,

pois cos(x) < 1, sin(x) < 1 e o conjunto de indice Wy, :={j € {1,2,..., Np}|xni] +2 =
k,ou, [xni| + 3 = k}, pois por definicio temos p(xni) = h(xni)er + c(xni)e|x,|+2 +

s(xni)€|xu)+3, € logo, (p(xnilex) = c(xni) ou (p(xniJex) = s(xni), dependendo de
aniJ +2=Xkou aniJ +3 =k
Dali

Nn
<ela Zn> = <617 Z Anip(xni)>

Ny
— Z }\ni<€1,P(Xni)>

No

= anih(xni)
i=1

D Anih(xni)

ieWy,
> Anih(k—1)
ieW,

> Bh(k—1)>0

WV

WV

onde na ultima desigualdade usamos a desigualdade de (D.2) e na ante-peniltima desigual-
dade usamos o fato de que h(x) := exp(—100x3) é uma funcao positivos e estritamente
decrescente (onde usamos também o fato de que xn; < |[Xni] +1 < k—2+1=%k—1
combinado com h ser estritamente decrescente). Mostrando que (e, z,) > 0, e logo, pela

definicao de H, resulta que z nao pode pertence a H, o que contradiz o fato de que z € H.
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Provando assim o lema. O

Podemos resumir a idéia da demonstracao do lema acima através do seguinte esquema:

HNK = HNKN¢
= HNK(Span(e;)U(Span(e;)))

= (HNKNSpan(e))UHNKN (Span(ey))®).

Onde o Caso 1 corresponde a HN KN Span(e;) = {0} e o Caso 2 corresponde a
HNK(Span(e;))c = 0.

Dessa forma vale HN K = {0}.

Por fim, note que o fato do Caso 2 corresponder ao vazio, significa que o Caso 2

nunca ocorre.
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