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Resumo

Neste trabalho estudaremos a existéncia e unicidade de solugoes do problema rela-

cionado com o modelo de Kirchho-Carrier para pequenas deformagoes de uma membrana
u” + M([lul’)Au+ F(u) + Au’ =0,

quando M é nao degenerada, e A, F sao operadores. Além disso, obtemos o comporta-

mento assintética, como t — oo, de uma solugao em um caso concreto.



Abstract

In this work study existence and uniqueness of solutions to the abstract framework

related to Kirchhoff-Carrier model for small deformations of a membrane
u” + M([lul’)Au+ F(u) + Au’ =0,

when is degenetated or not and A, F are operators. Furthemore, we obtain the asymptotic

behavior, as t — oo, of solution in a concrete case.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Introducao

Durante os ultimos anos muitos matematicos vem estudando diversos aspectos asso-

ciados ao seguinte problema misto:

u”(t) — M([l u(t) [P)Au(t) =0 em Q = Q x (0, T),
u=0sobre ' =0Q x (0,T), (1.1)

u(0) = ug, w'(0) =u; em Q,

onde ' significa derivada temporal, M uma funcao real, QO é um conjunto aberto limitado
do R™ com a fronteira 0Q) suave e T um nimero real positivo.

Fisicamente, a equacao (1.1); descreve pequenas deformacoes de uma membrana, a
qual foi deduzida por Kirchhoff [7]. A equacao (1.1); fornece uma descrigdo mais precisa
a elasticidades do material do que a equagao de ondas classicas u; — Au = 0.

O primeiro resultado sobre existéncia de solugoes a cerca de (1.1) foi obtido por
Bernstein [2] no caso unidimensional com M satisfazendo a hipdtese ndo degenerada,
M(A) = my > 0.

Neste trabalho, consideremos também esta hipdtese, precisamente supoe-se:
M € CY([0, 00);R) tal que M(A) = my > 0, para todo A > 0. (1.2)

Dickey [6] também investigou a existéncia e singularidade da solugao para (1.1) quando
n = 1. Pohozhaev [19] estudou um caso mais geral para o problema, considerando os dados
iniciais em uma classe especial. Para mais referéncias relacionadas com o problema nao

linear (1.1), os leitores poderao consultar Medeiros ([11], [12]) e referéncias nele contidas.

1



Capitulo 1. Introducao 2

Nesta dissertacao iremos discutir a existéncia, unicidade e o comportamento assintético,

de solucao para t — oo, do problema:

u”(t) + M(J] w(t) IP)Au(t) + Fu(t)) + Au/(t) =0 em H, (1.3)
u(0) = up, w'(0) =y, '

onde H é um espaco de Hilbert real, A e F sdo operadores. A formulagao (1.3), para F e
A nulas, pode ser encontrado em Lions [10], que propos vérias perguntas sobre este tipo
de equagao nao linear.

Aqui iremos investigar a existéncia e unicidade de solugoes forte e fraca globais para o

problema (1.3) com M sendo nao-degenerada conforme (1.2). O caso concreto de (1.3) é:

U (1) — M| u(t) [P)Au(t) + g(u(t)) — Au(t) =0 em Q,
u = 0 sobre T, (1.4)

u(0) =up, u(0) =u; em Q,
onde g é uma funcao real C!(R) satisfazendo as seguintes hipSteses:

1 g(t) —g(s) IS Co(1+ [t P +[s P [t—s] VtseR,

n (1.5)
Co>0, 1<p< 2sen23ep>1senzloun:2,
e existe C; > 0 tal que Cysg(s) > G(s) > 0, para todo s € R, onde
Gls) = | gltat, (1.6)
0

onde-se obtem o decaimento exponencial para a energia do sistema (1.4) definida por

E(t) = 1[|u'(t) (e ) +2

G(u(x, t))dx} , (1.7)
2 Q

onde M(A) = JA M(s)ds.

Para um cago particular da funcao degenerada, M(A) = A%, podemos citar o trabalho
de Ono [18], onde o autor estudou a existéncia de solugoes fracas globais e decaimento
polinomial de solugoes (com t — oo) do sistema (1.4) com g(u) = u [*. Além disso,
analisamos o comportamento assintotico, quando t — oo, das solucgoes fracas associada
ao problema concreto (1.4). Precisamente, vamos mostrar que a energia (1.7) tem al-
gumas propriedades de decaimento. E importante salientar que, para o comportamento

assintdtico, em geral, a propriedade de decaimento de solugoes para (1.3) nao pode ser

esperado para uma funcdo arbitraria M (ver, por exemplo, [17]). No entanto, podemos
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provar as propriedades de decaimento das solugoes para (1.3) com M(A) =A%, s > 0.

Para alcancar nossos objetivos, organizamos esta dissertacao da seguinte maneira. No
capitulo 2, sera apresentado varias defini¢oes e resultados basicos necessarios para o per-
feito entendimento do capitulo 3. Alguns dos resultados sao provados e outros apenas in-
dicamos onde encontra-los. No capitulo 3, provamos a existéncia e unicidade de solugoes
forte e fraca para (1.3) no caso onde M satisfaz (1.2). No capitulo 4 obtemos o de-
caimento exponencial da energia associada a solucao fraca do problema concreto (1.4).
Finalmente nos apéndices A e B veremos essencialmente o Teorema Espectral e sobre o

Prolongamento de Solugoes de Equagoes Diferenciais Ordinérias, respectivamente.



Capitulo 2

Resultados Basicos

Neste capitulo apresentaremos varios resultados bésicos e definigoes necessérias para

compreenc¢ao do nosso trabalho.

2.1 Preliminares

Definigao 1. A topologia fraca em E € a topologia o(E, E') gerada pelos funcionais
lineares em E', onde E' € o dual de E, ou seja, € a topologia menos fina em E na qual

todos os elementos de E' permanecem continuos.

Definigao 2. (Convergéncia Forte) Uma sequéncia (Wy)ven pertencente a um espago
normado E € dita fortemente convergente para o vetor u se, somente se,
luy —ullg = 0

A convergéncia forte em E serd representada por u, — u em E.

Definigao 3. (Convergéncia Fraca) Seja E uma espago de Banach e (Uy)ven uma
sequéncia em E. Entdo (uy) converge fracamente para w e denota-se por u, — u se, e

somente se, (@, uy) — (@, u) Vo € E'.

Defini¢ao 4. (Convergéncia Fraca Estrela) Seja E um espago de Banach, @ € E’
e (@v)ven uma sequéncia em E'. Diz-se que (@+)ven converge fraco estrela para u, e

denota-se; @, — @ se, e somente se, (@, u) — (@, u), Vu € E,

Proposigao 1. Seja E um espaco de Banach e (xn) uma sequéncia em E. Tem-se o0s

sequintes resultados:

I) Se xn, = x em o(E, E') entao (f, xn) — (f, x), Vf € E/;

4
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II) Se x, — x fortemente entdao x, — x fracamente para o(E, E’);
II1) Se x, — x fracamente para o(E, E'), entdo ||xn|| € limitada e ||x|| < liminf ||xn||;
IV) Se x, — x fracamente para o(E, ') e se f, — f fortemente em €' ( isto é,

|[fn —fller = 0), entao (fn, xn) — (f, x).
Demonstragao: Ver [3] n

Teorema 1. Seja E um espaco de Banach separdvel e seja (fn,) uma sequéncia limitada

em E'. Entao existe uma subsequéncia (fy,) que converge na topologia o(E’, E).

Demonstragao: Ver [3] u

Denotamos por L'(Q) ao espaco das funcoes f : O — R mensurdveis e integraveis.
Definicao 5. Sejap € R com 1 < p < oo. O espago LP(Q) € definido da sequinte forma:

LP(Q)={f: Q — R; com f mensurdvel e |f|P € L'(Q)}.

T

Dado f € LP(Q), definimos a norma em LP(Q) como: ||f||Lr(q) = (JQ !f(x)|pdx)
Definigao 6. O espaco L>(Q) € definido da sequinte forma:

L®(Q) ={f: Q = R; com f mensurdavel e existec > 0 tal que |f| < c quase sempre em Q}.
Se f € L*(Q), temos a norma:

|f]lLe () = {If(x)] < ¢ quase sempre em Q} = sup ess|f(x)|.
xeQ

Teorema 2. (Desigualdade de Hélder) Sejam Q um aberto limitado, 1 < p < o0 e

1 1 .
1—)+a =1. Sef e LP(Q) eg € LI(Q), entdo fg € L'(Q) e ||fglL1(a) < Ifllra)llgllLaia)-

Demonstragao: Ver [3] u

Teorema 3. (Desigualdade de Gronwall ) Seja C = 0 uma constante real e u > 0 uma
funcao integravel em (s, T) quase sempre e @ : (s, T) — R uma func¢ao continua e nao

negativa, tal que
-

olt) < C+J WE)@(E) dE, Vi e [s, Tl.

S
Entao,

@(t) < Celiv®HE vt ¢ [s T].
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t

Demonstracao: Seja \(t) = C +J u(é)e(&)dé. Entao @(t) < P(t) Vte [s, T].

S
Dai, diferenciando a ultima inequacao temos,

%(t) = u(t)o(t) < u(thd(t) = ut)e(t) —u(thp(t) <0, qs. em (0,T).
Assim,
%(tl)(t)eﬁ”“)da) - Cil—lf(t)eﬁ““)dE —P(t)u(t)e fsuEas
= (u(t)p(t) —u(thp(t))e W EE <o g (s,T).
Logo

Integrando obtemos
W(t)e [ uEIAE < € oup(t) < Celsu(E)de,

Como @(t) < P(t), Yt € [s,T], entdo @(t) < Celsw(&d& v ¢ s, T).
Portanto,

@(t) < Celsw(®de v ¢ [5 T].
|

Para enunciarmos o proximo resultado vamos precisar de algumas definigoes.

Definicao 7. Sejam M, N espacos métricos e E um conjunto de aplicagoes f: M — N.
O conjunto E diz-se equicontinuo no ponto a € M quando, para todo € > 0, existe & > 0
tal que d(x,a) < & implica d(f(x),f(a)) < €, seja qual for £ € E. Um conjunto E de
aplicacoes f : M — N diz-se equicontinuo quando € equicontinuo em todos os pontos de

M.

Definicao 8. Dado o espaco de Banach X e um numero real T > 0, denotamos por
LP(0,T;X), 1 < p < o0, 0 espago das fungies w : (0, T) — X que sao mensurdveis a
Lebesque e tais que a aplicagao t — ||u(t)||x definida quase sempre em (0,T), estd em
LP(0,T). O espaco LP(0,T;X) € munido da sequinte norma:

T

1
s = (| (01§07 para 0 < p < oo
0

[Ulreo(o,1:x) = sup ess|u(t)||x.
tE[O,T)
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Teorema 4. Sejam X e Y espacos de Banach tais que X € reflexivo, X — Y e X denso

emY. Seuec LY0,T;X) eu’ € L0, T;Y), entio u € C([0,T];Y).
Demonstracao: Ver [14]. n

Teorema 5. (Ascoli—Arzeld) Seja E C C(K, N) ={f:K —= N; f € continua}, onde K e
N sao espagos métricos sendo, K compacto. A fim de que E seja relativamente compacto
em C(K, N), € necessario e suficiente que:

I) E seja equicontinuo;

II) Para cada x € K, o conjunto E(x) ={f(x); f € B} seja relativamente compacto em N,

isto €, toda sequéncia de E admite uma subsequéncia que converge forte em C(K, N).
Demonstracao: Ver [§]. n

Teorema 6. (Teorema da representacao de Riesz-Fréchet) Seja H um espago de
Hilbert com dual H', dada ¢ € H’ existe um inico f € H, tal que @(v) = (f,v) Vv e H

e verifica-se || f |[u=ll @ |ln.

Demonstragao: Ver [1]. |

Definicao 9. Sejam X, Y dois espagos de Banach e suponha X C Y. Diz-se que X estd

mmerso continuamente em Y se a aplicagao inclusao
1:X=Y, i(x) =%, Vx € X,

€ continua.

Isto equivale a dizer que existe C > 0 tal que:
Ixlly < Clix[lx, Vx €X,

onde C € a constante de imersao. FEste fato é simbolizado por X — Y. Se X =Y e X é
denso em Y, diz-se que X estd imerso, continua e densamente em Y com a topologia de
Y. Se a aplicagao inclusao for continua e compacta, diz-se que X estd imerso continuo e

compactamente em Y. Denota-se: X Sy,

Observagao 1. Se a imersao V C H ¢é continua, densa e compacta, indentificando H
com H’, temos a inclusao V. C H C V'. De fato, como H € um espaco de Hilbert, tem-se

pelo teorema da represenracdao de Riesz, que H pode ser identificado com H'.
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Definamos a aplicagao T : H — V da sequinte forma,
(Tf,v)yrv = (f,v) Vf € H, VveV.
i) T € claramente linear
i) ||Tf[lv: = ||(f,V)[[v: < |VlvIflu = CIflu Vf € H. Logo T ¢é limitada e, portanto
continua.
1) T € injetiva, pois T =0 = (f,v) = 0Vv € V. Como V ¢é denso em H temos que
(f,v) =0, Vv € H, dai obtemos que f = 0. Portanto, T € injetiva.
w) T(H) € denso em V'. De fato, seja h € V" =V tal que (Tf,h) = 0Vf € H, entdo

(f,h) =0VfeH, logo h=0, portanto T(H) = V.
Consideremos o retangulo R = {(t, x) € R™"!; [t—t¢] < a, [x—xo| < b}, a >0, b > 0.

Teorema 7. (Carathéodory) Seja f: R — R™ que satisfaz as condigoes de Carathéodory

sobre R, entao existe uma solugdo x(t) de (2) sobre algum intervalo [t —to| < B, f > 0.

Coroldrio 1. Seja D aberto de R e f satisfazendo as condicoes de carathéodory sobre

D, entdao o problema (2) tem solucao para qualquer (tg, xo) € D.
Para mais detalhes sobre esse teorema consulte o apéndice B desta dissertacao.

Teorema 8. (Aubin-Lions): Sejam X, B, Y espcaos de Banach, X reflexivo e
XS B, Suponhamos que (Un)neN Seja uma sequéncia uniformemente limitada em
LP(0,T;X) tal que (%un)nelN seja limitada em LP(0,T;Y) para algum p > 1. Entdo

existe uma subsequéncia de (Un)new que converge fortemente em L2(0,T; B).

Demonstragao: Ver [4] |



Capitulo 3

Uma Membrana Elastica com

Amortecimento

Neste capitulo iremos estabelecer o principal resultado desta dissertacao, que é a ex-

isténcia e unicidade de solucoes fortes e fracas para o seguinte problema nao linear:

u”(t) + M(]| u(t) [HAu(t) + F(u(t)) + Au'(t) =0 em H, (3.1)
u(0) =ug, W (0) =u,.
Para isto, faremos as seguintes notacoes e hipoteses:
Consideramos H um espaco de Hilbert real com produto interno e norma denotada por

(.,.) e| . |, respectivamente. Vamos considerar A : D(A) — H um operador linear e

auto-adjunto com dominio D(A) denso em H e satisfazendo a condicao:
e Existe uma constante Cy > 0 tal que (Au,u) > Co|u|* para todo u € D(A). (3.2)

Aqui usaremos o produto interno ((u,v)) = (Azu, Azv). Vemos que este produto interno
faz sentido, pois por (3.2) A é positivo, portanto da Teoria Espectral, existe uma raiz
quadrada que também é positiva, (veja apéndice A). Logo faz sentido considerar o espago
de Hilbert V = D(A), equipado com o produto interno ((u,v)) = (Azu, Azv) e norma
|l v ||=| AZv |. Assumimos que a imersao V C H é continua, densa e compacta. Se
identificarmos H com o seu dual H’, obtemos as inclusoes continuas e densas V. C H C V'.
Vamos considerar uma aplicagao continua F: V — H satisfazendo as seguintes condigoes:
e Para cada constante C > 0 existe uma constante & > 0 tal que se ||u||[< Cellv]|<C

entao
| F(u) — F(v) < a¢ [ u—v |, para todo u, v €V, isto é, F é lipschitziana. (3.3)

9
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e Existem constantes kg > 0 e n > 0 tal que para todo t > 0 tem-se a seguinte desigual-
dade:

Jt(F(u(s)),u'(s))ds > —ko || w(0) |7, para todo u € C'([0,00); V). (3.4)
0

e Para cada v € D(A) temos
F(v) € V. (3.5)

e Para cada C > 0 existe 3. > 0 tal que
se |l u|l< Centdao | ((F(u),v)) < Be | Aull|v||, para todov € V. (3.6)
e Para cada C > 0 existe vy, tal que
se |Au|< Centao || F(u) 1< ve. (3.7)
Aqui e no que segue C denotara varias constantes positivas.

Teorema 9. Suponhamos (ug,u;) € D(A) X V e que os operadores A e F satisfazem as
condicoes (3.2) — (3.7) e M uma funcao real ndo degenerada. FEntdo existe uma unica

fungao u: [0, T] — H satisfazendo:

u e C°([0,T]; D(A)) N CH([0, TI; V), (3.8)

(u(t), u'(t), Fu(t))) € D(A) x D(A) x V, (3.9)

uw +Aue CH0,TIEH) e (W +Au) =u” + Au/, (3.10)
u” € 130, T; H), (3.11)

u” 4+ M(JJulHAu+ F(u) + Au’ =0 em L0, T; H), (3.12)
u(0) =ug e W (0) =u,. (3.13)

Para demonstrarmos a existéncia de solugoes usaremos o Método de Faedo-Galerkin,
seguindo as seguites etapas:
i) Existéncia de solugoes aproximadas;
ii) Estimativas das solugbes aproximadas;
iii) Limite das solugoes aproximadas;
Além disso, provaremos:
iv) Verificagao das condigoes iniciais;

v) Unicidade de soluges.
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3.1 Existéncia de solucoes aproximadas

Das hipodteses sobre o operador A, podemos garantir, via teorema Espectral, a ex-
isténcia de uma seqiiéncia de autovetores {w, }yen € seus respectivos autovalores {Ay }yen
tal que

O0<A <A <A3<... <A, <. com lim(Ay) =00 (3.14)

Vo0
e {wy }ven é um conjunto ortonormal completo em H e ortogonal completo em V.

Para obtensao das soluc¢oes aproximadas, vamos utilizar o método de Galerkin, o qual
consiste em encontrar Uy, (t) solugdes aproximadas do problema (3.1) em V,,, onde
Vin = Wy, ...,wy] é o0 espaco gerado pelos m primeiros vetores de {wy}yen, a qual é

definida por
m
um(t) - Z f)’m(t)wja
j=1
onde fjm, sao fungoes encontradas como solugoes do seguinte sistema de equagoes diferen-
ciais ordinarias:

(um (8), W) + Ml wm (£) [P) (Aum (), W) + (Fum (1)), w) + (Aug (1), w) =0 YW € Viy,

m m
n
Un(0) = upm = Z a;w; — U fortemente em D(A),
j=1
n

ul (0) =um = Z bjw; — u, fortemente em V.

j=1

(3.15)
O sistema aproximado (3.15) possui solugoes u,, definidas em [0, t,;), essas solugdes sdo

obtidas por meio do Teorema de Carathéodory. De fato temos:
m

(uf (1), w;) = Z 1, (0 (Wi, wy), (A (t Z fim (DA (Wi, wy), (Au, (1), w;)
Z WMW]) LLOm,W) Z Wiij) € ulmij Zf Wiawj)
i=1 i=
araj =1,...,m. Dal o sistema (3.15) p ode ser escrito da seguinte forma

D (Wi, i)+ MU (6 1) D i (DA (Wi, W)
— i=1
+(F(um +Zf Ai(wi, wi) =0
(3.16)

Zfim(o)(wi,wj) — (ug, wj) fortemente em D(A),

Z f{m(o)(wi,wj) — (uy, w;) fortemente em V.
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Consideremos as seguintes matrizes:

m

Ay = [(Wi, Wj)lmxm; Bij = Ai(wi, wy)l; Ci(t) = [(F(Zfim(t)wi>7wj)}mxl;

i=1
Y(t) = [flm(t); f2m(t)a e 7fmm(t)];[n><1; Y(O) — [flm(o)a f2m(0)a e 7fmm(0)];[n><17
Y't) = [fln(b), formn(t), - Frm (Blhsrs Y7(1) = [ (1), forn (1), s frm (D)5

e Y'(0) = [f],,(0), f5,.(0), -, £/ . (0)]% ., e substituindo em (3.16) obtemos

y'mm

Ay Y"(t) + M um(t) 1By Y () + Ci(t) + By Y'(t) =0
Yom = Ay Y(0) (3.17)
Ylm == AUY/(O)

Afirmamos que a matriz Ay é invertivel.
m

De fato, consideramos a,, = E oGwj e o0 = (&g, -+, xm)" tal que Ajjoe = 0, entao

j=1
m m

Z(wi,wj)oq =0 < (Zwioq,wj) = 0. Multiplicando a dltima equagdo por o e
i1 i=1

somando em j, j =1,---, m temos; (Z oWy, Z Wj) =0 (am, am) =0
i1 i—1

& ICLm!%2 =0« a, = 0em V, qs. Logo Zociwi =0 o4 = 0, pois 0s w; sao
i=1
L.I para todo i =1,---,m,. Assim, temos que Ajjax =0 & o =0 < Ker(Ay )—{O}

Portanto a matriz Ayj € invertivel.
Denotando (Ay;) = A, (By) = B, (Ci(t)) = C(t) obtemos, apés multiplicar (3.17)
por A~1, que:

Y7(t) + (A7'B)Y/(t) + (AT BM(ll um(t) ) Y(t) + A7IC(t) =
Yom = AY(0) (3.18)
Yim = AY’(0).
Tomando Y’(t) = Z(t), temos Y (t) = Z'(t). E podemos escrever (3.18) como:
Z' = G(t,Z(t))
Z(0) =Y'(0).

(3.19)

onde G(t, Z(t)) = —(A~'BM([[un ()[2)Y(t) — A"1C(t) — (A~'B)Y'(t).

Verificaremos agora que G(t,Z(t)) estd nas condi¢oes de Carathéodory. De fato, seja

R={(t,z) e [0, T] xR™ 0<t<aq,|z—2z) <b, com a,b >0}
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1) G(t,Z(t)) é mensuravel em t para cada z fixo.

De fato, como Y(t) = [fim, * , fmml b xms C(t) = [(F(Zfim(t)wi),wj)}mxl e Wi nao
dependente de t e fi;, sao mensuraveis, pois fi, sao éﬁ’érenciéweis e F é continua, dai
temos que G(t, Z(t)) é mensuravel.

2) Da linearidade de G(t, Z), para cada t fixado, temos a continuidade de G(t, Z).

3) Como G(t,Z) é uniformimente continua em R temos que G é limitada em cada com-
pacto onde G estd definida, ou seja, existe uma funcao constante que limita F(t,Z) em
cada compacto onde F estd definida.

Dai temos que G(t, Z) satisfaz as condi¢oes do Teorema de Carathéodory. Portanto, pelo
Teorema de Carathéodory, para cada m o sistema (3.19) possui uma solugao no intervalo
[0,tm), tm < T, e consequentimente o sistema (3.15) tem solucao definida sobre um de-
terminado intervalo [0, t,,,), para t,, < T.

Esta solugao pode ser estendida para o intervalo inteiro [0, T] usando a primeira estimativa

a ser provado no seguinte passo.

3.2 Estimativas a Priori das solucoes aproximadas

3.2.1 1 - Estimativa a priori

Tomando w = u/, (t) em (3.15);, temos

(um (8), ufn (1)) + MU wm () [P) (Aum (1), ur, (1))
+(Flum (1)), up (1) 4+ (Aug, (t),u'(t)) =0

U (0) = Ugm = Z a;w; — Uy fortemente em D(A), (3.20)
j=1

n
uw (0) =uim = Z bjw; — u, fortemente em V.
j=1

dai segue-se que

DO | —
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pois temos
1d — A
——(un, (1), un (1) = (um(t),ul,(t)), e sendo M(A) J M(s)ds obtemos
2dt 0
1d— ,
SRt (01) = Mt (O1) 5 - (]2 = Mt (D) (1 (0, 0 (1))
= M(J[um (O)]?) (Aum(t),u' (1)) e Jun, (1)]]* = (ui, (1), up (1) = (Au, (t),ul, (1).
Assim temos,
ra {ru (P + ﬂ(uum(t)u?ﬂ O = ()b (1), (3.21)
. A
onde M(A) :J M(s)ds.
Integrando (3.201) de 0 a t < ty, e usando (3.4) obtemos
S = SRt OF + SM(ult) ) = SM(I)) + | uiu(s)]ds
0

ou

[lu(t)
! (0P + J

0
— [l () + M (J[u(0)2) — 2[0 (F(um(s)), 1l () ds

= o+ M(fuom)[2) — 2]0 (Flum(s)), 1, (5))) ds.

1
Como J F(u(s),u'(s))ds = —ko|[u(0)||* temos
0

1
—2J' F(wm(s), ur(s))ds < 2Ko|[wm (0)[|* = 2Ko || uom [|*-
0

Logo obtemos:

”um(t)
! (0 +j

0

112

t
M(s)ds + ZJ [l (5)]2ds < gl + M(J[uom %) + 2Kotom |-

[ (62

Como M(A) >0 VA > 0, segue-se que J M(s)ds > 0, e das convergéncias:
0

Uom — Ug, Uim — Up forte, obtemos: |u1m|2 + /T\/\l(HuOmHQ) + 2](.0||'l,l,0‘mHu

Logo temos que

lum ()]12

t t
! () +2J I (s)2ds < bl (1)1 +J M(s)ds +2J ! (s)2ds < C.
0 0 0
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ou seja

t
hul () —|—J lu! (s)||*ds < C, (3.22)
0
onde C > 0, independente de m e t.
Como
%Hum(t)ﬂ2 = 2((up (1), um(t)))

obtemos apos integrar de 0 a t < t,, que:

WﬂUW—WmWZL%@%MﬂmM»“<LUWM9W+WMMW“

uumum2<uu%m2+j)mumunf+nugum%ds (3.23)

De (3.22) temos que;
t
| hetsypas < e
0

logo de (3.23) e da convergéncia Uy, — Uy em V = D(A) temos que
t
(O < €+ | um(s) s
0

Logo pela desigualdade de Gronwall, podemos deduzir que existe uma constante C > 0,

independente de m e t, tal que

!/ (1) < Celun(t)]* < C Vtelo,T], (3.24)

m

Portanto pelo corolario do Teorema de Carathéodory u,,(t) pode ser prolongada para

todo t € [0, T] e para qualquer T > 0.

3.2.2 1II - Estimativa a priori

Fazendo w = Au, (t) em (3.15); obtemos
(um (1), Aum (1) + M ([[um(O)]%) (Aum(t), Aup(t))

+(Flum (1)), Aum(t)) + (Aur,(t), Aum(t)) =0, ou
(upm (), Aum(t)) + M([[um (D) AU (0P + (F(um(t)), Aum(t))

+(Aul, (1), Aum(t)) = 0.
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Note que

& (1), A1) = (WA, A () + (f (1), Ay (1)

e (Wi (t), Aul (1)) = (AZul (t), AZul (1)) = [[u'(t)]|? temos que

m

(wm (1), Aum(t)) =

ml(

(ur (1), Aum(t)) — [lu'(t)].
Logo temos

d |, 1d
a(um(t), Al (1)) — [Jul, (V)] + EalAum( ) + M<||um(t)|l2) At (1)

+(F(um(t)), Aun(t)) =0.

Integrando a equac@o acima de 0 a t < T e usando (3.5), obtemos

(ur, (1), A (1)) — (U, (0), A (0)) — JO [u'(s)||*ds + %!Aum(t)P — %]Aum(O)F
+J M (|1 (s)]]?)[Aum(s)*ds +J (Flum(s)), Aum(s))ds =0
0 0
= %|Aum(t)|2 + L M ([[wm (8)[I)IAUm ()P ds < [(wp, (1), At ()] + [(Wim, Algm)]

+%|Au0m|2+J lu'(s)]|*ds + J (Flum(s)), Aum(s))ds|,
0 0

Como F(v) € V temos:
[(F(um (1), Atm ()] = [(A2F(in (1)), A2tum ()] = [((F(wm (1), wm (1))l
Assim obtemos:

1 t 1
§!Aum(t)!2 - J M(Hum(S)H?) IAum(s))*ds < [(Alom, Wim)| + §!Au0ml2
0

t

H (A (1), wg ()] + L [ur (s)]|?ds + L [((Flum(s)), um(s)))lds. (3.25)

Da hipétese (3.6) e de (3.24) temos

[(F(um(s)), wm ()] < BelAtm(s)l[im(s)[| = BelAum(s).

Logo de (3.25) temos

t

Aum (0P + 2J

M(IIum(S)IIQ) At (s)ds < 2JAUgm| [Wim| + [Atgm[?
0

t

1 t
+§|Aum(t)|2 + ! (1) +2J Hu{n(s)szs+2BcJ' |AUn (s)*ds. (3.26)
0 0
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Como Uym — Ug forte em V, wym — wy forte em V, [[un, (t)? < C:
2 1 2
2’Au0m’ ’u1m| + |Au0m| < C € §|Aum(t)| < C

Assim, de (3.26) obtemos, usando (3.22) que:

t

IAum(t)I2—|—4LM(||um(s)||2)|Aum( )|*ds < C+ 4P, J |Al () ds.

Portanto, aplicando a desigualdade de Gronwall na estimativa acima, segue-se que

[Aun, (t)] < C, para todo m € N, para todo t € [0, T]. (3.27)

3.2.3 1III - Estimativa a priori

Tomando w = Au;, (t), em (3.15); obtemos
(U (1), Aug (1)) + M(J[um(1)[17) (Aum (), Aug (1) + (Flum (1)), Aug, (1)

+(Aul, (1), Aul (t)) = 0.

Como 5%”%&)”2 = %%((Aw’ (1), AZup (1)) = ((A2uy(t), A2up ()
= ((um (1), Ay, (1))
Entao,
1d 9 9
2 (O] + M (6)])5 5 i (1)
+(Flum (1), Aup, (1) + [Au, (1) = 0. (3.28)
Ou %%Hu;(t)nuwn U ()] mmum( )|2+(F(um(t)),Au;l(t))+|Au;1(t)|2
i %%(M(Hum( ) At (67 = SM (it (& H) et (P A (1)

=M ([[um () [I7) ((wiy (1), wm(£))Aum (D),

ou seja,
1d
2dt
= M (Jltm (D) Awm ()P ((wm (), wry (£)) = (Flum (1)), Auy, (1),

[ (O + M ([ (D) AU (D) | + Ay, (1)

Como M € Cl([O, 00); R) e [[um(t)]]? < C temos que

M’(|lum (t)?)] < C, para todo m € N e para todo t € [0, T]. (3.29)
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Sabemos que: se v € D(A) entao F(v) € V, e se ||u|| < C entao !((F(u), v)) < BelAu]|v||

Vv e V. Logo temos:

|(Fum (t), Aup, (1)] < BelAum (D[[|Aur, ()] = BelAwm ()]Jur, (1)]]

< Eeppuntvf + B, 012, ou seia
|(Flum (), Aug, (1))l < BCIA m(t)* + BCH up, (V] (3.30)
Substituindo (3.27), (3.29) e (3.30) em (3.28) obtemos
L R (O 4+ MO (V) At (O] + A (OF < Clum (O] i (1]
Bc|Aum( P+ BCH ur, (V)]1%. (3.31)

Integrando (3.31) de 0 a t < T, obtemos

i 1 + M (Jum (D) | Awm ()] —%[\Iu;(O)HQJrM(IIum )IP) A (0)F]

N | —

Be [*

t t
+J Al (s)]Pds < CJ lwm (s)[[fluwl (s)]]Pds + ==
0 0 2 Jo

t
A (s)Pds + 55 | uga(s) s
0

Dai,
r-t 1
[ (7 + M(J[um (8D Awm (0] + | AU (s)Pds < §y|u1mH2

JO

N | =

1 . t t . . t .
#5M o 1 Aton P+ 55 | Aum(s)Pds € | fuumls)lllu(s)1ds + 5 | uia(s)las
0 0

1 1 t t
< §Hu1mH2 + §M(Hu0m|!2)VAu0m12 + CJ [wm (s)]|*ds + CJ [ (s)]*ds + == Pe J At (s)]?
0 0

t t

A (s)Pds + 55 | ura(s) s
0

t t
+CJ lwm (s)]|*ds + CJ w! (s)||*ds + %J
0 0

0

Dai obtemos,

t
[ (O + M([[um (£ ) Awm (1)1 + 2J A, (s)Pds < [[wim | + M([[uom [[*)Atom/”
0

t

+Be JO Al (s)*ds + CJO im (s)[]?ds + CL [y, (s)]*ds. (3.32)

Das convergéncias Ugm, — Uy, Uim — Uy obtemos o seguinte: |[ugm| < C, [[uim]|| < C,
t

[wm (B)]]? < C,Jul, (1) +J [l (s)]?ds < C e |Aun(t) < C.
0

Dai segue-se que

t t t
i (0 + | A (s)Pds < K +&c+cj m(s) s + C | iy (5) s
0 0
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L Be

+be J At (s)ds.

Dai temos que:

t
Il (1) +J AW’ (s)Pds < C (3.33)
0

onde C = C(T) > 0 é uma constante independente de m.

3.2.4 1V - Estimativa a priori

Tomando w = u’. (t) em (3.15); obtemos
(Wl (1), i (1) 4+ M ([t (D)]1) (At (1), W (£))+(Ftm (1)), 1in (1) (Arg, (1), wih (1)) = 0.
Dali,

[ ()7 = =M (|[um (D) (Awm (t), wi (£) = (Flum(t), wi () — (Auf (1), up(t).

Dai [y (1) < M([[um (D)) (Awm (1), 1y (1)) + (Flum (1)), uf (1) + (Aug, (1), up(t)

ou ainda

fur (OF < M([lwm (02 1Awm ()] g (O] + [F(um (8)] e, (8] 4 [Aw, (01w, (1)

Como M € C'([0,00);R), e vimos que [Jul,(t)]] < C, temos que M([lum(t)]?) < C,
assim temos [uly (t)| < ClAum ()] + [Flum (1)) + [Aul (t)]. Temos que [Aun,(t)] < Ce
se |Au| < C entao ||[F(u)|| < ve, daf tém-se, [Auy, (t)] + [|[F(um(t))]| < C

= [u/ (t)] < ClAuy, ()] + [Flum(t))] + [Aul, ()|, dai podemos deduzir que existe uma

constante C > 0 tal que
w” (1) < C+[Aul (1) ou [u/ (t)]* < 2(C*+ |Aul (H)P). (3.34)
Integrando (3.34) de 0 a t < T, temos

t t t
J [ (s)]2ds < QJ (C? +]Au. (s)]*)ds de (3.33) temos J A/ (s)]* < C. Assim,
0 0 0

t
J [u” (s)Pds < C(T), onde C(T) > 0 independe de m. (3.35)
0
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3.2.5 V - Estimativa a priori

Finalmente de (3.15); obtemos

(U (1) + A, (£), W) + M([[m ()[*) (At (1), W) + (F(um (1)), w) = 0

e tomando w = u/ (t) + Au/ (t), segue-se que

(um () + Aug, (1), ug (1) + Aug (1) + M([lum (O] (Aum (1), uin () + Aug, (1))

+(Flum (1)), wn (t) + A, (1) = 0, dai, hup () + Aug, (2)
M([[tm (O] (At (1), win (1) + Al () + (Flum (1), upn (1) + Auy (1) = 0.
Daf temos que
(1) + Aug (0P < (Jugn (8) + Aug ()] 4+ M([[um (8) 2 Atm (1)) [ gy, (£) + Aug, (t)]

HF(wm (1)) g (1) + Aug (2]
ou seja, fuy, (t) + Aug, (t)* < Cluy (1) + Auy, ()]
HF(wm ()] g, (8) + Aug ()] = hug () + Aug ()] < ClAWR ()] + [Flum (1))

De (3.7) e de (3.27) obtemos que:

luy, (t) + Aug (1) < C, (3.36)

m m

com C > 0 independente de m e t.

3.3 Passagem ao limite

Das estimativas (3.27), (3.33), (3.35) e (3.36), temos que:

(Uy) é limitada em L*°(0, T; D(A)), (3.37)
(uy,) é limitada em L*(0, T; V), (3.38)
(W) é limitada em L*(0, T; H), (3.39)
(Aul) é limitada em L*(0, T; H), (3.40)

(uy, + Aul,) é limitada em L*(0, T; H). (3.41)
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Das limitagoes (3.37)-(3.41) e pela desigualdade do valor médio obtemos, para t, s € [0, T],
U (t) — um (s)| < CJt —s|, para todo m € IN;

lum(t) —um(s)]| < Clt —s|, para todo m € IN;
e |(ul,(t) + Aum(t)) — (ur,(s) + Aun(s))] < Clt — s|, para todo m € IN.

Assim, usando o Teorema de Arzela-Ascoli e o Teorema 4, obtemos uma subsequéncia

(1) de () e 1w € C(0, T V) N L0, T: D(A)) tal que
ux — u fortemente em C°([0,T]; V), (3.42)

u;. + Au, — 1’ + Au fortemente em C°([0, T]; H). (3.43)

Do Teorema 1 e da estimativa (3.37) temos que existe uma subsequéncia (uy) de (uy,) e

ueL*0,T;D(A)) tal que
U = uwem L®(0, T;D(A)). (3.44)

Além disso, como |Jux|| < C e [Ju]| < C seque de (3.3) que [F(ux) — F(u)| < ac|ux — ul|

onde «. é uma constante positiva. Dai e de (3.42), temos que
F(ux) — F(u) fortemente em C°([0, T]; H). (3.45)

Também de (3.39)-(3.41), (3.42) e usando o fato que M € C!([0, 00); R), temos que

u;, — u’ fracamente em L*(0, T; D(A)), (3.46)
Au, — Au’ fracamente em L?([0, T]; H), (3.47)
w’ 4+ Aul — u” + Au’ fraco- x em L®([0, T]; D(A)), (3.48)
M(|[u (1)]|*) — M(|Ju(t)]|*) uniformemente am [0, T]. (3.49)

Precisamos obter a seguinte convergéncia:
Auy, — Au fortemente em C°([0, T]; H). (3.50)

Para isto, considere a fungao

|f]/k(t)’2 2
(1) = Jf ()2 =1, ...
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onde p(t) = M(||uk(t)\|2). Temos, derivando Gjk(t) em t,

/ 12 ! 2.,/
G/ (1) = 2fjk(t)fjk(t)p~k(2t) + 5 (07 g () N () (1),
) Uk(t) !

Fazendo w = wj na equacao aproximada (3.15); obtemos:
11 (6) 4 (DA e (t) 4+ F(wie(t), wy) + A (t) =0,

que, resolvendo para fjj (t) e substituindo na expressao de Gj’k(t) acima, obtemos:

[ (OPwme_fi(t)
T em 2 ()
(

[ = Ay (t) — (Fwic(t), wy)]. (3.51)

Usando (1.2), (3.14), (3.24), (3.25) e (3.28) nds obtemos de (3.51) que existe uma constante
C > 0 tal que:
1
fie(t) < CGe(t) + | (Flun(0) wy) |

integrando de 0 a T, e usando (3.7) e a desiguladade de Growall obtemos:

.
MO+ A2 f (b)) < C{Aj|bj|2+>\§|aj|2+7\jj |(Flwe (1), wy)[Pdt.  (3.52)
0

Denotando-se o lado direito de (3.52) por Sjk, temos usando (3.46) que:
T
Usando (3.43), (3.52) e (3.53), obtemos:
AZ[ (u(t), w;) [P < S5, Ve 0T, Vi (3.54)
Portanto, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue obtemos:

ZJ ’(F(U(t)LWj)‘ Ajdt :J ||F(u(t))||2dt.
j=1"0 0

Consequentemente, desde que (ug,u;) € D(A) x V, obtemos por (3.54) e pelo Teorema

Espectral (Vé Apéndice-A):

AP =3 A2[(ult),w;)]" < D Sj < oo, Ve lo,Tl. (3.55)
j=1 j

j=1

Além disso temos:

A (t) — Au(t)]” = 3 R2[fc(t) — (w(t), wy) |+ D 2| (ult), wy).
j=1 j=1
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Dai, de (3.43) e (3.55) obtemos a convergéncia
Auy, — Au fortemente em C°([0, T]; H).

Consequentemente, por (3.45), (3.49) e (3.50), fazendo k — oo em (3.15); obtemos
u! + Auy — —M(|[u]]*)Au — F(u) fortemente em CY([0, T]; H).
Combinando a dltima convergéncia com (3.48) obtemos
u” + M(||[u[>)Au+ F(u) + Au/ =0 em L2(0, T; H),
o que prova (3.12).

3.4 Verificacao dos dados iniciais

De (3.42), (3.46) e (3.48) tem-se que u € C°([0,T]; V) e u/ € C°([0, T]; H), conforme
Teorema 4. Logo faz sebtido calcular 1(0) e u’(0).
I) u(0) = uy.
Como ux — u em L*® (O, T, D(A)), isto significa que:

T

)
j (uk(t),cp(s))w(t)dwj (ult), o(s))(t)dt,

0 0
para toda ¢ € V' e para toda 1 € L'(0,T). Em particular, para p € D(0,T). Logo
tomando 1 = 0’ onde 0 € C([0,T]) com 0(0) =1 e O(T) = 0, teremos

T

N
L (uk(t), (p(s))G'(t)dt — L (u(t), (p(s))e’(t)dt. (3.56)

De (3.46) temos que

T

.
J (up(t), @(s))p(t)dt — J (u'(t), @(s))w(t)dt para toda @ € V' e para toda
0 0

P € LY(0,T). Em particular para {p = 0 € C([0, T]) onde 8(0) =1 e 0(T) = 0 obtemos

T T
J (u,’c(t),(p(s))e(t)dtéj (u'(t), @(s))B(t)dt. (3.57)

0 0

Somando (3.56) e (3.57) obtemos

T T

i
L (uk(t),cp(s)>e'(t)dt+L (u,z(t),cp(s))e(t)dwjo (u(t), (s))0'(t)dt
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Portanto,

Dai temos

(w(T), @(5))0(T) — (W (0), 9(5))0(0) — (w(T), @(s))0(T) — (u(0), @(s))0(0).

Como O(T) =0 e 0(0) = 1, entdo temos
(uk(0), @(s)) — (u(0), @(s)) para toda ¢ € V'

Assim temos que

we(0) — u(0) em D(A). (3.58)

Por outro lado, temos que

ur(0) = up em D(A). (3.59)

Logo de (3.58), (3.59) e pela unicidade do limite temos que
u(0) = uyg.

IT) u/'(0) = uy.
Temos que u) = u” em LOO([O,T]; D/(A)), logo,

T T
L (uy (1), @(s)b(t)dt — J (u”(t), @(s))(t)dt para todo ¢ € D(A)

0
e para todo 1P € C!([0,T]) com P(T) =0 e Pp(0) = 1. (3.60)

Como uf = u’ em Lz([O, T]; D’(A)), temos também que

.
J (up (1), @(s))’(t)dt %J (u'(t), @(s))W'(t)dt para todo @ € D(A)
0

e para todo P € CH([0,T]) com P(T) =0 e P(0) = 1. (3.61)

Somando (3.60) e (3.61) obtemos

T

T T
L <u’k’(t),cp(s)>1l)(t)dt+J0 (up (1), @(s)p'(t)dt — L (u”(t), @(s))(t)dt

]
+| el ia

T d
dondej L (w0, () w(0)dt - J (), ols)w(n)at
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Logo
(Ui (T), @(s))W(T) — (1l (0), @(s))W(0) = (W (T), @(s))W(T) — (u'(0), @(s) ) (0)
Como P(T) =0 e P(0) =1, entdo temos
(ui(0), @(s)) — (u'(0), @(s)) para toda ¢ € D(A).

Assim temos que

U (0) = u'(0) em D(A). (3.62)
Por outro lado, temos que

u (0) = uy em D(A). (3.63)

Logo de (3.62), (3.63) e pela unicidade do limite temos que

u(0) = u,.

3.5 Unicidade das Solucgoes

Para a unicidade, consideramos u e v solugoes do problema (1.3) nas condigoes do

Teorema 9. Entao w = u — v também satisfaz todas as condi¢oes do mesmo Teorema 9,

ou seja:

w e C°([0, TI; D(A)) N CH([0, TI; V),
(w(t),w’(t)) € D(A) x D(A),
w 4+ Aw e CH[0,TI; H) em (W' + Aw) =w" + Aw’,

w” € 12(0, T; H),

(3.64)
(3.65)
(3.66)

(3.67)

w” + M([lu(t)|H)Au — M(|[v(t)]|*)Av + F(u) — F(v) + Aw’ =0 em L*(0, T; H), (3.68)

w(0) =w'(0) = 0.
Fazendo o produto interno em H de (3.68) com w’(t), obtemos

1d

zdt! w (O + M([u®)[))[wt)[*| =—[w'(t)]?

M ([lu(t)]]?) ()W) [* +M([vD]1?) (Av(t), w'(t))
—M([lu(t) [P (Au(t), w'(t)) — (F(u) — F(v), w'(t)).

Como M € C!([0,00); R), obtemos por (3.8)

M (V) [1*) (Av(t), w' (1)) — M([[u(t)[?) (Au(t), w'(t))

(3.69)

(3.70)
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< Cl(Av(t),w'(1)) — (Au(t),w'(1))] < C(A(v—u),w'(t)) = C(A(—w),w’(1))

1

< C(AZw(t), AZw/ (1)) < C(W' ()P + [w(t)]?) (3.71)

M (u®)]*) (), w () w)[* < Cllw(b)]f*. (3.72)
Temos também, por (3.3), que
(F(w) = F(v),w'(t)) < C(lw'(1)|> + [lw(t)[|). (3.73)

Substituindo (3.71)-(3.73) em (3.70) deduzimos

1d

S rw’(t)P+M(Hu(t)H2)Hw(t)H2} < C(W/ ()P + [[w(t)|]*).

Itegrando a ultima inequagao de 0 a t < T, usando o fato de w(0) = w’(0) = 0 temos
WO + (O] < € [ (w5 + wls) s
Logo, pela desigualdade de Gronwall, obtemos que
w' (O + [[w(t)]* < 0.

Dai temos que ||w(t)]|*> = 0, ou seja, w(t) = 0 q.s. Portanto u = v q.s, provando a

unicidade da solucao.

3.6 Solucoes fracas

Aqui o objetivo é a obtencao de existéncia e unicidade de solucao fraca para o problema
(3.1), com menas regularidade sobre os dados iniciais. A solugdo correspondente serd

chamada fraca. Para isso, vamos considerar o seguinte resultado.

Teorema 10. Suponhamos que os dados (ug,uy) € VXH, M uma fun¢ao nao-degenerada
satisfazendo (3.1) e F um operador nas condicoes de (3.3)—(3.7). Entao existe uma unica

fungao u : [0, T] — H wverificando
(u,u) € L®(0, T; V) x [L*(0, T; H) N L*(0, T; V)], (3.74)

u” + M([lu(t)]?)Au+ F(u) + Au' =0 em L*(0,T; V'), (3.75)

u(0) =ug eu’(0) = uy. (3.76)
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Demonstragao: Pelo Teorema 9 segue-se que, para cada k € IN, o problema (3.1), com

dados iniciais (wgk, W) € D(A) x V, tem uma tnica solucao uy : [0, T] — H satisfazendo

. € C°([0, TI; D(A)) N CH([0, TI; V), (3.77)
((we (1), up(t), Flui (1)) € D(A) x D(A) x V, para todo t > 0, (3.78)
u, € 1%(0, T; H), (3.79)

W+ M([lw (1)) A + Flui) + Ay = 0 em L2(0, T; H). (3.80)

Tomando o produto interno em H de (3.80) com uy (t) obtemos
(W (), up (1) + Ml () [2) (A (8), ug (1) + (Flu (), u (8)) + (Aug (), ug () =0

e depois integrando de 0 a t < T, obtemos

1, ) [l (£) 12 T , ) 1, )
§|uk(t)| +JO M(s)ds+J0 |lur(s)]|°ds = §|uk(0)!

T

M) = | (Flusls)) wis) s
0

Logo de (3.4), segue-se que

t

M(s)ds + QJ ||u{<(s)||2ds < Jug® + /l\/\l(||u0k||2) + 2Kol|wor ||*-
0
(3.81)

llw (£) 117

(6P + J

0

Procedendo de uma maneira inteiramente analoga a estimativa I do Terorema 9 obtemos

hu(B)]* < C (3.82)

t
huy (1) 2 +J |uy(s)]|*ds < C, (3.83)
0

onde C > 0 é uma constante independente de k e t.
Das estimativas (3.82) e (3.83) obtemos a existéncia de uma subsequéncia de {uy}, ainda

denotada da por {uy}, tal que

U, — u fraco- x em L*(0,T; V), (3.84)
u, — u’ fraco- x em L*(0, T; H), (3.85)
u;. — u’ fracamente em (0, T; V). (3.86)

Segue-se por (3.84), (3.85) e do Teorema de Aubin-Lions que

ux — u fortemente em L2(0,T; V). (3.87)
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Desde que |J[ui(t)|| < C para todo k € IN, tem [|u(t)|| < C. Por (3.3) temos que
[Flui (1)) — F(u(t)P? < Chu(t) —u(t)]*.
Dai, segue-se que:

T

]
L F(we(t)) — F(u(0)Pdt < CL () — u(t)Pdt,

ou seja,

[F(we) — FwW[ez0,m1) < Cllue — w2071y

De (3.87) e da tultima inequacao obtemos que
F(uy) — F(u) fortemente em L%(0, T; H). (3.88)

Agora, analisamos a convergéncia do termo nao-linear M (|Jw(t)|?).

Para isso, consideramos a funcao ¢y (t) = [ (t)]|*>. Assim, por (3.82). temos
|d(t)] < C, para todo k € IN, para todo t € [0, T]. (3.89)
Para tq, ty € [0, T] temos, usando (3.82) e (3.89), que

[x(ts) — b (t2)] = [l (t) [ — fwic(t2) 1] < (Tt + () [) Fu(tn) — we(ta)]]

to
< 2C|lue(t) — we(t2) || < QCJ [ (s)]|ds < 2C|lw[[Lz(0,msv) [t — tal-
t1

Entao, podemos concluir por (3.83) que
[P (t1) — r(tz)l < Clty — tof, para todo k € IN. (3.90)

De (3.89), (3.90) e pelo Teorema de Arzela-Ascoli temos que existe uma funcao continua
¢ :[0,T] — R tal que
(3.67) lwe ()]|> = & (t) uniformemente em [0, T].

Desde que M € C([0,00); R), segue-se que
M(|[we(B)||*) = M(¢(t)) uniformemente em [0, T] (3.91)

Agora iremos mostrar que ¢(t) = |lu(t)|*

De fato, tomando vy, = ux — u, temos, por (3.84) — (3.86), que
(Vi) é limitada em L*(0,T; V), (3.92)

(vi.) é limitada em L®(0, T; H) N L*(0,T; V). (3.93)
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Subtraindo
u” + M(||(b(t)|]2)Au+ F(u) + Au' =0de u + T\/l(||v.k(t)||2)Au]<
+F(uy) + Auy, = 0 obtemos

wy — 1 + M(Jlw(t)]*) Awe = M ([l (1)) Au 4 Fuwi) — F(w) + Ay, — Au’ = 0 ou
u! —u” + M(flux()[I*) Aue — M(J[ux (£)[|*) Au 4+ M (Jur (£) ) Aw — M (|| (1) [|*) Au
+F(ux) — F(u) + Au, — Au’ =0, ou ainda
(ue —u)” + M(Ju(D)]?) Alux — u) + [M([[u(D)]]*) = M([|d(1)]]*)] Au
+F(u) — Fu) + Alu —u) =0,

dai obtemos:

Vil + Avi + M(|[we () |D)Avic + IM ([ (1) [|?) — M(d)]Au

+F(u) — F(w) =0 em L%(0,T; V'), (3.94)
i (0) = vor — 0 fortemente em V, (3.95)
vi.(0) = vy, — 0 fortemente em H. (3.96)

Tomando a dualidade (-, -)y/»y de (3.94) com vy € V, temos
(Vi (1), vie(1)) + (Avi (1), vie (1)) + M(JJuie (0)[|*) (Avie (1), vie (1))

+ Ml (D) = M(d(E)] (Au(t), vic(t)) + (F(vic(t)) — F(u(t)), vic[t)) = 0.
Dai temos que

S OL, () = MO + SO + M (0 vl

HM([[wc()[*) = MG (ENI(((t), vie(t) + (Flw(t)) — Flu(t)), vi(t)) = 0. (3.97)

Integrando (3.97) de 0 a t < T, obtemos:

t

(910 vel0) = (V£ 10),i(0]) = | Wl + 3 w02 = 5wl

0

t

+L M (Jlux(s)]1?) [[vic(s)]|*ds +J M (flue(0)]1%) = M(d(s))] ((wls), vi(s)))ds

0

+| (F(unls) = F(uts)) mufs))ds =0 ou
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1 1 t
§||Vk(t)||2 < §||V0k||2 + vikl vox| + Vi ()] [vie (L) ]| + L [vie(s)]|*ds

+sup M([lw (1)) J [vie(s)][*ds + sup [M([[we(t)][*) — M( ()] J [u(s)[| [[vi(s
[0,T] 0 [0,T] 0

t
= [ IFtuse) — Fluts)vels)as
0
Da hipétese (3.3), e sendo [[uk|] < C e |Jul]| < C tem-se
[Flw) — Fw)l < o flue —ull, o >0, C>0,
1
e usando a desigualdade elementar a3 < o + 162, obtemos que
/ / 2 1 2
Vi (OO < Vi (OF + 2l O]

Dai e de (3.98) obtemos

1 1 t
§||Vk(t)H2 < vorll? + ikl vox| + i (8P + Z|‘Vk(t)|l2 + J [vic(s)]|*ds
0

+sup M(Huk(t)HQ)J HVk(S)HQdSJrJ sup [M([luk(t)*) — M (t)[[[wc(s)]] [[vi(s
[0,T] 0 0 [0,T]

t
+J e |[vi(s)]ds,
0

de onde resulta que:

t

1
SOOI < [voul + ad bl + (0P + [ i)
0

)| ds

(3.98)

)l ds

t t 2
sup M(Jus6)) [ Ivats)lPas + | 5 ((sup [MUluao]) = Moo ) fuls) Pas
[0,T] 0 0 (0,T]

t 1 t
+J §Hvk(s)\|2ds + J xc|[vic(s)]|*ds,
0 0

ou seja, usando as convergéncias (3.95) e (3.96):

1 t
éllvk(t)H2 < ol + il il + v (£)7 +J [V (s)[*ds
0

1 t
(s M(aelt)1?) + ac+ 3 ) | vacoleas
[0,T] 0

5 (sup [MURt0) M@ 100]) | o)l
[0,T]

0

Agora, tomando a dualidade (-, -)v/yyv de (3.94) com vy (t) € V, obtemos

(Vi (1), vie (1)) + (Avi(8), v (1)) + M([luc () []?) (Avie (1), vi. (1))

(3.99)
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M ([*) = M) {(Au(t), vi (1)) + (Fluk(t)) — Flu(t)), vi(t)) = 0. (3.100)
Como (Au,v) = ((u,Vv)), obtemos que,

1d|v’
24t ¥

— M (Jlux (D)) = M ()] (w(t), v (1)) — (Flux(t)) — Flu(t)), v (t)).  (3.101)

(OF + v = =M (| (0]7) 5 vl

1d|
2dt

Integrando (3.101) de 0 a t < T e usando o fato que:
[F(u(t)) — Flu(t))] < oel|u(t) —u(t)|| obtemos

1 1 t t
SLF = SMOIF + | Ivilo)Pds < supM (o)) | Inels)lvills
0 [0, T] 0

t t

() v (s)l[ds + L oe|[vic(s)] [vic(s)lds

s [M (s (0)]2) = M@ (0)] |
[0,T]

0

sup (M(|we(t)]2) + occ)j Ivie(s) Vi (s)llds
[0,T] 0

+ sup M| (1)]]?) — M(@(tmj Ju(s)]| [Iv'(s)]1ds
[0,T] 0

= JO [SOTp] (M(Jwc(D)]]?) + oce ) [[vi(s) ]| V2 NG ds

¢ ~ [vi.(s)
+ J sup [M ([ (1) = M(&() () [v2 =22

t 2 t

1

<J <supM(Huk(t)H2>+occ) ||vk(s)||2ds+ﬂ [vic(s)][*ds
0 \[0,T] 0

ds

t 2 t
+| (sup|M<uuk(t)n2>—M(cb(t))\) u(s) s+ | Ivilo)as
0 \[0,T] 0

ou ainda;

1 t 1 2 prt
§Iv{<(t)|2 +J [vi.(s)||?ds < EI\)]Q(O)I2 + (sup M (JJux (1) [|%) + occ) J [vic(s)||>ds
0 [0,T] 0

+(sup\M<||uk(t)||2>—Mw(tm) j ||u(s)u2ds+§j [vils)[Pds.  (3.102)
] 0 0

[07T

Substituindo (3.102) em (3.99) obtemos

1 2
SO < ol + bl o + (s M0+ ) [ Iwadslias
0, T 0

t

(s M@ 012)-M(01) | Fuls)Pas (sup M) ot 3) | nlslas

(0,T]
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5 (s Mo (01) = MG 10)1) [ futs)Pas.
(0,T] 0

ou seja,

2 t
[Vic()]1* < 4f[vox|* + 4vixl vox + 4C([SUI; IM (i (8)]*) — M((b(t))I) + CJ [vic(s)||*ds
0,T 0

de onde segue que
t

[vie(t)||* < Cy + CJ [vic(s)||*ds, (3.103)
0

onde,

2
Cx = 4[vox || + 4k vox| + 4C<[su% M (ui (1) [*) — M(d)(t))l) :
0T

Como klim Cx = 0 temos pela desigualdade de Gronwall que
—00

V()] < Cx.
Dai,
vk (t)|| — O uniformemente em [0, T]. (3.104)
Das convergéncias (3.87), (3.88), (3.89) e (3.92) podemos passar o limite em (3.80) para

obter (3.75). A verifcacdo das condigoes iniciais sao inteiramente andlogas as feitas no

Teorema [9]. n



Capitulo 4

Estabilizacao

Nés obtemos a estabilizacao do problema (1.3) para um caso particular. Para isto,
consideremos V = H}(Q), H=12(Q) e F = g, onde g é positiva. Assim podemos garantir
a existéncia e unicidade de solucao fraca para o problema ”concreto”. Aqui iremos usar

o seguinte resultado, devido a Nakao [16].

Lema 1. (Nakao)Seja E : [0,00) — [0,00) uma fun¢do nao crescente, limitada e que
existem constantes positivos & e 3, tais que
max E'"P(s) < «[E(t) — E(t+1)], para todo t > 0. (4.1)
t<s<t+1
Entao existe uma constante positiva C, tal que
E(t) < C(1+1t) VB, (4.2)
A prova serd feita apenas para o caso particular

M) =A%, s> 0.

A energia associada a solucao fraca de (1.3) é dada por

Bt = 5 |0+ (P 42 | Gluixplax| (1)

£
a qual é obtida a seguir e G(&) = J g(s)ds.

0
O principal resultado desta secao é dado pelo teorema a seguir:

Teorema 11. Considerando as hipdteses (1.1) e (1.4), entdo a energia (4.3) satisfaz
E(t) < C(14t)" Y para todo t > 0, (4.4)
onde C é uma constante positiva.

33
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Demonstragao: Tomando a dualidade (-, )y~ de (1.3); com u’(t), temos

(w”’(t),u'(t)) + M(J[ult)]?) (Ault),u’(t)) + (F(u(t)),u’(t)) + (Au'(t),u'(t)) =0,

ou ainda,
1 d / 2 2s / / / 2
5 2w (OF + [ (lt) w' (1)) + (glult) w(v) + /(1] = o,
dai temos,
1d ()2 + 2(s+1) d J Juwt) ey 112
et —||lu(t — t =
St OF + el 0P || gloldsax o) <o
ou seja,
1d lu’(t)l2+i||u(t)|l2““)+2J G(ulx, t))dx ¢ + [u/'(t)[I* =0
2 dt s+1 a ’ ’
isto é,
() + (1)) =0 (4.5)
dt '
d

Dai aE(t) < 0, deste modo, a energia E é uma funcao real nao negativa, nao crescente

e limitada, dada por

E(t) =

l\DI)—l

2 L 2(s+1) |9 G d
[/ (OF + 017+ 2 Glutx, )]

Dai segue-se que,

1 2(s+1) Loy
ul[*7H =E(t) — ()] — | G(u(x,t))dx < E(t)
2(s+1) [ 2 o ( )
De onde obtemos:
ult s+ 1) 0 E(t) 750, para todo t > 0. 46
(O < 2( )2 E(t)

Integrando ambos os lados da equacao (4.5) de t a t + 1, obtemos;

| w@ras + e+ - =0,

t
ou ainda,

|| Iwepas = — e+ ).

t

Temos também

J b (£)[2dE < CJ W (E)|Pde = C[E() —E(t+ D] = 12(1),  (47)

t t
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onde C é a constante de imersao de V em H. Dal, resulta que

t+1

t+1/4 t+1
J ru'(a)rzduj ru’(an?dagj W/(E)PdE < 2(1),

t t43/4 t
ou seja,

t+1/4 t+1
j |u/(a)|2da+J W(E)PAE < L2(1),

t t+3/4
Pelo teorema do valor médio para integral, existem t; € [t,t+ 1/4] e ty € [t +3/4,t + 1]

tais que:
w' () + u’(ty)2 < L2(t),
TP ()P < U
ou seja,
AP ()P + 4l () < T2(1).
Portanto,

lu'(t) < 2L(1), i=1, 2. (4.8)
Agora, tomando a dualidade (-, )y~ de (1.3); com u(t), e usando o Teorema da Repre-
sentacao de Riesz obtemos
(w”(t), w(t) + M(u)]*) (Au(t), u(t)) + (Fu(t), u(t)) + (Au'(t),u(t)) =0,
ou seja,

(uw”(6),w(t) + [[u®) > lu®) I* + (g(u(t), u(t)) + ((u'(t),u(t))) =0,

dai temos que,

d

7 (W uv) =P + @ + (W1, ulb)) + (g(ult), ult) =0.

e

Integrando a ultima equacao de t; a t; obtemos

ta ta

ru'(a)Pda+J u(E)|25 D dg

t1

(u'(t2), ulta)) — (u'(te), u(ty)) _J

t

t2

+J 2 ((u/(ELu(&)))dE,JrJ (g(w(£)), u(£))dE = C.

t t
Usando-se a desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos

ta

J )P de + J (g(1w), w(E))dE < C + [’ (t)] [ult)]| + /(&) ()]

t t1

ta

+ j 2 |u'(a)|2da+J (&) [u(E) | &, (4.9)

t1 t
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Usando a desigualdade de Young obtemos,

t t
L Jan o)y B s
| ees < | (G e + e e

2(s+1)

; t2 2(s+1) ﬂ‘[tz / -
ST D) Ll [eal dé + 1) )., u/(8)] = dg,

—1 N 2(s+1) e 2 )2111
S E D L (&)l da+c(Jtl W/(8)|2dE) . (4.10)

Substituindo (4.6) — (4.8) e (4.10) em (4.9), obtemos,

to ta
2(s+1) o 2 2str) 1 2(s+1)
L [w(&)]] d& < C[L(HE=(t) + L*(t) + L (t)]+L 1 D) |w(E)]] dé,

ou ainda,

t2 2(s+1)

J G(u(x, &))dxd&g C[L(t)Eﬁ(t) +L2(t) + L= ()] = J7(1).
Q
(4.11)

to
J ”u(é)||2(s+1)d£_’_J

t1 t1

Adicionando ambos os lados das desigualdades (4.7) e (4.11), obtemos

to

t+1 ta
J |u'(a)|2dz,+J ||u(a)||2“+”d£+J J G (ulx, &) dxds < L2(1) + (1),
t t1 t1 JQ

ou seja,

to

[L*(t) + J*(1)],

DO | —

t+1 1
J [ (E) + [lu(&) P FV] dE + 2J

t 2 t

| slux enaxde <
Q

dai temos que,

| E@ae < 5[ + o,

Aplicando novamente o teorema do valor médio, podemos garantir a existéncia de

t* € [ty, to] tal que

1

SE() S E()(t — 1) < S[LP(6) + J2(1)].

DN | —

Assim,

E(t*) < L2(t) + J3(t). (4.12)

Integrando (4.5) de t a t* obtemos,
t*

E(t) — E(t) + j Jw/(£)[2dE = 0

t

ou

E(t) = E(t") +J Iw'(£)]2dE.
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Usando (4.7), (4.11) e (4.12), obtemos

t*

I/ (E)]17dE < L2(t) + J3(t) +J W/ (E)]17dE < 2L7(t) + J*(t)

t

E(t) = E(tY) +Jt

t

2(s+1)

< 2L2(t) + C[L()ETE (1) + L2(t) + L= (1)],

ou seja,

2(s+1)

E(t) < C[L(ETET (t) + L2(t) + L2 (1)]. (4.13)

Usando a desigualdade de Young obtemos que,

2s +1 _ 2(s+1)

_1 (
2(s+) < 2s+1
L(t)EZ (1) < CorTt (t)

dai e de (4.13) obtemos

2(s+1)

E(t) < CL>+1 () +

2(s+1)
2

s+1 (t)7

2
s 1 1)E(t) + CL*(t) + CL

Assim temos,

1 2(s+1) 2s
——E(t) < CL=+1 (t)|1 4 Las+1(t) |,
e ()1 + La (1]

E(t) —

t+1
como L%(t) —i—J lw/(&)[|*dE temos de (3.22) que 1+ L%(t) ¢ limitada, daf temos que

t

2(s +1) . 26+1)
CL=2s+1 (t
s 1 1 (1),

E(t) <

2(s+1)
2s+1

< 2, entao podemos considerar,

2(s+1)

E(t) < CLZH ().

Desta forma temos que

2s+1

B (t) < CL*(t) = C[E(t) — E(t+1)]

e, portanto,

max E'T1(E) < C[E(t) —E(t+1)].
Eeft,t+1]

Dai pelo Lema de Nakao, podemos concluir a existéncia de uma constante positiva C tal

que

s+1

E(t) < C(1+1t) %) < C(1+t) %), para todo t > 0,

provando o teorema. [



Apendice A
Teorema Espectral

Neste apéndice daremos um resumo sobre o Teoria Espectral em espacos de Hilbert,
onde faremos a demonstracao do Teorema Espectral e da unicidade da raiz quadrada de
um operador linear auto-adjunto, simétrico e positivo definido num espaco de Hilbert.

Para maiores detalhes colsulte as referéncias [13] e [9].

A.1 Definicoes e Resultados

Seja H um espago de Hilbert real munido do produto interno (., .).

Definicao 10. Um operador A definido no espaco H é dito simétrico se (Au, v) =

(u, AV) para todo par u, v em H.

Definicao 11. Quando (Au, u) > 0 para todou em H, diz-se que A € positivo, escrevendo-
se A > 0.
No final deste apéndice, iremos mostrar que A positivo admite uma raiz quadrada positiva

simétrica.

Defini¢ao 12. Denotamos por L(E,F) o espaco das transformacoes lineares continuas T
de E em F, munido da norma

[Tl = sup [[Tx|].

lIx[I<1

Teorema 12. Sejam E e F espacos de Hilbert, entao dado T € L(E,F) existe um tnicio
operador T* € L(F,E) tal que (Tx,y) = (x, T*y) Vx € E; Yy € F. Tem-se | T*|| = ||T||. O

operador T* é chamado adjunto de T. Quando T =T* diz-se que T ¢é auto-adjunto.

38
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Demonstragao: Consideramos as aplicagoes ¢ : E — E’ onde (px,y) = (y, x) para todo
x, Yy € E; P : F = F definida por (Pr,s) = (s,r) para todo r, s € F. Pelo teorema da
representacao de Riesz, ¢ e P sdo bijecoes isométricas. Seja T’ o dual de T em L(F';E’),
isto ¢, (T'y’,x) = (y’, Tx) para todoy’ € F' e x € E.

Consideramos T* = ¢t o T 0o € L(F, E), daf temos que (x, T*y) = (b o T*y, x)

=(podp ' oT opy,x) = (T oy, x) = (by, Tx) = (Tx,y).

Provando assim a existéncia de T*.

Afirmamos que T* é linear.

De fato, dados x, y € F, z € E e «, 3 escalares temos que

(z, T*(oex + By)) = (Tz, ax + By) = (Tz, ax) + (Tz, By) = a(z, T*x) + B(z, T*y)

= (z,aT*x + BT*y).

Afirmamos que T* é continuo.

De fato, | Ty [|=ll 7" o T" oy [I=l T oy [IKII T" [l by = T 1l y |, logo T* ¢
limitado e portanto continuo, ou seja, T* € L(F; E).

Suponhamos que existam T}, Ty € L(F, E) tais que (x, T;'y) = (Tx,y) e (x, T y) = (Tx,y),
logo (x, Try) = (x, T3y) = (x, Tiy = Tyy) = (x, (T = T3)(y)) =0, ¥x € E como

(Tf = T3)(y) € E tomando x = (Tj — T3)(y) temos que ((T; — T3)(y), (Ty — T3)(y)) =
0= (Ty = T3) =0 =Ty = T; provando a unicidade de T*.

Vimos que:

I T U T My Il logo [[ T T (A1)
DeT'=¢doT o ! temos que
I T'x =l doT oh ™ x IKIT W I= T 1 x || logo I T [I<I| T* | (A.2)

daf segue-se de (A.1) e (A.2) que ||T*|| = || T
Portanto dado T € L(E, F) existe um tnico operador T* € L(F, E) tal que
(Tx,y) = (x, T'y) ¥x € E; vy € Fe [T = [[T||. u

Proposigao 2. Se T € L(E,F) € auto adjunto entdo, ||T| = sup{|(Tx,x)[; ||x|| = 1}.

Demonstracao: Se T =0 temos || T |[|=0 =sup{| Tx |, || x ||= 1}.
Suponhamos T # 0. Da desigualdade de Cauchy-Schwarz temos (Tx,x) <|| Tx || para

| x [|[=1 o que implica em:

A = sup{(Tx,x), || x [l= 1} < supf{l| Tx [|, [ x [[=1} = T (A.3)
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Sejam x =|| Tz 2 z e y=||Tz |2 Tz. Como T é auto adjunto, temos que (Tx,y)

= (| Tz ||z Tz,|| Tz |72 Tz) =|| Tz |[*= (x, Ty). Consideramos u = x+1y e v = x —y,
daf segue-se que (Tu,u) = (Tx + Ty, x +y) = (Tx,x) + (Tx,y) + (Ty,x) + (Ty,y) e
(Tv,v) = (Tx — Ty, x —y) = (Tx,x) — (Tx,y) — (Ty,x) + (Ty,y), assim obtemos que
(Tu,u) — (Tv,v) = 2(Tx,x) + 2(Ty,y) =4 Tz |]>.

Temos também que (Tu, w)—(Tv,v) < (Tu, w)+(Tv,v) < sup{(Tx,x), || x [[= 1}((Tu,u)+
(Tvv) =Aluw P+ IvIP)=Allx+y P+ Ix—yP) =A21xIP+ylP) =
M%) + (4, 9) =281 Tz 12 2, Tz 12 2) + (| Tz 72 Tz, || Tz |72 Tz))

=20 Tzl (I z P+ [Tz [I72l 2 [I7) < 4A [| Tz ||, logo temos que

ATz IP<AN Tz =2 Tz IS A= TS A, (A.4)

assim de (A.3) e (A.4) temos que ||T|| = sup{|(Tx, x)|; ||x|| = 1}.
Portanto se T € L(E, F) é auto adjunto entao, ||T|| = sup{|{Tx,x)[; ||x|| = 1}. [ ]

Proposicao 3. Se T € L(E,F) = (Tx,x) € real para cada x € E. Com isso seja
mr = inf{(Tx,x)}; ||x|]| =1 e Mt =sup{{Tx, x); ||x|| =1} entdo ||T|| = max{My, —mr}.
1
2
—my = —inf{(Tx, x)} = sup{—(Tx, x)}, logo temos que

Demonstracao: Temos que max {MT, —mT} = [MT + (—mg)+ | Mt — (—m7) | } e
1
max{Mr,—mr} = E[Sup{(TX,Xﬂ + sup{—(Tx,x)}+ | sup{(Tx, %)} — sup{—(Tx, %)} | ]
1 1
= 5[ | sup{(Tx,x) + (Tx,x)} | ] = 5(2 | sup{(Tx,x)} |) = sup{] (Tx,x) [}, assim temos que
max{Mr, —mr} = sup{| (Tx, x) [}. Portanto pela proposigao (2) temos que se
mp = mf{(Te,x)} (x| =1 e My =supl(Tx,x); x|l = 1} entdo [T = max{My, —my}.

Proposigao 4. Sejam E e F espacos de Banach e T € L(E,F), diz-se que T é compacto
se T(Bg(0,1)) € relativamente compacto em F. O conjunto dos operadores compactos

denota-se por Lx(E,F). Além disso temos que Lk (E,F) € subespaco fechado de L(E,F).

Demonstragao: Consideramos (T,) uma sequéncia de elementos de L (E,F) conver-
gente para um operador T € L(E,F).
Afirmacio: cada sequéncia em T(Bg) possui uma subsequéncia convergente.

De fato, seja (xj)52; uma sequéncia em Be. De (T,) € Lk (E,F), temos que T; é com-

pacto, logo (x)§2; possui uma subsequéncia (le)]‘?‘;l tal que a sequéncia (Tlle);')il é con-
vergente. Do mesmo modo, T, é compacto e daf (x{)§2, possui uma subsequéncia (x7)52,
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tal que (Tgx]?))-"il é convergente. Prosseguindo de forma analoga para cada i € N obtemos

uma subsequéncia (x;)2; de (x}*l)j‘”:l tal que (Tix});?il é convergente. Consideramos a

J

sequéncia diagonal (z]-);?il — (x]

)52, assim (z;)52; é uma subsequéncia de (X});?il tal que
(Tizj)§52; é convergente para cada i, logo dado € > 0 existe i tal que [ T = T [[< e.
Fixado 1i, existe jy tal que || Tiz; — Tizi [I< € para cada j, k > jo. De onde segue-se que
| Tz; — Tzi lI<II Tz; — Tizs || + || Tizj — Tazi || + || Tizie — Tz [I< 3€ para cada j, k > jo,

logo (Tz;);2, € convergente. E assim cada sequéncia em T(Bg) possui uma subsequéncia

convergente. Portanto Ly (E, F) é subespago fechado de £(E, F). ]

Proposicao 5. Se E é Hilbert e T € Lx(E,F) € auto-adjunto com T # 0, entao ||T|| ou
—||T|| € autovalor de T e existe um auto vetor associado x € Sg (esfera de E) tal que

[{Tx, ) = [|T].

Demonstragao: Afirmacao: existe uma sequéncia (x,) C Sg tal que (Txn,xn) — A,
onde Aé || T|ou—|TI

De fato, seja (yn) C Se e Tyn = Ayn, como Sg é compacto temos que (yp) possui uma
subsequéncia (x,) C Sg convergente em Sg. Suponha x,, — x, logo || x |[[=1e (Txn,xn) =
(Axn,xn) — (Tx,x) = (Ax,x) = A(x,x) = A || x [*= A. Como || T ||= max{mt, M1},
onde my = inf{(Tx,x)}; ||x]| =1 e My =sup{(Tx,x); ||x| = 1}, temos que A é || T || ou
— [Tl

Observamos que:

0 <l Txn — Mxn IP= (Txn — A, Txn — Axn) =] Txn P —A(Txn, Xn) — A(xn, TxnA? ||
Xn P T IP —2A(Txn,Xn) + A2 = T[> —2AN + A% = 0, isso devido o resultado da
afirmacao. Dai temos que Tx,, —Ax, — 0, como T é compacto, a sequéncia (Tx,,) possui
uma subsequéncia convergente, suponhamos, sem perda de generalidade, que Tx, — y,
como Tx, —Axy — 0, temos que Ax,, — Y. Como A # 0, temos que x,, — X = 1‘%, como
| xn ||= 1 segue-se que || x [|= 1. Mas por uma lado Tx,, — y = Ax e por outro lado
Txn — Tx. Logo Tx = Ax, assim A é um autovalor de T. Dai temos que | (Txn, xn) = T ||

e portanto | (Tx,x) |[=|| T||. m A seguir, enuciaremos o principal resultado desta secao.

Teorema 13. (Teorema Espactral) Se E é Hilbert, T € Ly (E,F) e T #0. Entdo:

(1) Existe uma sequéncia (A,) de autovalores e (xn) de autovetores correspondentes tal

que:

Tx = Z An (X, Xn)Xn = Z(Tx,x>xn
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Vx € E. A sequéncia (xn) € ortonormal.
(2) Se (An) € infinita entao A, — 0.

(3) Cada A, € diferente de zero. O subespaco de autovetores correspondentes Ex tem
dimensao finita. A dimensdo de (Ey) coincide com o nimero de vezes que A aparece na

sequencia (An).

Demonstragao:

1- Pela propsicao 5, obtemos A\; € R e x; € E com || x1 ||= 1, tais que

Txy =Aixq, | A1 [=l Tl Seja By = (x;) o espago gerado por Xx;.

Afirmacao: T(Ef) C Ef.

De fato, para cada x € E{ tem-se que (Tx,x1) = (x, Tx1) = (x,A1x1) = A1(x, %) = 0.

Se TIE% é identicamente nulo, termina ademonstragao. Caso contrario, aplicamos o re-
sultado da proposicao 5 a restricao T|E1L, e obtemos Ay € R, e xy € E{, com || x, ||= 1,
tais que Txo = Agxa, | Ag |=]| T|E1¢ ||. Prossedendo indutivamente obtemos uma sequéncia
(An) C R, com A,, # 0, e uma sequéncia correspondente (x,) C E, com || x,, ||= 1,

+ 1, onde B, = (xq,--- ,x,) para cada

tais que Txn = Anxn, [An =l Tler I xn € EL
n > 1. E claro que (| An |) é decrescente, e a sequéncia (xn) é ortonormal. Suponhamos

primeiro que a restricao T[g. seja zero para algum n. Cada x € E pode ser escrito na
n
e portanto x = Z(X,X]’)Xj + 2. Como

j=1
n

n n
Tlgr =0, segue-se que Tx = Z X, %) Txy = Z X, X5) A5 = Z(X, AjX;)X;
j=1

j=1 j=1

forma x = yn + zn, com Yy, € En, z, € EL,

n

n
Z X, Txj)x5 = Z(Tx,xj)xj.
2- Suponhamos que a sequéncia (A,) seja infinita, mas A, - 0. Como (| A |) é de-

crescente, existe € > 0 tal que | A,, |[> € para todo n. Como T é compacto, segue que
a sequéncia Tx, adimite uma subsequéncia convergente, mas Tx, = Apnxn € | An |> €,
segue-se que (X, ) adimite uma subsequéncia convergente, o que é uma absurdo, pois como
(xn) é ortonormal temos que || Xn — Xm ||*= 2 para n # m.

Portanto, se (A,,) é infinita entdo A,, — 0.

3-Suponhamos que exista um autovalor A # 0 de T que nao apareca na sequéncia (Ay,).
Seja x um autovetor correspondente, x # 0. Neste caso (x,x,,) = 0 para cada n, daif segue
que Tx = 0. Absurdo, pois Tx = Ax, com A # 0, x £ 0.

Suponhamos que um autovalor A # 0 aparega p vezes na sequéencia (A, ). Neste caso o
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subespago Ej contém um subconjunto ortonormal formado por p vetores xn,, -+, Xn,, €
dai dimE, < p. Se fosse dimE, > p, entao existiria x € E, com x # 0 e (x,xnj) =0
paraj =1,---,p. Dai (x,x,) = 0 para todo n, de onde teriamos Tx = 0, novamente um

absurdo. Logo dimE, =p. ]

Proposicao 6. Seja A um operador linear definido num espaco de Hilbert H tal que

A > 0. Entao
|(Au, v) ‘2 < (Au, u) (Av, V) para todo w, v em H.

Demonstracao: Se A = I obtém-se a desigualdade de Schwarz. Consideremos o vetor

wA) =u+ ?\(Au, v)v. Tem-se (Aw(?\), W(A)) > 0 para todo A real, isto é,
(Au—l— A(Au, v)Av, u+ A(Au, v)v) >0
ou
(Au, u) + 27| (Au, v)|2 + N |(Au, v) ‘2(Av, v) =0,
dai temos que
4| (Au, v) ‘4 — 4| (Au, v) ‘Q(Av, v) (Au, u) <0
de onde resulta que |(Au, v) |2 < (Au, u)(Av, v). n
Proposigao 7. Seja (An)nen uma sequéncia de elementos simétrico, mondtona e limitada

definida no espaco de Hilbert H. Entao (An)nen convergente em H, além disso o operador

Au = lim A, u € simétrico e limitado.

Demonstracao: Sendo (A, )nen limitada, podemos supor que 0 < A,, < I para todo
n € N. Para fixar as ideias, suponhamos a sequéncia crescente. E suficiente mostrar que
(A )nen €é de Cauchy. Suponhamos m < n e seja Anm = A — An, logo pela proposigao

(6) obtemos que:
A nmt]* = (Anmit, Anmit)” < (Anmu, 1) (A2 0, Apmtt).

Sendo 0 < An < I, conclui-se que [[Anm| < 1, (Anmu, u) < (u, u) e (A2 u, Apmu)

< [[Anm[|(Anmu, u) < (u, u). Resulta destas consideragdes, que

A — Apull* < (Anmu, w) (u, u) = {(An, u) — (Anu, u) F(u, u).
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Sendo ((Anu, u)),

o uma sequencia de numeros reais monotona e limitada, ela serd
convergente, logo de Cauchy. Portanto, a desigualdade anterior nos leva a concluir que
lim ||[Anu— A u|| =0, provando que a sequéncia (A, )nen converge em H.

Afirmamos que o operador Au = lim A, u é simétrico!

De fato,

(Au, u) = (lim Anu, u) = lim (Anu, u) = lim (u, Anu) = (u, lim Anu) = (u, Au).

Portanto temos que o operador Au = lim A,,u é simétrico. [

Teorema 14. Seja A um operador linear auto-adjunto, simétrico e positivo num espaco
de Hilbert H. Entao existe um unico operador Z linear auto-adjunto, simétrico e positivo
em H tal que Z> = A. Tal operador Z é chamado de raiz quadrada de A, o qual também

¢ um operador positivo.

Demonstragao: Sem perda de generalidade, podemos supor que 0 < A < I. Assim,
pode-se escrever A =1—B,com 0 < B<IleZ=1—Ycom 0<Y <1 Dai temos que,
resolver Z2 = A, significa resolver (I —Y)? = I — B, ou seja, significa resolver a seguinte
equacao

Y = %(B+Y2). (A.5)

Para a existéncia da solucao de (A.5) usaremos o método de aproximacoes sucessivas.

1
Iniciaremos com a aproximacao Yo = 0, da qual obtém-se Y; = §B de onde resulta que

2 2 2
n > 0. Mostraremos agora que a sequéncia (Yn) assim definida, é convergente, cujo

1 B 1
Yy = = (B + (—)2). Continuando o processo obtemos Y, 1 = —(B + Yfl) para todo
nenN
limite é solucao de (A.5). Observe que para cada n fixo, Y,, é um polinomio em B com
coeficientes positivos, o que acarreta Y, Yy, = Y, Y, para todo par n, m de inteiros.

Portanto
1 o1 ) 1
Yn+1 - Yn = 5(8 + Yn) - i(B + Ynfl) - §<Yn + Ynfl) (Yn - Yn71)~

Tem-se B™ > 0 paran =2, 3,---, porque B > 0. Sendo Y, polinomio em B, com coefi-
cientes positivos, resulta que Y,, = 0 para todo n, assim temos Z, = Y1 — Yn € tal que
Zi =Y5—Y; > 0. Suponhamos Z,, = Y11 — Yn =0, logo como Z 1 = Ynio— Yni1 =
%(Ynﬂ + Yn) (Ynﬂ — Yn) temos que Z, 1 > 0, portanto temos que Y,, é uma sequéncia

crescente de elementos simétricos.

Afirmamos que ||[Yy| < 1.
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1 1
De fato, para n = 1 temos ||Y;] = H§B|| < §||IH = 1, suponhamos por indugao que
, 1 1
|Ynll < 1, daf temos que ||Yn 1|l = H§(B +Y2)|| < §(||B|| + [[YZ]) < 1, portanto pelo

principio de indugao temos que [|Y,| < 1.
Dai resulta que (Yn)nen ¢ uma sequéncia de elementos simétricos, monétona e limitada,
logo pela proposicao (7) temos que (Y, )nen € uma sequéncia convergente para um ele-

1
mento simétrico Y, isto é, Yu = lim Y,,u. Tomando o limite em Y,, ;1 = 3 (B —I—Y?l), nos da

Y = %(B +Y?), provando que Y é solugao de Y = %(B +Y?). Sendo ||Y|| =1lim|Y,| <1,
conclui-se X =1—Y > 0, que é a solucao de Z2 = A.

Unicidade da raiz quadrada: Suponhamos que A possui duas raizes quadradas Z, Z’, isto
é, 72 = A = Z"”. Coclui-se que Z'A = AZ' = 77, isto ¢, A comulta com Z’, portanto
72— 7" = (Z—|— Z’) (Z— Z’).

Consideramos as raizes quadradas positivas R, R’ de Z e Z’ respectivamente, isto ¢,
R? = Z, R”? = Z'. Consideramos um vetor qualquer u em H e seja v = (Z — Z')u.
E suficiente mostrar que v =0, isto é, Z=2".

Tem-se,

IRv[I> + [[RV||” = (R*v, v) + (R*v, v) = (Zv, v) + (Z'v, v)
= (Z(2— 2w, v) + (Z'(Z2—Z"), v) = (2 = Z"))u, v) = (A = A)u,u) =0

para todo u. Logo Rv = R'v = 0, ou seja, Zv = R>v = R(Rv) = 0 e Z'v = R?v =
R’(R'v) = 0, dai resulta que

(Z—=Z"Yu|?=((Z-Z")u, u) = ((Z—Z')v, u) =0

para todo uw em H, Assim (Z — Z')u = 0, para todo u em H.

Dai, Z = Z’, provando assim unicidade da raiz quadrada de A.



Apendice B

Prolongamento de Solucoes de

Equacoes Diferenciais Ordinarias

B.1 Introducao

O objetivo deste apéndice é demonstrar teoremas de existéncia e prolongamento de
solucoes de Equacoes Diferenciais Ordinarias nas condi¢oes de Carathéodory. Estes resul-
tados podem ser aplicados para demonstrar a existéncia de solugoes aproximadas, segundo
Galerkin, de certas equacoes diferenciais parciais. Para um maoir aprofundamento nes-
tas ideias pode-se consultar [15] ou [5]. Seja D um subconjunto aberto de R™! cujos
elementos serao denotados por (t, x), t € R, x € R" e seja f: D — R™ uma fungao nao
necessariamente continua. O problema é encontrar uma funcao absolutamente continua

x(t) definida em algum intervalo da reta I tal que (t, x(t)) € D, paratodot € le
x' = f(t, x), para quase todo t em I. (B.1)

Se uma tal funcao x(t) e um tal intervalo I existem, entao diz-se que x(t) é uma solucao
de (15) sobre 1. Se (to, x¢) € D associado a (15) e a (tg, Xo), se tem o problema de valor
inicial
x' = f(t, x)
(B.2)
x(to) = xo,
¢ dizer, o problema de encontrar uma solugao x(t) de (15) sobre I tal que to € T e
x(to) = xo.
Seja D um D um subconjunto de R™™* e f: D — R™ entao diz-se que f satisfaz as

condigoes de Carathéodory sobre D se:

46
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a) f(t, x) é mensurdvel em t para cada x fixo;

b) f(t, x) é contpinua em x para cada t fixo;

¢) para cada compacto U em D existe uma fungao real integravel my (t) tal que

If(t, x)] < mu(t), V(t, x) € U

B.2 Existéncia e Prolongamento de Solucgoes

Consideremos o retangulo R = {(t, x) € R™"!; [t—to| < a, [x—xo| < b}, a>0, b > 0.

Teorema 15. (Carathéodory) Sejaf: R — R™ que satisfaz as condigoes de Carathéodory
sobre R, entdo existe uma solugdo x(t) de (2) sobre algum intervalo |t —to| < B, p > 0.
Demonstracao: Seja m(t) = mg(t), isto &, |f(t, x)| < m(t), V(t, x) € R. Consid-
eremos o caso t > tg, a demonstracdo para t < ty € semelhante. Seja M(t) definida
por

0 ty—a < t <ty
m(s)ds to<t<tg+a
Obviamente, M(t) € continua, nao decrescente e M(ty) = 0.

Seja (M(t)) = (M(t), e ,M(t)) € R™ entao (t, Xo (M(t))) € R para algum intervalo

to <t <tg+Pp <tg+a, B>0. Escolhenmos qualquer B > 0 para o qual o anterior é

valido, e definimos por indugdo as aprozimagoes @;, (j =1, 2,---) por
B
X0 to <t<« to + 7
P;(t) = - 5 (B.3)
fot | Hls eleNds o+ <t<t+p
to

Claramente @1(t) = xo para qualquer j = 1 a primeira formula de (16) define @;(t) = x

sobre tg < t < tg —l—E e como (t, Xg) € R para tog < t < to + E, a sequnda formula
) )

2
define @;(t) sobre ty —I—E <t<tyg+ ﬁ; pois para qualquer t neste intervalo se tem que
)

B

to<t——<to+ ]E, portanto a integral de (16) estd bem definida. Notamos que @;(t)

¢ continua em [to, to + T] e sobre este intervalo se tem |@;(t) —xo| < M(t — E) <b.

k
Suponhamos que para 1 <k <j, @;j(t) estd definida sobre to <t < to+ TB, ¢ continua

e sobre este intervalo se tenha |@;(t) —xol < M(t — ]E), entao a sequnda formula de (16)
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k k+1 k+1
define @;(t) para to + TB <t<t+ ﬂ Também sobre tg <t < tg+ ﬂ

)

a funcdo @;(t) € continua e |@;(t) — xo| < M(t — E) sobre este interavlo. Por con-
sequinte, por inducao, (16) define fungoes continuas @;(t) sobre [to, to + B] tal que
03(8) = xal < M(t =) to <t <t +B.

Desta desigualdade seque que as @;(t) sio uniformemente limitadas em [to, to + PB].

Se t1, ty € [tg, to + B] se tem

oy(t0) = (1) < M(ts = )~ Ml = By
e como M(t) € uniformemnte continua em [to, to+B] seque que as @;(t) sdo equicontinuas
em [to, to+B]. De onde pelo teorema de Ascoli, se tem que existe uma subcequéncia (@;, )
de (@j) e uma funcao @(t) continua em [to, to + B] tal que

@;, (t) = @(t) uniformemente em [to, to + B].
Se tem |f(t, @;, (1)) < m(t), t € [ty, to + B] e como f € continua em x para cada t fixo,
f(t, @; (1)) = f(t, @(t)) para cada t € [to, to + B]. Usando o teorema da convergéncia

dominada de Lebesque se obtém

t

j (s, @3, (s))ds %J (s, (s))ds

to to

para cada t € [tg, to + B]. Seja t € [ty, to + B] fixo, entdo para k apropriado se tem

f(s, @;.(s))ds —JB f(s, @;.(s))ds

Tk

@, (t) =x0 + J

to

de onde tomando limite obtemos

®;, (t) = xo +J f(s, @ (s))ds.

to

Assim, @(t) € uma solucao que procuramos. [ ]

Corolario 2. Seja D aberto de R™*! e f satisfazendo as condicoes de carathéodory sobre

D, entdao o problema (2) tem solucao para qualquer (tg, xo) € D.

Seja @(t) uma solucao de (15) sobre I e I C I;, entao diz-se que @(t) tem um
prolongamento até I; se existir ¢;(t) tal que @;(t) é uma solucado de (15) sobbre I; e

@i1(t) = (), Vte L

Teorema 16. Seja D aberto limitado conexo em R™, f satisfazendo as duas primeiras

condicoes de Carathéodory sobre D e existe uma funcdo integrdvel m(t) tal que
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If(t, x)| < m(t), V(t, x) € D. Seja @ uma solucao de (15) sobre o intervalo aberto (a, b)

entao

i) existem @(a), @(b);

it) se (b, @(b)) € D entao @ pode ser prolongada até (a, b + 8] para algum & > 0.
Andlogo resultado para a;

iii) @(t) pode ser prolongada até um intervalo (7y, w) tal que (y, ©(v)),
(w, @(w)) € 0D, (0D fronteira de D);

i) se f pode estender-se a D sem que ele perca suas propiedades, entio @(t) pode ser
prolongada até um intervalo [y, w] tal que (w, @(w)) € 9D.

Demonstracao:

b
i) Tem-se por hipdtese que J m(t)dt < oo. Seja

a

b
M(t) :J m(s)ds a<t<b

a

por ser @(t) uma solugdo de (15) se tem que

t

©(t) =xo +J f(s, @(s))ds Vt € (a, b)

to
onde ty € (a, b) e @(ty) = xo, entao se ty, to € (a, b) se obtem
ta
(pltr) ~ plta)] =1| fls. ols))ds] < IM{ts] ~ M(t)|
t
onde por ser M(t) continua em [a, b] o resultado i) seque aplicando o critério de

Cauchy.
i) Definimos @(t) como

sy ew te@w
©(b—0) t=">b

Tem-se que
t

(1) zij (s, $(s))ds t € (a, bl,

to

ty € Xg como na parte i), pois a igualdade € verdadeira para t € (a,b) e se t =b entdo

¢(b) =(b) e

ot || tts, Glsnds =xo i [ ots, s s =xat tim [ 15, oo

to e—0 to €—0

=X + lim[@(b —€) — @(to)] = @(b).

e—0
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Sendo (b, @(b)) € D entao, pelo teorema anterior, seque que o problema de valor inicial

x' = f(t,x)

tem uma solucdo P (t) no intervalo [b,b + 8] para algum & > 0.
Seja
¢(t)  te(a, b
P(t) te(b,b+0]

Tem-se que
t

o(t) = xo +J f(s,@(s))ds t € (a,b+ 8],

to
pois aiqualdade é verdadeira para t € (a,b] e se b <t < b+ 0 se tem

t b

f(s,P(s))ds = xo +J f(s,@(s))ds

to

(1) = b(t) = p(b) +J

b

t

+J f(s,tl)(s))ds=xo+J f(s, @(s))ds.
b

to

Assim, @ € um prolongamento de @(t) ao intervalo (a,b + 8].
Analogamente faze-se a demonstracao para o extremo a.
i11) Demonstraremos para o lado direito, andloga demonstracao se faz para o lado esquerdo.
Se tem que (b, (b)) € D, de onde (b, @(b)) € 0D ou (b, @(b)) € D. Suponhamos que
(b, @(b)) € D, entad por ii) @ pode ser prolongada até um intervalo da forma (a,b +
8], & > 0. Seja U um subconjunto de D compacto, conexo, cujo interior € diferente do
vazio tal que (t, @(t)) € U para todo t € (a,b+ 0], (se (a, @(a)) € 0D entdo escolhemos
a’ tal que a < a’ < b e trabalhamos com a’ no lugar de a). Seja [c,d] a projecao de U
sobre o eizo dos t e escolhemos € > 0 tal que a projecao de D sobre o eixo t contenha o
intervalo [c — €, d + €].
Seja
t
N(t) = J m(s)ds tec—e,d+ €]

C—e€

Existem p > 0, q > 0 tais que qualquer retangulo
Rsoyo It —s0l <P, x —yol < q,

com (8o, Yo) percorrendo U, estd contido em D. Existe B > 0 tal que se [t—so| < B, t,80 €
t
[c—e,d+ €] entao IN(t) —N(sp)| = |J m(s)ds‘ < a4 De onde, pela demonstracao do

So ﬁ
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Teorema 15, para qualquer Ry, \,, sempre eziste uma solu¢io @, , do problema (B.2) no
intervalo [sg, So + PJ.
Disto seque-se que, pela compacidade de U, depois de um nimero finito de passos, pode-

mos prolongar @(t) até um intervalo (a,by] tal que (by, @(by)) &€ U.

Agora, seja (Vin) uma sequéncia de conjuntos abertos de D tais que U Vi, =D, Vi,
m=1
¢ compacto e Viy C Viny1, m =1, 2,---. Suponhamos que (t, @(t)) € Vim,, t € (a,b)

entdo prolongamos @ até um intervalo (a,by,] tal que (bmy, @(bmg)) & Vim,. Supon-
hamos que (t, @(t)) € Vi, entdo prolongamos o prolongamento aterior até um intervalo
(a,bm,] tal que (b, @(bm,)) & Vin,, e assim sucessivamente. Assim consegue-se um
sequéncia (bmj) nao decrescente de niumeros reais. Seja W = sup b, entao € claro que
@(t) tem um prolongamento até (b,w), e pela construcao de w, ](w, @(w)) nao pode per-
tencer a D, donde w, @(w)) € 0D.

Assim fica demonstrada a parte iii).

iv) Demonstraremos para o lado direito, andlogo demostragdao se faz para o lado esquerdo.

Pela parte i), existe @(w) e pela parte iii), (w, @(w)) € 9D. Se definirmos @(w) como

@(w) entdao, por demonstra¢io andloga a primeira parte de ii) tem-se
t

@(t) :xO—I—J f(s,@(s))ds t € (a,w].

to
O que prova a parte iv). [ ]
Corolario 3. Seja D = [0, T] x B, T finito > 0, B={x € R™; |x] < b}, b >0 e f nas
condi¢oes do Teorema 16.
Seja @(t) um solucdo de

x' = f(t,x)

x(0) =xo, [xol <D.

Suponhamos que em qualquer intervalo 1 onde @(t) estd definida, se tenha |@(t)] < M,
para todo t € I, M independente de 1 e M < b. Entao @ tem um prolongamento até
[0, T].

Demonstragao: Pelo teorema anterior, @(t) tem um prolongamento até um intervalo
[0,w] tal que (W, @(w)) € 0D. Pela natureza do conjunto D, se tem que (w, @(t)) €
N ={tx):x =b,0<t<Th ou(w,o(t)) € T, ={(T,x); x| =b < 0} Acontece
que |@(t)] < M, para todo t € 1, 1 intervalo qualquer onde estd definido @(t), assim

(w, @(w)) €Ty, dondew =T, o que prova o coroldrio. [ ]
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