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Resumo

Neste trabalho, caracterizamos uma classe de métodos de direcoes viaveis na programagcao
nao-linear, através do conceito de linearizacao parcial da fungao objetivo. Baseado em
um ponto viavel, a funcao objetivo é substituida por uma funcao arbitraria convexa e
continuamente diferenciavel, e o erro é levado em conta por uma aproximacao de primeira
ordem. Um novo ponto viadvel é definido através de uma busca linear com respeito ao
objetivo original, na direcao da solugao do problema aproximado. Os resultados de con-
vergéncia global sao obtidos para buscas lineares exatas e aproximadas. Apresentamos
alguns casos particulares do algoritmo geral e discutimos extensoes para programacgao nao
diferenciavel.

Palavras chave: Linearizacao parcial. Métodos de direcoes viaveis. Programacao

nao-linear. Regularizacao.
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Abstract

In this work, we characterize a class of feasible direction methods in nonlinear program-
ming through the concept of partial linearization of the objective function. Based on a
feasible point, the objective function is replaced by an arbitrary convex and continuously
differentiable function, and the error is taken into account by a first-order approximation.
A new feasible point is defined through a line search with respect to the original objective,
toward the solution of the approximate problem. Global convergence results are given for
exact and approximate line searches. We present some instances of the general algorithm
and discuss extensions to nondifferentiable programming.

Key Words: Feasible direction methods, partial linearization, regularization, nondif-

ferentiable programming.
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Introducao

Problemas de programagao nao-linear tem motivado um grande aumento da pesquisa
cientifica académica em modelagem matemaética e no projeto de algoritmos numéricos, nas
ultimas décadas. A procura pela solucao de um problema de otimizagao e pela estratégia
que obtém uma solu¢ao com o menor custo, sao tarefas que podem ser realizadas através
do projeto de algoritmos computacionais.

Uma dificuldade existente em métodos de otimizacao iterativos é a de encontrar uma
direcao tal que os valores da funcao objetivo vao sempre decrescendo quando nos movi-
mentamos naquela dire¢do, sdo exemplos os métodos de descida explorados em [2], [3] e
[5].

Uma das estratégias usadas para a solucao de problemas de programacgao nao-linear
sao os métodos de linearizacdo parcial, onde na iteracio k, usamos uma funcao g(x,x®))
além do objetivo original de minimizar a fun¢ao objetivo f. Exemplos de casos como estes
sdo os métodos de descida explorados em [2], [3] e [5]. Uma caracteristica desejavel é que
sendo o problema um problema de otimizacao com restrigoes, a direcao de descida nao
viole as restrigoes. Assim, é muito importante o estudo dos métodos de dire¢oes vidveis.

Essa dissertacao tem como objetivo o estudo da unificagao de uma série de métodos de
diregbes vidveis na programacao nao-linear. A funcao objetivo f, inicialmente pseudocon-
vexa e continuamente diferenciavel, em um conjunto convexo e compacto, é substituida
por uma funcao arbitraria convexa e continuamente diferencidvel, e o erro é levado em
conta por uma aproximagcao de primeira ordem do mesmo, assim como em [8] e [9].

Para entendermos tal generalizacao o presente trabalho apresenta, no Capitulo 1,
alguns resultados preliminares de andlise convexa, em especial a nocao de subdiferencial
de uma funcao convexa.

No Capitulo 2, baseado em [2], [3] e [5] recordamos alguns métodos de descida entre

eles, o método do gradiente, Newton e quase-Newton, o método do ponto proximal cldssico
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e o de Frank-Wolfe.

No Capitulo 3, apresentamos o resultado principal, o algoritmo de linearizacao parcial
bem como sua boa definicao e convergéncia. Sob hipdteses adicionais, garantimos sua
convergencia global. Além disso, discutimos alguns casos particulares apresentados no
capitulo anterior.

No Capitulo 4, estendemos o algoritmo de linearizagao parcial para o caso nao dife-
renciavel. Entao, provamos a convergéncia de duas versoes do algoritmo, onde a busca
linear é feita aplicando uma modificacao da regra de Armijo para o comprimento do passo.

No Capitulo 5, apresentamos algumas conclusoes e nossas consideragoes finais.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo estudaremos alguns fatos bésicos que serao necessarios ao longo deste
trabalho. Iremos abordar resultados que garantem a existéncia de solugoes do seguinte

problema:

min f(x) (1)

s.a xeR™M
onde f:R™ — R. Veremos sob quais hipéteses o problema (1.1) tem solucao. Além disso,
estudaremos condigoes necessarias e suficientes de otimalidade para o Problema (1.1). Por
fim, abordaremos alguns topicos de andlise convexa, procurando esclarecer a importancia
da convexidade na otimizagao. Maiores detalhes dos resultados abordados neste capitulo

podem ser encontrados em [1], [4], [6], [7] e [11].

1.1 Definicoes e alguns fatos basicos

Defini¢ao 1.1.1. ([//) Dizemos que um ponto x € R™ é
1. Minimizador global de (1.1) se

f(x) <fly), Vye R

2. Minimizador local de (1.1) se existe uma vizinhan¢a U de X tal que

f(%) < f(y), Yy € UNR™,

Se X é minimizador global entao f(x) é chamado valor 6timo global.
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Definicao 1.1.2. ([}]) Dizemos que v € [—00,400) definido por
v = inf,ernf(x),
¢ o valor étimo do Problema (1.1).

Uma fungdo pode admitir varios minimizadores globais, mas o valor 6timo (global) do
problema é tunico. Apresentamos a seguir uma condi¢ao necessaria de primeira ordem

para caracterizar um minimizador para o problema (1.1).

Teorema 1.1.1. (/4]) (Condi¢do necessdria de primeira ordem) Seja f: R™ — R

diferencidvel no ponto x € R™. Se X é um minimizador local de f, entao
Vf(x) =0. (1.2)

Demonstracao. Seja d € R™ arbitrario, pela definicado de minimizador local, temos que
existe € > 0 tal que

f(x) < f(x+td), Vte(0,el.

Dai, pela diferenciabilidade de f em X,

f(x +td) = f(x) + t(VF(x))Td + 0(t),
0(t)

onde O(t) segue da definicao de funcao diferenciavel e é tal que limy_,q+ =0.

0 < t(VF(x)Td+0(t).
Dividindo por t > 0, obtemos

0< (vrix)Ta+ 2,
passando o limite quando t — 0", temos que

0 < (VF(x)d.

Como d € R™ é fixo, porém arbitrario, podemos escolher d = —Vf(X), o que resulta na
condicao 0 < (Vf(x))Td = —||[VFf(x)|]>2. Com isso, segue que Vf(x) = 0. O

Definigao 1.1.3. Um ponto x € R™ que satisfaz a condi¢iao (1.2) é chamado de ponto

critico ou estaciondrio da funcao f.
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A partir do Teorema 1.1.1 e Definigao 1.1.3, temos que se f é diferencidvel entao as solucoes
locais do problema de minimizagao (1.1) s@o pontos estaciondrios. O mesmo valendo para
problemas de maximizagcao.

Abordaremos a seguir um resultado que é conhecido na literatura como Férmula de Taylor,

onde a prova pode ser encontrada em ([6]).

Teorema 1.1.2. Seja f: U — R™ de classe C? no aberto U C R™. Fizado a € U, para

todov = (&, ...,xn) € R™ tal que a+v € U, escrevamos

= of 1 « 0°f
fla+v)—f(a) = + = Z —— x5 +0(v),

_(x.
£— Ox; = 2 4— Ox;0x;
i=1 i,j= )
. - . 6(v)
as derivadas sendo calculadas no ponto a. Entao lim —= = 0.
v—0 |v[2

Teorema 1.1.3. (/4]) (Condi¢cdo necessdria de segunda ordem)

Suponhamos que f : R™ — R seja duas vezes diferencidvel em x € R™. Se X € um minimi-
zador local irrestrito de f, entdo vale (1.2) e a matriz hessiana de f em X € semidefinida
positiva, ou seja,

(V2 f(x)d)"d >0, VdeR™ (1.3)

Demonstragao. A condigao (1.2) é satisfeita pelo Teorema 1.1.1. Agora, seja d € R™
qualquer, porém fixo. Se X é minimizador local do problema (1.1), entao para todo t

estritamente positivo e suficientemente pequeno temos que

0 < f(x+1td)—f(x)
1
= (Vf(x))"td + §(V2f(i)td)Ttd +0(t?)
t2
E(VQf(ic)d)Td + 0(t?),
onde acima usamos a expansao da fungao em série de Taylor (ver [4]) e novamente o
Teorema 1.1.1. Dai, dividindo ambos os lados por t? > 0, temos que

0(t?)
12

0< =(VH(x)d)"d+

DN | —

Por fim, passando o limite quando t — 07 e usando o Teorema 1.1.2 citado acima temos

que (V?f(x)d)"d >0, Vd e R™ O

A reciproca do teorema anterior é verdadeira sob uma condi¢ao mais forte sobre a matriz

hessiana de f, como enunciaremos abaixo.
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Teorema 1.1.4. ([4]) (Condicao suficiente de segunda ordem)
Suponhamos que f: R™ — R seja duas vezes diferencidveis em X € R™. Se X é um ponto
estaciondrio e se a matriz hessiana de f em X € definida positiva, entao existem uma

vizinhanca W de X e 3 > 0 tais que

f(x) — F(%) = Bllx — %I, ¥ x € W. (1.4)

Em particular, X € um minimizador local estrito do problema (1.1). Reciprocamente, se
vale (1.4), entao X € um ponto estaciondrio do problema (1.1) e a matriz hessiana de f

em X € definida positiva.

Demonstragao. Seja X ponto estaciondrio do problema (1.1) e que a hessiana de f em X

seja definida positiva, i.e.,
(Vf(x)d)Td >0, ¥ d e R™\ {0} (1.5)

Suponha por absurdo que nao ocorra (1.4). Entao, existe {x¥} C R™\ {x*} tal que x* — %

e
1
f(x*) —f(x) < Ellxk — x|, Vk.
, X—x 1., . . N
Dali, como R ¢ limitada, ela possui pontos de acumulacao. Portanto, a menos de
xk —x

- . XK —x
subsequéncia, podemos supor sem perda de generalidade que T I — d € R™\{0}.

xk —x

Logo, temos que
1 _ _
LIxE =R > () (%)
= V)0~ 3) 5 (VR (6 — )T (6% = %) + O] — x?)
(V2R — 30Tk — %)+ B(1h* — x?),
onde acima usamos que Vf(x) = 0. Dividindo ambos os membros desta desigualdade por

IIx* —x||> e tomando o limite quando k — +o00, obtemos
0> (Vf(x)d)"d,
o que gera uma contradi¢do, por (1.5). Portanto, temos que vale (1.4). Em particular,

f(x) > f(x), Vx € U,
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ou seja, X ¢ um minimizador local.

Reciprocamente, suponha que vale (1.4), entao como tal condi¢ao implica que X é mini-
mizador local de f entdo temos que tal ponto é estacionario (vide Teorema 1.1.1). Seja
d € R™ arbitrario porém fixo, entao para todo t € R suficientemente pequeno x+td € U.

Logo, usando (1.4) e o fato de X ser ponto estacionario obtemos que

pt2lldl* = BII(x+ td) — x|
f(x +td) — f(%)

VAN

t(VF(x)Td + %Q(V2f(>‘c)d)Td +0(2)
t2
2

(V2f(x)d)"d + 0(t?).

Dividindo ambos os lados por t? e fazendo t — 0, temos que

BlldI* < 5(V*f(x)d)"d.

DN | —

Portanto, como d é arbitrario temos que a hessiana é definida positiva. O

Note que as condigoes (1.2) e (1.3) nao sdo suficientes para garantir que um ponto X
¢ minimizador. Por exemplo, a funcio f : R — R dada por f(x) = x3, satisfaz tais
condigbes em X = 0, mas tal ponto ndo é minimizador local do problema (1.1). Por outro
lado, (1.2) e o fato da hessiana ser definida positiva nao sao condi¢oes necessérias para
que um ponto X seja minimizador. Como exemplo, podemos tomar f : R — R dada por
f(x) = x®. Note que X = 0 ¢ ponto minimizador de (1.1). Mas essa fungao nao possui

hessiana definida positiva nesse ponto.

1.2 Existéncia de solugoes

No caso em que f é ilimitada inferiormente na Definicao 1.1.2, temos que v = —o0, € 0
problema de minimizag¢ao nao possui solucao global. Porém, mesmo quando v é finito
o minimizador pode nao existir, como é o caso de f(x) = e* em R . Nesta secdo tere-
mos por objetivo estudar alguns resultados bésicos, porém indispensaveis para garantir a
existéncia de solugdes para o problema (1.1). Por exemplo, a continuidade da funcao estu-
dada e a compacidade do conjunto em questao garantem a existéncia de um minimizador
em tal conjunto, como veremos a seguir. Alguns desses resultados s@o bem conhecidos na

literatura e por isso algumas demonstragoes serao omitidas.
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O primeiro resultado desta se¢ao traz a importancia da compacidade do dominio e con-
tinuidade da funcao estudada para garantirmos a existéncia de solucao do problema de
maximizacao e minimizagao. Tal resultado é bem conhecido na literatura, em especial
na Analise Matematica, como Teorema de Weierstrass, onde sua demonstracao pode ser

encontrada em ([4]).

Teorema 1.2.1. ([4]) Sejam X C R™ um conjunto compacto nao-vazio e f: X — R uma
fung¢ao continua. FEntao, os problemas de minimizag¢ao e maximizag¢ao de f em X tém

solucoes globais.

Como explica o autor em [4] o exemplo da funcao f(x) = e* mencionada acima reforca a
importancia do conjunto (vidavel) em questao ser compacto. Dali, tal hipdtese sé poderd
ser retirada e ainda assim garantirmos a existéncia de solucoes se reforcamos as hipoteses

com respeito a fungao objetivo em questao. Dal, surge a importancia da seguinte defini¢ao:

Definicao 1.2.1. ([4]) O conjunto de nivel da fun¢io f: X — R associado a ¢ € R, € o

congunto dado por

Lix(e) = {(x € X| f(x) < ¢},

Corolario 1.2.1. ([{]) Sejam X C R™ e f: X — R continua no conjunto X. Suponhamos
que existe ¢ € R tal que o congunto de nivel L¢x(c) seja nao-vazio e compacto. Entao o

problema de minimizagao f em X possui uma solugao global.

Demonstragao. Pelo Teorema 1.2.1 o problema (1.1) tem solugdo global em L¢x(c),
digamos X, isto é, f(x) < f(x),V x € L¢x(c). Agora seja x € X\ L x(c) qualquer, temos
que f(x) > ¢ > f(X), em outras palavras X é um minimizador global de f em todo conjunto
X.

O

Definicao 1.2.2. Dizemos que f : X — R € coerciva no conjunto X, quando para cada
sequéncia {(x*} C X tal que ou ||x*|| = oo ou {x*} — x € X\ X(k — o00),tem-se

limy o SUp f(x*) = +00.

Corolario 1.2.2. ([4]) Sejam X C R™ e f : X — R uma fun¢do continua coerciva em

X #£ (. Entao, o problema de minimizar f em D possui uma solucao global.
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Demonstragao. Com x € X arbitrério, definimos ¢ = f(x). Dai, obtemos que L¢ x(c) # 0.
Iremos mostrar que tal conjunto é compacto. Suponhamos inicialmente que exista {x*} C

L¢ x(c) tal que {x*} — x, onde x & L¢ x(c). Usando que
Lex(e) = XN{x € R™ | f(x) < c},

onde o segundo conjunto é fechado pelo fato de f ser continua por hipdtese. Isto nos
diz que {x*} — x € X\ X. Com isso, devido a coercividade de f em X temos que
limy s supf(x*) = 400. Mas isso contradiz o fato de {x*} C L¢ x(c). Portanto, obtemos
que L¢ x(c) é fechado.

Agora suponha L¢ x(c) ilimitado, isto ¢, podemos tomar uma sequéncia {x*} C L¢ x(c) tal
que {x¥} — +o00. Entdo pela fato de f ser coerciva em X e {x*} C X, limy_, supf(x*) =

+00. Mas f(x*) < ¢, V k € N. Portanto, Ly x(c) ¢ limitado. O

1.3 Elementos de analise convexa

Nesta secao apresentamos tépicos de analise convexa, abordando alguns fatos béasicos sobre
conjuntos convexos e funcoes convexas que serao importantes para o desenvolvimento
deste trabalho. E grande a importancia da convexidade na otimizagao, pois com tal
hipotese, as condicoes necessarias de otimalidade se tornam suficientes . Isto é, todo
ponto estacionario é solugao do problema de minimizacao. Além disso, o estudo de alguns
resultados de analise convexa sao de grande valia para termos um maior entendimento do

teorema principal deste trabalho.

Defini¢ao 1.3.1. ([//) Um conjunto X C R™ € convexo se, para quaisquer elementos
x, Yy € X, temos
tx+ (1 —t)y € X para todo 0 < t < 1.

Em outras palavras, se x e y sao pontos quaisquer do conjunto X entao o segmento de
reta com extremos x e Yy pertence a X. E chamado de combinacao convexa de x e y o
ponto tx + (1 — t)y. Exemplos triviais de conjunto convexo é o conjunto vazio, o espago

n-dimensional R™, um conjunto que contém s um ponto.
Exemplo 1.3.1. Todo semi-espaco em R™, isto €,
C={xeR":a"x <c},

onde a € R™ ec € R € convexo.
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De fato, sejam x,y € C, logo a’™x < c e a'y < c. Entdo, para tx + (1 — t)y, com
€ [0, 1], temos:
a'(tx+ (1 —thy) <tc+ (1 —t)c =

Portanto, tx + (1 —t)y € C e, assim, C é um conjunto convexo.

Definicao 1.3.2. ([4/) Uma fung¢io f : R — R ¢é dita convexa quando para todos
x,y € R™ tiwermos

f((1—t)x+ty) < (1—t)f(x) + tf(y), (1.6)

para todo t € [0,1]. A fungao f diz-se estritamente convera quando a desigualdade acima

¢ estrita para qualquer x #y et € (0,1).

Observacgao 1.3.1. Note que a condi¢io (1.6) € equivalente a f(x + t(y —x)) < f(x) +
t (fy) —f(x)).

Definicao 1.3.3. ([/4]) Uma fung¢do f : R™ — R € dita fortemente convexa com mddulo

L > 0 quando para todos x,y € R™ tiwermos
F(1—t)x+ ty) < (1—)F(x) + tf(y) — Lt(1 —t)|x —y]|, (1.7)
para todo t € [0, 1].

Observagao 1.3.2. Note que se f é fortemente convexa entao € estritamente convexa,

em particular também é conveza.
Exemplo 1.3.2. A funcdio f: R — R dada por f(x) =x? € convera.

De fato,

fix+tly—x)) = x>+ 2tx(y —x) + t*(y — x)?
X* 4+ 2tx(y — x) + t(y —x)?
x? 4+ t(y? — x?)
= (1—t)x*+ty? Vtel 1l

N

Exemplo 1.3.3. (/4]) Seja f: R™ — R uma fun¢ao conveza e sejam x € R™ e d € R™
quaisquer. Entao a funcio P : R — R, () = f(x + ad), € conveza.
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De fato, sejam o1, & € R e A € [0, 1], temos que

YA + (1 —ANag) = flx+ (Axg + (1 —A)axz)d)

f(x +Aocid + (1 —A)xod)
fAMx + od) + (1 —A)(x + xod))
AM(x + o d) + (1 —A)f(x + oed)
AMp(o) + (1= A (xs).

AN |

Portanto, 1 é convexa.

Exemplo 1.3.4. A fungdo f: R™ — R dada por f(x) = ||x||? € fortemente convexa com

modulo L = 1.

Dados x,y € R™ e t € [0, 1] temos que,

ftx + (1 —t)y) t2|x[|? + 2t(1 — t)xTy + (1 — t)?||y||?

N\

E2[x[1? + 2t(1 = ) x| [[yl| + (1 = )|y

x4+ 2t (1 = Oyl + Iyl — 2ty + ]yl

+ (I=t[yl? + (t = Dfyl]* + tlx]* — tlx|]®

= tf(x) + (1 = t)f(y) + ty[P(t — 1) + t[]x[*(t — 1)
+ 2t(1—t)x[ly]

= tf(x) + (1 = t)f(y) — tyllP(1 —t) — t[x[*(1 — )
+ 2t(1 = t)x[llyl

= tf(x) + (1 — )f(y) —t(1 =) (x| — [[ylD?

< () + (1= Of(y) — t(1 —t)[x —y|

Definicao 1.3.4. ([4]) O epigrafo da fungio f: X — R € o conjunto
Er ={(x,c) e X xR |f(x) <c}.

Teorema 1.3.1. ([4]) Seja X C R™ um conjunto convero. Uma funcio f : X — R é

convexa em D se, e somente se, o epigrafo de f ¢ um conjunto convexo em R™ x R.

Demonstra¢ao. Seja f uma fungao convexa e (x,c1) e (y,cqe) pontos de E¢. Como pela
Definigao 1.3.4, f(x) < ¢y e f(y) < co temos pela convexidade de f que para todo « € [0, 1]

ocorre o seguinte:

flax + (1 — a)y) < af(x) + (1 — ) f(y) < ey + (1 — a)co
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logo,
a(x,c1) + (1 —a)(y,c2) = (ax + (1 — x)y, xcy + (1 — «)ca) € Ey.

Em outras palavras, temos que E¢ é convexo.
Reciprocamente, suponha E¢ convexo. Dai, dados x,y € X, como (x, f(x)), (y, f(y)) € E¢

temos que para todo « € [0, 1]
(axx + (1 — ay, af (x) + (1 — a)f(y)) = x(x, f(x)) + (1 — ) (y, f(y)) € Ey.
Logo, pela definicao anterior temos que
flax + (1 — «Jy) < «f(x) + (1 — )f(y),
ou seja, f é convexa. O

Levando em conta que estamos interessados em resolver o problema (1.1), as seguintes

defini¢oes que envolve o comportamento da funcao objetivo se tornam essenciais.

Definicao 1.3.5. Dizemos que d € R™ é uma direcao vidvel em relagao ao conjunto X

no ponto X € X, quando existe € > 0 tal que
x+tde X,V teloel.

Denotamos por Vx(X) o conjunto de todas as direcdes vidveis em relacdo ao conjunto X

no ponto x € X.

Definicao 1.3.6. Dizemos que d € R™ € uma dire¢ao de descida de f : R™ — R no ponto

x € R™, se existe € > 0 tal que
f(x +td) < f(x),V t € (0, €]
Denotamos por X¢(X) o conjunto de todas as direcoes de descida da func¢ao f no ponto X.

Note que o conjunto X¢(x) pode ser vazio, por exemplo, este é o caso quando X é um
minimizador irrestrito de f, mesmo que seja local.

Proposicao 1.3.1. Seja f: R™ — R uma funcao diferenciavel no ponto x € R™. Entao:
a) Para todo d € X¢(X), tem-se que VF(x)'d < 0.

b) Se d € R™ satisfaz V(x)'d < 0, tem-se que d € X¢(x).
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Demonstracao. Seja d € X¢(Xx). Para todo t > 0 suficientemente pequeno,
0> f(x +td) —f(x) = t(VFf(x)'d+ o(t)/t).

Dividindo os dois lados da desigualdade acima por t > 0 e passando ao limite quando
t — 0%, obtemos 0 > Vf(x)"d, o que prova o item (a).

Suponhamos agora que Vf(x)'d < 0. Temos que
f(x +td) — f(x) = t(VFf(x)"d + o(t)/t)
Em particular, para todo t > 0 suficientemente pequeno, temos
T LT
Vi(x)'d+o(t)/t < §Vf(X) d <0,
o que implica que f(x +td) — f(X) < 0, i.e., d € X¢(X). H

Se x € X é um minimizador local de f sujeito a x € X, é ébvio que nao pode existir
uma direcao de descida de f no ponto X que ao mesmo tempo seja viavel em relacao ao

conjunto X, i.e., necessariamente temos
Xe(x) N Vx(x) = 0.
Pela propriedade 1.3.1, temos entao que
Vf(x)Td >0,V d € Vx(x).

Definicao 1.3.7. ([4]) Um conjunto K C R™ chama-se cone quando ele contém todos os

multiplos nao-negativos de seus elementos, i.e.,
deK=tdeK,VteR,.

Note que se K é um cone nao-vazio, podemos concluir que 0 € K e que de certa maneira,
podemos interpretar um cone como um conjunto de diregoes. Dai, temos que quando
X¢(X) é nao-vazio, ele ndo é um cone, pois 0 € X¢(Xx). No entanto, X¢(x) U {0} é um cone

nao-vazio, no caso em que X¢(Xx) # 0.

Definicao 1.3.8. ([4]) Sejam X C R™ um conjunto convexo e X € X. O cone normal no

ponto X em relagao ao conjunto X € dado por:

Nx(x)={deR"|d"(x—%) <0,V x € X}.
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Outros dois tipos especificos de cone bastante usados na literatura, os quais iremos nos
utilizar ao decorrer deste capitulo sao os chamados cone tangente e cone de Bouligand,

abordados abaixo.

Definig¢ao 1.3.9. (/4/) Dado X C R™ e x € X, chama-se de cone tangente no ponto X o
conjunto de todas as direcoes tangentes ao conjunto X no ponto x. De forma equivalente,

pode ser definido como
v{tk} C R+7{tk} — O+7

Tx(x) =< d e R" Jd*} c R™,{d*} — d, tal que
X + td* € X para todo k € N

Outra nogao 1til é a de cone (tangente) de Bouligand ou contingent cone, dado por:

El{tk} C R+7 {tk} — 0+7

Bx(x) =< deR" Jd*} c R {d*} — d, tal que

X+t d* € X para todo k € N

Note que pela Definicao 1.3.9 temos que Tx(x) C Bx(x). Ou seja, a nocao de cone

(tangente) de Bouligand é mais geral que a de cone tangente.

Teorema 1.3.2. ([4]) Se f: R™ — R ¢é conveza entdo todo minimizador local € global.

Além disso, o conjunto dos minimizadores € convezo.

Demonstracao. Suponhamos que x* € R™ seja minimo local, e suponha por contradicao
que este nao é global, entao existe algum y € R™ tal que f(y) < f(x*). Como f é convexa,

temos:

f((1—t)x"+ty) < (1—t)f(x")+tf(y)
< (1T —1t)f(x") 4+ tf(x™)

— f(x*), Yt [0,1].

Tomando t suficientemente pequeno temos que (1 — t)x* + ty é arbitrariamente préximo
de x* com f((1—t)x*+ty) < f(x*). Isso contradiz o fato de x* ser minimo local. Portanto,
se f é convexa todo minimo local é global.

Agora, seja S C R™ o conjunto dos minimizadores e v .€ R o valor 6timo do nosso
Problema (1.1), isto é, f(x) =v,V x € S. Tomando x,y € S e t € [0, 1], pela convexidade

de f obtemos
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fltx+ (1 —t)y) < tf(x)+ (1 —1)f(y)
= tv+(1—t)v

Como v ¢ valor 6timo temos que
f(tx + (1 —t)y) =v.
Em outras palavras tx + (1 —t)y € S. ]

Teorema 1.3.3. ([4]) Se f:R™ — R € estritamente convexa, entio nao pode haver mais

de um minimizador.

Demonstracao. SejaS C R™ o conjunto dos minimizadores de f. Suponha por contradi¢ao
que existam x € Se X € S, com x # X. Seja t € (0,1), fato de f ser estritamente convexa

temos que

fltx+ (1 —t)%) < tf(x) + (1 —t)f(x)
= tv+(1—t)v
= .

Como S é convexo (pelo teorema anterior) temos que tx + (1 — tX) é uma soluc¢ao para
o problema com valor menor do que v. Mas isso gera uma contradicao. Portanto, o

minimizador deve ser unico. OJ

O proximo resultado nos diz que toda fungao convexa é continua em qualquer subconjunto
aberto do seu dominio. Além disso, ainda podemos garantir que tal funcao sera também

localmente Lipschitz-continua no interior do seu dominio como pode ser visto em [4].

Teorema 1.3.4. (Continuidade de fungées convexas) Sejam Q C R™ um conjunto
convezo e aberto e f: Q — R funcdo convera em Q. Entdo f € localmente Lipschitz-

continua em Q. Em particular, seque que f € continua em Q.

No caso em que a funcao estudada é diferenciavel, a convexidade admite algumas carac-
terizagoes que sao utéis para saber se uma funcao é convexa ou nao. Tais caracterizagoes

também serao essenciais no prosseguimento deste trabalho.

Teorema 1.3.5. ([4]) Seja f : R™ — R uma funcdo diferencidvel. Entao as seguintes

propriedades sao equivalentes:
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(i) A funcdo f é conveza,

(ii) Para todo x,y € R™,
f(y) > f(x) + VF(x) " (y —x).

(111) Para todo x,y € R™,
(VF(y) = VI(x)) T (y —x) > 0.

Quando f € duas vezes diferencidvel, as propriedades acima também sao equivalentes a

(iv) A matriz hessiana de f € semi-definida positiva em todo x € R™,

(VH(x)d)Td >0, VdeR™

Demonstra¢ao. Suponha f convexa, entdao para x,y € R™, « € (0, 1] quaisquer, definindo

d =y — x, temos que

fix+ad) = flay+ (1 — a)x)
< af(y) + (1 — «)f(x),

donde
x(f(y) —f(x)) > f(x + ad) — f(x).

Dividindo ambos os membros por & > 0,e passando o limite com o« — 0%, obtemos

f(x + ad) — f(x)
o
= Vf(x)Td=Vf(x)"(y—x).

fly) —f(x) > limg_or

Logo,
fly) = f(x) + VEx) [y —x).

Trocando agora x por y no item (ii), temos

f(x) = f(y) + VIy) (x —y).

Somando essa desigualdade com a de (ii), obtemos (iii).

Agora, sejam x € R™ e y € R™. Pelo Teorema do Valor Médio, existe « € (0, 1) tal que

f(y) —f(x) = VF(x + aly —x)) " (y —x).
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Usando (iii) para os pontos (x + x(y —x)) e x, obtemos
Vix+aly—x)"(y—x) = a " (Vix+aly —x)))" («(y —x))
> o (VX)) (x(y —x))
= Vf(x)(y —x)
Combinando esta desigualdade com a igualdade anterior, obtemos (ii).

Reciprocamente, fazendo novamente d =y — x e usando (ii) para os pontos x e x + «d;

Yy e x + ad temos que

f(x) > f(x + ad) — «(VFf(x + «d))"d

fy) > f(x + od) + (1 — o) (VF(x + ad)) " d.

Multiplicando a primeira desigualdade por 1 — « > 0 e a segunda por & > 0 e somando

ambas, obtemos

(1—o)(f(x + axd) — x(VFf(x + «d))"d
+ aff(x 4+ ad) + (1 — o) (VF(x +ad))"d)
f(x 4+ ad)

(1 — a)f(x) + of(y)

\%

f((1—o)x+ ay),

ou seja, f é convexa.
No caso em que f é duas vezes diferencidvel é suficiente mostrar que (ii) < (iv). De fato,

fixemos x, d € R™ quaisquer, dai por (ii),
f(x + ad) — f(x) > «(VF(x))"d.

Usando ainda o fato de que f é duas vezes diferenciavel,

0 < f(x+ad)—f(x)—«(VFf(x))Td
= S(VH()d)Td+0(ec)

Dividindo por «® > 0 e fazendo a — 07, obtemos (iv). Supondo agora que ocorre (iv),

sejam x,y € R™, pelo Teorema do Valor Médio existe « € (0, 1) tal que
1
fly) = 0 = V) Ty = x) = S (Vx4 aly = x))(y =x)) [y =x) > 0.

Logo, segue (ii). H



Capitulo 1. Preliminares 18

Exemplo 1.3.5. Considere a sequinte fungdo, f(xq,%x2) = 2x? + 3x1Xg + 5Xx3 — 2x; + 6X,.

Note que

4 3 Y1
310 Yo

Y VHEX)Y = (Y1 ya) = 4y] + 6y1y> + 10y3 > 0.

Entao, pelo resultado anterior, a funcdao f € conveza.

Vejamos agora um outro conceito de andlise convexa que sera utilizado no decorrer

deste trabalho.

Defini¢ao 1.3.10. (/1]) Seja X um conjunto aberto ndao vazio em R™, e seja f: R™ — R
diferencidvel em X. A funcao f € dita ser pseudoconvexra se para cada Xi,X3 € X com
VE(x1)T(xa —x1) = 0, temos f(x2) > f(x1), ou, de forma equivalente, se f(xs) < f(x1),
entio VE(x1)"(x2 —x1) < 0. A funcio f € dita pseudoconcava se —f é pseudoconveza.

A funcao f € dita ser estritamente pseudoconvexa se para cada Xq,Xs € X distintos satis-
fazendo V(x1)"(xa—%x1) = 0, temos f(xy) = f(x1),0u equivalentemente, se f(xs) < f(x1),
entio VF(x1)T(x2 —x1) < 0. A funcdo f é dita estritamente pseudoconcava se —f €

estritamente pseudoconveza.

Observacao 1.3.3. Note que toda funcdao f : R™ — R convexa e diferencidvel em X €
pseudoconvexa.
De fato, para todo x1,%xo € X tal que f(xq) < f(x1), usando o teorema 1.3.5, f(xo) > f(x1)+

VE(x1)T(xa —x1) = 0> f(xa) — f(x1) > VF(x1)" (x2 —x1). Portanto, f € pseudoconveza.

Exemplo 1.3.6. A funcio real T : R — R dada por f(x) = —e " é um exemplo de

func¢ao pseudoconvezxa.

Pois se f/(x) > 0, entao f é crescente para x > X. Se f'(x) < 0, entao f é decrescente
para x < X e se f'(x) =0, entao f(x) < f(x) para todo x € R. Mas f nao é convexa pois

existe um x, digamos x = 1, tal que f”(x) < 0.

Teorema 1.3.6. (/}]) (Derivada direcional de uma funcdo convexa) Seja f :
R™ — R convexa. Entao para todo x € R™, f é diferencidvel em cada direcao d € R™.
Além disso,

fix + ad) > f(x) + af'(x;d), Ve € R,
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Demonstrac¢ao. Fixamos x € R™ e d € R™ arbitrarios. Defina,
V:R— R, P(a) ="f(x+ ad).

Dai, precisamos mostrar a existéncia do seguinte limite

f(x + ad) — f(x)
x

f/(x;d) = limeo,
(1.8)
(o) —(0).

Como f é localmente lipschitz, pelo Teorema (1.3.4), existem L > 0 e & > 0 tais que
If(x + ad) — f(x)| < Lo|d]| V & € [0, &].

Portanto,

[W(e) —$(0)] _ Lldl
o h ’

ou seja, a funcao o (P () —P(0)) é limitada no conjunto [0, &]. Iremos mostrar agora
que essa mesma funcao também é nao-decrescente em [0, &]. De fato, sejam f > o« > 0,
entao existe t € (0,1] tal que o« = tp = (1 — t)0 4+ tp. Dai, devido a convexidade de 1,

Exemplo (1.3.3), temos que

V(o) < (1 —=t)h(0) + tp(B).

Portanto,
W () —(0)] (1 —t)p(0) + tp(B) — (0)

x (08

N

tp(B) —(0))

B
B(B) —$(0)

p

Isso nos diz que a funcao o« (P () — P(0)) é nao-decrescente quando & — 0. Como

j& vimos que ela é limitada, em particular inferiormente, segue que o limite (1.8) existe.

Além disso,
(W) = (0) = f'(x; d),

ou seja,

fix + ad) > f(x) + «f’(x; d).



Capitulo 1. Preliminares 20

s

Definicao 1.3.11. (/4]) Seja f: R™ — R uma funcao conveza. Dizemos que y € R™ é

um subgradiente de f no ponto x € R™ se

f(z) > f(x) +y'(z—x), VzeR™ (1.9)

O conjunto de todos os subgradientes de f em x se chama o subdiferencial de f em x,

o denotamos por 0f(x).
Considere agora z = x + «d, onde d € R™, o > 0, a definicdo acima de subgradiente
pode ser escrita da seguinte forma,

f(x + ad) — f(x)
x

y € of(x) < >y'd, Vde RV o> 0. (1.10)

Dali, pelo que foi visto na demonstragao do Teorema (1.3.6), ac ! (f(x + ad) — f(x)) é uma
funcao nao-decrescente; além disso, ela possui um limite quando fazemos o« — 0. Logo,
(1.10) é equivalente a:

fix:d) = lim f(x + ad) — f(x)

x—04 (0.4

>y'd,VdeR™

Em resumo temos que a definicao de subgradiente pode também ser vista de uma forma

mais pratica, que ¢ a seguinte:
of(x) ={y e R™ [ f'(x;d) > y'd, Vd e R"} (1.11)

Os préximos dois resultados nos dizem que dois conjuntos convexos sem pontos em comum
sao separaveis. Tais resultados serao utilizados em algumas demonstracoes no decorrer

deste capitulo, mas omitiremos suas demonstragoes, que podem ser encontrada em [4].

Teorema 1.3.7. (Separacao) Sejam X; C R™ e Xy C R™ conjuntos convezros nao-vazios

tais que X1 N Xy = 0. Entao existem a € R\ {0} e c € R tais que
a'x!'<e<a™®Vxt e Xy, Vx2eX..

Teorema 1.3.8. (Separagcdo Estrita) Sejam X; C R™ e Xy C R™ conjuntos converos,
fechados e nao-vazios. Suponhamos que um deles também seja limitado (logo, compacto).

Entao X; N Xy =0 se, e somente se,existem a € R™\ {0} e ¢ € R tais que

a'x!<c<a™x?VxleXy, VxEeX,.
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Teorema 1.3.9. (/4]) Seja f: R™ — R uma fungdo convexa. Entdo para todo x € R™,

o conjunto 0f(x) € convexo, compacto e nao-vazio. Além disso, para todo d € R™, tem-se
'(x;d) = maxyear(x)y'd. (1.12)
Demonstra¢ao. Por (1.11), temos que
of(x) = {yeR™|y'd<f'(x;d), VdecR"}
= Naer{y € R™ [yTd < f/(x; d)}.
Como a intersecgao de semi-espagos fechados é convexa e fechada, obtemos que 0f(x) é

convexo e fechado. Resta mostrarmos que 0f(x) é limitado. Até entao, ainda nao sabemos

que 0f(x) # ), dai caso 9f(x) = 0, o subdiferencial é limitado. Suponhamos que exista

k
uma sequéncia {y*} C 9f(x) tal que |[y¥|| — oco. Dai, considere para todo k, d* = Hy—kH,
Y
onde podemos supor, a menos de subsequéncia que {d*} — d, pois d* ¢ limitada. Entao
por (1.11),
Iyl = (y*)Td* < £'(x; d).
Portanto,

lim sup |[y*|| < lim sup f'(x;d*) < f'(x;d) < oo,

k—o0 k—o0
onde a segunda desigualdade segue de ([4], pag 173). Isto contradiz o fato de [[y*|| — co.
Portanto, segue que 0f(x) é limitado.

Por fim provemos que 0f(x) # ). Para isso, mostremos (1.12) e ao mesmo tempo verifi-

quemos que 0f(x) # (). De fato, fixemos d € R™ arbitrdrio, entao pelos célculos acima

f'(x;d) > Ta,
( ) ygil)%fx)y

onde a existéncia do maximo acima segue pelo fato de 9f(x) ser compacto, junto com o

Teorema (1.2.1). Defina os seguintes dois conjuntos:

Xi={(z,c) eR" xR | ¢c>f(z)}

Xy = {(z,c) e R" xR | c=f(x)+af’(x;d),z=x+ «d, ocER+}.

Note que ambos os conjuntos sao convexos, onde X; é o epigrafo de f sem a sua fronteira,
logo é convexo, pois f é convexa.

Se X; N Xy # (), terfamos que

f(x + ad) < f(x) + of'(x; d),
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para algum o € R, mas isso gera uma contradi¢do com o Teorema (1.3.6). Portanto,

temos que X; N Xy = (). Entao, pelo Teorema (1.3.7), existe (u, B) € R™ x R\ {0} tal que

u'z+ Be < u(x+ ad) + B(f(x) + of’(x; d)), (1.13)

VzeR", VaeR,, Vc>f(x). Se p =0, entao
u'z<u(x +ad), VdeR",

mas isso s6 pode acontecer quando uw = 0. Como (u, 3) # 0, logo 3 # 0.

Suponha 3 > 0, entao escolhendo z = x e &« = 0 em (1.13), temos que Bc < Bf(x) para
todos os ¢ tais que ¢ > f(x), o que gera uma contradi¢ao. Portanto, obtemos que < 0.
Dividindo ambos os lados em (1.13) por 3 < 0, temos que

T T
c+ (%) (z—x) > f(x) + of'(x;d) + « <%) d, (1.14)

VzeR" VaeR, Vc> f(z). Tomando os limites quando &« — 0" e ¢ — f(z)™",
obtemos que

)
f(z) > f(x) — <%) (z—x), Vze€R"

ou seja, %l € 0f(x). Em outras palavras, segue que 0f(x) # (.
Tomando ainda « =1 e z=x em (1.14) e passando o limite com ¢ — f(z)*, obtemos

.
0> f'(x:d) + (LEL) d.

Logo,

.
_ (%) d>f'(x:d), %‘ € of(x).

Dai, como ja sabemos que f'(x; d) > maxyecof(x)Y'd, entdo

f'(x:d) = Td.
(x;d) yg%%)y

Segue o resultado. n
Proposicao 1.3.2. (/4]) Uma func¢ao convera f : R™ — R € diferencidvel no ponto

x € R™ se, e somente se, o conjunto 0f(x) contém um elemento sé. Neste caso, 0f(x) =

{Vf(x)} (onde Vf(x) denota o gradiente de f em x).
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Demonstragao. Considere f diferencidvel no ponto x € R™. Entao, pelo Teorema (1.3.5)
f(z) > f(x) + Vf(x)"(z—x),V z € R™,

ou seja, Vf(x) € 0f(x). Seja agora y € 0f(x), entdao para todo d € R", fazendo z =x+d
na Defini¢ao 1.3.11 temos
f(x)+y'd < f(x+d)
= f(x) + VFf(x)"d+0(|d]).

Portanto,
(y—Vf(x))"d < e(ldl).
Tomando,
k_ _Y— V£(x)
klly — VE(x)II
temos que d* — 0 e
ly — VI(x]]l 1
— < 0(3),
k (k)

mas isso implica que y — Vf(x) = 0. Concluimos entao que 0f(x) ={Vf(x)}.
Seja 0f(x) = {y}, pelo Teorema (1.3.9),

f'(x;d) =y'd, VdeR"

of(x)
aXi ’
1,...,mn. Temos que f'(x; d) é uma funcao linear em d de forma Vf(x)"d, o que implica a

1=

Escolhendo como d os elementos da base canonica do R™, temos que y; =

diferenciabilidade de f em x.

]

A importancia do estudo do subdiferencial e suas propriedades na teoria de otimizagao
pode ser vista no seguinte resultado, onde iremos nos utilizar da Definigao 1.3.8. Como
foi visto anteriormente temos que sempre vale a inclusao Tx(x) C Bx(x). Mas ainda, se
o conjunto X em questao for convexo temos por [4] que vale a igualdade Tx(X) = Bx(X).

Usando este fato, vejamos o proximo resultado.

Teorema 1.3.10. (/4/) (Condi¢do de otimalidade para minimizacdo de uma
funcao convexra num conjunto convero)
Sejam f : R — R uma fungao convera e X C R™ um conjunto convero. Entao x € R™

¢ um minimizador de f em X se, e somente se,

Jy € of(x) tal que y'(x —%) =0, VxeX, (1.15)
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ou equivalentemente,

0 € Of(R) + Nx(X). (1.16)

Em particular, X é minimizador de f em R™ se, e somente se, 0 € 0f(x).

Demonstracdo. Suponha inicialmente que yT(x —X) > 0 para todo x € X, entdao temos

que —y € Nx(x). Pela defini¢do de subgradiente, segue que
f(x) > f(x) +y' (x —x) > f(x), Vx € X,

isto é, X é minimizador de f em X.

Reciprocamente, suponhamos que X é um minimizador de f em X. Escolhemos qualquer
d € Tx(x) = Bx(x), d # 0. Logo, existem sequéncias {ti} C R, \ {0} e {d*} C R™ tais
que {d*} — d, {ti} = 07, % + td* € X para todo k. Dai, para todo k temos que

0 < f(x + td®) — (%) = ti f/(X; %) + O(ty).
Dividindo ambos os lados por t, > 0 e passando o limite com k — +o00 concluimos que
f'(x;d) =0, Vde Tx(x). (1.17)

Suponhamos que nao ocorra (1.16), logo nao existe y € R™ tal que —y € 0f(X) ey €
Nx(x). Logo,
(—of(x)) N Xx(x) = 0.

Como 0f(X) é convexo, compacto e nao-vazio e X4(X) é convexo, fechado e nao vazio, pelo

Teorema (1.3.8), existem a € R™\ {0} e c € R tais que
—a'y>c>a'd, Vye€of(x), Vde Nx(x). (1.18)

Como 0 € Nx(x), temos que ¢ > 0. Portanto, a'y < —c < 0 para todo y € 9f(x). Dal,

usando (1.12), obtemos que
f/(X; a) = maxyear(x) a'y < 0. (1.19)

Suponhamos que a'd > 0 para algum d € Xx(x). Tomando td € Xx(x), t > 0 e fazendo
t — +00, temos uma contradi¢ao em (1.18), pois ¢ € R é fixo. Entao, a’d < 0 para todo

d € Nx(x). Portanto,

a e (Nx(x))* = ((Tx(x))")" = Tx(x), (1.20)
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onde as desigualdades seguem de ([4], pag 118).
Dai, temos que (1.19) e (1.20) contradizem (1.17). Por fim, se X é um minimizador de f
em R™ entao

f(x) < f(x), VxeR™

Logo,
f(x) = f(x) + 0" (x — %),

isto é, 0 € 0f(x). Reciprocamente, se 0 € 0f(x) segue que X é minimizador de f em

R™. [l

Corolario 1.3.1. Nas mesmas hipoteses do teorema, suponha ainda que f seja dife-
rencidvel. Entdo X € uma solucio otima de f em X se, e somente se, VF(X)T(x —%x) >0

para todo x € X.

Observacao 1.3.4. Como consequéncia do resultado acima, obtemos que a condi¢ao
VTf(X) = 0 € necessdria e suficiente para otimalidade no caso de minimizagao irrestrita

de uma funcao convexa diferencidvel.

A seguir mostraremos que o subdiferencial de uma funcao convexa é limitado em conjuntos

limitados e que tem certas propriedades de continuidade.

Proposicao 1.3.3. Sejam f : R™ — R uma funcao convera e X C R™ um conjunto

limitado. Entao o conjunto Uxex0f(x) também € limitado.

Demonstragao. Suponhamos que X C R™ seja limitado, mas que existam {x*} C X e
{y*} C R™ tais que y* € 3f(x*) para todo k e |[y*|| = co(k — o00). Definindo d* =
y*/|ly*¥|l e tomando subsequéncias (se necessério), podemos admitir que {x*} — x e

{d*} - d (k — o0), sendo ||d|| = 1. Pelo teorema (1.3.9),
F(x*;d%) > (y")Td" = [ly*[| — +oo.

No entanto, segue de ([4], pag 173) que limsup f(x*; d*) < f'(x;d) < oco. Esta Con-
k—o00
tradicao mostra que nao podem existir sequéncias com as propriedades descritas acima.

Portanto, o conjunto U, cx0f(x) é limitado. H

Proposicao 1.3.4. Sejam f : R™ — R uma funcao conveza, {x*} — x (k — o0) e
y* € 0f(x*) para todo k. Entdo a sequéncia {y*} € limitada e todos os seus pontos de

acumulagao pertencem ao 0f(x).
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Demonstragdo. Como y* € 9f(x*), temos que
f'(x*:d) > (y9)'d, VdeR™

Pela proposicao (1.3.4), a sequéncia {y*} é limitada. Seja y € R™ qualquer ponto de
acumulacio de {y*}, i.e., {y®} —y (j — o0o0). Tomando limite superior quando j — co na
relagao acima, temos que

(Y)'d < limsup f'(x*;d) < f'(x;d), Vd € R™,

k—o0

Portanto, y € of(x). H

Ainda no que diz respeito ao subdiferencial de uma fungao convexa, e usando os resultados

abordados acima, nosso objetivo agora sera provar o seguinte resultado:

Proposicao 1.3.5. ([4]) Sejam f; : R™ — Ri = 1,--- | p, fungoes converas. Entdo

vale que

a( P fi(x)) = TP ofi(x). (1.21)

Demonstragao. Provaremos o resultado para p = 2 (a generalizagdo para o caso de p > 2
é 6bvia). Seja f: R™ — R, f(x) = fi(x) +f2(x). Supondo que y' € 9fi(x), 1 = 1,2, temos
que

fi(z) > fi(x) + (y") ' (z—x), Yz € R™

Somando as duas desigualdades, obtemos
f(z) = fi(2) + fa(2) > F1(x) + f2(x) + (y' +y*) (2 —x) = f(x) + (y" +y?) " (z —x),

Assim, y! +y? € 0f(x). Portanto, 0f;(x) + 0fy(x) C 0f(x). Suponha agora, por con-
tradicao, que nao vale a inclusdo 0f(x) C 0fi(x) + 0fz(x), i.e., existe y € 9f(x), com
f(x) = fi(x) 4+ fa(x) tal que y & 0fi(x) 4+ 0fa(x). Os conjuntos 0fi(x) e 0fy(x) sao
convexos, compactos e nao-vazios (Teorema 1.3.9). Portanto, 0f;(x) 4+ 0fy(x) é convexo,
compacto e ndo-vazio. Comoy ¢ 0f;(x)+0fy(x), pelo Teorema 1.3.8, existem a € R™\{0}

e ¢ € R tais que

a"(y'+y?) <c<a'y, Yyl edfi(x),i=1,2
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Dai,

a < SUpyicor(x)ic12(y' +y*)Ta
= supyieoar, (x)(Y") a+ supyecar(y®)'a
= Mmaxyieor (x)(YH)Ta+ maxyzear, ) (y?) a
= fi(xa)+fylx; )
— f(xa).

Porém, esta desigualdade gera uma contradigao pelo fato de y € 9f(x) (vide 1.11).

]



Capitulo 2

Métodos de programacao nao linear

Nossa intengao neste capitulo é abordar as ideias principais e os fundamentos matematicos
do desenvolvimento e da andlise dos algoritmos. Serao tratados métodos de descida e
técnicas de busca linear, que representam ideias muito importantes em otimizacao com-

putacional.

2.1 Meétodos de descida

Seja f : R™ — R uma funcao dada. Uma das estratégias mais naturais para resolver o

problema irrestrito

min f(x),x € R™ (2.1)

é a seguinte. Dada uma aproximacao x* € R™ da solucao do problema, encontramos um
ponto x*T! € R™ tal que

f(x®) < £(xM).

Uma realizacao desta estratégia basica é tomar uma direcao d* € R™ tal que f é decres-
cente a partir do ponto x* nessa direcao, e computar um comprimento de passo o > 0

k

que fornece um valor de f menor do que no ponto x*, ou seja,

f(x* + e d®) < f(x5).

Assim obtemos o seguinte método iterativo x**1 = x* 4+ a,d*. Métodos deste tipo se
chamam métodos de descida, e os apresentaremos a seguir.
A seguir, apresentamos as principais regras de busca linear, supondo que para um

ponto x* dado, uma direcao d* € X¢(x*) ja foi escolhida.

28
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Regra da minimizacao uni-dimensional. Uma estratégia natural é minimizar a
funcao objetivo na semi-reta x* + ad*, o« > 0. O comprimento de passo o vem dado
pela condicao

f(x* + e d®) = min f(x* + ad*),

x>0

i.e., ax € uma solucao do problema
min @y (&), x € R, | (2.2)

onde

or Ry = R, () = f(x* 4+ ad").
Observe que o fato de d* € X;(x*) garante que solugoes do problema (2.2) estdo no
interior do conjunto vidvel. Portanto, para uma funcao f diferencidvel no ponto x**1,
segue que

0= @plon) = VF(x* + on.d®)Td* = VF(x*)Td*, (2.3)

k+1)

Em particular, se Vf(x £ 0, do ponto de vista geométrico, x**! é o ponto de intersecao

da semi-reta a partir de x* da direcdo d* com a curva de nivel da funcao f que passa

1

pelo ponto x**!. Este valor de ax é o melhor possivel, no sentido de que no ponto

correspondente obtemos o menor valor de f entre todos os pontos da forma x* +ad*, « >
0.

A regra de Armijo. Outra estratégia natural é computar um comprimento de passo
que resulta em decréscimo suficiente da funcao f em relacio ao valor f(x¥).
Suponhamos que f seja diferencidvel no ponto x*. Fixamos os pardmetros & > 0 e

0,0 € (0,1). Tomamos « := &.
1. Verificamos se a desigualdade
f(x* 4+ ad®) < F(x*) + caVF(x*)"d* (2.4)
se satisfaz ou nao.

2. Se (2.4) nao se satisfaz, tomamos o« := O« e retornamos ao Passo 1. Caso contrario,

aceitamos oy = & como valor do comprimento de passo.

O resultado seguinte mostra que quando d* satisfaz a condicao suficiente de descida dada,

na proposicao 1.3.1, entao a regra de Armijo estd bem definida.
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Lema 2.1.1. (A regra de Armijo estd bem definida) Seja f: R™ — R uma fun¢ao
diferencidvel no ponto x* € R™. Suponhamos que d* € R™ satisfaca VF(x*)T(d¥) < 0.
Entao a desigualdade (2.4) € satisfeita para todo & > 0 suficientemente pequeno. Em

particular, a regra de Armijo estd bem definida e termina com um o > 0.
Demonstrag¢ao. Veja em [5]. O

A desigualdade (2.4), com & = &, fornece uma estimativa de quanto o valor de
f(x**1) é menor do que f(x¥). A prova da convergéncia fica mais facil quando os valores
do comprimento de passo &y sao uniformemente limitados inferiormente por algum & > 0.

Neste sentido, o seguinte resultado ¢ importante.

Lema 2.1.2. Seja f: R™ = R uma funcao diferencidvel no R™, com derivada Lipschitz-
continua no R™ com mddulo L > 0.

Se x*,d* € R™ satisfazem a condicio VE(x*)T(d*) < 0, entdo a desigualdade (2.4) é
valida para todo « € (0, &y ], onde

2(1 — o) (VF(x*))T(dx
G = ( G)L(||dk(|7|(2)) ( )>0. (2.5)

Demonstrag¢ao. Veja em [5]. O

A regra de Wolfe. O comprimento de passo xy > 0 é calculado para satisfazer as

seguintes duas desigualdades(em relagao a «):
f(x* + ad®) < F(x*) + o1 a(VF(x*)) T (d¥) (2.6)

VF(x* + ad®)T(d¥) > oo(VF(xF))Td¥, (2.7)

onde 0 < 07 < 09 < 1.
A seguir apresentamos um procedimento de implementagao da regra de wolfe.
Fixamos os parametros 0 < 0; < 09 < 1. Tomar & := 0 e & := 0. Tomar um valor inicial

o > 0.
1. Se (2.6) e (2.7) se satisfazem, passar ao Item 6.
2. Se (2.6) ¢ violada, tomar & := « e passar ao Item 5.
3. Se (2.7) é violada, tomar & := «.

4. Se & = 0, escolher um novo valor & > & e passar ao Item 1.
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5. Escolher um novo valor « € (&, &) e passar ao Item 1.
6. Tomar o = .

Lema 2.1.3. (a regra de Wolfe estd bem definida) Seja f : R™ — R uma fungdo
limitada inferiormente no R™, diferencidvel com derivada continua. Suponhamos que
xk € R™ e d* € R™ satisfacam VF(x*)T(d*) < 0.

Entao qualquer implementagao da regra de Wolfe, para a qual tem-se que & — 400 no
caso de niumero infinito de extrapolacoes e (& — &) — 0 no caso de numero infinito de
interpolagoes, estd bem definida, no sentido de que ela termina com um valor de compri-

mento de passo o > 0.

Demonstracao. Veja em [5]. O

2.2 O método do gradiente

Suponhamos que a funcao f seja diferenciavel no R™. No caso de métodos de descida

kM1 = xk + o d¥, falamos do método do gradiente quando a direcdo de descida d* se

X
escolhe como sendo a direcao de menos gradiente de f em x*. Em particular, o esquema
se reduz ao seguinte:

X =x* — o VF(x¥), k=0,1,... (2.8)

O estudo deste método é um passo importante para se entender os fundamentos da oti-

mizacao computacional, embora seja pouco eficiente para resolver problemas praticos.

Algoritmo 2.2.1. (Método do gradiente)
Escolher x° € R™ e tomar k := 0. FEscolher uma regra de busca linear e os pardmetros
associados: & >0 (ou & = 400) no caso da minimiza¢ao uni-dimensional, & >0, o, 0 €

(0,1) no caso da regra de Armijo.

1. Calcular o comprimento de passo &y na direcao do antigradiente d* = —VF(x*) de
acordo com a regra escolhida (se VE(x*) = 0, na prdtica o método para; para fins

teoricos, podemos tomar o« arbitrdrio).
2. Calcular x*™* pela férmula (2.8).

3. Tomar k: =k + 1 e retornar ao Passo 1.
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Teorema 2.2.1. (Convergéncia global do método do gradiente)

Seja f : R™ — R uma funcao diferencidvel no R™, com derivada continua. Suponhamos
que o Algoritmo 2.2.1 utiliza a minimizacao uni-dimensional ou a regra de Armijo. Entdo
cada ponto de acumulacdo de qualquer sequéncia {x*} gerada pelo Algoritmo 2.2.1 é um

ponto estaciondrio do problema (2.1). Se a sequéncia {x*} € limitada, entao vale
(VF(x*)} = 0 (k = 00). (2.9)
Demonstragao. Veja em [5]. O

No caso de uma funcao convexa, as propriedades de convergéencia global do método do
gradiente sao bem mais fortes. Ressaltamos que a afirmagao é vélida mesmo se o conjunto

de minimizadores for ilimitado.

Teorema 2.2.2. Seja f : R™ — R uma funcao convexa, diferencidvel no R™, com derivada
continua. Suponhamos que o Algoritmo 2.2.1 utiliza a regra de Armijo com & < 1. Se
o conjunto de minimizadores irrestritos de f é ndao-vazio, entio qualquer sequéncia {x*}

gerada pelo Algoritmo 2.2.1 converge a uma solug¢ao de (2.1).

Demonstrag¢ao. Veja em [5]. O

2.3 O método de Newton

O método classico de Newton foi introduzido para encontrar uma solucao da equacao
d(x) =0, (2.10)

onde @ : R™ — R™ ¢ diferencidvel. Seja x* € R™ uma aproximacao de alguma solucio
de (2.10). Entdo é natural aproximar a equacido (2.10) préxima ao ponto x* pela sua
linearizacao

O (x*) + @'(x*)(x —x*) =0. (2.11)

A equagao linearizada (2.11) fornece o sistema de iteragao do método cléssico de Newton.
A idéia é transparente - a equac¢do nao-linear (2.10) é substituida pela equagao linear

(computacionalmente muito mais simples) (2.11).

Algoritmo 2.3.1. (O método de Newton)

Escolher x° € R™ e tomar k = 0.
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1. Calcular x**1 € R™ como solugio da equagao linear (2.11).

2. Tomar k:=k+1 e retornar ao item 1.

Assumindo que o ®’(x*) é nao-singular (neste caso a solugio da equacio de Newton
(2.11) é tnica), o método de Newton é muitas vezes apresentado na forma do esquema

iterativo explicito

X =xk — (@' (x*) 'O (x¥), k=0,1,... (2.12)

Com a compreensao de que uma implementagao real do método nao precisa exigir o calculo
do inverso completo da matriz @ (x*).

Sob hipdéteses apropriadas, o método de Newton é muito eficiente, o que se reflete nas
seguintes declaracoes de convergéncia. Ao mesmo tempo, é claro que, na sua forma pura,
o método pode nao convergir se iniciar em um ponto que nao esta suficientemente proximos
de uma solugao, mesmo que este satisfaca todas as suposicoes necessarias. O que se segue
descreve as propriedades de convergéencia essenciais do método de Newton. Para maiores

informagoes veja [5].

Teorema 2.3.1. (Convergéncia local do método de Newton) Seja @ : R — R™
diferencidvel em uma vizinhanga de um ponto x € R™, com deriwada continua neste ponto.
Seja X uma solugao da equagao (2.10), e suponha que ®'(X) € uma matriz nao-singular.
Entao qualquer ponto de partida x° € R™ suficientemente préximo de X, o Algoritmo
2.3.1 gera uma sequéncia {x*} bem definida que converge para x. A taza de convergéncia
¢ superlinear, e se a derwada de ® é Lipschitz-continua em uma vizinhanca de X, entao

a taxa de convergéncia é quadrdtica.
Demonstragao. Veja em [5] O
Agora consideremos o problema de otimizacgao irrestrita
min f(x),x € R™, (2.13)

onde f: R™ — R™ é uma funcao duas vezes diferenciavel no R™. Os pontos estacionarios

deste problema sao caracterizados pela equagao (2.10), onde
®:R™ — R"™, ®(x) = Vf(x).

Portanto, podemos tentar computar pontos estacionarios de (2.13) aplicando o método

de Newton a equacao Vf(x) = 0.
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Seja x* € R™ uma aproximacao a um ponto estaciondrio X do problema (2.13). A apro-

ximacao seguinte x**1 é computada como solucao do sistema de equacoes lineares
VE(x*) + V2 (x*) (x —x*) =0, (2.14)

em relacdo a x € R™. Supondo que V2f(x¥) seja nao-singular para todo k, obtemos o

esquema iterativo seguinte:
X = xR — (V2 (%) IVE(x9), k=0,1,... (2.15)

Observamos que esta iteracao admite uma interpretacao em termos de problemas de
otimizacdo. Em particular, em torno do ponto x*, o problema (2.13) pode ser aproximado

pelo seguinte problema de otimizagao irrestrita de uma funcao quadratica:
1
min f(x*) + VF(x*) T (x —x*) + §(V2f(xk)(x —xX"NT(x —x¥), x e R™, (2.16)

Como é facil ver, a equacdo de Newton (2.14) caracteriza os ponto estacionarios do pro-
blema quadrético (2.16). Portanto, o método de Newton para um problema de otimizagao

irrestrito é o seguinte.

Algoritmo 2.3.2. (O método de Newton para otimizacao irrestrita)

Escolher x° € R™ e tomar k = 0.
1. Calcular x**1 € R™ como ponto estaciondrio do problema (2.16).
2. Tomar k:=k+ 1 e retornar ao Passo 1.
Segue do Teorema 2.3.1, obtemos as seguintes propriedades do Algoritmo 2.3.2.

Corolario 2.3.1. Seja f : R™ — R uma funcdo duas vezes diferencidvel em uma vizi-
nhanc¢a de um ponto X € R™, com sequnda derivada continua neste ponto. Seja X um
ponto estaciondrio do problema (2.13), que satisfaz a condi¢do suficiente de sequnda or-
dem.

Entao para qualquer ponto de partida x° € R™ suficientemente prézimo de X, o Algoritmo
2.3.2 gera uma sequéncia {x*} bem definida que converge para x. A taza de convergéncia
¢ superlinear, e se a derivada sequnda de f € Lipschitz-continua em uma vizinhanca de X,

entdo a taxa de convergéncia € quadratica.
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2.4 Métodos quase-Newton
Uma classe importante de métodos de otimizacao irrestrita é dada pelo esquema iterativo
X = x* + oged®, A = —QVF(x¥), k=0,1,..., (2.17)

onde, para todo k, Qx € R(n,n) é uma matriz simétrica definida positiva, e ax > 0 é o
comprimento de passo calculado utilizando uma das regras de busca linear apresentadas
na se¢ao 2.1. Notemos que o método (2.17) é um método de descida. Com efeito, se x*

nao é um ponto estacionario do problema (2.13), como Qy ¢é definida positiva, tem-se que
V()T (d*) = —(QeVF(x*))TVF(x*) <0, (2.18)

e portanto, pela Proposicao 1.3.1, d* é uma direcao de descida de f em x¥, i.e., d* €
X¢(x¥). No caso de Q = E™ (matriz identidade de dimensdao n x n), (2.17) se reduz a
um dos métodos de gradiente, e no caso de Qi = (V2f(x*))~! com oy = 1, obtemos o
método de Newton puro. Existem, porém, outras possibilidades que sao mais atrativas

computacionalmente do que as duas mencionadas acima.

Algoritmo 2.4.1. (Método de descida com métrica varidvel)

Escolher x° € R™ e tomar k := 0. Escolher uma das regras de busca linear apresentadas
na secao 2.1 e os parametros associados: & > 0 (ou & = +00) no caso da minimiza¢dio
uni-dimensional; & > 0, o, 0 € (0,1) no caso da regra de Armijo; e & > 0 no caso de

comprimento de passo fizo.

1. Escolher uma matriznxmn simétrica definida positiva Qi e tomar d* = —Qy Vf(x*).
Calcular o comprimento de passo ouc na direcio d*, pela regra de busca linear es-

colhida (se Vf(x*) =0, formalmente definimos o = 1).
2. Tomar x*t1 = x* + o d¥.
3. Tomar k:=k+1 e retornar ao Passo 1.

Os métodos quase-Newton sdo métodos de forma (2.17), onde as matrizes Qy sao
escolhidas para aproximar, num certo sentido, a matriz (V2f(x))~! para alguma solucao

X.
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2.5 O método do ponto proximal classico

Neste capitulo iremos abordar o chamado Método do Ponto Proximal classico. Tal método
busca resolver o problema de minimizacao de uma funcao f : R™ — R convexa. Na lite-
ratura existem diversas variagoes do método do ponto proximal, de acordo com a funcao
distancia adotada. Por exemplo, em [3] além do caso cldssico que iremos abordar, onde
adota-se a distancia euclidiana, é possivel encontrar quando adota-se a funcao de Breg-
man.

Nosso objetivo aqui sera além de definir o método classico, mostrar que o mesmo esta
bem definido e analisar a sua convergéncia. Em outras palavras, estamos interessados em
saber sob quais hipoteses o método do ponto proximal classico converge para uma solucao

do problema (1.1). Para maiores informagoes veja [3].

Seja f: R™ — R uma funcio convexa. Considere a sequéncia {x*} C R™ dada por:

x' e R"
(2.19)
x* = argmin, cpn{f(x) + Ai||x — x*|*}
onde A, € R; 0 < A, <A, para algum A > 0. Acima ||.|| denota a norma euclidiana.

Proposicao 2.5.1. O método do ponto prozimal definido em (2.19) estd bem definido.

Demonstragdo. Por inducio, considere fy (x) = f(x)+Ay|[x—x*||2. Como estamos supondo
que f atinge o minimo, temos que f é limitada inferiormente, logo lim fy (y') = 400, onde
)J—00

{y’} C R™ com ||y’|| — +oo. De fato, como
(< [y = x|+ [x]l.

Entdo, ||y’ — x*|| — +o0, quando j — +oo. Como sabemos que {f(y’)} ¢ limitada
inferiormente, usando a defini¢ao de fy temos que jliralo fi(y') = +0o0. Em outras palavras,
fi é coerciva. Portanto, como fy(x) é claramente continua, atinge o minimo e é tnico,
pois pelo Teorema 1.3.3, fy é estritamente convexa, logo x**! é tnico.

]

A seguir mostraremos que sob algumas hipéteses a sequéncia gerada por (2.19) con-
verge para o minimizador de f. Para isso iremos precisar da seguinte definicao e pro-

posicao.
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Definicao 2.5.1. (/3]) Uma sequéncia {y*} C R™ € dita Fejér convergente para o conjunto

U C R™, com respeito a norma euclidiana se,

[y —ull < fly* —ul| k>0, Vuel (2.:20)

Proposigao 2.5.2. (/3]) Se {y*} é Fejér convergente para U # 0, entdo {y*} € limitada.

Se um ponto de acumulacdo y de {y*}, tal quey € U, entdo klim y* =v.
—00
Demonstragao. De (2.20) temos que,

Iy —ull <y =l

vV u e U, isto é, {y*} € Blu, 1], para cada k € N, com r = [[y® —u||. Onde B[u, 1] denota
a bola fechada de centro em u e raio T, isto é, {y*} é limitada.

Agora seja y € U um ponto de acumulacao de {y*}, logo FHy"} tal que yv — y. Por
(2.20) temos que a sequéncia {||y* —yl|} é decrescente e nao-negativa (aqui fazemos u =y

em (2.20), j& que por hipdtese y € U), logo temos que tal sequéncia converge com
- k
Jim [ly* —y|[ = 0.
— 00

Portanto, lim y* =1y.
k—o00

]

Teorema 2.5.1. ([3]) Seja f: R™ — R convezxa e continuamente diferencidvel. Suponha
que o conjunto U dos minimizadores de f em R™ € nao-vazio. Entdo a sequéncia {x*}

gerada por (2.19) converge para algum ponto X € U.

Demonstragdo. Sendo {x*} a sequéncia gerada em (2.19), dividiremos a demonstracio em
trés etapas. Primeiramente iremos mostrar que a sequéncia ¢ Fejér convergente para U, na

K1 x¥|| = 0 e na terceira etapa iremos mostrar

segunda etapa mostraremos que lim ||x
k—o0
que qualquer ponto de acumulagao da sequéncia em (2.19) é solugdo do nosso problema e

a sequeéncia converge para tal ponto.

1°Etapa:
Afirmagao: [|x*™! —x||? < [|x* —x|)> — |x* —x*||ZVk =0,V x € U.

Note que,

ek = =IJ2 = ek — 2 4 x4 |2 4 20k — X Tk —x). (221)
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Como ja sabemos, x*! é solucao de (2.19) logo,

0 = VFi(x*T1) = VF(x*1) 4+ 20 (38 — x¥) (2.22)

De (2.21), (2.22) e pela convexidade de f

k+1

[k = %[[2 = [pet = x| = [ =R = 2k — X Tk — )

— %k(vf(karl))T(karl_)z)
> L) — £(%)]
= 0,

onde a ultima desigualdade é devido ao Teorema 1.3.5 e pelo fato de X ser minimizador.
Com isso obtemos que,
k+1 ka—iHQ— HXkJrl_XkHQ

—x|2 <
< k%2

I

k+1

Entao, ||x* —x|| < ||x* —x]|, ¥x € U. Portanto, {x*} é Fejér convergente para U.

2°Etapa: Da etapa 1 temos que

0 <[ = xF|J2 <l = x[J* = [ =% (2.23)
Pelo fato de {x*} ser Fejér convergente temos que {||x*—x||} é nao-crescente e nao-negativa,

logo convergente, isto é,
[x* —x|| — 0. (2.24)

Dai, por (2.23)

gﬂ(ﬁ“ —x*) =0. (2.25)
3°Etapa : A existéncia de pontos de acumulacao de {x*} segue da etapa 1, onde mostramos
que {x*} é Fejer convergente e da Proposicao 2.5.2. Agora, seja X um ponto de acumulacao

de {x*} , entdo x®¥ — X para alguma subsequéncia x*. Dai, por (2.22)
Vi(xHt) = 2\ (x} — XM,
Fazendo j — +00 e usando (2.24) e (2.25) temos que
Vi(x)=0.

Como f € C! e é convexa, pelo Teorema 1.3.5 temos que x € U. Portanto, pela Proposicao

2.5.2
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2.6 O método de Frank-Wolfe

Em 1956, Frank e Wolfe desenvolveram um algoritmo para resolver problemas de pro-
gramagao quadratica com restrigoes lineares. E aplicavel a problemas de programacao
nao linear com fungoes objetivas convexas e discutimos essa versao aqui, para mais deta-
lhes veja em [2].

Considere o problema
min f(x),
(2.26)
s.a xeX
onde f é convexa e X uma regiao poligonal limitada.
No Algoritmo de Frank-Wolfe, a direcio de busca d* em cada estdgio é determinada
resolvendo um problema de programacao linear apropriado. Comecando com um ponto

inicial x” € X, no passo k substituimos f pela sua expansao da série Taylor de primeira

ordem em torno do ponto x¥, isto é,
I (x) == £(x¥) + VF(xM )T (x —xM) (2.27)

Como x* ¢é fixo nesta fase do algoritmo, a minimizacao é equivalente ao problema

min  f*)(x) := VF(x)T(x —x*)),
(FW —P)®) ) D ) (2.28)
s.a xeX

Suponhamos agora que X* é uma solucao deste dltimo problema. Entao x* é um ponto

ke xk estd contida

extremo do poligono X e, portanto, como X é convexo, a linha que une x
em X, entdo o vetor x* — x* é uma direcao vidvel.

O que queremos fazer agora é mostrar que essa dire¢ao é também uma direcao de descida.
Para isso, devemos lembrar que a convexidade de f implica que uma condi¢ao necessaria
para um minimo local é a desigualdade Vf(x*))T(x —x®)) > 0, ¥x € X (veja coroldrio

1.3.1).

Sendo X*) uma solucao do problema (FW — P)¥) temos
f(k)()z(k)) < f(kJ(X(k)) _ Vf(x(k))T(X(k) _X(k)) =0,
segue que ou T (x(¥)) =0 ou f* (%)) < 0. No primeiro caso

f(x)) =0 < M (x) = VM) T(x —x¥)), wx e X.
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Assim, x(*) é um minimo de f em X, pelo coroldrio 1.3.1.
No segundo caso, temos que VF(x¥))T(x*) —x(¥)) < 0 isso garante que d(*) := %
é uma direcao de descida.

Observe que, em cada etapa x* é fixo, minimizar Vf(x*)T(x — x*) em relacdo a x é o

mesmo que o problema de minimizar Vf(x*¥)Tx.



Capitulo 3

Algoritmo de linearizacao parcial

O objetivo deste capitulo é unificar uma série de métodos de diregao viavel na programagao
nao-linear: exemplos disso sao os métodos de Frank e Wolfe e método de Newton com

restrigoes. O problema estudado é

min f(x),
(3.1)
s.a xe€X

onde f : R™ — R é continua, e X é assumido nao vazio, compacto e convexo. Essas
condicoes garantem a existéncia de uma solucao para o problema (P). Seja uma funcao
g(x,y) convexa e continuamente diferenciavel em relagao a x, e continua em relagao a y.
A ideia do método de linearizacio parcial, baseado em [9], é usar a funcdo g(x,x®)) na
iteracao k em vez do objetivo original f, supostamente com um problema mais facil do que
(P) como resultado. O erro feito, f(x) — g(x,x*)), é levado em conta aproximando-o com
uma expansao de Taylor de primeira ordem em torno do ponto vidvel x(¥). A solucdo para
este problema aproximado define uma dire¢cao de descida para a fungao objetivo original
f, uma busca linear nessa direcao da um novo ponto de iteragao. Estamos agora prontos

para indicar o algoritmo e estabelecer a sua convergéncia global.

3.1 O algoritmo de linearizacao parcial

Para estabelecer as propriedades do algoritmo de linearizagao parcial, primeiro serd indi-
cado para um problema sobre um conjunto viavel, compacto e convexo, onde o objetivo
original f é pseudoconvexa e continuamente diferenciavel. O algoritmo geral funciona da

seguinte maneira. Na iteracao k, a funcao objetivo é expressa como

41
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f(x) = g%, x!) + (f(x) — g(x,x))). (3.2)

O segundo termo pode ser visto como a expressao do erro ao substituir a funcao
objetivo original f pela funcdo g(-,x*)). A ideia é entdo levar esse erro em consideracao,
substituindo-o por uma expansido de Taylor de primeira ordem en torno de x¥). O

subproblema resolvido na iteragao k é entao

(SUB _ P)¥ min % (x), (3.3)
s.a xeX

F99(5x) = glox, ) + £(xF)) — g(x ), x9)) + [TH(xH) = Vo g(x ¥ 1) T (x— x4,

Onde V,g(x,y) denota o gradiente de g(x,y) com relacdo a x. Uma solucao 6tima x(¥)
para este problema convexo define uma direcao d :=x(*) —x) que é uma direcéo de
descida vidvel em relacio a f; Se nao, x(*) resolve (SUB—P)™), em que x¥) é uma solucio
6tima para (P), como é mostrado no Teorema 3.1.1. Uma busca linear com respeito a f é
entdo feita na direcao d'®) e um novo ponto de iterecao x**! é obtido. Sob as hipéteses
feitas em (P), qualquer ponto de acumulacio da sequéncia {x¥} 5 é 6timo para (P),

para qualquer ponto inicial vidvel x°, como mostra o Teorema 3.1.2.

Observacgao 3.1.1. Note que %) ¢ conveza, pois é soma de uma funcdo convexa com

wma aprozimacdo linear. Seque da observacdo 1.3.3 que %) ¢ pseudoconveza.

k)

Teorema 3.1.1. (/9]) Assuma que x¥) é um ponto vidvel de (P), e que X'¥) resolve

(SUB — P)(®) . Se x(®) resolve (SUB — P)¥) | entio x'™) € dtimo em P. De outra forma,

(k) (k)

a direcdo A =x®) —x(%) ¢ uma direcao de descida vidvel com respeito a f.

Demonstra¢io. Como X®) resolve (SUB — P)¥) e pela pseudoconvexidade da f(¥) (De-

finicao 1.3.10), temos:
() < 1 (%), vx € X = VIR (x)T(x® —x) < 0. (3.4)
Se x(®) ndo resolve (SUB — P)*) como é vidvel, temos:
V) (x )T (xR —xky < 0. (3.5)
Agora note que:

Vi (x) = Vg(x,x™) + [VF(x)) — V, g(x¥), x"N)] = v (x)) = v(x*) (3.6)
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Por (3.5), temos VF(x*)T(x(*) —x(®)) < 0. Portanto, d'*) = x*) —x*) é uma direcao
viavel pela proposicao 1.3.1.

Como x®) é solucao de (SUB — P)®), pelo corolario 1.3.1, temos:
(Vg(x™ x®) + vi(x®) — Vg(x™ xFNT(x —x®) > 0,vx € X. (3.7)
Caso x'® seja solucao de (SUB — P)(®) substituindo x*) por x(*), temos:
VExMNT(x = x®¥) > 0,vx € X.

Pela pseudoconvexidade de f, temos que x*) resolve (P). H

Teorema 3.1.2. (/9]) O algoritmo de lineariza¢ao parcial ou termina em um nimero
finito de iteragoes ou gera uma sequéncia infinita {x(k)}k>0, tal que qualquer ponto de

acumulacao € solucao de (P).

Demonstracao. Se o algoritmo terminar em um numero finito de iteragoes, temos pelo
teorema (3.1.1) que:

£ (g9)) = £0) (x ()

e portanto x'®) é solucao de (P). Assuma agora que f)(x(®)) £ f(K)(x(®)) para toda
interacdo k. Pelo teorema anterior, {d®} é uma sequéncia de direcoes de descida. Por-
tanto,

Fx) = min f(x® 4 o (%F —x®)) < £(xM), (3.8)

ok €10, ]

onde &y é o comprimento maximo do passo na direcdo d'™). Assim {f(x*))} é monétona
decrescente e limitada inferiormente, pois X é compacto e f é continua. Além disso, pelo
Teorema 1.2.1, {x(¥} tem pelo menos um ponto de acumulacdo x* € X (da qual é limite
de alguma subsequéncia {x*)} cx).

Temos entao que

; (k)y — *
]1<16n]q< f(x'"™) = f(x*). (3.9)
Segue que
lim [f(x* ) —£(x™)] = 0. (3.10)

keK

Novamente, pelo teorema de Weierstrass, seja X um ponto de acumulacao da sequéncia
{x)}, para todo k € K C K.

Por (3.8), temos que

£+ o (x) —x9)) > £(x ),V oy € [0,
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Daf, f(x™ 4+ o (x ) —x))) — F(x®)) > f(xk+1) — £(x(%)), V o € [0, &)
Por (3.10),

lim [f(x'™) + o (x™) —x™M)) — £(x))] > 0;
keK

e escolhendo oy tal que lim oy = 0, temos
kek
lim [(f(x(k) + oy (%M —x k) — f(X(k)))/‘Xk] =0

e o limite existe devido a diferenciabilidade estrita de f (vide [11], Teorema 4F). Tal limite

é igual a derivada direcional de f(x*) na direcao X — x*, assim
VI(x*)T(x —x*) > 0. (3.11)
Agora, como x* resolve (SUB — P)(®) | entdo por (3.7) (coroldrio 1.3.1)
[Vg(i(k),x(k)) + V(x®) — ng(x(k),x(k))]T (x—x™) >0, VxeX
Tomando o limite sobre K temos
[Vg(R,x*) + VE(x*) — Vyeg(x*, x")]" (x —%) >0, Vx € X. (3.12)

Note que pela convexidade de g, usando o Teorema 1.3.5, temos [V, g(X, x*) — V, g(x*, x)' (x—

x*) > 0. Portanto, de 3.12, escolhendo x = x* temos
0> [Vyeg(%,x") — Vig(x*,x")]" (x* —%) > VF(x*) " (x —x*).

Ou seja,

Consequentemente, por (3.11), temos
VE(x*)T(x* —%x) =0. (3.13)

Se Vf(x*) = 0 ou x* = X, entao pela Definigao 1.3.10 ou por (3.12) x* resolve (P). Sendo
assim, vamos assumir que x* % X e que Vf(x*) # 0.
De acordo com (3.12), X resolve o subproblema definido por x*, que denotaremos por

f*(x) (vide corolédrio 1.3.1). Entao temos que f*(x) < f*(x*), i.e.,
g%, X" )+HF(x") =g (x", x")HIVF(x") — Vg (x", x)]" (x—x") < g(x*, x")+f(x")—g(x",x") =

= g(%,x*) — g(x*,x") + [Vf(x") = V,g(x*, x*)]" (x —x*) <0.
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Note que, por outro lado, da convexidade de g, temos
g(x,x*) — g(x*,x*) = Veg(x*, x") T (x = x*) > 0.

Usando (3.13), obtemos

Mas isso, por sua vez, implica que

*(x) = iir?zf(k)(i(k))
S

= Tim g(x™,x®) 4 £(x) — g (x*), x¥))
kekK

+ [Vix™) —ng(x(k),x“d)]T (x(%) — x(¥))

= g(x,x*) + f(x*) — g(x*, x*) + [Vf(x*) — ng(x*,x*)]T (X —x*)

= g(x*,x*) + Vg (x*,x*) T (x —x*) 4+ f(x*) — g(x*,x*) = Vyg(x*, x*) T (x — x*)
= f(x*).

Mas como f*(x) = g(x,x*) + f(x*) — g(x*,x*) + [Vf(x*) —ng(x*,x*)]T (x — x*) =
f*(x*) = f(x*), implicando que x* também resolve o problema definido por x*, pois

f*(x*) = f*(x). Reescrevendo X por x* em (3.12), obtemos
Vix)T(x —x*) >0, ¥V x € X,
que novamente pelo corolédrio 1.3.1 segue o resultado desejado. [

Agora iremos supor de que f(x) tem gradiente Lipschitziano, i.e., que existe uma

constante positiva L tal que
[VF(x!") — VF(?)| < LIIx" =%, V x',x* € X. (3.14)

Mostraremos que o algoritmo de linearizacao parcial é globalmente convergente mesmo
que as buscas lineares sejam feitas apenas aproximadamente. Uma condicao suficiente
para VT Lipschitz é f ser continuamente diferenciavel, sendo o conjunto viavel compacto
(vide [11], Proposigao 4A). Como por exemplo, considere o caso de substituir a busca
linear exata pela regra do comprimento de passo dado por Armijo (veja a se¢ao 2.1)onde

k+1)

o ponto x! é calculado como

KR+ = () | g=i(x(R) ()
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onde 1 é o menor inteiro i para os quais
f(x 4+ B HxM —xM)) — f(x™)) < epVF(xF) T () —x M), (3.15)

onde € € (0,1) e B > 1. O proximo resultado, estabelecemos a convergéncia global do

algoritmo modificado.

Teorema 3.1.3. (/9]) Sob a condi¢ao adicional (3.14), o algoritmo de lineariza¢ao parcial
¢ globalmente convergente com a busca linear exata dada pela regra do comprimento de

passo de Armijo (3.15).

~

Demonstragao. Vamos provar que qualquer subsequéncia convergente K da sequéncia
(xR e {x(F)2 | satisfaz

lim VF(x™)T(x™) —xF) = Vf(x") " (x —x*) = 0,
kekK

i.e., é equivalente a (3.13), dai a prova segue exatamente usando os argumentos na de-
monstracao do Teorema 3.1.2.
Pelo Teorema 3.1.1, a sequéncia {d®)} consiste em direcoes de descida vidveis. Conse-

quentemente, pela proposicao 1.3.1
V() T (x™) —xM) <0,

e por (3.15), f(x*V) < f(x¥)), V k.

De fato, pela construcao da regra de comprimento do passo,
f(x ) < F(x¥)) + e VF(x N T (xR — x (k) (3.16)

Essa desigualdade é valida, desde que (3.15) possa ser sempre satisfeita dentro de um
nimero finito de etapas.

Usando a Férmula de Taylor com resto integral (vide [7], pagina 262), a desigualdade de
Cauchy-Schwarz e a condicao (3.14), temos que

f(x™ 4+ (% —xM)) — f(x) = J VE(x™ 4 s(x™ —x M) T (x™) —xK))ds
0
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ou seja,

N+ N+

_l_

escolhendo

Jo V(xR T(x() — x()ds
f(‘)" [Vf(x(k) + s(xk) —x(K))) — Vf(x(k)” (x() —x(K))ds
(va(x(m) (x0) — x (k)
[5 IV s (x) = x19)) — T[] (1) —x9)]|ds
aVE(xM )T (x (k) —x(k)
Jo Llis(x™ —xtN - II(i(k) —x¥) ||ds
)
)

(3.17)

aVF(xM)T (xR —xl
aVF(x M) T (xR —x k) 4 Lo L%tk —x k)HQ.

o CR0 =™

obtemos de (3.17)

2(e — D)VF(xFNT(xk) — x (k) _
f(x(®)) < { — I VE(xENT(x (k) — x k)
LR _())( H( (k)72
172 -1 f kKT (o (k k
+ - (€ )V_(X ) (X X ) L||7_((k ||2
2 LR =<2
V(xR T (x) — x(k>)]2
= 2(e—1) R —x]2
V(xEN)T(x (k) — x (k)
+ 2(e—1)?

LHX ) —x () H2

Ou seja, f(x* ) < Ff(x®) + e VF(x M) T () — x(K)),

Substituindo « por 7', vemos que i é menor inteiro que satisfazendo

Como B~ < B!

2(e — 1)VF(x) T (x k) —x (k)
[R5 =P

—i
B <
consequentemente

Boy =B >
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ie.,

2(e — 1)} V(xR T (k) — x (k) (3.18)

§ L[xt) —x ]2
Assim, (3.15) sera satisfeita ap6s um nimero finito de passos com o comprimento satis-

fazendo (3.18).

O(k>|:

Note que ||x*) —x¥)|| é limitado superiormente por uma constante, digamos C > 0, pois

X é compacto. De (3.18) temos

o [HE1] T ) -
Por (3.16) obtemos
_ ()T (g (k) _ 5 (K))]2
FLH)  f(x9)) < [2€(€B 1)} [V(x™) éXC: Ll (3.20)

Somando (3.20) para todo k < m — 1, obtemos

m—1

] 3 [VEE)TERE X))

k=1

2e(e —1)

f(x!™) — f(x'?) < { BLC?

Usando o fato de que f(x) é limitada inferiormente em X, por digamos f, temos

;[Vf(x(k))T(x(k)—x(k))}z < [—2(!‘2’1“_31)}(f(x(m)—f(x(m)))
BLC? .

oo
. _ 2,
Segue que a série E [Vf(x(k))T(x(k) — x(k))] é convergente, e consequentemente
k=1

lim V(x™)T(x™* —x®) =0, (3.21)

l—o0

Usando os mesmos argumentos como no Teorema 3.1.2, podemos escolher subsequéncias

de {x®7} e {x®)} tal que

lim x™*) =x*, limx® =x.
kek KeR
Por (3.21), Vf(x*)T(x —x*) = 0, completando a prova. H

3.2 Interpretacoes e casos particulares

Ao escolher a fungdo g(x,y) de varias maneiras, conseguimos reconhecer métodos de

diregoes viaveis bem conhecidos. A seguir listamos alguns casos particulares.
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Caso particular 3.2.1. O método de Frank-Wolfe

O primeiro, trivialmente basta tomar g(x,y) = 0, assim o subproblema (SUB — P)(¥)

é equivalente ao proposto no método de Frank-Wolfe.
Caso particular 3.2.2. O método de Newton e quase-Newton

Note que tomando a func¢ao g(x,y) = %XTV2f(y)X, onde f é também duas vezes

diferenciavel, conseguimos ter o método de Newton como caso particular. De fato,

f9(x) = IxT2(xF) )x 4 F(x¥)) — I T2 (x (k) ) ()

+ [VExR) — V2 (x)x 0] T (x —x(¥))
= IXTV2F(xM)x 4 F(x¥) 4 TH(x N T (x — x)) 4 LT g2¢(x (k) )x (k)
— xTVH(x)x )
= IxXTVH (M) (x = x) + £(xF)) + V()T (x — x)
+ %x(k)TVQf(x(k))x(k) — IxTV2(x))x ()
= WXTV2(x™M)) (x = xM) + f(xF)) + V(M) T (x — x )
— L — x ) T2 p(x () (9
= f(x™) 4+ VM) T (x —xF) + L (x — xFN) T2 (xF)) (x — x ).

Ou seja,

1
I (x) = f(x™) 4+ VE(x )T (x —x*)) + E(X — xIN T2 (x ) (x —x 1)),

Note que usamos a simetria nas operacoes acima e que quando f(x) é apenas pseudo-
convexa, a hessiana V2f(x) nao é necessariamente semidefinida positiva. Entretando, o
método de Newton com restrigoes pode sempre ser modificado adicionando uma matriz

definida positiva a matriz hessiana, i.e.,
L 1 o2
g(Xay) = §X (v f(U) + GI)X,

onde € > 0 ¢ suficientemente grande tal que a matriz V2f(y) + €l seja pelo menos

semidefinida positiva.

1

No caso do método Quase-Newton, basta tomar g(x,y) = 5XTB(y)x e verifica-se do

mesmo modo feito no caso anterior.

Caso particular 3.2.3. O método do ponto proximal
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Agora considere a fungao

9x.y) =103 + (5 ) Ix — ]
onde ¢ > 0. Note que reescrevendo o (SUB — P)¥) temos agora que
P00 = 100 + (5 ) I =x9 2 4+ F(x0) = [F(x0) + (5 ) [ = x|
+ [VHM) — (V) 4+ e(x) —xE)N] T (x—x¥),
ou seja,
F900) = £ 4 S [lx —x”
Com a escolha de g dada acima garantimos que o método do ponto proximal dado na

secao 2.5 também é um caso particular do algoritmo de linearizacao parcial.
Caso particular 3.2.4. O método de Jacob:

Assim como no método de Newton, apresentamos outro método para encontrar solugao
de sistemas de equagoes. O método de Jacobi é bem conhecido pela solucao de sistemas
de equagoes lineares e nao-lineares e problemas de otimizacao sobre conjuntos de produtos

cartesianos. Suponha que o conjunto viavel X C R™ tal que X = H Xi, onde X; € R™ ¢
ieC

Z n; = n. Dado um ponto x'*) € X, o subproblema de Jacobi consiste entdo no seguinte

ieC

problema independente

K k+1 . k) (k 3 3 K
(Pi( N xg e arg min ™ x} ),...,xgjl,xi,xh)l,...,xé)) (3.22)

k) (k k Kk k
Note que tomando g(x,y) = E fyl® gy ,yg_)l,xi,yh)l, . ,y(c ") no (SUB—P) (¥,
ieC
temos que o problema em questao é um caso particular do algoritmo de linearizacao

parcial. De fato,

P90 = gl x™) 4+ F(xM) — g(x¥), x1¥)) + [VF(x¥) — Vg (), x19))] T (x = x1¥)

K _(k k k Kk
= Zf(xg ),xé ),...,xg_)l,xi,xh)l,...,x(c))—|—f(x(k))
ieC
k) _(k k) (k) _(k K
— Zf(xg ),xé ),...,xgjl,xi( ),xi(+)1,...,x£:))
ieC -
o) — (25 (x00), O oy O oy | = x)
ax1 ax2 aXC
K _(k k k k
= Zf(xg ),xé ),...,xgjl,xi,xh]l,...,X(C))+f(x(k))
ieC
K _(k K (k) (k K
— ICIf(xg ],x; ),...,ng)l,xg ),x£+)1,...,x(c)).

Ou seja, a menos de uma constante o subproblema (SUB — P)*) é equivalente a (3.22).
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Extensoes para o caso nao

diferenciavel

4.1 O algoritmo de linearizagao parcial (caso nao di-
ferenciavel)

Nessa secao, vamos estender o algoritmo de linearizacao parcial para o caso nao dife-

rencidvel. Seja a fungao objetivo f(x) dada por

fx) = p(x) + q(x), (4.)

onde p : R™ — (—o00,+00] é uma fechada e apropriada funcao convexa e q : R" —
(—o0, +0o0] é continuamente diferencidvel em X. O problema de minimizar f sobre o nao
vazio, compacto e convexo conjunto X sera referido como (NP). Na iteracao k, a funcao

objetivo é reescrita como

f(x) = (p(x) + g(x, x*) + (q(x) — g(x, x™)),
portanto, o subproblema definido pela linearizagao do segundo termo é o seguinte,

(SUB — NP)®) min ) (x), (4.2)
s.a xeX

F9906) = p(x)+0x, XM () =g (x), x9)+ [V (x¥)) — Vg(x), x!¥)]

O resultado é dado em trés teoremas. O primeiro, mostramos que as solugoes do subpro-

blema geram direcoes de descida. Entao, mostramos a convergéncia de duas versdes do

51
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algoritmo, onde a busca linear é feita exatamente e aplicando uma modificacao da regra
de Armijo para o comprimento do passo, respectivamente. O primeiro teorema é uma

generalizacao do Teorema 3.1.1.

Teorema 4.1.1. ([9]) Assuma que x') € um ponto vidvel de (NP) e que x'*) resolve

(SUB—NP)® . Sex™ resolve (SUB—NP)®) entdo x®) é um ponto critico do problema

(k) (k)

(NP). De outra forma, a direcdgo ¥ :=x®) —x) ¢ uma direcao de descida vidvel com

respeito a f.

Demonstragdo. Mostraremos que, para qualquer x(*), a derivada direcional de f na direcao

d(®) é nao positiva, e é estritamente negativa se x'¥) ndo é um ponto critico, i.e., que

£ (xM) < £ (x¥) = VE(x®; d) < 0,

1
V(xR dk)) = £m1x[ﬂxW)+AdWU——ﬂxWU]
— 04
— sup [Vq(x(k)) +u] Taw
uedp(x)
= Vqx™)Td® +  sup  utd™),
uedp(x(x)

na qual a segunda igualdade segue do Teorema 1.3.9. Se x*¥) ndo resolve o subproblema
(SUB — NP)¥) | entdao usando a convexidade da g(x,y) com respeito a X, ou seja, que

0 < g(x,x¥) — g(x™,xM) = v, g(x) xFN T (x —x) temos,

£lk) (500 < )
& p(xI9) + g(xM),xM) + [Vq(x¥) = Vg (x, xF)] " d) < p(x) +g(x),x[9)).

Equivalentemente,

& PR + g(x1), X)) 4 Vg(xF)Ta® — Ty glx®,xF)Ta® < p(x¥) + g(x(¥),x(¥))
& P + g (%), x) — g(x), x(K) = Vg (x ¥, x¥)TdM 4 Vq(x)TdM < p(x¥))
& p(x™M) + vq(x)Td® < p(xF)

ie, Vq(x" ) Td® < p(x*) —p(x*)). Usando esse fato e a definicdo de subgradiente

em p temos,

P dM) < px™) 4 sup uTd™® —p(x™) <0,
uedp(x*)

Portanto, a direcdo d'®) é uma direcdo de descida vidgvel com respeito a f. Contudo, se

x(®) resolve o subproblema, temos entdo a desigualdade variacional

W+ va(x®)] " (x—x¥) >0, ¥ x € X,
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para algum u® € 9p(x¥)). Consequentemente, x¥)

é um ponto critico do problema
(NP), e no caso de g ser uma funcdo convexa, isso é uma condi¢do suficiente para a

otimalidade global do ponto x¥) no problema (NP). (veja Teorema 1.3.10) O

Teorema 4.1.2. ([9]) Sejap continua em x. O algoritmo de lineariza¢ao parcial aplicado
ao problema (NP) ou termina em um nimero finito de interacoes ou gera uma sequéncia
infinita {x(k)}k>o, tal que qualquer ponto de acumulacao € um ponto critico no problema
(NP). Em particular, se a fun¢do q(x) € convezxa, entdo o algoritmo € globalmente con-

vergente.

Demonstracao. A prova é uma modificacao dada no Teorema 3.1.2. De acordo com o
Teorema 4.1.1, o algoritmo termina em um ntmero finito de interacoes se o subproblema

na interacao k é resolvido por x*). Assumimos sendo assim que
f(kJ(;{(k)) < f(k)(x(k))

para toda iteracao k.
Pelos mesmos argumentos na prova do Teorema 3.1.2, o algoritmo gera dire¢oes de descida,

(k)

e podemos escolher uma subsequéncia K tal que x*) e x(%¥) tem pontos limites x* e X,

respectivamente. Segue que
Fx)  o (x) —x9)) = (x9)) > F(x) — f(x9),
para todo oy € [0, &]. Como f(x*1)) — f(x(¥)) tende para zero em K, temos

lim f(x™ 4 o (x®) —x®)) — £(x™)) > 0. (4.3)
keK

Escolhendo a sequéncia de oy tal que o tenda para zero em K. A subderivada superior

de f em x* na diregdo d* = X —x* é definida como (veja [11], pagina 32)

f(x) + o (x1F) — x(K))) — £(x K
fI(x*;d*) = lim sup inf ( il ) — )
() ok dk)—qd+ (%93
keK
A fungao convexa p é continua no compacto X. Consequentemente, pela Proposicao 3G

(veja em [11], pdgina 34), a subderivada superior de p em x* com respeito a d* satisfaz a

relagao
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Agora, a fungao g é continuamente diferenciavel, e portanto o limite

q(x) + e () —x[))) — g(x
X

existe e é igual a Vq(x*)T(x —x*) (veja [11], Teorema 4F). Pelo Teorema 4.4a, [12],

fix*;d*) = plix*; (x —x*) + g (x*; (x —x*)) (4.4)
= p/(x5 (x=x1)) + Va(x) ' (x —x7)
da qual é nao negativo por (4.3).

Pelo Teorema 1.3.9 segue que

SER-x)) = sup ul

u€eop(x*)

72_X*)7

e o supremo ¢é atingido em, digamos, u* € 9p(x*), desde que 0p(x*) seja compacto.

Portanto, por (4.4), existe um subgradiente u* de p no ponto x* tal que
[t + Vg (x)]" (R —x*) > 0. (4.5)

Consequentemente, no limite o subproblema nao gera uma dire¢ao de descida.
Na iteracao k, o subproblema é equivalente ao seguinte problema de desigualdade variaci-
onal (vide Teorema 1.3.10): existe um subgradiente 1(®) de p em x*) tal que, para todo

x € X,
0™ 4+ v, g(x™®,x) + vq(x®) — V. g(x®, x )] (x—x*)) > 0. (4.6)

Note que, se ®) € 9p(x(¥)), entdo pela compacidade de dp(x'*)) para k, uma sub-

(k)

sequencia de K dos subgradientes u'’ converge para um ponto U, da qual satisfaz

u € 0p(x). Dai, tomando o limite sobre essa subsequéncia, (4.6) gera
[+ Vyg(X,x*) + Vq(x*) — Vig(x*, x)]T (x—%) >0, Vx € X, (4.7)

na qual implica que X resolve o subproblema do algoritmo de linearizacao parcial definido
no ponto x*.

Note que pela monotonicidade de V,g(x,y) com respeito a x e substituindo x = x*, i.e.,
0> [Veg(x,x") = Vigx", x )" (x" = %) = [+ Vq(x)]' (x—x7)

temos que,

[+ Vg(x*)]" (x* —x) > 0. (4.8)
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Somando (4.5) e (4.8), obtemos
[+ Va(x*) —u* —Vq(x*)]" (x* —%) =0, ou seja, [—u*]" (x* —x) > 0.

Por outro lado, pela definicao de convexidade da p nos pontos X e x*, respectivamente,

obtemos a desigualdade invertida. Assim,

e U = u”*, substituindo em 4.8 temos que

[+ Vq(x)]' (x*—%) >0,
juntamente com 4.5 implica

W'+ vq(x*)]" (x* —x) = 0.
Assim, usando os mesmos argumentos na prova do Teorema 3.1.2, concluimos que

(%) = f(x7),
daf por (4.7) existe um subgradiente u* de p em x* tal que
[u* + Vq(x*)]T (x—x") >0, VxeX

Note que, se g é convexa, entao a desigualdade variacional acima é, pela convexidade de
f, tanto necessaria quanto suficiente para a otimalidade global de x* no problema (NP)

(vide Teorema 1.3.10). Completando assim a prova. ]

Se p ¢ a funcao caracteristica de um conjunto convexo e fechado S C R™, segue
da prova acima que o algoritmo é globalmente convergente também quando q é apenas
pseudoconvexa.

O método de linearizacao parcial pode ser estendido em uma busca linear nao exata
também no caso da nao diferenciabilidade, introduzindo uma condi¢ao de Lipschitz na
parte diferenciavel da fungao objetivo e por restringir g(x,y) a ser estritamente convexa
com respeito a x. A regra do comprimento do passo segundo Armijo é modificada como

k+1

segue. O ponto x**1 ¢ obtido encontrando o menor inteiro i tal que

f(x(k) + Bfid(k)) _ f(x(k)) < _eri [ng(i(k),x(k)) _ vxg(x(k)7x(k))}—r d(k)7 (49)

onde d(¥) = x(k) — x (k)
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Teorema 4.1.3. (/9]) Sob as hipdteses adicionais de que q(x) tem um gradiente Lipschitz
e g(x,y) € estritamente convera com respeito a x, o algoritmo de lineariza¢ao parcial,
aplicado ao problema (NP) usando a formula (4.9) do comprimento do passo modificado

de Armijo, é convergente no mesmo sentido do Teorema 4.1.2.

Demonstragao. A condi¢ao de Lipschitz assumida em Vq implica por (3.17) que, para

todo o« > 0,
1
q(x™ + ad™) — q(x™) < aVq(x*)Ta™ + §a2L||d(k)||2, (4.10)
onde L denota a constante de Lipschitz e d®) = %) —x(¥) Além disso, para todo
x € [0,1],

p(x) + ad®)) — p(x(¥)

Jop/ (x4 sd™); d™)ds

< JEp (x4 a™); a®)ds
< —ap’(x®) 4 d0); —d(k) (4.11)
= lnf qu(k)
ueap(i(k))
< oul®' g

onde a primeira igualdade segue do corolario 24.2.1 de [10] (Pagina 231) e a primeira
desigualdade do Teorema 24.1 de [10] (P4gina 227). Note que o subgradiente u®) é
arbitrario em 9p(x*)), mas serd escolhido um em particular.

Da relacao

x®) e min ™ (x),
xeX

temos por (4.6) que existe um subgradiente 1(®) de p no ponto x¥) tal que
[0 4+ V,g(x™®,x) + Vq(x®) — V. g(x™, x )] a® < 0. (4.12)

Note que daf, —a [V, g(x), x)) =V, g(x®), x¥)] " d®) > o [0 + vq(x®)]" d®
isso implica, usando (4.10) e (4.11), que
fx® + ad®) — f(x¥) < «[@® +vqxt)]"d® + Lol |32
< o [Vag(x®, X)) = Vygx) x19)] ") 4 Lol a2
(4.13)
Seguindo a mesma linha de raciocinio do Teorema 3.1.3, apenas substituindo Vf(x))Td*)
por — [Vyg(x™), x(F)) — ng(x(k),x(k)ﬂT d®) . podemos concluir que a regra modificada

de Armijo para o comprimento do passo (4.9) é finita e que a série

o

3 ([Vagx™,x M) = 7, g(x¥ x )]

k=1

h a2
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é convergente. Consequentemente,

lim [V,eg(x™),x*) — ng(x(k),x(k))]T d® =,

k—o00
e podemos escolher subsequéncias de {x®)} e {x®)} tal que
limx™® =x* e limx™ =x,
kek Kek

Assim obtemos que
[Vg(%,x") = Vig(x*,x")I" (x —x*) = 0.
Pela convexidade estrita de g(x,y) com respeito x, isso implica que
X" =X.
Usando que no limite em (4.12), existe um subgradiente u* de op(x*) tal que

[u* + Vq(x*)]T (x—x%) >0, VxeX,

na qual completa a prova.
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Consideracoes Finais

Nesta dissertacao estudamos a boa definicao do método de linearizacao parcial, assim
como a convergencia global do algoritmo de linearizacao parcial, apartir da hipdtese adici-
onal do gradiente da funcao objetivo ser lipschitz e com uma busca linear predeterminada.
Dessa forma, unificamos alguns métodos de descida classicos existentes na literatura tais
como Newton, quase-Newton, ponto proximal, Frank-wolfe e o método de Jacobi. Além
disso, estendemos o algoritmo para o caso nao diferenciavel onde, assim como no caso
diferenciavel, a convergéncia é garantida assumindo que o gradiente da parte diferenciavel
da funcao objetivo seja lipschitziano, acrescentando a convexidade estrita sobre a fungao

g(x,y) com respeito a x e usando de uma busca linear modificada.

o8
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