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Resumo

O nosso objetivo é mostrar condicoes suficientes para que a C'-K-equivaléncia implica

na C‘-R-equivaléncia para germes de funcdes semiquase homogéneos de classe C* onde

1 <€ < 0o. Bem como ilustrar exemplos onde essa implicacao nao ocorre.
Palavras-chave : Germes de funcoes, Semi quase Homogéneo, C'-R-equivaléncia,

C*-K-equivaléncia.
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Abstract

Our objective is to show sufficient conditions for the equivalence of C*-X to imply C*-R-
equivalence for germs of semi quasi homogeneous functions of class C* where 1 < £ < co.
In addition to illustrating examples where this implication does not occur.

Key-words: Functions germs, Homogeneous semi quase, C'-R-equivalence, C'-K-

equivalence.
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Introducao

Cada éarea da Matematica tem uma maneira propria de classificar seus objetos. Em
Teoria de Singularidades os objetos mais importantes a serem classificados sao os germes
de aplicagoes diferenciaveis (i.e., f: (R™,0) — (RP,0) de classe C*). Toda classificagao
é feita através de alguma relacao de equivaléncia. Um dos principais topicos estudados
foi a importancia das singularidades quase homogéneas, pois foi deste estudo que surgiu
a seguinte pergunta.

Dado um germe de funcao f, existe ou nao, um germe de polindomio quase homogéneo
fo que é R ou K equivalente a f? Uma das respostas a essa questao importante é devido a
K. Saito [6], essa foi uma das motivagoes deste trabalho. Assim outro ponto fundamental
deste trabalho ¢ investigar a versiio C* da R e K equivaléncias de germes de funcdes reais
semi quase homogéneas de classe C' 1 <€ < oco. Uma vez feito isto para germes de
fungoes de classe C*® quase homogéneos, como mostra os trabalhos de K. Saito [6] e M.
Takahashi [7]. Este trabalho ¢ baseado no artigo dos professores Carlos Humberto Soares
Junior, Joao Carlos Ferreira Costa e Marcelo José Saia.

No Capitulo 2, introduzimos os conceitos de germes de aplicagoes suaves e analiticas
complexas e algumas propriedades basicas do anel local &,,.

No Capitulo 3, apresentamos um estudo detalhado das relacoes de equivaléncias, em
especial a R-equivaléncia e K-equivaléncia abordando suas propriedades.

O Capitulo 4 contém uma das motivacoes deste trabalho baseados nos artigo M.
Takahashi [7], Carlos Humberto Soares Junior, Joao Carlos Ferreira Costa e Marcelo José
Saia e algumas definigoes e resultados importantes como : Formula de Euler (ou relagao
de Euler)(Prop. 4.1.11).

O Capitulo 5 & uma versdo do Capitulo 4, onde investigaremos a versio C* da R e K
equivaléncias de germes de funcées reais semi quase homogeéneas de classe C*, 1 < € < oco.

O resultado principal é o Teorema 5.3.1, no qual daremos uma condicao suficiente para



Sumario 2

que a C%-K-equivaléncia implique na C*-R-equivaléncia para germes de funcoes de classe
Ct. Este resultado foi inspirado no artigo de M. Takahashi [7]. No caso particular em que
os germes sao quase homogéneos de classe C' veremos que o (Corolario 5.3.5) recobre o

resultado de M. Takahashi 7] para { = oco.



Capitulo 1

Nocoes Preliminares

Vamos comecar revendo rapidamente algumas definicoes e propriedades elementares de
grupos, anéis, ideais e varias operacoes que podem ser realizadas em tais conjuntos e por

fim definir relagao de equivaléncia em um conjunto.

1.1 Grupos e subgrupos

Definicao 1.1.1 Um grupo é um conjunto nao vazio G munido de uma operagao satisfa-
zendo as seguintes propriedades:

1. (axb)xc=ax(bxc), Va,b,ceG (Associatividade);

2. Existe um elemento e € G tal que axe =exa =a, V a € G (Existéncia de
elemento neutro);

3. Dado a € G, existe b € G tal que a*b = b * a = e (Existéncia de elemento
oposto);

Além disso, um grupo G é chamado Abeliano se tambhém satisfaz a propriedade:

4. axb=b=xa, VabeG (Comutatividade).

Observagao 1.1.2 Usaremos a notac¢ao (G, x) para indicar que G é um grupo e * é a

operacgao neste grupo.

Observacao 1.1.3 Dado um grupo G, mostre que os elementos neutro e oposto sao

anicos.
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Observacao 1.1.4 Devido a observacao anterior, usaremos a notacio a~' para indi-

car o elemento oposto de a.

Definicao 1.1.5 Dado um grupo G, um subgrupo de G é um subconjunto H satisfa-
zendo as seguintes propriedades:

1. e e H;

2. dados a,b € H tem-se axb~! € H.

Exemplo 1.1.6

1. Sao exemplos de grupos os conjuntos (Z, +), (Q, +), (R,+), (C,+) e (Sn, o), em que
Sn é formado pelas permutacoes de n elementos;

2. Sao subgrupos de Z todos os subconjuntos nZ = {nx/x € Z}, com n inteiro nao
negativo;

3. (Z,+),(Q,+) e (R, +) sao subgrupos de (C,+).

1.2 Anéis, subanéis e ideais

Definicao 1.2.1 Seja A um conjunto nao vazio no qual estao definidas as operacoes de

soma e de produto

+:AXA—=A

TAXA A

Diremos que A ¢ um anel quando sao satisfeitas as seguintes propriedades:

1. (A, +) é um grupo abeliano;

2. (a-b)-c=a-(b-c), Vab,ce A (Associatividade do produto);

3. a-(b+c)=a-b+a-ce(a+b)-c=a-c+b-c, Va,b,cec A (Distributividades).

O anel A é dito um anel com unidade quando:
4. Existe l € Atalquel-a=a-1=a, VaeA,

Além disso, o anel A sera chamado anel comutativo quando:
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5.a-b=b-a, VaeA.

Observagao 1.2.2 Em geral usamos a notacao (A, +, -) para indicar o anel A. Quando

nao houver risco de confusoes usaremos simplesmente A.

Exemplo 1.2.3 Sao exemplos de anéis: (Z,+,) ¢ (Mnxn(R), 4+, ), em que M, xn(R)
é o conjunto das matrizes reais quadradas de ordem n. O primeiro é um anel comutativo

com unidade e o segundo é um anel com unidade mais nao é comutativo.

Definicao 1.2.4 Sejam A um anel e B um subconjunto de A. Diremos que B é subanel

de A quando, com as operacoes induzidas de A, B também for um anel.

Exemplo 1.2.5
1. {0} e A sao subanéis de A;
2. Dados xq,...,xn em anel A, o conjunto B := {a;x; + -+ anxn/a; € A} é um

subanel de A.

Definicao 1.2.6 Um ideal I de um anel A é suconjunto de A tal que:
1. (I,+) é um grupo aditivo;
22.IACLie,a-xel, VaeAeVxel

Definicao 1.2.7 Um elemento x em um anel A é dito uma unidade quando este divide

1, i.e, quando x -y =1 para algum y € A.

Exemplo 1.2.8 Fixemos um elemento x € A. Mostre que o conjunto (x) definido por
(x) :=={a-x;a €A}

é um ideal de A. Além disso, mostre que x é uma unidade se, e somente se, (x) = A = (1).

Operagoes com ideais
Dados dois ideais I e ] de um anel A, definimos os seguintes ideais:
a. A soma de I e J é o conjunto de todos os elementos x +y onde x € ley € J. Eo

menor ideal que contém I e J, em outras palavras é o ideal gerado pela uniao IJ]J.
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b. A intersecdo de qualquer familia de (I4), € A de ideais é um ideal.
c. O produto de dois ideais I, | de A é o ideal I- ] gerado por todos os produtos x -y,
onde x € I ey € J. E o conjunto de todas as somas finitas > xiy; onde cada x; € L e

cada y; € J.

Observagao 1.2.9 Um ideal m ¢ A em um anel A chama-se maximal se nao existe

ideal I de A tal que m C I C A.

Exemplo 1.2.10 O ideal (x,y) é maximal em R[x,y], onde R[x,y] é o anel dos po-

lindmios nas indeterminadas X,y com coeficientes em R.

Definicao 1.2.11 Uma relacao de equivaléncia num conjunto X é uma relacao binaria
que é reflexiva, simétrica e transitiva,i.e,

1. VaeX, tem-se afiq;

2. Va,beX, tem-se aib = bRa

3. Vab,ceX, tem-se a’Rb e bRc = afAc.

Observacao 1.2.12 Dado um conjunto X, com uma relacao de equivaléncia ‘R, a
classe de equivaléncia de um elemento a € X é o subconjunto de todos os elementos de X

que sao equivalentes a a, ou seja,
[a] = {x € X | xRal.

Uma relacao de equivaléncia permite particionar o conjunto em classes de equivaléncia,
esta construgao é muito importante para gerar varios conjuntos quocientes, como grupos
quocientes ou topologias quocientes. A idéia é partir de um conjunto, em principio mais
complicado X e tentar criar um outro conjunto Y, mais simples, que vé elementos distin-

tos de X como iguais. Entao, estudando-se o conjunto mais simples Y pode-se tirar sobre X.

Exemplo 1.2.13 A relacdo no conjunto A definida por
xRy & x =y

¢ uma relacao de equivaléncia em A.

De fato, vejamos que



Capitulo 1. Nocgoes Preliminares

1. xRx, pois tem-se que x = X;
2. xRy & x =y =y =x& yYRx;

3. xRy & x =y e yRz & y = z. Dai temos que
X =z & XAz

Exemplo 1.2.13 A relagdo “C~ nao define uma relacao de equivaléncia.
De fato, nao ocorre a seguinte condi¢ao:

2. A C B, mas nao é verdade que B C A.



Capitulo 2

Introducao a Teoria de Singularidades

Neste capitulo, definimos importantes estruturas da Teoria de Singularidades, tais como o
conceito de germes, a definicao do anel €, e seu ideal maximal m,,, e destacamos algumas

de suas propriedades. Toda a teoria desenvolvida neste trabalho envolve estas estruturas.

2.1 Germes

Seja X um espaco topologico e x € X um ponto. Definimos, no conjunto P(X) das partes

de X, a relacao de equivaléncia:
A~y B&ANU=BNU,
para alguma vizinhanca U de x em X

Observacao 2.1.1 O conjunto de todos os subconjuntos de um conjunto dado X é

chamado de conjunto das partes de X, denotado P(X).

Definicao 2.1.2 Um germe de um subconjunto A C X é a classe de equivaléncia de
A pela relacao ~.
Denotamos por (A, x) o germe do subconjunto A C X. Quando nao houver risco de

interpretacoes usaremos a letra A para denotar esse germe.

Proposicao 2.1.3 Mostre que a relacao ~, é uma relacao de equivaléncia no conjunto

P(X).
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Demonstracao. 1. A ~y A, pois temos que ANU=ANU;
[ A~y B&EANU=BNU=BNU=ANU< B ~, A;
III. A ~, B e B ~, C. Dai tem-se que

ANU=BNU, BNV=CnNV.
Tome W = U N V. Portanto,
ANW=BNW=CNnW = A ~,C.
O

Seja agora Y um conjunto qualquer e C o conjunto dos pares (U, f) tais que U é uma
vizinhanca de x em X e f: U C X — Y é uma fungao. Definimos a relacao de equivaléncia

em C por :

(W, f) = (V,g) &I WCUNYV,

onde W é uma vizinhancga de x tal que f |\ =g |w .

Definicao 2.1.4 Um germe de aplicacao de X em Y no ponto x é uma relacao de

equivaléncia de uma aplicacao f: U — Y pela relacao —.

Denotamos o germe de uma aplicacao f: U — Y de varias formas : simplesmente f,

ou (f,x) ou f: (X,x) = Y ou (U, f), dentre outros.

Proposicao 2.1.5 Mostre que a relacdo = é uma relacao de equivaléncia no conjunto

C.

Demonstracao. De fato, de maneira andloga tem-se que as propriedades 1 e 2 seguem da

defini¢ao. Agora note que (U, f) = (V,g) e (V,g) = (W, h), assim temos

(U,f):X(V,g) — E'ACUHV; f|A:g|A

(V,g) ox W,h) = IBCVNW; glg=hlg.
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Tome C = AN B. Logo,

flce=glc=hlc = flc=hlc.

2.2 Germes de Aplicagcoes suaves e Analiticas comple-
xXas

Definicao 2.2.1 Sejam X = R™, Y = RP e consideremos somente aplicagoes de classe
C®, f:U— RP, onde U C R™ é uma vizinhanga do ponto a € R™. Denotamos por ey ,,
o conjunto de todos os germes f: (U, a) — RP.

Quando a = 0 escreveremos €, 5, € quando p = 1 escreveremos €5 0Ou €x.

Definigao 2.2.2 Agora, sejam X = C™, Y = CP e consideremos somente aplicacoes
analiticas complexas (holomorfas), f: U — CP, onde U C C™ é uma vizinhanga do ponto
aecCm.

Devido as similaridades das propriedades, as notagoes ey ., €np, €x € €n Serao usa-

das. Observamos que na literatura ¢ usual encontrar, no caso complexo, as notagoes O%

n,p>
a
Onyp, 0% e O,

Observagao 2.2.3 Definindo as operagoes de adi¢ao e multiplicacao em €%

.o a a
+ieg X Eq > En

CIER X En — €,
respectivamente por, (f+ g)(x) = f(x) + g(x) e (f- g)(x) = f(x) - g(x), obtemos que €& ¢
um anel comutativo com unidade.
Além disso, a translagao Ty : R™ — R™ em que Ty (x) = x + a, induz um isomorfismo
de anéis TF : €2 — 5. Por esse motivo, na maioria dos casos, consideraremos germes na

origem de R™.

Proposicdo 2.2.4 Seja ¢}, , = {f € &n;;f(0) = 0}. Dado f € &}, ,, mostre que

n,p’

f* : &, — €n, definido por f*(g) = g o f ¢ um homomorfismo de anéis.
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Demonstragao. 1. f*(g+h) =(goh)of=gof+hof=1~*(g)+ f*(h).
2. f*(g-h) = (g-h)of = (gof)-(hof) = f*(g)-f*(h). Logo, f* ¢ um homomorfismo. [

2.3 Propriedades Basicas do Anel local ¢,
As propriedades a seguir sao validas em ambos os casos, real e complexo. Seja
my = {f € en;f(0) =0}

Claramente m,, é um ideal de ¢,.

Proposicao 2.3.1 m,, é o tnico ideal maximal de ¢,,.

Demonstracao. i) my, é um ideal. De fato, sejam f,g € m, = (f+ g)(0) = f(0) +
gl0) =04+0=0= (f+g) € m,. Tome agora f € m,; e g € &,, assim temos que
(g-f)(0) =g(0)-f(0)=g(0)-0=0= (g-f) € my,. Logo, m, é um ideal.

1) Suponha por absurdo que m,, nao seja maximal. Entdo, existe um ideal | C &,
tal que m, C J C €, onde my # J e | # ¢,,. Como m,, # | temos que existe f € ] tal
que f € m,, = f(0) # 0. Portanto, f tem inversa, i.e, % que também é um germe em &,,.
Logo,

I=f(De]=T=cn

Absurdo ! Portanto, m,, é maximal.
iil) m,, é o inico ideal maximal. Suponha que exista outro ideal tal que I & ¢,,. Entao,
[ nao contém unidades, assim tem-se I C m,. Portanto, m,, ¢ o tnico ideal maximal de

En- ]

Proposicao 2.3.2 m, é o ideal de ¢,, gerado pelos germes das funcoes fi(x) = xi,

para todoi=1,2,3,...,n.

Demonstracao. Note que < X1,X9,...,Xn > C m,. Agora, se f € m, entdo existe uma
bola aberta B(0,r) ={x € K™;| x < r} e um representante de f, também denotado por f,
definido nesta bola. Observe que, para x € B(0, 1) tem-se pelo Teorema fundamental do
calculo que

1 n 1

d
a(f(tx))dt = inJ

i=1 0

f(x) —f(0) = J

0

of i
a_xi(tx)dt = ; Xi19i(x),

onde gi(x) = f(l) aa—;(tx)dt define um germe em ¢,,. Logo f € < xq,...,Xxn >. a
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Lema 2.3.3 Um germe f € ¢,, é invertivel se, e somente se, f(0) # 0.

Demonstra¢ao. =) Suponha que f € €, é invertivel, logo existe g € e, tal que f-g=1.
Em particular, tem-se (f-g)(0) =1 = f(0) - g(0) =1 = f(0) # 0.

<) Suponha que f(0) # 0. Pelo teorema da conservacao do sinal, existe um aberto
U C R™ contendo a origem tal que f(x) # 0, Vx € U. Entdo, para x € U existe

g(x) = ﬁ tal que f(x)-g(x) =1, onde g =1 : U — R ¢ de classe C*. O

Observacao 2.3.4 Segue da proposicao 2.3.1 que ¢, ¢ um anel local pois m, é o

seu tnico ideal maximal.



Capitulo 3

Acoes de Grupos e Relacoes de

Equivaléncias

Iniciaremos esse capitulo com uma discurssao geral sobre as relacoes de equivaléncias
induzidas por acoes de grupo. Assim definiremos entao alguns grupos de germes de
difeomorfismos e, usando-os, introduzimos as relacoes de equivaléncias basicas em germes

de aplicacoes: G-equivaléncia onde G = R, £, A, Ce K.

3.1 Acoes de Grupos

Definicao 3.1.1 Sejam G um grupo e C um conjunto. Uma acao do grupo G no conjunto
C é uma funcao

e:GxC—C

tal que
1. p(e,x) =x, VxeC(C
2. ©(91,9(92,%x)) = @(g1-9g2,%x), VxeCeVgigo€G.

Observamos que alguns autores preferem denotar (g, x) simplesmente por g - x.

Definicao 3.1.2 Fixemos x € C.

1. Definimos a 6rbita de x como sendo o subconjunto de C definido por

Gx ={p(g,x) € C;ge G} C C.

13
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2. Definimos também o estabilizador de x em G como sendo o subgrupo

Gy ={g € G;0(g,x) =x}.

Note que o estabilizador é um subgrupo de G.
Uma acao de um grupo G em um conjunto C induz uma relagao de equivaléncia em
C da seguinte forma

x~y&3geG|lo(g,x)=y.

Seja @ : G x C — C uma agao do grupo G no conjunto C.
Exemplo : Mostre que o estabilizador G, é um subgrupo de G;
De fato, note que e € Gy, pois @(e,x) = x e ainda dados g1, g> € Gx. Mostraremos

que g; - g, ' € Gy, com efeito

—1 —1

¢(g.x) =y = ¢(g ", y)=0(g ", ¢(g,x)) =@(g " g,x) = p(e,x) =x.

Logo,
@(g1-92"%) = @(g1, 0(g5",x)) = @(g1,x) =x.
Exemplo : Mostre que a relacao ~ é de fato uma relacao de equivaléncia em C.

I) Reflexiva. x ~ x, pois tome e € G. Assim, temos que @(e,x) = x.

II) Simétrica. x ~y = 3 g € G tal que @(g,x) =y. Assim, tem-se

©(g9,Y) = o(g1, 0(g9,x)) = (g1 - 9,%).

Tome g =g; - g € G tal que @(g,x) =x =1y ~x.
III) Transitiva. x ~y = 3g; € G tal que @(g;,x) =y ey ~ z = dg, € G tal que

©(g2,y) = z. Assim, temos que

@(g2,y) =z=2z= (g2, 9(g1,%)) = @(g2 - g1,%).

Tome g = go - g1 tal que @(g,x) =z = x ~ z.

Definicao 3.1.4 Denotamos por D,, o conjunto de todos os germes de aplicacoes
h: K™ 0— K" 0 tal que:
e h é um difeomorfismo, se K = R;

e h é um isomorfismo analitico, se K = C.
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Observacao 3.1.5 Com a operacao de composicao é facil vé que o conjunto D,, é um

grupo.

A seguir definiremos as principais agdes de grupo ( e relagdes de equivaléncias ) no

espaco de germes €, .

3.2 A R-equivaléncia ( equivaléncia & direita )
Consideremos a acao do grupo D, em 5(7]1,]3 dada por

: 0 0
T:Dn Xgy, = e,

(h,f) > foh™!

0

np Sa0 R-equivalentes se, e so-

Definicao 3.2.1 Dizemos que dois germes f,g € ¢

mente se, existe h € D, tal que fo h™! = g. Isto ¢, f & R-equivalente a g.

Exemplo 3.2.2 Dada uma funcio f : R*** 0 — R™, 0 tal que f’(0) é sobrejetiva,
segue-se do teorema da forma local das submersdes (n 4k > n) que existe h € D,y tal
que

(foh)(x,y) =x, V (x,y) € R,

Portanto, temos que f ~% Idgn.

3.3 A L-equivaléncia ( equivaléncia & esquerda )
Neste caso, consideremos a agao do grupo D, em egw dada por
L:Dp x5, — €%

(h,f) = hof

Defini¢ao 3.3.1 Dizemos que dois germes f, g € e?w sao L-equivalentes se, e so-

mente se, existe h € D, tal que hof = g. Isto &, f é L-equivalente a g.
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Exemplo 3.3.2 Dada uma funcdo f : R™,0 — R™"¥ 0 tal que f’(0) é injetiva,
segue-se do teorema da forma local das imersdes (n < n+ k) que existe h € Dy« tal

que

(hof)(x) = (x,0) € Rk,

Portanto, temos que f ~; Idgnyg.

3.4 A A-equivaléncia (equivaléncia & direita e esquerda)
Neste caso, basta consideramos a agao do grupo D,, x Dy, em 591,19 dada por
a:(Dn xDp) x ey, =€),

((h,k),f) > kofoh!

Definicao 3.4.1 Dizemos que dois germes f, g € 5?1,p sao A-equivalentes se, e somente
se, existe (h,k) € Dy x Dy, tal que ko foh™ = g. Isto é, f é A-equivalente a g.

E costume, em teoria de singularidades, dizemos que f ~ g quando os germes f e g
coincidem, & menos de mudanga de coordenadas na fonte (dominio) e na meta (contrado-

minio).

Exemplo 3.4.2 A fim de darmos um exemplo onde a A-equivaléncia ocorre, consi-
deremos U C R™ uma vizinhanca da origem e f : U — RP uma aplicacao de classe C*
tal que f(0) = 0. Assuma que o posto f’(a) é constante, para todo a C U.

Observe que se k = posto f'(a) < min{n, p}. Assim usaremos a seguinte afirmacao.
Afirmagao : O germe f € 591,p é A-equivalente ao germe da transformacao linear T :
R™ — RP dado por

T(x1,...,%Xn) = (X1, .., Xm, 0,...,0),

em que m = posto f| . Entao,
hofog '(x)=T(x), VxelU.

Portanto, f ~4 T.
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3.5 A C e X-equivaléncia

Definicao 3.5.1 (O grupo C)
O grupo € ¢é formado pelos germes de difeomorfismos ( ou isomorfismo analitico )

H: K" x KP, 0 — K™ x KP, 0 tais que 1 (H(x,y)) = x e my(H(x,0)) = 0. Isto é,
C= {H (K™ x Kp70 — K™ x KP7O;H(X7U) = (Xa (P(Xay))}7

onde H é um difeomorfismo e @(x,0) = 0.

O grupo € age em K™ x 591,19 da seguinte forma :
c:Cx (K" xe) ) — (K" x €l )
(H, (x,)) = H(x, ) = (x, @(x, T)).
Desta forma, dois germes f, g € s%,p sao C-equivalentes quando existir H € C tal que
H(x, f(x)) = (x, o(x, f(x))) = (x, g(x)).

Neste caso, observe que o germe do grafico de f é levado no germe do grafico de g

através de projecoes verticais.

Definigao 3.5.2 (O grupo X)
O grupo X é formado pelos germes de difeomorfismos ( ou isomorfismo analitico )
H: K" x KP,0 - K™ x KP,0 tais que h(x) = m(H(x,y)) : K*0 — K", 0 é um

difeomorfismo ( ou isomorfismo analitico ) para cada y € KP,0 e my(H(x,0)) = 0. Isto é,
K={H:K"xKP,0 = K" x KP,0; H(x,y) = (h(x), @(x,y))},

onde h(x) sao difeomorfismos e @(x,0) = 0.

O grupo K age em K™ x 891,19 da seguinte forma :
kK x (K™ x el

(H, (x, 1)) = H(x, ) = (h(x), o(x,)).

Assim, dois germes f, g € sonm sao K-equivalentes quando existir H € K tal que

H(x, f(x)) = (h({x), @(x, f(x))) = (h(x), g o h(x)).
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Neste caso, observe que o germe do gréafico de f é levado no germe do grafico de g.

Proposicao 3.5.3 Mostre que os germes f, g € 5?1,p sao K-equivalentes se, e somente
se, existe um germe de difeomorfismo ( ou isomorfismo analitico ) h : K™, 0 — K™, 0 tal

que f e g o h sao C-equivalentes.

Demonstra¢ao. =) Suponha que f e g sdo K-equivalentes. Entao, existe H € K tal que
H(x, f(x)) = (h(x), g o h(x)), onde H(x,y) = (h(x), d(x,y)). Assim, tome y = f(x) logo
temos que ¢(x, f(x)) = (g oh)(x). Defina l:l(x,y) = (x, d(x,y)). Entao,

H(x, f(x)) = (x, b(x, f(x)) = (x, (g o h)(x))-
Logo, existe H € C tal que f e g o h sdo C-equivalentes.
<) Suponha agora que f e goh sdo C-equivalentes, em que h é um germe de difeomor-
fismo (ou isomorfismo analitico) em K™, 0. Neste caso, existe H € C tal que H(x, f(x)) =
(x,(g o h)(x)), em que H(x,y) = (x, @(x,y)). Entio, defina H(x,y) = (h(x), ¢(x,u)).

Tomando y = f(x) tem-se que

H(x, f(x)) = (h(x), @(x, f(x)) = (h(x), (g o h)(x)).

Portanto, f e g sao K-equivalentes. O

Proposicao 3.5.4 Mostre que :
1. € é subgrupo de X;

Demonstracao. De fato, o difeomorfismo identidade 14 € H e ainda temos que dados
hi,hy € H, tem-se que h; o h;' € H, pois a composicio de difeomorfismo é ainda um

difeomorfismo. O
2. C-equivaléncia implica na K-equivaléncia.

Demonstracao. Com efeito, sejam f e g germes C-equivalentes. Entao, existe H € C com
H(x,y) = (x, @(x,y)) tal que H(x, f(x)) = (x,g(x)). Assim, tome h : R® — R"™ como

sendo difeomorfismo identidade tem-se

H(x, f(x)) = (h{x), g(h(x))) = (h(x), (g o h)(x)).

Portanto, f é K-equivalente a g. O
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3.6 Critérios Algébricos para € e K-equivaléncia

Lema 3.6.1 (Hadamard) Sejam U C K™ uma vizinhanca da origem em K™ e f: U X
K" — K uma fungao diferenciavel ( ou analitica ) que se anula em 0 x K", i.e, f(0,y) =0,
Yy € K. Entao, existem fun¢oes diferenciaveis ( ou analiticas ) fi,...,fp : U Xx K" - K
tais que

fx,y) =xifi(x,y) + - + xafnlx,y)

em que X = (Xq,...,Xn).

Demonstracao. Segue diretamente do teorema fundamental do calculo e da regra da ca-

deia, pois por hipdtese temos que f(0,y) = 0,Vy € K" assim temos que

9 &= of
f(x,y) =f(x,y) —f(0,y) = J, a(f(txl,--,txmy))dt = L(; I (tx,y) - xi)dt =
n rl
D b ZXL (%),
=1 JO

em que fi(x,y) = Ll) %(tx,y)dt, para todoi=1,2,...,n
Seja f € E(T)L,p um germe cujas componentes sao f,fy, ..., f, € &¢,. Denotamos por I¢

o ideal de &,, gerado por fi, fy, ..., . Isto &,
If = f*(mp) = <f1, ... 7f‘P>€n'

Por exemplo, seja f : R? — R? um germe dado por f(x,y) = (x%,xy), assim temos que

Ir = (x2,xy) é o ideal de &,. O

Teorema 3.6.2 (Critério para a C-equivaléncia) Dados f,g € €% | sao equiva-

n.p
lentes :

I) f e g sao C-equivalentes ;

IT) Os ideais I e Iy sdo iguais ;

III) Existe uma matriz invertivel de ordem p com coordenadas w;; € e, tais que

P
x) = Z ui(x)gj(x)
j=1

ondei=1,...,p.
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Demonstracao. e 1) = II) Suponhamos que f e g sao C-equivalentes. Entao, JH € C tal
que

H(x,y) = (x, @(x,y)), H(x, g(x)) = (x, (x))
com @(x,0) = 0. Observe que, @(x,y) = (@1,...,9p) e @i(x,0) =0 parai=1,...,p.

Assim, pelo lema de Hadamard, para cada i =1,...,p, podemos escrever
P
eily) =D i @i5(x,1),
j=1
em que Qij € €nqp. LOgO,
P
fi(x) = @i(x,9(x) = ) gj(x) - @35(x, g(x)),
j=1
onde g = (g1,...,gp). Portanto,
filx) elg, Vi=1,...,p,

e dai, [y C I. Por simetria, claramente vale a inclusao Iy C Iy e portanto vale a igualdade.

e II) = III) Suponhamos que os ideais I¢ e I sdo iguais. Entdo, podemos escrever

p P
gi :Zai]’ 15, fi= Zbi)’ g,
j=1 j=1
em que Qaij, byj € €n, para todoi,j =1,...,p.

Afirmacgao : Para cada x fixado, sejam A, e By matrizes reais de ordem p com
coordenadas ayj(x) e byj(x), respectivamente. Entdo, existe uma matriz real C de ordem
p tal que

Uy = C(I—Ag-Bo) +Bg

é invertivel. Logo, para x proximo da origem, a matriz U, = C(I—A,-By)+ B, é também

invertivel. Sejam u; € €, as coordenadas de Uy. Entao,
U,-g=C(I-A,-By)-g+Bi-g=C(g—A-Bx-g)+f

=C(g—Ax-f)+f=C(g—g)+f="F

e portanto

P
fi = Zuij . 9)
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e III) = I) Neste caso, suponhamos que existe uma matriz invertivel [u;;] de ordem

p com coordenadas uij € €n, tal que

P
fi=) wj-g;
j=1
Defina @ : K™ x KP,0 — KP, 0 por ¢ = (@1,...,9p), em que

P
(Pi(X>U) = Zy] 'ui)'(x)a i= 17"'7]3‘
j=1

Claramente @(x,0) = 0.
Definimos o germe H : K™ x KP, 0 — K™ x KP, 0 por H(x,y) = (x, @(x,y)). Observe

que

Jac(H) = I, * _ I, =
0 Jac(ey) 0 [uy]

0

Cujo determinante é nao-nulo e portanto H € &

¢ um germe de difeomorfismo
( ou isomorfismo analitico ). Logo, H € C e H(x,g(x)) = (x, @(x,g(x))) = (x,f(x))
pois @i(x,g(x)) = fi(x), implicando em @(x, g(x)) = f(x). Portanto, f e g sao C-

equivalentes. O

Exemplo 3.6.3 Os germes f,g : R,0 — R2,0, definidos por f(x) = (x%,0) e g(x) =

(x2,x?) sdo C-equivalentes pois

Definicao 3.6.4 Sejam I e | ideais de ¢,,. Diremos que I e | sao isomorfos induzidos

quando existir um germe invertivel h: K™, 0 — K™, 0 tal que h*(I) =J.

0

Corolario 3.6.5 (Critério para a X-equivaléncia) Dados f,g € €] ,,

sao equiva-
lentes :

I) f e g sao K-equivalentes ;

IT) Os ideais It e Iy sdo isomorfos induzidos, i.e, h*(I) =7 ;

III) Existe uma matriz invertivel de ordem p com coordenadas wy; € €, tais que

P
fi(x) = Y uij(x)(gj o h)(x),

onde i=1,...,p para algum h € D,,.
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Demonstracao. e Inicialmente provemos que 1) < II). De fato,
frxgedheDy[fre(goh) e lf=Igoh) e (fi,...,fy) = (gioh,...,gpoh)

Afirmagao : h*(Ig) = I(goh). De fato,
L h (X ai-gi)=(X{ai-g)oh=37 (aioh)-(gioh)€Igoh).
2. P bilgioh) =371 (bioh ™) (gioh) =h*(3 7 (bioh™') - gi) € h*(Ig).
Logo,
h*(Ig) =Igohl,

como queriamos demonstrar. Desta forma,
fr~x ge h (Ig) =[goh) =14

e A demonstragao de II) < III) segue da afirmacgao acima juntamente com o teorema

anterior. []

Como consequéncia, demonstraremos algumas implicagoes das relacoes de equivalén-
cias relativas aos grupos R, £, A, € e K. Primeiro, denotamos por Rf, Lf, Af, Cf e Kf

as orbitas da aplicacao f. Escreveremos
R=A

para expressarmos que f ~x g = f ~4 g (i.e, Rf C Af). Similarmente para £, A, Ce X.

Corolario 3.6.6
i R L= A;
i A= XK;
iil. € = K.
Demonstragdo. 1) Sejam f, g germes R-equivalentes. Entao, existe h™! € D,, tal que

(foh™1)(x) = g(x), assim tome k = I4 : KP — KP como sendo a identidade. Logo, existe

(h,k) € Dn x Dy, tal que
(kofoh ")(x) =k(f(h ™' (x))),
chame y = f(h™!(x)), tem-se que

(kofoh ') (x) =k(y) =y =f(h"'(x)) = (foh ") (x) = g(x).
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Portanto, temos que f e g sao germes A-equivalentes.
Agora observe que se f e g sao germes L-equivalentes. Entao, existe k € D, tal que
(ko f)(x) = g(x), assim tome h = [ : K™ — K™ como sendo a identidade. Logo, existe

(h,k) € D x Dy, tal que
(kofoh™)(x) = (ko f)(h7}(x)) = (ko f)(x) = g(x).

Portanto, temos que f e g sao germes A-equivalentes.

i1) Provaremos agora que A — XK.

0

n,p» associamos o ideal Iy C ey, gerado pelas componentes

De fato, dado um germe f € ¢

de f, e observamos que

f*(my) = <f*(yl)7--->f*(yp)> = <Ulof7~'->ypof> = <f1a"‘7fp> =Iy.

Suponhamos que temos f e g sao germes A-equivalentes com f, g € egw. Entao, existem

h € D, e k € Dy, tais que g = ko foh ! Portanto,
Iy = g*(mp) = (ko foh 1) (my) = (W) o F 0k (my) = (K)o F o my =

= (h") "o f(my) = (h*) ol
e assim,
h*(Ig) = h*[(h*) "o I{] = h*(1y) = L.

Logo, os ideais I¢ e I sao isomorfos induzidos. Portanto, pelo Corolario 3.6.5 tem-se,
f e g sao germes K-equivalentes.

iii) Ja foi feita. O



Capitulo 4

Singularidades de germes

quase-homogéneos

Considere agora K[x;,Xs,...,Xn] 0 anel de polindémios nas indeterminadas xi,Xa, ..., Xn
com coeficientes no corpo K =R ou C. A cada indeterminada x; associamos um numero

inteiro positivo w;, chamado peso de x;.

4.1 Polindmios quase homogéneos

Definicao 4.1.1 Um polinémio

f(x) = Z Ocaxill " ‘Xﬁ" € Klxg,...,xXnl
acl

é dito homogéneo de grau d se todos os mondémios tém grau d, isto €, se
a+---+a, =d,

Va € I, com oy # 0.
Exemplo 4.1.2 f(x,y) = x* — xy? +y* ¢ homogéneo de grau 3.

Definicao 4.1.3 Um polinémio

f(x) = Z Xt x8 € Klxg, ..., Xn

acl
¢ dito quase homogéneo de grau d com relacdo a w = (W1, Wy, ..., Wy ), com w; € Z nao
negativos, se
w-a:=wia +--+wpa,=d, YVa=(ay,...,an) € L.

24
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Observacao 4.1.4 Os niimeros inteiros wy, ..., W, sao chamados de pesos e o niimero

d é chamado de grau pesado de f.

Exemplo 4.1.5 O polinémio
f(x,y,z) = x*y* + x'y +y* + xyz* + 2°

¢ quase homogéneo com pesos w = (1,2, 1) e grau pesado d = 6.

Observacgao 4.1.6 Muitas vezes usamos a notacao d = deg,,(f) e outra vezes omi-

timos w. Um polindbmio quase homogéneo como na observacao anterior é chamado de

polinémio quase homogéneo do tipo (wq,...,wy;d) ou do tipo (w;d).
Proposicao 4.1.7 Fixado o peso w = (Wq,..., Wy ), seja Sq = { polindémios quase
homogéneo de grau d com relagao as pesos wy, ..., wn} [ J{0}. Prove que S4 é um espago

vetorial sobre K, de dimensao finita.

Observacgao 4.1.8 Sejam f(x) um polindmio quase homogéneo do tipo (w;d) e w' =

MDC{wy,...,wy}. Entdo, f(x) ¢ quase homogéneo do tipo (%5, ..., 25 %) pois
wq Wn d
CL1W1+"'+Cann:d<:>a1W+"‘+anW:W.
Como consequéncia, podemos sempre assumir que oS pesos Wi, ..., Wy, Sa0 primos

entre si. Observe também que todo polindmio homogéneo é quase homogéneo com pesos
W =Wy =+ =W, = 1.
Fixados pesos w = (wq,..., Wy ), associamos a acao do grupo multiplicativo K* =
K — {0} em K™ dada por :
K* x K" — K"
(t,x) — (t"V'%q,...,t""xn).

Exercicio 4.1.9 Prove que a aplicacao anterior é uma acao de grupo 7

Solugao : De fato, sejam 1,a,b € K* e x € K"

1) @(1,x) = (1" -xq,..., 1" X)) = (X1, -+, Xn) = X.

2) ¢(a,@(b,x)) = @la, (b - xp,..., 0" - xn)) = @(a, (Y1,...,yn)) = @(a,y) =

(a™ yq,...,a" cyn) = (@™ - D™ xq,...,a" - DY - x,) = @(a- b, x).
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Onde temos que para cada y; =b™i -x;, Vi=1,...,n.
Proposigao 4.1.10 Um polinémio f(x) € K[xy,...,xn] € quase homogéneo do tipo
(w; d) se, e somente se, f(tx) = f(tVixg, ..., t""x,) = t4f(x), em que tx = (tW'xq, ..., """y ).

Demonstracao. Suponhamos que f é quase homogéneo do tipo (w, d) entao
a-wi+---+ap-w,=d, Va=(ay,...,a,) € L.
Logo,
ftx) = F(E" xp, Y xn) = ) &a (B xg) M (Y x) O =
= Z Oq - LA AW s ydn  pd Z o - XM x8n =9 f(x).
Reciprocamente, se f(t-x) =t - f(x), temos que

3 ot (£ x) @ (1 )0 = 1Y o XX,

Portanto,
3 g gy yan 40 Y @ xan,
Assim, t@ Wit Fanwn —+d Yt [ogo, wia; +---+wnan, =d, Ya = (a,...,a,) € ..
Desta forma, f é quase homogéneo do tipo (w, d). m
Proposicao 4.1.11 Seja f(x) € K[xq,...,x,] um polindmio quase homogéneo do

tipo (w;d). Entao o germe f(x) € my - Jf, onde J¢ ¢ definido como sendo J¢ :=

<ﬁﬁ of

%[ axg’ Bx ), chamado de ideal jacobiano de f.
2 n

Demonstragao. Inicialmente provaremos que é valida a formula de Euler ( ou relagao de

euler )
= of
Zwi S Xq - ﬂ(x) =d - f(x).
i=1 Oxi
De fato, como f(t"Vixq,...,t""x,) = t% - f(x), obtemos derivando com relacao a t,
= of
(Vi . VX ) Wy -tV oxg = d -t f(x),
P aXi

Logo f(x) € my - Js. O
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Na proxima secao desse capitulo enuciaremos um dos resultados, que apriore nao cabe
a no6s a demonstracao pois veremos no capitulo que esse resultado serviu de inspiracao
para o nosso principal resultado que serd provado no proximo capitulo. A idéia de falar
desse teorema que foi provado por M. Takahashi [7] é dar ao leitor a capacidade de en-

tender e compreender o que motivou o estudo desse trabalho.

4.2 Teorema de Takahashi

Vimos que se dois germes de funcoes sao R-equivalentes entao eles sao K-equivalentes.
Além disso, o teorema de Saito [6] garante que, quando um dos germes é quase homogéneo
e finitamente determinado, a reciproca é verdadeira. Nesta secao enuciaremos um teorema
recente de M.Takahashi [7] no qual a condi¢do de determinacao finita ndo é necessaria.

Mais precisamente :

Teorema 4.3.1 Se f,g : (K™, 0) — (K,0), K =R ou C, sao germes de func¢oes K-
equivalentes e um deles é quase homogéneo entao, se K = R estes sao R-equivalentes
modulo =+, e se K = C estes sao R-equivalentes.

Demonstracao : Ver [7]



Capitulo 5

Cl-R e Cl-x equivaléncias de germes de
funcoes de classe C! semi quase

homogéneas

Neste capitulo investigaremos a versao C da R e K equivaléncias de germes de funcoes
reais semi quase homogéneas de classe C%, 1 < { < co. Mostraremos também que a C'-
R-equivaléncia implica na C'-K-equivaléncia, e sob certas condicoes, que para germes de
fungoes semi quase homogéneos de classe C* a reciproca é verdadeira (teorema principal
5.3.1). Observe que apartir de agora estamos considerando germes de fungoes semi quase

homogéneos sem hipotese de singularidade isolada na origem.

5.1 As equivaléncias C'-R e C-K

Definigao 5.1.1 Para todo £ com, 1 < £ < oo, diremos que os germes de funcoes de classe
Ct f,g: (R™ 0) — (R,0) sao :

i) C'-R-equivalentes se existir um germe de C‘-difeomorfismo h : (R™,0) — (R™,0)
tal que g =foh.

il) C'-K-equivalentes se existir um germe de C'-difeomorfismo h : (R™, 0) — (R™,0)
e um germe de funcdo de classe C* ndo nulo M : (R™0) — R, M(0) # 0, tal que
g=M-(foh).

Observagao 5.1.2 Quando { = oo escreveremos simplesmente R ao invés de C*-R e

X no lugar de C*-K, respectivamente.

28
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Proposicao 5.1.3 Mostre que a C’-R-equivaléncia implica na C*X-equivaléncia.

Demonstracdo. Sejam f, g : R™ — RP dois germes de aplicacoes, C'-R-equivalentes. En-
tdo, existe um germe de difeomorfismo h : (R™ 0) — (R™ 0), de classe C!, tal que
f(x) = g o h(x) para todo x € R™.

Defina H : (R™*P 0) — (R™*P 0), da seguinte maneira, H(x,y) = (h(x),y), onde
x€ R"eye RP.

i) Claramente, H ¢ um germe de difeomorfismo de classe C*;

i) H(x,0) = (h(x),0) = H(R™ x{0};) =R"™ x {0}, onde {0}, = (0,0,...,0)p;

iit) H(x,f(x)) = (h(x),goh(x)) para todo x € R™.

Portanto, f e g sio C'-K-equivalentes.

]

Como vimos, os teoremas de Saito e Takahashi dao condicoes sobre o qual se tem
a reciproca. Mas a reciproca do exercicio anterior nao ¢ verdadeira em geral. Veja o

exemplo abaixo :

Exemplo 5.1.4 Se { = co, os germes f(x) = x? e g(x) = —x? sdo K-equivalentes mas
nao sao R-equivalentes.

De fato, veja que Iy = I, assim pelo critério para C-equivaléncia temos que
f ~e = f ~x g,

pois € = K. Mas por outro lado, nao sao R-equivalentes. Com efeito, suponha por

absurdo que sdo, assim JFh € D,, tal que fo h™! = g, assim temos que
—x* =g(x) = (foh™)(x) = f(h"'(x)) = (W™} (x))?

Absurdo ! Logo, a reciproca nao é verdadeira.

Portanto, nos parece importante exclarecer a relacio entre C-R e C%-XK equivalén-
cias. Como vimos no capitulo anterior, este problema foi estudado por alguns autores
no caso em que £ = oo e os germes de fungdes sdo quase homogéneos (K. Saito [6] e M.
Takahashi [7]). Entretanto, existem poucos trabalhos investigando as versoes C' destas
relacoes de equivaléncias para funcoes de classe C*, 1 < { < oo. Kuiper em [9] estudou a

Cl-R-equivaléncia de fungoes em uma vizinhanca de um ponto critico isolado. Bromberg
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e Medrano em [8] trataram da C-R-suficiéncia de fungdes quase homogéneas. Em [5],
Ruas e Saia deram estimativas para o grau de C-R e C*-K determinacdo de germes de

aplicacoes quase homogéneas de classe C*.

Notacoes :

1. Dado qualquer £ com 1 < { < oo denotamos por el o conjunto de todos os germes
de funcoes de classe C* f: (R™,0) — R.

2. Denote por m o conjunto de todos os germes f € er) tal que f(0) = 0.

3. Dado um germe f € EK], J+ denota o ideal Jacobiano de f, i.e, J; := <aa—:1, a%, - aan>'

Observacio 5.1.5 A C'-R-equivaléncia entre dois germes de funcdes f e g de classe

0 . Cct—® ¢ . N . cl—x
C* é denotada por f "~ g, e a C*-K-equivaléncia destes sera denotada por f "~ g.

Definicao 5.1.6 Um germe de funcdo de classe C' f: (R™,0) — (R,0) ¢ dito quase

homogéneo do tipo (r1,T9,...,Tn; d) se este satisfaz a equacao
fN-x) =AY (%, ..., Xn)

para todo A > 0 e x = (xq,X2,...,Xn), em que A -x = (A"xq,...,A™x,,). Fixados
pesos (T1,T2,...,Tn), para cada monoémio x* = x{* ---x% onde o = (0, Xg, ..., Xn),
denotamos fil(x*) = > " | oyri. Uma filtragio em el 6 definida pela funcao

0xf

fil(f) = min{fil(x*) | ax_“(o) # 0}

para cada f € SK’J.

Definicdo 5.1.7 Um germe de funcdo de classe C*, f: (R™,0) — (R,0) é chamado
de semi quase homogéneo do tipo (r1,To,...,Tn;d) se f = g+ & em que q(x1, X2, ..., Xn)
¢ um germe de funcio quase homogénea de classe C* do tipo (r1,Ts,...,Tn;d) e ¢ ¢ um

germe de funcao de classe C¢, com fil(¢p) > fil(f).

Observacao 5.1.8 Um germe quase homogéneo é também semi quase homogéneo,
pois a filtragao do polinémio nulo ¢ infinita. Observe ainda que nao estamos considerando

nenhuma condicao de determinacao finita para os germes f e q dados na definicao anterior.
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Exemplo 5.1.9 O germe f(x,y) = x5 —y2 +
(2,1:12).

10 L, ~ .
x4+y8 ¢ quase homogéneo do tipo

Exemplo 5.1.10 O germe f(x,y) = #mysﬁwys é quase homogéneo do tipo (2, 1;24).

Exemplo 5.1.11 Seja f(x,y) = X4+y8 +(X4+y8 +xM+x1%y?). Este germe é semi quase

10

homogéneo do tipo (2,1;12). De fato, podemos escrever f = q+ ¢ onde q(x,y) = #yg,

d(x,y) = X4+y + x!* + x1%y® e note ainda que fil(¢p) = ﬁl(x4+y +xM +x10y®) = 16

por causa dos pesos fixados (2,1), fil(x!* + x!%y®) = 28, ou seja, fil(d) > fil(f).

Observagao 5.1.12 Seja f(xq, ..., X, ) um germe quase homogéneo do tipo (wy, ..., wy;d).

Entao, existe uma permutacao «: I,, — [, tal que

Assim, tem-se que q(X1,...,%n) = f(Xq(1);-- -+ Xa(n)) € quase homogéneo e os pesos sao

Wa(1) < Wg2) < -+ < Wy(n) € grau pesado d.

5.2 Lemas

Lema 5.2.1 Seja f um germe de fungao quase homogéneo. Entao, para qualquer cons-

tante real nao-nula c # 0 tem-se que cf e f sao R-equivalentes modulo sinal.
Demonstracao. Seja F: (R™ x R,0) — (R, 0) definida por

Ft =F(x,t) =t -f(x), x€R"™, t#0.

Logo, % = f(x) € m, - Jf, pois f é quase homogéneo.
oF oF oF oF
F=(—, ..., —)=t-—,.. t-—)=]f
J <8x1 8xn> < 0x, axn> J
= my - JF=m, - f
oF
a:f(x)Emn~]f:mn']F.

Portanto, pelo teorema (Thom-Levine, ver [10])

Firmg, f = Formgp, f= c-frg, f
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Lema 5.2.2 Suponha que f = g + ¢ é um germe de funcio de classe C' semi quase
homogéneo tal que as seguintes condicoes sao satisfeitas :

1. Para todo i =1,...,n, existem germes de funcoes de classe C*, b{ € mg} tais que

ax1 ;

2. O germe ¢ pode ser escrito como

Z ax]

com a; € myf], para todo j = 1,...,n. Entao, para qualquer constante nao nula c € R,

¢ f SR g

Demonstra¢ao. Considere a familia Fy = q 4+t - ¢, onde g e ¢ satisfazem as condigoes 1

e 2. Sem perda de generalidade, podemos assumir que os pesos satisfazem 11 < - < 1,

(ver observagao 5.1.12). Entao, fazendot =0et =1, tem-se Ffp=qeF,=q+ b ="f
dF,

e ainda note que F* = ¢. Usando a extratégia dada por Takahashi, mostraremos que

existe um campo

&: (R™ x [0,1],0) — (R™,0)

satisfazendo a seguinte equacao :

[Z Ei(x,t) (x t)

£(0,1)=0,Vi=1,...,n

oF,
+¥(x,t) =0 (1)

Isto é equivalente a

¢
E Ex, ) - | (x) e s (x)| + dlx) = (2)
ax1 0x;
Por hipotese q e ¢ satisfazem as condicoes 1 e 2, assim podemos reescrever a equagao (2)
como :
- oq 0g - og
> &l [axi DR U S RP AL SR




Capitulo 5. C%R e C'-K equivaléncias de germes de funcoes de classe C*
semi quase homogéneas 33

onde aj, b{ € mg], V1i,j=1,2,...,n. Agora reescrevendo a equacao (3), tem-se
i Eilx,t) - aq(H—tExt ibJ +Za ) =0
. v 04 il il axJ )

=0
)+ Z ax1

i=1 k=1
:(Z&(x,t)vt Z LX) - Eklx, 1) +Za1 > 3, ¥) =0
i=1 k=1

Note que o coeficiente de %(x) é igual a
t-(bj& +b5Es) + &+ ai = t- (b1& +b3&s) + & + @

+t- (b7& + b3&s) + & + as

Observe que o indice i variou de 1 & 2 para cada valor de k = 1,2. Portanto, fazendo i

variar de 1 a n para cada valor de k =1,2,...,n tem-se

t- ) bL(x) G t)+ & +ai, Vi=1,...,n

k=1

Se & satisfaz as seguintes condigoes
te(b1& +byEa+ - +bh&n) + & +a; =0

t-(b3& + b3+ - +b2E )+ & +ay =0

t(b?al‘Fb;&Q‘f’+b2£n)+an+an:0

Note que para o caso n = 2, temos o seguinte sistema

(1+1tb])  tb} 3 _a,
Caso Geral :
& —aq
¢ —a
Axt-| T = T, @

Evn —0an
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onde a matriz A(x,t) é dada por

(1+ tb}) tb] . tbl
tb? 1+1tb3) --- tb?2
Alx.t) = 1 ( 3)
tbl tblt ... (1+tbl)

Entao, existe um campo de vetores & tal que (1) ocorre. De fato, note que a;(0) = 0
e bi(O) =0, Vij = 1,...,n, pois a,-,b]% € mg], vV i,j = 1,...,n, assim temos que

det[A(0,t)] # 0. Logo, podemos resolver (4) em relagdo a &; cuja a solugao é

&1 —ay
3 —a
T =AY .
En —0n
e observe ainda que da equacao (3), fazendo x = 0, tem-se &;(0,t) =0, Vi=1,...,n

Portanto, a familia F; é C%-R-trivial, i.e, f &6 Ct-R-equivalente & q. Como consequéncia

[
tem-se, c - f e g, c € R,c # 0. Por outro lado, q ¢ quase homogéneo segue-se do
14

(Lema 5.2.1) que c-q ~ = q para alguma constante nio nula ¢ € R. Entdo,

Cl—R  Cl—Ry cl—R

f ~~q ~ ¢ q ~ c¢-f
Cl—R+

—c-f ~f

]

Observe que no caso particular em que f é um germe de funcio de classe C' quase
homogéneo, 1 < £ < 00, 0 lema 5.2.2 é uma consequéncia da relacao de Euler e portanto
é desnecessario.

Lema 5.2.3 Suponha que f : (R™,0) — (R,0) é um germe de funcdo semi quase
homogeéneo de classe C!, isto ¢, f = q + ¢ tal que as seguintes condicdes sao satisfeitas :

1. Para todo i =1,...,n, existem germes de funcoes de classe C*, b{ € mg} tais que

axl ; ax]

2. O germe ¢ pode ser escrito como

Z ax,
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com a; € myf], para todo j = 1,...,n e seja M : (R™,0) — R um germe de fungao de

classe C* com M(0) # 0. Entao, M - f e M(0) - f sio C*-R-equivalentes.

Demonstrag¢ao. (1* Parte)
Como f é um germe semi quase homogéneo tem-se que f = q + ¢, onde q(xq,...,Xn)
¢ um germe de funcdo de classe C* quase homogéneo do tipo (11,...,Tn;d), com 1; <
- < 1, (ver observagdo 5.1.12) e ¢ um germe de funcio C* com fil(¢p) > fil(f). Entdo,

dado A >0e x = (x1,...,Xn) € R™ temos que
FA X, A X)) =AY g, X)) F DA X, L, AT ) (1)

Por outro lado, existem bi € mg’] tal que

ax1 Z bi( ax]

j=1

Como f = q + ¢ (omitindo as variaveis) segue-se

of dq 3 09 v 0q
aXi aXi + aXi aXi + );bl(X) an ( )

Por hipotese q é quase homogéneo, assim temos que pela (Relagdo de Euler)

n

Ty 0
gemyJo=>q=) Sxi-=&  (3)

i=1
(2% Parte) Agora para provar que M -f e M(0) - f sdo C*-R-equivalentes, usaremos a idéia
do lema anterior, ou seja, considere a familia F¢(x) = F(x, t) de tal forma que Fy = M(0)-f

e F; = M - f, onde F; é definida como sendo

Fi :((R™ x [0,1],0) — (R, 0)

(x,t) = Fe(x) = F(x,t) = M(tx) - f(x), xeR™tel0,1]

Assim, mostraremos que existe um campo & : (R™ x [0,1],0) — (R™,0) satisfazendo a

equacao :

— OF; OF, B
_Zl(ii(X7t) ' a_Xl(X7t) +¥(X7t) =0 (4)

&(0,t) =0, Vi=1,...,n
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Isto é equivalente a

; Bt [gxMi(tX i | aaXi (X)} ) ai\:(tx) xif(x) =0

aXi

— Z Ei(x,t) - M(tx) - of (x) + Z Eilx, t) - ZM tx

= ) &ilx,1) - M(tx) - of () + D [Eilxt) - t+xil- M(tx)~f(x) =

aXi

aXi

— Y £t M) 2+ Y B0t xS (1) - () + blx)) =
i=1

Agora observe que por hipdtese ¢ pode ser escrito como
n
onde a; € mg], j=1,...,n. Assim temos que,

q(x) + d(x Z

ax]

ax]
Logo,

n

D &l t) - M(tx) -

i=1

P b t) xSt (q(waaj(x)f—q(x)) —0
i=1 Xi j=1 Xj

Usando as equacoes (2) e (3) em (5) obtemos :

of
aXi

(x)

IICCERAL [axi 00+ 2 B0 5 (x)]
- oM = (T dq B
+ ; Eilx,t) - t+x4q] - a—xi(tx) . ; (E)X)‘ + a]> Tj(x)] =0
n aq n ] aq
= [al(x, 0 M(b) - S0 + & Mt - 3 Bl(x) a(x)]
i=1 1 j=1 )
= oM ; 9q _
+;[51(X7t) 14 x4 'a—xi(tx) ; (E)Xi+ai> ?(X)] =0

Reordenando a expressao (6),tem-se

n

Z{Ek(x, t) - M(tx) + Z & (x, t) - M(tx) - bj*(x)

k=1
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= oM ) 99
+; {(&(X,t) X)) a_xi(tx) : <Exk + ak)] } I (x) =0
Note que o coeficiente de pode ser escrito como :

ok=1)

" 2Mb1 2t oM /14 2 M
& - —I—j;aj 'j+; Evi'a_xi<dxl‘|‘al>+;7<i‘ax' <EX1+01>

aM aM
=& M+ (51M'bi+52M'b%> + (t51 1 <dX1+C11> +t&; - (dX1+01>>

X1
+<x1 aM<dx1+a1>+x2 aM<dx1+a1>)

0x, 0X2
ok =2)
2 oM /r
M—i—ZEJM bQ—i—thi1 : (dx2+a2>+ZXi-aXi <§x2+ag>
=& M+ (E1M'b%+EQM'b%) + (t& a—M <dX2+02) + &y - gl\: (dX2+a2>>
+ <x1 oM ( —X9 +a2> + X9 - oM (r2x2 + a2>)
o, \d xy \d
Em outras palavras temos o seguinte sistema :
M(1+Db]) +t3MA;  Mbh+t3MA, g [ XA
Mb? +t5A,  M(1+13) +t§MA, e/ — YA,

Observe que os indices 1,j variam de 1 a 2 para cada valor de k = 1,2. Portanto, se &

satisfaz as seguintes condigoes

&1 B,
At | 2= P @
En B
onde a matriz A(x,t) é dada por
M(1+bp) +t5A, Mb; + 52 A Mb;, + t5HA,
A1) Mb? + t5 A, M(1+b§)'+tg—xA2 Mb2 +taMA2
Mbp + t3HA, Mby +t52 A, - M(1+DbR) +t51A,

Onde A; = (5% + ai(x)) e By = — 2 X g—i/:(tx) (4 ax(x)), k=1,...,n.
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Note que o det[A(0,t)] = M(0)™ # 0, pois uma vez que aj,bi € mi e M(0) # 0.

Assim podemos resolver (7) em relacao a &;, cuja a solucao é

&1 B,
& - B
Cl=Atxy) |
En Bn
e observe ainda que da equacao (6) fazendo x = 0, tem-se &;(0,t) =0, Vi=1,...,n.

Portanto, a familia F, & C*-R-trivial, i.e,

Fo So®F — M(0) - £ <M - £

O

Observacao 5.2.4 No caso particular em que f é um germe de funcdo de classe C*
quase homogéneo, 1 < € < oo, a prova do lema 5.2.3 é essencialmente a mesma dada
por Takahashi [7]. De fato, é necessario apenas substituir a R-equivaléncia pela C*-R-
equivaléncia e a K-equivaléncia pela C%-XK-equivaléncia e a; € my por a; € myf] na prova

dada por Takahashi.

5.3 Teorema principal

O principal resultado desta secao é o seguinte :

Teorema de (Costa-Saia-Soares) 5.3.1 Sejam f, g € el germes C'-K-equivalentes.
Suponha que f = q+ ¢ é um germe semi quase homogéneo tal que as seguintes condicoes
sao satisfeitas :

1. Para todo i =1,...,n, existem germes de funcoes de classe C*, b]; € mg} tais que

20 x) = 3 bl )

. an
j=1

2. O germe ¢ pode ser escrito como

a4
a—xj(x)

o)=Y qx)
j=1

(€]

com aj € my , para todoj=1,...,n.

Sob estas condigoes, f & C-R-equivalente & g ou C'-R-equivalente & —g.
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Demonstracao. Antes de seguirmos com a prova faremos algumas observacoes :

Observacao 1 : Por hipotese f X g, i.e, existe um germe de C‘-difeomorfismo
h: (R™0) = (R™ 0) e um germe de fun¢ao nao nulo M : (R™,0) — R, M(0) # 0 tal que
g=M-:(foh).

Observacao 2 : Pelo lema 5.2.2, temos que para qualquer constante nao nula ¢ € R,
e f g

Observacio 3 : Para qualquer difeomorfismo h : (R™,0) — (R™,0) de classe C* temos
que c-fec-(foh)sio Cl-R-equivalentes.

Observacao 4 : Pelo lema 5.2.3, temos que M - f e M(0) - f sdo C’-R-equivalentes.

Agora concluimos a prova do (Teorema Principal). Como f é semi quase homogéneo,

segue-se da observagao 2 que para qualquer constante nao nula ¢ = M(0) # 0, tem-se

e_
£ M) - 1.

Da observacao 3, temos para ¢ = M(0) #0

M(0) - £ <X M(0) - (Foh)

Finalmente pela observagao 4, temos M(0) - (fo h) coR M(0) - (f o h). Portanto,
e _ _
£ SRS M0) -1 =T M(0) - (Fom) S~F M- (fohy
e
— f <" M- (foh)
Ct—R4

O

Observacao 5.3.2 Se considerarmos o caso particular em que f é um germe de funcao

de classe C* quase homogéneo entdo temos :

Corolario 5.3.3 Seja 1 < { < c0. Seja f,g: (R™,0) — (R, 0) sdao germes de fun¢oes
de classe C! as quais sdo C%K-equivalentes e uma destas ¢ quase homogénea. Entdo, f é

CLR-equivalente a g ou C'-R-equivalente & —g.

Observacao 5.3.4 Note que, se f é um germe de funcio de classe C* quase homoge-
neo. Entao, as duas hipo6teses do Teorema Principal 5.3.1 sao claramente satisfeitas.

Também cobrimos o resultado de (M. Takahashi |7]) para o caso de germes de fun¢oes de
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classe C:

Corolario 5.3.5 Se f,g : (R™,0) — (R,0) sao germes de fungoes de classe C* as
quais sao K-equivalentes e um deles é quase homogéneo. Entao, f é R-equivalente a g ou

R-equivalente a —g.

5.4 Exemplos

Exemplo 5.4.1 Considere g(x,y) = q(x,y) = #:8 o qual é um germe de funcao de

classe C? quase homogéneo do tipo (2,1;8). Note que a classe de C‘-diferenciabilidade
XS

de f segue-se do lema 2 (vé apéndice). Seja f(x,y) = s (x1% +x%y?) o qual é semi

quase homogeéneo do tipo (2,1;8) e de classe C3, pois note que a classe de x!° + x8y? é
Ce.

Como f ©<% d, assim tem-se que existem h : (R%,0) — (R%,0) e M : (R%,0) — R,
com M(0) # 0 tal que f = M - (qoh), i.e, fazendo h = Id temos que, f = M - q, onde M

é dado como sendo
M(x,y) =1+ (*+y%) - (x* +y°) = M(0) #0.

Resta mostrar que q e ¢ satisfazem as hipoteses do (Teorema Principal 5.3.1), ou seja,

(e] (]

Jo = <aa—i), Z—$> = (10x" + 8"y?, 2x%y)
Jy = <6_q76_q> _ <4x11 —|—8x7yg7 —8x8y” >
ox’ dy (x*4+y®8)2 7 (x*+y?)?
(x4 8xTy%) 5 (=8x%yT) 9
(x* 4+ y®)? Pt +y®)2 ox
(5% + 4y?) (x* + y*)?)
2x4 + 4y8

b -

— by = = b;(0)=0

Por outro lado,

P Y, (&Y 3

(x* +y?)? 2 (Xt +y®)? oy
L (xy) (x4 y®)? 1 —
= b= T bi(0) =0

— bi=0= Db3(0)=0
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Portanto, existem b{ € mg], com i,j = 1,2. Agora note que,

T ‘(4x11+8x7ys) . (—8x¥y")
dxy) =x7 +xy" = a L 2 T o)
(¢ +xy?) (x* +y°)?

— (11(0) =0

fr—— =
& Ix* + 8y

= a,=0= (12(0):0

Observe que a; € mg} com j = 1,2. Portanto pelo (teorema Principal) segue-se que

4
§ 3
e
Exemplo 5.4.2 Seja f(x,y) = X2’f:y4 +x4(x? +y*) um germe tal que f R q, onde
e
q(x,y) = #:4 Mostraremos que f PO q. Vejamos,

f & semi quase homogéneo do tipo (2,1;4) e de classe C. De fato, considere f = q+ ¢,
onde q(x,y) = #4}]4 ¢ um germe quase homogéneo do tipo (2, 1;4) e ¢ satisfaz a condi¢ao

fil(d) = 12 > 4 = fil(f). Agora note que por hipotese f Cx q
—f=M-(qoh),

onde M é dado por M(x,y) = 1+ (x> +y*)? = M(0) # 0. Resta mostrar que q e ¢
satisfazem as condi¢oes do (Teorema Principal), ou seja, J4 C m Jged C my - Jq

_ /99 9¢

.= 9q 9q\ /2 +4xyt X'y’
TNy /S \ (EHyh)? T (x2 4yt

L2 +axyt) L, (xXY) A

> = (6x° + 4x’y*, x'y?)

Ty U ey ox
2 ) 4 2 4\2
—p = BRI TY T g2
x? + 2yt

= b =0=b}(0)=0

Por outro lado,
(2x5 + 4x3y?) (—4x'y®) ¢
(x* +y*)? (2+yh)?  y

— b;=0 = bi(0)=0

b; - + b3 -

b =—(x*+1y')> = b3(0) =0
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Portanto, existem b{ € mg], com i,j = 1,2. Agora note que,

5 3,4 4,3
6, 4,4 (2x” 4 4x*y") (—4x"y”)
Yy =x"+xy =0 ——————+ 0y ———
X3 (x2 +yt)?
— = —
' 2x2 + 4yt
— al(()) =0
(2 432
g YY)
4
— CIQ(O) =
Observe que os a; € mé”, j = 1,2. Portanto, pelo (Teorema Principal) tem-se que
f Ce:;Ri
5__
Exemplo 5.4.3 Seja f(x)y) = X4’fy6 X14y3jffzioyy69);rx6yl5' Mostrar que f C NfRi q,
onde q(x,y) = ﬁyf} De fato, temos que f é semi quase homogéneo do tipo (3,2;6) e de

classe C', pois escrevendo f = q + ¢ temos que q é quase homogéneo do tipo (3,2;6) e

fil(¢p) = 24 > 6 = fil(f), note ainda que ¢ ¢ de classe C”.

4QJr 15

Aqui f = M- g, com M(x,y) =1+ ﬁ% de classe C® e M(0) # 0. Desde

. .. ~ <o C5—R .
que as hipoteses do (Teorema Principal) sdo satisfeitas, tem-se f =~ ~ - d. Vejamos,

Jo Cmg]-]q ed>cm£f]-]q
od o
]d: = <_ax ) _ay> = <6x5y37 3xﬁy2>

.= 9q 9q\ _ /2x" +6xy°  —6x°y’
TNy /S \ (xr4yt)2 T (x4 +y)2

L (2% + 6x°y") b2 (—6x"y°) 3¢

U8 T (A2 ox
3y*(x! +y°)°
1 _ 1 —
b= gy il =0

— bl=0=bi(0)=0

Por outro lado,

L (2% 4+ 6x°y°) , (—6x%y®) o
[~ RS I SRR A

(x* +yb)2 2 ye2 T dy
Ixy?(xt +y°)?
bl = bi(0) =
2 2x* + 6y5 — 02(0) =0

= b;=0= b3(0)=0
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Portanto, existem b{ € mg], com i,j = 1,2. Agora note que,

e (2x% + 6x°y°) (—6x°%y")
Ploy) =xy = e T iy
xu? (x4 4+ yb)2
= (11:1:127£T636):>a1(0):0

— 0220:>C12(0):O

Observe que os a; € mg], j = 1,2. Portanto, pelo (Teorema Principal) tem-se que

C5—R
fo~



Capitulo 6
Apéndice

Definicao : Seja U um subconjunto aberto do R™. Um Campo Vetorial em U de classe
C*, 1 < k < o0 é uma aplicacao

X:U—R"
x — X(x)

de classe C*. Ao campo vetorial X associamos a equacao diferencial

Essa equacao diferencial tem solugao tnica para cada condi¢ao inicial fixada. As solucoes
de (1) sao aplicacoes diferencidveis @ : I — U, sendo I C R tal que

Slolt) =Xlo(v), el
Essas aplicacoes sao chamadas de "trajetorias"ou "curvas integrais'de X.

Fluxo Gerado por X : O conjunto D = {(t,x);x € U,t € I,} ¢ aberto em R"*!,
onde I, é o intervalo maximo que parametriza a solucao da equagao x’ = X(x) que passa

por x, para cada x € U. A aplicacdo ¢ : D — U dada por @(t,x) = @«(t) é de classe

C¥, chama-se fluxo gerado por X.

Observacgao : i) Dado o fluxo ¢(t,x), uma vez fixado x, temos a curva integral
@« (t) que passa por x. Portanto, variando x temos uma familia que parametriza todas
as curvas integrais simultaneamente.

i) Dado o fluxo @(t,x), uma vez fixado t, temos que para cada t € I, @¢(x) é um

difeomorfismo de classe C*. Portanto, variando t temos uma familia de difeomorfismos.

44
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Definigao : Sejam f, g : (R™, 0) — (RP, 0) germes de aplicacoes de classe C'. Dizemos
que f e g sdo C'-R-equivalentes se existir um germe de aplicacao C* h: (R™,0) — (R™,0)

tal que g(h(x)) = f(x).

Seja fy : (R™,0) — (RP,0) e t € I (I intervalo de R) uma familia suave de germes de

funcoes C, i.e, existe uma vizinhanca U de 0 em R™ e uma funcao suave F: U x I — RP

tal que F(0,t) =0e fi(x) =F(x,t), Vtel Vxel

Definicao : Seja F: (R™ x I,0) — RP uma deformacao de f(x) = F(x,0). A familia

fy ¢ C-R-trivial se existir um germe de aplicacdo H: (R™ x I,0) — R™, H, de classe C*

(He(x) = Hix, )) tal que
(a) H(x,0) =x;
(b) H(0,t) =0;
(c) F ),t):f(x),ou seja, froHy =f, Vtel
Observe que derivando em relacao a t a expressao dada em (c) obtemos :
(/) [; ;;(H(x,t),t) : %(x,t) + %(H(x,t),t) =0

Afirmacgao 1) Determinar H satisfazendo (a), (b) e (¢’) é equivalente a resolver o pro-

blema de valor inicial :

= oF oF
(d) [; Eilx,t) - a—Xi(X, t)| + a(’% t) =
(e) £(0,)=0,Vi=1,...,n

De fato, seja x’ = &(x,t) em que &(x,t) = (&1(x,t),...,&n(x,t)) &€ um campo com

£(0,t) = 0. Em particular, & é continua. Consideremos o fluxo associado
H:(R"xR,0) - R
(x,t) — H(x, )

tal que H(x,s) = x. Entéao,

oH; .
F(Xat) - Evl(H(X7t)7t) (*)
Por (d), segue-se que

D Ei(Hx1),1) - aaXF (H(x,t),t)| + %H(x, t),t) =0

i=1
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n

oH, oF oF
— Z W(Xa t) : 5xi (H(X7 t)7t) + a(H(X,t),t) =0

i=1

Portanto, vale (¢’) e note que fazendo s = 0 tem-se H(x,0) = x, assim vale (a). Agora
verifiquemos (b), i.e, H(0,t) = 0. Com efeito, tome x =0 em (%) obtemos

OH, B _
W(O’ t) = &£(H(0,t),t), H(0,s) =0,

pois H(x, s) = x. Mas por outro lado, a aplicacdo nula x(t) = 0 é solucao do P.V.I
x' = &(x, 1)

x(s) =0

Logo, H(0,t) = x(t) = 0, por unicidade das solugdes. Assim, temos que (d) e (e) sdo
equivalentes a (a), (b) e (¢’).

Afirmacao 2) (a), (b) e (c) sdo equivalentes a (a), (b) e (¢’)

=) Obvio! pois (¢c) = (c’)

<) Suponhamos que valem (a), (b) e (¢’). Mostraremos que (¢’) = (c¢). Note que

de (c’) obtemos,

= JF OH; oF
: t (X7t) +E(H(X7t)7t):0:

— %(FOH)(X,’L) — 0 (%)

Assim temos que integrando (*x) em relacdo a t obtemos,
(FoH)(x,t) = c(x) = F(H(x,t),t) = c(x)

Em particular fazendo t = s obtemos, F(H(x, s), s) = ¢(x), mas por (a) tem-se H(x, s) = x.
Logo temos que c(x) = F(x, s), portanto F(H(x,t),t) = F(x, s), ou seja, vale (c).
Conclusao :
(a), (b)e(c) < (a), (b)e(c’) < (d)e (e). Portanto, resolver o P.V.I implica dizer
que a familia fy(x) = F(x,t) é C-R-Trivial.

Lema 2 [5] Seja h(x) um polinémio quase homogéneo do tipo (rq,...,1y;2k), com
1 < - < T, p(x) controle padrao do mesmo tipo de h(x) e h¢(x) uma deformacao de
h tal que

fil(hy) =2k +0-ma +1, t€[0,1], €>1.
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hi(x)

N ¢ diferencialvel de classe C¢.

Entao, a funcao v(x) =

Demonstragao : |[Ver 5]

Lema 2.7 [2] Para qualquer germe h(x) = Y_ a,xY, com vy no interior de ', (p?)
para algum a, # 0, entao lim,_,o % = 0.

Demonstragao : |Ver 2|
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