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Resumo

O nosso objetivo é mostrar condições su�cientes para que a C`-K-equivalência implica

na C`-R-equivalência para germes de funções semiquase homogêneos de classe C` onde

1 6 ` 6∞. Bem como ilustrar exemplos onde essa implicação não ocorre.

Palavras-chave : Germes de funções, Semi quase Homogêneo, C`-R-equivalência,

C`-K-equivalência.
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Abstract

Our objective is to show su�cient conditions for the equivalence of C`-K to imply C`-R-

equivalence for germs of semi quasi homogeneous functions of class C` where 1 6 ` 6∞.

In addition to illustrating examples where this implication does not occur.

Key-words: Functions germs, Homogeneous semi quase, C`-R-equivalence, C`-K-

equivalence.
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Introdução

Cada área da Matemática tem uma maneira própria de classi�car seus objetos. Em

Teoria de Singularidades os objetos mais importantes a serem classi�cados são os germes

de aplicações diferenciáveis (i.e., f : (Rn, 0) → (Rp, 0) de classe C∞). Toda classi�cação

é feita através de alguma relação de equivalência. Um dos principais tópicos estudados

foi a importância das singularidades quase homogêneas, pois foi deste estudo que surgiu

a seguinte pergunta.

Dado um germe de função f, existe ou não, um germe de polinômio quase homogêneo

f0 que é R ou K equivalente a f? Uma das respostas a essa questão importante é devido a

K. Saito [6], essa foi uma das motivações deste trabalho. Assim outro ponto fundamental

deste trabalho é investigar a versão C` da R e K equivalências de germes de funções reais

semi quase homogêneas de classe C`, 1 6 ` 6 ∞. Uma vez feito isto para germes de

funções de classe C∞ quase homogêneos, como mostra os trabalhos de K. Saito [6] e M.

Takahashi [7]. Este trabalho é baseado no artigo dos professores Carlos Humberto Soares

Júnior, João Carlos Ferreira Costa e Marcelo José Saia.

No Capitulo 2, introduzimos os conceitos de germes de aplicações suaves e analíticas

complexas e algumas propriedades básicas do anel local εn.

No Capitulo 3, apresentamos um estudo detalhado das relações de equivalências, em

especial a R-equivalência e K-equivalência abordando suas propriedades.

O Capitulo 4 contém uma das motivações deste trabalho baseados nos artigo M.

Takahashi [7], Carlos Humberto Soares Júnior, João Carlos Ferreira Costa e Marcelo José

Saia e algumas de�nições e resultados importantes como : Fórmula de Euler (ou relação

de Euler)(Prop. 4.1.11).

O Capitulo 5 é uma versão do Capitulo 4, onde investigaremos a versão C` da R e K

equivalências de germes de funções reais semi quase homogêneas de classe C`, 1 6 ` 6∞.

O resultado principal é o Teorema 5.3.1, no qual daremos uma condição su�ciente para

1



Sumário 2

que a C`-K-equivalência implique na C`-R-equivalência para germes de funções de classe

C`. Este resultado foi inspirado no artigo de M. Takahashi [7]. No caso particular em que

os germes são quase homogêneos de classe C` veremos que o (Corolário 5.3.5) recobre o

resultado de M. Takahashi [7] para ` =∞.



Capítulo 1

Noções Preliminares

Vamos começar revendo rapidamente algumas de�nições e propriedades elementares de

grupos, anéis, ideais e várias operações que podem ser realizadas em tais conjuntos e por

�m de�nir relação de equivalência em um conjunto.

1.1 Grupos e subgrupos

De�nição 1.1.1 Um grupo é um conjunto não vazio G munido de uma operação satisfa-

zendo as seguintes propriedades:

1. (a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c), ∀ a,b, c ∈ G (Associatividade);

2. Existe um elemento e ∈ G tal que a ∗ e = e ∗ a = a, ∀ a ∈ G (Existência de

elemento neutro);

3. Dado a ∈ G, existe b ∈ G tal que a ∗ b = b ∗ a = e (Existência de elemento

oposto);

Além disso, um grupo G é chamado Abeliano se também satisfaz a propriedade:

4. a ∗ b = b ∗ a, ∀ a,b ∈ G (Comutatividade).

Observação 1.1.2 Usaremos a notação (G, ∗) para indicar que G é um grupo e ∗ é a

operação neste grupo.

Observação 1.1.3 Dado um grupo G, mostre que os elementos neutro e oposto são

únicos.

3
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Observação 1.1.4 Devido a observação anterior, usaremos a notação a−1 para indi-

car o elemento oposto de a.

De�nição 1.1.5 Dado um grupo G, um subgrupo de G é um subconjunto H satisfa-

zendo as seguintes propriedades:

1. e ∈ H;

2. dados a,b ∈ H tem-se a ∗ b−1 ∈ H.

Exemplo 1.1.6

1. São exemplos de grupos os conjuntos (Z,+), (Q,+), (R,+), (C,+) e (Sn, ◦), em que

Sn é formado pelas permutações de n elementos;

2. São subgrupos de Z todos os subconjuntos nZ = {nx/x ∈ Z}, com n inteiro não

negativo;

3. (Z,+), (Q,+) e (R,+) são subgrupos de (C,+).

1.2 Anéis, subanéis e ideais

De�nição 1.2.1 Seja A um conjunto não vazio no qual estão de�nidas as operações de

soma e de produto

+ : A×A→ A

e

· : A×A→ A

Diremos que A é um anel quando são satisfeitas as seguintes propriedades:

1. (A,+) é um grupo abeliano;

2. (a · b) · c = a · (b · c), ∀ a,b, c ∈ A (Associatividade do produto);

3. a · (b+c) = a ·b+a ·c e (a+b) ·c = a ·c+b ·c, ∀ a,b, c ∈ A (Distributividades).

O anel A é dito um anel com unidade quando:

4. Existe 1 ∈ A tal que 1 · a = a · 1 = a, ∀ a ∈ A;

Além disso, o anel A será chamado anel comutativo quando:
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5. a · b = b · a, ∀ a ∈ A.

Observação 1.2.2 Em geral usamos a notação (A,+, ·) para indicar o anelA. Quando

não houver risco de confusões usaremos simplesmente A.

Exemplo 1.2.3 São exemplos de anéis: (Z,+, ·) e (Mn×n(R),+, ·), em queMn×n(R)

é o conjunto das matrizes reais quadradas de ordem n. O primeiro é um anel comutativo

com unidade e o segundo é um anel com unidade mais não é comutativo.

De�nição 1.2.4 Sejam A um anel e B um subconjunto de A. Diremos que B é subanel

de A quando, com as operações induzidas de A, B também for um anel.

Exemplo 1.2.5

1. {0} e A são subanéis de A;

2. Dados x1, . . . , xn em anel A, o conjunto B := {a1x1 + · · · + anxn/ai ∈ A} é um

subanel de A.

De�nição 1.2.6 Um ideal I de um anel A é suconjunto de A tal que:

1. (I,+) é um grupo aditivo;

2. IA ⊂ I, i.e, a · x ∈ I, ∀ a ∈ A e ∀x ∈ I.

De�nição 1.2.7 Um elemento x em um anel A é dito uma unidade quando este divide

1, i.e, quando x · y = 1 para algum y ∈ A.

Exemplo 1.2.8 Fixemos um elemento x ∈ A. Mostre que o conjunto 〈x〉 de�nido por

〈x〉 := {a · x;a ∈ A}

é um ideal de A. Além disso, mostre que x é uma unidade se, e somente se, 〈x〉 = A = 〈1〉.

Operações com ideais

Dados dois ideais I e J de um anel A, de�nimos os seguintes ideais:

a. A soma de I e J é o conjunto de todos os elementos x+ y onde x ∈ I e y ∈ J. É o

menor ideal que contém I e J, em outras palavras é o ideal gerado pela união I
⋃
J.
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b. A interseção de qualquer família de (Iα)α ∈ Λ de ideais é um ideal.

c. O produto de dois ideais I, J de A é o ideal I · J gerado por todos os produtos x · y,

onde x ∈ I e y ∈ J. É o conjunto de todas as somas �nitas
∑
xiyj onde cada xi ∈ I e

cada yj ∈ J.

Observação 1.2.9 Um ideal m  A em um anel A chama-se maximal se não existe

ideal I de A tal que m ( I ( A.

Exemplo 1.2.10 O ideal 〈x,y〉 é maximal em R[x,y], onde R[x,y] é o anel dos po-

linômios nas indeterminadas x,y com coe�cientes em R.

De�nição 1.2.11 Uma relação de equivalência num conjunto X é uma relação binária

que é re�exiva, simétrica e transitiva,i.e,

1. ∀ a ∈ X, tem-se a<a;

2. ∀ a,b ∈ X, tem-se a<b⇒ b<a

3. ∀ a,b, c ∈ X, tem-se a<b e b<c ⇒ a<c.

Observação 1.2.12 Dado um conjunto X, com uma relação de equivalência <, a

classe de equivalência de um elemento a ∈ X é o subconjunto de todos os elementos de X

que são equivalentes a a, ou seja,

[a] = {x ∈ X | x<a}.

Uma relação de equivalência permite particionar o conjunto em classes de equivalência,

esta construção é muito importante para gerar vários conjuntos quocientes, como grupos

quocientes ou topologias quocientes. A idéia é partir de um conjunto, em princípio mais

complicado X e tentar criar um outro conjunto Y, mais simples, que vê elementos distin-

tos de X como iguais. Então, estudando-se o conjunto mais simples Y pode-se tirar sobre X.

Exemplo 1.2.13 A relação no conjunto A de�nida por

x<y⇔ x = y

é uma relação de equivalência em A.

De fato, vejamos que
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1. x<x, pois tem-se que x = x;

2. x<y⇔ x = y⇒ y = x⇔ y<x;

3. x<y⇔ x = y e y<z⇔ y = z. Daí temos que

x = z⇔ x<z.

Exemplo 1.2.13 A relação �⊂� não de�ne uma relação de equivalência.

De fato, não ocorre a seguinte condição:

2. A ⊂ B, mas não é verdade que B ⊂ A.



Capítulo 2

Introdução a Teoria de Singularidades

Neste capitulo, de�nimos importantes estruturas da Teoria de Singularidades, tais como o

conceito de germes, a de�nição do anel εn e seu ideal maximal mn, e destacamos algumas

de suas propriedades. Toda a teoria desenvolvida neste trabalho envolve estas estruturas.

2.1 Germes

Seja X um espaço topológico e x ∈ X um ponto. De�nimos, no conjunto P(X) das partes

de X, a relação de equivalência:

A ∼x B⇔ A ∩U = B ∩U,

para alguma vizinhança U de x em X

Observação 2.1.1 O conjunto de todos os subconjuntos de um conjunto dado X é

chamado de conjunto das partes de X, denotado P(X).

De�nição 2.1.2 Um germe de um subconjunto A ⊂ X é a classe de equivalência de

A pela relação ∼x.

Denotamos por (A, x) o germe do subconjunto A ⊂ X. Quando não houver risco de

interpretações usaremos a letra A para denotar esse germe.

Proposição 2.1.3Mostre que a relação ∼x é uma relação de equivalência no conjunto

P(X).

8
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Demonstração. I. A ∼x A, pois temos que A ∩U = A ∩U;

II. A ∼x B⇔ A ∩U = B ∩U⇒ B ∩U = A ∩U⇔ B ∼x A;

III. A ∼x B e B ∼x C. Daí tem-se que

A ∩U = B ∩U, B ∩ V = C ∩ V .

Tome W = U ∩ V . Portanto,

A ∩W = B ∩W = C ∩W =⇒ A ∼x C.

Seja agora Y um conjunto qualquer e C o conjunto dos pares (U, f) tais que U é uma

vizinhança de x em X e f : U ⊂ X→ Y é uma função. De�nimos a relação de equivalência

em C por :

(U, f) wx (V ,g)⇔ ∃ W ⊂ U ∩ V ,

onde W é uma vizinhança de x tal que f |W = g |W .

De�nição 2.1.4 Um germe de aplicação de X em Y no ponto x é uma relação de

equivalência de uma aplicação f : U→ Y pela relação wx.

Denotamos o germe de uma aplicação f : U → Y de várias formas : simplesmente f,

ou (f, x) ou f : (X, x)→ Y ou (U, f), dentre outros.

Proposição 2.1.5Mostre que a relação wx é uma relação de equivalência no conjunto

C.

Demonstração. De fato, de maneira análoga tem-se que as propriedades 1 e 2 seguem da

de�nição. Agora note que (U, f) wx (V ,g) e (V ,g) wx (W,h), assim temos

(U, f) wx (V ,g) =⇒ ∃ A ⊂ U ∩ V ; f |A = g |A

e

(V ,g) wx (W,h) =⇒ ∃ B ⊂ V ∩W ; g |B = h |B .
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Tome C = A ∩ B. Logo,

f |C = g |C = h |C =⇒ f |C = h |C .

2.2 Germes de Aplicações suaves e Analíticas comple-

xas

De�nição 2.2.1 Sejam X = Rn, Y = Rp e consideremos somente aplicações de classe

C∞, f : U→ Rp, onde U ⊂ Rn é uma vizinhança do ponto a ∈ Rn. Denotamos por εan,p

o conjunto de todos os germes f : (U,a)→ Rp.

Quando a = 0 escreveremos εn,p e quando p = 1 escreveremos εan ou εn.

De�nição 2.2.2 Agora, sejam X = Cn, Y = Cp e consideremos somente aplicações

analíticas complexas (holomorfas), f : U→ Cp, onde U ⊂ Cn é uma vizinhança do ponto

a ∈ Cn.

Devido as similaridades das propriedades, as notações εan,p, εn,p, ε
a
n e εn serão usa-

das. Observamos que na literatura é usual encontrar, no caso complexo, as notações Oan,p,

On,p, Oan e On.

Observação 2.2.3 De�nindo as operações de adição e multiplicação em εan

+ : εan × εan → εan

e

· : εan × εan → εan,

respectivamente por, (f+ g)(x) = f(x) + g(x) e (f · g)(x) = f(x) · g(x), obtemos que εan é

um anel comutativo com unidade.

Além disso, a translação Ta : Rn → Rn em que Ta(x) = x+ a, induz um isomor�smo

de anéis T∗a : εan → εan. Por esse motivo, na maioria dos casos, consideraremos germes na

origem de Rn.

Proposição 2.2.4 Seja ε0n,p = {f ∈ εn,p; f(0) = 0}. Dado f ∈ ε0n,p, mostre que

f∗ : εp → εn, de�nido por f∗(g) = g ◦ f é um homomor�smo de anéis.
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Demonstração. 1. f∗(g+ h) = (g ◦ h) ◦ f = g ◦ f+ h ◦ f = f∗(g) + f∗(h).

2. f∗(g·h) = (g·h)◦f = (g◦f)·(h◦f) = f∗(g)·f∗(h). Logo, f∗ é um homomor�smo.

2.3 Propriedades Básicas do Anel local εn

As propriedades a seguir são válidas em ambos os casos, real e complexo. Seja

mn = {f ∈ εn; f(0) = 0}·

Claramente mn é um ideal de εn.

Proposição 2.3.1 mn é o único ideal maximal de εn.

Demonstração. i) mn é um ideal. De fato, sejam f,g ∈ mn ⇒ (f + g)(0) = f(0) +

g(0) = 0 + 0 = 0 ⇒ (f + g) ∈ mn. Tome agora f ∈ mn e g ∈ εn, assim temos que

(g · f)(0) = g(0) · f(0) = g(0) · 0 = 0⇒ (g · f) ∈ mn. Logo, mn é um ideal.

ii) Suponha por absurdo que mn não seja maximal. Então, existe um ideal J ⊂ εn,

tal que mn ⊂ J ⊂ εn, onde mn 6= J e J 6= εn. Como mn 6= J temos que existe f ∈ J tal

que f 6∈ mn ⇒ f(0) 6= 0. Portanto, f tem inversa, i.e, 1

f
que também é um germe em εn.

Logo,

1 = f · (1
f
) ∈ J⇒ J = εn·

Absurdo ! Portanto, mn é maximal.

iii) mn é o único ideal maximal. Suponha que exista outro ideal tal que I  εn. Então,

I não contém unidades, assim tem-se I ⊂ mn. Portanto, mn é o único ideal maximal de

εn.

Proposição 2.3.2 mn é o ideal de εn gerado pelos germes das funções fi(x) = xi,

para todo i = 1, 2, 3, . . . ,n.

Demonstração. Note que < x1, x2, . . . , xn > ⊂ mn. Agora, se f ∈ mn então existe uma

bola aberta B(0, r) = {x ∈ Kn; | x < r} e um representante de f, também denotado por f,

de�nido nesta bola. Observe que, para x ∈ B(0, r) tem-se pelo Teorema fundamental do

cálculo que

f(x) − f(0) =
∫ 1
0

d

dt
(f(tx))dt =

n∑
i=1

xi

∫ 1
0

∂f

∂xi
(tx)dt =

n∑
i=1

xigi(x),

onde gi(x) =
∫1
0
∂f
∂xi

(tx)dt de�ne um germe em εn. Logo f ∈ < x1, . . . , xn >.
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Lema 2.3.3 Um germe f ∈ εn é invertível se, e somente se, f(0) 6= 0.

Demonstração. ⇒) Suponha que f ∈ εn é invertível, logo existe g ∈ εn tal que f · g = 1.

Em particular, tem-se (f · g)(0) = 1⇒ f(0) · g(0) = 1⇒ f(0) 6= 0.

⇐) Suponha que f(0) 6= 0. Pelo teorema da conservação do sinal, existe um aberto

U ⊂ Rn contendo a origem tal que f(x) 6= 0, ∀x ∈ U. Então, para x ∈ U existe

g(x) = 1

f(x)
tal que f(x) · g(x) = 1, onde g = 1

f
: U→ R é de classe C∞.

Observação 2.3.4 Segue da proposição 2.3.1 que εn é um anel local pois mn é o

seu único ideal maximal.



Capítulo 3

Ações de Grupos e Relações de

Equivalências

Iniciaremos esse capítulo com uma discurssão geral sobre as relações de equivalências

induzidas por ações de grupo. Assim de�niremos então alguns grupos de germes de

difeomor�smos e, usando-os, introduzimos as relações de equivalências básicas em germes

de aplicações: G-equivalência onde G = R, L, A, C e K.

3.1 Ações de Grupos

De�nição 3.1.1 Sejam G um grupo e C um conjunto. Uma ação do grupo G no conjunto

C é uma função

ϕ : G× C→ C

tal que

1. ϕ(e, x) = x, ∀ x ∈ C;

2. ϕ(g1,ϕ(g2, x)) = ϕ(g1 · g2, x), ∀ x ∈ C e ∀ g1,g2 ∈ G.

Observamos que alguns autores preferem denotar ϕ(g, x) simplesmente por g · x.

De�nição 3.1.2 Fixemos x ∈ C.

1. De�nimos a órbita de x como sendo o subconjunto de C de�nido por

Gx = {ϕ(g, x) ∈ C;g ∈ G} ⊂ C.

13
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2. De�nimos também o estabilizador de x em G como sendo o subgrupo

Gx = {g ∈ G;ϕ(g, x) = x}.

Note que o estabilizador é um subgrupo de G.

Uma ação de um grupo G em um conjunto C induz uma relação de equivalência em

C da seguinte forma

x ∼ y⇔ ∃g ∈ G | ϕ(g, x) = y.

Seja ϕ : G× C→ C uma ação do grupo G no conjunto C.

Exemplo : Mostre que o estabilizador Gx é um subgrupo de G;

De fato, note que e ∈ Gx, pois ϕ(e, x) = x e ainda dados g1,g2 ∈ Gx. Mostraremos

que g1 · g−1
2 ∈ Gx, com efeito

ϕ(g, x) = y =⇒ ϕ(g−1,y) = ϕ(g−1,ϕ(g, x)) = ϕ(g−1 · g, x) = ϕ(e, x) = x.

Logo,

ϕ(g1 · g−1
2 , x) = ϕ(g1,ϕ(g

−1
2 , x)) = ϕ(g1, x) = x.

Exemplo : Mostre que a relação ∼ é de fato uma relação de equivalência em C.

I) Re�exiva. x ∼ x, pois tome e ∈ G. Assim, temos que ϕ(e, x) = x.

II) Simétrica. x ∼ y⇒ ∃ g ∈ G tal que ϕ(g, x) = y. Assim, tem-se

ϕ(g,y) = ϕ(g1,ϕ(g, x)) = ϕ(g1 · g, x).

Tome 	g = g1 · g ∈ G tal que ϕ(	g, x) = x⇒ y ∼ x.

III) Transitiva. x ∼ y ⇒ ∃g1 ∈ G tal que ϕ(g1, x) = y e y ∼ z ⇒ ∃g2 ∈ G tal que

ϕ(g2,y) = z. Assim, temos que

ϕ(g2,y) = z⇒ z = ϕ(g2,ϕ(g1, x)) = ϕ(g2 · g1, x).

Tome 	g = g2 · g1 tal que ϕ(	g, x) = z⇒ x ∼ z.

De�nição 3.1.4 Denotamos por Dn o conjunto de todos os germes de aplicações

h : Kn, 0→ Kn, 0 tal que:

• h é um difeomor�smo, se K = R;

• h é um isomor�smo analítico, se K = C.
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Observação 3.1.5 Com a operação de composição é fácil vê que o conjunto Dn é um

grupo.

A seguir de�niremos as principais ações de grupo ( e relações de equivalências ) no

espaço de germes ε0n,p.

3.2 A R-equivalência ( equivalência à direita )

Consideremos a ação do grupo Dn em ε0n,p dada por

r : Dn × ε0n,p → ε0n,p

(h, f)→ f ◦ h−1

De�nição 3.2.1 Dizemos que dois germes f,g ∈ ε0n,p são R-equivalentes se, e so-

mente se, existe h ∈ Dn tal que f ◦ h−1 = g. Isto é, f é R-equivalente à g.

Exemplo 3.2.2 Dada uma função f : Rn+k, 0 → Rn, 0 tal que f ′(0) é sobrejetiva,

segue-se do teorema da forma local das submersões (n+ k > n) que existe h ∈ Dn+k tal

que

(f ◦ h)(x,y) = x, ∀ (x,y) ∈ Rn+k.

Portanto, temos que f ∼R IdRn .

3.3 A L-equivalência ( equivalência à esquerda )

Neste caso, consideremos a ação do grupo Dp em ε0n,p dada por

l : Dp × ε0n,p → ε0n,p

(h, f)→ h ◦ f

De�nição 3.3.1 Dizemos que dois germes f,g ∈ ε0n,p são L-equivalentes se, e so-

mente se, existe h ∈ Dp tal que h ◦ f = g. Isto é, f é L-equivalente à g.
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Exemplo 3.3.2 Dada uma função f : Rn, 0 → Rn+k, 0 tal que f ′(0) é injetiva,

segue-se do teorema da forma local das imersões (n < n+ k) que existe h ∈ Dp+k tal

que

(h ◦ f)(x) = (x, 0) ∈ Rn+k.

Portanto, temos que f ∼L IdRn×0.

3.4 A A-equivalência (equivalência à direita e esquerda)

Neste caso, basta consideramos a ação do grupo Dn ×Dp em ε0n,p dada por

a : (Dn ×Dp)× ε0n,p → ε0n,p

((h, k), f)→ k ◦ f ◦ h−1

De�nição 3.4.1 Dizemos que dois germes f,g ∈ ε0n,p são A-equivalentes se, e somente

se, existe (h,k) ∈ Dn ×Dp tal que k ◦ f ◦ h−1 = g. Isto é, f é A-equivalente à g.

É costume, em teoria de singularidades, dizemos que f ∼ g quando os germes f e g

coincidem, à menos de mudança de coordenadas na fonte (domínio) e na meta (contrado-

mínio).

Exemplo 3.4.2 A �m de darmos um exemplo onde a A-equivalência ocorre, consi-

deremos U ⊂ Rn uma vizinhança da origem e f : U → Rp uma aplicação de classe C∞
tal que f(0) = 0. Assuma que o posto f ′(a) é constante, para todo a ⊂ U.

Observe que se k = posto f ′(a) 6 min{n,p}. Assim usaremos a seguinte a�rmação.

A�rmação : O germe f ∈ ε0n,p é A-equivalente ao germe da transformação linear T :

Rn → Rp dado por

T(x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xm, 0, . . . , 0),

em que m = posto f ′|U . Então,

h ◦ f ◦ g−1(x) = T(x), ∀ x ∈ U.

Portanto, f ∼A T .
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3.5 A C e K-equivalência

De�nição 3.5.1 (O grupo C)

O grupo C é formado pelos germes de difeomor�smos ( ou isomor�smo analítico )

H : Kn ×Kp, 0→ Kn ×Kp, 0 tais que π1(H(x,y)) = x e π2(H(x, 0)) = 0. Isto é,

C = {H : Kn ×Kp, 0→ Kn ×Kp, 0;H(x,y) = (x,ϕ(x,y))},

onde H é um difeomor�smo e ϕ(x, 0) = 0.

O grupo C age em Kn × ε0n,p da seguinte forma :

c : C× (Kn × ε0n,p)→ (Kn × ε0n,p)

(H, (x, f))→ H(x, f) = (x,ϕ(x, f)).

Desta forma, dois germes f,g ∈ ε0n,p são C-equivalentes quando existir H ∈ C tal que

H(x, f(x)) = (x,ϕ(x, f(x))) = (x,g(x)).

Neste caso, observe que o germe do grá�co de f é levado no germe do grá�co de g

através de projeções verticais.

De�nição 3.5.2 (O grupo K)

O grupo K é formado pelos germes de difeomor�smos ( ou isomor�smo analítico )

H : Kn × Kp, 0 → Kn × Kp, 0 tais que h(x) = π1(H(x,y)) : Kn, 0 → Kn, 0 é um

difeomor�smo ( ou isomor�smo analítico ) para cada y ∈ Kp, 0 e π2(H(x, 0)) = 0. Isto é,

K = {H : Kn ×Kp, 0→ Kn ×Kp, 0;H(x,y) = (h(x),ϕ(x,y))},

onde h(x) são difeomor�smos e ϕ(x, 0) = 0.

O grupo K age em Kn × ε0n,p da seguinte forma :

k : K× (Kn × ε0n,p)→ (Kn × ε0n,p)

(H, (x, f))→ H(x, f) = (h(x),ϕ(x, f)).

Assim, dois germes f,g ∈ ε0n,p são K-equivalentes quando existir H ∈ K tal que

H(x, f(x)) = (h(x),ϕ(x, f(x))) = (h(x),g ◦ h(x)).
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Neste caso, observe que o germe do grá�co de f é levado no germe do grá�co de g.

Proposição 3.5.3 Mostre que os germes f,g ∈ ε0n,p são K-equivalentes se, e somente

se, existe um germe de difeomor�smo ( ou isomor�smo analítico ) h : Kn, 0 → Kn, 0 tal

que f e g ◦ h são C-equivalentes.

Demonstração. ⇒) Suponha que f e g são K-equivalentes. Então, existe H ∈ K tal que

H(x, f(x)) = (h(x),g ◦ h(x)), onde H(x,y) = (h(x),φ(x,y)). Assim, tome y = f(x) logo

temos que φ(x, f(x)) = (g ◦ h)(x). De�na 	H(x,y) = (x,φ(x,y)). Então,

	H(x, f(x)) = (x,φ(x, f(x)) = (x, (g ◦ h)(x))·

Logo, existe 	H ∈ C tal que f e g ◦ h são C-equivalentes.

⇐) Suponha agora que f e g◦h são C-equivalentes, em que h é um germe de difeomor-

�smo (ou isomor�smo analítico) em Kn, 0. Neste caso, existe H ∈ C tal que H(x, f(x)) =

(x, (g ◦ h)(x)), em que H(x,y) = (x,ϕ(x,y)). Então, de�na 	H(x,y) = (h(x),ϕ(x,y)).

Tomando y = f(x) tem-se que

	H(x, f(x)) = (h(x),ϕ(x, f(x)) = (h(x), (g ◦ h)(x)).

Portanto, f e g são K-equivalentes.

Proposição 3.5.4 Mostre que :

1. C é subgrupo de K;

Demonstração. De fato, o difeomor�smo identidade Id ∈ H e ainda temos que dados

h1,h2 ∈ H, tem-se que h1 ◦ h−1
2 ∈ H, pois a composição de difeomor�smo é ainda um

difeomor�smo.

2. C-equivalência implica na K-equivalência.

Demonstração. Com efeito, sejam f e g germes C-equivalentes. Então, existe H ∈ C com

H(x,y) = (x,ϕ(x,y)) tal que H(x, f(x)) = (x,g(x)). Assim, tome h : Rn → Rn como

sendo difeomor�smo identidade tem-se

H(x, f(x)) = (h(x),g(h(x))) = (h(x), (g ◦ h)(x)).

Portanto, f é K-equivalente à g.
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3.6 Critérios Algébricos para C e K-equivalência

Lema 3.6.1 (Hadamard) Sejam U ⊂ Kn uma vizinhança da origem em Kn e f : U ×

Kr → K uma função diferenciável ( ou analítica ) que se anula em 0×Kr, i.e, f(0,y) = 0,

∀y ∈ Kr. Então, existem funções diferenciáveis ( ou analíticas ) f1, . . . , fn : U×Kr → K

tais que

f(x,y) = x1f1(x,y) + · · ·+ xnfn(x,y)

em que x = (x1, . . . , xn).

Demonstração. Segue diretamente do teorema fundamental do cálculo e da regra da ca-

deia, pois por hipótese temos que f(0,y) = 0, ∀y ∈ Kr assim temos que

f(x,y) = f(x,y) − f(0,y) =
∫ 1
0

∂

∂t
(f(tx1, ··, txn,y))dt =

∫ 1
0

(

n∑
i=1

∂f

∂xi
(tx,y) · xi)dt =

n∑
i=1

[xi

∫ 1
0

∂f

∂xi
(tx,y)dt] =

n∑
i=1

xifi(x,y),

em que fi(x,y) =
∫1
0
∂f
∂xi

(tx,y)dt, para todo i = 1, 2, . . . ,n.

Seja f ∈ ε0n,p um germe cujas componentes são f1, f2, . . . , fp ∈ εn. Denotamos por If

o ideal de εn gerado por f1, f2, . . . , fp. Isto é,

If = f
∗(mp) = 〈f1, . . . , fp〉εn .

Por exemplo, seja f : R2 → R2 um germe dado por f(x,y) = (x2, xy), assim temos que

If = 〈x2, xy〉 é o ideal de ε2.

Teorema 3.6.2 (Critério para a C-equivalência) Dados f,g ∈ ε0n,p, são equiva-

lentes :

I) f e g são C-equivalentes ;

II) Os ideais If e Ig são iguais ;

III) Existe uma matriz invertível de ordem p com coordenadas uij ∈ εn tais que

fi(x) =

p∑
j=1

uij(x)gj(x),

onde i = 1, . . . ,p.
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Demonstração. • I)⇒ II) Suponhamos que f e g são C-equivalentes. Então, ∃H ∈ C tal

que

H(x,y) = (x,ϕ(x,y)), H(x,g(x)) = (x, f(x))

com ϕ(x, 0) = 0. Observe que, ϕ(x,y) = (ϕ1, . . . ,ϕp) e ϕi(x, 0) = 0 para i = 1, . . . ,p.

Assim, pelo lema de Hadamard, para cada i = 1, . . . ,p, podemos escrever

ϕi(x,y) =
p∑
j=1

yj ·ϕij(x,y),

em que ϕij ∈ εn+p. Logo,

fi(x) = ϕi(x,g(x)) =
p∑
j=1

gj(x) ·ϕij(x,g(x)),

onde g = (g1, . . . ,gp). Portanto,

fi(x) ∈ Ig, ∀i = 1, . . . ,p,

e daí, If ⊂ Ig. Por simetria, claramente vale a inclusão Ig ⊂ If e portanto vale a igualdade.

• II)⇒ III) Suponhamos que os ideais If e Ig são iguais. Então, podemos escrever

gi =

p∑
j=1

aij · fj, fi =

p∑
j=1

bij · gj,

em que aij,bij ∈ εn, para todo i, j = 1, . . . ,p.

A�rmação : Para cada x �xado, sejam Ax e Bx matrizes reais de ordem p com

coordenadas aij(x) e bij(x), respectivamente. Então, existe uma matriz real C de ordem

p tal que

U0 = C(I−A0 · B0) + B0

é invertível. Logo, para x próximo da origem, a matriz Ux = C(I−Ax ·Bx)+Bx é também

invertível. Sejam uij ∈ εn as coordenadas de Ux. Então,

Ux · g = C(I−Ax · Bx) · g+ Bx · g = C(g−Ax · Bx · g) + f

= C(g−Ax · f) + f = C(g− g) + f = f

e portanto

fi =

p∑
j=1

uij · gj.
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• III) ⇒ I) Neste caso, suponhamos que existe uma matriz invertível [uij] de ordem

p com coordenadas uij ∈ εn, tal que

fi =

p∑
j=1

uij · gj.

De�na ϕ : Kn ×Kp, 0→ Kp, 0 por ϕ = (ϕ1, . . . ,ϕp), em que

ϕi(x,y) =
p∑
j=1

yj · uij(x), i = 1, . . . ,p.

Claramente ϕ(x, 0) = 0.

De�nimos o germe H : Kn ×Kp, 0→ Kn ×Kp, 0 por H(x,y) = (x,ϕ(x,y)). Observe

que

Jac(H) =

 In ∗

0 Jac(ϕx)

 =

 In ∗

0 [uij]


Cujo determinante é não-nulo e portanto H ∈ ε0n,p é um germe de difeomor�smo

( ou isomor�smo analítico ). Logo, H ∈ C e H(x,g(x)) = (x,ϕ(x,g(x))) = (x, f(x))

pois ϕi(x,g(x)) = fi(x), implicando em ϕ(x,g(x)) = f(x). Portanto, f e g são C-

equivalentes.

Exemplo 3.6.3 Os germes f,g : R, 0 → R2, 0, de�nidos por f(x) = (x2, 0) e g(x) =

(x2, x3) são C-equivalentes pois

If = 〈x2〉 = 〈x2, x3〉 = Ig.

De�nição 3.6.4 Sejam I e J ideais de εn. Diremos que I e J são isomorfos induzidos

quando existir um germe invertível h : Kn, 0→ Kn, 0 tal que h∗(I) = J.

Corolário 3.6.5 (Critério para a K-equivalência) Dados f,g ∈ ε0n,p, são equiva-

lentes :

I) f e g são K-equivalentes ;

II) Os ideais If e Ig são isomorfos induzidos, i.e, h∗(I) = J ;

III) Existe uma matriz invertível de ordem p com coordenadas uij ∈ εn tais que

fi(x) =

p∑
j=1

uij(x)(gj ◦ h)(x),

onde i = 1, . . . ,p para algum h ∈ Dn.
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Demonstração. • Inicialmente provemos que I)⇔ II). De fato,

f ∼K g⇔ ∃h ∈ Dn | f ∼C (g ◦ h)⇔ If = I(g ◦ h)⇔ 〈f1, . . . , fp〉 = 〈g1 ◦ h, . . . ,gp ◦ h〉

A�rmação : h∗(Ig) = I(g ◦ h). De fato,

1. h∗(
∑p
i=1 ai · gi) = (

∑p
i=1 ai · gi) ◦ h =

∑p
i=1(ai ◦ h) · (gi ◦ h) ∈ I(g ◦ h).

2.
∑p
i=1 bi(gi ◦ h) =

∑p
i=1(bi ◦ h−1) · (gi ◦ h) = h∗(

∑p
i=1(bi ◦ h−1) · gi) ∈ h∗(Ig).

Logo,

h∗(Ig) = I(g ◦ h),

como queríamos demonstrar. Desta forma,

f ∼K g⇔ h∗(Ig) = I(g ◦ h) = If.

• A demonstração de II) ⇔ III) segue da a�rmação acima juntamente com o teorema

anterior.

Como consequência, demonstraremos algumas implicações das relações de equivalên-

cias relativas aos grupos R, L, A, C e K. Primeiro, denotamos por Rf, Lf, Af, Cf e Kf

as órbitas da aplicação f. Escreveremos

R =⇒ A

para expressarmos que f ∼R g =⇒ f ∼A g (i.e, Rf ⊂ Af ). Similarmente para L, A, C eK.

Corolário 3.6.6

i. R,L =⇒ A ;

ii. A =⇒ K ;

iii. C =⇒ K.

Demonstração. i) Sejam f,g germes R-equivalentes. Então, existe h−1 ∈ Dn tal que

(f ◦h−1)(x) = g(x), assim tome k = Id : Kp → Kp como sendo a identidade. Logo, existe

(h,k) ∈ Dn ×Dp tal que

(k ◦ f ◦ h−1)(x) = k(f(h−1(x))),

chame y = f(h−1(x)), tem-se que

(k ◦ f ◦ h−1)(x) = k(y) = y = f(h−1(x)) = (f ◦ h−1)(x) = g(x).
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Portanto, temos que f e g são germes A-equivalentes.

Agora observe que se f e g são germes L-equivalentes. Então, existe k ∈ Dp tal que

(k ◦ f)(x) = g(x), assim tome h = Id : Kn → Kn como sendo a identidade. Logo, existe

(h,k) ∈ Dn ×Dp tal que

(k ◦ f ◦ h−1)(x) = (k ◦ f)(h−1(x)) = (k ◦ f)(x) = g(x).

Portanto, temos que f e g são germes A-equivalentes.

ii) Provaremos agora que A =⇒ K.

De fato, dado um germe f ∈ ε0n,p, associamos o ideal If ⊂ εn gerado pelas componentes

de f, e observamos que

f∗(mp) = 〈f∗(y1), . . . , f∗(yp)〉 = 〈y1 ◦ f, . . . ,yp ◦ f〉 = 〈f1, . . . , fp〉 = If.

Suponhamos que temos f e g são germes A-equivalentes com f,g ∈ ε0n,p. Então, existem

h ∈ Dn e k ∈ Dp tais que g = k ◦ f ◦ h−1. Portanto,

Ig = g∗(mp) = (k ◦ f ◦ h−1)∗(mp) = (h∗)−1 ◦ f∗ ◦ k∗(mp) = (h∗)−1 ◦ f∗ ◦mp =

= (h∗)−1 ◦ f∗(mp) = (h∗)−1 ◦ If

e assim,

h∗(Ig) = h
∗[(h∗)−1 ◦ If] ⇒ h∗(Ig) = If.

Logo, os ideais If e Ig são isomorfos induzidos. Portanto, pelo Corolário 3.6.5 tem-se,

f e g são germes K-equivalentes.

iii) Já foi feita.



Capítulo 4

Singularidades de germes

quase-homogêneos

Considere agora K[x1, x2, . . . , xn] o anel de polinômios nas indeterminadas x1, x2, . . . , xn

com coe�cientes no corpo K = R ou C. A cada indeterminada xi associamos um numero

inteiro positivo wi, chamado peso de xi.

4.1 Polinômios quase homogêneos

De�nição 4.1.1 Um polinômio

f(x) =
∑
a∈I

αax
a1
1 · · · xann ∈ K[x1, . . . , xn]

é dito homogêneo de grau d se todos os monômios têm grau d, isto é, se

a1 + · · ·+ an = d,

∀a ∈ I, com αa 6= 0.

Exemplo 4.1.2 f(x,y) = x3 − xy2 + y3 é homogêneo de grau 3.

De�nição 4.1.3 Um polinômio

f(x) =
∑
a∈I

αax
a1
1 · · · xann ∈ K[x1, . . . , xn]

é dito quase homogêneo de grau d com relação a w = (w1,w2, . . . ,wn), com wi ∈ Z não

negativos, se

w · a := w1a1 + · · ·+wnan = d, ∀a = (a1, . . . ,an) ∈ I.

24
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Observação 4.1.4 Os números inteiros w1, . . . ,wn são chamados de pesos e o número

d é chamado de grau pesado de f.

Exemplo 4.1.5 O polinômio

f(x,y, z) = x2y2 + x4y+ y3 + xyz3 + z6

é quase homogêneo com pesos w = (1, 2, 1) e grau pesado d = 6.

Observação 4.1.6 Muitas vezes usamos a notação d = degw(f) e outra vezes omi-

timos w. Um polinômio quase homogêneo como na observação anterior é chamado de

polinômio quase homogêneo do tipo (w1, . . . ,wn;d) ou do tipo (w;d).

Proposição 4.1.7 Fixado o peso w = (w1, . . . ,wn), seja Sd = { polinômios quase

homogêneo de grau d com relaçao as pesos w1, . . . ,wn}
⋃

{0}. Prove que Sd é um espaço

vetorial sobre K, de dimensão �nita.

Observação 4.1.8 Sejam f(x) um polinômio quase homogêneo do tipo (w;d) e w ′ =

MDC{w1, . . . ,wn}. Então, f(x) é quase homogêneo do tipo (w1

w ′
, . . . , wn

w ′
; d
w ′

) pois

a1w1 + · · ·+ anwn = d⇔ a1
w1

w ′
+ · · ·+ an

wn

w ′
=
d

w ′
.

Como consequência, podemos sempre assumir que os pesos w1, . . . ,wn são primos

entre si. Observe também que todo polinômio homogêneo é quase homogêneo com pesos

w1 = w2 = · · · = wn = 1.

Fixados pesos w = (w1, . . . ,wn), associamos a ação do grupo multiplicativo K∗ =

K− {0} em Kn dada por :

K∗ ×Kn → Kn

(t, x)→ (tw1x1, . . . , t
wnxn).

Exercício 4.1.9 Prove que a aplicação anterior é uma ação de grupo ?

Solução : De fato, sejam 1,a,b ∈ K∗ e x ∈ Kn

1) ϕ(1, x) = (1w1 · x1, . . . , 1wn · xn) = (x1, . . . , xn) = x.

2) ϕ(a,ϕ(b, x)) = ϕ(a, (bw1 · x1, . . . ,bwn · xn)) = ϕ(a, (y1, . . . ,yn)) = ϕ(a,y) =

(aw1 · y1, . . . ,awn · yn) = (aw1 · bw1 · x1, . . . ,awn · bwn · xn) = ϕ(a · b, x).



Capítulo 4. Singularidades de germes quase-homogêneos 26

Onde temos que para cada yi = bwi · xi, ∀i = 1, . . . ,n.

Proposição 4.1.10 Um polinômio f(x) ∈ K[x1, . . . , xn] é quase homogêneo do tipo

(w;d) se, e somente se, f(tx) = f(tw1x1, . . . , twnxn) = tdf(x), em que tx = (tw1x1, . . . , twnxn).

Demonstração. Suponhamos que f é quase homogêneo do tipo (w,d) então

a1 ·w1 + · · ·+ an ·wn = d, ∀a = (a1, . . . ,an) ∈ I.

Logo,

f(t · x) = f(tw1 · x1, . . . , twn · xn) =
∑

αa(t
w1 · x1)a1 · · · (twn · xn)an =

=
∑

αa · ta1·w1+···+an·wn · xa11 · · · xann = td
∑

αa · xa11 · · · xann = td · f(x).

Reciprocamente, se f(t · x) = td · f(x), temos que∑
αa(t

w1 · x1)a1 · · · (twn · xn)an = td
∑

αa · xa11 · · · xann .

Portanto, ∑
αa · ta1·w1+···+an·wn · xa11 · · · xann = td

∑
αa · xa11 · · · xann .

Assim, ta1·w1+···+an·wn = td, ∀t. Logo, w1a1 + · · ·+wnan = d, ∀a = (a1, . . . ,an) ∈ I·.

Desta forma, f é quase homogêneo do tipo (w,d).

Proposição 4.1.11 Seja f(x) ∈ K[x1, . . . , xn] um polinômio quase homogêneo do

tipo (w;d). Então o germe f(x) ∈ mn · Jf, onde Jf é de�nido como sendo Jf :=

〈 ∂f
∂x1

, ∂f
∂x2

, . . . , ∂f
∂xn
〉, chamado de ideal jacobiano de f.

Demonstração. Inicialmente provaremos que é válida a fórmula de Euler ( ou relação de

euler )
n∑
i=1

wi · xi ·
∂f(x)

∂xi
(x) = d · f(x).

De fato, como f(tw1x1, . . . , twnxn) = td · f(x), obtemos derivando com relação à t,

n∑
i=1

∂f

∂xi
(tw1x1, . . . , t

wnxn) ·wi · twi−1 · xi = d · td−1 · f(x),

e fazendo t = 1, tem-se
n∑
i=1

wi · xi ·
∂f

∂xi
(x) = d · f(x).

Logo f(x) ∈ mn · Jf.
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Na próxima seção desse capitulo enuciaremos um dos resultados, que apriore não cabe

a nós a demonstração pois veremos no capitulo que esse resultado serviu de inspiração

para o nosso principal resultado que será provado no próximo capítulo. A idéia de falar

desse teorema que foi provado por M. Takahashi [7] é dar ao leitor a capacidade de en-

tender e compreender o que motivou o estudo desse trabalho.

4.2 Teorema de Takahashi

Vimos que se dois germes de funções são R-equivalentes então eles são K-equivalentes.

Além disso, o teorema de Saito [6] garante que, quando um dos germes é quase homogêneo

e �nitamente determinado, a recíproca é verdadeira. Nesta seção enuciaremos um teorema

recente de M.Takahashi [7] no qual a condição de determinação �nita não é necessária.

Mais precisamente :

Teorema 4.3.1 Se f,g : (Kn, 0) → (K, 0), K = R ou C, são germes de funções K-

equivalentes e um deles é quase homogêneo então, se K = R estes são R-equivalentes

módulo ±, e se K = C estes são R-equivalentes.

Demonstração : Ver [7]



Capítulo 5

C`-R e C`-K equivalências de germes de

funções de classe C` semi quase

homogêneas

Neste capítulo investigaremos a versão C` da R e K equivalências de germes de funções

reais semi quase homogêneas de classe C`, 1 6 ` 6 ∞. Mostraremos também que a Cl-

R-equivalência implica na C`-K-equivalência, e sob certas condições, que para germes de

funções semi quase homogêneos de classe C` a recíproca é verdadeira (teorema principal

5.3.1). Observe que apartir de agora estamos considerando germes de funções semi quase

homogêneos sem hipótese de singularidade isolada na origem.

5.1 As equivalências C`-R e C`-K

De�nição 5.1.1 Para todo ` com, 1 6 ` 6∞, diremos que os germes de funções de classe

C` f,g : (Rn, 0)→ (R, 0) são :

i) C`-R-equivalentes se existir um germe de C`-difeomor�smo h : (Rn, 0) → (Rn, 0)

tal que g = f ◦ h.

ii) C`-K-equivalentes se existir um germe de C`-difeomor�smo h : (Rn, 0) → (Rn, 0)

e um germe de função de classe C` não nulo M : (Rn, 0) → R, M(0) 6= 0, tal que

g =M · (f ◦ h).

Observação 5.1.2 Quando ` =∞ escreveremos simplesmente R ao invés de C∞-R e

K no lugar de C∞-K, respectivamente.

28
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Proposição 5.1.3 Mostre que a C`-R-equivalência implica na C`-K-equivalência.

Demonstração. Sejam f,g : Rn → Rp dois germes de aplicações, C`-R-equivalentes. En-

tão, existe um germe de difeomor�smo h : (Rn, 0) → (Rn, 0), de classe C`, tal que

f(x) = g ◦ h(x) para todo x ∈ Rn.

De�na H : (Rn+p, 0) → (Rn+p, 0), da seguinte maneira, H(x,y) = (h(x),y), onde

x ∈ Rn e y ∈ Rp.

i) Claramente, H é um germe de difeomor�smo de classe C`;

ii) H(x, 0) = (h(x), 0) ⇒ H(Rn × {0}p) = Rn × {0}p, onde {0}p = (0, 0, . . . , 0)p;

iii) H(x, f(x)) = (h(x),g ◦ h(x)) para todo x ∈ Rn.

Portanto, f e g são C`-K-equivalentes.

Como vimos, os teoremas de Saito e Takahashi dão condições sobre o qual se tem

a recíproca. Mas a recíproca do exercício anterior não é verdadeira em geral. Veja o

exemplo abaixo :

Exemplo 5.1.4 Se ` =∞, os germes f(x) = x2 e g(x) = −x2 são K-equivalentes mas

não são R-equivalentes.

De fato, veja que If = Ig, assim pelo critério para C-equivalência temos que

f ∼C g =⇒ f ∼K g,

pois C =⇒ K. Mas por outro lado, não são R-equivalentes. Com efeito, suponha por

absurdo que são, assim ∃h ∈ Dn tal que f ◦ h−1 = g, assim temos que

−x2 = g(x) = (f ◦ h−1)(x) = f(h−1(x)) = (h−1(x))2

Absurdo ! Logo, a recíproca não é verdadeira.

Portanto, nos parece importante exclarecer a relação entre C`-R e C`-K equivalên-

cias. Como vimos no capítulo anterior, este problema foi estudado por alguns autores

no caso em que ` = ∞ e os germes de funções são quase homogêneos (K. Saito [6] e M.

Takahashi [7]). Entretanto, existem poucos trabalhos investigando as versões C` destas

relações de equivalências para funções de classe C`, 1 6 ` 6∞. Kuiper em [9] estudou a

C1-R-equivalência de funções em uma vizinhança de um ponto crítico isolado. Bromberg
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e Medrano em [8] trataram da C`-R-su�ciência de funções quase homogêneas. Em [5],

Ruas e Saia deram estimativas para o grau de C`-R e C`-K determinação de germes de

aplicações quase homogêneas de classe C∞.

Notações :

1. Dado qualquer ` com 1 6 ` 6∞ denotamos por ε[`]n o conjunto de todos os germes

de funções de classe C` f : (Rn, 0)→ R.

2. Denote por m[`]
n o conjunto de todos os germes f ∈ ε[`]n tal que f(0) = 0.

3. Dado um germe f ∈ ε[`]n , Jf denota o ideal Jacobiano de f, i.e, Jf := 〈 ∂f∂x1 ,
∂f
∂x2

, . . . , ∂f
∂xn
〉.

Observação 5.1.5 A C`-R-equivalência entre dois germes de funções f e g de classe

C` é denotada por f
C`−R∼ g, e a C`-K-equivalência destes será denotada por f

C`−K∼ g.

De�nição 5.1.6 Um germe de função de classe C` f : (Rn, 0) → (R, 0) é dito quase

homogêneo do tipo (r1, r2, . . . , rn;d) se este satisfaz a equação

f(λ · x) = λd · f(x1, . . . , xn)

para todo λ > 0 e x = (x1, x2, . . . , xn), em que λ · x = (λr1x1, . . . , λrnxn). Fixados

pesos (r1, r2, . . . , rn), para cada monômio xα = xα1

1 · · · xαnn , onde α = (α1,α2, . . . ,αn),

denotamos fil(xα) =
∑n
i=1 αiri. Uma �ltração em ε

[`]
n é de�nida pela função

fil(f) = min{fil(xα) |
∂αf

∂xα
(0) 6= 0}

para cada f ∈ ε[`]n .

De�nição 5.1.7 Um germe de função de classe C`, f : (Rn, 0) → (R, 0) é chamado

de semi quase homogêneo do tipo (r1, r2, . . . , rn;d) se f = q+φ em que q(x1, x2, . . . , xn)

é um germe de função quase homogênea de classe C` do tipo (r1, r2, . . . , rn;d) e φ é um

germe de função de classe C`, com fil(φ) > fil(f).

Observação 5.1.8 Um germe quase homogêneo é também semi quase homogêneo,

pois a �ltração do polinômio nulo é in�nita. Observe ainda que não estamos considerando

nenhuma condição de determinação �nita para os germes f e q dados na de�nição anterior.
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Exemplo 5.1.9 O germe f(x,y) = x6 − y12 + x10

x4+y8
é quase homogêneo do tipo

(2, 1; 12).

Exemplo 5.1.10 O germe f(x,y) = x10

x4+y8
· x10
x4+y8

é quase homogêneo do tipo (2, 1; 24).

Exemplo 5.1.11 Seja f(x,y) = x10

x4+y8
+( x12

x4+y8
+x14+x10y8). Este germe é semi quase

homogêneo do tipo (2, 1; 12). De fato, podemos escrever f = q+φ onde q(x,y) = x10

x4+y8
,

φ(x,y) = x12

x4+y8
+ x14 + x10y8 e note ainda que fil(φ) = fil( x12

x4+y8
+ x14 + x10y8) = 16

por causa dos pesos �xados (2, 1), fil(x14 + x10y8) = 28, ou seja, fil(φ) > fil(f).

Observação 5.1.12 Seja f(x1, . . . , xn) um germe quase homogêneo do tipo (w1, . . . ,wn;d).

Então, existe uma permutação α : In → In tal que

wα(1) 6 wα(2) 6 · · · 6 wα(n).

Assim, tem-se que q(x1, . . . , xn) = f(xα(1), . . . , xα(n)) é quase homogêneo e os pesos são

wα(1) 6 wα(2) 6 · · · 6 wα(n) e grau pesado d.

5.2 Lemas

Lema 5.2.1 Seja f um germe de função quase homogêneo. Então, para qualquer cons-

tante real não-nula c 6= 0 tem-se que cf e f são R-equivalentes módulo sinal.

Demonstração. Seja F : (Rn × R, 0)→ (R, 0) de�nida por

Ft = F(x, t) = t · f(x), x ∈ Rn, t 6= 0.

Logo, ∂F
∂t

= f(x) ∈ mn · Jf, pois f é quase homogêneo.

JxF = 〈
∂F

∂x1
, . . . ,

∂F

∂xn
〉 = 〈t · ∂F

∂x1
, . . . , t · ∂F

∂xn
〉 = Jf

=⇒ mn · JF = mn · f

=⇒ ∂F

∂t
= f(x) ∈ mn · Jf = mn · JF.

Portanto, pelo teorema (Thom-Levine, ver [10])

Ft ∼R± f =⇒ Fc ∼R± f =⇒ c · f ∼R± f
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Lema 5.2.2 Suponha que f = q + φ é um germe de função de classe Cl semi quase

homogêneo tal que as seguintes condições são satisfeitas :

1. Para todo i = 1, . . . ,n, existem germes de funções de classe C`, bji ∈ m
[`]
n tais que

∂φ

∂xi
(x) =

n∑
j=1

bji(x)
∂q

∂xj
(x).

2. O germe φ pode ser escrito como

φ(x) =

n∑
j=1

aj(x)
∂q

∂xj
(x),

com aj ∈ m
[`]
n , para todo j = 1, . . . ,n. Então, para qualquer constante não nula c ∈ R,

c · f C
`−R±∼ f.

Demonstração. Considere a família Ft = q + t · φ, onde q e φ satisfazem as condições 1

e 2. Sem perda de generalidade, podemos assumir que os pesos satisfazem r1 6 · · · 6 rn

(ver observação 5.1.12). Então, fazendo t = 0 e t = 1, tem-se F0 = q e F1 = q + φ = f

e ainda note que ∂Ft
∂t

= φ. Usando a extratégia dada por Takahashi, mostraremos que

existe um campo

ξ : (Rn × [0, 1], 0)→ (Rn, 0)

satisfazendo a seguinte equação :[
n∑
i=1

ξi(x, t) ·
∂Ft

∂xi
(x, t)

]
+
∂Ft

∂t
(x, t) = 0 (1)

ξi(0, t) = 0, ∀ i = 1, . . . ,n.

Isto é equivalente a

n∑
i=1

ξi(x, t) ·
[
∂q

∂xi
(x) + t · ∂φ

∂xi
(x)

]
+ φ(x) = 0 (2)

Por hipótese q e φ satisfazem as condições 1 e 2, assim podemos reescrever a equação (2)

como :

n∑
i=1

ξi(x, t) ·

[
∂q

∂xi
(x) + t ·

n∑
j=1

bji(x) ·
∂q

∂xj
(x)

]
+

n∑
j=1

aj(x) ·
∂q

∂xj
(x) = 0, (3)
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onde aj,b
j
i ∈ m

[l]
n , ∀ i, j = 1, 2, . . . ,n. Agora reescrevendo a equação (3), tem-se

n∑
i=1

(
ξi(x, t) ·

∂q

∂xi
(x) + t · ξi(x, t) ·

n∑
j=1

bji(x) ·
∂q

∂xj
(x)

)
+

n∑
j=1

aj(x) ·
∂q

∂xj
(x) = 0

=⇒
n∑
i=1

ξi(x, t) ·
∂q

∂xi
(x) + t ·

n∑
k=1

bik(x) · ξk(x, t) ·
∂q

∂xi
(x) +

n∑
i=1

ai(x) ·
∂q

∂xi
(x) = 0

=⇒

(
n∑
i=1

ξi(x, t) + t ·
n∑
k=1

bik(x) · ξk(x, t) +
n∑
i=1

ai(x)

)
· ∂q
∂xi

(x) = 0

Note que o coe�ciente de ∂q
∂xi

(x) é igual a

t · (bi1ξ1 + bi2ξ2) + ξi + ai = t · (b11ξ1 + b12ξ2) + ξ1 + a1

+t · (b21ξ1 + b22ξ2) + ξ2 + a2

Observe que o índice i variou de 1 à 2 para cada valor de k = 1, 2. Portanto, fazendo i

variar de 1 à n para cada valor de k = 1, 2, . . . ,n tem-se

t ·
n∑
k=1

bik(x) · ξk(x, t) + ξi + ai, ∀ i = 1, . . . ,n.

Se ξ satisfaz as seguintes condições

t · (b11ξ1 + b12ξ2 + · · ·+ b1nξn) + ξ1 + a1 = 0

t · (b21ξ1 + b22ξ2 + · · ·+ b2nξn) + ξ2 + a2 = 0

...

t · (bn1 ξ1 + bn2 ξ2 + · · ·+ bnnξn) + ξn + an = 0

Note que para o caso n = 2, temos o seguinte sistema (1+ tb11) tb12

tb21 (1+ tb22)

 ·
 ξ1

ξ2

 =

 −a1

−a2


Caso Geral :

A(x, t) ·


ξ1

ξ2
...

ξn

 =


−a1

−a2
...

−an

 , (4)
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onde a matriz A(x, t) é dada por

A(x, t) =


(1+ tb11) tb12 · · · tb1n

tb21 (1+ tb22) · · · tb2n
...

...
. . .

...

tbn1 tbn2 · · · (1+ tbnn)


Então, existe um campo de vetores ξ tal que (1) ocorre. De fato, note que aj(0) = 0

e bji(0) = 0, ∀ i, j = 1, . . . ,n, pois aj,b
j
i ∈ m

[`]
n , ∀ i, j = 1, . . . ,n, assim temos que

det[A(0, t)] 6= 0. Logo, podemos resolver (4) em relação à ξi cuja a solução é
ξ1

ξ2
...

ξn

 = A−1(x, t) ·


−a1

−a2
...

−an

 ,

e observe ainda que da equação (3), fazendo x = 0, tem-se ξi(0, t) = 0, ∀ i = 1, . . . ,n.

Portanto, a família Ft é C`-R-trivial, i.e, f é C`-R-equivalente à q. Como consequência

tem-se, c · f C
`−R∼ c · q, c ∈ R, c 6= 0. Por outro lado, q é quase homogêneo segue-se do

(Lema 5.2.1) que c · q C
`−R±∼ q para alguma constante não nula c ∈ R. Então,

f
C`−R∼ q

C`−R±∼ c · q C
`−R∼ c · f

=⇒ c · f C
`−R±∼ f

Observe que no caso particular em que f é um germe de função de classe C` quase

homogêneo, 1 6 ` 6∞, o lema 5.2.2 é uma consequência da relação de Euler e portanto

é desnecessário.

Lema 5.2.3 Suponha que f : (Rn, 0) → (R, 0) é um germe de função semi quase

homogêneo de classe C`, isto é, f = q+ φ tal que as seguintes condições são satisfeitas :

1. Para todo i = 1, . . . ,n, existem germes de funções de classe C`, bji ∈ m
[`]
n tais que

∂φ

∂xi
(x) =

n∑
j=1

bji(x)
∂q

∂xj
(x).

2. O germe φ pode ser escrito como

φ(x) =

n∑
j=1

aj(x)
∂q

∂xj
(x),
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com aj ∈ m
[`]
n , para todo j = 1, . . . ,n e seja M : (Rn, 0) → R um germe de função de

classe C` com M(0) 6= 0. Então, M · f e M(0) · f são C`-R-equivalentes.

Demonstração. (1a Parte)

Como f é um germe semi quase homogêneo tem-se que f = q+φ, onde q(x1, . . . , xn)

é um germe de função de classe C` quase homogêneo do tipo (r1, . . . , rn;d), com r1 6

· · · 6 rn (ver observação 5.1.12) e φ um germe de função C` com fil(φ) > fil(f). Então,

dado λ > 0 e x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn temos que

f(λr1x1, . . . , λ
rnxn) = λ

d · q(x1, . . . , xn) + φ(λr1x1, . . . , λrnxn) (1)

Por outro lado, existem bji ∈ m
[`]
n tal que

∂φ

∂xi
(x) =

n∑
j=1

bji(x) ·
∂q

∂xj
(x)

Como f = q+ φ (omitindo as variáveis) segue-se

∂f

∂xi
=
∂q

∂xi
+
∂φ

∂xi
=
∂q

∂xi
+

n∑
j=1

bji(x) ·
∂q

∂xj
(2)

Por hipótese q é quase homogêneo, assim temos que pela (Relação de Euler)

q ∈ mn · Jq =⇒ q =

n∑
i=1

ri

d
xi ·

∂q

∂xi
(3)

(2a Parte) Agora para provar queM · f eM(0) · f são C`-R-equivalentes, usaremos a idéia

do lema anterior, ou seja, considere a família Ft(x) = F(x, t) de tal forma que F0 =M(0) ·f

e F1 =M · f, onde Ft é de�nida como sendo

Ft :(Rn × [0, 1], 0)→ (R, 0)

(x, t)→ Ft(x) = F(x, t) =M(tx) · f(x), x ∈ Rn, t ∈ [0, 1]

Assim, mostraremos que existe um campo ξ : (Rn × [0, 1], 0) → (Rn, 0) satisfazendo a

equação : [
n∑
i=1

ξi(x, t) ·
∂Ft

∂xi
(x, t)

]
+
∂Ft

∂t
(x, t) = 0 (4)

ξi(0, t) = 0, ∀ i = 1, . . . ,n.
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Isto é equivalente a

n∑
i=1

ξi(x, t) ·
[
∂M

∂xi
(tx) · tf(x) +M(tx) · ∂f

∂xi
(x)

]
+

n∑
i=1

∂M

∂xi
(tx) · xif(x) = 0

=⇒
n∑
i=1

ξi(x, t) ·M(tx) · ∂f
∂xi

(x) +

n∑
i=1

ξi(x, t) ·
∂M

∂xi
(tx) · tf(x) +

n∑
i=1

∂M

∂xi
(tx) · xif(x) = 0

=⇒
n∑
i=1

ξi(x, t) ·M(tx) · ∂f
∂xi

(x) +

n∑
i=1

[ξi(x, t) · t+ xi] ·
∂M

∂xi
(tx) · f(x) = 0

=⇒
n∑
i=1

ξi(x, t) ·M(tx) · ∂f
∂xi

(x) +

n∑
i=1

[ξi(x, t) · t+ xi] ·
∂M

∂xi
(tx) · (q(x) + φ(x)) = 0

Agora observe que por hipótese φ pode ser escrito como

φ(x) =

n∑
j=1

aj(x) ·
∂q

∂xj
(x),

onde aj ∈ m
[l]
n , j = 1, . . . ,n. Assim temos que,

q(x) + φ(x) = q(x) +

n∑
j=1

aj(x) ·
∂q

∂xj
(x).

Logo,

n∑
i=1

ξi(x, t) ·M(tx) · ∂f
∂xi

(x)

+

n∑
i=1

[ξi(x, t) · t+ xi] ·
∂M

∂xi
(tx) ·

(
q(x) +

n∑
j=1

aj(x) ·
∂q

∂xj
(x)

)
= 0 (5)

Usando as equações (2) e (3) em (5) obtemos :

n∑
i=1

ξi(x, t) ·M(tx) ·

[
∂q

∂xi
(x) +

n∑
j=1

bji(x) ·
∂q

∂xj
(x)

]

+

n∑
i=1

[ξi(x, t) · t+ xi] ·
∂M

∂xi
(tx) ·

[
n∑
j=1

(rj
d
xj + aj

)
· ∂q
∂xj

(x)

]
= 0

=⇒
n∑
i=1

[
ξi(x, t) ·M(tx) · ∂q

∂xi
(x) + ξi ·M(tx) ·

n∑
j=1

bji(x) ·
∂q

∂xj
(x)

]

+

n∑
i=1

[ξi(x, t) · t+ xi] ·
∂M

∂xi
(tx) ·

[
n∑
j=1

(rj
d
xj + aj

)
· ∂q
∂xj

(x)

]
= 0 (6)

Reordenando a expressão (6),tem-se

n∑
k=1

{
ξk(x, t) ·M(tx) +

n∑
j=1

ξj(x, t) ·M(tx) · bkj (x)
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+

n∑
i=1

[
(ξi(x, t) · t+ xi) ·

∂M

∂xi
(tx) ·

(rk
d
xk + ak

)]}
· ∂q
∂xk

(x) = 0

Note que o coe�ciente de ∂q
∂xk

pode ser escrito como :

•(k = 1)

ξ1 ·M+

2∑
j=1

ξjM · b1j +
2∑
i=1

tξi ·
∂M

∂xi

(r1
d
x1 + a1

)
+

2∑
i=1

xi ·
∂M

∂xi

(r1
d
x1 + a1

)
= ξ1 ·M+

(
ξ1M · b11 + ξ2M · b12

)
+

(
tξ1 ·

∂M

∂x1

(r1
d
x1 + a1

)
+ tξ1 ·

∂M

∂x1

(r1
d
x1 + a1

))
+

(
x1 ·

∂M

∂x1

(r1
d
x1 + a1

)
+ x2 ·

∂M

∂x2

(r1
d
x1 + a1

))
•(k = 2)

ξ2 ·M+

2∑
j=1

ξjM · b2j +
2∑
i=1

tξi ·
∂M

∂xi

(r2
d
x2 + a2

)
+

2∑
i=1

xi ·
∂M

∂xi

(r2
d
x2 + a2

)
= ξ2 ·M+

(
ξ1M · b21 + ξ2M · b22

)
+

(
tξ1 ·

∂M

∂x1

(r2
d
x2 + a2

)
+ tξ2 ·

∂M

∂x2

(r2
d
x2 + a2

))
+

(
x1 ·

∂M

∂x1

(r2
d
x2 + a2

)
+ x2 ·

∂M

∂x2

(r2
d
x2 + a2

))
Em outras palavras temos o seguinte sistema : M(1+ b11) + t

∂M
∂x1
∆1 Mb12 + t

∂M
∂x2
∆1

Mb21 + t
∂M
∂x2
∆2 M(1+ b22) + t

∂M
∂x2
∆2

 ·
 ξ1

ξ2

 =

 −
∑2

i=1 xi
∂M
∂xi
· ∆1

−
∑2

i=1 xi
∂M
∂xi
· ∆2


Observe que os índices i, j variam de 1 à 2 para cada valor de k = 1, 2. Portanto, se ξ

satisfaz as seguintes condições

	A(x, t) ·


ξ1

ξ2
...

ξn

 =


B1

B2

...

Bn

 , (7)

onde a matriz 	A(x, t) é dada por

	A(x, t) =


M(1+ b11) + t

∂M
∂x1
∆1 Mb12 + t

∂M
∂x2
∆1 · · · Mb1n + t∂M

∂xn
∆1

Mb21 + t
∂M
∂x1
∆2 M(1+ b22) + t

∂M
∂x2
∆2 · · · Mb2n + t∂M

∂xn
∆2

...
...

. . .
...

Mbn1 + t∂M
∂x1
∆n Mbn2 + t∂M

∂x2
∆n · · · M(1+ bnn) + t

∂M
∂xn
∆n


Onde ∆i =

(
ri
d
xi + ai(x)

)
e Bk = −

∑n
i 6=k xi · ∂M∂xi (tx)

(
rk
d
+ ak(x)

)
, k = 1, . . . ,n.
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Note que o det[	A(0, t)] = M(0)n 6= 0, pois uma vez que aj,b
j
i ∈ m

[`]
n e M(0) 6= 0.

Assim podemos resolver (7) em relação à ξi, cuja a solução é
ξ1

ξ2
...

ξn

 = 	A−1(x, t) ·


B1

B2

...

Bn


e observe ainda que da equação (6) fazendo x = 0, tem-se ξi(0, t) = 0, ∀ i = 1, . . . ,n.

Portanto, a família Ft é C`-R-trivial, i.e,

F0
C`−R∼ F1 =⇒M(0) · f C

`−R∼ M · f

Observação 5.2.4 No caso particular em que f é um germe de função de classe C`

quase homogêneo, 1 6 ` 6 ∞, a prova do lema 5.2.3 é essencialmente a mesma dada

por Takahashi [7]. De fato, é necessário apenas substituir a R-equivalência pela C`-R-

equivalência e a K-equivalência pela C`-K-equivalência e aj ∈ mn por aj ∈ m
[`]
n na prova

dada por Takahashi.

5.3 Teorema principal

O principal resultado desta seção é o seguinte :

Teorema de (Costa-Saia-Soares) 5.3.1 Sejam f,g ∈ ε[`]n germes C`-K-equivalentes.

Suponha que f = q+φ é um germe semi quase homogêneo tal que as seguintes condições

são satisfeitas :

1. Para todo i = 1, . . . ,n, existem germes de funções de classe C`, bji ∈ m
[`]
n tais que

∂φ

∂xi
(x) =

n∑
j=1

bji(x)
∂q

∂xj
(x).

2. O germe φ pode ser escrito como

φ(x) =

n∑
j=1

aj(x)
∂q

∂xj
(x)

com aj ∈ m
[`]
n , para todo j = 1, . . . ,n.

Sob estas condições, f é C`-R-equivalente à g ou C`-R-equivalente à −g.
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Demonstração. Antes de seguirmos com a prova faremos algumas observações :

Observação 1 : Por hipótese f
C`−K∼ g, i.e, existe um germe de C`-difeomor�smo

h : (Rn, 0)→ (Rn, 0) e um germe de função não nuloM : (Rn, 0)→ R,M(0) 6= 0 tal que

g =M · (f ◦ h).

Observação 2 : Pelo lema 5.2.2, temos que para qualquer constante não nula c ∈ R,

c · f C
`−R±∼ f.

Observação 3 : Para qualquer difeomor�smo h : (Rn, 0)→ (Rn, 0) de classe C` temos

que c · f e c · (f ◦ h) são C`-R-equivalentes.

Observação 4 : Pelo lema 5.2.3, temos que M · f e M(0) · f são C`-R-equivalentes.

Agora concluimos a prova do (Teorema Principal). Como f é semi quase homogêneo,

segue-se da observação 2 que para qualquer constante não nula c =M(0) 6= 0, tem-se

f
C`−R±∼ M(0) · f.

Da observação 3, temos para c =M(0) 6= 0

M(0) · f C
`−R∼ M(0) · (f ◦ h)

Finalmente pela observação 4, temos M(0) · (f ◦ h) C
`−R∼ M(0) · (f ◦ h). Portanto,

f
C`−R±∼ M(0) · f C

`−R∼ M(0) · (f ◦ h) C
`−R∼ M · (f ◦ h)

=⇒ f
C`−R±∼ M · (f ◦ h)

=⇒ f
C`−R±∼ g

Observação 5.3.2 Se considerarmos o caso particular em que f é um germe de função

de classe C` quase homogêneo então temos :

Corolário 5.3.3 Seja 1 6 ` 6 ∞. Seja f,g : (Rn, 0) → (R, 0) são germes de funções

de classe C` as quais são C`-K-equivalentes e uma destas é quase homogênea. Então, f é

C`-R-equivalente à g ou C`-R-equivalente à −g.

Observação 5.3.4 Note que, se f é um germe de função de classe C` quase homogê-

neo. Então, as duas hipóteses do Teorema Principal 5.3.1 são claramente satisfeitas.

Também cobrimos o resultado de (M. Takahashi [7]) para o caso de germes de funções de
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classe C∞:

Corolário 5.3.5 Se f,g : (Rn, 0) → (R, 0) são germes de funções de classe C∞ as

quais são K-equivalentes e um deles é quase homogêneo. Então, f é R-equivalente à g ou

R-equivalente à −g.

5.4 Exemplos

Exemplo 5.4.1 Considere g(x,y) = q(x,y) = x8

x4+y8
o qual é um germe de função de

classe C3 quase homogêneo do tipo (2, 1; 8). Note que a classe de C`-diferenciabilidade

de f segue-se do lema 2 (vê apêndice). Seja f(x,y) = x8

x4+y8
+ (x10 + x8y2) o qual é semi

quase homogêneo do tipo (2, 1; 8) e de classe C3, pois note que a classe de x10 + x8y2 é

C∞.
Como f

C3−K∼ q, assim tem-se que existem h : (R2, 0) → (R2, 0) e M : (R2, 0) → R,

comM(0) 6= 0 tal que f =M · (q ◦ h), i.e, fazendo h = Id temos que, f =M · q, ondeM

é dado como sendo

M(x,y) = 1+ (x2 + y2) · (x4 + y8) ⇒ M(0) 6= 0.

Resta mostrar que q e φ satisfazem as hipóteses do (Teorema Principal 5.3.1), ou seja,

Jφ ⊂ m
[`]
2 · Jq e φ ⊂ m

[`]
2 · Jq.

Jφ =

〈
∂φ

∂x
,
∂φ

∂y

〉
=
〈
10x9 + 8x7y2, 2x8y

〉
Jq =

〈
∂q

∂x
,
∂q

∂y

〉
=

〈
4x11 + 8x7y8

(x4 + y8)2
,

−8x8y7

(x4 + y8)2

〉
b11 ·

(4x11 + 8x7y8)
(x4 + y8)2

+ b21 ·
(−8x8y7)
(x4 + y8)2

=
∂φ

∂x

=⇒ b11 =
(5x2 + 4y2)((x4 + y8)2)

2x4 + 4y8
=⇒ b11(0) = 0

=⇒ b21 = 0 =⇒ b21(0) = 0

Por outro lado,

b12 ·
(4x11 + 8x7y8)
(x4 + y8)2

+ b22 ·
(−8x8y7)
(x4 + y8)2

=
∂φ

∂y

=⇒ b12 =
(xy)(x4 + y8)2

2x4 + 4y8
=⇒ b12(0) = 0

=⇒ b22 = 0 =⇒ b22(0) = 0
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Portanto, existem bji ∈ m
[`]
2 , com i, j = 1, 2. Agora note que,

φ(x,y) = x10 + x8y2 = a1 ·
(4x11 + 8x7y8)
(x4 + y8)2

+ a2 ·
(−8x8y7)
(x4 + y8)2

=⇒ a1 =
(x3 + xy2)(x4 + y8)2

4x4 + 8y8
=⇒ a1(0) = 0

=⇒ a2 = 0 =⇒ a2(0) = 0

Observe que aj ∈ m
[`]
2 com j = 1, 2. Portanto pelo (teorema Principal) segue-se que

f
C`R±∼ q.

Exemplo 5.4.2 Seja f(x,y) = x4

x2+y4
+ x4(x2 + y4) um germe tal que f

C`−K∼ q, onde

q(x,y) = x4

x2+y4
. Mostraremos que f

C`−R±∼ q. Vejamos,

f é semi quase homogêneo do tipo (2, 1; 4) e de classe C1. De fato, considere f = q+φ,

onde q(x,y) = x4

x2+y4
é um germe quase homogêneo do tipo (2, 1; 4) e φ satisfaz a condição

fil(φ) = 12 > 4 = fil(f). Agora note que por hipótese f
C`−K∼ q

=⇒ f =M · (q ◦ h),

onde M é dado por M(x,y) = 1 + (x2 + y4)2 =⇒ M(0) 6= 0. Resta mostrar que q e φ

satisfazem as condições do (Teorema Principal), ou seja, Jφ ⊂ m
[`]
2 · Jq e φ ⊂ m

[`]
2 · Jq

Jφ =

〈
∂φ

∂x
,
∂φ

∂y

〉
=
〈
6x5 + 4x3y4, 4x4y3

〉
Jq =

〈
∂q

∂x
,
∂q

∂y

〉
=

〈
2x5 + 4x3y4

(x2 + y4)2
,

−4x4y3

(x2 + y4)2

〉
=⇒ b11 ·

(2x5 + 4x3y4)
(x2 + y4)2

+ b21 ·
(−4x4y3)
(x2 + y4)2

=
∂φ

∂x

=⇒ b11 =
(3x2 + 2y4)(x2 + y4)2

x2 + 2y4
=⇒ b11(0) = 0

=⇒ b21 = 0 =⇒ b21(0) = 0

Por outro lado,

b12 ·
(2x5 + 4x3y4)
(x2 + y4)2

+ b22 ·
(−4x4y3)
(x2 + y4)2

=
∂φ

∂y

=⇒ b12 = 0 =⇒ b12(0) = 0

b22 = −(x2 + y4)2 =⇒ b22(0) = 0
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Portanto, existem bji ∈ m
[`]
2 , com i, j = 1, 2. Agora note que,

φ(x,y) = x6 + x4y4 = a1 ·
(2x5 + 4x3y4)
(x2 + y4)2

+ a2 ·
(−4x4y3)
(x2 + y4)2

=⇒ a1 =
x3(x2 + y4)2

2x2 + 4y4

=⇒ a1(0) = 0

=⇒ a2 =
−y(x2 + y4)2

4

=⇒ a2(0) = 0

Observe que os aj ∈ m
[`]
2 , j = 1, 2. Portanto, pelo (Teorema Principal) tem-se que

f
C`−R±∼ q.

Exemplo 5.4.3 Seja f(x,y) = x6

x4+y6
+ x14y3+2x10y9+x6y15

(x4+y6)2
. Mostrar que f

C5−R±∼ q,

onde q(x,y) = x6

x4+y6
. De fato, temos que f é semi quase homogêneo do tipo (3, 2; 6) e de

classe C1, pois escrevendo f = q + φ temos que q é quase homogêneo do tipo (3, 2; 6) e

fil(φ) = 24 > 6 = fil(f), note ainda que φ é de classe C7.

Aqui f = M · q, com M(x,y) = 1 + x8y3+2x4y9+y15

x4+y6
de classe C5 e M(0) 6= 0. Desde

que as hipóteses do (Teorema Principal) são satisfeitas, tem-se f
C5−R±∼ q. Vejamos,

Jφ ⊂ m
[`]
n · Jq e φ ⊂ m

[`]
n · Jq

Jφ =

〈
∂φ

∂x
,
∂φ

∂y

〉
=
〈
6x5y3, 3x6y2

〉
Jq =

〈
∂q

∂x
,
∂q

∂y

〉
=

〈
2x9 + 6x5y6

(x4 + y6)2
,

−6x6y5

(x4 + y6)2

〉
b11 ·

(2x9 + 6x5y6)
(x4 + y6)2

+ b21 ·
(−6x6y5)
(x4 + y6)2

=
∂φ

∂x

=⇒ b11 =
3y3(x4 + y6)2

x4 + 3y6
=⇒ b11(0) = 0

=⇒ b21 = 0 =⇒ b21(0) = 0

Por outro lado,

b12 ·
(2x9 + 6x5y6)
(x4 + y6)2

+ b22 ·
(−6x6y5)
(x4 + y6)2

=
∂φ

∂y

=⇒ b12 =
3xy2(x4 + y6)2

2x4 + 6y6
=⇒ b12(0) = 0

=⇒ b22 = 0 =⇒ b22(0) = 0
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Portanto, existem bji ∈ m
[`]
2 , com i, j = 1, 2. Agora note que,

φ(x,y) = x6y3 = a1 ·
(2x9 + 6x5y6)
(x4 + y6)2

+ a2 ·
(−6x6y5)
(x4 + y6)2

=⇒ a1 =
xy3(x4 + y6)2

2x4 + 6y6
=⇒ a1(0) = 0

=⇒ a2 = 0 =⇒ a2(0) = 0

Observe que os aj ∈ m
[`]
2 , j = 1, 2. Portanto, pelo (Teorema Principal) tem-se que

f
C5−R±∼ q.
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Apêndice

De�nição : Seja U um subconjunto aberto do Rn. Um Campo Vetorial em U de classe

Ck, 1 6 k 6∞ é uma aplicação

X : U→ Rn

x 7−→ X(x)

de classe Ck. Ao campo vetorial X associamos a equação diferencial

x ′ = X(x) (1)

Essa equação diferencial tem solução única para cada condição inicial �xada. As soluções

de (1) são aplicações diferenciáveis ϕ : I→ U, sendo I ⊂ R tal que

d

dt
(ϕ(t)) = X(ϕ(t)), ∀t ∈ I (2)

Essas aplicações são chamadas de "trajetórias"ou "curvas integrais"de X.

Fluxo Gerado por X : O conjunto D = {(t, x); x ∈ U, t ∈ Ix} é aberto em Rn+1,

onde Ix é o intervalo máximo que parametriza a solução da equação x ′ = X(x) que passa

por x, para cada x ∈ U. A aplicação ϕ : D → U dada por ϕ(t, x) = ϕx(t) é de classe

Ck, chama-se �uxo gerado por X.

Observação : i) Dado o �uxo ϕ(t, x), uma vez �xado x, temos a curva integral

ϕx(t) que passa por x. Portanto, variando x temos uma família que parametriza todas

as curvas integrais simultaneamente.

ii) Dado o �uxo ϕ(t, x), uma vez �xado t, temos que para cada t ∈ Ix ϕt(x) é um

difeomor�smo de classe Ck. Portanto, variando t temos uma família de difeomor�smos.

44
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De�nição : Sejam f,g : (Rn, 0)→ (Rp, 0) germes de aplicações de classe Cl. Dizemos

que f e g são C`-R-equivalentes se existir um germe de aplicação C` h : (Rn, 0)→ (Rn, 0)

tal que g(h(x)) = f(x).

Seja ft : (Rn, 0)→ (Rp, 0) e t ∈ I (I intervalo de R) uma família suave de germes de

funções C`, i.e, existe uma vizinhança U de 0 em Rn e uma função suave F : U× I→ Rp

tal que F(0, t) = 0 e ft(x) = F(x, t), ∀ t ∈ I, ∀ x ∈ U.

De�nição : Seja F : (Rn × I, 0) → Rp uma deformação de f(x) = F(x, 0). A família

ft é C`-R-trivial se existir um germe de aplicação H : (Rn × I, 0)→ Rn, Ht de classe C`

(Ht(x) = H(x, t)), tal que

(a) H(x, 0) = x ;

(b) H(0, t) = 0 ;

(c) F(H(x, t), t) = f(x), ou seja, ft ◦Ht = f, ∀ t ∈ I.

Observe que derivando em relação à t a expressão dada em (c) obtemos :

(c ′)

[
n∑
i=1

∂F

∂xi
(H(x, t), t) · ∂Hi

∂t
(x, t)

]
+
∂F

∂t
(H(x, t), t) = 0

A�rmação 1) Determinar H satisfazendo (a), (b) e (c ′) é equivalente a resolver o pro-

blema de valor inicial :

(d)

[
n∑
i=1

ξi(x, t) ·
∂F

∂xi
(x, t)

]
+
∂F

∂t
(x, t) = 0

(e) ξi(0, t) = 0, ∀ i = 1, . . . ,n

De fato, seja x ′ = ξ(x, t) em que ξ(x, t) = (ξ1(x, t), . . . , ξn(x, t)) é um campo com

ξ(0, t) = 0. Em particular, ξ é contínua. Consideremos o �uxo associado

H : (Rn × R, 0)→ R

(x, t) 7−→ H(x, t)

tal que H(x, s) = x. Então,

∂Hi

∂t
(x, t) = ξi(H(x, t), t) (∗)

Por (d), segue-se que[
n∑
i=1

ξi(H(x, t), t) ·
∂F

∂xi
(H(x, t), t)

]
+
∂F

∂t
(H(x, t), t) = 0



Capítulo 6. Apêndice 46

=⇒

[
n∑
i=1

∂Hi

∂t
(x, t) · ∂F

∂xi
(H(x, t), t)

]
+
∂F

∂t
(H(x, t), t) = 0

Portanto, vale (c ′) e note que fazendo s = 0 tem-se H(x, 0) = x, assim vale (a). Agora

veri�quemos (b), i.e, H(0, t) = 0. Com efeito, tome x = 0 em (∗) obtemos

∂Hi

∂t
(0, t) = ξ(H(0, t), t), H(0, s) = 0,

pois H(x, s) = x. Mas por outro lado, a aplicação nula x(t) ≡ 0 é solução do P.V.I

x ′ = ξ(x, t)

x(s) = 0

Logo, H(0, t) = x(t) = 0, por unicidade das soluções. Assim, temos que (d) e (e) são

equivalentes à (a), (b) e (c ′).

A�rmação 2) (a), (b) e (c) são equivalentes à (a), (b) e (c ′)

⇒) Óbvio! pois (c) =⇒ (c ′)

⇐) Suponhamos que valem (a), (b) e (c ′). Mostraremos que (c ′) =⇒ (c). Note que

de (c ′) obtemos,[
n∑
i=1

∂F

∂xi
(H(x, t), t) · ∂Hi

∂t
(x, t)

]
+
∂F

∂t
(H(x, t), t) = 0 =⇒

=⇒ ∂

∂t
(F ◦H)(x, t) = 0 (∗∗)

Assim temos que integrando (∗∗) em relação à t obtemos,

(F ◦H)(x, t) = c(x) =⇒ F(H(x, t), t) = c(x)

Em particular fazendo t = s obtemos, F(H(x, s), s) = c(x), mas por (a) tem-seH(x, s) = x.

Logo temos que c(x) = F(x, s), portanto F(H(x, t), t) = F(x, s), ou seja, vale (c).

Conclusão :

(a), (b) e (c) ⇔ (a), (b) e (c ′) ⇔ (d) e (e). Portanto, resolver o P.V.I implica dizer

que a família ft(x) = F(x, t) é C`-R-Trivial.

Lema 2 [5] Seja h(x) um polinômio quase homogêneo do tipo (r1, . . . , rn; 2k), com

r1 6 · · · 6 rn, ρ(x) controle padrão do mesmo tipo de h(x) e ht(x) uma deformação de

h tal que

fil(ht) > 2k+ ` · rn + 1, t ∈ [0, 1], ` > 1.
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Então, a função ν(x) = ht(x)
ρ(x)

é diferenciálvel de classe C`.

Demonstração : [Ver 5]

Lema 2.7 [2] Para qualquer germe h(x) =
∑
aγx

γ, com γ no interior de Γ+(ρd)

para algum aγ 6= 0, então limx→0
h(x)
ρd(x)

= 0.

Demonstração : [Ver 2]
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