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Resumo

Nesta dissertacao, sao estudadas estimativas para a curvatura média de subvariedades
completas M cilindricamente limitadas. As principais ferramentas utilizadas neste tra-
balho sao: Teorema de comparacao de hessiano e Principio do Maximo de Omori-Yau,
versao provada por Pigola-Rigola-Setti [2]. O trabalho aqui desenvolvido baseia-se no

artigo ”The mean curvature of cylindrically bounded” de Alias, Bessa e Dajczer em 2009.



Abstract

In this dissertation, estimates are studied for mean curvature of complete cylindri-
cally bounded submanifolds M™, where m > 1+ 1. The main tools used in this work
are: Hessian cmparison theorem e Maximum Principle of Omori-Yau, version proved by
Pigola-Rigola-Setti [2]. The work developed here baseia on article ”The mean curvature

of cylindrically bounded” Alias, Bessa and Dajczer in 2009.
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Introducao

Em 1965 Calabi [5] apresentou duas conjecturas sobre hipersuperficie euclidiana
minima. A primeira conjectura é que qualquer hipersuperficie completa limitada em
R™ nao é minima. A segunda conjectura afirmou que qualquer hipersuperficie minima
completa nao flat em R™ tem projecoes ilimitadas em todo subespaco (n—2)-dimensional.

Ao longo das ultimas décadas muitos trabalhos foram feitos sobre as conjecturas
de Calabi. Dentre eles, os exemplos de Jorge-Xavier de 1980 e Nadirashvilli de 1996
mostraram que ambas as conjecturas eram falsas para superficie imersas em R3.

Jorge-Xavier [8] exibiram uma superficie minima completa nao-flat entre dois planos,
obtendo entao um contra exemplo para segunda conjectura de Calabi. Dezesseis anos
depois Nadirashvilli [10] na busca de contra-exemplos para a primeira conjectura de Calabi
construiu uma superficie minima completa dentro de uma bola em R3.

Colding e Minicozzi [4] em 2005 mostraram que ambas as conjecturas sao verdadeiras

para superficie mergulhada. Especificamente, Colding e Minicozzi obteve:

Teorema 1. Eziste uma constante C > 0 tal que se M C R? € disco mergulhado minimo,
Bor = Bor(0) € a bola intriseca em M \ OM de raio 2R e se SUpg, | A >> 15 onde
R > 19, entdo para x € By

Cdistm (x,0) <| x| +7o. (1)
Corolario 1. Um disco minimo mergulhado em R? deve ser propria.

O corolario acima é consequéncia imediata do teorema (1). O corolario (1) implica
que a primeira conjectura de Calabi é verdadeira para disco minimo mergulhado. Os
contra-exemplos de imersao para a conjectura de Calabi discudidos acima sao imersoes
nao-propria. E natural perguntar se qualquer contra-exemplo para a segunda conjectura
de Calabi deve ser nao-prépria para dimensoes maiores. No caso em que ¢ : M™ ! — R™

¢ uma imersao minima, segue do coroléario do resultado principal do presente trabalho que



Sumario 2

uma hipersuperficie minima completa de R™, com n > 3, com projecao limitada em um
subespaco bidimensional nao pode ser prépria.

Em 2009 Bessa e Montenegro [3] mostraram que subvariedades de N x R minima, com-
pleta e cilindricamente limitada sao estocasticamente incompleta. Alias, Bessa e Dajczer
extenderam este resultado para subvariedade cilindricamente limitada em N™~! x R' com
curvatura média suficientemente pequena. Veremos detalhadamente tais demonstracoes
no capitulo 3. No capitulo 1 temos alguns resultados basicos que serao utilizados ao longo
dos demais capitulos. No capitulo 2 apresentaremos o Principio Maximo de Omori-Yau e

um breve comentario sobre variedade estocasticamente completa.



Capitulo 1

Nocoes Preliminares

Neste capitulo iremos estabelecer a notacao a ser usada e relembraremos alguns
conceitos basicos necessarios ao desenvolvimento dos capitulos seguintes. Para a leitura
do texto o leitor deve ter conhecimento prévio em geometria tais como: Conceito de
variedade Riemanniana, espago tangente, campo vetorial, fibrado vetorial, se¢ao global e
local, aplicacao entre variedades, métricas Riemannianas e curvatura. Todos esses topicos
estao presente em [6].

Denotaremos por M uma variedade Riemanniana e C®(M) o conjunto das fungoes suaves

em M.

1.1 Geodésicas

Definicao 1. Uma curva parametrizada vy : I — M € uma geodésica em ty € I se
D ( d

Tt lgr) = 0 no ponto to. Sey € geodésica em t, para todo t € 1, diremos que y é

geodésica.

Como consequéncia do resultado seguinte, temos que existe e é tunica a geodésica

v(t, q,v) que passa por q com velocidade v em um intervalo (—§, 8).

Proposicao 1. Dadop € M, existem V C M, aberto contendo p, nimeros d e € positivos,

e uma aplicacio C®(M)

Y:(=5,8)xU—=M, U={(q,v);qeV,veTM e |v]<el],
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tais que a curva t — y(t,q,v), t € (=0,08) € a unica geodésica de M que em t =0 passa

pelo ponto q com velocidade v, isso para todo q € V e para todo v € T{M com |[v| < €.
Demonstracao. Vide [6] O

Decorre do lema seguinte que é possivel aumentar a velocidade de uma geodésica

diminuindo o seu intervalo de defini¢ao, ou vice-versa.

Lema 1. Se y(t,q,Vv) é uma geodésica definida no intervalo (—8,0), entdo a geodésica

v(t,q,av), a > 0, estd definida no intervalo (%‘S, %) ev(t,q,av) =vy(at,q,v).
Demonstragao. vide [6] O

Definicao 2. Dado p € M e U C TM, onde U é um aberto. Definimos a aplicagao

exponencial em U como sendo

N
exp:U—M; exp(q,v) =v(1,q,v) =v(|v].q, M)’ (q,v) € U.

Observe que a aplicagao exp ¢ diferencidvel. Tomemos exp restrita a um aberto do

espaco tangente TqM, isto é,
expq : B:(0) C TyM = M
por expq(v) = exp(q,v), onde B¢(0) ={v € TyM;||v|| < e}.

Proposicao 2. Seja q € M, entdo existe € > 0 tal que expq : Bc(0) C TyM — M € um

difeomorfismo sobre a imagem.

Demonstracao. Defina a curva B(t) = tv e perceba que $(0) =0 e B’(0) =v. Dai
d
d(expq)o(v) = (expq(tv))],_

d
— a(’}/(]‘?q7t\)))‘tzo

d
= a(’}/(t7q7v))’t:0
= .

Logo d(expq)o = Id : T{M — T¢M, e o resultado segue pelo teorema da aplicacdo

mversa. O
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Se V C T,M ¢ uma vizinhanca da origem tal que exp, : V — U ¢é um difeomorfismo,
diremos que exp, (V) = U é uma Vizinhanca Normal de p. Se B(0) C T,M ¢é tal que
B.(0) C V, denominemos expp(B¢(0)) de Bola Normal, ou Bola Geodésica, de centro p
e raio €. Denominaremos de Esfera Geodésica a fronteira de B¢ (0), a qual denotaremos

por S¢(p). As geodésicas em B, (p) que partem de p sdo chamadsa de geodésicas radias.

Definicao 3. Um segmento de geodésica 7y : [a,b] — M € minimizante quando 1(y) <
l(c), onde 1(-) indica o comprimento radial de qualquer que seja a curva e ¢ € qualquer

curva diferenciavel por partes ligando y(a) a y(b).

O resultado seguinte tem como propdsito mostrar que localmente as geodésicas mini-

mizam a dsitancia entre dois pontos .

Proposicao 3. Sejam p € M, U wma vizinhanga normal de p e B C WU uma bola
normal de centro p. Dada y : [0,1] — B um segmento de geodésica com y(0) = p.
Se ¢ : [0,1] — M € qualquer curva diferencidvel por partes ligando y(0) a y(1), entdo
L(y) < Uc) e l(y) = c) implica em y([0,1]) = c([0, 1]).

Demonstragao. vide [6] O

A reciproca é verdadeira, ou seja, se considerarmos uma curva 7y diferencidvel por

parte que minimiza a distancia entre dois pontos, mostraremos que y é geodésica.

Proposicao 4. Dado p € M existem & > 0 e uma vizinhangca W de p, tais que para todo
q € W a aplicagao expq ¢ um difeomorfismo entre Bs(0) C TqM e expq(Bs(0)) D W,

ou seja, W é uma vizinhan¢a normal de cada um de seus pontos.
Demonstragao. vide [6] O

Passaremos a discutir o conceito de variedade completa, o que possibilita o estudos da

existéncia de geodésicas minimizante ligando dois pontos.

Definicao 4. Uma variedade Riemanniana M é dita geodesicamente completa, ou sim-
plismente completa, se para qualquer p € M, a aplicagcdo exponencial restrita, expy, estd
definida para qualquer v € T,M, ou seja, as geodésicas radiais y(t) estao definidas para

todos os wvalores de t € R.

Introduziremos agora o conceito de distancia numa variedade. Dados dois pontos

P,q € M, considere as curvas diferénciais por parte ligando p a q



Capitulo 1. Nocoes Preliminares 6

Definicao 5. Dados p,q € M, definimos a distancia entre p e q, d(p, q), como sendo o

infimo dos comprimentos de todas as curvas diferencidveis por partes que ligam p a (.

E facil provar que com esta definicao de distancia, a variedade M é um espago métrico
e que a topologia induzida por estd métrica coincide com a topologia da variedade M. E

ainda temos que fixado um ponto a funcao distancia e continua na topologia induzida por

d.

Sendo a distancia entre dois pontos p e q o infimo dos comprimentos das curvas
diferénciaveis por partes, calcular a distancia entre p e g em uma variedade se tornaria
mais simples caso existisse uma geodésica minimizante ligando p e q. O resultado seguinte

torna isso possivel em variedades completas.

Proposicao 5. Dados M uma variedade Riemanniana e p € M. Se M for geodesica-

mente completa entao para todo ponto q € M existe uma geodésica y que liga p a q com

Demonstragao. vide [6]. O

1.2 Curvaturas e a Segunda Forma Fundamental

Definicao 6. Dada M uma variedade Riemanniana, a correspondéncia que associa a

cada par X,Y € X(M) a aplicagio R(X,Y) : X(M) — X(M) dada por
R(X,Y)Z =VyVxZ—VxVyZ+ V[Xy]z, VZeX(M),

onde V € a conexdo Riemanniana de M, chama-se a curvatura de M e X(M)o conjunto

dos campos de vetores de classe C*® em M.

Proposicao 6. A curvatura de uma variedade Riemanniana M possui as sequintes pro-

priedades:
1. R € bilinear em X(M) x X(M), isto €,

R(fX; 4 gXa, Y1) = fR(Xy, Y1) + gR(Xz, Y1)
R(X1, fY1 + gYa) = fR(X1, Y1) + gR(X4,Ya),
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2. R(X,Y) € linear em X(M), isto €,
R(X,Y)(fZ+ W) =fR(X,Y)Z + R(X,Y)W.
Isto para quaisquer X,Y,Z,W € X(M) e quaisquer f,g: M — R suave em M.

Demonstragao. vide [6]. O

O conceito seguinte é uma generalizacao natural da curvatura Gaussiana das su-
perficies. Sejam p € M e 0 C T,M um subespago bi-dimensional, denominamos
curvatura seccional de o0 em p, o nimero real

(R(u, v)u,v)
K(o) =
) = TaRIME = w2

onde {u, v} é uma base qualquer de 0. A expressao acima nao depende da escolhar dos

vetores we v € 0. A curvatura seccional nos da interessantes interpretagoes geométricas e
além disso, temos ainda que o conhecimento de K(o), para todo subespaco bidimensional
o C T,M, determina completamentea curvatura R de M.

Dada f : M — M uma imersio de uma variedade diferencidvel M de dimensdao n
em uma variedade Riemanniana M de dimensdo k = n + m. Estaremos interessados
em estudar as relacoes entre as geométrias de M e M, tais como a curvatura, métrica
e conexdo. A métrica Riemanniana em M serd induzida apartir da métrica de M, da
seguinte maneira: se uw e v € T,M, define-se (u,v) = (df,u, df,v). Sendo f uma imersao,
temos que f(M) é uma subvariedade imersa em M de dimensdo n. Para simplificar a
notagao identificaremos U aberto de M com f(U) ev € T,M, p € M com df,v € T¢(,) M.

Para cada p em M , o produto interno em T, M decompoe Tpm na soma direta
TM=T,Ma (T,M)*,

onde (T,M)* é o complemento ortogonal de T,M em Tpm.
Denotaremos por V a conexao de M. Se X e Y sdo campos locais de vetores em M, e
X e Y sdo extensoes locais a M, definimos
VXY = (VxY)T,
a conexao em M.
Definigao 7. Sejam X,Y € X(M) definidos localmente, entdao
x(X,Y) = VxY — VxY € X(M)*

¢ chamada a Sequnda Forma Fundamental.
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Observe que «(X,Y) estd bem definido pois ndo depende das extensdes X e Y. De fato,

pois se X; é uma extensao de X, teremos

onde ﬁy_yi =0em M, pois X —X; =0 em M. Se Y; é uma outra extensio de Y,
(VY — VxY) — (V<Y1 — VxY) = Vx(Y = Y;) =0,

pois Y —Y; =0 em M.

1.3 Campos de Jacobi e o Cut Locus

Os campos de Jacobi estabelece uma relacao entre os conceitos mais importante
apresentado até agora, sendo eles, geodésicas e curvatura. Os campos de Jacobe nos
fornece informacoes sobre a velocidade de afastamento das geodésicas. Tal afastamento

esta intimamente ligado ao valor da curvatura seccional K(o).

Defini¢ao 8. Dada vy : [0,a] — M wuma geodésica em M. Dizemos que um campo de
vetores |, suave ao longo de 'y, é um campo de Jacobi quando ele satisfaz a equagdo de

Jacobi:

2

D : .
em [0, al.

Um campo de Jacobi é determinado pelas condigoes iniciais J(0), %tl (0). Pois podemos
transformar a equagao de Jacobi em um sistema linear de segunda ordem. Assim dada as

condigoes iniciais J(0), %(O) existe uma solucao C* do sistema em [0, al.

Defini¢ao 9. Dada vy : [0, a] = M uma geodésica. O pontoy(ty) € conjugado dey(0), ao
longo de vy, ty € (0, al, se existe um campo de Jacobi ] ao longo de vy, ndo identicamente

nulo, que satisfaz J(0) =0 = J(tq).

Proposigao 7. Dadosy : [0, al = M uma geodésica, Vi € T, 0yM e Va € T, (oM. Entdo
existe um unico campo de Jacobi | ao longo dey, com J(0) = Vi e J(a) = V,, sempre que

v(a) nao for conjugado de y(0).

Demonstragao. Vide [6]. O
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Seja M variedade Riemanniana completa. Fixado p € M, se v : [0, +00) — M é uma
geodésica normalizada em M tal que y(0) = p. Podemos tomar t > 0 suficientemente
pequeno tal que v |o1) seja minimizante. Por outro lado, se 7y [j t,) ndo for minimizante,
entao v [jp.y) ndo é minimizante para todo t > ty. Pela continuidade da funcao distancia
apartir de p, podemos concluir que o conjunto dos t € R que satisfazem a equagao
d(y(0),y(t)) =t tem a forma [0, to] ou [0,00). As discusdes acima motivam a seguinte

definigao.

Definicao 10. Seja M uma variedade Riemanniana completa. Dadosp € M ev € T,M
unitdrio, seja vy : [0, +00) = M geodésica normalizada v, (t) = exp,(tv). Se o conjunto
dost € (0,400) tais quey, € minimizante for um intervalo da forma [0, to], entdo dizemos
que Yv(tog) € o ponto de minimo de p na direcio de v. O lugar geométrico dos pontos
minimos de p ou Cut locus de p é a uniao dos pontos minimos de p ao longo de todos as

geodésicas que partem de p, o qual denotaremos por Cut(p).

Para cada p € M, o lugar geométricos dos pontos minimos Cut(p) determina os

pontos onde a fungao distancia apartir de p deixa de ser suave.

1.4 Gradiente, Hessiano e Laplaciano

Definicao 11. Seja f: M — R uma funcdo suave. O gradiente de f é o campo vetorial

suave em M, denotado por VT, definido sobre M por
(VTf, X) = X(f) (1.2)
para todo X € X(M)

O campo gradiente é unicamente determina por (1.2). O resultado seguinte garante a

existéncia do campo gradiente.

Proposigao 8. Seja f: M — R uma funcgao suave e {eq, ..., en} um referencial ortonormal

em uma vizinhanc¢a aberta U C M. Entao, em U temos

Vit = Z €j (f)ej,
j=1

onde a igualdade independe do referencial escolhido.
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Demonstracao. Seja X € X(M), podemos escrever X = Z?Zl aje; em U. Aplicando em

f,

X(f) = ) aelf) (1.3)
j=1
= (D _ae;, ) e(fley) (1.4)
j=1 j=1
= (X,)_ei(fley) (1.5)

Donde obtemos Vf = 3" | ej(f)e;.

Se tomarmos {€;}]* ; outro referencial ortonormal em U, entao

n

ej(fle; = Z axjacex(f)er = dxrex(fley = ex(f)ex
Ki—1

Proposicao 9. Dadas f,g: M — R fungoes diferencidveis, valem:
i. V(f+g)=Vf+Vg;
it. V(f-g)=gVf+fVg.

Demonstracdao. Sendo X um campo suave sobre M, temos

(V(f+9).X) = X(f+g)
= X(f) +X(g)
= (V(f),X) +(Vg,X)
= (V(f)+VI(g),X)

(V(f-g),X) = X(f-g)
= gX(f) +fX(g)
= (gV(f),X) + (tV(g),X)
= (gVI(f),fV(g),X)



Capitulo 1. Nogoes Preliminares 11

Proposicao 10. Seja f : M — R uma fungao suave. Dados p € M ev € T,M, seja

Y :(—€,€) = M uma curva suave tal que y(0) =p e v(0) =v. Entao

(VE )y = S (For) )],

Demonstracao. Seja X uma extensao local de vy, temos que

d d

(VE),v)p = X)) = 2 |y0f = Frleo(foy)

Corolario 2. Sejaf: M — R e ¢ : R — R sao fungoes suave, entdao
V(pof)=¢'(fV(f)

Demonstragao. Seja vy : (—e, €) — M curva suave tal que y(0) =p € Mevy'(0) =v €

Ty M, entao
(V(@ohy) = Ll y@oten(t (1.6
= 0P 5| o(FoV) (1.7
= (@' (VEY (18)
[l

Um outro conceito importante é o de hessiano de uma funcao.

Definicao 12. Seja f: M — R uma funcao diferencidvel. O Hessiano de f € para cada
ponto p € M, o operador linear Hess f, : T,M — T¢(,yM definido do sequinte modo:

Hess f,(v) = (V, Vf)(p).

Se X € X(M) for uma extensao de v numa vizinhanga de p, segue das propriedade da

conexao Riemanniana que (Hess f),(X) = (VxVT)(p).

Proposicao 11. Seja f : M — R fun¢do suave e p € M, entao (Hess f), : T,M —

Te(pyM € um operador linear auto-adjunto.
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Demonstracao. Denotemos por V e W as respectivas extensoes de v e w em uma vizin-

hanca de p em M, segue que

((Hess f)p(v),w) = (VyV(f),W),
= (V(V(£),W))(p) = (V(), Vv W)y,
= (V(V(H), W))(p) — (V(f), VWV + [V, W]),
= WV (p) + (IV,WI(£)(p) — (V(f), VwV + [V, W]),
= (WVIO))p) — (V(F), Vw V),
= (VwV,V),

= ((Hess f)pw,v).

A proposicao acima permite definir a forma bilinear simétrica

(X,Y) — Hess f(X,Y) = (Hess f(X),Y)
= (VxVF,Y)
= X(V£,Y) — (Vf, VxY)
= X(Y(f)) — VxY(f)

denominda a forma hessiana de f.

Definigao 13. Dados X € X(M) e f : M — R diferencidvel, onde M € uma variedade
Riemanniana. A divergéncia do campo X € uma funcao suave divX(p) : M — R dada

por
divX(p) = trlY(p) = V¥X(p)l, peM,
onde tr denota o traco do operador linear.
A proposicao seguinte permite escrever o divergente em uma vizinhanga coordenada.

Proposicao 12. Seja X € X(M) e{ei}]; um referencial ortonormal em uma vizinhanga

coordenada U C M. Se X = Z _,aiey em U, entao

&
<
X
™
o
:5
‘M-
94
p
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Demonstracao.

divX = ) (Ve X e)

]

Observe que se o referencial for geodésico, a expressao obtida na proposi¢ao 12 se

resume a
n
divX = E ei(ay).
i=1

Ainda tendo {e;} como referencial ortonormal em vizinhanca coordenada U C M temos a

seguinte proposicao.

Proposigao 13. Se f: M — R € diferencidvel e X,Y € X(M) valem:
1. div(X+Y) =divX+divy,

2. div (f-X) =f-divX+ (VFf, X).

Demonstrag¢ao. O item (1) segue direto da definicao de divergente e da linearidade da
conexao. Para o item (2) temos

n

div(fX) = > (Ve fX ei)

i=1
= Y ef)(X,E)+f) (VX e)
i=1 i=1

— <X, Z ei(f)ei> + fZ<veiX> ei)
— XV + fdiv(X).

]

Definicao 14. Seja f : M — R uma funcdao suave. O laplaciano de f é a funcao Af :
M — R dada por
Af = div(VT)
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Segue naturalmente da definicao de divergente a seguinte expressao para o laplaciano

de uma funcao suave f em M:

Af = tr(Hess f)

Apartir da proposicao 12 vejamos que a expressao do Laplaciano de uma funcgao sauve

em termos de uma referencial ortonormal.

Proposicao 14. Seja f: M — R uma fungao suave e {ei}; um referencial ortonormal

em um aberto U C M. Entao

M-

I
—

Af =) eileilf)) =D (Veeif

1
Demonstragdo. Observe primeiro que Af = Y ' ei(f)e; em U. Segue da definigao de

Laplaciano e da proposicao 12 que

n

Af = Zei(ei(f))—i(veiel,Vf)
= ) eileilf) =) (Veef

Em particular, se o referencial for geodésico, entao teremos

A=Y eenl)

Proposicao 15. Se f,g: M — R ¢ diferencidvel e X,Y € X(M) valem:
1. A(f+g) = Af + Ag,
2. A(f-g) =fAg + gAf +2(Vf,Vg).
Demonstracao. Segue da definicao de Laplaciano e da proposicao 14 que
Alf-g) = div(V(f-g))
= div(gVf+fVg)
= div(gVf) + div(fVg)

= (Vg, Vf) + gdiv(Vf) + (Vf, Vg) + fdiv(Vg)
= 2(Vf,Vg)+ gA(f) + fA(g)
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1.5 Teoremas de Comparacao de Hessiano e Lapla-
ciano

Fixado o ponto p em M, denotaremos por p(x) = d(p, x) a distancia geodésica entre

p e x, onde x € M\ cut(p).

Proposigao 16. Seja vy : [0,a] — M\ cut(p) uma geodésica normalizada partindo de p.
Entao
Vely(t)) =v'(t), 0<t<a

Demonstragao. Sendo y(t) = exp,(tv), 0 <t < ae q=vy(to).
, d d
V(to) = 2o (expy(t9)my, = (V(t,q, V) = V.
Se w € TyM e (w,v) = 0, entdo pelo Lema de Gauss (Lema 3.3.5 em [6]) I W €
T, (ToM) tal que
(d(expp)iwW, d(expy)igvv) = (W,v) =0
e d(expp)ipwW = w. Tomemos « : (—e,e) — E, tal que |x(s)| = to, x(0) = tov e

o’(0) =w, assim p(expyp(v(s))) = to. Dai,

0= (V(p(q)),d(expp)i,wW) = (V(p(q)),w).

Como a igualdade é valida para todo w ortogonal a y’(tg), segue que Ap(q) é um

multiplo de y'(tg). Sendo p(y(t)) =t para 0 < t < a, segue que

(Vply(t),y'(1) =1,

Donde segue que

O

Definig¢ao 15. Seja M uma variedade Riemanniana 7y : [0, a]l — M uma geodésica de M
e V um campo de vetores diferencidveis por partes ao longo de y. Para todo ty € [0, al,

denotaremos

to

L, (V,V) = J (V. V) — R(Y, VIY', Vil (1.9)
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O lema seguinte conhecido com Lema do Indice afirma que para todos os campos de
vetores difernciaveis por partes ao longo de vy que se anula em t = 0 e coincidem t = 1,

o minimo da expressao (1.9) é atingindo pelos campos de Jacobi.

Lema 2. Sejay: [0, a] — M uma geodésica que nao possui pontos conjugados a y(0) em
(0,al. Tomemos um campo de Jacobi ] ao longo de vy, com (J,y') =0 e um campo de
vetores V diferencidvel por partes ao longo de vy, tal que (V,y’') = 0. Nestas condigoes,

se J(0) =V(0) =0 e J(tg) = V(to), para ty € (0, al, entao
Ito(J)I) < Ito(v) V)

e vale a igualdade se, e somente se, V(t) = J(t) para todo t € [0, to].
Demonstracao. vide [6]. O

Seja M variedade Riemanniana completa n-dimensional e y um geodésica minima

parametrizada pelo comprimnto de arco ligando p e x, tal que y(0) = p e y(r) = x.

[e)

Tomemos X um vetor em T,M talque (X,3-) = 0. Como x nao é conjugado de p,

segue da proposigao (7) que podemos extender X a um campo de Jacobi ] ao longo de

5}

v satisfazendo as condigoes J(y(0)) = 0, J(y(r)) = X e [], 5;] = 0. Nessa configuragao

temos

Hess(p)(X,X) = JJ(p) = (V;])(p)

0 0
0
= <],VJa>
= <]7V%I>

Observagao 1. Sendo [], 5] = 0, entdo <],V]%> = <],Vai]>.

Portanto, em x € M temos

Hess(p)(X.X) = (J.VaJ)

" d
= | §0.vana

_ Jg(ﬂ Vo] P+, Vs Va)ldt.
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Sendo | campo de Jacobi

0.0
V%V%] + R(J, &)a =0

Assim obtemos a seguinte igualdade:

0,0

Hess (0)(X.X) = | 172 ] F ~(R(J, 3-) 35 )t (1.10)

portanto

Hess (p)(X,X) = 1I5(J) (1.11)

Apartir dos resultados obtidos acima, podemos entao enunciar e demonstrar o seguinte

teorema de comparacao do hessiano.

Teorema 2. Sejam M; e My wvariedades Riemannianas n-dimensionais completas, as-
suma que yi : [0,a] — M; (i = 1,2) sao duas geodésicas parametrizadas pelo compri-
mento de arco e yi nao interceptam o cut locus de yi(0). Denotemos por p; as funcoes
distancia ayi(0) em My e sejam Ky as curvaturas seccionais de My, com i =1,2. Supon-
hamos que em y1(t) e ya(t), com 0 <t < a, tenhamos

0 0

Ky (X1, =—) = Ky(Xg, — 1.12
1 ( 17ap1) 2(Xso apg) ( )
onde Xi € qualquer vetor unitdrio em T, (1yMi e (X, a?)i> = 0. Entdo
0 0
HeSS(—)(Xl,Xl) < HeSS(—)(XQ,Xg). (113)
0p1 002
Demonstracao. Para cada i = 1,2, consideremos os campos de vetores ortonormais
{EL ..., EL} paralelos ao longo de yi, com Ef = 6%1‘ A igualdade (5) nos diz que
Hess (p1)(Xi, Xi) = La(J1, J1), (1.14)

onde J; sao campos de Jacobi ao longo das geodésicas vi, Ji(vi(0)) =0 e Ji(vi(a)) = X;.
Como (Xi, a%) = (0 e sendo {E}}{‘:l campos paralelos, entdo J; é perpendicular a El ao

longo de vy;. Podemos entao escrever
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Defina agora, um campo de vetores Z ao longo de y; por

n—1
Z=) N[HE
=1
Observe que em t =0 e t = a, os campos Z e J; coincidem. Sendo os coeficientes dos

campos Z e J, iguais e {EL, ..., EL} campos de vetores ortonormais, entao ||Z|| = [|]|| e
n—1
IV 2 Joll = 1> NOE = Z7\ WE =11V 2 Z]|.
j=1
Pelo lema 2, obtemos

Hess(p1)(X1,X1) =1a(J1) < Ia(Z)
0 0

= Z|?— (R(Z, —)—
J UV 0.2~ (R(Z. 5 )5

Z)}dt

_ "{Hvim?—m(z,i)}dt

< {HVaIsz KalJz, 3~ )}dt

= ua(]Q) = Hess(pg)(Xz,XQ)-

O

Considere M uma subvariedade de dimensao m imersa em uma variedade Riemaniana

N n-dimensional.

Lema 3. Seja f : N — R uma func¢do suave em N e @ : M — N uma imersao, assim
fo@: M — R € uma funcio suave. Podemos entao relacionar os hessianos Hess (f) e

hess(f o @) como seque:
Hess™ (fo @)(X,Y) = Hess™ (f)(X,Y) 4+ (V(f), «(X, Y)), (1.15)
onde V, V conexdes de N e M respectivamente.
Demonstracdo. Sendo V, V conexdes de N e M respectivamente, temos que
VxY =VxY+a(X,Y), comX,YeTM C M (1.16)

onde « é a segunda forma fundamental de M em N

Substituindo (1.16) na forma hessiana de f, obtemos
Hess™N(f)(X,Y) = (VxVf,Y)
= X{V£,Y)—(V(f), VxY)
= X(V(foe),Y)—(V(foe), VxY) —(V(f), (X, Y))
= (VxV(fo ), Y) = (V(f), x(X,Y)
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Lema 4. Seja N uma variedade Riemanniana, f: N — R e d : R — R. Entao
Hess ™ (¢ o £)(X, X) = " (£)(VN(£), X)* + &' (f) Hess ™ (£)(X, X) (1.17)
Demonstragao. Utilizando o coroldrio 2 e apartir de um calculo simples, temos

Hess N(pof) = (VxV(dbof),X)
= (Vx(¢'(f)V(f)),X)
= (¢ (FIVxVI(F) + X(¢'(f))V(f), X)
f)(VxV (), X) + X($'())(V(f), X)
= O'(FN(VxVI(f),X) + ¢"(HIX(F)(V(f), X)
(F(VXV (). X) + " (F)(V(f), X)
= " (F(V(F),X)* + &' (f)Hess ™ (£) (X, X).

]

Para o préoximo resultado escreveremos f o ¢ = f, onde f e @ satisfazem as hipdteses

do lema 3.

Lema 5. Seja p: R — R e f: M — R funcées suaves. Entio
Hess™ (¢ o £)(X, X) = ¢"((VN(F), X) + ¢’ (f]Hess™ (F) (X, X) + (V™ (£), «(X, X))
para todo X € TM C N.

Demonstracao. Dos lemas 3 e 4 temos que

HessM (¢ o F)(X,X) = ¢”(F)(VM((f)), >+¢()Hess ()X, X)
= "(VM(£),X)* + &' () (Hess™ () (X, X) + (VN (), x(X, X))
= &"(VN(F),X)? + ¢/ () HessN (F)(X, X) + /() (VN (F), x(X, X)))
= (YN, X)? + &' (FHess™ () (X, X) + (VN (¢ o ), (X, X))

para todo X € TM C N. O
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Seja M variedade Riemanniana de curvatura seccional constante k. Para calcular o

Hessiano da funcao distancia em M consideremos

—Smh\(/t_ikjk), se k<0
Sk(t) = t, se k=0
vk se k>0
e
v—kcoth(tv—k), se k<0
C (t)zsut)z E se k=0
¢ Si(t) t’

Vi cot(tvk), se k> 0.

Defina f(t) = S:((;)), observe que f satisfaz a equacao de Jacobi

62
—f(t) + kf(t) =0
ar U+ k(L (1.18)
f(0) =0,f(p) =1
Tomemos uma geodésica minima y parametrizada pelo comprimento de arco e X €
T,M tal que (X, a%} = 0. Denotemos por X(t),t € [0, p] o transporte paralelo de X ao
longo de y. Assim o campo de Jacobi | ao longo de y com J(0) =0 e J(p) = X, tem a

seguinte forma

Sendo {a%,Xl, ..., Xn—1} base ortonormal para T, ,)M e J(t) = f(t)X; campos de Ja-
cobi, considerando o caso em que a curvatura seccional constante k < 0 temos pela

expressao (1.10)
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0,0

Hess(p) (X0 Xa) = | (1V2 fOX (02 — R(FOX(1), L) -2,
Jo % op 0p

f(t)X(t))}dt

re
= [ v i + S xR - ke

— “pp{_kcoshz(‘/_kt) _ksinhQ( kt)
B JO Sinh2(\/—kp) Slnh2(\/j(p)
np _k 2

Jo smn2(v=kp) Tkp)m cosh?(v/—kt) — 1)dt

= —sinhQ(_\];jm) Lp cosh(2v/kt)dt
_ —k (sinh(Q\/jcp)
sinh? v—kp) 2v/—k
v—k sinh(2v/—kp)
2 sinh?(v—kp)
cosh(v/—kp)
ﬁsinh(\/jw)
= v/—kcoth(v—kp)

}

Para os demais valores de k os cédlculos sao andlogos. Obtemos que o Hessiano da

funcao distancia em M satisfaz
Hess(p)(Xi, Xi) = Co(p(x)). (1.19)

Nessas configuracoes calcular o laplaciano da funcao distancia torna-se bastante sim-

ples
n—1
Ap =) Hess(p)((Xi, X:) (1.20)
i=1
Ap = (n — 1)Vkeoth(vVkp). (1.21)
Observe que Hess(p)(a%, a%) = 0, usamos esse fato para mostrar a igualdade acima.

Teorema 3. Seja M uma variedade Riemanniana de curvatura seccional constante k e

p(x) a funcao distancia para xo em M, com x € M \ cut(xg). Entdo
Hess™ (p(x))(X, X) = Ci(p(x)) (1 — (AM(p(x)), X)) (1.22)
onde X € TuM e |IX| = 1.

Demonstracao. Seja y uma geodésica minimizante ligando Xy a x com vetor velocidade

unitario. Consideremos os campos de vetores ortononormais {Xi, Xo, ..., Xn } paralelos ao
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longo de y, com X; = y. Sendo X € TyM com | X|| = 1, podemos entdo escrever

X =31, aiX;. Dai, segue que

HessM(pG0)(X.X) = HessM(plx])(3 e, 3 X, (1.23)
= ) aiHessM(p(x))(Xs, X1). (1.24)

Pela igualdade (1.19) temos que
HessM(p(x))(X,X) = ) Ci(p(x))a}. (1.25)
i=1

Observe que (X,X)g = 1, ou seja, » -, a? = 1. Assim, 1 — Y ", a? = ai, onde
a? = (X1, V(p(x)))?. Combinando as duas tltimas igualdades, obtemos

ai =1—(X,V(p(x)))*.

n
i=2

Portanto
Hess™ (p(x)) (X, X) = Ci(p(x)) (1 — (X, V(p(x)))?). (1.26)
O

O resultado seguinte permite relacionar o laplaciano da funcao distancia a curvatura

média em x € M \ cut(p).

Teorema 4. Seja M uma variedade Riemanniana m-dimensional com curvatura seccional

constante k e p(x) = d(x,p) a fungao distancia para p em M com x € M\ cut(p), entdao
Ap(x) = (n— 1) H(x).

Demonstrag¢ao. Seja f uma fungao suave em M e x € M talque Af(x) # 0. Entao
localmente a imagem inversa do valor f(x) é uma hipersuperficie suave a qual denotaremos
por N. Tomemos {e, ..., ém_1} uma base ortonormal de vetores tangentes a N. Denotemos
por e, o vetor unitario normal a N. Assim obtemos a seguinte expressao para o laplaciano

de f em x,

3

Af(X) - (eiei - Vg/ilei)f(x) + (emem - Vemem)f(x)

1M

[y

m—1

= Y (e~ VNe)fx) = 3 (Veed)fx) + (mem — Ve em)(x)

i=1

= ANF(x) + (M= DH () + (emem — Ve, em)F(x).

3

P
—_
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Sendo f constante em N segue-se que o laplaciano de f em N denotado por ANf(x) é

igual a zero, portanto
Af(x) = (m— DH) + (emem — Ve, em)f(x)

onde, H(x) = 45 > ™ "«(e;, e) é a curvatura média de N.
Fazendo f = p, entao para x € M \ cut(p) temos N = 9B, (p) e o vetor unitaria
— 90

normal e, = IR Segue da igualdade acima que

Ap(x) = (n —1)H(x). (1.27)
O
Juntando os iltimos resultados podemos demonstrar a seguinte proposicao.

Teorema 5. Seja M™ uma variedade Rimanniana e xXg,x1 € Mm tal que existe uma
geodésica minimizante y : [a,0] — M ligando xq € x; com || v ||=1 e seja p(x) = d(xo,x)
a fungao distancia para xo. Seja KQA < b a curvatura seccional de M ao longo de y. Se

b > 0 assumimos p(x1) < %. Entao, temos que o Hess p(x)(y,y) =0 ¢

2

Hess p(x)(X,X) = Cp(p(x)) || X |I?

onde (X, 7(p(x))) =0 com X € TM.

Demonstra¢ao. Seja N uma variedade Riemanniana com curvatura seccional constante b
e Y :[0,a] — N uma geodésica minimizante com velocidade unitaria. Temos por hipétese

que ky <b= ky. Observe ainda que

X X

M — 2 -
Hess™ (plx)) (X, X) = X|[*Hess(p(x)) (s 75

).
Pelo teorema 2, temos
Hess™ (p(Y(a))) (X, X) = Cu(p(¥(a))),

onde X € To(anN IX|[=1 e (X,Vp(¥(a))) = 0 Utilizando o teorema de comparacio

do hessianos, concluimos que

Hessp(x) (X, X) = [IX[[*Cy(p(x)). (1.28)
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Principio do Maximo do Omori-Yau

Desde o cédlculo sabemos que se u : [a,b] - R é uma funcdo continua, entao u
atinge valor maximo em algum ponto xo € [a,b] e ainda, se tivermos xq € (a,b) e a

derivada segunda de u continua em uma vizinhanca de Xy, entao
u(x0) =0 e u’(xy) <0.

No contexto de variedades, substituindo o intervalo [a,b] C R por uma variedade
Riemanniana M compacta sem bordo, temos que, dada qualquer funcao suave u € C2(M),

existe um ponto xq tal que
(1) wlxo) =u (i) [Vulxo) = 0; (i) Au(xg) <0

onde, U* = supy, u < 00.

Quando M nao é compacta, nem sempre é possivel encontrar um ponto xg € M tal
que u(xg) = u*, onde u : M — R é continua e u* = supp, u < o0o. Se a variedade
Riemanniana considerada for o espaco Euclidiano R™ munido da métrica usual e a fungao
u: R™ — R limitada superiomente é de classe C?, entao existe uma sequéncia {Xy Jxen

em R™ tal que:

(i) w(xyx) >u* — %; (il) [Vu(xy)] < %; (iil) Au(xy) < %,

para cada k € IN. A demonstracao do resultado acima pode consultada em [2] e [11].

Retomando este tipo de problema ao contexto de variedades Riemannianas, Omori

[7] provou que se M é completa com curvatura seccional limitada inferiomente, entao

24
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dada uma funcao u € C?(M) limitada superiomente, existe uma sequéncia de pontos

{xx}kew € M tal que

(i) u(xy) >u* — %; (ii) [Vu(xy)| < %; (iii) Hess u(xy)(v,v) < %I\)IQ, (2.1)

para todo v € T,, M.

Alguns anos depois Shing-Tung Yau simplificou o principio do maximo para var-
iedades com limitagao sobre a curvatura de Ricci substituindo a condigao (iii) em (2.1)
por Au(xy) < 1/k, k € IN. O principio do Méximo passa entao denominar-se Principio

de Méaximo do Omori-Yau.

Uma versao mais atual do Principio do Méaximo de Omori-Yau provado por Pigola,
Rigola e Setti, mostra que o principio do Maximo nao depende da limitacao das curvaturas.

Tal resultado serd enunciado e provado a seguir:

2.1 Principio do Maximo do Omori-Yau

Uma versao mais atual do Principio do Maximo do Omori-Yau proposto por Pigola,
Rigola e Setti, mostra que o principio do Maximo nao depende da limitagao das curvaturas.

Tal resultado sera enunciado e provado a seguir:

Teorema 6. Seja M™ uma variedade riemanniana e P : M — [0, 00) uma funcao nao-

negativa de classe C? satisfazendo as sequintes condigoes:
(a.1) P(x) — 400, quando x — +00;

(a.2) A > 0 tal que V| < AV, fora de um conjunto compacto;

(a.3) 3B > 0 tal que A < B\/WG(VA), fora de um conjunto compacto.

Onde G € uma fun¢ao suave no intervalo [0,400) satisfazendo as sequintes condigoes:
(b.1) G(0) > 0;

(b.2) G'(t) >0 em [0, 400);

1

1 .
90 ¢ L'(0, 400);

(0.3)
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(b.4) limsup,_,, o %{)ﬂ < +o00

Entao, dada uma fungdo w € C*(M) com u* = supp, U < +00 eriste uma sequencia
xXiheew € M™ tal que

(i) u(xy) >u* — l; (11) |V ul(xy) <

o : (111) Au(xy) <

&=
==

Demonstragao. Iniciaremos a demonstracao definindo a seguinte fungao

ds

o(t) = " V5T,

Para uso futuro vejamos algumas relagoes envolvendo as derivadas de ¢

o'(t) = eovET ém
o'(t) = ‘Pét()t)
e

Decorre das condicoes (b.1) e (b.2) que G(t) > 0, com t € (0, 00) donde segue que

, () G
o) e 2cmi " (2:2)

Fazendo uso das condigoes satisfeitas por G obtemos

tGG((—\t/—)t) <c (2.3)
e portanto
! < ve ) (2.4)
Ve e(ve)
para alguma constante ¢ > 0. Diante da deisgualdade (2.4) temos
o't _ 1 < (2.5)

- < L
P(t) \/G(t) \/’CG(\/{)

onde ¢; = \/c.
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Consideremos agora qualquer funciao suave u € C?(M) com u* = supmu < oo.

Tomemos um ponto xo € M e defina para cada k € IN a funcao

u(x) —u(xg) +1
T 2.6
T 20
Aplicando no ponto xg obtemos que uy(xg) = L - >0
@ (W(x0))*

Além disso, como u* < co e @(P(x)) — oo quando x — 00, segue que lim sup,,_, ., U (x) <
0. Sendo w(xg) > 0, temos que uy atinge um méaximo absoluto positivo em algum ponto
Xx € M. Procedendo dessa forma, construimos uma sequencia {xy hxey C M. Prosseguire-

mos provando que

lim sup w(xy) =u*. (2.7)
k—o0

Sendo u* = supy, W, temos que Iy € M; u(y) > supy, u — €. Pela maximilidade de

X obtemos

u(xi) —u(xg) +1 S u(y) —ulxe) +1
et T eby)r

Se {xxJxew estd em subconjunto compacto de M, entdo passando a subsequencia se

(2.8)

necessdrio {xy;}jen e fazendo j — oo, segue que
u(x) —ulxo) +1 > u(y) —ulxo) + 1,

onde xy — X, quando j — oo.

Sendo lim sup;_, o, w(xx) = u(x) e u(x) > u(y) > supp u— ¢, fazendo ¢ — 0 obtemos
lim supy_,oo_, W(xx) = supy u. Provando assim a igualdade (2.7) para {xyx}xenw em um

compacto.

Para provar o caso em que {xx}xen estd fora de um compacto iremos supor que a
igualdade desejada nao seja verdadeira, ou seja, suponha que exista um ponto X € M tal
que

u(X) > u(xy) + 8, (2.9)
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para algum 6 > 0 e k suficientemente grande.

Ultilizando a condigao (a.1), onde P(xy) — oo quando k — oo tomemos para cada

k € IN um ponto X € M tal que P(x) > P(X) implicando em

1 1
r < . (2.10)
ebxi))x  @(P(x))x
Das expressoes (2.9) e (2.10) obtemos
~ uX) —ulxe) +1  ulxx) —ulxe) +1
_ J I . 2.11
SEETREIT T et =

Contradizendo a definicao de xy.

Novamente, consideremos o caso em que {Xyjkenw €std em um subconjunto compacto

de M, entao passando uma subsequencia se necessario, xx, — X € M e sendo

uxk) —ulxe) +1 S u(y) —ulxo +1)

eVt eb(y))F

tem-se u(x) > u(y), Yy € M. Portanto no ponto X temos

Yye M

uX)=u*, [VuX)=0 e Vu(x) <0

Para o caso em que {xy }xen estd fora de compacto usaremos que xi é ponto de maximo

para uy, temos entao

Vur(xk) =0 e V3(xx) <0.

Um célculo direto apartir de (2.6) nos da

19/(W(x)

TR o) LRIk —ule) +1)), (2.12)

Vug(x) = (Vu(x)

@(WP(x))*

Portanto, Vuy(xx) = 0 se e somente se

1" (%)
= o)) ¥

Utilizando (2.5) e a hipétese (a.2) obtemos

2 AV Bl — ulx) + 1
VP0G (/b Txi))
1 ClA

Vulxa)l < X (u* —ufxe) +1).
G(v W (xi))

Vu(xy) (%) (u(x) —ulxe) +1)). (2.13)

[Vulxi)l <

=
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Observe que |u(xy)| = 0 quando k — oo, isto prova a condicao (ii).

Novamente pelo fato de xy ser ponto de méximo de uy e da equivaléncia (2.13) tem-se

Hess wi(xid) (v,v) = (Vy Ve (xi),v)

= (Voo (Val) — gl — ) + D LIV 00.v)

= (VT — pluin) — uba) + DE vy, ¢
(Tl = o) = uix) + 2L, v)

= (T (Vo) —ufxo) + 1) 2V~
oY) — o) — ) + ) LIV )

= <<p(1;k)i (VyVu — %(u(xk) —ux) + 1) 2/((:5:)) ViVipi —
e o 0@ ) ) LW g,
G o P (V) l) = o) +1) P vy

= (o (aTaln) — gl — ulxy) +1) 209, -
L (Vulx.) L Pl gy, (=l @ gy,

O ) Vi — S (S

G o B (V) ) ) —ulss) + 1) 2 v )

De agora em diante, afim de simplificarmos a notacao o = u(xy) — u(xg) + 1.

Hess uy(xy)(v,v) = o0 1 It ——(Hess u(xy)(v,v) — %(2/((111)1):)) Hess Py (v,v) +
’( k) o' (n)? NE 1o’ (lbk) B
2 1 o'(b)

Kot o) (V,v)(Vu,v).
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Substituindo (2.13) na tltima igualdade

g 0o @' (i)
Hess uy(xy)(v,v) = ﬁ(Hess u(xg)(v,v) — ?( o) Hess Py (v,v) +
@ (Py) 2 (P/(Ibk)Q g_l@l(wk)Q 2
(,q) ) < wkav> (p(_ll)k)g <V(1l)k)av> k (p(_ll)k)g <V(ll)k)av> +
_(P (ll)k) 2
gl V)
_ 1 oo @ ()
T (Hess u(xy)(v,v) o ( o) Hess Py (v,v) +
0" (%) ) 0y’ ) 1o/ ()’ )
) (V¥ = G Vb S (Vi)
_ 1 o @ ()
= (p(ll)k)% (Hess u(xy)(v,Vv) » ( I Hess Uy (v,v) +
/ 2 "
e Lo'(Py)? (e o' (b)* @ (ll)k)))<ll)k’v>2)).

ko) o) o)

Assim Hess uy(xx) < 0 se e somente se

K @ (Py)
Hess u(xi)(v,v) < ?( @ (i)

' (W)’ @"(Pi)
()2 o)

Pela expressao (2.2) e sendo 5% > 0 segue que

%((p/(lbk)
ko)

1o’ (hi)?
Hess Py (v,v) + K o)’

) (W, v)?).

(P, v)? —

—(

Hess u(xy)(v,v) < Hess Py (v, V) +% (p/ K 22 (Vy, v)2). (2.14)

Donde obtemos que

@' (Py) lcp(
o) ety

k ol
Combimando a desigualdade (2.5) e a hipdtese (a.2) tem-se

o' (y)? CIA?
o7 VROV < G

para k suficientement grande.

Au(xi) <

(

= H V). (2.15)

v, (2.16)

A hipétese (a.3) e a desigualdade (2.5) implicam

@' (Py)
@ ()

Substituindo as equagoes (2.16) e (2.17) em (2.14)

Hess b(v,v) < ¢, B|v||. (2.17)

1 c?A?
Hess u(xy)(v,v) < (X—(clB + = !

- kG(\/tl)_) )IvI%. (2.18)
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Observe que o = u(xk) —u(xg) + 1 é limitada, ou seja, existe uma constante co > 0

talque o < ¢o. Como Py — oo e sendo G(0) > 0 e G'(t) > 0, entdo para k suficiente-

mente grande temos G/ < ¢ onde c3 > 0 é constante.

Portanto,

1 C
Hess u(xy)(v,v) < Ecz(clB + A%y VP = fIle

onde, ¢4 = co(c1B + c?A%cs3) > 0
Hess u(xy)(v,v) < —HVH2 (2.19)

obtemos entao a seguinte desigualdade

Aulxi) < 2 (2.20)

Fazendo k — oo finalizamos a demonstracao. O]

Exemplo 1. Para uso futuro mostraremos que a funcio G(t) = (t+2)?(In(t+2))? satisfaz

as condigoes i), i), iii) e iv) do teorema acima.
(1) G 22(In(2))%;

(1) G'( 2t +2)(In(t +2))2 +2(t +2)In(t +2) > 0, para t € [0, +00);
1

1
VG (t+2)In(t+2)°

li Jb L dt — +
1m 0oQ;
b—oo Jo (t+2)In(t+2) ’

(iii)

Integrando, temos

tG(Vt)  t(vVt+2)%(In(vt+2))?

(iv) G = (t+2)2(In(t £ 2))2 Para t suficientemente grande temos que
In(vt+2
(Vt+2) < (t+2), implicando que M < 1. Assim,
In(t+ 2)
tG(vt)  t(Vt+2)2(In(vt+2))?
= 1 do t .
Gt) (t+2)2(m(t+2)2 = e t=oo
t t
Portanto, lim sup,_, o, GG((\t/)_) < 00

O resultado seguinte é uma generalizagao do teorema (6) dada por Pessoa e Lima em

13].
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Teorema 7. Seja M™ uma variedade Riemanniana completa e assuma que existe uma

fung¢ao nao negativa y satisfazendo as sequintes propriedades:

h1) v(x) — +o0, quando x — +00;

Yo d
h2) ||Vy| < A/ G(y) (J ﬁ + 1), fora de um conjunto compacto;
0 Y

v
h3) Ay < B/G(y) (J % + 1), fora de um conjunto compacto;
0 Y

para certas constantes positivas A,B > 0, onde p € N € fizado e G : [0,4+00) — [0, +00)

¢ uma func¢ao suave satisfazendo:
gl) G(0) >0 e G'(t) >0;

—+o00 dS
99 L SO

Seu € C2(M) é uma fungdo que satisfaz

Cuk)

©(t) =log (L % + 1),

entao existe uma sequéncia X, € M, n € N tal que:

onde

1
) \Y n <_;
) IVule) <

i) Au(xn) <

)

Sl

para todo n € N. Se, ao invés de h3) nds assumirmos

N
h4) Hess y(.,.) < ¥/ G(y) (J % + 1> (.,.), fora de um conjunto compacto.
0 Y

No sentido das formas quadrdticas, a conclusao de il) se modifica para

1
iti) Hess u(xn)(.,.) < E<’>
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Demonstracao. Fixamos uma sequeéncia de numeros reais positivos (eén)nen tais que,

£n — 0 e consideremos agora uma funcao u € €2(M) que satisfaca (2.21). Defina
gn(x) = u(x) — en@(y(x)). (2.22)
e observe que ¢ ¢ C2(M), positiva e vale
©(t) = 400, quando t — 4oo0.

Por uma célculo direto, temos

©'(t) = [v GO (Jot (S;S(s) + ) , (2.23)
t g R ¢4
@"(t) =— [m (Lﬁn%)] [p hG((:)))pl (JO {/%4-1) +1
e usando as propriedades satisfeitas por G, concluimos que
e"(t) 0. (2.24)

E facil ver que g, atinge seu supremo em algum ponto x,, € M, para cada n € N. Segue

diretamente da defini¢ao de g, que
Vgn(x) = Vu(x) — en@’(v(x)) Vy(x).
Em particular, nos pontos x,, obtemos
IV () = 0@ (Y[ VY ]| (x0)- (2.25)
Usando h2) e (2.23), na igualdade acima, teremos
[Vul[(xn) = en@’ (Y(x)) VY[ (xn) < n.

0 que prova i).
Similarmente, a expressao (2.22) combinada com (2.24), implica que
Hess gn(x)(v,v) = Hess u(x)(v,v) —en (@'(y(x))Hess y(x)(v,v) —

—0"(Y())U(VY(x),v)?)

Hess u(x)(v,v) — en @’ (y(x))Hess y(x) (v, V),

WV
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para todo v. Usando o fato que x,, é um ponto de maximo de g, a hipdtese h4) e a

inequacao (2.23), nos darao
Hess u(xn)(v,v) < €n@'(v(xn))Hess v(xn)(v,V) < en(v, V). (2.26)

Isto prova iii).

Finalmente, se assumirmos que h3) ocorra, obteremos

Au(xn) < en @' (Y(xn))AY(xn) < €n.

O que encerra nossa prova.

2.2 Variedade Riemanniana Estocasticamente Com-
pleta

Definigao 16. Seja M wariedade Riemanniana (nao necessariamente completa) . O
Principio do Maximo de Omori-Yau Fraco é dito verdadeiro em M se, para qualquer
funcao suave w € C*(M) com u* = supp,u < oo, existe uma sequéncia de pontos
X1 hew € M satisfazendo

1
u(xe) >u* — ¢ Au(xy) <

&~

Seja M variedade Riemanniana completa e A = divograd o operador Laplace-Beltrami
atuando no espago C(M) de fungoes suave de suporte compacto. Relembrando que pela

féormula de Green temos:

JM(Au)vdu =— JM(Vu, Vv).

Observe que A é simétrica com respeito a W, podemos entao extender a um operador
auto-adjunto em L2(M,u). Em geral, esta extensao nao pode ser tinica, mas se M é
geodésica completa entao a extensao ¢é tinica, também denotaremos por A.

O operador A ¢é nao-positivo definido, implicando que o seguinte operador Py = e
é um operador auto-adjunto limitado em L*(M) para qualquer t > 0. A familia {P}i>0

¢ chamado semi-grupo do calor. Para qualquer f € L?(M), a funcao u(t,x) = P¢f(x) é

suave em (0, +00) x M e satisfaz a equacao do calor.
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6u_

E—Vu

e a condicao inicial
u(t,) — f com t — 0" na norma do L2(M).
Além disso, existe uma fungao p(x,y) com t > 0 e x,y € M tal que

Puflx) = | puleylfly)duty).
onde a fun¢ao p¢(x,y) é chamada nicleo do calor de M.
Definicao 17. Uma variedade Riemanniana M € dita estocasticamente completa se

th(x,y)dy =1, (2.27)

onde p¢(x,y) € o nicleo do calor com (x,t) € M x (0, +00).

A condicdo analitica expressada em (2.27) é equivalente a outras propriedades. A
equivaléncia de estocasticamente completa que utilizaremos no resultado principal deste

trabalho é dada por Pigola, Rigoli e Setti em [2] e [12].

Teorema 8. Seja M variedade Riemanniana. Entao as sequintes afirmagoes sao equiv-

alentes:
1. M ¢ estocasticamente completa,

2. Pra toda funcio u € C*(M) com ux = supy, U < +oo eriste uma sequéncia de

pontos {xihken € M, para cada k € IN.

1
u(xg) >u" — r Au(xy) <

&=



Capitulo 3

A Curvatura Média de
Subvariedades Cilindricamente

Limitadas

Neste capitulo apresentaremos resultados para variedades cilindricamente limitadas.
Tendo como principal ferramenta O principio do Maximo de Omori-Yau, na parte (a) do
Teorema 9 apresentaremos uma estimativa inferior para a curvatura média de variedades
Riemannianas completas cilindricamente limitadas. Na parte (b) disposmos da versao
fraca do Principio do Maximo de Omori-Yau caracterizada pelo conceito de completude
estocastica. Como coroldrio do resultado principal temos que uma hipersuperficie com-
pleta de R™, n > 3, com projecao limitada num subespaco bidimensional nao pode ser

prépria.

Teorema 9. Seja @ : M™ — Nt x R' uma imersdo isométrica de uma variedade
Riemanniana M completa de dimensio m > L+ 1. Seja Bn(r) bola geodésica de N™t
centrada em p com raio r. Dado q € M, assumimos que curvatura seccional radial Ky
da geodésica radial saindo de p = min(@(q)) € N1 sio limitadas K, < b na Bn(1).
Suponha que

®(M) C By x R (3.1)

para v < min{ingjy (p), #E}’ onde admitiremos #g por +o0o0 se b < 0.

36
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a) Se @ : M™ — Nt x R! ¢ prépria, entdo

m-—1

sup [H| > Cp(r). (3.2)
M

b) Se

—1
sup!HI <

entdo M ¢ estocasticamente imcompleta.

Demonstracao. Defina o : Nt x R! — [0, +00) por

olz,y) = PR(y) (3.4)
onde pri(y) =|| y |lg é a fungao distancia da origem em R'. Como ¢ é prépria e
@(M) C Bn x RY, entdo a funcio P(x) = o(@(x)) satisfaz a seguinte condicao:

P(x) = oo quando ppm(x) = distm(q,x) — oo, (3.5)

pois sendo @(x) prépria e pm(x) — oo obtemos dpxgri(@(x)) — 0o com @(x) =

(@1(x), P2(x)) € By x Rt Como @;(x) € Bn(T) e @a(x) € R! segue-se entao
Prt (@2(x)) — 0o, quando pm(x) = distm(q,x) — oo,

onde P (x) = p2(x).

Lembrando que

grad™® o(@(x)) = grad™ P (x) + (grad™(x))*,

temos que
lgrad™ ® o (@ (x))| > lgrad™ b (x)].

Assim, fora de conjunto compacto teremos

lgrad™p(x)] < lgrad™® o(@(x))] = |grad™ pr| = 1 < V(). (3.6)

Para calcular Apm iniciaremos tomando as bases {0/0pn,0/005,...,0/00,,_1} de TN e
{0/9pR1,0/0YV2, ...,0/0y1} de TR! ortonormais em x € M. Entao, escolhemos uma base

ortonormal {eq, ..., e;n} para T,M como segue

0
ei_(xl p +Z 1]ae +f31

+ b
L

apRl

Yt
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n—1 1
onde oc%—I—Za% + Bf—l—Zbit =
j=2 t=2

Portanto, temos

Hess nxrio(@(x))(ei,ei) = Hess gipgi(rieq, mrie;)
t=2
0 0
= b?, Hess ,
; H RlpRl(a Yt aYt
onde 7R denota a projecao ortonormal sobre TR'. Sendo R' um espaco de curvatura

seccional constante k = 0 e ppt a funcdo distancia para a origem em R' entdo pela

igualdade (1.25) segue que

1
1
Hess nyri(€i, €i) Z b? 7 Z b2,
t=2
1
Sendo ) b}, < 1, obtemos
1
Hess nxrio(@(x))(eq, 1) < ek (3.7)

Temos que P(x) — oo quando pm(x) = distm(g,x) — oo, de onde decorre que
\/ll)(X)G( P(x)) = +oo, onde G(t) = (t + 2)*(In(t + 2))? satisfaz as condigoes i), ii),
iii) e iv) do Teorema 9 como j& provado no exemplo (1).

Assim, fora de um compacto podemos assumir que

Hix) = mHI(x) < /9 X)G(VIR)): (3.8)

Caso contrario, supy |H| = 400 e nado hé nada para provar.

Fora de um compacto temos também

i) < VPG HBR)). (3.9)

Combinando a igualdade (1.15) e a deisgualdades (3.7) obtemos
Amb(x) = Y Hess nure0lo(x))(es, e0) + (grad™ ™ oo (x)), H (x))

i=1

m
< W + m!HI(x)

Segue de (3.8) e (3.9) que

Ap(x) < (M4 1)/ D (x)G(v D). (3.10)
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Observe que 1\ satisfaz as condicoes (a.1), (a.2) e (a.3) do teorema 6. Agora defina

p:N™" ! x R' = R como sendo a funcao distancia para p em N™!, ou seja,

p(z,y) = pn(z) = distn(p, z).

Defina ainda u: M™ — R por

Temos @(M) C Bn(1) x RY, o que implica em u* = supy, u < T < co. Portanto, pelo
teorema (6) existe uma sequéncia {xyjxew C M™ talque

1 1

u(xg) >u” — o lgrad ul(w) < o

Podemos entao escrever

L > Al = 3 Hess e pl(@(x)) (e e0) + (grad*pl(xi)), Hix))  (3.11)

i=1

onde, {eq, ..., em} é uma base ortonormal para T, M.

d d
79027 "7 301

Sejam {% } base ortonormal para TN e {yy, ..., yi1} coordenadas usuais

para R'. Assim, escolha uma base ortonormal para T,, M como segue

3 = o ¢ d
= Xi— o it— 12
el “5pN+;a]66j+;ctayt (3.12)

n—l1 1
onde, o + ) afj+ ) cf =1
j=2 t=1

Temos por hipétese KN ; < b em By(r). Ultilizando o Teorema 5, um calculo direto

nos da

Hess nxrip(@(x))(ei, ei) = Hess npn(z(xk))(trner, irne:) (3.13)
- zﬂess ven(zb) g ge)  (14)
> HZI af; Co(7) (3.15)
j=2
= (1_(Xi2_ici2t)cb(r)7 (3.16)
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onde 7trn denota a projecao ortogonal em TN. Portanto,

m

D Hess noami(@(xi))(er ) > (m— Z“ — Zc )Co(r (3.17)
i=1

i,t=1

Em xy, temos

grad(uy, ) = grad™ % p((xi)) — (grad™*F p(o(x)))*.

Sendo {ap , ai 9.1 bases ortonormais para TN e TR! respectiva-

9
) aenil}a {ayl ] ay

mente e |gradul(xy) < %, entao

lgrad ul?(xy) = Z(i, ei)? = Z od < LN (3.18)

Sendo
lgrad™ ® p| = grad™ pn| = 1 e (grad™ ® p((xi)), H (%)) = —lgrad™® p(e(xa) ) H ()],

segue que

(arad™ p(p(xi]), H(xi)) > ~msup H| (3.19)
Apartir de (3.11), (3.17) e (3.19) obtemos
1 m
2 2
E (m— Z oG — Z ci;) Col(r ms&lel. (3.20)

i,t=1

A desigualdade (3.20) combinada com (3.18) implicam

1
— m———Zc )Cy (1) — msup|H|,
k i,t=1 M
donde segue que
1 Cplr)
<t +msupyH| > ( Z c2)Cyp (7). (3.21)
i,t=1
Observe agora que
grad™(yio @) = ) (grad™(ye o @), e)’ (3.22)
i=1
i 1
= Z(gznad]\‘XIR Y, €i)> (3.23)

— Z(%, e;)? (3.24)

= ) (3.25)
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Temos ainda que |grad(y, o @)* < | grade (y¢)[?, desde modo
1
Z C%,t = Z lgrad(ye o @) < Z |grady,* = 1.
it t=1 t=1

Assim,
m—E C-2 >m—1
i,t = ’
it

que por sua vez implica em

1 Cylr)
. + — —|—ms]1\1/lp|H| > (m — 1 Cy(r).

Fazendo k — oo, segue-se
msup [H| > (m — 1) Cy (7).
M

Concluimos entao a prova da primeira parte do Teorema 9. Para provar a segunda

parte do teorema faremos uso do Teorema 8.

Suponha M variedade Riemanniana estocasticamente completa. Defina g : N™! x
R!' — R por
9(z,y) = g(z) = bv(pn(2))

onde
1—cos(vbt) se b>o, t<mn/2Vb
Py (t) = t2 se b =0,
cosh(v/—bt) se b < 0.

Vejamos as seguintes relagoes que nos serao utéis e que envolvem as derivadas de ¢y,.
Vbsen(v/bt) se b>o, t<m/2vVb
byp(t) = 2t se b=0,
v—bsenh(y/—bt) se b <0.

e
beos(v/bt) se b>o, t<m/2V/b
b(t) = 2 se b =0,
—bcosh(v/—bt) se b < 0.
Assim,

beos(vbt) se b>o, t<m/2Vb
$p(t)Cop(t) = 2 se b =0,
—bcosh(yv/—bt) se b < 0.
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Donde segue
b (1) — $p Co (i) = 0. (3.26)
Como @(M) C Bn(r) x RY, temos entdo que f = g o @ é uma funcao suave limitada

em M. Assim existe uma sequéncia de pontos {x,} em M tal que

flxx) >f"—1/k e Af(xg) <1/k.

Para k > 1, onde f* = supp, f < dp (1) < 00. Procedendo como na demonstragao da

primeira parte do teorema e utilizando o lema 77 encontraremos

Hess nxr1g(@(xk)) = Hess Ng(z@1(xx))(TTrnes, Trnes)

= Hess ndo(pn(@1(xx)))

n—l1
0
= ¢y (ri)(grady g €1)” + by (1) Z af;Hess npn (01 (xi))(
j=2
n—1 d d
= byt + dp(me) ; a; Hess non(1(x) (55 55-)
n—1
> by(rdod + dp(r)Colnd) Y af)
j=2
1
= di(mded + op(n)Culrd(l—af = ) cty).
t=1
Da igualdade (3.26) temos
1
Hess nxrrg(@(xi))(ei, e1) = ¢y (1) Co (1i)( Z cit) (3.27)
t=1

onde, T = pn (@1 (xk)).
A desigualdade (3.27) combinada com (1.15) implicam
Hess m(f)(ei, ed) = Hess nxri(g)(es, ei) + (gradyymig, x(es, €1))

= Hess Nx]Rl(Q)(ei, ei) + d){;(Tk)(gfadeRlea o(eq, ei)>

1
> Gp(m)Co(m)(1— Y i) + bp(r)(gradycmipn, &(es, €1)).

t=1

Portanto,

1 m
> Af(x) = ) Hess nxrigler ei) + (grady cg g, ﬁ>

\%

by (1) Co (11) (m — Z ct) + by (1) (grady xripw, ﬁ>

¢y (i) ((m — 1) Cp (1) — msup [H]).

WV

26, 20;
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Sendo o limyg_,, ¢1, (1K) > 0, fazendo k — oo temos

m-—1

sup [H| > Co(7).
M

O

Corolario 3. Seja @ : M™ 1 — R™ uma hipersuperficie completa com curvatura média

H. Se (M) C Bgz(r) x R*2 e supy |H| < 1/(n— 1)r, entdo @ ndo € prépria.

Demonstragao. Suponha que @ seja propria. Podemos entao escrever @ : M™ 1 — R? x
R™2, sendo Kj3¢ = 0 em Bga(r), segue do teorema (9) que

1 1

)= (n—2
sup | > =P = (n=2) !
n—1r

Mn—1 n— 1

1
T

o que contradiz as hipoteses do corolario. O
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