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Resumo

Apresentaremos uma descricao completa de todas as superficies de Weingar-
ten lineares rotacionais na esfera euclidiana S3. Tais superficies sdo caracte-
rizadas pela relacgao:

aH+bK = ¢,

onde H e K representam as curvaturas média e gaussiana, respectivamente,
enquanto a,b e ¢ sao constantes reais. Este trabalho baseia-se no artigo
Rotational Linear Weingarten Surface into the Fuclidian Sphere de Barros,

Sousa e Silva em 2011.



Abstract

We present a complete description of all rotational linear Weingarten surfaces

into the Euclidean sphere S®. Such surfaces are characterized by the relation:
aH +bK = ¢,

where H and K represents the mean and Gaussian curvatures, respectively,
while a,b and ¢ are real constants. This work is based on Article Linear
Weingarten Rotational Surface Sphere into the Fuclidian de Barros, Sousa e

Silva in 2011.
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Introducao

Uma superficie M? no espaco Euclidiano R? é chamada uma superficie
de Weingarten se existir uma relagao entre suas curvaturas principais k; e
ko, mais precisamente, se elas satisfazem uma rela¢do do tipo W (ky, ks) =
0, onde W é uma funcao suave definida sobre o espaco Euclidiano R?, de
especial interessse se W (ky, ko) = U(H,K) = 0, onde H e K representam
as curvaturas média e Gaussiana de M, respectivamente. Essencialmente,
tais superficies sao uma generalizacao de superficies de curvatura constante.
Substituindo o espaco Euclidiano R? pela esfera Euclidiana S® ou o espaco
hiperbdlico H3(—1) como espago ambiente temos a mesma defini¢io. Em
particular, trabalharemos com S? como espaco ambiente e abordaremos as
superficies de Weingarten do tipo linear, neste caso a fungao U satisfaz uma

relagao linear do tipo:
UH,K)=aH +bK —c=0,

onde a,b,c € R.
Este trabalho tem como objetivo classificar as superficies de Weingarten
lineares rotacionais em S®, abreviadamente SWLR , tais superficies, além das

propiedades j4 citadas acima, sdo geradas pela agao do grupo O(P?) sobre



uma curva perfil v C P3N'S?, tal que, v N P? = (), onde P" é um subespaco
n-dimensional de R* e O(P?) é um subgrupo do grupo das isometrias de S?
que preservam P? fixo. Tomemos uma parametrizacao para v em S dada
por (s) = (2(s), y(s), #(s)), com x(s) > 0.

Um ingrediente fundamental para o entedimento das propiedades qualita-
tivas das SWLR é o sinal do discrimante A, o qual é definido por A = a?+4bc,
consideraremos o caso em que A # 0.

Primeiramente apresentaremos uma relagao fundamental que caracteriza

as SWLR na esfera Euclidiana S3:

b
g\/l — 2 — 32+ 5(:02 + %) + gxz = q,

onde a é uma constante. Associaremos cada SWLR a fungao x e ao parametro
a correspondentes, diremos que uma solucao x da equagao diferencial ordinéria
acima é completa se x estd definida para todo s € R ou tem apenas os valores
(0, £1) como valores de aderéncia, solugoes completas definem SWLR completas.

Através do estudo dos pontos criticos e das curvas de nivel da fungao

F: D — R definida por

b
F(u,v) = g\/l —u? -2+ §(u2 +v%) + gu2,

onde D = {(u,v) € R* : u > 0 e u? +v? < 1}. Encontraremos restrigoes
a respeito dos possiveis valores de « e através destes determinar se uma

SWLR é completa ou nao. Mais precisamente, mostraremos que:
1. a € min{0, 2}, o).

2. Nao existe SWLR M, completa imersa tal que

: b b b b+c
a € (m1n{0,§},max{0,§}> U <§, 5 )




3. Para todo o € (max{0, 2}, ag), M, é uma SWLR completa imersa.
4. Se o = oy, entao o toro de Clifford em S* é a tinica SWLR completa,

onde M, é a SWLR associada ao parametro o. Como tltimo resultado deste
trabalho mostraremos a existéncia de uma familia de SWLR imersas em S?

que nao contém superficies isoparamétricas.



Capitulo 1

Nocoes Preliminares

Neste capitulo abordaremos de forma concisa algumas defini¢oes e
resultados que serao utilizados no decorrer deste trabalho, estabeleceremos

também a terminologia que sera utilizada no decorrer do mesmo.

1.1 Curvas

Definicao 1. Uma curva diferencidvel parametrizada €é wma aplicagao
diferencidvel o : I — R3 de um intervalo aberto I = (a,b) da reta R em R3.
Uma curva diferencidvel parametrizada o : I — R® € chamada regular, se

o/(t) # 0 para todo t € 1

Definicao 2. Seja o : I — R® uma curva parametrizada, diferencidvel e

reqular, a fun¢ao s : I — R dada por:

(1) = / o/ (€) e

¢ chamada funcao comprimento de arco da curva o apartir de ty, ondety € 1.
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Proposicao 1. Uma curva reqular o : I — R3 estd parametrizada pelo

comprimento de arco, se e somente se, |o/(t)| =1, para todo t € I.

Definicao 3. Seja o : I — R3 uma curva parametrizada pelo comprimento

de arco t € I. O numero | (t)| = k(t), chama-se curvatura de o em t.

1.2 Superficies Regulares

Definicao 4. Um subconjunto M C R? é uma superficie reqular se, para cada
p € M, existe uma vizinhanca V de p em R® e uma aplicacio X : U — VM
de um aberto U de R? sobre VN M C R? tal que:

1. X ¢ diferencidvel.
2. X € um homeomorfismo.
3. Para todo q € U, a diferencial dX, : R* — R? € injetiva.

Definicao 5. Seja M C R3 o conjunto obtido ao girarmos uma curva reqular
plana v em torno de wm eizo no plano que ndo encontra a curva; vVamos
considerar o plano xz como o plano da curva e o eixo Oz como o eixo de
rotacdo. Seja

r=f),z=9gw),a<v<b, f(v) >0,

uma parametrizacao para vy e denote por u o angulo de rota¢ao em torno do

eizo Oz. Assim, obtemos a aplicacao X : U — M definida por

X(u,v) = (f(v) cosu, f(v) sinu, g(v)),

onde U = {(u,v) € R*0 < u < 2m,a <v <b}. S éuma superficie reqular

chamada de superficie de revolu¢do. A curva v € chamada curva geratriz de



M, e o eizo Oz € o eixo de rotacao de M. Os circulos descritos pelos pontos
de v sao chamados de paralelos de M, e as vdrias posi¢oes de v sobre M sao

chamados de meridianos.

Proposicao 2. Seja M uma superficie de revolugao parametrizada por

X(u,v) = (f(v) cosu, f(v)sinu, g(v)),

onde a curva geratriz é dada por y(v) = (f(v),0,g(v)), se a curva 7 estiver

parametrizada pelo comprimento de arco, entao os meridianos sao geodésicas.

Definicao 6. Uma superficie parametrizada X : U C R? — R3 € uma
aplicacao diferencidvel X de um conjunto aberto U C R? em R3. O conjunto
X(U) C R ¢ chamado o trago de X. Dizemos que X € reqular se a
diferencial dX, : R* — R? ¢ injetiva para todo p € U. Um ponto p € U onde

dX, nao e injetiva € chamado ponto singular de X.

Definicao 7. Uma superficie reqular conexa M ¢ denominada completa
quando para qualquer ponto p € M, qualquer geodésica parametrizada 7y :
[0,€) — M, comegando em p = ~(0), pode ser estendida e parametrizada

por v : R — M, definida sobre toda a reta R.

Proposicao 3. Uma superficicie fechada M C R?® é completa.

1.3 Aplicacao Normal de Gauss

Definicao 8. Seja M C R?® wuma superficie com uma orientacio N. A

aplicagio N : M — R3 toma seus valores na esfera unitdria
S* = {(x,y,2) € R* 2® +9* + 22 =1},
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associando cada ponto p € M ao vetor unitdrio normal a M no ponto p. A
aplicacio N : M — S?, assim definida, é chamada a aplicacio de Gauss de

M.

A diferencial dN,, de N em p € M ¢é uma aplicacao linear de T,M em
Tn(p)S?. Como T,M e Ti(,)S* sao espagos vetoriais, d N, pode ser considerada

como uma aplicagao linear em T, M.

Proposicao 4. A diferencial dN, : T,M — T,M da aplicagao de Gauss é

uma aplicagcao linear auto-adjunta.
Demonstracao. Vide [2] O

O fato de ser dN, : T,M — T,,M uma aplicacao linear auto-adjunta nos

permite associar a d/N, uma forma quadratica () definida em 7),M, dada por
Q(U) = _<dNP(U)7U>7 (S TPM

Definicao 9. A forma quadrdtica 11, definida em T,,M por I1,(v) = —(dN,(v),v),

¢ chamada a sequnda forma fundamental de M em p.

Definicao 10. Seja v uma curva regular em M passando por p € M, k a
curvatura de v em p, e cos) = (n,N), onde n € o vetor normal a v e N €
o vetor normal a M em p. O nimero k, = kcos@ € chamado a curvatura

normal de v C M em p.

Como a aplicacao linear dN, é auto-adjunta, para cada p € S existe uma
base ortonormal {e;, ez} de 1,5 tal que dN,(e1) = kie; e dNpy(e2) = kaes.
Além disso, k1 e ky (k1 > k) sdo o méximo e o minimo da segunda forma
fundamental I, restrita ao circulo unitario de T,,M; isto ¢, sao os valores

extremos da curvatura normal em p.



Definicao 11. O mdximo da curvatura normal ki e o minimo da curva-
tura normal ko, sao chamados curvaturas principais em p; as direcoes
correspondentes, isto €, as direcoes dadas pelos auto-vetores e; e ey sao

chamadas de direcoes principais em p.

Definicao 12. Se uma curva reqular e conexa v em uma superficie M é tal
que para todo p € v a reta tangente a vy € uma dire¢ao principal em p, entao

dizemos que vy € uma linha de curvatura de M

Proposicao 5. Uma curva regular e conexa v em M €é uma linha de

curvatura de M se, e somente se, satisfaz

N'(t) = MY (1), (1.1)
para qualquer parametrizagao 5(t) de v, onde N(t) = N oJ(t) e A(t) € uma
fungao diferencidvel det. Neste caso, —\(t) € a curvatura (principal) sequndo

7).

Demonstra¢ao. Basta observar que se 7'(t) estd contido em uma direcao

principal, entao 4/(t) é um autovetor de dN e

AN(7/(t)) = N'(t) = A)Y (1)
A reciproca é imediata. [

Definicao 13. Uma superficie M ¢é dita isoparamétrica quando suas

curvaturas principais ki e ko sao constantes.

Definicao 14. Seja p € S e seja dN, : T,M — T,M a diferencial da
aplicagao de Gauss. O determinante de dN, € chamado a curvatura
Gaussiana K de M em p. O negativo da metade do tragco de dN, é chamado

a curvatura média H de M em p.



Em termos das curvaturas principais k; e ky podemos escrever
1
K = klkg, H - 5(]{1 + k‘g)

O objetivo agora é obtermos as expressoes da segunda forma fundamental
e da diferencial da aplicagao de Gauss, em um sistema de coordenadas locais.
A partir de agora consideraremos as parametrizacoes X : U C R? — M

compativeis com a orientagao N de M; isto é, em X (U),

A ol

Seja X (u,v) uma parametrizagdo em um ponto p € M de uma superficie
M, e seja at) = X (u(t),v(t)) uma curva parametrizada em M, com «(0) =
p, para simplificar a notacao todas as fungoes que aparecem abaixo indicam

seus valores no ponto p.

O vetor tangente a a(t) em p é o/ = X, u' + X,0' e
dN (') = N'(u(t),v(t)) = Nu' + Nv'.

Como N, e Ny pertencem a 7),M, podemos escrever

Ny, = anXy+anX, (1.2)
Ny, = apXy, +anX, (1.3)
e, portanto,
dN () = (anu' + a12v") Xy + (ag1u/axnv’) X,;
isto é,
AN u' _ air a2 u/
v’ o1 @22 v



Assim, na base {X,, X, }, dN, é dada pela matriz (a;;), com ¢,j = 1,2. Por
outro lado, a expressdao da segunda forma fundamental na base {X,, X,} é

dada por
II,(/) = —(dN(d),a) = —(Nyu' + N, X,u' + X,0)
W)+ 2 + gl

onde, desde que (N, X,,) = (N, X,) =0, tem-se

€ = _<NuaXu> = <N7 qu>
f = —(N,, X,) = (N, Xu) = (N, Xpu) = — (N, Xy)
g = _<Nv>Xv> = <N7va>

Vamos agora obter os valores de a;; em termos dos coeficientes e, f,g. A

partir das equagoes (1.2) e (1.3), obtemos:

—f = (N, X,) =anF + anG
—f = (Ny, Xu) = appE + anF
—e = (N, X,) =anE+anF
—g = (Ny, Xy) = appF + anG

onde £ = (X, X,,), F = (X,, X,) e G = (X,, X,). Asrelagoes acima podem

ser expressas em forma matricial por

e f . a1 a2 E F
f g - a1 A2 F G
Donde .
a1 A1z . e f E F
a1 A2 N f g F G ’



onde ()7! significa a matriz inversa de ( ). Observe que

-1

E F 1 G -—-F
F G EG-F*\ _p E
Logo,
ap aip | e f 1 G —F\ éﬁiﬁ %Z:J;Gz
- 2 - eF— _
Q21 Q22 /g EG-F —-F E EZ—J;“E; é‘g—%b;

Dal decorrem as seguintes expressoes para os coeficientes (a;;) da matriz de

dN na base {X,, X, }:

P fF —eG
EG — F?
gF — fG

“2 = pa e
el'— fE

@ T BG_
JF —gFE

“@ =BG

Assim, obtemos a curvatura Gaussiana em termos de cooordenadas locais

eg — f?
K = det(aij) = m

(1.4)

Para o calculo da curvatura média, lembremos que —k;, —ko sao os auto-

valores de dN. Portanto, ky e ko satisfazem a equacao

dN(v) = —kv = —kl(v) = (AN + kI)(v) =0

para algum v € T,M, v # 0, onde I ¢ a aplicagao identidade. Decorre que

a aplicacao linear dN + kI nao é invertivel; logo, tem determinante nulo.

Assim,
det an+k  ap —0,

a1 ag + k

11



ou

k* + k(ann + a) 4 ai1a22 — araas; = 0.

Como ki e ky sao raizes da equacao quadrética acima na varidvel k, con-
cluimos que

leG — 2fF + gE
2 EG - F?

1 1
H = §(k‘1 + ko) = —§(a11 + ag) = (1.5)

Donde
k*—2Hk+ K =0,

e, portanto,

kio=H+VH? - K. (1.6)

1.4 Superficies de Weingarten

Definicao 15. Seja M wuma superficie, dizemos que uma aplicacdo dife-
rencidvel X : M — R3 € uma imersao, se para todo p € M a aplicacdo
dX, : T,M — R3 ¢ injetiva. Neste caso, diremos que X ou X(M) = S é
uma superficie imersa em R3. Se além disso, X é um homeomorfismo sobre
X (M) C R®, onde X(M) tem a topologia induzida por R3, diz - se que X €

um merqulho.

Definicao 16. Seja X : M — R?® uma imersao, dizemos que X € uma
imersao de Weingarten, se as suas curvaturas principais ky e ko satisfazem
uma rela¢ao da forma:

W(kl, ]{?2) - O

onde W é uma fun¢ao suave.

12



Sendo H e K as curvaturas média e Gaussiana, respectivamente de M,

por (1.6), temos:
ki=H+VH?-K ¢ ky=H—VH> K.
Assim,
W (ky, ko) =W(H +VH?—K,H—-+VH?—K)=U(H K) = 0.

Dizemos que X é de Weingarten linear se U satisfaz uma relacao afim

entre H e K, ou seja,
UH,K)=aH+bK —c=0,
onde a, b e ¢ sao constantes reais nao todas nulas, ou ainda, quando
aH +b0K =c¢

Vamos estudar superficies de Weingarten que satisfazem o caso em que U
¢ do tipo linear. O comportamento de uma superficie de Weingarten linear
e suas propriedades qualitativas dependem do sinal de um discriminante que
envolve as constantes reais a, b e c. Vejamos como se expressa esse discrimi-
nante.

Seja X : M — R3 uma imersio de Weingarten linear, como toda su-
perficies S = X (M) C R3 ¢ localmente um grafico, podemos exprimir X em

coordenadas locais (u,v) da seguinte forma:
X(u,v) = (u,v, 2(u,v)).

Denotemos p = 2z, ¢ = 2Zy, T = Zyu, S = Zup, t = Zyy, desta forma,

obtemos:
Xu = (1,0,]?) Xv - (0, 17Q) qu = (0707T) Xuv = (0707 S) va = (0707t)

13



Xu N Xy 1

N = = (_p7_Q>1)
(Xu AN Xl /T4 p2 + ¢2

Dai os coeficientes da primeira e segunda forma fundamental sao dados por:

r

L+ p%+ ¢
S
V1+p*+¢?
t
V1+p?+¢?

BE= (X, X,)=1+p* e= (X, N)=
F:<Xu;Xv>:pq f:<XU”7N>:

G:<XU7X’U>:1+q2 g:<va7N>:

Por (1.4) e (1.5) temos

K — eg—f*  rt—s
SEG-F (1121 PP

H =

1 (Ge—2fF+Eg\ 1 [r(14+¢)—2spq+t(1+p?)

2 EG — F? 2 (1+p2+q2)§ ’

assim a relacao de Weingarten equivale a Equacao Diferencial Parcial de

segunda ordem para z, dada por:

r(1+ ¢?) — 2spq + t(1 + p?) rt — s2
2(1+p2 + ¢2)2 (1+p2 + ¢2)?

cujo discriminante é calculado por:

Zb(p,qﬂ“,s,t) =a —c=0 (]_7)

Bo = e — 92
Vamos analizar como o discriminante Ag se relaciona com os coeficien-
tes a, b e c. Sejay = 1+ p* + ¢*, derivando (1.7) em relacao a r,s e t,
respectivamente, obtemos

1 2
A+a) 1t

r = a
v Qy% y?

14



1+ p? r
wt = CL( 3],9 ) +b_2
2y2 Y
1 pq S
1)y = —a —ph=
2¢ Qy% y?

Dai, Aq se expressa por

B0 = v (502)

1+ ¢? t 1+ p? — _s\?2
_ (a< 5>+b_2) (a< 5>+bg)_(a_p§+b_2)
2y2 Y 2y2 Y 2y2 Y
1+ ¢*)(1+ p? 1+ ¢2 (1 + p? t
:a2( +¢°)(1 +p?) abr( +g)+ab(+€)+b222
4y3 2y2y§ 2y2y§ Y=y
2 2 2
(2L 1 oqpPL_ 42
_ [0+ +p) —pP 1r(L+6%) = 25pg +H(1+ )
y? [ 4y 2 "
1 [a?
= = _Z+b(aH+bK)1
1 [a®+4be
- 7|3 _

Dizemos que uma solucao z = z(u,v) de (1.7) é

Eliptica, se Ag > 0.
Hiperbdlica, se Ag < 0.

Como consequéncia, temos as seguintes defini¢oes

+ b2

Definicao 17. Uma imersao X : M — R3 de Weingarten linear satisfazendo

aH+bK = c € dita hiperbdlica (eliptica), se o discriminante A = a*+4bc < 0

(A =a®+4bc > 0).

15
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1.5 Superficies de Rotacao na Esfera

Euclidiana (n-+1)-dimensional S""!

Neste capitulo definiremos superficie de rotacao M"™ na esfera euclidiana
unitdria (n+1)-dimensional S"*. Seja R"*? com a métrica euclidiana usual
gij = 0;;. Consideremos a esfera unitdria euclidiana S, com a métrica

induzida, como uma hipersuperficie de R"*2, caracterizada por,
S" = {z € R"%; |z| = 1}

Definicao 18. Uma aplicacao f : M — N € dita uma isometria se para todo

p € M a diferencial df, : T,M — Ty, N satisfaz

(u, v)p = (dfyp(u), dfy () 1)
para todo w,v em T,M.

Definicao 19. Uma transformacio U em R"™2 ¢ dita ortogonal se é uma

aplicacao linear que preserva a métrica g, ou seja,

(U(p),U(a)) = (p,q)
para quaisquer p e ¢ em R"2,

As tranformacoes ortogonais de R"*2 induzem, por restricao, todas as iso-
metrias de S"*!. Denotaremos por P* um subespaco k-dimensional de R"+2
passando pela origem e por O(P*) o conjunto das transformacoes ortogonais

de R"2 com determinante positivo que preservam P* fixo.

Definigao 20. Escolha P? e P? D P?, tal que, P> N S"™ #£ (). Seja v uma

curva reqular em P3N S™ = §? que ndo intersecta P?. A érbita de v sobre
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a acao de O(P?) é chamada de hiperficie de rotacao M™ C S"™! gerada

por v em torno de P2.

Provemos entao que M", definida acima é, de fato, uma hiperficie de S™.
Para isto, precisamos primeiramente de uma descrigao de O(P?).
Escolhamos uma base ortonormal {e;}7*? de R"*2, tal que, as seguintes

condigoes sao satisfeitas:

1. P? = e, 1,€nta) 0 subespago gerado por €, € €, s.

2. P3 = [e1, €n11,€n1a) 0 subespago gerado por e, €,41 € €,19.

Seja P? D P? parametrizemos a curva y por y(s) = (21(8), Zn11(5), Tni2(s))
em P3NS™*!. Fixando s = s e analisando o cojunto U(sy) = S"™' N P(sp, n),
onde P(sg,n) é o plano afim n-dimensional passando por (0,...,0,z,11(s0),
Tni2(s0)) e é paralelo a [ey,...,e,]. Afirmamos que O(P?) é o grupo das
isometrias de U(sgp). De fato, seja p € U(sg) e o € O(P?) temos que p =
(P1s- -+ Pry Tns1(S0)s Tnaa(S0)) € P(so,m), assim, o(p) = (P1,- - -, Pny Tnr1(So)s
Tnt2(s0)) € P(so,n) e além disso, |o(p)] = |p| = 1. Portando o(p) €
P(s9,n)NS"™ = U(sp), que por sua vez é a érbita do ponto (z1(so),0,...,0,
Tni1(50), Tni250) sob a agao de O(P?), isto é, U(s) é um paralelo de M™ pas-
sando por este ponto. Uma parametrizacao de M? pode ser obtida tomando
uma parametrizagao do paralelo U(sg) e variando s.

Tomemos ¢(t1,...,tn—1) = (1, ..., pn) uma parametrizagdo ortogonal da

esfera unitaria de [eq, ..., €,], definamos f : R" — M™ por

Flt1, e tn_1,8) = (1(8) 01, s 1(8) @, Tns1(8), Tnaa(s)), (1.8)
onde

Yi = ‘;Oi(tla "'>tn—1)> 90% + .t (10721 =L
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Temos que f é uma parametrizacao da hiperficie de rotagao gerada pela
curva (s) = (21(8), Tp11(8), Tni2(s)) em torno de P? = [e, 41, €,10]. Pode-
mos escolher o parametro s como sendo o comprimento de arco da curva 7,

obtendo
2 2 2 _ ) .2 .2 _
ri(s) + xn+1(5) + $n+2(3) =1, @7(s) + xn+1(3) + $n+2(3> =1, (1.9)

onde % denota a derivada com respeito a s. Assim podemos obter x,1(s)
e Ty12(s) como fungoes de x1(s). De fato, temos que a primeira equacao de

(1.9) é equivalente a:
-'quz-i-l(s) + xi+2(3) .
1—i(s) 7

assim, podemos escrever

xiﬂ(s) — send(s) e 33}21+2<5) — cos? (s
S setofs) o 12— cos o).
Portanto,
Tni1(s) = /1 — x3(s)seng(s) (1.10)
Tnya(s) = /1 —23(s)cosd(s). (1.11)

Além disso podemos obter uma expressao para ¢ em funcao de x;. De fato,

das expressoes acima, obtemos

bnn = 11— 2 cosls)g(s) — Teno(s) (1.12)

Pnsa = —/1—a2send(s)o(s) — 3311“110—\/%;3)' (1.13)

Assim,
j:iH = (1 —z7) cos® ¢(s)<;5(s)2 — 2z1%18en¢(s) cos qﬁ(s)é(s) + M
— 17

: - 23113 cos? P(s)

Thpy = (L—a])sen’p(s)g(s)” — 22121 cos d(s)seng(s)d(s) + R

18



substituindo as expressoes acima em (1.9) segue que,

. . . . - 2232
L= &1(s) + #541(8) + Fpa(s) = 31+ (1 = 27)0(s)” + 775,
-4
logo,
. V1—a?—i?
= —— = 1.14
o(s) e (1.14)
portanto,

d(s) = /08 —\H%_ﬁdg.

1— a2
Lema 1. (Dajczer-do Carmo). Seja M™ uma superficie de rotagdo de S,
Entao as direcoes dos parametros descritos em (1.8) sao diregoes principais,
as curvaturas principais ao longo das curvas coordenadas t; sao iguais e dadas

por

2 .2
L1

e a curvatura principal ao longo da curva coordenada s é

= .7'3.1+I1
\/1—33%—:1'7%'

Demonstracao. De (1.8) ,temos

fs = (jtlﬁply LS folSOm l"n-i-la i‘n—l—Z)

8(101 agpn
==, ..., x1—,0,0).
i, ( G
Como ¢ é uma parametrizagao ortogonal, obtemos

<fs>fs> = 17 <f87ftj> = O? <fti7ftj> = aafk %l’% (115>
k v
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Um campo normal unitério em M ¢é dado por
N = (o(Tni1Tnt2—TnioTni1), (TngoT1 —T10p12), (D180 1 —Tny171)). (1.16)
De fato, observe que

(fs: N) = d1(Tpi1Tpt2 — Tpgolpg1) (1 + -+ ©n) + Tpg1 (Engo®1 — T12p42) +

+&po(T12p41 — Tpp121) =0

(ft;, N) = 21(Tni1Tns2 — Tni2Tnyr) (Sﬁla—tj +.o..t @na—tj =
Logo, N é normal a T,M, ademais
(iN) = 21(Tni1Tur2 — TnaTni1) (01 + -+ @) + Tnp1 (Tng2Z1 — 21Tn42) +

+ipi2(T12041 — Tppr21) = 0,

concluindo assim que N € T,S"™| portanto N é um campo normal em M,
como superficie de S**!,

Mostremos que o campo N é unitério.

2 2 . . 2 . . 2
<N7 N> = (901 +.. @n)($n+l$n+2 - xn-i-?xn-i-l) + (xn+2-731 - xlxn-‘r?) +
. . 2
H(@B1Tpg1 — Tpy121)
) 2 . . .92 2 .92 2 . .
= Ty 1 Thi9 — 2T 1 Tpy2Tn1Tng2 + Ty 9Ty g + Tp o] — 2T 001 Tyl +
.2 2 .2 2 - .2 2
+I7T, o + TV, — 201Dy 1 X1 Ty + Ty T
2 | .2 ) 2 2 2 . .
= (7 + 3, + D) (T + 2y + 2 00) — 280 1T 2T 1 T2 —
. . .o .2 92 .9 2 .9 2
—2T0 2T X201 — 201 T 1 01T g1 — TIT] + Ty 1 Ty + T oy 1o
— 11— (d . . 2
= (2121 + Tpi1Tnp1 + Tny2Tnio)
_ A2
= 1-={(1,%)

=1
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De (1.15) temos que a matriz da primeira forma (g;;) é diagonal, assim a
matriz do operador de Weingarten ¢ diagonal, desde que a mesma é obtida
pelo produto da inversa de (g;;) pela matriz da segunda forma, portanto
a base {fs, ft;,---, [t,_,} é uma base de autovetors, segue-se que as curvas

coordenadas sao linhas de curvaturas. Desde que Ny, é dado por

5%01 . . &p . .
th = —($n+1$n+2 - $n+2$n+1), ) —n($n+1$n+2 - xn—i—QIn—i—l)a 0,0
ot; ot;
e o= (p1,...,p,) é uma parametrizacao ortogonal, temos
<ftj7 ftj> = 'T%

. . 0 2 o n2
<th7 ftj> = N (x”+1x"+2 - xn+2$n+1> (a_:t + ..+ afj )

= 1’1($n+11’n+2 - xn+2$n+1),

Vie{l,...,n—1}.

Assim, as curvaturas principais ao londo das curvas coordenadas t; sao iguais
e pela Proposigao 5 satisfazem (1.1), pois as mesmas sao linhas de curvatura,

temos entao

th = k'ft]., (117)
segue que
<th7 ftj> = k’<ftj7ftj>a (1-18)
onde —k ¢é a curvatura (principal) da curva coordenada ¢;. de (1.18) obtemos
!L‘l(in+1$n+2 - :tn+2xn+1) = k‘x%
o que implica que k é dado por
k’fEl = (i'n+1$n+2 — in+2-’ﬂn+1) (119)
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usando (1.10), (1.11), (1.12), (1.13) e (1.14) calculamos,

kry = (1 —ad)senp - ¢ + x1d cos gsene + (1 — 22) cos? ¢ - ¢ — a1 cos psene
= (1-a})o

— 2 ~.2
- ]'_xl_‘rh

Logo a curvatura (principal) da curva coordenada ¢; é dada por

,\:_k:_ﬂ.

X1

Calculemos agora a curvatura (principal) ao longo da curva coordenada

s. Primeiramente observemos que

N = (@(inJrlanr? - fin+2$n+1)> (in+2331 - 9'5'133n+2)> (i"wnﬂ - fin+1$1)),

desde que a curva coordenada s ¢ uma linha de curvatura satisfaz (1.1), assim

N, = kf,, ou seja, (Ng, fs) = l%(fs, fs), pelas expressoes de N e fs, obtemos

k= 21 (Fns1Tnye — TnyoTnir) + Fnpt (Fnpo®1 — $10n12) + Tngo(F10011 — Fnp121)

= $1($n+236n+1 - $n+1i17n+2) + $1($n+2xn+1 - $n+156n+2) + $1($n+15€n+2 - 33n+237n+1)-

Utilizando (1.12), (1.13) e (1.14), obtemos

y _ —cospriy —dyFicosp  seng(l —af —&f) | —ifsend — xiisene
T Va—ad-a-a (- ==
r2i2seng
(-
; SenpxiTy + T115eng cosp(l —x3 —1?)  —i?2cos¢ — 117 cos @
T a-ai-ag-a)) a-a) -
322 cos ¢
C(-apt
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assim,

. (—xyi — ) cos? ¢ sengcos P(l — 22 — @2 + x347)
Tpy1Tny2 = 5 5 - 1 — 22 o
1—ay —a7 3

—seng cos ¢(i? + i1x;)

(v1@1 + @%)sen’d  sengcos p(1 — af — i} + xii])

:in+2xn+1 =
N 1 —af

—seng cos ¢ (s + i1x7)

logo,
37111'}1 + i?lfl:‘l

jn+2xn+1 - ‘;L"n+1xn+2 = - 5 5
temos ainda,

seng cos (zy + 1)1 — /1 — 22 — i3 cos® (i3 + x101) N

jn+21‘1n+1 = 1 2
cos gseng (2 + x171 )14y N seng cos ¢((1 — x3 — 12wy + x3d?)
1—a2 (1 —23)?
_0052 P((1—af — i2)5 + 2242\ /1 — 22 — i3) _sen?¢(ay + )@t

(1—a7)? V1= 22— i3(1 — 22
seng cos ¢(xy + &1)d1 + /1 — 22 — @2sen?p(i? + 117) N

Tn+1Tny2 =

1— a2
cos gsend(i5 + x1&1)x1d N seng cos ¢((1 — 22 — &%)z iy + 2343)
I - p
sen?((1 —a? — 43)5 + 23i3y/1 — a2 — 33)  cos® ¢(xy + &1 )il

(1 —a3)? V1—a22 —i2(1—a?)
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finalmente,

. . (1— 22— xl) + 2333\ /1 — 2% — x%
LTn42Tn+1 — Tpt1dp+2 = — 1 N2
(1- Il)

_ 1’%1’1(1’14—331) _ \/1—1’%—i‘%(i7%+l'1i§1)
Vi-Z - 51— =3

(=i = @) +afe (1= af) (o + 3) + afad

V1= — @il - x7)?

B3 =) + (L= = (1 = a1+ i)

V1= —af(1 - ap)?

2% + 287 — o] — 2070 + ald] — 4 — wydy + 2070
V31—t —i{(1—a)?

V1—a? —i?(1—a2)?

Utilizando as equacgoes acima calculemos k em funcao de x1,%; e ;.

; 1 xlxl + xlazl 2.%:1)’ + 2427y — 28 — 20323 + 2}t — iimy N
= — ‘/I/‘
x% 1—a2% —22(1 — 23)?

6
—xlxl + 2:1:13:1 — 271 — T1
2 _ .2 2)2
1 — o} —37(1 — 7)
T+ T

2 2
V1—x7— 27

Portanto a curvatura (principal) da curva coordenada s é dada por

T $1—|—i’1

2 2

o que conclui a demonstracao do lema. O
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Capitulo 2

Superficies de Weingarten

Lineares Rotacionais na Esfera

Eucidiana S°

2.1 Resultados Basicos

No que segue denotaremos superfies de Weingarten lineares rotacionais
por SWLR. Consideremos a curva perfil v que descreve a superficie dese-
jada. Primeiramente, parametrizemos a curva perfil v em S? por v(s) =
(x(s),y(s), 2(s)), com x(s) > 0. Se escolhermos ¢(t) = (cost,sent) como um

ponto de O(2) a superficie de rotagdo gerada por v é parametrizada como
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segue

v M — SPCR?

(s,t) — (z(s)cost,xz(s)sent,y(s), z(s)).

Além disso, podemos escolher o parametro s como sendo o comprimento

de arco da curva . Usando tal parametrizagao, obtemos
(s> +y(s)? +2(s)? =1, @(s)>+y(s)* +2(s)* =1

A partir de agora tomaremos o discriminante A # 0 e a > 0. O caso em
que a < 0 se obtem de maneira andloga. Iniciaremos esta secao provando um

lema que estabelece uma relacao fundamental para as SWRL em S3.

Lema 2. A superficie M?> C S® é uma SWLR se, e somente se, satisfaz a
sequinte equacao diferencial:

b
%:U 1—$2—;t2+§(a:2+552)+§x2:a, (2.1)

onde o € uma constante.

Demonstracao. Pelo Lema 1 temos que as curvaturas principais de M? sao

dadas por:

e — Ny
RS ek N S s
x N ——)

Calculando as curvaturas Gaussiana e média, respectivamente, temos:

V1—122— 32 r+x T+

K=— . - _
x V1—a22— 32 z
e
H:l _\/1—x2—9’62+ o .
2 x 1 — 22— 42
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Como M? satisfaz a expressao aH + bK = ¢, obtemos a expressao,

a \/1—x2—x'2+ T+ b T+ (22)
—| - —b- =c .
2 x V19— 12?2 — 12 x
Agora, note que
d b
—— g:B\/l—332—$'2+—(962#—:1':2) =
ds \ 2 2
a 1 b
—— 2Vl —a?—i%+zx (—2xx —22%) | —=(2z2 + 223) =
2( (2\/1—:52—1:2)( )> 3 )

_g (i:«/l S R M) —b(xd + i) =

af—v1—a%—23? i+ i+
x| = + —b-
2 x V1—2? — 32 x
Temos que se M? satisfaz (2.1), multiplicando por —1 e derivando em
relacao a s, obtemos (2.2), logo M? é SWLR .
Por outro lado, se M? é SWLR satisfaz (2.2), multiplicando por zi e
tomando a primitiva em relacdo a s da expressao obtida concluimos que M?

satisfaz (2.1) o que completa a demonstracao. O

Este lema apresenta a relacao fundamental que caracteriza as SWLR na
esfera euclidiana S®. Denotaremos por M, a SWLR associada a funcao x,

solugdo de (2.1), e ao parametro a. Além disso, consideremos um valor
a?+ (b+c)? +b—|—c
4 4

especial ag =

Definigao 21. Uma solugao de (2.1) é completa se a fun¢ao x estd definida
para todo s € R ou se o par (x,z) admite apenas (0,£1) como valores de

aderéncia.
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Quando (x, ) possui (0,1) ou (0,—1) como valores de aderéncia, deduzi-
mos que a curva perfil encontra ortogonalmente os eixos de rotacao. Assim,
solugoes completas de (2.1) dao origem a definigao de SW LR completas.

Para descrever o comportamento das solugoes de (2.1) primeiramente
notemos que a solucao local de x emparelhada com sua primeira derivada

(x,2) estd contida em uma curva de nivel da fun¢ao F' : D — R definida por:
b
Flo,i) = F(u,v) = Suv/T— w2 =07 + S(u? +0%) + Su?,

onde D = {(u,v) € R%u>0 e u?+ 0> < 1}.
O proximo lema caracteriza os pontos criticos da fungao F' no interior do

conjunto D em fungao dos coeficientes a,b e c.

Lema 3. Seja P = {(u,v) € int(D); 2E(u,v) = ZE(u,v) = 0} o conjunto

dos pontos criticos de F' contidos no interior de D. Entao, temos:
(1)) P={(us,0)} <= b+c>0;
(i) P={(u_,0)} <= b+c<0;
a?+(b+c)?

onde u3. = %<1j: M)

Demonstracao. Calculando as derivadas parciais de F', obtemos

oF a a u?
%(u,v) = 5\/1—u2_1}2_§m+<b+0)u
oF wUv

%(u,v) = —a +bv

241 —u? — 92
U
—a —|—b>v
( /1 — 2 — 12

Agora mostremos que para (u,v) € P tem-se —a

b £ 0.

u

21T —u2 — 02

U
21 —u? —v2

Supondo por absurdo que ocorra o contrario, teriamos b = a
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De 3_5(“’ v) = 0, segue que

2

a a u

VA2 _2_c_ v _
5 1—u?—w Wiy vQ—i—bu—i—uc 0,

ou seja,
SVI—w@— o tul —a - +b ] +uc=0.
2 21 — u? — v?
Logo,
a
—V1—-u2—1v24+uc=0,
2
e portanto,

c= —a
2u

Dessa forma

A = a®+ 4bc

9 u
a”+4|a
< 2\/1—u2—02)< 2u
gerando assim um absurdo, pois temos por hipdtese A # 0. Assim, se (u,v) é

ponto critico de I’ temos v = 0, analisando a expressao de g—f(u, 0), obtemos

2
S s R S _
1—u QM—l—(b—i—c)u—O. (2.3)

Multiplicando a igualdade acima por v/1 — u? temos

[\]

g(l —2u?) + V1 —u2(b+ c)u =0,
ou seja, (2.3) é equivalente a
3(1 —2u?) = —2v1— w2(b + ). (2.4)
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Note que,

(9(1 - 2u2)>2 = (—2V1—u2(b+c)u)? —

2
at +4a*(ut —u?) = 4(u® —u*)(b+c)? =
2
T — (b +a) =0
4_ 2 a’
_ = 0. 2.5
o +4(a2+(b+c)2) ! (2:5)

Assim as solugoes de (2.3) também sao solugdes de (2.5), que é uma equagao

biquadrada na variavel u onde as solucoes sao dadas por:

logo,

W= S+ . (2.6)

A seguir utilizaremos o seguinte fato

1 1
Jimw = 1o (e bt Y L
2 2y/a®+ (b+¢)? 2 2y/a*+ (b+c)?
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Calculemos 25 (uy, 0).

2
oF a , a ui

P ue,0) = L1z b
au(ui, ) 5 LS 1—Ui+( + c)us
a/1—uli a uy
= ug| = - = +(b+c¢)
2 ug 2./1—uk
af+/1—ul U
= ug| = - + (b+c)
2 Uy 1—ul
aflus us
— w2 Y= b
U+ 2\ e u¥>+( —l—c))
a( ut —u?
= Sl s S < b
U+ 5 Ustis (—|—C)

Logo,
oF

Substuindo uy em (2.7), obtemos

2 2
M (us,0) —ui<2< o > +(b—|—c)>.

(2.7)
b+ ¢]

EE )) —l—(b—l—c))

+(b+c)2)> +(b+c))

8F( 0) o b+ ¢ 1
—(u , — u — —
8u + + 2 CL2+(b+C)2 4 2\/4 a2
N L - b+ |
=\ 2 a+ (b+c)? 4(a?
o b+ ¢
pry Uu —
“\2 a?+ (b+c)?
= us(F|b+ |+ (b+0)).
Portanto,
9 (uy,0) = 0 se, e somente se, b+ ¢ > 0 e;
9 (u_,0) = 0 se, e somente se, b+ ¢ < 0;

o que completa a demonstracao do lema.
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Obs 1. Note que poderiamos concluir o lema anterior usando (2.4) direta-

mente, pois o sinal da expressao
—2vV1—u?(b+ c)u

depende apenas do sinal de b+ ¢, uma vez que u > 0, assim, b+c¢ > 0 se, e
somente se,

3(1 —2u?) < 0.

1
Como a > 0 obtemos que u? > 3 de (2.6) obtemos que u = wuy ,portanto
OF
a—(u+,0) = 0. Analogamente, conclui-se que b+ ¢ < 0 se, e somente se,
oOF
_,0)=0.
3y (u-0) =

De agora em diante denotaremos por C, = {(u,v) € D; F(u,v) = a} as
curvas de nivel F', assim como, o := F(uy,0). Calculemos o valor de F' nos

pontos (ux,0):

a b c
F(ug,0) = 5“1\/1_1@:"‘2( )—|—2u2i
1 1
_ ¢ Z 4 |b—|—c] _:F |b—|—c| n
2 2 2 +(b+c)? )\ 2 + (b+¢)?
b, lb+cl 4+ e
2\2 2 + (b4 ¢)? 2

+
4
a? b+c |b+c|
4(a®+ (b+ c)? ) a?+ (b+ c)?




Usando o lema anterior e considerando o sinal de b + ¢ em funcao de u4
como pontos criticos na expressao acima, afirmamos que o valor de F' nestes
pontos coincide, de acordo com o sinal de b+ ¢, e é igual a agy. De fato, Se
b+c>0entao [b+c| =b+ceainda, se b+ ¢ <0entdo —|b+c|l=b+c
Daf,

u _ a? b+ec b+l
F( i,O) = 4\/(a2+(b—|—0)2)+ 4 (1:|: a2—{—(b+0)2>

a? b+c b+c
44/ (a® + (b + c)?) 4 a?+ (b+c)?

B a?+ (b+ c)? b+c
N 4\/a2 (b+c)?) 4
B +(b+¢)? +b—i—c

4 4
= .

O préximo lema nos permite determinar os niveis minimos e méximos de

F.
Lema 4. Com a notacao acima, temos as sequintes afirmagoes:
1. Seb+c¢ <0, entio a € [2,a0] € F~ () = {(u_,0)};
2. Seb+c>0, entdo o € [min{0, 2}, ap] e F~ () = {(uy,0)}.

Demonstracdo. Primeiramente analisaremos o comportamento de F' na fron-
teira do conjunto D, ou seja, os conjuntos X = DN{u =0} eY = DNS'. No
primeiro caso, temos F'(0,v) = gUQ, enquanto, no segundo F'(u,v) = g+ Su?
note que se (u,v) € S' temos que u* + v* = 1. Analisemos o primeiro caso,

b+c¢ <0, comob# 0ec >0, obtemos que b < 0 < ¢. Assim, para

33



(u,v) € Y temos F(u,v) = 2+ £u? < 2+ £ < 0. Deduzindo assim que
rgiDnF =1le Hal%XF =0 < F(u_,0) = a_ = . Além disso, pelo Lema 3
temos que (u_,0) é o tnico ponto critico de F' em int(D). Obtemos entao
que mDinF =1Le mng = ap. Portanto 2 < a < age F~'(ap) = {(u_,0)},
concluindo assim a demonstragao da primeira afirmagcao.

Por outro lado se b+¢ > 0, pelo Lema 3 temos que (u, 0) é o inico ponto
critico de F' em int(D). Neste caso podemos ter b < 0 ou b > 0. No primeiro

b

caso temos que ¢ > 0, assim, min F = £ e max F = %€ < F(u,,0) = oy =
oD 27 %D 2

ap, obtendo, HBHF =1le mgXF =age F ' (ag) = {(uy,0)}.

Quando b > 0, temos F(u,v) = 2+ £u?> > 0 quando (u,v) € Y e

F(0,v) = £u* > 0 em X. Deduzimos assim que min ' = 0 e max F' = ¢ <
oD oD

F(uy,0) = ay = ap. Como (uy,0) é inico ponto critico de F' em int(D),

concluimos que ml%n F=0e max F' = ag, o que completa a demonstracao do

lema. O

Lema 5. A derivada parcial a0 5 anula no conjunto
u

I'={(u,v) €int(D):1—u*>—v*= EUQ}’ (2.8)

onde T = +/a?+ (b+¢)? — (b+c).

Demonstragao. Segue de (2.8) que o conjunto I' pode ser escrito, equivalen-

temente, como

= {(u,v) cint(D):vV1—u?—v?= u a2—|—(b—i—c)2—(b—|—c))}.

a

[\)

(2.9)

. ol . ~ 2
Acima omitimos o sinal de menos na expressio uma vez que Zyu? > 0.

a -
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Tomando a expressao

oF a a u?
9 s R
5 (u,v) 5 Wt - e + (b+ c)u,

e substituindo a expressao v/1 — u? — v? obtida em (2.9), obtemos:

6_F(u b)) = afu(y/a>+(b+c)?—(0b+c)\ av’ a N
ou "’ 2 a 2 \u(y/a2+ (b+c)2—(b+c))
(b

_|_

B b+c —(b+o) a? .

- ( T —ra) T )>
( Vaz+ (b+e)?— (b+c —a?+2+/a?2 + (b+¢)2(b+ c) —2b—|—c))

2( +(b+c)?2—(b+c¢))

]

Geometricamente, os pontos da curva I' sao os pontos onde as curvas de

nivel da F' possuem vetor tangente paralelo ao eixo u.

Obs 2. Analizando os casosb+c¢ <0 eb+c >0 concluimos que: b+ ¢ <0

implica que (u_,0) € T'; enquanto que b+ ¢ > 0 implica que (uy,0) € T.
Lema 6. Com a notacao acima, temos:

1. C,NT # 0 se, e somente se, g <a<ay. Além disso, se o € ( ap),

entao Cy, N T possui dois pontos.
2. (u,v) € C, N{u =0} se, e somente se, bv* = 2a.

3. (u,v) € Cu NSt se, e somente se, cu® = 2a — b.
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Demonstragdo. Se (u,v) € Cq NT segue de (2.8) que 1 — u? — v? = ;'—§u2.

Substituindo esta expressdo em F'(u,v) = a obtemos que (u,v) satisfaz

a |72 b %, c o,
Dk ¥u2+§<1—?u>+§u = q,

ou seja,
b
uAT + b — =7 + cu® = 20,
a
portanto,
b
u? <T — -7+ c) =2a —b. (2.10)
a
Afirmamos que se 7 = /a? + (b+ ¢)2— (b+c), entdo 7— 572 +¢ > 0. De

fato, analisando a inequacao = — a%xQ +c¢ > 0, o0 caso b < 0 segue diretamente
da expressao, uma vez que 7 > 0, consideremos assim b > 0. Calculando o

discriminante da equagao x — a%xQ + ¢ = 0, obtemos

4bc

9
a2

A=1+

dai,

/ 4bc \ a?
N e
T o TVE TR,
a? (1 - Va? —|—4bc>

2b a

Para provar a desigualdade basta mostrar que 7 € (z4,z_). Temos que 7 > 0

e x, < 0, assim, resta provar que 7 < x_, suponha que 7 > x_, ou seja,

CL2 a
2 2 _ > 2
a?+ (b+c) (b+c)_2b+ a +4bc2b
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somando (b + ¢) e elevando ao quadrado, obtemos
2
4 21 4 2 2. 4
4%(“_%:@0) +a_<1+%56>(b+0)

b
2
4 2 1 4) 2 244
0 (H—V“C) T 0 VT
a

a >

4b2 b

o que implica que

2
%(H—@) +aM+%+—ac\/asz <0
o que é um absurdo, assim fica provada a afirmacao.

Agora, por (2.10) temos 2a — b > 0, assim, 5 < a, como «g ¢ o valor
méximo de F, concluimos que 3 < a < ap. Além disso, o fato de (u,v) € T
implica que 86—5 = 0, assim se o € (g, ap) tem-se v # 0. Logo, (u,v) € C,NT,
implica (u, —v) € C,NT", concluindo assim a demonstracao do primeiro item.

Os itens (2) e (3) seguem diretamente do fato de que (u,v) € C,N{u = 0}
se, e somente se, F'(0,v) = a que é equivalente a bv? = 2a, e ainda, temos

que (u,v) € S! se, e somente se, u> + v? = 1, substuindo na expressao de F

obtemos cu? = 2a — b o que completa a prova do lema. O
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2.2 Resutado Principal

Na proposicao seguinte caracterizaremos as curvas de nivel da fungao F'.
Proposicao 6. (Curvas de Nivel) As curvas de nivel da fun¢ao F satisfazem:

1. Se a € (min{0, 2}, max{0,2}), entdo a curva de nivel C, intersecta
{(0,v); =1 <wv < 1} em dois pontos diferentes. Além disso,
Cs N {u=0} ={(0,£1)},Con{u =0} = {(0,0)}, b > 0 implica que
Co={(0,0)} e b < 0 implica que Cs = {(0,£1)}.

2. Sea € (2,59, entio a curva de nivel C, intersecta St = {(u,v); u?+
v2=1eu > 0}\ {(0,£1)} em dois pontos diferentes. Além disso,
¢ =0 implica que C; = S e ¢ # 0 implica que Cs N SL ={(0,£1)} e

Cuse NS} = {(1,0)}.

8. Para todo nivel o € (max{0, <}, ap), temos CoN{u = 0} = 0 e
C, NSt =0.

4. Se lb+c|==x(b+c), entio Cy, = {(ux,0)}.

Demonstragio. Se a € (min{0, 2}, max{0, 2}), entdo a = bv?/2, para algum
v € (—1,1), consequentemente para —v também, desde que o # 0 temos
que v # 0, ou seja, bv* = 2a, isto implica, pelo item (2) do Lema 6, que
(0,+v) € Cy N {u = 0}. Pelo mesmo argumento usado anteriormente temos
que se (0,v) € C% N{u = 0}, entdo bv? = 2a o que implica que v* = 1, ou
seja, v = £1. Analogamente, se (0,v) € Cy N {u = 0}, entdao v? = 0, logo
CoN{u=0} ={(0,0)}. Além disso se b > 0 temos:

Cy = {(u,v) € D; guvl —u?—v2+ g(UQ +07) + gUQ = 0} ={(0,0)}
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desde que estamos considerando a > 0 e ¢ > 0. Por outro lado se b < 0,

temos:

C

o

= b b
{(u,U)ED;gu 1—u2—02+§(u2+02)+§u2—§}
_ b

{(UW)GD;%U 1—u2—02+§(u2+02—1)+§u2 _—0}.

Como u? +v?—1 <0, segue que u = 0 e v = £1, concluindo a demonstracao
do item (1).

Para o item (2) observe que, se o € (b/2,(b + ¢)/2), entdo podemos
escrever a = (b + u?c)/2, com u € (0,1), segue pelo Lema 6 item (3) que
existe v tal que (u,+v) € C, NS}, pois o valor de F independe do sinal
de v. Se ¢ = 0, entdo pelo argumento anterior S} = C%. Caso contrario,
temos que (u,v) € Cy N St implica que cu? = 0, logo, u = 0 e v = £1, e
ainda, se (u,v) € C’% NSt segue que u? = 1, como u > 0 concluimos que
(u,v) = (1,0).

O item (3) segue por contra-positiva, se C, N{u = 0} # 0 ou C, NS # 0,

entdo, pelo lema (6), itens (2) e (3) teremos:

a € (mino, g},max{(),g}>

ou
c (b b+ c>
a f—
27 2
portanto,
b
a g (maX{O, %C}, a0>.
O item (4) é uma consequéncia direta do Lema 4. O

Corolario 1. Com a mesma notacao acima, os sequintes resultados abaizo

sao validos:
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1. Se o € (min{0, 2}, max{0, 2})U (%, &£<), entio a curva de nivel C,, ndo

€ completa.

2. Se a € (max{0, b%c}, ap), entao C, € uma curva suave simples fechada.
Demonstragio. Se a € (min{0, 3}, max{0,2}) U (3, %<), entdo, pela Pro-
posicao 6 temos que a curva de nivel C, nao esta definida para todo s € R,
pois C, intersecta a fronteira de D. Além disso, os pontos de intersecao
estdo no conjunto {u = 0} USL \ {(0,+£1)}, portanto C, ndo é completa.
Se @ € (max{0, %<}, ag), entdo pelo item (3) da Proposicdo 6 temos que

Con{u =0} =C,NSL =0, logo C, é uma curva suave simples fechada. [
Teorema 1. Seja M, C S* uma SWLR com a >0 e A # 0. Entdo temos:
1. a € min{0, 2}, ao).

2. Nao existe SWLR M, completa imersa tal que
) b b b b+c
a € (m1n{0,§},max{0,§}> U <§, 5 )

3. Para todo o € (max{0, b%c}, ap), M, € uma SWLR completa imersa.

4. Se o = oy, entio o toro de Clifford em S® é a tinica SWLR completa.

Demonstragdo. Segue diretamente do Lema 4 que a € [min{0, 2}, ag]. Se
a funcio z satisfaz F(z,4) = a, com a € (minf{0, 2}, max{0, 2}) U (%, &<),
entao, pelo item (1) do Corolario 1, temos que x nao estd definida para todo
s € R. Portanto, a SW LR associada nao é completa. Segue do item (2)

do Corolario 1 que se F(z,&) = o, com a € (max{0, 2}, ap), entdo z estd

definida para todo s € R, assim, a SW LR associada é completa. Finalmente,
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se F(z,%) = agp, entdo & = 0 e x = ux. Portanto a SWLR associada é um

toro de Clifford, desde que tal superficie é parametrizada por
v M? — SPcC R
(5,t) + (ugcost,ursent,y(s),z(s)) = S'(us) x S'(1 — u)

onde S'(c) representa a esfera 1-dimensional de raio ¢. Completando a de-

mosntragao do Teorema 1. O
Para demonstrar o Teorema 2 usaremos o seguinte lema.

Lema 7. Seja x uma solugao de (2.1) tal que x(s) # 0 e &(s) # 0 para s € R
a menos de pontos isolados. Suponha ainda que ¢ =0 e ky constante. Entao

temos que k1 = ky e a = %, Além disso, x € dado por

x(s) = %cos(ps —0),

2,12 ,
onde p=4/*% Z;Eb e 0 € constante.

~ __ A1—a2—42 _ itz
Demonstragao. Pelo Lema 1 temos k) = —*==—% ¢ ky = 27— Em

particular, tem-se —kix = V1 —22— 12 e —kikox = v + %. Como ki é

constante (—kz) = —k &, por outro lado temos (—kz) = (V1 — 22 — 22) =

—i(w4i)

Vi-gi—gT BSSIN

V1—a2— 32

Considerando que @ # 0 quase sempre, deduzimos de (2.11) que k; = ko,

isto é,
V1—a?— 32 T+x

x V1— a2 — 32

De onde obtemos que

ri=d%—1 (2.12)
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Agora, se = é solucao de (2.1) tal que F(x,4) = a e ¢ =0, entdo
arV1 — 22 — @2 + b(2* + i?) = 20

Como k; é constante, temos duas possibilidades: k; = 0 ou k; # 0. No
primeiro caso temos que x? +1? = 1 e assim pelo item (3) do Lema 6 tem-se
F(z,1) = %, e ainda, derivando a expressao acima, obtemos 2i(x + &) = 0,
o que implica que = + & = 0, assim, x(s) = cos(s — ) para algum 6 fixado.

Enquanto isso, no segundo caso como —kiz = v/1 — 22 — &2 tem-se
—ak2? + b(2® + i) = 20,

derivando em relagao a s, obtemos
2@ (—akyz 4+ b(x + %)) =0,

ou seja,
2!L’i’(—&k’1 — bk’lk‘g) = 0,

T+ x

onde usamos o fato de k1ky = . Como zz # 0 quase sempre, obtemos

a
que k1 = ky = -3 e, portanto,

F(z,t) = gx\/l — 22 — 32 + b(z® + 3?)

a b
= —§k1$2 + 5(1 — k%l’2)

(—%klxz +1-— k%x2>

NS N o
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. a .
Finalmente, como k; = —5 temos 1 — 2% — i? = k?z?, logo

2
1—i? = Z—2x2 +a?
a® + b? 9
= b2 X
_ ,02:1:2
assim,
1 —a* = pz’. (2.13)

Agora, de (2.12) e (2.13) deduzimos que Z + p*r = 0, assim,
1
x(s) = — cos b cos ps + —sen fsen ps.
p p
[

Teorema 2. Existe uma familia de SWLR imersa em S® que nao contém

superficies isoparamétricas.

Demonstracao. Se x é solucao de (2.1), tal que, F(z,&) = «a, onde a €
(min{0, 3}, ap), entdo segue do Coroldrio 1 que (z,#) ¢ uma curva suave
fechada simples. Assim, 271(0) ¢ um conjunto discreto. Além disso, a Pro-
posi¢ao 6 implica que x(s) # 0 para todo s € R, pois C, N {u = 0} = 0.
Portanto, pelo Lema 7, quando ¢ = 0, a SW LR associada a x nao é iso-
paramétrica, pois se k; é constante entao ky = ks e a = g, 0 que gera
uma contradicao. Além disso, segue do Teorema 1 que tais superficies sao

completas e imersas. ]
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