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1. Construa uma sequência de números reais x1, x2, . . . tal que o conjunto dos limites de subsequências é
precisamente o intervalo [0, 1]. Justifique sua resposta.

2. Decida se a seguinte afirmação é falsa ou verdadeira (justifique): se
∑
n an converge, então

∑
n 2−nan

também converge.

3. Seja K ⊂ R com a seguinte propriedade: para toda famı́lia de abertos {Aλ}λ∈L (L é um conjunto
qualquer de ı́ndices) tal que K ⊂

⋃
λAλ, existem λ1, λ2, . . . , λn ∈ L de forma que K ⊂ Aλ1

∪Aλ2
∪ . . .∪

Aλn
. Prove que K é um subconjunto limitado e fechado de R.

4. Seja f : R→ R uma função cont́ınua e periódica, isto é, existe C > 0 tal que f(x+ C) = f(x), ∀x ∈ R.
Prove que f(R) é um intervalo limitado e fechado.

5. Enuncie o Teorema do Valor Médio e, em seguida, use-o para mostrar que

lim
x→+∞

xn

ex
= 0,

onde n ∈ N.

6. Sejam f, g : [a, b] −→ R funções cont́ınuas em [a, b] e deriváveis no intervalo (a, b). Mostre que existe
c ∈ (a, b), tal que

[f(b)− f(a)]g′(c) = [g(b)− g(a)]f ′(c).

7. Seja f : [0, 1] −→ [0, 1] uma função cont́ınua em [0, 1] e duas vezes diferenciável no intervalo (0, 1), tal
que f(0) = 0 e f(1) = 1. Prove que existem a, b ∈ [0, 1] distintos e tais que f ′(a)f ′(b) = 1.

8. Seja f : R→ R a função definida pela expressão

f(x) =

∫ h(x)

g(x)

e−t
3

dt,

onde g(x) =

∫ x

1

e−t
3

dt e h(x) =

∫ x4

1

e−t
3

dt. Calcule o valor de f ′(1).

9. Seja f : [0, a]→ [0, f(a)] uma função derivável e estritamente crescente tal que f(0) = 0.

(a) Mostre que a função

F (x) =

∫ x

0

f(t)dt+

∫ f(x)

0

f−1(t)dt− xf(x),

x ∈ [0, a], é constante.

(b) Mostre que

xy ≤
∫ x

0

f(t)dt+

∫ y

0

f−1(t)dt

para todos 0 ≤ x ≤ a e 0 ≤ y ≤ f(a).
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(c) Prove a desigualdade de Young:

ab ≤ ap

p
+
bq

q
, ∀ a, b ≥ 0, onde p, q ∈ (1,∞) e

1

p
+

1

q
= 1,

com igualdade se, e só se, ap = bq.

10. Seja fn uma sequência de funções. Prove que se cada fn : X → R é uniformemente cont́ınua em X ⊂ R
e fn → f uniformemente em X então f também é uniformemente cont́ınua em X.
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