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“ Nao importa o quanto tente, vocé sozi-
nho nao pode mudar o mundo. Mads este
¢ o lado bonito do mundo.”.

L (Death Note).



Resumo

Nesta dissertagao, apresentaremos alguns resultados obtidos por Rafael Lépez sobre
superficies compactas com curvatura média constante e bordo livre em um wedge. Sob a
hipétese que a superficie é mergulhada ou estavel, serda provado que a superficie é parte

de uma esfera centrada no vértice do wedge.

Palavras-chave:Superficies Capilares, Curvatura Média Constante, Wedge.
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Abstract

In this work, we will present some results obtained by Rafael Lépez, on compact surfaces
with constant mean curvature and free boundary in a wedge. Under the hypothesis of
stability or embeddedness, we prove that the surface is part of a sphere centered at the

vertex of the wedge.

Keywords: Capilares Surfaces, Constant mean curvature, Wedge.
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Introducao

Capilaridade é um importante fenomeno fisico, estudado amplamente no passado por
nomes como C.F. Gauss, P. Laplace e T. Young, que ocorre quando dois materias distintos
sao postos em contato e nao se misturam. Dado um recipiente W com uma gota de
um liquido incompressivel T, a interface do liquido e do ar é uma superficie capilar M.
Sob a auséncia da gravidade, a interface M é de curvatura média constante e, além
disso, intersecta a fronteira de W sob um angulo constante. Convém comparar essa
configuracao com uma bolha de sabao, onde a superficie nao tem fronteira e a curvatura
média é constante. As superficies capilares também podem ser caracterizadas por serem
pontos criticos do funcional energia sob algumas restricoes. Recomendamos para maiores
informagoes a referéncia [8].

Alguns exemplos de superficies capilares podem ser vistos em [15], [2] e [12], no pri-
meiro Ros e Souam fizeram um estudo de superficies capilares imersas na bola do R?, no
segundo Ainouz e Souam trataram de hipersuperficies capilares imersas no semi-espago e
no slab, ja no terceira Lopez e Pyo caracterizam as superficies capilares imersas no cone.

O problema de Plateau de fronteira livre consiste em encontrar uma superficie com-
pacta, orientavel M com &rea estaciondaria imersa em W e com fronteira em 0W que
preserva o volume. Nesse caso, a superficie M possui curvatura média constante e inter-
secta OW ortogonalmente ao longo de sua fronteira.

Esta dissertacao foi baseada, principalmente, no trabalho de Rafael Lépez [13] que
trata um caso especial em que a superficie M imersa em W tem fronteira livre e o recipiente
W é um wedge no espaco euclidiano R®. Um wedge é a regidao entre dois planos que
se intersectam ao longo de uma reta a qual chamaremos de vértice. Assim, estamos
interessados em encontrar solugoes para o problema de Plateau de fronteira livre no caso
em que M é imersa em um wedge, essa solugao serd denominada superficie capilar com

fronteira livre imersa no wedge W.
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Figura 1: Wedge

Na figura 1 representamos a imersao de uma superficie M no Wedge W, no trabalho
trataremos o caso em que o angulo entre M e o bordo do Wedge representado pelos
hiperplanos Ty e Tl ¢ =0, =0, = 7.

Pretendemos caracterizar a partir de poucas restricoes as superficies estaveis imersas
no wedge, lembrando que uma superficie capilar é chamada estavel se a segunda variagao
da area é nao negativa para toda variacao preservando o volume. No caso em que W é
uma bola do R, Ros e Souam [15] provaram que as tnicas superficies capilares estaveis
sao as calotas esféricas e os discos totalmente geodésicos.

O primeiro caso de superficie capilar com fronteira livre imersa em um wedge é o de
um pedaco de uma esfera com centro sobre o vértice de W. Se deslocarmos a esfera até
que seu centro esteja em um ponto equidistante aos dois planos que definem o wedge,
teremos um exemplo de superficie capilar M imersa em W em que o angulo entre M e
OW ¢ diferente de 7. Neste trabalho estudaremos as superficies capilares com fronteira
livre imersa no wedge, sem restricoes topoldgicas e, assumindo que a fronteira possui

varias componentes conexas, trataremos dois problemas naturais. O primeiro, a respeito

de estabilidade, em que provaremos:

Teorema 1. Seja ¢ :M— R uma superficie capilar, compacta, com fronteira livre

imersa no wedge W. Entao, (M) descreve o pedaco de esfera com centro no vértice de

W.

Esse resultado pode ser observado experimentalmente, ao depositarmos sobre um

wedge uma gota de um liquido tocando ambas as partes da OW. Em seguida, notaremos
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que o fluido tende ao vértice até que a gota converta-se a uma forma esférica.

O problema de estabilidade de um cilindro infinito imerso no wedge é bem estudado
por Vogel em [18]. Relacionando com o Teorema 1, se mudarmos o wedge por dois planos
paralelos como em [19, 3] obteremos que as tincas superficies estdveis imersas entre dois
planos paralelos serao calotas esféricas e cilindros suficientemente curtos.

O segundo problema consiste em assumirmos que a superficie ¢ mergulhada no R?, ou
seja, a imersao ¢ é um homeomorfismo entre M e $(M). Como M é uma superficie com-
pacta, isso equivale a dizer que M nao possui auto-interseccoes e que podemos identificar

M com ¢(M).

Teorema 2. Seja M uma superficie capilar, compacta com fronteira livre mergulhada no

wedge W. Entdo, M é um pedago de uma esfera com centro sobre o vértice do wedge.

E importante ressaltarmos que em ambos os teoremas e nos resultados preliminares
de estabilidade de superficies capilares imersas em um wedge ha uma certa anologia a
teoremas cldssicos que caracterizam a esfera na familia de superficies fechadas do R3
com curvatura média constante. Com efeito, o Teorema 1 corresponde ao Teorema
de Barbosa-Do Carmo sobre a estabilidade de uma esfera redonda [4], j4 o Teorema 2
corresponde ao Teorema de Alexandrov assumindo que a superficie é um mergulho [1].

Veremos detalhadamente a demonstragao dos dois teoremas no capitulo 2. No capitulo
1 apresentaremos algumas defini¢oes e alguns resultados preliminares que serao utilizados

na demonstracao dos teoremas.



Capitulo 1

Nocoes Preliminares

Neste capitulo, apresentaremos defini¢oes e resultados bésicos que serao utéis no desen-
volvimento deste trabalho. Boa parte deste capitulo pode ser encontrada em [6]. Deno-
taremos por M™ (ou simplesmente por M) uma variedade n-dimensional orientével com
bordo, o qual denotaremos por 9M™ ! (ou simplesmente por 9M). Denotaremos por
X(M) o espaco dos campos de vetores diferenciaveis tangentes em M. Quando se fizer
necessario denotaremos por T,M ao espago vetorial tangente a variedade M no ponto
p € M. Convém ressaltarmos que nos resultados principais desta dissertacao estaremos
interessados em um caso particular de uma variedade, que sao as superficies de dimensao
2, sendo assim, todas as defini¢oes, proposicoes e teoremas a seguir serao aplicaveis a esse

caso particular.

1.1 Nocoes Basicas de geometria Riemanniana

Definicao 1. Definimos por conexao afim e denotamos por D a aplicacdo:

D :X(M) x X(M) — X(M)
(X,Y) — DxY
Satisfazendo as sequintes propriedades:
1. D¢x4gvZ =fDxZ+gDvZ

2. Dx(Y+2Z)=DxY+DxZ



Capitulo 1. Nocoes Preliminares )

3. Dx(fY) =fD xY + X(f)Y

Uma métrica Riemanniana (ou estrutura Riemanniana) é uma correspondéncia que a
cada ponto p € M associa um produto interno (,) em T,M que varia diferenciavelmente

no seguinte sentido: se ¢ : U C R™ — M é um sistema de coordenadas locais em torno

de p com d(x1. Xz, .. xn) = q € G(U) e 22 = ddgler), entio (2, ) = gij (X1, . %)

¢ uma funcao diferenciavel em U. Vamos supor, daqui para frente, que M é uma variedade

Riemanniana, ou seja, M é uma variedade equipada com uma métrica Riemanniana.
Um resultado cléssico de geometria Riemanniana, devido a Levi-Civita, garante que

existe uma unica conexao afim D em M, chamada conexao de Levi-Civita ou conexao

Riemanniana que satisfaz:

1. D é simétrica, ou seja, [X, Y] = D xY — D yX para quaisquer campos X,Y € X(M),
onde [X, Y} denota o colchete de Lie dos campos dos campos X e Y definido por

[X, Y} = XY —-YX.
2. D ¢ compativel com a métrica, isto é, X(Y,Z) = (D xY,Z) + (Y, D xZ) para quais-
quer campos X,Y,Z € X(M).
Ao longo desse trabalho, vamos denotar por D a conexao Riemanniana de M.

Definicao 2. A curvatura de Riemann R de M € uma correspondéncia que a cada par de

vetores X, Y € X(M) associa a aplicagdo:

R(X,Y) : X(M) — X(M)

R(X,Y)Z=DyDxZ—-DxDyZ+D 2

VYZ e X(M).

Em particular, denotando R(X,Y, Z, W) = (R(X,Y)Z, W) segue da definigao de curva-

tura e da conexao as seguintes propriedades:
1. RIX,Y, Z, W) =—R(Y,X,Z,W) =—R(X,Y,W, Z)
2. R(X,Y,Z, W) =R(Y, X, W, Z)

3. R(X,Y,Z,W) +R(Y,Z,X,W) + R(Z,X,Y,W) =0
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Definigao 3. O tensor de Ricci de M em p € M € definido por

n—1

Ric(X) = Z(R(X, ei)X, ei),

i=1
onde X € X(M) e {el, ey enfl} ¢ uma base qualquer do complemento ortogonol do sub-

espaco gerado por X.

Definigao 4. Seja f : M — R uma func¢do suave. O gradiente de f é o unico campo

vetorial suave V£, definido sobre M que satisfaz a sequinte condi¢ao:
X(f) = (Vf,X),
para todo campo de vetores X € X(M).
Decorre da defini¢ao que, se f e g sao fungoes suaves, entao:
1. V(f+g) =Vf+Vg;
2. V(f.g)=g-Vf+f-Vg.

Definigao 5. Seja X um campo vetorial C*. A divergéncia de X € a fun¢do suave Div X :
M — R definida por:
Div X(p) = tr{v+— D,X},

onde v € T,M e trindica o traco do operador.

Decorre da definicao, que se X e Y sao campos de vetores de classe C¥ e f uma funcao

suave, entao:
1. Div(X4+Y)=DivX+DivY;

2. Div(f.X) = f.Div X + (Vf, X).

Definicao 6. Seja f: M — R uma funcao suave. O Laplaciano de f é a funcdo suave
Af :M— R dada por:
Af = Div(VT).

Das propriedades do gradiente e do divergente segue que se f, g :M— R sao fungoes

suaves, entao:
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1. Alf+g) = Af + Ag;
2. Alf.g)=g-Af+f-Ag +2.(Vf, Vg).

Teorema 3 (Divergéncia). Sejam M uma variedade compacta orientdvel do R™ com bordo

oM e X um campo C*. Entdo
J Div XdM = J (X,v)dS,
M oM
onde v € um campo unitdrio normal a OM apontando para fora de M.

Esse teorema é uma consequéncia imediata do Teorema de Stokes para variedades. A

demonstragao do Teorema de Stokes pode ser encontrada no capitulo 10 de [17].

Corolério 1 (1° Férmula de Green). Sejam w,v : U — R, funcdoes de classe C* no
aberto U C R™. Seja M C U wma variedade orientdvel, compacta com bordo suave OM.
Entao :

ov

J wAv + (Vu, Vv)dM = J u.—dS.
M om OV

Segue diretamente do Teorema da divergéncia e da definicao do Div considerando o

seguinte campo X = uw.grad(v).

Definicao 7. Seja f: M — R uma funcdao suave.O hessiano de f no ponto p € o operador

linear Hessf : T,M — T,M, definido por:
Hessf,(v) = D, Vf.

Proposigao 1. Se f: M — R € uma func¢ao suave, entao o hessiano de f no pontop é

um operador linear auto-adjunto.

Demonstracao. Dados x,y € T,M sejam X, Y extensoes locais de x e y em uma vizinhanca
de p. Entao:
(Hessf,(x),y) = (DxV1,Y), = X(Vf,Y)—(Vf,DyX)
= X(Y(f)) = (VF,DxY — [X,Y])
= Y(X(f)) = [X,Y](f) = (Vf,DxY) + [X, Y] (f)
= (x,Hessf,(y)).
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Definicao 8. Diz-se que um referencial ortornomal {el, e en} em um aberto U C M é

geodésico em p se Deej=0,1,j=1,...n.

Proposicao 2. Se f : M — R ¢ uma funcgao suave, entdo para todo p € M wvale a
wgualdade:
Af(p) = tr(Hessf,).

Demonstracao. Dada uma base ortonormal do T, M, {el, ey en}, temos que

tr(Hessf,) = Z<He$5f‘p(ei)aei>
= ) (D Vf,e) = div(Vfy)

= Af,,.
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1.2 Um pouco de imersoes isométricas

Nesta seccao vamos considerar uma variedade Riemanniana M™ imersa num espago eu-
clidiano RN, cuja conexao riemanniana sera denotada por D . Neste caso, denotaremos
por X+ (M) o espaco dos campos de vetores diferenciaveis normais a M.

Sejam X,Y € X(M) e X,Y extensoes locais no RN de X e de Y, entdo definimos

DxY = (DxY)".

Verifica-se com certa facilidade que esta é a conexao Riemanniana relativa a métrica
induzida por ¢. Note que esta conexao nada mais é que a projecao da conexao Riemanni-
ana do RN sobre o espaco tangente de M. Note também que caso substituirmos o espaco
RN por qualquer outra variedade Riemanniana n-dimensional M obtemos naturalmente
uma conexdo Riemanniana dada pela projecao da conexdo de M sobre o espaco tangente
de M . Gostariamos de definir a segunda forma fundamental da imersao ¢, usando a
definicio de conexao riemanniana obtemos que a aplicacio B(X,Y) = DY — D xY estd

bem definida, ou seja, independe da extensao local de X e de Y.

Proposicao 3. Se X,Y € X(M), a aplicagcdo B : X(M) x X(M) — X(M)+ dada por
B(X,Y)=DxY—DxY

€ bilinear e simétrica.

A prova dessa proposigao pode ser facilmente obtida em [6]

Definigao 9. A forma quadrdtica 11, definida em T,M por 11, (X) = H (X, X) € chamada

a seqgunda forma fundamental de ¢ em p seqgundo o vetor normal n.
Associada a aplicacao H, temos a aplicacao linear auto-adjunta A, : T,M — T,M
definida por:
(Aq(X),Y) = Hy(X,Y) = (B(X,Y),n).

Proposigao 4. Dadosp € M, x € T,M en € (T,M)* . Seja N € X+ (M) uma extensao

local de n mormal a M, entao:
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Demonstracao. Seja y € ToM e XY extensoes locais de x,y tangentes a M. Entao,

(N,Y) =0, e portanto

(An(x),y) = (BIX,Y)(p),N) = (DxY—DxY,N)(p)

= —(Y,DxN)

= <_D XN7y>
para todoy € T,M O

Definicao 10. Dada uma imersao ¢ : M™ — R definimos a sua curvatura média
por

1
H=—tr(A,)
n

onde tr(A,) significa o traco da aplicagdo A,.

Definicao 11. Dada uma imersio ¢ : M™ — R dado um campo de vetores m

normais a M definimos o vetor curvatura média da imersao por H=Hmn, ou ainda

.1
H=—tr(A,;)n
n

Definicao 12. Dada uma imersao ¢ : M™ — R™" denotando por A:f] a transposta do

operador de weingarten A, , definimos a norma da sequnda forma fundamental por
lof* = tr(AnA;‘]).

Considere {el, e en} uma base ortonormal de X(M) de tal forma que diagonalize a
matriz da aplicagao A,;. Chamaremos as curvaturas principais de ¢ os numeros ki, ..., kn
tais que Ay(ei) = kiei, i = 1,...,n. Nessas condigbes, temos que a curvatura média é
dada por H = k1+—n+k" e a norma da segunda forma fundamental |of* = > [A, (ei)]* =

K2+ .. +K2.

Proposicao 5. Seja H a curvatura média de uma imersao ¢ e o a sua sequnda forma

fundamental. Entao, |o]*> > nH? e a igualdade ocorre se e somente se ¢ é umbilical.
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Demonstracao. Sejam {el, o en} uma base ortonormal de X(M) que diagonalize a matriz

da aplicagao A,,. Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos que:

1 2
o = Y At =Yk > (X k)

i

1
= —(tr((r))2
n
1
= —(n.H)?
n
= nH% (1.1)
Ocorrendo a igualdade se, e somente, se k; = ... = k. Ou seja, se e somente se, ¢ é
umbilical. O

Agora apresentaremos uma proposicao que sera importante na demonstragao da formula

de Reilly.

.~ . -+l . L L, — .
Proposigao 6. Sejam P : M™ — M uma imersao isométrica e f : M — R func¢ao
suave, entao:

Ajif = Amf —nH(f) + (Hesspf) (N, N)

em cadap € M, onde H € o vetor curvatura média da imersao e N campo unitdrio normal

a M em uma vizinhanca de p.

Demonstracdo. Denotando D e D as conexdes de M e M respectivamente, TT a segunda
forma fundamental de 1. Sendo {el, vy €n,enal = N} referencial geodésico em uma

vizinhanca de p € M em M, temos que em p vale:

n+1 n+1
Awrf = tr(Hessygf) = Z(ﬁein, ei) = Z(ei(Vf, ei) — (Vf,De.ei)
o1 i=1

n

= Z(ei<Vf7 ei> - <Vf, D e; €1 + B(ei7 ei)>)

i=1

+ N(Vf,N) —(Vf, DnyN)

= Amf— Z(Vf, B(ei,ei)) + Hessyrf(N, N)
i=1



Capitulo 1. Nogoes Preliminares 12

1.3 A férmula de Reilly

Nessa secao apresentaremos a formula de Reilly, esta que sera utilizada para demonstrar
o Teorema 2. Sejam (M“H,ﬁ) uma variedade riemanniana compacta orientada, o bordo
de M ¢é a variedade riemanniana 9M = M™, consideremos M munido com a métrica e
orientacdo induzida de M, v campo unitdrio normal exterior & OM ao longo de M e
H curvatura média de M. No Teorema a seguir apresentaremos uma férmula devido a
Reilly, sendo conhecida na literatura como férmula de Reilly, mas antes apresenteremos
no préximo lema outro resultado cldssico da geometria que é a férmula de Bochner. A

formula de Reilly serd obtida basicamente mediante a integracao da férmula de Bochner.

Lema 1 (Férmula de Bochner). Seja (M, g) uma variedade riemanniana, e considere

f: M"™ — R suave. Entao:
1
5A(|Vf|2) = Ric(Vf) + (Vf, V(Af)) + |Hess f|.

Demonstracao. Com o intuito de simplificar notacao consideraremos um sistema de coor-
denadas normais (x, V), onde V ¢ a vizinhanca normal de um dado p € M. Esse sistema
goza de uma série de propriedades, dentre elas: D ., e; = 0 e gij = 835, onde {el, e en} é
a base de X(M) nesse sistema de coordenadas. Para mais informacoes sobre tal sistema,
indicamos [10].

No sistema de coordenadas descrito acima, podemos escrever Vf = Y " | fie; onde

fi = ei(f) = (Vf, ei). Logo, [Vf]*> =Y " | f# e derivando em j obtemos:

n

1
SUVER) =D fify.
i=1
Novamente derivando em j obtemos:
1 n
§(|Vf|2)jj = Z((fij)Z + fifij;)-
i=1

Somando em j temos

A(%me => (%(me) = (fy)’+ ) fify;,
i,j

j iy
Para calcular fij;, notemos que f; = (Vf, e;), dessa forma:
fi)' = <D e Vf, €i> = Hess f(ej, ei)
= Hessf(ei,¢;)

= <D ein, €j>.
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E, assim, derivando novamente em j temos:

fijj = <D ejD ein, €j> = <R(ei, e]-)Vf, €j> + <D eiD eij, €j>
= <R(€i,€]’)Vf, €j> +€i<D eij, €j>. (13)
Assim, denotando ei(D ¢, VT, ej) = (D ¢, Vf, ej); temos a férmula de Ricci:
fijj = —<R(€i, ej)ej, Vf> + <D eij, ej>i‘
Portanto,
1
AGIVIF) =3 (DeVie)* =D (Rlenee;, VO + ) fi(D Vi e

) ) )

Agora, calculemos em separado cada um dos membros da equacao :

A(%|vﬂ2> — Z<D ein, ej>2 — Z(R(ei, e]-)ej, Vf>f1 + Z fl<D e].Vf, ej>i

i,j i)

L)
= ) (D Vf, ) (D Vfele)+ ) (R(D fiei, )V ¢5)
j i

j

+ if(Z(D e, V1, ej>).

)' 1

= Y (D VED VA + Y (R(VE,¢)VF e) + Y fi(Af),
i j t

= > |D ¢ VF[ + Ric(VF) + (VF, V(Af))

— |1:1ess f|* 4+ Ric(Vf) + (VFf, V(Af)).
E assim, finalmente, obtemos a formula de Bochner:

%A(IVfF) = [Hess f|* + (Vf, V(Af)) + Ric(Vf, V).

O

Teorema 4 (Férmula de Relly). Nas notagoes acima, se f: M S R ¢ uma funcgao
suave entao

J((Zf)z —[Hessxzf|* — Ric(VH, Vf)) dM = J <<2Af—nH.fv> £y —TI(VH, Vf)) dM,
M

M

. . . , , . —n+1
onde barra superior indica que o cdlculo é feito em M, f, = (Vf,v) = %, IT
representa a sequnda forma fundamental da inclusio i : M — M e H a curvatura

média.
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Demonstragao. Integrando a férmula de Bochner, obtemos que:

%JZ(Wﬂ?)dM — J

M M

Pelo Teorema da Divergéncia temos que:

lj A(VHP)dM =
2 m

3

[
>

I
%r N = N = N —

<

(Hesspf” 4 (VF, V(Af)) + Ric(Vf, VF))dM.

[ divy (V(Wﬂ?)) M

M

M(vﬁ(Wﬂ?))dM
v(IVf[*)daM

(D, VT, Vf)dM

(Hessyrf) (v, V) dM.

Por outro lado, desde que divm((Zf).Vf) = (V(Af), Vf) + (Af)? obtemos

M JM

Dessa forma, segue que

M M

J (V,V(Af))dM = " divyr((Af).V)dM —

I
_h
2

>
=
2

|

%

J(Zf)2d_ _ J(|Hesst|2+Ric(vf,vf))m

B J (Hessmf)(v,Vf)dMJrJ fy (Af)dM
M

Assim, pela Proposicao 6 temos

M

fLAf = fV(AMf—<nHv,Vf)+H€SSmf(V,V))

= f,Af —nHf? + f, (Hessyef) (v, v),

como Vf = (ﬁ)t, podemos escrever Vf = (vf) — (Vf,v)v e assim: Vf = Vf+ f,v.
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Usando o fato que Hessf ¢é bilinear e simétrico, temos

Hessyi(v, VF) = Hessyif(v, fyv + VF)

= fy(Hessy;f) (v, v) + (Hessycf) (VF, V)

= fy(Hessy;f) (v, v) + (D v¢ VT, V)

= fy(Hessyg;f) (v, v) + (D v¢ V£, v)

+ (D vev, V) + (VE(f,)v, V)

= fy(Hessy;f) (v, v) + (D v¢ V£, v)

+ fy ;Vﬂv,w + (VH, v( v))

= fy(Hessyf) (v B(Vf, VF),v) + (Vf, V(fy)).

E assim,

fy (Af) — (Hessyrf) (v, V) = f,Af —nHf? + f, (Hessyif) (v, V)
— £y (Hessytf) (v, v) — (B(VF, VT), V)
— (VI, V(1))
= fyAf—nHf2 — (Vf,V(f,)) — (B(Vf, Vf), V).

E como divm (f, VT) = (Vf, V(f,)) + f,Af, obtemos que
£y (V) — (Hessygf) (v, V) = 2f, Af — divp (fy, V) — nHf, — (B(Vf, V), V).

Além disso, desde que OM = (), temos IM divm (fy VF)dM = 0. Agora, usando que
(B(Vf,Vf),v) =TI(Vf, Vf), obtemos a férmula de Reilly:

J((Zf)“' —IHesstIQ—Ric(Vf,Vf)) dM = J ((2Af nH.f ) —TI(VH, Vf)> dM.
M M

]
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1.4 Principio da tangéncia

Nesta secao, apresentaremos dois resultados que serao utilizados na demonstragao do
Teorema 2. Omitiremos as respectivas demonstracoes por achar que o nosso foco da
dissertacdo é outro, porém indico [9] para encontrar tais demonstragdes. O primeiro
teorema refere-se ao principio do maximo para a curvatura média, valido para superficies
que se tangenciam e o primeiro ponto de contato ocorre em um ponto interior a ambas,
ja o segundo refere-se ao principio do maximo para a curvatura média, no caso em que o
primeiro ponto de contato ocorre na fronteira das superficies.

Sejam M; e M; superficies conexas no R?® que sdo tangentes em p € M; N M, e
possuem o mesmo vetor normal no ponto de tangéncia. Numa vizinhanca de p, M; e My
sao graficos horizontais de fungoes f; e fy, respectivamente, onde fi,fy : QO — R | com

Q) um conjunto aberto do plano tangente comum a ambas superficies.

Definicao 13. Com as notacoes anteriores, dizemos que My estd sobre My na vizinhanca

de p, se f1 > fy nesta vizinhanca. Denotamos isso por My = M,.

Teorema 5 (Principio do maximo no interior). Sejam M; e My superficies no R? com
curvaturas médias Hy e Hy e p € M1 N My um ponto interior comum a ambas superficies.
Suponhamos que My e My sdo tangentes em p e que, localmente em torno de p, elas sao
orientadas por campos de vetores normais que coincidem em p. Se numa vizinhanga de

P, tiwvermos que My = My e H; < Hy, entdo My = My numa vizinhanga de p.

Teorema 6 (Principio do maximo na fronteira). Sejam M; e My superficies no R?
com fronteiras diferencidveis e seja p € 0M; N OMy . Suponhamos que OM; e OM,
sao tangentes em p e que, localmente em torno de p, My e My estejam orientadas por
campos de vetores normais que coincidem em p. Suponha também que os campos de
vetores unitdrios conormais interiores as fronteiras coincidam em p. Sejam Hy e Hy as
curvaturas médias de My e My com relagao a tais campos. Se numa vizinhanca de P,

tivermos que My = My e Hy < Hy, entao My = My numa vizinhanca de p.
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1.5 O Problema Variacional

Introduziremos agora, de forma sucinta o problema variacional, para maiores detalhes veja
[4, 13, 16]. Sejam W um dominio do R? e M uma superficie compacta (conexa), orientével
com fronteira OM. Seja ¢ : M — R? uma imersao tal que (M) C W e ¢p(0M) C OW
intersectando ortogonalmente (diz-se que M tem bordo livre). Uma variagao de ¢ é uma
aplicacao diferencidvel ® : M x (-€,e)— R3 | com @ (p,0)=d(p) ¢ @¢(-)=D(-,t) é uma

imersao para cada t real. Sabemos que @ é admissivel se @(int M) C int W e ®{(0M)

C OW e a variacao ¢ chamada normal se % ¢ um campo de vetores normal a M.
t=0
Definimos o funcional area por:
At) = J dA:
M

onde dA; é o elemento de drea de M com a métrica induzida por @y, e funcional volume
¢ dado por
V(t) = J (N, @) dA,
M

onde Ny é a aplicacao de Gauss de ®@;. Aqui V(t) representa o volume de um cone
orientado sobre @ (M) com respeito a origem do R3. A variacio @ preserva volume se
V(t) = V(0) para todo t.

Temos que a imersao ¢ é uma superficie capilar com fronteira livre, se A’(0) = 0 para
toda variacao admissivel de ¢ preservando o volume. Temos ainda que uma imersao ¢ é
dita estaciondria se ¢ possui curvatura média constante e ¢(M) intersecta OW ortogo-
nalmente. Essa imersao é estavel se A”(0) > 0 para toda variacao normal admissivel de

¢ preservando o volume. A férmula da segunda variagao da area é dada por:

" _ _ ﬁ
A”(0) = J (fAf + |o]*f*)dM LM(fav-i—ﬂ(N,N)fz)ds (1.5)

M
para toda fungao suave f em M com | m fAM = 0, onde 0 ¢ a segunda forma fundamental
de ¢, A é o laplaciano com a métrica induzida em M por ¢, TT é a segunda forma
fundamental de oW em W, v é o vetor conormal unitario apontando para dentro ao

longo da OM e g—f/ ¢é a derivada parcial de f com respeito a v.
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Estabilidade de superficies capilares

imersas em um wedge

2.1 Demonstracao do teorema 1

Nessa secao provaremos o Teorema 1, para isso faremos o uso de alguns lemas.

Lema 2 (Joachimstahl). Sejam S; e S superficies requlares do R® que se intersectam ao
longo de uma curva regular C e fazem um angulo 0(p), p € C. Suponha que C € uma
linha de curvatura de Sy. Entdo, 0(p) é constante se, e somente se, C é uma linha de

curvatura de Ss.

Demonstracao. Consideremos o : (—e, e) — §1 NSy parametrizacao da curva C. Supo-
nhamos que « seja uma linha de curvatura de S;, ou seja dN(a/(t)) = A(t)a/(t), com
x(0) = p, p € C. Temos que cos(0(p)) = (N1(p), Na2(p)), onde Ni(p) e Na(p) s@o os
vetores normais de S; e S;. Suponha 0(p) = c.t.e, devemos mostrar que C é uma linha

de curvatura de S,. De fato,

(cos(B(x(t))))" = ({(Na(ex(t)), Na(ex(t))))" = (dNi(a’(t)), Na(a(t))) +
(Ni(ex(t)), dNa(a/(t)))
= (Ni(a(t)), dNo(a'(t)))

pois (Na(a(t)), dN;(e(t))) = 0. Portanto, (Ny(a(t)), dN2(ex(t))) = 0. Além disso, temos
que (Na(a(t)), dNo(x(t))) = 0. Agora analisaremos dois casos: o primeiro é cos0 # +1,

neste caso obtemos que dNy(x(t)) é paralelo a o’(t) implicando que C serd uma linha

18
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de curvatura de Ss; 0 segundo caso é cos @ = £1, donde obtemos Ny (o(t)) = £=Ny(x(t))
o que implica dNg(o/(t)) || ANy (e’ (t)) = A(t)e’(t). Nos dois casos temos que C é uma
linha de curvatura de S,.

Reciprocamente, suponha que C seja uma linha de curvatura de S,. Assim, temos que

(cos(8(ae(t))))" = (AN;(a/(t)), No(ax(t))) + (Ny(ee(t)), dNa(o/ (1))
= (Ac(t)e’ (1), Na(ec(t))) + (Ny(x(t)), Aa(t)e’ (1)) = 0.

Por conexidade segue que cos (G(t)) é constante em C, logo 0(t) também serd constante.

]

Lema 3. Sejam M uma superficie e ¢ : M — R3 uma imersao com curvatura média
constante H. Seja N o campo vetorial normal a imersao &, entao o laplaciano da fungao
suporte (o, N) €

AN, @) = —2H — [o*(N, @),

onde |o* € a norma da sequnda forma fundamental.

Demonstragao. Consideremos em M? um referencial geodésico {el, 62}, derivando a igual-
dade (N,N) = 1 obtemos (D, N,N) = 0. Derivando pela segunda vez temos que
(D¢, De,N,N) = —(D¢N,DN). Dessa forma

2 2 2 2
Y DeDeNN)==> (D N,D.N) = —Z(Z(DeiN,ek><DeiN,ej><ek,ej>)
i=1 i=1 i=1 “k,j=1
2
= — ) (DeN,g)(DeN.¢g)
1,j=1
2
= — ) (DN, ej)(—An(ei), ¢))
i,j=1
2
= — ) (DN ej)(—An(e), e
i,j=1
2
= _Z<D61N7ei><D6jNaei>
i,j=1
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Por outo lado, temos que

<N’ﬁeiﬁeiek> = ei<Nuﬁeiek> - <ﬁeiNuﬁeiek> = ei( ’ﬁe-ek>

Notemos também que como (N, e) = 0, temos que (D N,ex) = —(N,D..ex). Deri-

vando novamente obtemos que:
<ﬁeiﬁeiN7 €k> + (ﬁeiN,ﬁeiek) = _<ﬁeiN7ﬁeiek> — (N,ﬁeiﬁeiek).

Logo, <ﬁeiﬁeiN, ey) = —(N,ﬁeiﬁeiek) E assim, usando que a curvatura média H é
constante, temos que:

2 2 2 2

D> (DeDeNe)=—> (NDeDeei) = —) e(N,Dee)+ ) (De N, Dees)

i=1 i=1 i=1 i=1

i=1
= —ex(nH) =0
Portanto Zle D.D¢N = —|0>N. Podemos entdo calcular o laplaciano da funcio

suporte:
Al Ny =) eile((d,N) = > eil(er, N)+ (¢, De,N))

2
= E ei<¢7ﬁeiN>
i=1
2 2

= > (et DeN)+ > (¢, DD N)

i=1 i=1

= —Z(ei,AN(ei» - |0—|2<(b7 N>

— —nH—|oP (¢, N). (2:2)

Lema 4. Nas mesmas condi¢oes do Lema 3, tem-se que:

AldP =4+ 4H(N, ¢).
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Demonstracao. Consideremos em M? um referencial geodésico {el, ez}. Primeiro calcu-
laremos o gradiente de |¢p|*>. Para isto, se X € X(M) segue pela definicao de gradiente
que

(grad(IpP), X) = X(1[*) = 2(¢, X).

Dessa forma, grad(|¢?) = 2(d)t =2(d — (b, N)N). Logo,

2 2

AP =) (Degradidle) = 2(D (De(d—(d,N)N),ei))

i=1 i=1

= 2 tee) - Xt N - Y (0. DN (N

i=1 i=1 i—1

—Z<¢,N><ﬁeiN,ei>)

2

= 2() (ei,e) +

i=1 i=1

= 22+ <¢,N>2HS

M

(&, N)(An(ei), ei>)

= 44 4H(p,N).
m

Lema 5. Nas mesmas condi¢oes do Lema 3, obtemos a primeira formula de Minkowski

1
J (1 +H(N, cp)) M = —J (v, b)dS,
M 2 Jam
onde v € um campo vetorial unitdario da OM apontando para fora de M.

Demonstragdo. Pelo Lema anterior temos que Alb> = 4+4H(N, @), integrando obtemos

JM (4 + 4H(N, q))) dM = JM Alp2dM.

Pela 1° Férmula de Green, temos que:

24M — opP
JM AlpldM = LM 3y ds = QLM (d,v)ds.

Logo,
4JM <1 +H(N, CD)> M = QLM (b, v)ds.

Completando a prova do lema. O
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Apartir de agora ja estamos em posicao para demonstrar o Teorema 1. Consideremos
W um wedge a qual sem perda de generalidade suponhamos que seu vértice esteja na
origem R3 (caso ndo esteje basta, uma translagdo até a origem). Seja ¢ uma imersio
satisfazendo as hipdtesis do teorema. Pelo fato de ¢ ser uma superficie com fronteira
livre, temos que ¢ (M) intersecta os planos OW ortogonalmente, logo o campo de vetores

conormal v da 0M em M é ortogonal a OW. Assim, pelo Lema 5, temos que

JM (1 + H(N, CD>) dM = 0.

Dessa forma, a fungao f = 14+H(N, @) é uma candidata a funcao teste em (1.5). Por outro
lado, de acordo com o Teorema 2, como ¢(0M) C OW e $(0M) é uma linha de curvatura
na OW, segue que ¢(0M) é uma linha de curvatura em M. Ou seja, o(a'(s),v(s)) =0
ao longo de OM onde «(s) é a parametrizacao da 0M. Usando essa informacao, temos
que

of

Fov H(dN(v), x) = —H(G(oc’,v)<oc’, o) + o(v,v)(v, oc)) = 0. (2.3)

Assim, segue de (1.5) que

A”(0) = —J .

of
(fAf + |G!2f2)dM—J (f— +H(N,N)f2) ds.
M oM

Usando o fato de que TT = 0 e a igualdade (2.3), obtemos

A”(0) = —J (fAf + |o]*f*)dM. (2.4)
M
Finalmente do Lema 3, temos que A(N, @) = —2H — [o]*(N, @) e assim
J AN, d)dM = J —2H — [oPA(N, ¢)dM. (2.5)
M

M

Pelo Primeira Identidade de Green e usando o fato de que (DN(v),$) = 0 ao longo da
0M, obtemos

J A(N,c])>dM:J st - J (DN(v), ) + (Dd(v), N)ds
M oM oM

_ J (DN(v), ) + (v,N)ds = 0.
oM

Assim de (2.5), obtemos que

—| 2HdM = [o*A(N,$)dM. (2.6)
J, am=]
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Novamente usando o Lema 3 obtemos

fAf + [0’ = H.(1+H(N,$)) AN, $) +[o]*.(1+ H(N, $))
= (14+H(N,¢)).H.(—2H — |[o*(N, d))
Hol (14 2H(N, ) + H (N, $)*)
= —2H? —2H*(N, ¢) + |of* + H|o]*(N, )

= o> —2H? — H(2H*(N, ¢) — [o*(N, ). (2.7)

Usando (2.4) e que M é estavel, obtemos

r

0<A”(0) = | (2H*—]of) dAM + 2H3J

) <N,¢>dM—j 02N, ) aM

M M

_ | (2H? —|of?) +2H3J

JM M

(N, p)ydM + JM 2H?dM

_ (2H2—|0|2)+2H2J (1+H(N, ¢))dM
JM M

= PM (2H? — |of). (2.8)

Por outro lado, pela Proposicao 1.2 temos que |of> > 2H? e assim de (2.8) tem-se que
2H? = |o]? e segue que ¢ é uma imersao umbilical. Dessa forma ¢ (M) ou é um aberto
da esfera ou de uma plano. Assim, nos resta uma unica possibilidade para uma superficie
compacta com fronteira livre imersa em um wedge, (M) é uma esfera com centro no

vértice.
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2.2 Demonstracao do teorema 2

No Lema a seguir procederemos como J.Choe e S.-H.Park [5], faremos uma breve descrigao

do método utilizado.

Lema 6. Seja M uma superficie compacta mergulhada em um wedge W intersectando
ortogonalmente OW. Denotando V o volume de um dominio Q limitado por M e W.

Assumindo que a curvatura média H de M € positiva, temos

1
—dM > 3V.
ls

F a igualdade ocorre se e somente se M € um pedago de uma esfera.

Demonstrac¢ao. Seja D um dominio com fronteira suave contido em () a uma distancia
e > 0 da OM. Relembremos que a formula de Reilly para um dominio compécto D C R?

visto no Teorema 4 é dado por

A2 2 — _ a_u> ou )
JD <(Au) IHessMu|> LD (( 2ALL—|—2H.an n +TI(Vu,Vu) |,

onde a barra superior indica que o cdlculo é feito no R*®. Agora consideremos a funcao

suave U, solucao para o problema misto:

Au = l,em D

u = 0,em oD\oW
ou

— = 0,em 0DNOW.
on

Calculando o volume de D usando a formula de Relly, o fato de que TT = 0 em 0W e as

hipéteses do poblema misto, obtemos:

_ ou, 0
Vol(D) = J 1= J (Au)® = J Hessyaul® + J (—Au+2HSZ) 5= 4 TT(Au, Au)
M D M dD\oW on’ on
0
— J [Hessyul® + QJ H(—u)Q.
M dD\dW on

S 2 .
Observe que 1 = (Au) < 3|Hessypul?. De fato, se Hess f = (aij)3xs como o laplaciano
¢ o traco da matriz hessiana, e usando a desigualdade entre a média aritmética e a

quadratica, obtemos

(z_ku)2 = (a1 + @ + a33)2 < 3(af; + a3, + a3;) < 3[Hessypul’.
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E assim,
Vol(D 0
Vol(D) > YoU )+2J H(2Y)
dD\dW on
Portanto,
ou, 2
Vol(D) > 3 H(Z=)" (2.9)
aD\oW on

Por outro lado, temos que

9 —\ o)’ ou, 2 1
Vol(D)? = (| Au) = — ] < H(==) —. (210
D daD\dW on aD\ oW on aD\oW H

Onde na segunda igualdade usamos a primeira formula de Green e para obter a desigual-
dade aplicamos a desigualdade de Cauchy-Scwarz para integrais. Dessa foma, segue de

(2.9) e (2.10) que

1

D\oW H

d 1
3Vol(D)? < 3J H(—“)QJ S < Vol(D)J
aD\ oW on aD\ oW H d

Donde obtemos 3Vol(D) < IaD\aW ﬁ Agora, fazendo € — 0 temos Vol(D) — V

e assim obtemos que

3V<J —.
m H

. iy —~ \2 .
Se ocorresse a igualdade deveridmos ter que 1 = (Au) = 3|Hesszul? e assim Hessziu =

lpl2—a?
s para alguma constante a.

:15, onde I3 ¢ a matriz identidade. Entdo, u(p) =

Assim, desde que u =0 em M segue que M é um pedaco de uma esfera. O

Uma vez provada a desigualdade do Lema 6, temos as ferramentas necessarias para
provar Teorema 2. Consideremos M satisfazendo as hipdtesis do teorema e seja (O o
dominio limitado por M e oW, onde W é um wedge o qual o vértice contém a origem
do R3. Como o vetor unitdrio normal & 9Q N AW é ortogonal ao vetor posicao, usando o
Teorema da divergéncia, temos que:

L Div($)dQ = —JM<¢, N)dM +J

QNnow

@N) == | (@.N)am.
M
E assim,
3V = J Div($)dQ = —J (b, N)dM.
Q M

Logo o volume de Q) serda V = —% IMM), N)dM, onde N é a aplica¢ao normal de Gauss

em M apontando para fora de Q.
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Afirmamos que a curvatura média H de M ¢é positiva. De fato, seja pg € OM o ponto
de maximo da distancia entre o vértice de W e a OM. Consideremos o plano P paralelo
ao vértice de W ortogonal ao plano 0W que contém py no ponto pg. Desloquemos o plano
P suficientemente distante do vértice de W até uma posicao em que P nao toque em M,
agora retornemos P a posicao inicial até o ponto em que P toque novamente em M. Pela
defini¢cao do ponto py e do plano P, isto deve ocorrer em algum ponto interior a M ou
mesmo no ponto pg, onde P e M sao tangentes, devido ao fato de que M é ortogonal
a OW. Em ambos os casos usando o principio do méaximo para superficies de curvatura
média constante em sua versao no interior e na fronteira, obtemos que H > 0, pois caso
contrario teriamos que M = P numa vizinhanga do ponto de intersecao entre P e M, o
que é um absurdo pois como H é constante deveriamos ter que H = 0, ja que a curvatura
do plano é nula. E usando a férmula de Minkowski obteridmos que a area de M seria
nula. Concluindo assim a afirmagao. Por outro lado, temos que

A—3HV:A+HJ

M(N,d>>dM :J (1+H(N, ¢))dM.

M
Assim usando novamente a férmula de Minkowski obtemos que A —3HV = % Jam (D, V),
como o campo de vetores conormal v da 0M em M é ortogonal a M concluimos que
A —3HV = 0. E assim, como H é constante, temos que IM ﬁ = 3V. Portanto, pelo Lema
6 segue que M é uma parte de uma esfera, e como M deve intersectar ortogonalmente a
O0W devemos ter que o centro da esfera deve estar no vértice da wedge W. O que prova

o teorema 2.
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