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“A Matemdtica apresenta invencoes tao
sutis que poderao servir nao so para satis-
fazer os curiosos como, também para au-
xiliar as artes e poupar trabalho aos ho-
mens.”.

(Descartes).



Resumo

Este trabalho tem como objetivo principal abordar resultados relacionados as estimativas
para o primeiro autovalor A] do operador de Jacobi ] em hipersuperficies com curvatura
média H constante na esfera unitaria S**!(1). Preliminarmente, fizemos uma abordagem
sobre as estimativas ja desenvolvidas anteriormente por James Simons (1968), para hiper-
superficies minimas nao totalmente geodésicas, isto é, ] < —n e a igualdade ocorre se, e
somente se, é isomorfa a um toro. Em seguida Chuanxi Wu (1993) melhorou a estimativa
para hipersuperficie nao totalmente geodésica, mostrando que 7\{ < —2n, e a igualdade
ocorre se, e somente se a hipersuperficie é toro de Clifford. Perdomo (2001) prova o mesmo
que Wu, mas usando um método diferente. Por ultimo, Alias, Barros e Brasil, mostram
que em hipersuperficies com curvatura média constante, para n = 2, essas estimativas
dependem da curvatura, da dimensao e da imersao. A esséncia dos resultados teve como
referéncia principal o trabalho de Daguang Chen e Qing-Ming Cheng, onde se mostra
um limite superior 6timo para o primeiro autovalor do operador de Jacobi numa hipersu-
perficie compacta nao totalmente umbilica com curvatura média constante dependendo
apenas da curvatura média e da dimensao, nao sendo necessaria a dependéncia da imersao.
As equagoes de Gauss, Codazzi, Ricci e o Laplaciano da segunda forma fundamental sao
abordados preliminarmente nesse estudo.

Palavras-chave: Estimativa do primeiro autovalor do operador de Jacobi, hipersuperficie

com curvatura média constante, toro de Clifford.



Abstract

This work has as main objective to approach results related to the estimates for the first
eigenvalue A] of Jacobi operator ] on an n-dimensional non-totally umbilical compact
hypersurface with constant mean curvature H in the unit sphere S™**(1). Preliminarily,
we have taken an approach on the estimates already developed previously by James Simons
(1968), for minimally not totally geodesic hypersurfaces, that is, Al < —n and equality
occurs if, and only if, is isomorphic to a torus. Then Chuanxi Wu (1993) improved
the estimate for non-fully geodesic hypersurface, showing that A} < —2n, and equality
occurs if and only if the hypersurface is Clifford’s torus. Perdomo (2001) proves the same
as Wu, but using a different method. Finally, Alias, Barros and Brasil, show that in
hypersurfaces with curvature mean constant, for n = 2, these estimates depend on the
curvature, the dimension and the immersion. The essence of the results had as main
reference the work of Daguang Chen and Qing-Ming Cheng (2017) where they present an
optimal upper bound for the first eigenvalue of Jacobi operator, on an n-dimensional non-
totally umbilical compact hypersurface with constant mean curvature which only depends
on the mean curvature H and the dimension n, not being dependent of the immersion.
The equations of Gauss, Codazzi, Ricci and Laplacian of the second fundamental form

also discussed in this study.

vi
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Introducao

Dada ¢ uma hipersuperficie compacta n-dimensional na esfera unitaria, consideremos
uma variacao de @ para todo t € (—e, €) sendo @y = . As hipersuperficies aqui tra-
tadas sdo as imersoes isométricas com curvatura média constante (CMC), as umbilicas
e também as nao totalmente umbilicas. Inicialmente abordamos conceitos basicos sobre
variacoes da drea; para uma leitura aprofundada veja [3]. Algumas identidades sdo abor-
dadas detalhadamente, visto que sao extremamente 1teis no decorrer do texto. Sao elas
a identidade de Ricci, o lema de Cartan, e as equacoes de Gauss e Codazzi. Para todas
elas usamos a notagao do método do referencial mével, veja [6]. O tema central é apresen-
tar peculiaridades do operador de Jacobi ou operador de estabilidade e também mostrar
estimativas para o primeiro autovalor desse operador, destacando sua importancia na clas-
sificagao de hipersuperficies. O Toro de Clifford é um exemplo classico de hipersuperficie
minima caracterizada por estimativa do primeiro autovalor do operador de Jacobi. Esse
operador é definido por Jf = —Af — (S + n)f, onde A denota o operador de Laplace e S
denota o quadrado da segunda forma fundamental. O comportamento desse operador esta
diretamente ligado a instabilidade das hipersuperficies (ver [9]). O primeiro autovalor do
operador J é o ntimero A} para o qual vale Jf = —Alf. No ambito da Geometria Diferencial,
ao longo dos tempos, muitos autores vém buscando classificar hipersuperficies através de
estimativas do primeiro autovalor do operador de Jacobi. Em 1968, James Simons provou
que se @ é uma hipersuperficie minima, compacta e nao totalmente geodésica na esfera
unitaria, entdo A} < —m. Posteriormente, em 1993, Chuanxi Wu em [13] estudou o caso
da igualdade do teorema de Simons, i.e., se @ é uma hipersuperficie minima compacta
nao totalmente geodésica, entao ?\{ < —n, e a igualdade ocorre se, e somente se, @ é
isométrica ao toro de Clifford. Para a estimativa de Wu nao ha dependéncia da imersao,
mas apenas da dimensao. Recentemente, em [10], Oscar Perdomo obteve o mesmo resul-

tado de Wu, mas usando um método diferente. Os detalhes estao esclarecidos no capitulo



Sumario 2

3. Esses resultados devidos a Simons, Perdomo e Wu foram obtidos para hipersuperficies
minimas na esfera unitaria. Ao se tratar de hipersuperficies com curvatura média cons-
tante (CMC), primeiramente abordamos o trabalho de Alias, Barros e Brasil, em [9].
Eles estenderam os resultados de Wu e Perdomo para hipersuperficies CMC, obtendo
uma caracterizagao para o toro de Clifford. Provaram que se ¢ é uma hipersuperficie
n-dimensional com curvatura média constante H e diferente de zero na esfera S™*1(1),
entao ?\{ < —n(1+H?) e ¢ é totalmente umbilica, ou
AN <—n(14+HY)+ TL(TLTm“l_;'maxx/m,

e a igualdade existe se, e somente se, @ é o toro S'(r) x S*!(v/1—12) com 1* > %
para n > 2. De acordo com este teorema, o limite superior para o primeiro autovalor
do operador de Jacobi depende da curvatura e da dimensao. Por outro lado, paran > 3
o termo maxy/S — nH? nao se anula e consequentemente a estimativa passa a depender
da curvatura, da dimensao e da imersdo. Diante dessa estimativa, Cheng e Chen em [4]
propuseram resolver o seguinte problema: para n > 2, encontrar uma estimativa étima

para o primeiro autovalor dependendo apenas da curvatura H e da dimensao n. Alias

esse € o resultado principal desse trabalho que esta detalhado no texto.



Capitulo 1

Nocoes Preliminares

Neste capitulo introduziremos alguns fatos e defini¢oes basicas de Geometria Riemanni-
ana, bem como as notacgoes e o significado de algumas expressoes e elementos que serao
utilizados ao longo do texto. Aqui fica implicito que o leitor ja tenha nocoes de defini¢cao

e propriedades de variedades diferencidveis (veja [7]).

1.1 Tensor Curvatura

Nesta secao preliminar, espera-se que o leitor ja tenha familiaridade com os conceitos
basicos de Geometria Riemanniana, conexoes, métrica e variedades. Denotaremos por
M™ uma variedade n-dimensional e T,M o espaco tangente em p € M. V denotara a
conexao Riemanniana, que serd compativel com a métrica (,). O conjunto dos campos

de vetores diferenciaveis serd denotado por X.

Definicao 1. A curvatura de uma variedade Riemanniana M € uma correspondéncia que
associa a cada par de campos X,Y € X(M) uma aplicacio R(X,Y) : X(M) — X(M) dada
por

R(X,Y)Z =VyVXxZ - VxVyZ+VxyZ
onde V € a conexao Riemanniana de M.
Observagao. Se M = R", entao a curvatura R(X,Y)Z = 0 para todo X,Y,Z € X(M).

De fato, para mostrar isso, denotemos por Z = (z1,zs, ...,2zn) as componentes do campo

Z nas coordenadas naturais do R™. Assim, obtemos as seguintes iguadades.

VyVxZ = (Xzy, Xzpr .. Xz, ) = D Vx(YZ;)05 = ) XYZ;d;,
j j

3
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VxVyZ = (Y2, Yz, ., Yo = ) XYZ;95,
j

VixviZ= (XYL, XY, XY, ) =) X, VIZe =) (XYZ — YXZ, )2
k k
Logo,

R(X,Y)Z = VyVxZ—VxVyZ+ VixyZ
= ) XYZjd;— > XYZdj+ ) XYZid — ) XYZ,dy
j j j k

j
= 0.

Destacamos ainda que na Defini¢ao (1), se considerar-mos um sistema de coordenadas

{xi} em torno de p € M, obtemos

0o 0 0 0
R{z—,=— ) z—= ) o — 2 2 | —
<axi’ aX]') 0Xy <vaxjvaxi Vaxivaxj) axk’

0 9o
0xi’ 9%;

uma vez que [ ] = 0. A proxima proposicao somatiza algumas propriedades inte-

ressantes da curvatura de Riemann.

Proposicao 1. A curvatura R de uma variedade Riemanniana satisfaz as sequintes pro-

priedades:
(1) R € bilinear em X(M) x X(M), isto €,

R(fX; + gX2,Yy) = fR(X1,Y1) + gR(Xo, Y1),

R (X1, Y1 +gYe) = fR (X4, Y1) + gR (Xq, Xs) ,

com f, gc F(M) € Xl,Xg,Yl,YQ S %(M)

(il) Para todo par X,Y € X(M), o operador curvatura R(X,Y) : X(M) — X(M) € linear,
1sto €é:

R(X,Y)(Z+ W) =R(X,Y)Z +R(X, Y)W,

R(X,Y)fZ = fR(X,Y)Z,

comfe€FM) eZ WeX(M).
(ii1) Vale a Primeira Identidade de Bianchi

R(X,Y)Z + R(Y,Z)X + R(Z,X)Y = 0.
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Demonstracao. Ora, R é multilinear sobre R. De fato, para f € F(M), temos

R(X,fY)Z = VxVZ—-VVxZ—VixZ
= Vx(fVyZ) —fVyVXZ — Vix v+ (xr)yZ
= (Xf)VyZ 4+ fVXxVyZ —fVyVxZ —fVx yvjZ — (Xf) VyZ
= fR(X,Y)Z.
Pela definicao R(X,Y)Z = —R(Y, X)Z, logo, R é multilinear em X. J4 na segunda parte,
temos
R(X,Y)fZ = VxVyfZ—-VyVXfZ—-VxyfZ
= Vx(fVyZ+ (Yf)Z) — Vv (fVxZ + (Xf)Z) — [X,YIfZ—-fV [X,Y] Z
= fVXVvZ 4+ (Xf)VyZ + (YF)VxZ + X(Yf)Z
—(Yf)VxZ — (Xf)VyZ = Y(X)Z — [X,YIfZ -V x viZ
— fR(X,Y)Z.

Para provar a identidade de Bianchi, usaremos a simetria da conexao Riemanniana. Ob-

serve que, membro a membro, temos o seguinte:
R(X,Y)Z =VyVXxZ —-VxVyZ+VixvZ,

R(Y,Z)X = V2 VyX — Vy VX + Viy 2/ X,
R(Z,X)Y = VxVzY — VzVxY + VizxY.

Somando as trés expressoes acima, segue que
R(X,Y)Z +R(Y,Z)X+R(Z,X)Y =0.

]

Agora definimos também tensor em uma variedade Riemanniana. A nogao de curv-
catura é um caso particular da nogao de tensor que é um objeto de grande utilidade na
Geometria Diferencial. Apresentamos aqui a definicao cldssica de tensores em um avarie-
dade Riemanniana. A ideia de tensor é uma generalizacao natural de campos de vetores,e
o ponto importante é que, analogamente aos campos de vetores, também podemos ter a

derivada covariante de um tensor.
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Definicao 2. Um tensor T de ordem v em uma variedade Riemanniana € uma aplica¢do

multilinear sobre o modulo dos campos de vetores
T:X(M) x X(M) x ... x X(M) — F(M).

Isso significa que, dados campos Y1,Yo, ... Y, € X(M), temos que T(Y1,Ya,...,Y,) € uma

funcao diferenciavel em M, e que T € linear em cada entrada, isto €,
T(Yy, .. ., fX4+gY,. .., Y) =fT (Y, ..., X, Y ) +gT(Yq, ..., Y, YY)
para todo X, Y € X(M), f,g € F(M).

Fixado um ponto p € M, seja U uma vizinhanca de p em M de forma que seja possivel
definir campos Eq,...,E, € X(M"), de modo que em cada q € U, os vetores Ei(q),1 =
1,2,...,n formam uma base de TyM. Nesse caso, diremos que {E;} é um referencial mdovel

em U. Com isso, dizemos que um tensor T é um objeto pontual. Expressas no referencial

moével {E;}, as restricoes a U dos campos Y1, Ys, ..., Y, sao dadas por
Yi=) yuEi,Ya=) yuEu..... Yo =) yiEi,
i 1o i
comiy,...i, =1,2,...,n. Como T € linear, temos
T(Yy,...... Yo=Y vy, T(Ey, ..o By
dr

O tensor curvatura é a aplicagao
R:X(M) x X(M) x X(M) x X(M) — F(M),

definida por
R(X,Y,Z,W) = (R(X,Y)Z,W),

para todos X,Y,Z,W € X(M). As componentes de R em um referencial {e;} sdo repre-
sentadas por

R(Xi, Xj, Xk, X1) = R(ei, €5, ex, e1) = Ryjit.
O tensor curvatura apresenta as seguintes simetrias
Proposicao 2. (i) R(X,Y,Z, W)+ R(Y,Z,X,W)+R(Z,X,Y,W) =0,

(l) R(X7 Y7 ZJ W) = _R(Y7 X7 27 W)7
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(i) R(X,Y,Z,W) = —R(X,Y,W, Z),
(i) R(X,Y,Z,W) =R(Z,W,X.Y).

E conveniente escrever esses elementos em um sistema de coordenadas (U, ¢) em torno

de um ponto do ponto p € M. Fazendo
(R(Xq, X5) X, Xs) = Z R{j 9t = Rijis
1
podemos escrever as identidades da proposigao anterior da seguinte forma
Rijks + Rjkis + Riijs =0,

Rijks = —Rjiks,

Rijks = —Rijsk,

Rijks = Risij-
Agora vamos estender a nocao de derivada covariente em tensores.

Definicao 3. Seja T um tensor de ordem v. A diferencial covariante VT de T é um

tensor de ordem (v + 1) dada por
VT(Ylv SR 7YT‘a Z) = Z(T(Yh s 7YT)) - T(VZYD s 7YT) - T(Yh s aY‘r—lv VZYT‘)'

Assim, para cada Z € X(M), definimos a derivada covariante VzT de T em relagcao

a Z a ser um tensor de ordem r dado por
VzT(Yy, ..., Y) =VT(Yy,..., Y., Z).
Convenientemente ainda temos o tensor de Ricci, que é definido por
Ric(X,Y) =tr(Z — R(X, 2)Y).
Dado um referencial ortonormal local {e;}, temos
Ric(X,Y) = ) (R(e,X)Y,es).

O nimero Ric(X,Y) é chamado curvatura de Ricci na direcao de X. Se X =e; e Y = g5,

temos que as componentes do tensor de Ricci no referencial {eq, ..., en} sdo dadas por

Rij =) (R(ex, ei)ej, ex).

k
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Pelas simetrias do tensor curvatura, temos que o tensor de Ricci é simétrico com respeito
a X,Y. Sendo {e;} uma base ortonormal de T, M, definimos ainda a curvatura escalar de
M em p dada por
R(p) = Z Ric(ei, ei) = Z<R(€j, ei)ei, ej),
i ij
ou seja, o traco do tensor de Ricci é igual a curvatura escalar. A préxima proposicao

permite definir um outro objeto geométrico denominado por curvatura seccional.

Proposicao 3. Seja o C T,M um subespaco bidimensional e sejam X,Y € o dois vetores

linearmente independentes. Entao

ROX, Y, X, Y)
K(X.Y) =
V) = REvE = X v

nao depende da escolha dos vetores X,Y € ©.

Com isso, o ntiimero K(X,Y) esta intimamente associado ao plano o de T, M, e assim,

definimos

K(p, o) = K(X,Y)

como sendo a curvatura seccional de M em p ao longo de 0. Diz-se que uma variedade
Riemanniana M possui curvatura constante se K, (o), onde o C T,M, nao depende da
escolha do ponto p e do subespaco bi-dimensional 0. Um exemplo cléssico desse tipo de

variedade ¢ a esfera S™1(1).

1.2 O operador Laplaciano

Nesta secao vamos revisitar algumas deficoes e notagoes importantes que precisaremos no

teorema principal. Para um aprofundamento veja [5] e [3].

Definicao 4. Seja f: M — R uma fungao suave ou diferencidvel. O gradiente de f € o

unico campo vetorial suave VT definido sobre M que satisfaz a sequinte condi¢ao:
X(f) = (Vf, X),
para todo X € X(M).

Segue da defni¢ao que se f e g sao fungoes suaves, entao
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(i) V(f+g) = Vf+ Vg,
(il) V(fg) = fVg + gVft.

Assim como para o espaco Euclidiano, temos as seguintes proposicoes validas em varie-

dades Riemannianas. Por completude, faremos a demonstracao das mesmas.

Proposicao 4. Seja f : M — R uma funcao suave. Se p é um ponto de mdzrimo ou

minimo local de f, entao Vf(p) = 0.

Demonstragao. Dado v € T,M, seja vy : (—¢, &) = M uma curva suave com y(0) =p e

v'(0) =v. Note que 0 é ponto critico da funcéo f oy. Assim,

()oY lees= (X(F)(p) = {VF(p). ) =0,

onde X ¢ a extensao de y. Como a relagao acima ¢ vélida para todo v € T, M, segue que

Vf(p) = 0. O

Proposicao 5. Seja M uma variedade Riemanniana conexa e f: M — R uma funcgao

suave. Se Vf =0, entdo f € constante em M.

Demonstracao. Fixado p € M, seja C = {q € M;f(q) = f(p)}. Como f é suave, segue
que f é continua e, assim, o conjunto C é fechado em M. Por outro lado, C também ¢é
aberto de M. De fato, dado q € M, seja U, uma vizinhanca coordenada conexa de g.
Assim, dado p’ € U existe uma curva suave y : [0,1] — U com y(0) = q e y(1) = p".
Agora, note que %(foy)(t) = (Vf,y/(t))y(t) = 0. Assim a funcao fovy é constante e dai

!/

f(p) = foy(0) =f(q) =foy(l) =f(q).

Donde U4 C C. Segue que C ¢ aberto. Como M ¢é conexa e C # &, segue que M = C,

logo f é constante. n
A préxima definicdo nos da a nocao de divergéncia em variedades.

Definigao 5. Seja X € X(M). A divergéncia de X € a fun¢ao suave divX : M — R
definida por
divX(p) = tr{v = V, X},

onde v € T,M.

Segue da definicao que se, X, Y € X(M) e f é uma funcao suave entao:
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(1) div(X+Y) = divX + divy,
(i) div(fX) = fdivX + (Vf, X).

Podemos ainda obter um teorema de grande importancia em Geometria Diferencial que

¢é o seguinte.

Teorema 1. (Teorema da divergéncia) Seja M uma variedade Riemanniana compacta

com bordo e X € X(M). Entao
J divXdM :J (X,v)dS,
M oM
onde v € um campo unitdrio normal a OM apontando para fora de M.

Observe que caso M nao tenha bordo, entao
J divXdM = 0.
M

No que segue apresentaremos o operador que sera muito importante neste trabalho e que
através dele definimos e faremos o estudo do operador de estabilidade de uma imersao

isométrica.

Definicao 6. Seja f: M — R uma funcao suave. O Laplaciano de f é a funcdo suave
Af: M — R dada por
Af = divVHT.

Em termos de hipersuperficies, o estudo primeiro autovalor do Laplaciano nos da muita
informagao geométrica da mesma. Falaremos um pouco mais nisso mais adiante quando
introduzirmos o operador de estabilidade. A partir das propriedades do divergente e do

gradiente temos que se f,g: M — R sao fungoes suaves, entao
(i) A(f+g) =Af+ Ag,
(il) A(f-g) = fAf 4+ gAf 4+ 2(Vf, Vg).

Em particular $A(f?) = fAf+ | Vf [* . Novamente como no espago Euclidiano, podemos

definir o hessiano de uma funcao

Definigao 7. Seja f: M — R uma funcdao suave. O hessiano de f no pontop € o operador

linear Hessf, : T,M — T,M definido por

Hessf, (v) = V, Vf.
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Segue das propriedades de conexao Riemanniana que, se X é uma extensao local de v
entdao Hessf, (X) = VxVf(p). A seguinte proposicao relaciona o Laplaciano e o Hessiano

de uma funcao.

Proposicao 6. Se f : M — R € uma func¢ao suave, entao para todo p € M wale a
wgualdade
Af(p) = tr(Hessf,).

Demonstracao. Seja vy, ..., vy uma vase ortonormal de T, M, entao temos

tr(Hessf,) = ((Hessf),(vi),vi)
= (V. VF,vi)p
= divVf(p)
= Af(p).

Com isto finalizamos esta segao e para maiores detalhes sugerimos ao leitor ver [3].



Capitulo 2

Hipersupertficies de curvatura média

constante

Neste Capitulo, baseados em [5], trataremos de imersoes isométricas de variedades Rie-
mannianas M™ em variedades Riemannianas M <. A relacao entre a métrica Riemanni-
ana de M™ e a métrica induzida em M™ se exprime por meio da equagao de Gauss que
exprime a diferenca entre as curvaturas por meio de expressoes construidas a partir da
segunda forma fundamental. Utilizando a férmula de Gauss, daremos uma interpretagao
geométrica da curvatura seccional. Trataremos ainda das equagoes de Codazzi e a iden-

tidade de Ricci que, junto com a equacao de Gauss constituem as equacoes fundamentais

da teoria local das imersoes isométricas.

2.1 Imersoes Minimas e CMC

. T rk=m-+n S . . . .
Sejam (M ,<,>,V>, uma variedade Riemanniana, M™ uma variedade suave mn-

dimensional.

Definicao 8. Sejam M™ e M™™ variedades Riemannianas. Uma aplicacao suave
f: M — M € uma imersio se df,, : T,M — T¢(,)M € injetiva para todo p € M.

Dada uma imersao f como acima, a métrica Riemanniana de M induz de maneira

natural uma métrica Riemanniana em M através da definigao

(W, v)p = (dfp(u), dfp, (V) ¢(p),

12
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para todo p € M e todos u,v € T,M. Quando M estd munida desta métrica, a aplicagao
f é dita uma imersdao isométrica. Seja f : M™ — M™™ uma imersio. Entdo para
cada p € M existe uma vizinhana U C M tal que f(U) ¢ M é uma subvariedade de
M. Portanto existem uma vizinhanca U de f(p) e um difeomorfismo @ : U — V C R¥
em um aberto V € R¥, tais que @ aplica difeomorficamente f(U) N U em um aberto do
subespago R™ C R¥. Identificaremos U com f(U) e cada vetor v € TyM, q € U com o
vetor dfq(v) € Tf(q)m. Assim, para cada p € M o produto interno em Tpm decompoe
Tpm na soma direta
T,M=T,M& (T,M)",
onde (T]Dl\/l)l ¢ o complemento ortogonal de T,M em Tpm. Sev e Tpm, P € M, podemos
escrever
v=v' +vh
onde v € T,M,v*+ € (T,M)+. Denominamos por v' a componente tangencial de v e

vt a componente normal de v. Se X e Y sao campos locais de vetores em M e X e Y sao

extensoes locais a M, definimos V : ¥(M) x ¥(M) — X(M) por
VxY = (VY) .
Verifica-se que esta é a conexao Riemanniana relativa a métrica induzida de M por f.

Definicao 9. Sejam f: M — M wma imersio isométrica, U C M uma vizinhanca de
p € M tal que f(U) C M € uma subvariedade de M e N € X(U) um campo local em M,
com U C M aberto e f(U) € U. O campo N diz-se normal a M se N(p) =€ (T,M)*
para todo p € U.

Assim, segue da definicdo acima, que
B(X,Y) = VxY — VxY

é um campo local em M normal a M. E possivel provar que B(X,Y) estd bem definida,
ou seja, B(X,Y) nao depende das extensdes X e Y. Indicaremos por X¥(U)* o espaco dos

campos de vetores diferenciaveis em U normais a U.
Proposigcao 7. Se X,Y € X(U), a aplicacao B : X(U) x X(U) — X(U) dada por
B(X,Y) = VgY — VxY

€ bilinear e simétrica.
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Para uma prova veja [5].
De acordo com [5], o fato principal relacionado a esta proposigao é que exprimindo B
em um sistema de coordenadas, verifica-se que o valor de B(X,Y)(p) depende apenas de

X(p) e Y(p). Sejam p € M en € (T,M)™* e a aplicagao Hy, : T,M x T,M — R dada por

HT] (Xay) - <B(X7y)7n> Xy € TPM
Pela proposicao anterior, a aplicacao acima é uma forma bilinear e simétrica.

Definicao 10. A forma quadrdtica 11, definida em T,M por
Hn (X) = Hn (ny) = <B(X,X),ﬂ>
¢ denominada de sequnda forma fundamental de M em p sequndo o vetor normal n.

As vezes se utiliza também a expressao segunda forma fundamental para designar a
aplicacao B. Associada a aplicacao II,, temos a aplicacao linear auto adjunta A, : T, M —
T,M definida por

(An(x),y) = Hn(x,y) = (B(x,y),m).

Proposicao 8. Sejam p € M,x € T,M en € (T,M)*. Seja N uma extensdo local de n
normal a M. Entao

Aqy(x) =— (V. N) .

Demonstracao. Sejam y € T,M e X,Y extensoes locais de x,y respectivamente. Entao

(N,Y) =0, donde concluimos que em M

(Aq(x),y) = (B(x,y)(p),N)
= (VxY—VxY,N)(p)
= (VxY,N)(p)
= —(Y,VxN)(p)

= <_VXN7U>

= <_(vXN)T>y>7

pois y ¢ tangente, para todo y € T,M. Portanto, A, (x) = — (vXN)T, uma vez que X e

Yy sao arbitrarios. O
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Agora consideremos o caso particular em que a codimensao da imersao é 1, ou seja,
f:M™ = M 6 uma imersio isométrica. Nesse caso, f(M) C M é dita uma hipersu-
perficie imersa. Aqui uma hipersuperficie serd denotada por . Sejam ¢ uma hipersu-
perficie, p € M en € (T,M)* com n| = 1. Como A, : T,M — T,M ¢ auto-adjunta,
existe uma base ortonormal {ej, ..., en} de T,M formada por autovetores e;, ey, - , ey
com autovalores associados Ay, ..., An, isto é, A (ei) = Ajei, 1 <1< n. Neste caso, os e;
serao chamados as direcoes principais e os A; de curvaturas principais da imersao. Supondo
que M e M sdo orientédveis e estdo orientadas, entdo o vetor 1 fica univocamente deter-
minado. Se escolhermos uma base {eq, ..., e,} na orientacao de M, entao {eq,...,en,n}
é uma base da orientacio de M. A aplicacio A, é chamada de Operador de Weingarten

associado a segunda forma fundamental. Além disso, vale a igualdade

—n+1 , . ~ . L. . — —
Sef:M —- M é uma imersao isométrica, um referencial ortonormal {ey,...,€,,1} em
um aberto U C M é dito adaptado & imersdo se as restricdes de e,...,e¢,aU=UNM
formarem um referencial em U. Sendo II,, a segunda forma fundamental de feeq,...,en,m

a restricao de um referencial adaptado a um aberto U C M , considere o campo
H=2 -
=— D Hyleien e X(W)*,
i

e a igualdade
H, (e, ei) = (B(ei, ei),m)n.

Assim, temos

H= %Ztr(An)n.
)

Assim, obtemos um campo H € X(M)+, sendo seu valor em p € M conhecido como o vetor
curvatura média de f em p. As duas definigoes a seguir serao de extrema importancia
neste trabalho, uma vez que o teorema principal trata de hipesuperficies de curvatura

média constante e nao totalmente umbilicas.

Definicao 11. Uma imersao isométrica f: M — M ¢ dita minima se H = 0, e € dita

CMC (curvatura média constante) se H for uma constante, ndo necessariamente nula.

Exemplo: A esfera S™(r),r > 0.



Capitulo 2. Hipersuperficies de curvatura média constante 16

.~ : L . —n+l ..
Definicao 12. Uma imersao isométrica f : M — M"™" ¢ umbilica em P € M se, para

nel, M\ {0} ezistir um nimero real A tal que
Ay = Aldt,m.
A imersao f € totalmente umbilica se € umbilica para todo p em M.

Ezemplo: A inclusao f: S™ — S™! é uma imersao umbilica.

2.2 A primeira e a segunda variacoes da area

Nesta secao vamos lidar com equagcoes basicas de imersoes. Iremos definir o que seria uma
variacao de uma imersao e alguns conceitos basicos a respeito de tais variagoes. Vamos
definir os funcionais area e volume da imersao e calcular as férmulas da primeira variacao

dos mesmos. Para uma leitura aprofundada veja [3].

Definicao 13. Seja @ : M™ — M uma hipersuperficie. Uma variacao de @ € uma
aplicacao diferencidvel

F:Mx (—¢,e) > M,
satisfazendo as sequintes condigceos:
(i) A aplicacdo F(-,t) : M — M € uma imersao para todo t € (—e,€) e F(-,0) = @;

(i) F(-, ), = @op Para todo t € (—e, ).

lom

O campo de vetores W = dF (%) em M é chamado de campo variacional asso-

t=0
ciado a variacado F. O funcional drea A : (—e, e) — R associado a variacao F é dado por
A= | am.,
M

em que dM; denota o elemento de volume da métrica induzuda em M por F;. Pode-
mos notar que se a orientacio de M coincide com a orientacio induzida por M entéo
dMy = dM e A(0) = A. O seguinte teorema é conhecido na literatura como a primeira

variacao da area. Por completude faremos a prova.

. —n+1 . .. P
Teorema 2. Seja @ : M™ — M uma hipersuperficie com vetor curvatura média H.
—n+1 , .. ~
SeF: M x (—¢,¢) — M™" ¢ uma variacao de @, entao

dA(t)
dt

= —J nHfdM, (2.1)
M

t=0
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_ /2
emquef—<3‘f

,N> e que num ponto p tem-se f(t,p) = <%(f(t,p),N(t,p)>.
=0

Demonstrag¢ao. Seja p € M e {ey,..., e} um referencial mével em uma vizinhanga de
P € M geodésico em p, e e;i(t) = dF¢(e;) com i = 1,2,...,n. A métrica induzida por

Fi = @(-,t) em que M e dada, nesse sistema de coordenadas, por gi;(t) = (ei(t), e;(t)).

Definimos o elemento V(t) = \/det(gi;(t))det(g¥(0)), donde g é a matriz inversa de

gij- Entao temos
Alt) :J dMy, (2.2)
M

onde dM; é a forma volume em M induzida pela imersao f;. Considerando uma base
{e1,...,en} de X(M) em uma vizinhanga de um ponto p € M, {duy,...,du,} sua
respectiva base dual e g(t) a métrica de M induzida por F; cuja matriz é (gs;(t)) =

((dF¢(ei), dF¢(e;))) temos que
th = det(gij (t))du1 VANRIA dun.

Derivando ambos os membros em (2.2), temos

d/(\r(ct) _ JM % det(gy(t))dus A ... A duy,. (2.3)

Observe que sendo /det(gi;(t)) =1, e que
t=0
d ,
det(A(t) = ) —-det(As(0);.. A(0);...... :An(0))
k
= al/<k(0)
k

onde

ayi(t)

ani(t)
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obtemos

det(gij (t))%det(gu (t)

t=0

d
Q& det(gi;(t))

_1 %e +e%
e 2 dt " ©at
k

dF

onde E = 4aF Uma vez que podemos escrever E = (—)N + (

dt”

;ek@,ek) = ;ek<(%>]\'+(%>—r’ek>
- Le((&) )2 {(5) )
_ dw((gf)

Agora usando que em p (é referencial geodésico)

(Verer) () = (Veee)™ (p) + (Verer) | (p) = (Verer)™ (p) = (Ve e, NIN,

JTI—
_ <3—E,N> (Ve.ex,N) + div <(3_E>T) |

segue que

d
¢V det(gu(t)
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Note ainda que
(Aled.e) = (3 ayese) = ) aij- gk
j j

Isolando o termo aij, temos

ay; = Z(A(ei)a ex) - ij-

k

Usando as duas igualdades acima, temos

nH =tr(A) = Z ay = Z(A(ei), ex) - g
io1 ik

== Z<_veiN7 ek>9ki
I

- Z<Veieka N>gki'

ik

Na expressao acima, temos gt = 8;; =1 e A(e;) = —V,N é o operador de Weingarten

(veja Proposicao 8). Assim, segue que

-
% det(gi;(t)) = —fnH + div ((%) ) )

()

pois g—f = (0 em OM. Voltando a igualdade inicial

Temos

dA(t)
dt

d
v at

_ JM “nHfdM + JM div ((?TD T)

= —J nHfdM.
M

Isto conclui a demonstracao do teorema.

O

Agora estudemos a segunda variacao da drea de uma hipersuperficie minima, deno-

oF

tando por H a curvatura média e f = (57,

variacao da area é dada por

dA(t)
dt

JF
= —J nHfdM = —J (nH, —)dM

t=0

t=0

N>. Pelo Teorema 2 sabemos que a primeira

(2.4)
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Uma vez tendo a primeira variacao da area, agora o nosso objetivo é obter a segunda
variacao da drea. Para isto, derivando ambos os lados da igualdade (2.4) acima, obtemos,

d2A(t)
dt?

d oF
——| —=(nH,—)aM 2.
=] s g (25)

Seja R o operador curvatura de M e seja U C M um aberto, dominio de um referencial

ortonormal {eq, ..., en} dado por
R(X,Y)Z =VyVxZ —VxVyZ+ Vx| Z.

Seja ainda V = € X(M)+, o qual significa que R(V) = (R(V,ei)e;)t € X(U)*.

ot
ot lt=0
Denote por « : x(M) x (M) — X(M)+ a segunda forma fundamental de ¢ e defina a

secao B : X(M)+ — X(M)+ do fibrado por

B(n) = (n, «(ey, ej)>0<(€i, e;)

para todo 1 € X(M™). Sendo A,, o operador de Weingarten de ¢ na diregao de 1, temos

(BM),m) = ((n, xlei, e5))oclei, e),m)
= (M, xei, g5))(n, xey, e;))
= (An(en), ¢)(An(ei), &)
= A2 = A,

Por outro lado, baseado em [3] necessitamos do seguinte teorema.

. . . . . —n+k
Teorema 3. Seja M™ uma variedade Riemanniana orientada e @ : M™ — M uma

. ~ L. —n+k , L. ..
imersao minima. Se F: (—e, ¢) x M™ - M € uma variacao propria de @ com o
campo variacional V € X(M)L, entdo

d?A(t)
dt2

_ J (—V?V —R(V) — B(V), V)dM,
t=0 M
onde V2 : X(M)*+ — X(M)* € o traco Laplaciano de TM*.

Demonstracao. Precisamos mostrar que

d oF 2
T 30| = (VPVARV)I+B(V),V).

t=0

Para provarmos esta igualdade, fixemos p € M e um referencial {ey, ..., e,} numa vizi-
nhanca U C M de p, tal que esse referencial seja ortonormal em relacao a métrica indu-

zuda em M por @ e geodésico em pP. Também sejam ei(t) = dF(e;) e
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git(t) = (ei(t),ej(t)). Sendo {€y,...,en} um referencial numa vizinhanca U de F(p)
em F(M), ortonormal em relacdo & métrica induzida por M e na mesma orientacio de

{e1(t), ..., en(t)}, tome fungoes hy; : U — R tais que

onde A(t) = (hyj(t)) tem determinante positivo. Denotando por A(t)™' = (hY(t)) e
(g4 (t)~t = gY(t) temos
ei(t) = h'™(t)ex(t) e (gij(t)) = AAT.
Com essas notacoes, segue que
nH=mHN) = (af@(t),e(t),N)
= ) (Veweil(t),N)

i

= Z<vhikek(t)hﬂ(t)el(t)7N>

ikl

= ) h*h'(V melt),N)
ikl

= Y (AT A (Ve wmelt),N)
kl

= Z(AAT);11<Vek(t)€1(t),N>
Kl

— ngl(t)<vek(t)el(t)7N>
Kt

= Y gUU(Teuwel) N,
Kl

Logo
nH =Y ¢ 1)V elt)
kl

Dai, segue que

oF — oF
<nﬁ,a> = <%9kl(t) (Vek(t)el(t))J_va>

1
= g“'(t) <vek(t)el(t)a (%) > :

Derivando em t e fazendo t = 0, temos

d oF\ d < oF\* d /g OFY "
o <nH, a> — ag‘d(O) <Vek(0)€1(0), (a) > + le(o)a <Vek(0)el(0)v (a) > :
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Lembre que {ei(t),...,en(t)} é um referencial geodésico em p, o qual significa que

g t(0) = dx1, grr = (exr), ery)), |9k, ex] =0e

ng] )gin(t) = d. (2.7)

Derivando a igualdade (2.7) em relacéo a t e fazendo t = 0, temos

d
> Egkl(t)gjl(t) +) gt g]l =0.
jkl t=0 jkl t=0
Logo,
d d B d
2940 = ——-gu(0) = —=(&(0), ex(0)
= —(V%ek(O), er(0)) — <ek(0)7va{el(0)>
— oF — oF
= (Ve 3p€0)) = (Veyo 35 €x(0)

= (Ve o)V, e(0)) — (Ve )V, ex(0))
= 2(x(ex(0),e(0)),V). (2.8)

Nas equagoes seguintes, por comodidade de notagao, escrevemos ey e ey ao invés de ey (t)

e ey (t), respectivamente. Uma vez que ¢ ¢ minima temos Hy = 0. Sendo V € X(M)+

Y

temos, substiuindo (2.8) em (2.6) segue que

d oF
at <“H’a> t

_ d — OF\
= 2<oc(ek,e1),v><veke1,v>+a<vekel, (—) )
=0
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Desenvolvendo a segunda parcela do lado direito da igualdade (2.9), temos

<v%vekek, V> = <7gvekek,v> — <VekVaF ek,V> — <V[%,ek]ek,v> + <V

Observe que em (2.10), em t = 0 temos

.
_ OF\ ' _ /dF\' _ [/oFr\*
(V3t) - (Vek (50) +v(5t) )

e também

Portanto, reescrevendo (2.10) obtemos

(v

g
%

_ekek,V> = — (oc(ex, Avex), V) + <ijijV, V)

(=

t

Avey, el alex, er),) + (V2V, V)

(
—((
— ((V, «(ex, e1){x(ex, e), V) + (V*V,V)

(

— (B(V), V) + (V*V, V).
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Assim,

= 2(B(V),V) + (R(V),V) — (B(V), V) + (V?V, V)

t=0
= (B(V),V) + (R(V), V) + (V?V, V).
Portanto,
d?A(t
—dtg : :J (B(V), V) + (R(V), V) + (V?V,V)dM
M
o que conclui o que queriamos. 0

2.3 Referenciais moveis

Nesta segao, seguindo [6] iremos revisitar grande parte das definigoes e resultados apre-
sentados até aqui sob o ponto de vista do método do referencial mével. Ao longo do texto,
todas as variedades sao assumidas diferenciaveis e conexas sem bordo. Iniciamos apre-
sentando um resultado que serd bastante util em nosso estudo. Sejam M uma variedade
Riemanniana de dimensao n, p € M,e U C M uma vizinhanca de p onde estao definidos
campos de vetores deferencidveis ey, e, ..., e, tais que (e, e;) = 8i. O conjunto {ei}
¢ denominado um referencial (ortonormal, mével) em U. Chamaremos de coreferencial
associado a {e;} a familia de formas diferenciais {w;} definidas por w;(e;) = d;.
Iniciemos com o seguinte lema muito conhecido na literatura, do qual faremos a prova

por completude.

Lema 1. (Cartan) Seja V um espago wvetorial de dimensio n. Sejam
Wi,...,wr 1 V= R v < n formas lineares de V linearmente independentes. Supo-
nhamos que existam formas lineares 01, ...,01:V — R satisfazendo a sequinte condi¢ao:

i wi/\Gi =0.
i=1

Entao
61 = E hijwj7
j
comi,j = 1,...,T € hi)' Zhll
Demonstracao. Completemos as formas wq,...,w, em uma base do espaco dual V*
Wiy, Wy, Wy, ..., Wy € €SCrevamos

61 = Z hijwj + Z bu(l)[,
j 1
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com l=71+1,...,n. Por hipdtese Y ", w; A0; =0, logo
O:Z(l)i/\ei = Zwﬂ\(Zhﬁwj—FZbuwl)
= Zwl/\Zhl]w]%—Zwl/\ Z bﬂwl

l=r+1
= Zh”w W +Zb11w w1

- Zhww w; +Zhuw Wi + Y hywiw; +Zbuw wt.

i<j i1>j

Usando o fato que w; A w; = 0 e permutando os indices i e j em ) ;. hjjw;wj, temos

i>j
O=Zwi/\6i = Zhuw wj — Zhuw wl—i—Zbﬂw wy
i i<j i>j
= Zhuw wj — Zhﬁw wj + Z biw;iwy
i< i<
= Z(hij — hji)wiwj + Z buwiwl.
i<j il

Desde que w,, A wy, k < m sao L.I, temos que

Z(hij — hji)wiw; =0,
i<j
e também

E buwiwl =0.
il

Assim, conluimos que

hi; = hyi,
e
by =0.
Portanto, 0; = Z]. hijwj, concluindo a prova do lema. O

O préximo lema garante uma expressao para a diferencial dos wy.

Lema 2. Escolhido um referencial {ei} em um aberto U € M de uma variedade Riemanni-
ana M, existe em U um 1inico conjunto de formas diferenciais wij que sao anti-simétricas

(wy; = —wji) e satisfazem dw; = Z], w; A wj.
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Para uma prova veja [6].
Em particular, quando a variedade Riemanniana é o R™, temos algumas equacoes

adicionais dadas por

dei = Zwijei, (211)
j

d(,l)ij = Z Wi /\ Wy - (212)
k

As formas wjyj sao chamadas as formas da conexdao de M no referencial {e;}, e as equacoes
dw; = Zj w; A wj; sao chamadas as equagoes de estrutura de M. O interesse geométrico
das formas da conexao é que elas permitem definir uma notacao de derivacao para campos
de vetores em M. E importante notar que se X e Y sao campos suaves de vetores em M

e {ei} um referencial em um aberto U C M, suponhamos que Y = }_; y;e; e facamos
VxY = Z{dyi(x) + Z wij (X)yite;.
j i

Entao VY é independente do referencial {e;} e, portanto, globalmente definido em M. A
expressao VxY é chamada de derivada covariante de Y em relagao a X. A derivagao cova-
riante permite interpretar geometricamente as formas da conexao. A saber, da defini¢ao

de derivada covariante segue que para todo campo X
(Vxei, eq) = wi;(X).

Agora, introduziremos a curvatura em uma variedade Riemanniana sob o ponto de vista

do método do referncial mével. Considere o conjunto de formas )yj, definidas como segue:

Qi]' = dwij — Z Wik A\ Wy - (213)
k

As formas Q)5 sao chamadas as formas de curvatura de M no referencial de {e;}. E impor-
tante notar que para cada p € M e cada par de veores X, Y € T,M, a matriz {w;;(p) (X, Y)}
¢ a matriz de uma aplicacao linear R(X,Y;) : T,M — T,M que independe do referen-
cial mével {e;}. A aplicacao R(X,Y) é chamado o operador curvatura de M. Como
Wi = —wjyi, segue que Qi = —j; e, além disso, (5 ¢ uma forma bilinear alternada.
Assim, valem as seguintes identidades para o operador curvatura (ver [5]) . Se X,Y,Z,W

sao campos suaves de vetores em M, entao

(RxyZ, W) = —(RyxZ, W),
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<RXYZ> W) = _<RXYW7 Z)

Derivando exteriormente a equagao (2.12) obtemos a Primeira Identidadede Bianchi, que
é dada por ) ; w; A Qi = 0. Derivando ainda a equagao (2.13) obtemos a Segunda
Identidade de Bianchi, que é dada por

0= dQU + ZQik/\wk]- — Z wik/\O_k]-.
k k
Como as formas Qi sao de grau dois, elas podem ser escritas da seguinte forma:

1
Qi = D) % Rijriwiwr = — Z Rijriwywr. (2.14)

k<l

Além disso, temos a seguinte igualdade que sera bastante usada mais na frente.

Z Wiy AN Wy = — Z <Z hikwk> VAN (Z hjlwl>
i, i\ k 1
=) ( D hihj— huhjk> w1 A wy. (2.15)

k<l \ij,k,1
As igualdades (2.14) e (2.15) acima sdo chamadas de equagdes de estrutura de M. A
curvatura média e a segunda forma fundamental da hipersuperficie ¢ sao definidas, res-

pectivamente por

1
H=-) hy, 2.16
DN (2.16)
e por
II:Zwi®wia:Z (thﬁm) wi:Zhijwi@)w]—. (217)
i i ij ij
Vimos que a curvatura R(X,Y) : XM) —  X(M) é definida por

R(X,Y,Z,W) = (R(X,Y)Z,W), e que em termos de componentes, podemos escrever
<R(XaY)va> = Rijkl = <R(ei7 ej)eka €1> = Oy (e, ej)- (2-18)

A partir desses elementos exibiremos a formula de Gauss, que é de grande importancia
nessa secao. Destacamos que as componentes da curvatura de M™ estao relacionadas

—n+1 . , N ~
com as componentes tangentes de M e o referencial tomado é adaptado a imersao
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f: M — M. Assm, a partir de (2.14), temos

1
—5 Z Rijklwk ANwy = Qij
Kkl
= dwij — Z Wik A\ wkj
k
= —Wint1 A\ Wnygj+ ﬁij
1 —
= - Z hixwi A Z hjlwl —3 Z Rijklwk A\ wy
k 1 k.1
1 —
= - Z hikhjlwk A wy — 5 Z Rijklwk A\ wr,
k,l k,l

isto é,
Rijkt = Rijir + (hikhji — hithyi). (2.19)
Pela definicao de curvatura, temos

(RIX,Y,Z)W) = (X, W)(Y, Z) — (X, Y)(Y, W),

que é escrito em componentes por

Rijir = 8uudji — 8ukdji. (2.20)
Assim, reescrevendo (2.19) obtemos

Ri)’kl = (6116jk - 5ik6jl) + (hikhjl - hilhjk)a (221)

que é a formula de Gauss. A partir desses resultados, escrevemos o que chamamos de
curvatura escalar normalizada, que é uma funcao diferencidavel sobre M™ obtida a partir

do tensor de Ricci, isto é,

Ric,(x) = ﬁ i (R(x,z4i), ),
comi=1,2 ..., n—1. Seey,...,e, é uma base ortormal de campos locais sobre M,
temos que
R(p) = l Z Ricy(x) = ; Z(R(zi, z;)zi, Zj)
n nn-—1)

i

1 .
= m;]{lcp(ei,ei)
1
- — Y Ry
nn—1) ; "

1
g P
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ie.,

R(p)nn—1)) =) Ry. (2.22)

Agora, usando a equagao (2.21), note que

Z Rij = ) Rugc = (8181 — 8udij) — (hijhia — huchug).

i,j,k

Somando em k, obtemos

n—1 n—1 n—1
Ric(ei, ej) = Z Rikjx = Z(‘Sij5kk —dikdij) — ) (hyjhix — hihyg).
K—1 K—1 K—1

3
AN

Desdequeékkzlez&kékjzocomi:kej#kouj:kei;ék,eque
k=1

Z hijhige = hyj Z N = hyj - n- H, temos

k=1

Z Rii = i( - 1 611 + Z thu Z huhu
i i=1
(n—1)8i +nH Z hi — Z h2,

= nn—1)+n? H2—S. (2.23)
Assim, reescrevendo (2.22) obtemos

nn—1R= ZRﬁ =nn—1) +n’*H? -,

onde S = Z h%j denota o quadrado da norma da segunda forma fundamental de M™.

Lembre que a segunda forma fundamental h = E hijw; ® wjeny1 e que as derivadas
i’)j
covariantes de hiy satisfazem

dhy; = Z hijrewk — Z hixwyy — Z hy Wy, (2.24)
k k k

Y ki = dhy + > higwi + Y hiewyg, (2.25)
k k k

D i =d(hgi) + D hjjewi + ) hipewy + ) i (2.26)
1 1 1 1

Como consequéncia dessas expressoes temos as equacoes de Codazzi dadas por

hije = hiy;. (2.27)
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De fato, pelo Lema de Cartan, existem fungoes diferencidveis hyj tais que

Win41 = Z hijwj;hij = hjh (228)
ij

dwing1 = Z Wik N Wina1 + Qingr. (2.29)
ik

Derivando a equacao (2.28), temos

dwing = d<_Zhijwj>
j

= —Z (dhi]' VAN (,Uj + hijdwi)
j

= =) hyrwr Awj+ Y hgww A w

jk ik
+ Z hikwkj A\ w5 — Z hijwjk AN Wi
jk jk
= —Zhiikwk/\wj + thjwki/\wj. (230)
ik ik

Por outro lado, em M a curvatura seccional é constante, isso implica em Qi1 = 0,

assim, reescrevendo (2.29), temos

dwiny = Z Wik N\ Wing1 +0
K

= Z Wik AN (-Z hk](,UJ>
k j
Igualando (2.30) e (2.31), temos

0= Zhijkwk/\ wj = Z (hij — hivg) wie A wj,

jk j<k
donde
hijk = hiy;.
Uma segunda identidade importante em nosso estudo é a identidade de Ricci, a saber
hijkt — hijic = Z R Rmikt + Z RimRmjt-
m m

Para provarmos essa identidade primeiro precisamos derivar a seguinte igualdade

Z hijrwy = dhyj + Z hywg + Z hiwy;. (2.32)
K Kk K
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Derivando o lado esquerdo de (2.32), temos

d (Z hijkwk> = Z (dhﬁk A\ Wy + hijkdwk)
k

3
= Z (hijklwl - hljkwu - hilkwlj - hijlwlk) /\ Wy + Z hijkwkl A\ wy
k k
= Z hijklwl N\ Wy — Z hyjwr — Z hilkwlj A\ wik
k,l k,l Kkl
_Zhi]’lwlk/\wk + Zhijkwk[/\w[. (2.33)
k,l k,l

Agora, derivando o lado direito de (2.32), obtemos

d (dhij + Z hkjwki + Z hikwkj>
k k
= d(dhll) + Z dkjwki + Z hkj dwki + Z dhikwk]' + Z hikdwkj
k k k k

= Z (hijran — hywie — hawy) A wyg + Z hyjwi A wyy + Z hy; Qg
Kkl Kk

K1

+ Z (hikiwy — hpcwie — hpwud) A wig + Z hixwig A wy + Z hix Qy;
K1 K.l Kk

= Z hkjlwl AN Z hljwlk N Wyi — Z hiwuye A Wi

k,l k,l kl

+ Z hywi A wyy + Z hy Qs
Kl K

+ Z hiwy A wyy — Z hycwy A wyg — Z hiwe A wy;
k.1 k.1 Kl

+ Z hixwiq A wy + Z hix Oy (2.34)
K.l Kk

Comparando (2.33) com (2.34) e cancelando alguns termos, restam apenas

Z hijrw A wy = Z hy; Qi + Z hik Qyj,
k1 K K

Z (hijkl - hijlk) Wi A\ wy = Z hkami(eu ex) + Z Rim Qumj (er, ex). (2.35)

K1

Para concluir, ainda usaremos as seguintes igualdades

1
Qnmiley, ex) = 5 Z Rmirs Wy A wg (e, ex) = Ryix, (2.36)

1
Qnjlen,ex) = 3 Z Rinjrsr A ws(ey, ex) = Rinjit. (2.37)
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Substituindo (2.36) e (2.37) em (2.35), segue finalmente que
Rijir = hijie = ) iRtk + ) Mim R,
m m

que ¢é a identidade de Ricci.

(2.38)



Capitulo 3

Classificacao de Hipersuperficies

Minimas na esfera

Neste capitulo apresentamos peculiaridades do operador de estabilidade ou operador de
Jacobi. Também mostraremos as estimativas para o primeiro autovalor desse operador,
destacando sua importancia na classificacao de hipersuperficies. Daremos atencao para
a esfera unitaria e o toro de Clifford. Iniciemos nosso estudo com um exemplo bem
conhecido na literatura de uma hipersuperficie minima na esfera, o qual sera o alicerce do

teorema princial deste trabalho a ser contemplado no préximo capitulo.

3.1 O operador de estabilidade

Considere uma hipersuperficie @ : M — S™"!(1) compacta n-dimensinal na esfera
unitdria S™*1(1) de dimensao n + 1. Considere V, : M — S™"!(1) uma variacio da

hipersuperficie @ : M — S™1(1) para todo t € (—e, €).
Exemplo 1. Seja S'(r) o circulo de raio v em R? definido por

S'(r) = {r(cosb, send); 0 < 0 < 27}.
Entdo o toro de Clifford em R* € definido por

1 1 1
T? = S! (E) xSt (E) = {E(cose,sene,coscp,sen(p);o <0<L2m,0< @ < 271} .

33
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Uma parametrizacao desta variedade é dada por

x : [0,27] x [0,2n] — R?

1
(0,9) - —(cosH, senB, cosp, seng).

V2
Podemos notar que x([0,27] x [0,27]) C S*(1), pois para todo (0, @) € [0,27] x [0, 27,
tem-se

1
| x(0, @) |*= 5(c0329 + sen?0 + cos?p + sen?¢) = 1. (3.1)

Seja g a métrica do toro de Clifford, induzida para a métrica canoénica de S*. Seja

x: [0,27] x [0,27] — T? a parametrizacao anterior, definida por
x(0,9) = —1 (cosB, senB, cosp, seng)
J 2 7 ) ) N

0 NG 0 0

Temos que as derivadas parciais de x em relacao a 0 e em relagao a @ sao

0x

30 (—sen®, cos6,0,0),

Sl

0x

1
—(0,9) = —(0,0,—seng, cos).
798¢ = 5 ¢.cosg)

Dafi calculamos os elementos da matriz gij, a saber

0x 0 1 1
g = < X X> = —(cos’0 + sen’0) = 3

2000/ 2
D = (0N
g12 = 921 = ae’acp =Y,
e
_ (o x —l(cos2 + sen? )—1
g22 = a(p’a(p D) ® ® ~

Com esses resultados, apresentamos a métrica do Toro de Clifford dada por

0
(9y) =

O NI
D [=

Podemos também calcular o volume do toro

vol(T?) = J \/ det(gi;d0de
[0,27t] x [0,277]

1
- J ~dede = 212,

[0,27] x [0,271] 2
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Vamos mostrar que o Toro de Clifford estd imerso na esfera unitéria S?(1) C R*, e que

essa imersao é minima. A partir das derivadas parciais temos que

—send
S\j; 0
cosB O
[dxoe]=| ¥
0 V2
0 e

Notemos que as fungoes seno e cosseno nunca se anulam simultaneamente, assim as colunas
de [dx(e@)} sao linearmente independentes, assim dx(g () € injetiva e, portanto, a inclusao
do Toro em S3 é uma imersao. Agora vamos mostrar que a imersao é minima. Ora, como
x(R?) = T? temos que

T,S° = T,T" + (T,T%)*, p € T?
Agora, considere os vetores

e; = (—senb, cos0,0,0),
€y = (07 07 —Senao, COS(p)a

1
n; = i(cose, send, cosp, seng),

1
n, = 5(—0039,—sen9,cos<p, seng).

Veja que e; e e; formam uma base ortonormal do espaco tangente de T? e os vetores 1,
e Ny formam uma base ortogonal do espago normal a T,T? em R*. Podemos notar ainda

que

1 1
(x(0,@),ny) = EE((COSG,sen@,coscp,sen(p),(—cose,—sene,coscp,semp))

1
2( +1)=0

Isso significa que ny € T,S?, 0 que implica que (T, T?)* = [ny] em T,,S? | i.e., é 0 subespago
gerado por ny. Logo, dado n € (T,T?)*, segue que n = « - ny, ie., S, = - Sy, 0 que
implica em tr(S,) = a - tr(Sn,) = 0 em que S,, é uma aplicagao linear auto-adjunta
associada a segunda forma fundamental. Portanto, a imersao do toro T? na esfera S3(1)
¢ minima.

O exemplo acima sera muito importante para o que segue, uma vez que estamos
interessados em estimar o primeiro autovalor do operador de Jocobi (ou operador de

estabilidade) e classificar o caso da igualdade como sendo um toro de Clifforf.
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Agora vamos introduzir o operador que serd de interesse no restante deste trabalho
para provarmos o teorema principal.

Dada uma hipersuperficie minima compacta ¢ : M™ — S™*1(1) na esfera unitéria de
dimensao n + 1. O operador de Jacobi ou operador de estabilidade da imersao ¢ definido
por

Jf = Af + (S +n)f, (3.2)

onde A denota o operador de Laplace e S denota o quadrado da segunda forma funda-
mental. O comportamento desse operador estd diretamente ligado a instabilidade das
hipersuperficies (ver [9] ). O primeiro autovalor do operador ] é o niimero A} para o qual
vale

Jf = —AJf.

O espectro desse operador ] consiste numa sequéncia crescente de autovalores Ay com

multiplicidades finitas m;. dadas por
Spec(J]) =M <A< ...}

tal que limy_, o Ax = 4+00. Como ] é um operador eliptico, podemos usar a caracterizacao

min-max de A] que é dado por

fJ(f)dA
Al :min{%{c—gi}\;fe C°°(M),f¢o}.

Em geometria diferencial muitos autores ao longo dos tempos vém buscando classificar

hipersuperficies através de estimativas do primeiro autovalor do operador de Jacobi. Em

1968, James Simons [12], provou o seguinte resultado.

Teorema 4 (Simons, 1968). Seja @ : M™ — S™(1) uma hipersuperficie minima com-

pacta e nao totalmente geodésica na esfera unitaria. Entao
Al < —2n,
Se M™ ¢ totalmente geodésica, entio \] = —m.

Para uma prova veja [12].
Posteriormente em 1993 Chuanxi Wu em [13] provou o caso nao totalmente geodésico

do teorema de Simons, i.e., ele provou o seguinte
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Teorema 5 (Wu, 1993). Seja @ : M™ — S™(1) uma hipersuperficie minima compacta
nao totalmente geodésica. Entao

7\{ < _2n7

e temos N = —2n se, e somente se, @ : M — S"U1) € o toro de Clifford

Sn—k (@) x Sk <\/g> parak=1,2,... n—1.

Para uma prova veja [13]. Observe que no teorema de Wu a estimativa é 6tima e nao
depende da imersao, mas apenas da dimensao.

Recentemente, em [10] Perdomo obteve o teorema acima usando um método diferente
do método usado por Wu. Uma vez que Wu faz estimativas para o autovalor do operador
de Schrodinger que é dado por L1 = —A—S, estima para dimensao n+p. No seu método,
usou as equagoes de esTrutura em referenciais geodésicos, o lema de Cartan, e o fato de
que [VSP? < 2% S|Vh[2. Por outro lado Perdomo faz estimativa para hipersuperficies de
dimensao n+1, na prova, usou a expressao f = p~!||A]|, em que, pelo principio do méximo,
mostra-se que f : M — R é constante, A é o operador forma e p é uma autofuncao do
operador de estabilidade. Usou também as equacgoes de Codazzi, e finalmente o lema
AlAll = (n — 1)JJA]| — |A]]® onde vale a igualdade se, e somente se, para todo vetor

v € T,M, implica que D, A = B(v)A em que D denota a derivada covariante e 3 é um

funcional linear.
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Caracterizacao de Hipersuperficies

CMC na esfera como toro de Clifford

Neste capitulo apresentamos os principais resultados deste trabalho. Trataremos de uma
estimativa devido a Chen e Cheng (veja [4]) para o primeiro autovalor A] do operador de
Jacobi em uma hipersuperficie n-dimensional compacta, nao totalmente umbilica, com
curvatura média H constante na esfera unitdria S™!(1). Denotaremos por ¢ = A — HI
o operador sem traco, em que |¢p> = tr(p?) = |A]> —nH? > 0 e a igualdade ocorre se,
e somente se, a imersao é totalemnte umbilica. |A]*> = S denota o quadrado da segunda
forma fundamental. Para iniciarmos lembremos que dada uma variacao da hipersuperficie,

a area da variacao é dada por
Alt) :J dA(t),
M
e o volume da variacao é definido como sendo

1

Vi = o | (Ve N(w)aAr),

em que N(t) denota o normal unitario de V,,. Salientamos o caso em que para todo t, se
V(t) = V(0), entao dizemos que V,, preserva volume. Dadas essas informagoes, podemos
ter uma relagao entre a curvatura média H e a variagao V,, pelo funcional area, isto ¢, se
= fN para uma funcao f diferenciavel, entao a variagao é

t=0
dita varia¢ao normal de ¢. Como ja mostramos em (2.1), a primeira variagao do funcional

o vetor variacional for %ﬂi

area ¢ dada por
dA

dt

:—J H-f-dA,
M

t=0

38
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_/V
emquef—<€‘t"—

7N>. Assim, notemos que uma hipersuperficie compacta é minima
t=0

se, e somente se, % = (0. Como consequéncia, temos que hipersuperficies minimas
~ t:0, . . ,
compactas sdo pontos criticos do funcional area A(t).

Vimos no Capitulo anterior estimativas para o primeiro autovalor do operador de Ja-
cobi devido a Simons, Wu e Perdomo, onde eles consideraram hipersuperficies minimas na
esfera unitaria S*!. De agora em diante faremos o estudo do caso de hipersuperficies de
curvatura média constante (CMC). Voltando ao operador de Jacobi, observe que podemos

relacionar tal operador com a segunda variagao da area, como visto em (2.5) por

d?A(t d oF
) :—J f-]-fdA:—J —(nH, —)dM,
dt? |, M m dt ot
em que Jf = —Af — (S +n)f, e @ é minima. Para o caso de hipersuperficies de curvatura

média constante, o operador de estabilidade ou de Jacobi é dado por
J=—A—|¢pP> —n(l+H?), (4.1)

onde |p[*> = S—nH2. Desde que |¢p|> —n(1+H?) seja uma constante, o primeiro autovalor
é dado por
A =A% — o> —n(1+H?). (4.2)

Em 2005 Alfas, Barros e Brasil em [9] estenderam os resulados de Wu e Perdomo para

o caso CMC obtendo caracterizacao de toros de Clifford. Eles provaram o seguinte.

Teorema 6 (Alias,Barros, Brasil. 2005). Se @ : M — S™"(1) é uma hipersuperficie
compacta n-dimensional com curvatura média H constante e diferente de zero na esfera
unitdria ST (1), entdo N < —n(1+H?) e @ : M — SM1(1) ¢ totalmente umbilica ou

A < —2n(1 +H?) + % max VS — nH?2 (4.3)
n(n—

e a igualdade existe se, e somente se, @ : M — S"1(1) € S'(r) x S" (V1 —12), com

r2>%pamn22.

De acordo com o Teorema 6 nota-se que, para n = 2, o limite superior para o primeiro
autovalor do operador de Jacobi ?\{ de uma hipersuperficie compacta nao totalmente
umbilica com curvatura média constante, depende somente da curvatura H e da dimensao.
Por outro lado, para n > 3, o termo max /S — nH? nao se anula e, consequentemente, a

estimativa (4.3) passa a depender da curvatura H, da dimensao n e da imersao @.
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Diante disso, em [4] Chen e Cheng propuseram o seguinte problema acerca do

Teorema 6.

Problema 1. Encontrar uma estimativa otima para o primeiro autovalor do operador de
Jacobi 7\{ em uma hipersuperficie compacta nao totalmente umbilica com curvatua média

constante, dependendo apenas da curvatura média H e da dimensao n.

Assim, chegamos ao resultado principal deste trabalho, que é uma resposta dada por

Chen e Cheng (veja [4]) ao Problema 1, onde eles provaram o seguinte teorema.

Teorema 7 (Chen e Cheng, 2017). Seja @ : M — S™(1) uma hipersuperficie n-
dimensional compacta nao totalmente umbilica com curvatura média constante na esfera

unitdria STH(1).

(1) Se2<n<4oun>5en?H? < %, entdo o primeiro autovalor do operador

de Jacobi N satisfaz

n(y/4(n—1) +n?H2 — (n — 2)[HJ)?

A< —n(1+H) - e :

(4.4)

onde a igualdade ocorre se, e somente se, @ : M — S™T(1) € isométrica a

S(r) x S* (V1 —12) com T > 0 satisfazendo

2 1
I>r> - se 2

/N

n < 4,

n 2 o 1 242 o 16(n—1)
W>T > se n>5 n‘H <m

ou @ : M — S™Y(1) € isométrica ao toro de Clifford ST—* ( “T_k> x Sk (\/E)
para k=1,2,... n—1 com H=0.

(ii) Sen > 5 en?H? > 1116((21)), entdo o primeiro autovalor Al do operador de Jacobi

satisfaz
(n—2)*
M <—2n—1)(1+H?) + ———H? 4.5
1 (m—1)(1+ )+8(n_1) 7 (4.5)
e vale a igualdade se, e somente se, @ : M — S"FY(1) € isométrica ao

NG n— (n—1)(n—4)
s! <m> xS (T)

Observemos os seguintes exemplos que serao tteis na prova do teorema principal.
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Exemplo 2. Para a esfera S™(r) totalmente umbilica de raio v > 0, o primeiro autovalor

é
A =A% —n(1+H?) = -—n(1+H?,

comH:%.

O préximo exemplo segue diretamente do Teorema 5.

Exemplo 3. Para o Toro de Clifford S™* (\/%) x Sk (\/%» k=1,2,...,n o pri-

meiro autovalor Nl = —2n com H = 0.

No préximo exemplo iremos calcular o primeiro autovalor do operador de Jacobi de

uma hipersuperficie em S*(r) x S* (/1 —12).

Exemplo 4. Para hipersuperficies S*(r) x S*1(v/1—12) com 0 < 1 < 1 as curvaturas

principais sao dadas por

5— 1—2r +nrt
o r2(1—12)

De fato, como H = %Z?:l ki, temos

T 1—12
—14+r?+nr2—1r2

i1

nr?—1

nH = Y k=—Y—"T14 i
i=1

- ™1 —12’ 0
e Calcular S =?
2 2
1_q12
(Y e
. iee
1—2r2 +nrt
= TRiow (4.7

Agora, de (4.6), temos

r2H2+1) —*n(nH?*+2)+1=0.
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Fazendo v® = R, obtemos a sequinte equacdo biquadrada

n?(H? + )R> — (nH? +2)nR + 1 = 0.
Dai, o dicriminante da equacao acima €

n?(mMH? +2)? —4n?(1 + H?) = n?[(nH2 +2)? —4(H? + 1)].

Portanto,
2 _ p_ n(nH?+2) £ ny/(nH2 + 2)2 — 4(H2 + 1)
- on2(H2 +1)
_ nH?+ 24 [H[y/n?H2+4(n—1) (48)
N on(H2 + 1) ' '
De (4.6) e (4.7), obtemos
9 s mn—1

Substituindo (4.8) em (4.9), temos

2
n <\/4(n "1+ nPHE— (n— 2)\H]>

oF = An—1)

Finalmente, pela definicao do operador de estabilidade

Al = AP =19 —n(14+H?)
n (\/4(71 —1)+n?H2 — (n— 2)|HI)2
4n—1) '

= —n(l+H?*)—

Para 1 > %, temos que o primeiro autovalor 7\{ do operador de Jacobi | em

S(r) x S* (V1 —12) satisfaz
M =A% =19 —n(l+H?),

1.€.,

2

n (\/4(11 "1+’ — (n— 2)|H|>
4n—1) '

<12 < ity temos que a hipersuperficie St(r) x S* (/1 —12) satisfaz

AN =-n(1+H?) -

(4.10)

16(n —1)

2H2 <
n n(n —4)
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e analogamente como em (4.10)

n <\/4(n— 1) +n?H2 — (n— 2)|H|>2

AN =-n(1+H?) - o)

Além disso, a hipersuperficie S* (g) x Snt (W) satisfaz
(n—2)* 2

)\{Z—Q(n—l)(l—FHQ)—Fm s

com n?H? =

Antes de iniciar a prova do Teorema 7, ainda necessitamos de dois resultados que serao
usados na demonstragao. O primeiro é uma formula tipo Simons que esta relacionada ao

Laplaciano da segunda forma fundamental (veja [12], [8] e [2], ou ainda [11] e [3]).

Proposicao 9. Seja M™ uma hipersuperficie imersa em M™! de curvatura seccional
constante. Se S denota o quadrado da norma da sequnda forma fundamental e a imersao

tem curvatura média constante H, entao

—AS = Zhnk—f—nS—nzH2+nHZk§—82. (4.11)
ik i
em que ki,1=1,2,...,n sao as curvaturas principais.

Demonstragao. Para provar (4.11) usaremos essencialmente as equagoes de Gauss, Co-
dazzi e a identidade de Ricci. Com estas relagoes e também usando o fato de que hy; é

simétrica em relacao aos indices, temos que o Laplaciano de hy; é dado por

Ahl) = Z hl] kk — Z hi.kjk
k k
= Z ( 1kkj + Z hmkRmL]k + Z htmRmk)k>

= Z Pk + Z RonicRmijic + Z RimRonigic (4.12)

Observe que sendo S = Z hZ., temos

ijs
Y

AS = Y Ahj
4]

= 2hyAhy +2| Vhy . (4.13)
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Agora, substituindo (4.13) em (4.12) obtemos

1
§AS = hijAhij—F | Vhij |2

= hyj <Z hykij + Z Rk Rmije + Z himRmkjk> + | Vhy; [

- hl) Z h’kkq + hl] Z hmkle)k + hl] Z hlmRkak+ ’ th ’2 (414)

k,m k,m

Calculando separadamente cada uma das parcelas do lado direito de (4.14), temos que
D hig =) d(haa)(e)+) huawule))+) haiwale)+) hiewiile), (4.15)
1% k , k,t

onde desenvolvendo a primeira parcela de (4.15) temos ainda

D d(hiai)(e) = ZQJ ( (Fueie) ( )+2thkwmk(ei)>
k m
= g (ei (Z hkk) ) + 2€j (Z hmkwmk(ei)> . (416)
k

k,m

Como as formas de conexao wmy sao antisimétricas e hy; sao simétricas podemos trocar

os indices k e m na segunda parcela do lado direito de (4.16) e assim

Z h11‘Lk(Umk el Z hkmwkm(el - Z hmkwmk(el)
k,m

k,m k,m

donde concluimos que

Z RmkWmk(ei) = 0.
k,m

Desde que Z hxx = nH e H é constante, temos que a primeira parcela de (4.16) também

k
se anula, donde segue que
Z d(hxki)(ej) = 0.
k

Analogamente, obtemos

E htklwtk e] E hktlwtk e] =0.
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Agora para a iltima parcela de (4.15), temos

thktwti(ej) = Z thktwtl €j )
Tt

t

Z (d hkk et +Qthkwmk(et)> wti(ej)
k

x(

k

et) (hik) +Qthkwmk(et)) weilej)

= (Z hkk) (Utl(e] + 2 <Z hmkwmk(et)> wtl(e])(417)

k,m

Usando novamente o fato de que as formas de conexao wmy sao antisimétricas e hy; sao

simétricas, e sendo E hxx = nH, com H constante, concluimos que
k

Z hmkwmk(et) =0.

k,m

Finalmente, podemos escrever (4.17) na forma

thktwti(ej) = Z (et (Z hkk) wti(ej))
Kot

Portanto, a primeira parcela do lado direito de (4.14) é igual a zero. Agora analisemos
a segunda e terceira parcelas do lado direito de (4.14). Por abuso de notagdo vamos

denotéa-las por Q, i.e.,
Q=hy Z Rk Rmijk + hij Z himRmigik- (4.18)
k,m k,m

Como anteriormente, calculemos separadamente cada uma das parcelas do lado direito de
(4.18). Usando a equagao de Gauss, ja mostrada em (2.21), temos

YRRk = ) ik (mjBixe — Smicdy) — Rk (Mmshix — hmichyg)] . (4.19)

k,m
Fazendo 1 =j em (4.19), temos
Z R Rmiik = Z [Nk (dmidik — dmidii)] + (Nimm (Omidim — Ommdii)]
k#m k=m

- Z mk hm] hlk hvnlkhij )]

= — it Z hmm — Z k(hmxhix — hmchy)]

k,m
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Novamente fazendo i # j em (4.19), temos

D MiRmike = D o(Bmibie — Smidi)] + D M (OmjSim — Smmij)]
k#m k=m

— Z [Nk (hmjhik — himichis )]

k,m
- 'i 1] Z himm — Z mk(hmj hik - hmkhij )] .
k,m
Em qualquer caso, temos que, para todo 1 < 1,j <
Z hmkRmijk ]1 61) Z hmm - Z mk(hmjhik - hmkhij )] . (420)
k,m k,m

Agora, para a segunda parcela do lado direito de (4.18), temos

Z himRmkjk = Z [hnu (émjékk - 6Tr1k61<j) - hmi(hmjhkk - hmkhkj)]

k,m

= Z [N (Omj Ok — dmidij)] + Z [himi(Omjdmm — dmmOmj)]
k#m k=m

— Z [(Mmi (Mmjhie — hmichig )]

= hij m—1)— Z [hmi(hmjhkk - hmkhkj)] . (4-21)

k,m

Assim,

Q = nhin - 5ij Z hi)’ hom — Z [hij hmk(hmj hix — hmkhmj )]

m k,m

— Z [hijhmi(hmjhie — himichi)]

k,m

= nh} — & Z hihnm — Z iRk P R + Z h%h2,
— Z hijhmihmihee + Z hijhmihmihyg. (4.22)
m k,m

Podemos mudar os indices m e k para os somatorios da terceira e sexta parcelas de (4.22)
e assim obter

Q =nh}, — & Z hijRmm + Z hihz, = Y hyghighmmhy. (4.23)

k,m

Portanto, a igualdade (4.14) pode ser escrita como

1
“AS = Q+|Vhyl

2
> hE-Y (51) Zhl]hmm> + > hihl,
i)

i,j i,j,k,m

— Z hrihgjhimmhiy + Z [Vhy; . (4.24)

i’?j 7kﬂm i'7j
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Uma vez que

n) hj=ns, (4.25)
i,j
(§]
Z (51)' Z hijhmm> = Z(5ijhijnH) =n’H?, (4.26)
i,j i,j i
e
D hihla=)_ (h%j > him) =% (4.27)
i,j,k,m i,j k,m
e
Z hkihkj hmmhij - Z (hkihkj hij Z hmm)
ij,km ik
= nH) hyhyghy = nHtr(A%) = Z K, (4.28)
i,j,k
e22 e

Z’Vhﬁ’z Z Zek ij ekl _Zhl)k7 (429)

i i,j,k
entao substituindo (4.25), (4.26), (4.27), (7?7) e (4.29) em (4.24) segue finalmente que
—AS =Y h},+nS—n H2+nHZk3 s
i,k

]

O segundo resultado é o conhecido Lema de Okumura, para maiores detalhes veja [1],

que diz o seguinte.

Lema 3. Sejam w comi=1,2,...,n numeros reais tais que Z w=0ce Z u? = B?,

i i
com B = const > 0 entao

o n—-2 n—2 3
\/7 \ZM\ _1)87

e a igualdade é walida se, e somente se, (n — 1) dos Wi sdo iguas a ﬁ e
n{n—
- _ /n=1 _ oA __ B — , /n=1
w = —B ou (n—1) dos u; sdio iguas a meﬂl_’/nB'
Demonstragao. Denotemos por B = |p[%2. Se B2 = 0 nada hd o que provar. Suponha

que B? # 0 e definamos a fungdo g : R™ — R definida por g(py,...,ptn) = 2 13
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tais que ) ;i = 0 e )_,pu? = B2 Vamos usar o método dos multiplicadores de La-

grange para encontrar os pontos criticos de g. Sendo @1(py,...,un) = Y ;i = 0 ¢

@a(1, ..., un) = J_; i = B? | temos
)

Vg=aVe; +AVe,
Ju, = @1, +AQo,

32 M=o +A2) ;i

Prosseguindo, temos que

3
Vg = 30cV(p1+§7\V(p2
3
3(”%7 SR ui) = 3(067 R O() + 5(27\M17 R 2Aun)
(Buf,...,3u2) = (30¢,...,300) + (BAKL, ..., 3ALL).
Dai, resulta que
H% = (X_l_)\uia

o que implica em

IJ»%_}\IJ»I—OC:O,

comi=1,2,...,n. Veja que o discriminante da expressao acima é A = A? + 4. Assim,
- Y Y w-Ya
i i i
= B?—na«.

Portanto o« = 1372 > 0. Isto implica que A = A% + % é positivo, e as quacgoes possuem

ATVAZ o o

duas raizes distintas, uma delas é positiva e a outra é negativa, i.e., u; = 5

VAZ + 4o = /A2 + %. Dali, temos que os pontos criticos sao dados por

B =H2=...=Hp =58>0,

Hpt1 = Upt2 = ... = Hp = —t < 0.

em que n+p denota a dimensao da variedade. Agora, utilizando as condi¢oes dadas para

os pontos criticos, temos

B =) ui=ps’+(n—p)t’, (4.30)
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PSS
0= i=ps—(n—plt=t= , 4.31
; M =ps — (n—p) o (4.31)
e
g= E ui’ = ps3 — (TL —p)t3. (4.32)

Isolando t em (4.31) e substituindo em (4.30) temos o seguinte.

B? = ps?’+m—ptP=Mm—plts+ (n—p)t? = (n—p)(ts +t?)
o o ps ps |\ _ s(n—p) +ps
= m—pltls+t)=(n p)( )(s+n_p) =ps <—)

n—p n—p
_ ps(sn—sp+ps)  ps’n
B n—p T n—p’
Logo,
¢ = M=Plg (4.33)
pn
Analogamente, isolando s em (4.31), isto é, s = t(n ) ¢ substituindo em (4.30) temos
t?2(n —p)? (n—
B* = PTP +(n = t? p —p)
_ e (n —2np+p +pn— p) (n —pn)
Dai
BQ
t2=_P2 (4.34)
(n—pn
Substituindo (4.33) e (4.34) em (4.32) obtemos
N—Pno pB?
= w=ps®— (n—p)t* s B *—(n—p)t————
g= Z p I =ps— Pt o

Isto mostra que g cresce quando p cresce. Logo, g alcanca um méaximo em p, e esse

maximo é dado fazendo p=1e s = (n— 1)t em g. Fazendo isto, temos que

g = sS—m—ptP=[m-Dt - n-1t>
= -1 -mn-Dt’=n-2nn-1t

n—2 B3

nn-—1)

o que completa a prova do lema. O

Agora estamos em condigoes de provar o Teorema 7. Para a prova usaremos todos os
resultados ja vistos nas Segoes anteriores, mas sempre que se fizer necessario, lembraremos

algumas identidades.
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Prova do Teorema 7. (i) Se H = 0, temos pelo Teorema 5 que ?\{ <—2ne ?\iI = —2n se,
e somente se, @ : M — S"™I(1) ¢ isométrica ao toro de Clifford

Sn—k (,/“T*k> x Sk <\/%>, para k = 1,2,...,n— 1. Para H # 0, temos pela

Proposicao 4.11 que

—AS = > h}, +nS—n’H’+ nHf; — S, (4.35)
i,j,k
em que fg = Z k?, e ki denota as curvaturas princiais, i = 1,2, ...,n. Escrevendo

i
u = ki — H, temos

n

ziki” = ZuﬁH Z“1+23“1H+Z3H1H2+ZH3

3+3ZH%H+3ZMH2+TLH3

= ZH?+3iufH+3i(ki—H)H2+nH3
iki—ZH

= > w+3> piH+3
— Zu§+3iu%H+3[nH—nH]H2+nH3

i
i

I
3 ﬁ-l\/]: o

3

H? + nH?3

3

w43 uiH4nH®.

Il
H-Mﬁ e

n
Denotando Z W =|of3 e

i
n
=) pi=S—mH?, (4.36)
i
podemos escrever a expressao acima como

= |$l5 + 3l$p[*H + nH?. (4.37)
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Utilizando (4.35) e o Lema de Okumura, temos

%Ald)lQ:%AS = ) h¥ +nS—n’H> 4 nHf; - §°
i,j,k
= > h¥ +n(dP +nH?) — n*H? + nH(lb + 3H|p + nH?)
i,j,k
(I +nH*)?
= ) hi +nloP +n’H? —n’H’ + nH$[; + nH2|* + n*H*
i,j,k

—(|pP)? — 2lbPnH? — n2H?
= Y hZ +nldP — (6P — [oPnH? + nld2H

i,j,k
> Y hE 4o — P +nH?)
i,j,k
n-— 3
H— 2 (o) (4.38)

nn—1)

Assim, escrevemos

AlpP > he e+ 1o m — o] + nH?) + nH———
¢ (UZk]kcb ¢n)nm

A partir dai, vamos considerar uma constante o« > 0 e € > 0 e a funcao

(1| )3> . (4.39)

= (I + €)%,
que é positiva. Utilizando (4.39), exibimos o Laplaciano da funcao f.

Afe = ala—1)(1dP +e)* A VISP + «lldf® + €)% AldI
> ala— 16+ €)* *IV(IdP)IP

+2u(|b* + €)*~ <Zhlk+|¢| !CI>|2+nH2)+an(;21)(!¢!2)g>-

Ox nmn—
Como H é constante, temos

i=1 i=1

Alem disso, veja que

VPP = (IoF) (IoF)

Elpee) (e

i=1

= 4pthiy, < 4o Z 1%

i,k=1

< 4P Z ks (4.40)

i,k=1
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e aplicando a desigualdade de Newton obtemos

hl2<kk —1) Z huk (441)
i#£k

Dai, segue que

V(PP < 4ld)? Z heoe

i,k=1
. <Zh ot Zhuk)
= 1£k
n 9 n

- |c|>|2< Z +2Zh k+Zhuk)

=1 i=1 i#£k
PPN 8|d>|

= PR e Zh AP S RZ,
n+2 — e
4pIPn 8|cpl?

S 2 Mot (705 0 (= 1)) Mo +4I0F )i
n+2 n+2 s o
dopPm g, SldPn ¢, 8|¢| )

- n+2 ;hkkk+n+2; ik ;(h k+4|¢| ;(huk
AdPn ¢ 8lpI*n 2 8|db/? 2

= h h?, — —— ) hZ
n—{—Q; kkk+n+2§ iik n+2§< iik

4|¢|2n 2 8|(l)|2 2
hi +——= ) hii.
+n+2§( “k+n+2§< ik

Logo,

VIBRE < 4"” n (Zh et 3 Zhuk> . (4.42)

i#£k
Pela definicao do primeiro autovalor do operador de Jacobi temos,

?\{J f2dA < —| fJf.dA
M JM
< — | fe(Afe+(S+n)f.)dA
JM
= — fEAfedA—J f2(S +n)dA. (4.43)
JM M

Tomando uma constante qualquer 3, reescrevemos (4.43)

?\{J f2dA < —J feAfedA-i—BJ
M M

feAfedA — J f2(S+mn)dA — BJ feAfodA
M M

M

= —BJ feAfedA—J [(1—B) feAfe + (S+n)f2] dA. (4.44)
M M
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Usando a Primeira Identidade de Green, temos

A{J f2dA < B |Vf€|2dA—J fe(1—B)
M M

JM

x [ofoc = 1) (191 + €)* VISP + aellp® + ) AlpI*] dA

r

—| (1= B)bF +nH* +n)fcdA.
JM

_— mF—J [Fe(1— Blado— (9P + 0)* 2 VIpPP] dA
M M

— | [fe(1=B)al|bl + ) Al + (Ib]* + nH? +n)f2] dA.

Veja que de (4.47) obtemos

ie.,

M
- ocj — 1— o — B + &) VIPP] dA
M
— { qu>r2 (16" + nH? +n)f§} dA.
Im |<l>|2
= o) [fe(1+ap — ax— B + €)** VP[] dA
| N {7‘52 X P Apr + 101 + i +n} dA. (4.45)
Para prosseguir, sejam as constantes o« e 3 satisfazendo
n—2
nu
(1—B)dna+2(1—B)—n(l—B) =2n«,
Mm—2)(1—B)—4na(l—B) +2nax = 0. (4.48)

Desde que

Z hy, = Z R +3) hiy + Z hy, (4.49)

i,j,k=1 i#k i£j#£Kk#1L

obtemos de (4.42) que

(1+20B — B — a)|[VIDP2 —2(1 — B) ()2 + €) Z R

i,j,k=1

107 (n—2)(1 — B) — 4nall — B) + 2n0)

X (i R +3) huk> = (4.50)

i#£k

N
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Assim, substituindo (4.50) em (4.45), podemos deduzir que

A{J f2dA < ocJ fe(lpf® +e) (>
M M
(1420p — B — )V — 2(1— B)(bf + €) Z h}

i,j,k=1

(B)

nn-—1)

-|
( hi + 6P (n |(|)|2+TLH2—|—TLH—(|(|)| )3)
-| w

2(lb> + nH? +n)dA.

J 2|¢||‘2b| [(20(1 — B)(—Id* + 1+ nH?) +nH)] dA.
[l

o 2 |‘b|2 . 2 2
= J fe SFSERT 2 (I1—-B)n+nH")dA — J fe TR+

R
J feipp + e

X <!<I>!2(1 —2xJ(1—=p) —nH

(n+nH2)dA

2a(1 - B)(n— 2)(|p)}

nn-—1)

+ e) dA.(4.51)

Observe que para 1 —2x(1 — ) > 0, temos de (4.51) que
[ol§ ( o(1—pB)*(n—2)? )
J 2 2 2
M e < | e (o s )
—2a(1 — B)(n+nH?)

2 PP _ 2 2
XJ s TOR T dA (n+nH )JMfedA. (4.52)

Como ¢ é nao totalmente umbilica, temos de (4.36) que

limJ f2dA = lim J (Ib?) + €)?dA = J (S—nH?)%dA > 0.
M e—0 M

e—0 M
Assim, fazendo € — 0 em (4.52) obtemos que

o?(1—p)*(n—2)
(1—2(1—pB))n(n—1)

Agora, analisemos os casos para a dimensao n. De fato, se n =2 em (4.53), temos

M < —(1420(1—B))n(1 +H?*) + n?H2. (4.53)
A < —(142x(1—B))n(1 + H?). (4.54)
Assim, tomando B =3 e 0 < a < 1 em (4.54), obtemos

AN < —(1+2a (1 — %) n(1+H?*) = — (1 + 27“) n(1+H?) = —2n(1+H?). (4.55)
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Para2<n<4oun>5en’H?< lb(: i) observe que
11 (n— 2)2H2 1 1.1 1
- 1— S . 4.56
2 2 ( \/4(n—1)—|—n2H2) > 2 n” 2 V2n ( )
Voltando a igualdade (4.48), temos
(1—B)4no+2—n) =2n«,
ie.,
Mm—2)(1—pB)+2nfe—2x(1—p)] =0. (4.57)
Note que 1 —2x(1 — ) > 0 se, e somente se
1 1 1 1
———— <<= -I- 4.58
2 V2n Vono (4.58)
Agora, defina a funcao auxiliar
2nod
= 1— =
wle) = of B) Inx+2—n
Observe que w(a) é uma funcao crescente em «, para o > % — % De fato,
, 1
w)=1-pf=1—=-==>0.
2
Além disso, nos pontos & = % — % e = % + %, temos
11\ _ m(3-g)  _po24Er mgme
“\27n) T m(E-Di2-m n-2  n-2
Mm—2)(n—-2) 1 1
- - 4.59
In(n —2) 2 n’ (4.59)
e
1 1)
(1 1 ) B 2“(5—"\/771) _+\/ﬁ+1
w(z+—=) =
2 Von 4n<%—l—\/%—n)+2—n Nt e T2
on? 4+ 4nv/2 4 1
_ snotanvenddn 1 (4.60)

N2 4+8nv2n+8n 2

Veja ainda que a existéncia de « tal que

110(1+1
2 n 2 Von
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segue das expressoes (4.56) e (4.58). Usando que w(«) é crescente e vale (4.59) e

(4.60) temos que

1 1 1 1
w<§—ﬁ)<w(oc)<w(§+\/7_n),

1 (n —2)2H?
w(w) =3 <1_\/4(n—1)+n2H2> . (4.61)

Assim, usando a definicao de w(a) obtemos

wlo) = ol —B) = % <1 - \/4(11“:_1)2122142) ’

1—2a(1—B) = \/4( (n—2)°H* (4.62)

o que implica em

ie.,

n—1)+n2H2’
Pela desigualdade (4.53), obtemos

A< n(1+H)—2x(1—p)n

4n—1)(1 —2a(1 — B)(1 + H2 — 20¢(1 — B)(n — 2)?H?
8 An—1)(1—2a(1— B)) - (463

Substituindo (4.62) no numerador do lado direito de (4.63), temos
A —1)(1 —20(1 — B)(1 + H® — 2x(1 — ) (n — 2)*H?
B B 5 (n—2)2H> [ (n—2)2H2 22
N {4(n D1 +H )\/4(n—1)+n2H2 L 4(n —1) +n2H2 (n—27H

- (n — 2)2H2 9 (n —2)2H2
= 4(n—1)\/4(n_1)+n2H2 +4n—1)H \/4(n_1)+n2H2

(n— 2)2H2
An—1) +n2H2’

—(n—=2*H*4+ (n— 2)2H2\/
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ie.,

_ (n — 2)2H2 (n—2)2H? (n —2)2H*
= 4(n— 1)\/4(n— 1) + n2re + 4nH2\/4(n_ 1) + n2H? _4H2\/4(n— 1) + n2H2

—(n—-2) 2H? + (n2 —4n + 4)H2\/ (n —2)2H2
4n—1

)+TL2H2
B (n—2)2H? (n—2)2H?2
= 4(n— 1)\/4(n— 0 it (n —2)*H? +n2H2\/4(n 1) 1 ke
_ 4(1’1—1)\/( _2 2H2+\/ _2 °H? (TL—2)2H2
VA4 —1) + n2H?
_ (n —2)2H2(4(n — 1) + n°H?) 9212
— \/4 o (n—2)°H
= /(n—2)2H2/4(n— 1) + n2H2 — (n — 2)?H?
= V(= 22H2(/A4(n — 1) + n2H2 — \/(n — 2)2H2). (4.64)

Substituindo (4.62) e (4.64) em (4.63), obtemos

A< —n(1+H?Y)

n (1 - (n—2)2H?2 )
n— n2H2
4(n—1)+n2H \/ 2H2 <\/4 _ 1 + n2H2 — \/(TL _ 2)2H2>
(n—2)2H2
4n—1)

4(n—1)+m2H2
\/4(n71)+n2H27\/(n72)2H2
n \/4(7171)JrnQH2
4n—1) (n—2)2H?2
4(n—1)+n2H2

x+/(n — 22H2<\/4 —1)+n?H? — \/(n—2)2H2>
n (V4 —1)+n2H2 — /(n —2)2H2)

= —n(l+H?)—

- _ 2y _
= —n(1+H?) 1) CEDRE
x4/ (n — 2)2H?2 \/4 — 1) +n2H2 — /(n — 2)2H2)
= —n(l+H?)— = (\/4 —1) +n2H2 — (n—2)yH|>2. (4.65)

Se vale a igualdade em (4.65), sabemos que hiji = 0 para todo i,j,k =1,2,....n
Consequentemente a segunda forma fundamental é paralela e S é constante. Por-
tanto, @ : M — SH1)(1) ¢ isométrica ao toro S'(r) x S* (/1 —12), desde que
as (n — 1) curvaturas principais sdo iguais entre si (veja [14, Teorema 2]). Pelos

Exemplos 3 e 4 obtemos que 1 satisfaz

r2>1 se 2<n <4,

n’

16
W>T’ >— se M =95, n?H? < (
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Isto termina o caso (i).

(il) Agora,sen > 5 e n?H? > fé::i)), escolhendo (1 —B) = 3 — £, isto ¢,
p=0
e
L1
2 n’

temos por (4.53) que

J 2 (%_%) (n—2)2 2192
A < (1+2( ))n(1+H)+(1_2(%_%))n(n_1)nH

(n—2)4n2H?2

- (2 )n (1+H?)+ 2

2(n—1)
(n — 2)*H?
= 2m—1D(1+H)+———. 4.66
)(1+H?) + S 1) (4.66)
Se vale a igualdade na expressao (4.66) acima, temos
ax(n—2)
(1 —-2a)y/|p]? = ————=nH. (4.67)
nn-—1)
Na expressao (4.67) elevando ao quadrado em ambos os lados e usado que o« = %—%,
obtemos
,  (m—2)n?H?
= 4.68
P = 1) (4.68)
Portanto,
- 2)4TL2H2
S = 2 ]‘l2 - ]_l2 (n . 4
[pI" +n nH* + Tonm_1) (4.69)
Assim, sendo H constante a expressao acima implica que S é constante. Logo,
N =AM+ +n(l+H) = o +n(1+H) =S+n.
Dai, temos
— 2)4
S—n=A = —2n—1)(1+H)+ =D g 4.
n=»A (n—1)(1+ )+8(n_1) (4.70)
Assim, de (4.70) temos que
(n—2)* 2
S = m+2m—1)(1+H)— "
n+2n—1)(1+H?) S 1]
(n—2)
= — — _ 1 2 V") 12
n+2n—2+2n—1)H 3 1)
—92)4
— n-2+4om-nHz_ =2 (4.71)

8(n—1)
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Comprarando (4.69) com (4.71), temos
(n—2)* (n —2)*n?H?
oo H2 - T gz AT
n—2+42m—H = o, R T
o que implica em
(n —2)*n?H? (n—2)*
T A MLLILLIN T )| Pt YT
m L ey e LT P N
_16n*(n—1)nH? + (n —2)"n*H? — 32b(n — 1)(n — 1)H? + 2n(n — 2)*H?
N 16n(n—1)
 (n—=2)"nH*(n+2) + 16n(n—1)H?*)(2—n)
N 6n(n—1)
(m—2)*H?(n +2) )
= H*(2 —n). 4.72
om_p THe-n (4.72)
Dividindo ambos os lados de (4.72) por n — 2, vem
| — (n—2PH2(n+2) 2 — 22 n(n—4) |
16(n —1) 16(n —1)
ie.,
16(n —1)
HP= —— 4.
n Y — (4.73)
Pela igualdade no Lema 3 as n — 1 curvaturas principais sao iguais entre si. Assim,
pelo Exemplo 4, sabemos que ¢@ : M — S"(1) ¢ isométrica a
St <£> x St (%), e isso completa a prova do teorema.
]

Observagao. Observe que o Teorema 7 garante resultados de nao existéncia de hiper-
superficies tais que o primeiro autovalor do operador de Jacobi encontra-se em certos
intervalos. Desde que o primeiro autovalor do operador de Jacobi numa hipersuperficie
totalmente umbilica satifaca 7\{ = —n(1+ H?), de acordo com o Teorema 7, sabemos que
para 2 < n < 4 nao existe hipersuperficie n-dimensional compacta com curvatura média
constante na esfera unitaria tal que o primeiro autovalor do operador de Jacobi assuma

valor no intervalo

(—n(l + H?) —

n(y/4(m—1) +n2H2 — (n — 2)[H]?)?
4n—1)

,—n(1+ H2)> i

Para n > 2 nao existe hipersuperficie n-dimensional compacta com curvatura média

16(n—1)

constante na esfera unitdria satisfazendo n?H? < won tal que o primeiro autovalor

assuma valor no intervalo

(—n(l + H?) —

n(y/4(n—1) + n2H2 — (n — 2)[H[*)?
4n—1)

,—n(1+ H2)> )
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