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Resumo

Neste trabalho, consideramos o método de Newton para resolver a equacao generali-
zada F(x) + T(x) 2 0, onde F : R™ — R™ é uma funcao continuamente diferenciavel e
T : R™ = R"™ é uma aplicagao ponto-conjunto, mondétona maximal entre espacos de
dimensao finita. Mostramos que o método gera uma sequéncia que converge quadra-
ticamente para uma solucao do problema. Para isso, demonstramos um Teorema tipo-
Kantorovich que usa a ideia da funcao majorante para suavizar a continuidade da derivada
F’. Isso nos permite obter o raio 6timo de convergéncia, unicidade da solugao e também
resolver equagcoes generalizadas sob a condicao de Smale.

Palavras Chave: Método de Newton, Equacao Generalizada, Operador Mondtono

Maximal, Teorema tipo-Kantorovich, Funcao Majorante.



Abstract

In this work, we consider the Newton’s method for solving the generalized equation
F(x) + T(x) 2 0, where F : R® — R"™ is a continuously differentiable function and
T:R™ = R" is a set-valued, maximal monotone mapping between finite-dimensional
spaces. We show that the method generates a sequence which converges quadratically to
a solution of the problem. For this, we show a Kantorovich’s theorem that uses the idea
of majorant function to smooth the continuity of the application F’. It allows us to ob-
tain the optimal convergence radius, uniqueness of solution and also to solve generalized
equations under Smale’s condition.

Key Words: Newton Method, Generalized Equation, Maximal Monotone Operator,

Kantorovich’s Theorem, Majorant Function.
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Introducao

Neste trabalho, estamos interessados na solucao da equacao generalizada
F(x)+T(x) 20, (1)

onde F : Q — R™ é uma funcao diferenciavel, O é um subconjunto aberto de R™ e
T:R™ = R™ um operador ponto conjunto e monétono maximal. A equacao generalizada
(1) abrange uma ampla variedade de problemas em andlise cldssica e suas aplicagoes.
Como, por exemplo, sistemas de equagoes nao lineares e sistemas de inequagdes. Se

0:R™ = (—o0,+00) é uma funcao prépria semicontinua inferiormente, convexa e
T(x) =00(x) ={ueR":0(y) > o(x) + (w,y —x)}, Vy € R™,
entao (1) torna-se o problema de inequagao variacional
F(x) +0o(x) 30,

mais detalhes a respeito de tais problemas podem ser encontrados em [4], [9], [13], [27],
[32], [33].
O Método de Newton é uma das mais importantes estratégias para resolver (1), o qual

gera uma sequéncia, partindo de um ponto inicial x°, como segue
F(x*) 4+ F/(x*) (3 —x*) + T(x*™) = 0, (2)

sendo k=0, 1,....

Tal método pode ser pensado como um método tipo Newton baseado na linearizacao
parcial, sendo objeto de pesquisa em diversos artigos que incluem [3], [4], [13], [24] e
[30]. Em [4] hd uma discussao interessante a respeito de métodos iterativos para resolver
equagoes generalizadas. Percebamos que quando T = 0, a iteracao (2) torna-se o método

de Newton para resolver a equacao nao linear F(x) = 0.
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Kantorovich em [14], estabeleceu um resultado de convergéncia para uma solugao do
método de Newton para resolver a equacao F(x) = 0. Impos suposicoes sobre a derivada
F'(x%) e o termo [|[F/(x°)'F/(x°)|| para obter tal resultado de convergéncia. A principal
ideia de Kantorovich em sua demonstracao foi o principio majorante da sequéncia {x*}
por uma sequéncia de escalares. Recentemente o interesse pelo Teorema de Kantorovich
tem crescido, refletindo em muitos trabalhos publicados, veja por exemplo [6], [9], [11],
[26], [30] e [34].

Em nossas pesquisas, encontramos o trabalho de Robinson, ver [27], que até onde sabe-
mos, consta como o primeiro a considerar uma generalizagao do Teorema de Kantorovich
do tipo F(x) € K, onde K é um cone convexo nao vazio e fechado, fornecendo resultados e
“error bounds” para este método. Inspirado por [28], Robinson utilizou propriedades do
processo convexo em seu trabalho.

Josephy em [13], foi o primeiro a considerar uma forma semilocal do método de Newton
do tipo (2), com o intuito de resolver (1), para T = N¢ a aplicacdo cone normal de
um conjunto convexo C C R™. Para garantir a boa definicao do método, na teoria das
equacoes generalizadas, a propriedade de regularidade forte de F(x%)+F/(x") (x—x") +T(x)
em x! para 0, onde x!, é obtido de x, foi usado.

Em [2] e [33], sob uma condi¢ao que generaliza a condigao de Lipschitz, foi possivel es-
tabelecer a convergéncia local e semilocal, além da taxa quadratica do método de Newton.
Uma hipdtese frequentemente utilizada para obter a convergéncia quadratica do método
de Newton (2), para resolver a equagao (1), é supor a continuidade Lipschitz de F’ em
uma vizinhanga da solugao, para maiores detalhes veja [4].

Manter o controle sobre a derivada é um importante ponto na andlise de convergéncia
do método de Newton. No entanto, alguns artigos abordam a questao da analise de
convergéncia para resolver a equacao F(x) = 0, suavizando a hipdtese da continuidade
Lipschitz de F’, que pode ser vista nas referéncias [11], [34], [35]. Atualmente, todas essas
condigbes sdo equivalentes a condicao de Wang, ver [34]. A vantagem de se trabalhar
com uma condi¢cao majorante consiste no fato de permitir unificar vérios resultados de
convergencia referentes ao método de Newton.

Embasados em [30], o qual reformulou a condigao majorante introduzida em [11], com
a finalidade de estudar as propriedades de convergéncia local do método de Newton (2),

apresentamos a relagao existente entre a fungao majorante e a funcao que define a equagao
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generalizada. Além disso, analisamos raio de convergéncia 6timo e a unicidade da solugao,
para o método associado a condicao majorante.

O presente trabalho estd organizado da seguinte maneira:

No capitulo 1, apresentamos nocoes e conceitos de Analise, relacionando resultados
basicos; Algebra Linear, onde definimos operadores lineares, mondtonos e mondtonos
maximais; Analise Convexa, com enfoque na caracterizagao destas em R e finalizamos com
a definicao de funcoes Analiticas, demonstrando um resultado 1til nos casos especiais.

No capitulo 2, enunciamos e demonstramos, com base na referéncia [22], o Teorema de
Kantorovich para equagoes, o qual assume condicoes semilocais para resolver a equacao
nao linear F(x) = 0.

No capitulo 3, estendemos o resultado anterior para equagoes generalizadas (1), emba-
sados em [30]. Relacionamos o operador F e a fun¢ao majorante, mostramos que em uma
determinada regiao o método de Newton para resolver a equacao generalizada estda bem
definido. Apresentamos o raio 6timo e taxas de convergéncia para a solucao, mostrando
ao final que tal solucao é tnica, na regiao determinada.

No capitulo 4, estudamos dois casos especiais, no primeiro estudamos o Teorema 3.2.1
sob a condicao de Lipschitz e no segundo apresentamos uma versao do Teorema de Smale
para o método de Newton.

Por fim, fazemos algumas observacoes no capitulo 5.



Capitulo 1

Resultados Auxiliares e Notacoes

Neste capitulo, apresentamos alguns resultados de Anadlise e Algebra Linear. Além
disso, discorremos acerca de conceitos basicos de Anélise Convexa, abordando alguns re-
sultados de caracterizacao das func¢oes convexas diferenciaveis de uma variavel real. Tais
assuntos serviram de fundamentacao tedrica para o entendimento dos capitulos subse-

quentes deste trabalho.

1.1 Nocgoes Topolégicas

A presente segao foi elaborada tendo por base as referéncias [18] e [19], na qual defi-
nimos alguns conjuntos relevantes do espago euclidiano R™, sequéncia em R™ e nocoes de
taxa de convergéncia de uma sequéncia.

A principio, sejam dados o ponto a € R™ e o nimero real v > 0. A bola aberta de

centro a e raio r ¢ o conjunto
B(a,v) ={x e R":[|x — qa|| <},

isto é, o conjunto de pontos x € R™ cuja distancia ao ponto a é menor do que 7.

De modo andalogo, definimos a bola fechada de centro a e raio r como o conjunto
Bla, ] :={x e R™:[[x — a|| < r}.

Uma sequéncia {x¥} € R™ é uma aplicacao x : N — R™, o valor que tal aplicacao as-
sume em cada nimero natural k é indicado com x¥, intitulado k-ésimo termo da sequéncia.
Dizemos que uma sequéncia {x*} é limitada quando o conjunto de seus termos é limitado

em R™, ou seja, quando existe um ntimero real ¢ > 0 tal que |[x*|| < ¢ para todo k € N.

4
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Definimos uma sequéncia {x*} monétona nao decrescente quando temos x* < x**!

k+1

para todo k € N, e {x*} mondétona nao crescente quando temos x < x* para todo

k € N.

Seja X C R™, dizemos que X é aberto quando todos os seus pontos sao interiores, isto
é, para cada a € X existe ¢ > 0 tal que B(a,e) C X, denotamos por Int(A) o interior
de A. Por outro lado, um conjunto X C R™ ¢ dito fechado se todos os seus pontos sao
de aderéncia. Lembramos que um ponto a é aderente ao conjunto X C R™ quando este
¢ limite de alguma sequéncia de pontos x* € X. Segue que todo ponto a € X é aderente
a X, bastando tomar x* = a para todo k € R™. Chamamos de fecho de um conjunto X
o conjunto X, formado por todos os pontos aderentes a X. Portanto, um conjunto X é
fechado se, e somente se, todo ponto aderente a X pertence a X, isto é, X = X.

Seja X C R™. Dizemos que um ponto a € R™ é de acumulacao do conjunto X quando
toda bola aberta de centro a contém algum ponto do conjunto X diferente do préprio
a, posto de outro modo, para todo ¢ > 0, deve existir x € X tal que 0 < ||x — af| < e.

Denotamos por X’ o conjunto dos pontos de acumulagao.

Definicao 1.1.1. Dizemos que uma sequéncia {x*} converge para x* € R™, se dado ¢ > 0
existe ng tal que

IXF —x*|l<e, Vk=ny.
Como consequéncia da Definigao 1.1.1 temos que
limx* = x* <= lim |[x* — x*|| =0,
que reduz a convergéncia em R™ a convergéncia de ntimeros reais nao negativos.

Definicao 1.1.2. Uma sequéncia {x*} € R™ diz-se uma sequéncia de Cauchy, se dado
e > 0 existe ng tal que
Ix™—x¥| <e, ¥m, k>n,.

Toda sequéncia de Cauchy é limitada. De fato, basta tomar ¢ = 1 na Definicao
1.1.2 observamos que existe ng tal que, exceto possivelmente os pontos x!, x2,...,x™,
os demais termos pertencem a B(x™+1 1). Assim, o conjunto de termos da sequéncia é
limitado.

Podemos reformular a condicao de que a sequéncia {x*} seja de Cauchy, escrevendo

limy men [[X* —x™|| = 0. Concluimos que se N’ C N é um subconjunto infinito, isto ¢, se

{x™}mens é uma subsequéncia de {x*}, temos que limyen men [X* —x™| = 0.
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Proposicao 1.1.1. Uma sequéncia em R™ converge se, e somente se, € de Cauchy.

Demonstracao. Consideremos {x*} uma sequéncia de Cauchy em R™. Portanto limitada,
logo possui uma subsequéncia convergente {Xx™}ncn. Se a = limyen X™, temos que
limpen [IX™ — al| = 0, como {x*} é de Cauchy segue que limgen men [[X* — x™|| = 0,
usando a desigualdade triangular, temos que ||x* —al| < [[x* —x™||+|[x™ —al|, concluimos
que limyey [[X* —all = 0, isto é, limgen x* = a. Por outro lado, se {x*} é convergente, com
Kk

= a, como [Ix* —x™[ < [x* = x™[|+[[x™ —all, segue que limy,m o0 [X* —x™|| = 0,

isto é {x*} é de Cauchy. O

lim x

Proposicao 1.1.2. Seja {x*} uma sequéncia em R™. Se existe um nimero real { < 1 tal
que

X< —x* I < kP =x*l, VkeN, (1.1)

Entao {x*} converge para x*.

Demonstragdo. Segue de (1.1) que [[x* —x*|| < C¥[[x" —x*||. Fazendo k — oo na desigual-

dade, temos limy_,« |[x* —x*|| = 0. Concluindo a convergéncia. n

A seguir definimos dois tipos de taxa de convergéncia, que constam como maneiras
de medir a velocidade de convergéncia de uma sequéncia. Mostraremos em seguida que a

velocidade da taxa de convergéncia quadratica supera a linear.

Definicao 1.1.3. Seja {x*} uma sequéncia que converge para x* em R™. Dizemos que a

convergéncia € Q-linear se existem uma constante w € (0,1) e kg > 0 tais que
=[] <l =X,V k= K.

A convergéncia € Q-quadrdtica se existem uma constante M > 0 e kg > 0 tais que
I —x* [ < MIKE =X,V k= K.

Denotamos por e, = [[x* — x*|| o erro cometido na k-ésima iteracao. Facamos uma

pequena andlise relacionando a velocidade de convergéncia dessas taxas.

e Convergéncia Q-linear: Para cada k natural, temos

K
ex < Uex_1 = ex < U ep.
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Suponha que na k-ésima iterada obtemos que o erro é da ordem de 10~ ™, isto é, que

temos pelo menos n casas exatas.
k -
e < Lep <107

Segue que

log(1*eg) < log(10™™) < klog(u) + log(eg) < —m & klog(n) < —n — log(ep).

Como p € (0,1), temos log(p) < 0, dito isso, segue algumas equivaléncias
n  log(eo)

—log(p) —log(p)
Concluimos que para dobrar o niimero de casas exatas é necessario dobrar o niimero

klog(un) < —m —log(ey) < k(—log(n)) > n + log(eg) & k >

de iteracoes.

e Convergéncia Q-quadratica: Para cada k natural, temos
2 2k 1 2k
ek < Me,_;=ec <M ey -

Para mostrar que vale a implicagao, basta fazer por inducao, para k = 0 é imediato.

Suponha que vale para k, e provemos que vale para k + 1.

2k+l

k_ k k+1_
e < M(ed) < M(M?1e2")? = M2 e,
portanto, vale para k 4+ 1. Vamos supor que na k-ésima iteracao tenhamos
e < 7\/l2k’1e§k <107 ™.

Segue que

log(Mzk_legk) < log(10™™) < (2% — 1)log(M) + 2Flog(ey) < —m &

2%(log(M) + log(eg)) < —m + log(M) < 2¥(log(Meg)) < —m + log(M) <
. n log(M)
2% > + .

—log(Mey) —log(Meyg)

Assumindo, sem perda de generalidade, Mey € (0,1). Observamos que para dobrar

o numero de casas exatas é necessario apenas mais uma iteracao.

Finalizamos, assim, a discussao acerca de resultados basicos de Topologia no espago

euclidiano R™.
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1.2 Transformacoes Lineares e Matrizes

Secao estruturada segundo as referéncias [7], [15], [19], [20] e [23]. Onde apresentamos
conceitos fundamentais de transformagoes lineares e matrizes, que sao necessarias para
demonstracoes de resultados presentes neste trabalho.

Iniciamos por denotar R™*™ o conjunto das matrizes m x n, e dado A € R™*™
indicamos a transposta da matriz A por AT. Ao espaco dos operadores lineares de R™
em R™ designamos por £(R™ R™). Sendo que se A € £(R™,R™), entdo A € R™*™,
Quando m = n, dizemos apenas que A € £(R").

Definimos o posto seqgundo linhas da matriz A € R™*™ como o nimeros maximo de
linhas linearmente independentes em A, em que este nimero ¢ igual a dimensao do espaco
R™. De modo similar definimos o posto sequndo colunas de uma matriz A € R™*™ sendo
o numero maximo de colunas linearmente independentes em A, tal ntmero é igual a
dimensao do espagco R™.

Mesmo que os vetores coluna e vetores linha de A sejam subespacos de espagos vetoriais

distintos, temos que vale o seguinte resultado.

Proposigao 1.2.1. Para toda matriz A € R™*™ 0 posto sequndo linhas e o posto sequndo

colunas sao iguais.
Demonstracao. Ver o Teorema 8.2, da referéncia [15]. O
Com os dados anteriores podemos definir formalmente o posto de uma matriz.

Definicao 1.2.1. O posto de A € R™*™, é o nuimero de linhas ou de colunas linearmente

independentes da matriz A. Denotamos p(A).
A seguir definimos matrizes inversiveis.

Definicao 1.2.2. Uma matriz A € R™*™ € dita inversivel ou ndao singular, se existe uma
matriz B € R™*™ tal que AB = BA = 1,,, em que 1, € a matriz identidade de ordem n.

Chamamos de inversa de A a matriz B. Notacionamos A~ a inversa de A.
Quando a matriz A nao possue inversa, dizemos que A ¢ singular ou nao inversivel.
Proposicao 1.2.2. Uma matriz A € R™*™ admite inversa se, e somente se, p(A) = n.

Demonstracao. Ver o Corolério 3.8.2, da referéncia [20)] O
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Agora, com base nas referéncias [7], [19] e [23], definimos norma de matrizes, aborda-
mos algumas de suas principais propriedades e, por fim, demonstramos o famoso Lema
de Banach.

Consideremos T, S € £(R™,R™). Uma norma ||-|| ¢ uma aplicacdo que associa a cada

matriz um nimero real nao negativo satisfazendo as seguintes propriedades.

N1. T#0 =TIl > 0;
N2, (Tl = || [ITll, ¥V & € R™;

N3 T+ S[| < [[TI] + [IS]I.
Segue um exemplo de norma matricial induzida pela norma vetorial.

Exemplo 1.2.1. Seja T € £(R™,R™). Consideremos a norma das transformacaoes li-
neares || - || como sendo
1Tl

Tl = sup ——. 1.2
1|40 [I]] ( )

A werificacao que (1.2) satisfaz as propriedades de norma de matriz sao facilmente cons-

tatadas.

Temos ainda que a aplicagao norma matricial induzida pela norma vetorial goza das

seguintes propriedades.
Lema 1.2.1. Dados T, S € £(R™) ex € R™, entao sdo vdlidas as sequintes propriedades:

1T < IITI (Rl
2. \ITSIF < ([T ISH;

AT, Yk=0, L,....

Demonstracao. Temos que se x for o vetor nulo o resultado segue imediato. Consideremos

x # 0 ey = x/|[x]|, usando (1.2) temos,
1
T < Tyl = = ITx]].
I

Logo ||Tx|| < ||T|| ||x]|, provando o primeiro item.

Combinando (1.2), item 1 e propriedades de supremo, obtemos

TSIl _ [ITI 1Sl

~

ITSI[ = sup

ixiizo Xl T ISII,

ixiizo Xl

o que demonstra o item 2. Por fim, temos que o item 3 segue como consequéncia direta

do item anterior. O
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O préximo resultado é de suma importancia para demonstrar a boa definicao do

método de Newton.

Lema 1.2.2. (Lema de Banach) Seja B € £(R™) um operador linear e 1 o operador

identidade de R™. Se ||B —1I|| < 1 entao B € inversivel e

1

N

(1.3)

Demonstracao. Vamos mostrar que se T € £(R™) é tal que |[T|] < 1 entao (I —T) é

inversivel e vale a estimativa

1

=T < |
=T s 7=y

Consideremos as sequéncias {Sy} e {tx} definidas por
Sk=T+T+ - +T% te=1+|TI+--- +ITI*

Donde temos que ||Si1 — Sill = [[T*FY] < [T =ty — ti. Como |[T]] < 1, segue que
1

{tx} é uma sequéncia monétona e convergente, com limite t, = T Entao, {Sy} é

uma sequéncia de Cauchy em £(R™), portanto, existe o limite limy_, o Sk.

Por outro lado, temos
S (I—T=I4+T+---+TYI=T) =1 T

Ainda, limy_,o (I = T*) =1, pois ||[I — (14 T)|| < ||TI|* = 0.
Logo, obtemos

Sk(I—=T)=1-T! 5 1.

Concluimos que o limite de {Sy} existe, limy_,00 Sx = (I — T)7!, portanto, (I —T) é
inversivel.

Vejamos agora a estimativa

=T = || Jim S

k—o0

< lm T4+ T+ + T4
k—o00

i ([ [ITI - -+ [[T1)

k—o0

= lim tk
k—o00

1
1—(ITII

Assim, fazendo T = I — B e tendo em vista que ||B —I|| < 1, temos que (I—T) =B é

inversivel e vale a estimativa (1.3). O
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Como consequéncia do Lema de Banach temos

Corolario 1.2.1. Sejam A, C € £(R™) e assuma que A ¢é inversivel com ||A~] < B. Se
IA—C|l <v epy<1, entio C € inversivel e

B
1—pBy

IC7YI <
Demonstracao. Notemos que
II—ATCI=IAT(A-CO)I< By < 1.
Logo pelo Lema de Banach A~!C ¢ inversivel. Como A™!C =1— (I — A~'C) temos que

C é inversivel. Além disso,

ICH = II—(I—-ATC)) AT

< B II—A"'Cl
i=0

(.¢]

< B (BY)
i=0

B
1—By

O que encerra a argumentacao acerca de transformacoes lineares e matrizes.

1.3 Funcoes Continuas

Apresentamos nesta secao resultados interessantes a respeito de fungodes continuas, as
demonstragoes foram omitidas, por tratar de teoremas e proposicoes classicas que podem
ser encontradas, por exemplo, em [16], [18] e [19]. Comegamos por definir formalmente a
continuidade de uma funcao.

Dizemos que uma aplicacao @ : X C R™ — R™ é continua no ponto a € X, se para
qualquer ¢ > 0 dado, podemos obter 6 > 0 tal que |[x —al| < & implica ||@(x) —@(a)|| < «.
Quando @ é continua em todos os pontos do conjunto X, dizemos apenas que @ é uma

funcao continua.

Definicao 1.3.1. Uma funcao @ : X C R™ — R™ diz-se Lipschitziana quando existem

5, L >0 tais que, |ly — x| < & para quaisquer x, y € X, temos

le(y) — e (x)Il < Ly — .
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Observagao 1.3.1. Toda func¢ao Lipschitziana € continua. Para verificar tal fato basta

tomar &6 = ¢/L.

Definicao 1.3.2. Seja @ : X — R™, definida no conjunto aberto X C R™. Dizemos que
@ € diferencidvel no ponto x € X quando existe uma transformagao linear @’ : R™ — R™

tal que

) / . s(h)
O(x+1) = @0 + @' (xJh+s(h), onde lim 7y =

0.
Se @ : X — R™ ¢ diferenciavel em todos os pontos de X, dizemos simplesmente que @ €

uma funcao diferencidvel.
A aplicacao @’(x) diz-se a derivada de ¢ no ponto x.

Definicao 1.3.3. Seja @ : X — R™, uma aplicagao definida no aberto X C R™. Dizemos
que @ € continuamente diferencidvel em X, ou que @ € de classe Ct, e escrevemos @ € Ct,

quando @ for diferencidvel e, além disso, @' : X — £(R™ R™) for continua.

Proposicao 1.3.1. (Teorema Fundamental do Cdlculo) Seja X C R™ um conjunto aberto.
Dada @ : X — R™ de classe C!, vamos supor que o segmento de reta [x,x + h] esteja em

X. Entao

1
e(x+h)—@(x) = L ¢@'(x +th)h dt

Proposicao 1.3.2. (Teorema de Permanéncia do Sinal) Sejam X C R, ¢ : X - R e
ae X Selimy_.qo(x)=Lea<L<pP com«a, BER, entio existe d > 0 tal que para

todox € X e 0 < |x —a| <9, temos ax < @(x) < B.

Proposicao 1.3.3. (Teorema do Valor Médio) Seja ¢ : [a,b] — R uma aplicagio

continua e diferencidvel no intervalo aberto (a,b). Entdo existe ¢ € (a,b) para o qual

1.4 Elementos de Analise Convexa

Nesta segao, construida a partir das referéncias [12], [16], [23], [28] e [31], definimos
formalmente conjunto convexo e fungoes convexas. Abordamos fatos basicos a respeito de

tais conjuntos e fungoes, importantes em todo o desenvolvimento do presente trabalho.
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Definicao 1.4.1. Um conjunto D C R™ € dito convexo se para quaisquer x, y € D e
A € [0,1], tem-se
A+ (1—A)y € D.

Isto é, um conjunto D ¢é dito convexo se contém todos os segmentos com extremos
pertencentes ao conjunto D. O ponto Ax 4 (1 — A)y, chama-se combinac¢do convera de x

e y (com parametro A).

Exemplo 1.4.1. O conjunto vazio e o espaco euclidiano R™, sdo exemplos triviais de

conjuntos converos.
Exemplo 1.4.2. Uma bola em R™ é um conjunto convexo.

Demonstracao. Consideremos o caso de uma bola aberta em R™, sejam x!, x> € B(a, 1)

e A € [0, 1], temos que

IAX! 4+ (1 =AN)x*—all = [A(x'—a)+ (1 —A)(x*—all
< Al —all+ (1 =A)[Ix* —all (1.4)
< A+ (1=ANr=r.

Por meio de um raciocinio analogo ao anterior provamos que a bola fechada em R™ também

¢ um conjunto convexo. O]

Exemplo 1.4.3. Um semi-espaco qualquer em R™ € um conjunto convezxo, isto €,
C={xeR":(a,x) <c},
sendo a € R™ ec € R, é convezo.

Demonstragao. Consideremos x, y € C, entdo (a,x) < ¢ e (a,y) < c. Logo, para

tx + (1 —t)y, com t € [0, 1], temos:

<a7tx+(1_t)y> = t(a,x)+(1—t)(a,y)
< te+ (1—t)c

= c
Portanto, tx + (1 —t)y € C e, assim, C é um conjunto convexo. O

Com a ideia de conjunto convexo em mente, estamos aptos a estabelecer a definicao

de funcao convexa.
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Definicao 1.4.2. Se D C R™ € um conjunto convexo, dizemos que a fun¢ao b : D — R

€ convexa em D quando

Y(Ax + (1 =A)y) < Ap(x) + (1 = A)b(y).
para quaisquer x, y € D e A € [0, 1].

Definicao 1.4.3. Se D C R™ ¢ um conjunto convexo, dizemos que a func¢do \p € estrita-
mente convera quando a desigualdade anterior é estrita para todos x, y distintos em D e

A€ (0,1).

Definicao 1.4.4. Seja{ : R™ — R funcao convera. Dizemos que y € R™ é um subgra-

diente de \ no ponto x € R™ se
P(z) 2 W(x) + (y,z—x),V z € R™

Ao conjunto de todos os subgradientes de 1 em x, chamamos de subdiferencial de 1\
em X, o denotamos por 0\ (x).
A seguir vamos discorrer sobre algumas das propriedades de fungoes convexas de uma

varigvel.

Proposicao 1.4.1. (Desigualdades Fundamentais) Consideremos I C R um intervalo e

VP : I — R uma funcdao convexa. Entdo dados a <b < c € 1, temos que

Ple) —wla) _ple) —y(b)

b—a c—a = c—b

(1.5)

Em particular, a fungao s : 1 —{d} — R definida por

Y (x) —p(d)

s(x) = x—d

, d e Int(I)

¢ nao decrescente. Se\ for estritamente convezra as desigualdades anteriores sao estritas

e a fung¢ao s € crescente.

Demonstracao. Temos que

b:bc—a_ao—dw4w—ac_c—b +b—a

= = a C;
c—a c—a c—a c—a

Comoa<b<centdao (c—b)/(c—a)<le(b—a)/(c—a)< 1. Combinando este fato
com a igualdade anterior e a convexidade de 1, obtemos

Do) < S 0oy 4 20

S
c—a c—a

P(c).
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Por meio de algumas manipulacoes constatamos que

b(b) —bla) < (C —b_ 1) bla) + 2% (e) = (le) —pla)) 228,

c—a c—a c—a

equivalentemente

$(d) —bla) _¥(c) —p(a)

b-a c¢c—a
Concluimos, assim, a primeira desigualdade de (1.5). Obtemos a segunda desigualdade
de modo analogo. Se considerarmos «, 3 € I com « < 3, segue das desigualdades em
(1.5) que s(a) < s(f), portanto, s é nao decrescente. As outras afirmagoes seguem da

convexidade estrita de 1. O]

As desigualdades em (1.5) significam que, para a < b < ¢ a secante ab tem inclinac¢ao

menor que a secante ac, esta por sua vez, tem inclinagao menor que do que a secante bc.

Corolario 1.4.1. Sejam 1 C R wm intervalo e P : I — R uma fun¢ao convexa. Se

u, v, welsendou<weu<v<w, entao

n
<
z
|
<
B

V(v) —(u)

Demonstracao. Resultado segue da Proposicao 1.4.1. O]

Corolario 1.4.2. Suponha b : I — R convexa no intervalo I C R, entao existem as

derivadas laterais Vo (d) e Pp_(d), para todo d € Int(I).

Demonstracao. Como d € Int(I) existe a € I tal que a < d, segue da Proposicao 1.4.1

que
P(a) —p(d) < V¥ —(d)
a—d = x—d

ou seja, s ¢ limitada inferiormente. Pela monotonicidade da funcao s existe o limite

s(a) =

=s(x), Vx>d,

o W) —(d) L b(x) —P(d)
R ey R
De modo analogo provamos que existe P_(d). H

Proposigao 1.4.2. As sequintes afirmacoes sobre a funcao b : 1 — R, diferencidvel em

[ C R, sao equivalentes:
(i) b € conveza.

(ii) A derivada{p’: 1 — R € mondtona nao decrescente.
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(111) Para quaisquer a, x € 1, temos que P(x) = P(a) +P'(a)(x — a).

Demonstracao. Mostraremos que (1) = (i) = (iii) = (i).
(i) = (i) Sejam a < x < b em I. Nas desigualdades fundamentais (1.5), fazendo

primeiro x — a™, e depois x — b~ obtemos

Y (b) —P(a)

P <y (),

Pi(a) <

Como P é diferenciavel temos a < b = VP’(a) < P’(b). Portanto, P é mondtona nao
decrescente.

(i) = (1i) Supondo a < x em I, pelo Teorema do Valor Médio, existe z € (a,x) tal
que

Y(x) =¥(a) +'(z)(x — a).

Como 1P’ é mondétona nao decrescente, temos que P’(z) > 1P’(a). Entao,

P(x) = P(a) +¥'(a)(x —a).

Para x < a, o raciocinio é analogo.

(11i) = (i) Consideremos a < ¢ < b em [. Sejam «(x) = P(c) +P’'(c)(x —¢) e
o semiplano superior H = {(x,y) € R? : y > «(x)} determinado pela reta y = (x),
tangente ao grafico de 1 no ponto (¢, \P(c)). Como H é um conjunto convexo, e os pontos
(a,¥(a)) e (b, (b)) pertencem a H, temos que o segmento de reta com extremos nesses
pontos estd contido no semiplano H. Entao o ponto de tal segmento que tem ¢ como

abcissa pertence a H, ou seja, tem ordenada > «(c), que por sua vez é igual a \(c). Logo

Y(b) —p(a)
(o) <hla) + T2 T e~ a)
—a
Como a, b, c € I foram tomados arbitrarios, concluimos que 1\ é convexa. n

Notemos que o item (74) da proposigao anterior significa que o grafico de 1V esta
situado acima de qualquer uma de suas tangentes. Como consequéncia da Proposicao

1.4.2, temos os seguintes Corolarios.

Corolario 1.4.3. Todo ponto critico de uma fun¢ao convexa é um ponto de minimo

absoluto.

Demonstracao. Suponhamos a € I ponto critico da funcao P : I — R, entao J’'(a) = 0.
Como P é convexa a condigao (7ii) do Teorema 1.4.2 assegura \P(x) > P(a) para todo

x € I, portanto, a é ponto de minimo absoluto. O
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Corolario 1.4.4. Uma funcao P : I — R, duas vezes diferencidvel no intervalo 1, €

convexa se, e somente se, " (x) > 0 para todo x € 1.

Demonstracao. De fato, afirmar que Pp”(x) > 0 para todo x € I equivale a afirmar que

VP’ : I — R é mondtona nao decrescente. O

Finalizamos, aqui, a discussao acerca de fungoes convexas de uma variavel.

1.5 Elementos da Teoria dos Operadores

Nesta segao, baseada nas referéncias [1], [15], [21], [29], e [30], abordamos um pouco
da teoria dos operadores lineares em espacos de dimensao finita, apresentamos definigoes
de suma importancia no desenvolvimento deste trabalho. Come¢amos com uma pequena
discussao a respeito de operadores adjuntos.

Dado um operador linear G : R™ — R™, podemos associar a este um operador
G* : R™ — R™ o qual denotamos adjunto de G, que satisfaz a seguinte igualdade

(Gx,y) = (x, G*y), para vetores quaisquer x € R™ e y € R™.

Definicao 1.5.1. O operador linear G : R™ — R™ € dito auto-adjunto quando G = G*,

ou seja, se vale a igualdade
(Gx,y) = {x, Gy).

Definicao 1.5.2. Um operador linear G : R™ — R™ ¢ dito positivo se G for auto-adjunto

e (Gx,x) = 0, para todo x € R™.

Lema 1.5.1. Seja G um operador positivo. Suponhamos que G™! existe, entdo para cada

x € R™ temos que

[Ix|”
(Gx,x) > ———.
~ G|
Demonstracao. Seja A autovalor de G (A > 0). Vamos mostrar que
[1x]I?
<GX7 X> Z }\min(G)<Xa X> = m
A primeira desigualdade segue imediata. Sabemos que ||Gx|| < ||G]| [|x||, entao
Gx X
j6i > |25 = | 5] -
1] 1]
» i 1 » ) 1
Logo, Amax(c-1) < [GT], entdo ———— < [|G™7||. Concluimos que — < Amin(G),
min(G) ||G ||

segue o resultado. O
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Seja G : R™ — R™ um operador linear mondtono, convencionamos que
~ 1 .

onde G* é o operador adjunto de G.

Denotamos na Secao 1.2 por £(R™,R™) o espaco consistindo de todas as aplicagoes
lineares e continuas A : R™ — R™ e partir desse instante fixemos o operador norma de A
definido por

IA[]:= sup{[|Ax]| = [Ix]| < 1}.

Para finalizar esta secao, introduzimos o conceito e discutimos algumas propriedades

de operadores monotonos ponto conjunto e operadores monétonos maximais em R™.

Definicao 1.5.3. Dizemos que T : R™ = R™ € um operador ponto conjunto se a cada

elemento x € R™ associamos um subconjunto T(x) C P(R™).

Segue a listagem de algumas definicoes referentes a operadores ponto conjunto.
Definicao 1.5.4. Seja R™ = R™ um operador ponto conjunto.

i) O grdfico de T, G(T), é definido por

G(T):={(x,y) e R" x R™":y € T(x)}.

it) O dominio de T, Dom(T), € definido por

Dom(T) :={x € R™: T(x) # 0}.
iii) A imagem de T, Im(T), € definida por
Im(T) :={u e R™:u € T(x) para algum x € R™}.

Definicao 1.5.5. Seja T : R™ = R™ um operador ponto conjunto. Dizemos que T é

mondtono se para quaisquer x, y € Dom(T) euw € T(x), v € T(y) vale a desigualdade
(v—u,y—x) = 0.

Se o operador T for ponto a ponto, dizemos que serda monétono quando para quaisquer
x, Yy € Dom(T) tivermos

(Tly) =T(x),y —x) = 0.

Um subconjunto de R™ x R™ é monotono se for o grafico de um operador mondétono.
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Exemplo 1.5.1. Sendo P : R™ — R convezxa, entao 0\ € mondtono.

Demonstra¢ao. Dados x, y € R™, tal que z € 0 (x) e w € 0 (y), temos, em particular,

que
Vy) = X))+ (z,y—x)
b(x) = bly)+(w,x—y).
Entao (w —z,y —x) > 0. Portanto 0y é um operador monétono. O

Definicao 1.5.6. Seja T : R™ = R™ um operador ponto conjunto. Entao T é mondtono

maximal se
v—u,y—x) >0, Yy e Dom(T), ve T(y) = ue T(x), (1.6)

sendo x € Dom(T). Fquivalente a dizer que o grdfico de T nao estd contido no grdfico de

qualquer outro operador mondtono.

Exemplo 1.5.2. Seja P : R™ — R uma func¢ao propria, semicontinua inferiormente e

convezra entao NP € um operador mondotono mazximal.
Demonstrag¢ao. Ver o Coroléario 31.5.2 em [28], pagina 341. ]
Proposicao 1.5.1. Seja T : R™ = R™ operador mazimal mondtono. Entao:

a) T(x) € fechado e convexo para qualquer x € Dom(T).

b) O grifico de T € fechado.

Demonstragao.  a) Pela defini¢ao de operador monétono maximal podemos escrever
T(x) = ﬂ fueR": (u—v,x—y) >0}
(y,v)€G(T)

Ou seja, T(x) é a intersecao de semi-espacos fechados, e portanto, é fechado e con-

vexo.

b) Sejam x* — x, uk € T(x*), tal que u* — u. Consideremos (y,v) € G(T), entdo
passando o limite em (u* —v,x* —y) > 0, obtemos (w—v,x —y) > 0, e portanto,

u € T(x).
O

Tal resultado nos fornece que qualquer operador ponto conjunto mondétono maximal
tem o grafico fechado e, portanto, ¢ um operador continuo. Finalizamos as consideragoes

referentes a operadores ponto conjunto.
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1.6 Funcoes Analiticas

Abordamos, nesta secao, conceitos de funcoes analiticas em R que sdo utilizados
adiante para demonstrar alguns resultados do Capitulo 4, quando voltaremos a atengao
para a andlise da convergéencia sob a condicao de Smale. Como referéncia para a ela-

boracao desta nos embasamos em [17].

Definigao 1.6.1. Sejam 1 C R um intervalo aberto. Dizemos que uma fung¢ao f: 1 — R
¢ analitica quando pode ser localmente expandida em séries de Taylor, ou seja, para cada

a €1, existe € > 0 tal que a série de Taylor

© fn)
2

n=0

converge para f(a+ h) quando |h| < €.

Exemplo 1.6.1. A funcdo f : (—1,1] — R™ definida por f(x) = In(1 + x) € analitica,

consequimos a expansao em séries de Taylor tomando a =0

1+X :i n—|—1X

n=1
™)(a)
Observagao 1.6.1. Uma condi¢do necessdria e suficiente para que a série Z oy h™
n=0 ’
f(a+0,h
convirja para f(a + h) € que limp_,ooTn(h) = 0, onde 1, = %hn, com
0<0,<1.
Proposicao 1.6.1. Se 0 < t < 1, entao é(i—i— 2)(i+ Dttt = =
Demonstra¢ao. Consideremos a funcao analitica g : (—1,1) — R, definida por
g(t) =(1—-1t)"

com derivadas

g()=01-07 g"t)=20-1"7% ..., gV =i1—1) " (1.7)

Pela Definigao 1.6.1, podemos escrever g da forma

©  4(1) .
-y ¢ 04
il

i=0
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Segue de (1.7) e da igualdade anterior, que g(t) = Z t'. Derivando duas vezes, temos
i=0
g"(t) =) (i+2)[i+1t" (1.8)
i=0

Combinando a igualdade (1.8) com a segunda equacao em (1.7), concluimos a demons-

tracao. O



Capitulo 2

O Método de Newton para Sistemas

de Equacoes

Neste capitulo, desenvolvido a partir das referéncias [10], [7], [22], [23] e [25], enuncia-
mos e demonstramos o teorema de Kantorovich, resultado elegante com diversas aplicagoes

tedricas e praticas.

2.1 O Problema e o Método

Iniciamos esta secao com uma pequena discussao onde apresentamos o método de
Newton, no qual a ideia béasica para encontrar um zero de uma fungao diferenciavel nao
linear consiste em aproximar o zero da fun¢ao nao linear por zeros de aproximacoes lineares

sucessivas. Dito de outra forma, buscamos resolver a equagao
F(x) =0, x€Q,

sendo que O C R™ é um conjunto aberto e F : O — R™ é uma funcao continuamente
diferenciavel nao-linear. Construimos a aproximacao linear de F, em torno do ponto inicial
x? € Q, ou seja,

F(x) =~ F(x°) + F'(x°) (x — x°).
Assim, resolvemos a equagcao linear
F(xY) + F (x%) (x —x") = 0. (2.1)

Note que nao podemos garantir que F/(x") # 0. Se F/(x°) for ndo singular a equagao (2.1)

possui uma tnica solucao, denotaremos por x! = x? — F/(x°)7'F(x"). Percebemos que

22
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hé& outro porém, x! pode nao pertencer a Q e ainda F/(x!) pode ser singular, para que
possamos repetir o procedimento necessitamos de hipoteses apropriadas sobre o ponto
inicial x° e F. Suponhamos que tal processo possa ser repetido infinitamente, podemos

definir uma sequéncia {x*} contida em Q da forma
XM =xF —F(x")TF(x), k=0, 1,.... (2.2)

Aqui, encontramos outro dilema, o limite da sequéncia {x*}, se existir, pode nao per-
tencer ao conjunto Q.

Para contornar estes problemas e garantirmos a convergéencia, o ponto inicial deve ser
tomado em uma vizinhanga (adequada) da solugao do problema em questao e a derivada
do operador nao linear em consideracao deve ser nao singular em tal solugao.

Como podemos perceber o método de Newton tem a desvantagem de exigir, a priori,
o conhecimento de algum zero do operador e hipdéteses a respeito do comportamento de
tal operador nesse zero. A seguir, estudamos o comportamento da sequéncia {ty}, obtida

pelo método de Newton aplicado a um polinémio particular.

2.2 0O Método de Newton para uma funcao polino-
mial

Tomando como base a referéncia [10], analisamos o método de Newton aplicado para
resolver P(t) =0, sendo P : R — R, definida por
BK

P(t) = 7t2 —t+m. (2.3)

Estabelecemos {ty} como a sequéncia gerada pelo método de Newton que tem como

ponto inicial tg = 0. Denotemos as raizes do polinomio por

1

1
(1—V1I—2h), t,.= %

- (1+vI=2n), (2.4)

t.
onde h = Kn. Sendo n, 3,K > 0, temos que

0 <te <t

sendo a desigualdade estrita entre t, e t,, se, e somente se, h < 1/2.
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Proposigao 2.2.1. A funcao escalar P tem uma menor raiz nao negativa t, € (0,1/(BK)].

Além disso, para cada t € [0, 1)
P(t) >0, P/(t) <BK(t—t,)<0.

Demonstracao. A primeira parte da proposicao segue do fato de t, < 1/(fK), que é uma
consequéncia imediata das hipdteses sobre 1 e K. Como P(0) =1 > 0, P é estritamente

positiva no intervalo [0, t,). Por (2.3) e t. < 1/(BK), segue que
P'(t) = BKt — 1 = BK(t — 1/(BK)) < BK(t —t.).
Como t < t,, obtemos o resultado. O

De acordo com a Proposicao 2.2.1, temos que P’(t) # 0 para todo t € [0, t,). Portanto,

as iteradas de Newton estao bem definidas em [0, t,). Denotamos por np,

np : [O,t*) — R
t  — t—P(t)/P'(1).
Perceba que até agora temos apenas uma tunica iteracao do método de Newton bem
definida em [0,t,). Mostraremos adiante que a iterada de Newton pode ser repetida

infinitamente e partindo de qualquer ponto em [0, t, ).

Proposigao 2.2.2. Para qualquer t € [0, t,)

K

“opiy) T )7 t<mp(t) <t. (2.5)

t, —np (t) =
Em particular, np aplica [0,t,) em [0,t,).

Demonstracao. Suponha t € [0,t,). Como P é um polinomio de segundo grau e P(t,) =0

2
0 = &—t*%—n
2
BKti 2 2
= —t, 4+ 1+t —t+ pKt2 — pKt? + BKtt, — fKtt,
K
= P(t)+P/(t)(t. —1t)+ %(t* —t)2.
Dividindo por P’(t) # 0, obtemos
P(t) K 9
t, —t =— t, —t)%
o T Y

Segue a igualdade em (2.5). Pela Proposicao 2.2.1, temos que P(t) > 0 e P'(t) < 0.

Combinando com a definicdo de np e a igualdade em (2.5), seguem as desigualdades
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t < np(t) < t, e a dltima afirmacao da proposicao segue diretamente dessas desigualda-
des. Segue a igualdade em (2.5). Pela Proposi¢ao 2.2.1, temos que P(t) > 0 e P’(t) < 0.
Combinando com a definicdo de np e a igualdade em (2.5), seguem as desigualdades
t < np(t) < t, e a dltima afirmacao da proposicao segue diretamente dessas desigualda-

des. O
A Proposicao 2.2.2 mostra que dado t € [0, t,) qualquer, a sequéncia {n’é(t)},
np(t) =t, ,ng"'(t) =np((np(t)), k=0, 1,....

esta bem definida, estritamente crescente em [0, t,), e entdo convergente. Portanto, o
método de Newton para resolver P(t) = 0, dado o ponto inicial ty = 0, gera uma sequéncia

infinita t, = nf(to), que pode ser também definida como
tQZO, , Tl :Tlp(tk), k:(), 1, (26)

Agora, vamos estabelecer uma férmula para o termo ty, tal reformulacao consiste em

algumas manipulacoes e de fatos que conhecemos a respeito da sequéncia {ti}. Como t, e

K K
t, sao raizes do polinémio P(t) = %(t—t*)(t—t**), e P'(t) = %[(t—t*) + (t—t.)].
Pelas equagoes anteriores e por (2.6), temos que
(tk_t*)(tk_t**) o (tk_t*)Q

k+1 (k ) (tk—t*)‘l‘(tk_t**) (tk—t*)+(tk_t**)

Analogamente, obtemos

(tk - t**)z
(tk — to) + (tk — tus)

tk+1 - t** -

Combinando as duas equagoes acima

e —te [ te—t ?
Jl-—k+1 - t** B tk - t** .

Suponha que h < 1/2, nesse caso t, < t... Definimos 0 = t,/t,, < 1, assim, aplicando

inducao sobre k, temos que
B b g
tk - t**

Entao t, —t. = 92k(tk —t,,), assim

k k k k k k
.07 —t,  t, —t,.,07°  t, —t,0% +1,07° —t,0% 6

b= "g 1—@g2% 1— g2~ _t*_(t**_t*)1—e2k'
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Desenvolvendo a subtracao entre parénteses, obtemos

92 2,1—_2h
1—02¢ BK

te = t, — k=0, 1,.... (2.7)

Usamos a igualdade anterior no préximo resultado, onde mostramos a convergéncia
Q-linear para t,, além de obtermos a convergéncia Q-quadratica, a partir de uma res-

tricao adicional.

Corolario 2.2.1. A sequéncia {ty} ¢ bem definida, estritamente crescente e estd contida

em [0,t,). Além disso, converge Q-linearmente para t., como seque

BK

t, —t.)? <
—2P’(tk)( K)

(t,—t), k=0, 1,.... (2.8)

N | —

t. — tk+1 =

Se h < 1/2, entdo a sequéncia {ti} converge Q-quadraticamente.

_BK
Vi—2n

- 1-02¢ pK
M T p 2% 2y/1—2h

onde 0 = t,/t,, < 1.

(t, —tx)? < (t, —t)? k=0,1,..., (29

Demonstra¢ao. A primeira parte do Corolario segue da proposicao anterior. Pela Pro-

posicao 2.2.2 temos que para qualquer k

BK

2P (t. —ti)%

ti—mp (tk) =

Da defini¢ao de np(ty), em (2.6), segue a igualdade em (2.8). Como ty € [0,t.), decorre
da Proposicao 2.2.1 que
P’(ti) < BK(tk —t.) <0,

Multiplicando a inequacao pelo termo (t, — ti)/(2P/(tx)) < 0, obtemos a inequacao
em (2.8). Agora, supondo que h < 1/2, equivalentemente t, < t... E lembrando que
podemos expressar ty por

92 2y/1—2h
1—02¢ BK

te =t —
Segue de (2.4) que

1 92 2/1—2n
t, = (1—+v1—2h)—

pK —2k  BK
S S N s L LN s V- CLV gy
BK(1— 62

1+62k\/1—2h+ 1
1—-02% BK pK
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Substituindo t, em P’(tx) = Kt — 1, obtemos a igualdade

, 1+ 02¢
P/(ty) :—1_92]((\/1—211). (2.10)
Combinando (2.10) e (2.8)
K
et = Syt

BK [ 1—02° 1 )
— 5| k (t*_tk)
—2 14+ 02°+/1—2h

1—02° BK )
= X (t* _tk) .
14+02°y1—2h

Assim, segue a igualdade de (2.9). Como (1 — GQk)/(l + 92k) < 1 temos a desigualdade
em (2.9). O

2.3 O Teorema de Newton-Kantorovich para Equacoes

Nao Lineares

O teorema de Kantorovich atribui-se de certas condigoes semilocais para garantir a
existéncia de uma unica solucdo da equagao nao-linear F(x) = 0, sem a necessidade de
conhecer zeros do operador, pois tais condi¢oes sao impostas apenas sobre o ponto inicial.
Empregando de modo construtivo o método de Newton, o teorema garante a convergeéncia
para uma solucao do processo iterativo. Apresentamos uma demonstracao obtida por meio

de fungoes majorantes.

Teorema 2.3.1. Sejam D C R™ aberto e convexo e F: D — R™ diferenciavel, tal que
IF'(x) = F'(yll <K[x—yll, ¥x, yeD.

Para algum x° € D, suponha que [F'(x°)]~! € definida em todo R™ e que h = BKn < 1/2,
onde ||[[F'(x°)] 7 < B e [IIFF(x°)]'F(x?)[| < n. Defina

1
(1—vV1I—2h), t..

t, = —
BK

1
e suponha que S = {x;|x — x| < t.} C D. Entdo as iteradas de Newton
xKT = Xk — [F/(x®)]7IF(x*) estdo bem definidas, contidas em S e convergem para a
solugdo x* de F(x) = 0 que € tunica em D N{x;|lx —x°|| < t,.}. Se h < 1/2 entdo a ordem

de convergéncia é no minimo quadrdtica.
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A prova segue como consequéncia dos seguintes Lemas.

Lema 2.3.1. Sejam {x*} uma sequéncia em R™ e {ty} uma sequéncia ndio negativa de

numeros reais tais que
I —xM <t —te, k=0, 1,..., (2.12)
e ty = t, < oco. Entdo existe um x* € R™ tal que x* — x* e
I —x*| <t —t, k=0, 1,.... (2.13)

Demonstrag¢ao. Usando a desigualdade triangular e (2.12), temos que

||Xk+n o Xk+(n—1)||

I\/]c

Ix P —xM|| <

3
ﬂ‘

N
M=

(tk+ﬂ - tk+(n71))

3
ﬂ.

— tx.

|

—+
~
+
he)

Como tx — t,, segue que {x*} é uma sequéncia de Cauchy, logo existe x* € R™ tal que

x* — x*. Fazendo p — oo em [[x*"P — x*|| < tyypp — ti, segue (2.13). O

Lema 2.3.2. Para todo x € Q = {x; [[x —x°|| < 1/(BK)} N D, [F'(x)]"! € definida em

todo R™ e

_ B

F’ H < .
16 < =g =T

Sex e N(x) =x— [F'(x)]'F(x) estio em Q, entao

!IN(N(X))—N(X)IK%( BKlk = NI > (2.15)

(2.14)

1—BK|x? =Nx)l

Demonstracao. A primeira afirmacao segue como consequéncia do Lema de Banach. Para

a segunda parte do Lema, usando (2.14), temos que

IN(NG) = NGO = [IF (NGO F(NG))
SE— NI

<

1 —BK[x? = N(x)]

Vamos estimar ||[F(N(x))||, para tal usaremos a igualdade F(x) + F/(x)(N(x) —x) =0, o
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Teorema do Valor Médio e o fato de F’ ser Lipschitz

IFEINGOI = lIFIN(x)) = F(x) = F(x) (N(x) = x]]]

1
= JF/(QN(X) +(1—0)x)(N(x) —x)d0 — F'(x)(N(x) —x)

0

< IIN(X)—XIIIIIF/(GN(X)Jr(l—@)X)—F’(X)Ilde
2
< |IN(x) —XII}KGIIN(X) —x[/dO
= JING) N
Segue que [[N(N(x)) — N(x)|| < % (1 E‘gl:”;l\i(?gl(i)“) 0

Lema 2.3.3. A sequéncia de Newton {x*} estd bem definida e é majorada pela sequéncia

definida por
(BK/2)t} —tk +1
BKty —1

Além disso, ty — t., onde t, € definido em (2.4).

tk+1 - tk - 5 to - 0 (216)

Demonstracao. Ja mostramos, na Secao 2.2, que ty, sao as iteradas de Newton para o
BK
2

Suponha que existem x', ..., x* e |xt —

polinémio P(t) = 2 —t+4mn com raizes t,e t,., entao pelo método de Newton t, — t..

x| < ti—tioy (parai=1,..., k). E imediato

que a desigualdade vale para i =1, pois
[Ix" =Xl = [IF' (x) " FOO) <= [ty — toll.
Por outro lado, depois de algumas manipulagoes, vale a desigualdade
k
< Y I =X <
i=1

Assim, pelo Lema 2.3.2, {x*} est4 bem definida e temos:

I\/]x

(ti —ti1) = tx — to < ta.

i=1

k+1

—xM| = IIN(N(*1)) = N
(BK/2)[x* —x* 1|2
T 1= BKIK—x¥|

(BK/2)(ti — ti—1)?
= 1 — BKty

= ten —te

[Ix
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Mostremos, agora, a ultima igualdade, que segue de algumas manipulagoes.

((BK)/2)(ti — t—1)?

(BK)/2)ti® =t +1 + tie — 1+ ((BK)/2)t3 1 — Byt

1— BKtx

1— BKty
_ Pt | temn o+ ((BK)/2)Pk — BRbicti s
P’(ky) —P’(ty)
_ —P(tx)  te(l—BKte—1) —n+ ((BK)/2)t? 4
P/ (tk) —P’(ty)
_ Pt | —t(P(t) + ((BK)/2)  —n
P/(ti) —P’(tx)
Pt — (tkl — %) P/(ti1) 4+ ((BK)/2)tk 1 —n
P/(ty) —P’(ty)
_ —P(tx) | —tk1P/(tk—1) + P(tk1) + ((BK)/2)t* 1 —7
P/(t) —P’(ty)
_ —P(ty) | —ti1(BKt—1 — 1) + P(ti1) + ((BK)/2)t% 1 —n
P/(ti) —P’(ty)
_ —P(t) | —BKt*q +tx—1 + P(te—1) + ((BK)/2)t* 1
o P/(t) —P’(ty)
 —P(t) | —(BK/2)t?—1 + tey — 1 + P(tr_1)
C P(ty) —P’(ty)
_ —P(ty)
P/(t)
_((BK)/2)E e+
BKt — 1
=tk —te

A partir dos lemas anteriores vamos demonstrar o Teorema 2.3.1.

Demonstragao. (Teorema 2.3.1) Os Lemas 2.3.1 e 2.3.3 garantem a existéncia de x* em

S, tal que x*¥ — x*. Que x* é a solucao segue a partir de:

[FOM = [[F/(x*) (< —xM)||
= P04 = x8) — PO (4 — x4) + F/(0)
< (IIF OO+ IF(x0) — F/ (X)) [kt — x|
< (IF (O + Kt [t —xk].
Como [[x**' —x¥|| — 0 e F é continua em S concluimos que [|F(x*

k — o0o. Desse modo, F(

—x )|

)| — 0, quando

1
x*) =0. Seh < 3 entao as raizes t, e t,, sao distintas e, da
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Secao 2.2, temos que a ordem de convergéncia de ty para t, é pelo menos quadratica,

consequentemente a ordem de convergéncia de x* para x* é pelo menos quadratica. [

E importante salientar que existem outras versoes do Teorema 2.3.1, que diferem em
hipéteses e resultados obtidos. Neste trabalho mencionamos apenas uma delas, com base

em [10].



Capitulo 3

O Método de Newton para Equacoes

(Generalizadas

Neste capitulo generalizamos os resultados obtidos no capitulo anterior, no qual tra-
balhamos a convergéncia da solucao, pelo método de Newton, de uma equacao nao linear.
Apresentamos resultados obtidos em [30] no qual a resolucao da equagao generalizada é
baseada na linearizacao parcial. Relacionamos a fung¢ao majorante com o operador F, mos-
tramos a boa defini¢ao e convergéncia do método de Newton em uma determinada regiao,
verificamos taxas de convergeéncia para a soluc¢ao, mostramos o raio 6timo de convergéncia

e, por fim, provamos a unicidade da convergéncia numa regiao.

3.1 O Problema e o Método

Iniciamos esta se¢ao apresentando a defini¢ao de linearizacao parcial, importante fer-

ramenta na demonstragao do proximo teorema.

Definigao 3.1.1. Seja Q C Rm"™aberto e ndo vazio, F : Q — R™ com derivada F' e
T:R™ = R™. A linearizacdao parcial da aplicacao F+T em x € R™ € a aplicacdo ponto
conjunto Ly : R™ = R™ dada por

Lr(x,y) = F(x) + F'(x)(y —x) + T(y). (3.1)
Para cada x € R™, a inversa Lg(x,-)~! : R™ = R™ da aplicacdo Lg(x,-) em z € R™ €
denotada por

Le(x,z) ' i={yeR™:z € F(x) + F/(x)(y —x) + T(y)}. (3.2)

32
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Observagao 3.1.1. Se na Defini¢cio 3.1.1 tivéssemos T = 0, z = 0 e F/(x) inversivel,
entao Lg(x,0)™t = x — F/(x)"'F(x) seria a iterada de Newton para resolver a equacao

F(x) = 0.

Retomamos, aqui, o problema inicial no qual buscamos a convergéncia do método de

Newton para a solucao da equacao generalizada
F(x) +T(x) 2 0.

Semelhante ao que vimos para equagoes, reformulamos a equagao majorante para
analisar a convergeéncia semilocal e propriedades do método de Newton, que consiste em
A'Fk F/k k+1 _ k Tk+1 indo d inicial

gerar uma sequéncia F(x*) + F/(x*)(x x<) + T(x***), partindo de um ponto inicia
x". Notemos que tal método pode ser pensado como um método tipo-Newton baseado na

linearizacao parcial de F 4 T.

3.2 Analise Semilocal do Método

Nesta secao apresentamos o nosso principal resultado, estabelecemos algumas condi-
¢Oes iniciais para garantir a boa definicao e a convergéncia do método de Newton para a
solugao da equagao (1) em uma determinada regiao. Como se trata de uma generalizagao
do Teorema de Newton-Kantorovich, percebemos a notéria relagao entre as hipdteses
estabelecidas. Sua demonstracao segue de uma série de lemas que sao apresentados nas
secoes subsequentes, onde a ideia central para mostrar a convergéncia do método ¢é o

principio majorante, adaptado ao problema.

Teorema 3.2.1. Consideremos o aberto QO subconjunto ndao vazio de R™, F: Q — R"
continua com derivada F' também continua, T : R™ = R™ wum operador mondtono ma-
zimal e x° € Q. Suponha que F'(x°) seja um operador positivo e @71 existe. Seja
R >0 ek :=sup{t € [0,R): B(x°t) C Q}. Suponha que existe f:[0,R) — R duas vezes

continuamente diferencidvel, tal que

— 1

IF/(x0) IIF (y) = F Ol < F (I =yl 4+ 1x = x°l) — £ (Ix = x°ll) , (3.3)
para quaisquer x, Yy € B(x°, k). Além disso, vamos supor que

! — x| < £(0), (3.4)

e que as sequintes condigcoes ocorrem,
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(H1) £(0) >0 e f'(0) = —1.
(H2) ' é conveza e estritamente crescente.
(H3) f(t) =0, para algum t € (0,R).

Entao, f tem um menor zero t, € (0,R), as sequéncias geradas pelo método de Newton
para resolver a equacgdo generalizada F(x) + T(x) 3 0 e a equagao f(t) = 0, com ponto
inicial X° ety =0

f(t
0 € F(x®) + F/(x®) (x*T —x*) + T(x*™),  tr =t — %, k=0, 1,... (3.5)
K

estao bem definidas, {ty} € estritamente crescente, contida em (0,t,) e converge para t,,
{x*} estd contida em B(x°,t,) e converge para x* € Bx°,t,]. Além disso, as sequéncias
{x*} e {ty} satisfazem,

X —X

t. — Jl:k+1 ” %
(t — tic)?

2
I — x5l < te —ti, [T — x5 < A (3.6)

para todo k =0, 1,..., e as sequéncias {x*} e {ty} convergem Q-linearmente, como seque

* 1 *
IIx —xk“|1<§|!x XM, b —teer < =(te—t), k=0, 1,... (3.7)

N | —

Se adicionarmos a sequinte hipotese
(H}) T(t,) < 0.

Entao as sequéncias {x*} e {t\} convergem Q-quadraticamente, como seque

£ (t,)

1
P (L)

* k+1 *
IIx* —x I| < | ) t*_tngT(t*)

(t, — t)?, (3.8)
para todo k=0, 1,... .

Exemplo 3.2.1. Como exemplo de funcao que satisfaz as hipdteses (H1), (H2) e (H3)
podemos citar f: [0, +00) — R definida por

f(t) =t'"P —t+b, b>0e p=2n, neN.

Observacgao 3.2.1. A condicao F/(x%) € um operador positivo associado a existéncia de

F/(x9), implica, pelo Lema 3.5.3, que

(F'(x")x,x) > [IxI?, ¥x € R™ (3.9)
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Além disso, se T = {0} entao a funcao F*(x) := F(x°) + F(x°)(x — x°) é fortemente

mondtona para cada x em uma vizinhanca de x*. De fato, para cada x, y € R™,
(F*(x) = F(y),x —y) = (F(x") (x —y),x —y) > clx —ylP,

onde a tltima desigualdade segue a partir de (3.9). Isto nos fornece, em particular, que o
problema

F(xX*) + F(x*)(x**! —x¥) =0, k=0, 1,...

tem uma tnica solugao para cadak = 0, 1,... (ver [5]), em particular implica que F/(x?)~!
/\—1

existe, portanto, quando T = {0}, as hipdteses F/(x") ser um operador positivo e F/(x?)

existe, reduzindo a condicdo classica F/(x?)~! existe.

3.3 O Principio Majorante

Nesta se¢ao, embasados em [11] e [30], estabelecemos alguns resultados a respeito da
funcao majorante f : [0, R) — R, e algumas relacoes entre a fungao majorante e a aplicacao

ponto conjunto F+ T. Para tal, comecamos com algumas proposigoes.

Proposigao 3.3.1. A funcao f tem uma menor raiz t, € (0,R), € estritamente convexa

e

f(t
f(t) >0, f'(t)<0, t<t— f,((t)) <t,,Vtelot,). (3.10)
Além disso, f'(t,) <0 e
f'(t,) <0< 3Jte(t,R), f(t) <O0. (3.11)

Demonstragao. Como f é continua em [0, R) e tem um zero no aberto (0,R) (H3), deve ter
um menor zero t, > 0, uma vez que f(0) > 0 (H1). Desde que f’ é estritamente crescente
(H2), temos que f é estritamente convexa.

A primeira desigualdade em (3.10) segue da suposicao f(0) > 0 e da definigao de t, como

a menor raiz de f. Desde que f é estritamente convexa, temos da Proposi¢cao 1.4.2 que
0="f(t,) > f(t) +f'(t)(t, —t), t € [0,R), t #t,. (3.12)

Se t € [0,t,) entao f(t) > 0 e t. —t > 0, que, combinado com (3.12) produz a segunda

desigualdade em (3.10). A terceira desigualdade em (3.10) segue das duas anteriores.
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Obtemos a ultima desigualdade em (3.10) dividindo a inequagao em (3.12) por —f'(t),

que é estritamente positivo,

f(t.) f(t)
0= > —t. +t
) o ) o
Para a iltima parte da proposicao, como f > 0 em [0,t,) e f(t,) = 0, devemos ter

f'(t.) < 0. Em (3.11), a ida segue imediato. Para demonstrar a outra implicagao,

invertemos t e t, em (3.12) e note que f(t.) = 0. ]

Iremos, estabelecer o maior intervalo em que o método de Newton para a funcao

majorante esta bem definido. Consideremos
t:=sup{t € [0,R) : f'(t) < 0.

Claramente temos que t, < t. Desde que f'(t) < 0 para todo t € [0,t), a itera-
da de Newton da funcao majorante f estd bem definida em [0,t). Vamos definir a aplicacao

n¢: [0,t) — R, tal que
_ f(Y)
f(t)

Mostramos no proximo resultado que a sequéncia gerada pelo método de Newton para

ne(t) =t : (3.13)

resolver f(t) = 0 é bem comportada em determinado intervalo e é estritamente crescente,

além disso, estabelecemos taxas de convergéncia.

Proposigao 3.3.2. Para todo t € [0,t,), temos que n¢(t) € [0,t,), e também

t<ne(t), t,—mne(t) < %(t*—t), Vtel0t,). (3.14)
Se f satisfaz f'(t.) < 0 (H4), entao
7 (t,) )
_ <—— " (t, — . ,
t, —ne(t) < o (t. —t)2, Vtelo,t,) (3.15)

Demonstragao. As duas primeiras afirmagoes seguem da tltima desigualdade em (3.10).
Para mostrar a segunda desigualdade em (3.14) consideremos algum t € [0, t.), sendo

f(t.) = 0. Segue de (3.13) e da continuidade de ' que

to—ne(t) = = [t —t) +f(t)]
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Como f’ é convexa e t < t,, segue do Corolério 1.4.1 que

u—t.

Flu) = /() < (F(6) = /(1) T

Vuelt t,].

Lembrando que —f'(t) é positivo, combinando as equacoes anteriores, segue

u—t

t.—mne(t) < f,ﬁt) ) Lt () — ()] T du
ol v ey CSEY
- 3 {f'“i;;}'(”} (-2
A partir disso, obtemos a seguinte desigualdade
t, —ne(t) < % [%} (t. — ). (3.16)

Sendo f'(t,) < 0, f’ estritamente crescente e lembrando que t € [0, t,), segue que

0<f(t,)—f(t)<—f'(t) = 0< M <1
Assim,

1

Para finalizar, vamos assumir que f satisfaz (H4), tome t € [0,t,). Como f’ é crescente,

f'(t.) < 0e f'(t) <0, temos que

1 < 1
—f/(t) ~ f/(t.)
Logo,
fit) —ft) _ () —f(t)
—1'(t) S (L)
1 f(t) —f'(t)

= t,—1t
f/(t,) t.—t ( )
7 (t.)
< t, —t).
Combinando a inequagao anterior com (3.16)
2 f'(te) — f'(t 7 (t.
t—nefy) < DO By

Dividindo a inequacao pelo termo positivo 2/(t, —t) obtemos

7 (t)

2
T(t*)(t*_t) , Vtelo,t,).

Concluimos, assim, a demonstracao. O
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A definigao sobre ty em (3.5) é equivalente a
tQZO, tk+1 :T'Lf(tk), kZO, 1, (317)

Temos que a sequéncia {ti} ¢ mondétona crescente em [0,t,) e t, é o zero de f neste
intervalo, portanto t, — t,. O proximo resultado contém as principais propriedades de

convergéncia da sequéncia {ty}, que é consequéncia direta da Proposicao 3.3.2.

Corolario 3.3.1. A sequéncia {tyi} estd bem definida, € estritamente crescente e estd
contida em [0,t.). Além disso, {ty} satisfaz a sequnda desigualdade em (3.7) e converge
Q-linearmente para t.. Se também satisfaz a condigao (H4), entdo {ty} satisfaz a seqgunda

desigualdade em (3.8) e converge Q)-quadraticamente.

Portanto, obtemos todos os resultados necessarios acerca da sequéncia majorante {ty}
no Teorema 3.2.1. Agora, vamos estabelecer algumas relagoes entre a fungao majorante e
a aplicagao ponto conjunto F+4 T. Na sequéncia vamos mostrar que a linearizacao parcial
do operador F 4+ T tem uma aplicacao ponto conjunto inversa, que ¢ Lipschitz em uma
determinada vizinhanca de x°. Desde que as iteradas de Newton iniciando em um ponto
dessa vizinhanga convergem para um zero da linearizagao parcial de F+ T em tal ponto,

é conveniente primeiro estudar o erro de linearizacao de F em um ponto de Q.
Er(x,y):=Fy)—[F(x) + F(x)(y—x)]; x, ye Q. (3.18)

No préximo resultado limitamos tal erro pelo erro de linearizagao da funcao majorante f,

denotado por
er(t,u) :=f(u) —[f(t) +f'()(u—1)]; t, uelo,R). (3.19)

Lema 3.3.1. Consideremos x, y € B(x,R) e 0 <t < v < R. Se|x—x < te
Ily —x|| <v—t entdo
10— 1 ly —xIP?
I(F(x") Er(x, y)ll < es(t,v)=——5- (3.20)
(v—1t)
Demonstragao. Primeiramente, temos que a combinacao convexa x +A(y —x) € B(x",R)
para todo A € [0,1]. Desde que F é continuamente diferencidvel em Q, o erro de linea-

rizagao de F em (3.18) é equivalente a

1

Er(x,y) = Jo [F'(x + Ay —x)) — F'(x)](y — x)dA.
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Que combinado com a suposi¢ao em (3.3), nos fornece
1
|

I(F(x*)) " Er (x, y) S‘[(PR%)WPR+AW—XD—PWWHM—MMA

0
1
< JHﬂk—¢W+Nm—MD—me—ﬂMHm—Mmk
0

Agora, usando a convexidade de f’ e as hipdteses |[x —x°|| < tely—x]| <v—t,v<R
y

temos

(I =X+ Ally —xll) = /(I =x%) < f'(t+Ally —xll) — (1)
ly —x|

< P+ Av=1) == —

Y

para todo A € [0, 1]. Combinando tais desigualdades, concluimos que

1 2
IF O Ereyl < [ e — o) - e =

. v—t
_ [Vi (tv) — () — /)| L2
= [f(v) = (f(t) + (1) (v —1))] ’P‘i — B“j
= @ﬁmﬂ%zgg

]

— 1
A seguir mostramos F/(x)  existe para todo x € B(x’, tg), partindo do pressuposto
/\—1

que F/(x°) existe.
— _— 1
Lema 3.3.2. Seja x° € Q tal que F/(x°) € um operador positivo e F/(x°)  existe. Se
g — 1
Ix —x%| <t < t,, entdo F/(x) € um operador positivo e F'(x)  existe. Além disso,
IF 00|

F/(x < —

PG <~
Demonstracao. Primeiramente, note que

IF700) — PO < I 6 = F OO+ SIIF 60 — F )7 = IF ) — FOO)L - (3:21)

Consideremos x € B[x’, t], 0 < t < t.. Nessas condigoes, f'(t) < 0. Usando (3.21), (3.3)

e levando em consideracao (H1) e (H2), obtemos

—

P P — POl < P00 HIF (%) — PO
< Fllx—xl) — £(0)

() + 1

1.

(3.22)

AN A
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——1

Pelo lema de Banach, concluimos que F/(x) existe. Além disso, que vale a desigualdade,

1 IF(x0) || F(x0) | F(x0) ||
Fx) < ——5 < s LA
1P | F(x) —Foy L (O +1) f(t)

Por outro lado, usando (3.22) temos que

— 1

IF'(x) = F(x))] < (3.23)

——1

Fx0) I

Consideremos y € R™, segue da desigualdade anterior que

w00 =3 = = — 2
(PG~ PRIy, w) < P00 — PRl Iyl < —9
IF/(x°) ]
Que implica em
— 2 o
(F(x")y,y) — /”\Ltl < (F(x)y,y).
IF/(x%) |l
T7(~x0) 1

Desde que F/(x°) é um operador positivo e F/(x?)  existe, por hipdtese, obtemos pelo

Lema 1.5.1 que

— 2
(F/(x%)y,y) > /||\¢|71
IF/(x°) ]

o~ o~

Combinando as duas tltimas desigualdades, concluimos que (F/(x)y,y) > 0, isto é, F/(x)

¢ um operador positivo. O

A seguir apresentamos o Lema que garante a boa definicao do método de Newton em

uma determinada regiao.

Lema 3.3.3. Desde que T seja um operador monotono mazximal, se existe uma constante
c > 0 tal que
(F'(x*)y,y) = clylP (3.24)

K1 tal que a primeira inclusio em (3.5) ocorre.

para caday € R™, entao existe um unico x
A prova deste resultado pode ser encontrada em [32], Lema 2.2.

— ——1

Observacgao 3.3.1. Mostramos no Lema 3.3.2 que F'(x) € um operador positivo e F'(x)

existe, portanto seque diretamente do Lema 1.5.1 que para qualquer y € R™

- 2
FRy.y) > 9
P

Vv
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—

Note que (F/(x)y,y) = (F/'(x)y,y), entao pela Observacao 3.3.1, nds concluimos que
F/(x) satisfaz (3.24) e consequentemente, a aplicagao iterada de Newton é bem definida.
Vamos chamar de N, 1, a aplicacao iterada de Newton para F 4+ T em uma determinada

regiao, denotamos Nt : B(x’,t,) — R™ é definido por
Neo7(x) = Lg(x,0)7 % (3.25)
Usando (3.2) concluimos que a definigao da iterada de Newton em (3.25) é equivalente a
0 € Le(x, Nppr(x)) := F(x) + F/(x)(Ngyr(x) —x) + T(Nep1(x)),V x € B(x", t.). (3.26)

Observacao 3.3.2. Desde que 0 € F(x°) + F/(x)(x! —x°) + T(x!), x € Q dizemos que

x! € valor singular, seque de (5.2) que
' =Le(x", 007"

Portanto, temos garantia de poder aplicar a iterada de Newton uma tnica vez para
todo ponto x € B(x?,t,) donde obtemos N¢,1(x) o qual pode nao pertencer a B(x?, t,),
ou mesmo nem pertencer ao dominio de F. Assim, isto é suficiente para garantir a boa
definicao de apenas uma iterada do método de Newton. Para assegurar que as iteradas
de Newton podem ser repetidas indefinidamente, ou em particular, que sejam invarian-
tes em subconjuntos de B(x’,t,), necessitamos de resultados adicionais. Primeiramente,

vamos definir alguns subconjuntos de B(x’,t,) nos quais podemos aplicar o operador F.

Definimos
0 L f(t)
Kt):=4xe€e Q:|x—x"|| <t, [[Lr(x,0) " —x|| < _f’(t) , tel0,t,), (3.27)
K= [(J K. (3.28)
te[0,ty)

No préximo resultado mostramos que nesses subconjuntos de B(x?,t,) temos que as

iteradas de Newton estao “bem comportadas”.

Lema 3.3.4. Para cada 0 < t < t,, temos K(t) C B(x",t,) e Nep1(K(t)) € K(ng(t)).

consequentemente, K C B(x’,t,) e Ng, 1(K) C K.

Demonstracao. A primeira inclusao segue diretamente da defini¢ao de K(t). Consideremos
x € K(t). Usando as definigdes (3.27) e (3.13) concluimos

f(t)

— X0 < t,|ILe(x,0) "t —x|| <
lIx —x7[| < t, [ILe(x, 0) x| Tk

t < ne(t) < t,. (3.29)
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Da definigao da iterada de Newton em (3.25) temos que para todo x € K(t)

INFr(x) =Xl < Il = X°l + [[Ngr (%) — x|

= I =X+ ILe (x,0) " — x]I.

Consequentemente, usando (3.13) e (3.29), segue que

INerx) =0 < t= £k = meft) <. (3.30)

Para simplificar notagoes vamos denotar x* = Ng 1(x) e y = Lg(x",0)"!. Assim, de
(3.26) temos
0€F(x)+F(x)(x"—x)+T(x").

Pelo que foi definido em (3.2)
0e F(xH) +F(xM)(y—x") +T(y).
Como T é mondtona maximal, segue que
(Fx) + F(x)(x" —=x) =F(x") = F(x")(y =x"),y —x") = 0.
O qual implica
(FOx) = F(x") + F(x)(x" —x),y =x) > (F(x")(y —x"),y —x7). (3.31)

o~ —

Desde que, pelo Lema 3.3.2, F/(x) é um operador positivo e F/(x)~! existe, obtemos do

Lema 1.5.1
HU _X+’|2 ,/\ + +
———— < (F(x")(y —x"),y —x7). (3.32)
[IF"(x*) i

Temos <F’/(\x+)(y —x),y—x*) = (F(x")(y—x"),y—x"), tal igualdade combinada com
(3.32) e (3.31) nos fornece

ly—x* 12 < IFxT) P () y —xH)y —xF)
<

IF) I(F(x) — F(x ™) 4+ F(x) (x* —x),y — x*).

Assim,

ly =%l < IFG) IHIFG) — Fx) + F ) (" =)l (3.33)

Devido a x* = Ng,7(x) temos de (3.30) que |[[x™ —x"|| < n¢(t). Entao levando em

consideracao que f’ é crescente e negativa, combinando (3.33), a segunda parte do Lema



Capitulo 3. O Método de Newton para Equacoes Generalizadas 43

3.3.2, (3.18), e 0 Lema 3.3.1, obtemos

ly = < PG IHIF) — Fix) + P (=)

——1

P ]

< ey TFOC) = (F0) 4 F60) 6" =l

1 (3.34)
S Ll ) B N
T ()

—1 Ix* —x|?
S Fma M e

Notemos que para a tiltima desigualdade temos de (3.29) [[x—x°|| < te|xT—x| < n¢(t)—t.

Por outro lado, usando a definigdo em (3.13) segue
f(t) + f'(t) (ne(t) —t) = 0.

Assim,
fine(t)) = flne(t)) —[F(t) + (1) (ne(t) — t)]
= er(t,ne(t)).
Como foi tomado x* = Ng 1(x), segue de (3.13) e da segunda desigualdade em (3.29)
que [[x — x| < ng(t) — t, assim, podemos considerar a desigualdade em (3.34) da forma

f(ne(t))

Iy —x" < —m-

Portanto, desde que (3.30) implique |[x* — x| < n¢(t) a segunda inclusao esté provada.
A terceira inclusao K C B(x?, t,) segue das definigoes de K(t) e K, em (3.27) e (3.28).

Finalmente chegamos a tltima inclusdo, Ng 1(K) C K. Vamos supor x € K, por (3.28)
segue que x € K(t) para algum t € [0,t,). Da segunda inclusao da proposicao, temos

Nri1(x) € K(ng(t)). Assim, desde que n¢(t) € [0, t,) e usando a definigao de K em (3.28)

concluimos a demonstragao. O]

3.4 Resultados Principais

Para provarmos o resultado de convergéncia, que é uma consequéncia dos resulta-
dos anteriores, primeiramente notemos que a sequéncia definida em (3.25) implica que a

sequéncia {x*} definida em (3.5), pode ser formalizada por

X =Npr(xF), k=0, 1,..., (3.35)
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como Ng 1(x) = Lg(x,0)7!, temos que (3.35) é equivalente a
0 € F(x) + F/(x®)(x* —x*) 4+ T(x*™), k=0,1,....

No préximo resultado vamos mostrar que a sequéncia gerada pelo método de Newton

¢ “bem comportada”em relagdo ao conjunto K(t), definido em (3.27).

Coroldrio 3.4.1. A sequéncia {x*} estd bem definida, contida em B(x°,t,), converge para
x* € B[xY, t,] satisfazendo 0 € F(x*) + T(x*). Além disso, x* € K(ty), parak =0, 1,...
e

Ix* —xM| <t —te, k=0, 1,....

Demonstragdo. Pelo que foi assumido em (3.4), temos [[x! — x| < f(0). De (H1) segue

f
It — x| < _f/((%))' Segue da Observacao 3.3.2 que {x'} = L¢(x%,0)~!. Assim, obtemos
£(0)
Le(x0. 0)! —x0|| < — '

Pelas definicoes de K(t) e K, concluimos que
x"}=K(0) c K (3.36)

Sabemos pelo Lema 3.3.4 que N¢,1(K) € K. Por (3.35) temos x*™! = N, 1(x*) C K.
Assim, inferimos que {x*} estd bem definida e contida em K.

A primeira inclusao da segunda parte do Lema 3.3.4 nos fornece K C B(x’,t,). Logo,
pelos resultados anteriores, segue que {x*} C B(x’,t,). Para provar a convergéncia de

{x*}, primeiramente vamos provar por inducao o resultado
x* e K(ty), k=0, 1,... (3.37)

Notemos que para k = 0, a prova segue diretamente de (3.36). Vamos supor x* € K(ty).
Segue da primeira inclusao na segunda parte do Lema 3.3.4 que N 1(K(ty)) C K(n¢(ty)).
Devido a hipétese, podemos considerar x* € K(ty), de modo que N 1(x¥) € K(n¢(ty)).
Assim, combinando (3.35) e (3.17) temos x*™* € K(ty1). Com isso, concluimos a demons-
tracao da inducao.

Agora, usando o resultado obtido em (3.37) e a definicdo do conjunto K(t) em (3.27),
temos

f(ti)

Le(x*,0) 7 —x¥| < ———%, k=0, 1,...
H F(X7) XH f’(tk)’ s Ly 9
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que combinado com (3.35) e (3.5) nos fornece
I — x| <t —te, k=0, 1,... (3.38)

entao

||Xk+p _ XkH < k+n k—l—(n—l)H

l[x —x

Mv

3
ﬂ‘

N
M=

(tkn — tkr(n—1))

3
l

= i — b
Como a sequéncia {t,} converge para t,, concluimos que {x*} é de Cauchy em B(x", t,)
e, assim, converge para algum x* € B[x’, t,]. Usando novamente a inequagio em (3.38),
agora com a certeza da convergéncia de {x*} deduzimos que a inequacao ||x*—x*|| < t.—ty
para k=0, 1,..., é valida.

kL xk) € T(x*"1), F ¢ uma aplicacao

Para finalizar, desde que —F(x¥) — F/(x*)(x
continuamente diferencidvel, x* converge para x* e T é mondtono maximal que implica

que T tem grafico fechado, constatamos que 0 € F(x*) + T(x*). O

Até o momento, provamos que a sequéncia {x*} converge para a solucao x* da equacao
generalizada F(x) +T(x) 2 0 e que x* € B[x’,t,]. Agora, vamos demonstrar que {x*} con-
verge Q-linearmente e que x* é a tinica solucao de F(x)+T(x) 2 0 em B[x?, t.]. Além disso,
assumindo que (H{) seja satisfeita, vamos mostrar que {x*} converge

Q-quadraticamente para x*. Para tal, necessitamos do resultado a seguir.

Lema 3.4.1. Sejam x, y € B(x’,R) e 0 <t <v < R. Se
t<t,, Ix—x<t, ly—xl<v—t, f(v)<0, 0€F(y)+T(y), (3.39)

entao vale a desigualdade

ly —xIP?
—N X< v—nit)]—=.
Iy —Nesr (Il < b= el 2,
Demonstracao. Para simplificar notacoes vamos definir z = Ng,7(x). Desde que

0 € F(y) + T(y), usando (3.26) e que T é mondtono maximal temos que
(—F(x) + F(x)(x —z) + Fy),z—y) = 0,
donde obtemos

(—F(x) = F(x)z+ F(x)x + Fly) = F(x)y + F'(x)y,z—y) >0,
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deduzimos entao que

(Fly) = Fx) + F(x)(x —y).z—y) =2 (F(x)(z—y),z—y). (3.40)

Desde que |[x —x"|| < t < t, obtemos do Lema 3.3.2 que F/(x) é um operador positivo e
1

F/(x) existe. Assim do Lema (1.5.1) temos que

lz=yI” PRz —y)z—y). (3.41)

N

——1

IF/(x) |l

—

Como (F'(x)(z—y),z—y) = (F/(x)(z—y),z—y), combinando esta igualdade com (3.41)

e (3.40), respectivamente, segue

/\71”

y—=zl? < IFK) I(Fx)(z—y).z—y)
(Fly) = Fx) + F(x)(z—y),z—y)

< PG IHIFG) — [Fly) + F(x) (x = y)lll Iz —yll.

< F(x)

Assim

ly— 2zl < IFG IHIFG) — [Fy) + F/ () (x — )l (3.42)

———1
Da defini¢ao de Eg(x,y) resulta que |[y —z|| < [[F/(x) || [EF(x,y)|l. Usando o Lema 3.3.2

e Lema 3.3.1 (os quais tém todas as suas hipdteses satisfeitas), respectivamente, temos

——1

F/(x0
- 1O80)]
—1 =X

S et v

Como f'(t) < 0 para 0 < t < t.. Usando a defini¢ao de e¢(t,v), (3.13) e a hipétese de

que f(v) < 0 obtemos

er(ty) _f() ) _ f(t)

=v—n¢(t).

T E e ST T

Combinando as duas ultimas desigualdades demonstramos o Lema. O]
Coroldrio 3.4.2. As sequéncias {x*} e {ty} satisfazem a sequinte desiqualdade

te —tena
oM e — XM 2 k=0, 1,.... 3.43
Como consequéncia, a sequéncia {Xk} converge Q-linearmente para a SOlUQdO X*, como

seque

1
Ix* — x*FH| < §|Ix* —xNI, k=0,1,.... (3.44)
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Se adicionarmos a hipdtese (Hj) entdo a sequéncia {x*} converge Q-quadraticamente para

*

X, como seque

7 (t)

e =< e

Ix* —x¥*, k=0,1,.... (3.45)

Demonstragdo. Para cada k, podemos aplicar o Lema 3.4.1 com x = x*, y = x*, t =ty
e v =t,, para obtermos

[Ix* —xX||?

[x* — NF+T(Xk)|| < [t = ne(t)] (te —ti)? '

Assim, a desigualdade (3.43) segue de (3.35) e (3.17). Temos da primeira parte do Lema
3.3.2 e de (3.17) que

t. — tk+1 1
te—t 2
do Corolario 3.4.1, segue
* Lk
e =
t, — ty

Combinando estas duas desigualdades com (3.43), obtemos a desigualdade em (3.44).

te — tipr X —x¥||

t,— bt b —t

[ — X< < [Ix* — x|

1 *
< gl —x¥.

Agora, vamos assumir que (Hj) seja satisfeita, pelo Coroléario 3.3.1, a segunda desigual-

dade em (3.8) ocorre e (3.43) implica em (3.45).

*_xkH m” * xK|?

X
| St —t)?
L
T2f/(ty) '
Com isto, concluimos a demonstragao. m

Coroldrio 3.4.3. O limite x* da sequéncia {x*} é a tinica solucdo da equagdio generalizada

F(x) +T(x) 20 em B[x°,t,].

Demonstracdo. Vamos supor que existe y* € B[x", t,] tal que y* é solucdo da equacao

generalizada F(x) + T(x) 2 0. Provaremos por inducao que
hy* — x| <t —t, k=0,1,.... (3.46)

O caso k = 0 segue imediato, pois ty = 0 e y* € B[x’, t,], assim, |y* — x°|| < t,. Vamos

assumir que a desigualdade seja valida para algum k. Temos do Corolario 3.4.1 que
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x* € K(ty), para k = 0, 1,..., pela definicao de K(ty) concluimos que ||x* —x%|| < ty,
para k = 0, 1,.... Desde que |[x* —x°|] < ty, podemos aplicar o Lema 3.4.1 com
x =x*, y =y*, t =1ty e v =t, para obtermos

]Hy* — x4

Ihy* — Ner (X9 < [t — npty) m

Usando a hipétese de indugao, (3.35) e (3.17) segue que
Hy* - XkJrlH < t* - tk+17

assim, demonstramos a inducao.
Desde que as sequéncias {x*} e {t,} convirjam, respectivamente, para x* e t,, concluimos

de (3.46) que y* = x*. Portanto, x* é a tinica solugao de F(x) +T(x) 2 0 em Blx*,t.]. O



Capitulo 4

Casos Especiais

Neste capitulo, elaborado a partir das referéncias [8] e [30], apresentamos alguns casos
especiais do Teorema 3.2.1. Quando F = {0} e f’ satisfaz a condigao de Lipschitz obtemos
um caso particular do Teorema 3.2.1, baseado no método de Newton sob a condi¢ao
Lipschitz. Uma versao do Teorema de Smale para o método de Newton para funcoes

analiticas é provado no Teorema 4.2.1.

4.1 Sob a Condicao Lipschitz

Apresentamos, agora, uma versao do método de Newton sob a condicao Lipschitz para

equagoes generalizadas.

Teorema 4.1.1. Sejam o aberto, nao vazio, Q C R™, F: Q Ll> R™ T:R"™ = R"
/\—1

mondtono mazimal e x° € Q. Consideremos F'(x°) positivo tal que F/(x9)  exista.

Suponhamos que hd uma constante K > 0 tal que B(x",1/K) C Q e que
IFGO) I IF G — Flylll < Klix =yl x y € B, 1/K). (4.1)
Além disso, vamos considerar uma constante bK < 1/2, tal que
Ix' — x| < b. (4.2)

Entao a sequéncia {x*} gerada pelo método de Newton para resolver F(x) 4+ T(x) 3 0, que

tem x° como ponto inicial

F(x*) + F/ (x*)(x* —x*) + T(x*") 30, k=0, 1,..., (4.3)

49
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estd bem definida, estd contida em B(x",t,) e converge para o ponto x* que € a tnica
solugdo de F(x) + T(x) 2 0 em Bx° t.], onde t, = (1 — /1 —2bK)/K. Além disso, a

sequéncia {x*} satisfaz para qualquer k =0, 1,...

K
2y/1—2bK

Demonstracao. Desde que f : [0,1/K) — R, definida por f(t) := (K/2)t> —t + b ¢ uma

x* —x*| < [ —x*|?.

funcao majorante para F no ponto x".

Mostremos que as hipdteses acerca do Teorema 3.2.1 sao satisfeitas.
(H1) Temos f(0) =b > 0e f'(0) = —1.

(H2) Claramente f’ é convexa. Além disso, considerando a, ¢ € [0,1/K) e supondo, sem
perda de generalidade, que a < ¢, temos f'(a) = Ka—1 e f’(c) = K¢ — 1, assim,

f'(a) < f'(c). Concluimos que f’ é estritamente crescente.

(H3) Provaremos que f(t) = 0, para algum t € (0,1/K). Como f(t) = (K/2)t* —t+b

tem raizes

1—+v1—-2Kb . 1++1—2Kb
K K ’

onde apenas a primeira raiz, denotamos por t,, estd em (0,1/K).

Assim, a primeira parte do Teorema 4.1.1 segue invocando o Teorema 3.2.1, aplicado a
este contexto particular. Para provarmos a convergéncia quadratica mostraremos que a

hipétese adicional do Teorema 3.2.1 é satisfeita.

(H4) Como b < 1/(2K), temos que

1—+/1—2bK
f(t,) =Kt, — 1 =K (#) —1=-—v1—2bK < 0.

Segue do Teorema 3.2.1

f7(ty) | .
Ix* —xkH| < T(t)” —x¥|?
K
= ——|x* — x|~

2y/1—2bK

O que encerra a demonstracao. O]
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4.2 Sob a Condicao de Smale

Mostramos uma versao da classica convergéncia do método de Newton sob a condicao
de Smale para equagoes generalizadas.
Teorema 4.2.1. Sejam QO C R™, aberto e nao vazio, F: Q — R™ uma funcao analitica,
_— 1
T:R™ = R™ mondtono mazimal e x° € Q. Vamos supor F'(x°) positivo e que F'(x°)

exista. Consideremos:

—1

v :=I[F(x% [lsup

n>1

< +00. (4.4)

Além disso, suponhamos B(x°,1/y) C Q e que exista b > 0 tal que
Ix' =X <b (4.5)

e o= by < 3—2v2. Entdo a sequéncia {x*} gerada pelo método de Newton para resolver

F(x) + T(x) 2 0, iniciando em x°
F(x*) + F/(x*) (¥ —x*) + T(x*") 30, k=0, 1,..., (4.6)

estd bem definida, estd contida em B(x°,t,) e converge para x* que € a tinica solucao de
F(x) + T(x) 20 em B[X% t.], onde t, = (ot +1— +/(oc+ 1)2 —8a)/4y. Além disso, {x*}

converge QQ-linearmente como seque
* k+1 1 * k
I =X < It =Xl k=0, L....

Adicionalmente, se &« < 3 —2v/2, entio {x*} converge Q-quadraticamente.

v

[ =X < [ —x 7, k=0, 1,....

Antes de demonstrar o Teorema 4.2.1 precisamos de dois resultados importantes.

Lema 4.2.1. Consideremos o aberto Q C R™ e seja F: Q — R™ uma funcdo analitica.
Suponhamos que x° e B(x°,1/y) C Q, onde vy foi definido em (4.4). Entdo para todo
x € B(x°,1/y), temos

2y

1
IIF/(x0) [ [[F"(x)I| < :
(1 —ylx —xo)3




Capitulo 4. Casos Especiais 52

Demonstracao. Seja x € Q. desde que F é uma funcao analitica, podemos escrever
o0

1
F/(x) = Y —F™2(x)(x —x°)". Assim,
n!
n=0
o ]: (n+2)
=0 (4.7)
o F(n+2)(X0)
Z Mm+2)(n+1) H— [x —x°|™
= (n+2)!
— 1 F(“)(xo) n—1
Definimos anteriormente y = |[F/(x°) || sup o . Entao para n + 2 segue que
n>1 .
F(n+2)( O) % Fn ) %
1 X n — n—
— ||F/ 0 F/ 0
y =IFG) lsup | o | > I H
Logo,
n+1
v - HF(n+2)(X0)
IF) | (n+2)

Combinando a desigualdade anterior com (4.7)

n+1

ol < Y (+2)n+1) | ———j

n=0 IF/(x%) |l

[ —x°|I"

=y 2 ) (vl — X
n=0 ||F/(XO) H

Como B(x°,1/y) C Q, segue que v|x —x°|| < 1. Podemos, assim, usar a Proposicao 1.6.1

para obtermos

o0

2 n
(1 —vlx —xO)% nZ_O(“+ 2)(n+ 1) (ylx —x°I™

Concluimos que

——1 QY
PG IHIF ()l < .
v IS = =

[]

Lema 4.2.2. Sejam QO C R™ um conjunto aberto e F: Q C—2> R™. Sejax’ € Q, R >
0 e suponhamos k = sup{t € [0,R) : B(x’,t) € Q}. Seja f : [0,R) L2> R tal que
1

IF/(x0) ] IIF” () < £(|Ix — X°l|), para todo x € B(x°, k), entdao F e f satisfazem (3.3).
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Demonstragdo. Tome A € [0,1] e x, y € Q, |[x —x"|| < R, entao:

IF60) IIF () — Fll < L 0] (x + Ay — )l Iy — xIldA

1
< J £(Ilx 4+ Aly — x) — x°lDlly — xldA
0

1

= f'(Ix +Ax—y)—xl)
0

= f'(lly —x°l) — (I —x°Il)
< Iy — I+ [ =Xl — (I = xlI).
Concluimos, assim, a demonstracao do Lema. O

Com os resultados anteriores estamos aptos a demonstrar o Teorema 4.2.1.

Demonstracao. Consideremos f: [0,1/y) — R definida por

f(t) := —

Combinando os Lemas 4.2.1 e 4.2.2, concluimos que F e f satisfazem (3.3). Mostrare-

—2t+b

mos que as hipéteses do Teorema 3.2.1 sao satisfeitas para este caso.

(H1) Temos que f(0) =b > 0 e que f'(0) = —1.

(H2) Notemos que f’ é convexa, pois (f'(t))” = (6y?)/(1 —yt)* > 0. Vamos supor
a, ¢ € (0,1/v], sem perda de generalidade vamos supor que a < ¢, como y > 0

segue que
ya<vyc=1l—va>1—yc=1/[(1—va)*—2] < 1/[(1—vyc)*—2] = f'(a) < f'(c).

Concluimos que f’ é estritamente crescente.

(H3) f(t,) =0 para t, = (a+ 1 — /(1 + 2)2 — 8a0))/(4y).

(H4) Agora, considerando o < 3 — 21/2 temos que as raizes de f diferem e, portanto,
f'(t,) < 0, como f'(t) = 1/(1 —yt)2 —2, e f’(t) = (2y)/(1 — vt)3, pelo Teorema

3.2.1, segue que
' (t,)
21/ (1)
(2y)/(1 —vyt,)? K2
[ — x|
—2(1/(1 —vyt.)* —2)
Y

[ — x| [Ix* —x1®

* —Xk||2




Capitulo 5

Consideracoes Finais

Neste trabalho, apresentamos um método para resolver a equacao generalizada
F(x) + T(x) > 0, estendendo os resultados ja obtidos para resolver equacoes nao
lineares. Baseados na linearizacao parcial do operador F + T, obtemos um resultado
de convergéncia semilocal para o método de Newton, estabelecemos o raio 6timo, unici-
dade e taxas de convergéncia. Empregamos a abordagem do principio majorante, o qual
unifica varios resultados de convergencia relacionados ao método de Newton. Ao final,
consideramos também a analise sob a condi¢ao de Lipschitz e sob a condi¢ao de Smale.

Uma possibilidade de trabalho futuro é aplicar o método Quase-Newton para resolver
a equacgao generalizada, além de tentar relaxar as hipéteses impostas aos operadores F, T

e a funcao majorante f.

o4
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