UNIVERSIDADE FEDERAL DO PIAUI
CENTRO DE CIENCIAS DA NATUREZA
POS-GRADUACAO EM MATEMATICA

MESTRADO EM MATEMATICA

Controle Aproximado para uma Equacao Linear do

Calor em um Dominio Limitado do RY

Leonardo Silva do Nascimento

Teresina - 2018



Leonardo Silva do Nascimento

Dissertacao de Mestrado:

Controle Aproximado para uma Equacao Linear do Calor em um

Dominio Limitado do RY

Dissertacao submetida a Coordenacao do
Curso de Pos-Graduacao em Matematica, da
Universidade Federal do Piaui, como requisito
parcial para a obtencao do Grau de Mestre em

Matemaética.

Orientador: Prof. Dr. Isafas Pereira de Jesus.

Teresina - 2018



MINISTERIO DA EDUCACAO
UNIVERSIDADE FEDERAL DO PIAUI
CENTRO DE CIENCIAS DA NATUREZA
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA

Controle Aprovimado para uma Equacdo Linear do Calor em um Dominio
Limitado do B

LEONARDO SILVA DO NASCIMENTO

Esta Dissertacdo foi submetida como parte dos requisitos necessarios & obtencio
do grau de Mestre em Matematica, outorgado pela Universidade Federal do Piaui.

A citagao de qualquer trecho deste trabalho é permitida, desde que seja feita em
conformidade com as normas da ética cientifica.

Dissertacdo aprovada em 10 de Julho de 2018.

Banca Examinadora:

Tsales Peneing do. Jesus

Prof. h Isaias Pereira de Jeav esidente
e () i

Prof/ Dr. (ﬂlce]nlo Rodnéueq de ? Jhaa Neto - membro externo

?\JVGWAMOVO WM /1\9 Cﬁ%\m Hm

Prof. Dr. Pitdgoras Pinheiro do Carvalho - membro externo




Nascimento, L. S.,

Controle Aproximado para uma Equagdo Linear do Calor em
um Dominio Limitado do RY / Leonardo Silva do Nascimento -
Teresina, 2018.

62f.

Orientador: Prof. Dr. Isafas Pereira de Jesus
Dissertacao (Mestrado) - Universidade Federal do Piaui,
Depto de Matemaética, Teresina, 2018.

1 - Analise 2. Equacodes Diferenciais Parciais.

CDD 516.36




A minha familia, em especial ao meu pai
Anténio Fernandes do Nascimento (in memo-
riam) e a minha mae Antonia da Cruz Silva

do Nascimento.



Agradecimentos

A Deus pelas conquistas realizadas, pelo dom da vida e por estar sempre ao meu lado

nos momentos bons e ruins dessa jornada.

Ao meu pai Antonio Fernandes do Nascimento (in memoriam) pelo incentivo aos
estudos e por sua dedicacao a minha educacao.

A minha mae Antonia da Cruz Silva do Nascimento por estar sempre ao meu lado
nos momentos bons e ruins da minha vida.

Aos meus irmaos Edilene Silva, Erneson Silva e Leandro Fernandes por conviverem
comigo e me ajudarem em todos os momentos.

A minha namorada Savina Rocha, que nesses 6 anos sempre me apoiou e acreditou
em mim em diversos momentos da minha vida.

Ao meu orientador Prof. Dr. Isafas Pereira de Jesus pela motivacao, pelos ensina-
mentos, pela dedicacao e por estar sempre presente quando precisei.

Ao professor Pitagoras Carvalho por ter dedicado parte do seu tempo a me ensinar
um pouco do seu conhecimento na época que fui aluno de graduacao na UESPI.

Ao professor Gilcenio Rodrigues de Sousa Neto por ter aceito participar da banca
examinadora.

Aos professores de graduacao e pés-graduacao que tive na UESPI e UFPI, em especial,
aos professores José Arimatéa, Afonso Norberto, Pedro Junior, Anténio Wilson, Franci-
ane Vieira, Gleison Santos, Jurandir Lopes e a todos que tiveram participagao direta ou
indiretamente na minha formacao.

Aos diversos amigos que fiz nessa jornada académica.

A Capes pelo apoio financeiro.

A todos aqueles que contribuiram de forma direta ou indiretamente, meus agradeci-

mentos.



O Senhor é o meu pastor e nada me faltara.

(Salmos 23.1).



Resumo

O objetivo desse trabalho é estudarmos a controlabilidade aproximada para uma equacao
linear da calor, via estratégia de Stackelberg - Nash, em um dominio limitado do RY.
Além disso, apresentaremos a existéncia, unicidade e regularidade de solucbes para o
problema proposto.

Palavras-chave: Equacao do Calor, Estratégia de Stackelberg - Nash, Controlabilidade

aproximada.



Abstract

The objective of this work is to study the approximate controllability for a linear heat
equation, using Stackelberg - Nash strategy, in a limited domain of the RY. In addition,
we will present the existence, uniqueness and regularity of solutions for the proposed

problem.

Keywords: Heat Equation, Stackelberg - Nash Stratey, Approximate controllability.
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Notacoes e Simbologias

simbologias abaixo sao utilizadas no decorrer do texto.

Q2 denota um subconjunto aberto e limitado do RY;

I' denota a fronteira de () suficientemente regular;

v denota o vetor normal exterior a I';

Q=Qx(0,T) Cc RV onde T > 0 denota o cilindro do RN*1;
¥ =T x(0,7) denota a fronteira lateral do cilindro Q;

(-,+) denota o produto interno em L*(Q);

| - | denota a norma em L*(Q);

((,+)) denota o produto interno em H}(Q);

|| - || denota a norma em H}(Q);

(-,+) quando nao especificado, denota diferentes pares de dualidades;
Vu = (%, %, e a%) denota o gradiente da fun¢ao u;

Au = i (a%? denota o operador Laplaciano da funcao wu;
i=1

q.s. - quase sempre;

— denota a imersao continua;

<% denota a imersdo compacta;

C' quando nao especificada, é uma constante positiva e arbitraria;

, 0

_a;

— denota convergéncia forte;



— denota convergéncia fraca;

X denota convergéncia fraca estrela;
X denota o dual topolégico de X;
X™ denota o bidual topolégico de X;

X denota a funcao caracteristica de w, onde w ¢ um subconjunto aberto nao vazio

do R™;

L(X,Y) denota o espago dos operadores lineares e continuos de X em Y.



Introducao

Neste trabalho investigamos a controlabilidade aproximada para uma equacgao linear

do calor, via estratégia de Stackelberg - Nash, em um dominio limitado do R¥.

Problemas de otimizacao aparecem com bastante frequéncia em uma série de proble-
mas de ciéncias da engenharia e economia. Muitos modelos matematicos sao formulados
em termos de problemas de otimizacao envolvendo um tinico objetivo, minimizar custos
ou maximizar o lucro, etc. Em situacoes mais realistas e relevantes, diversos objetivos

(em geral conflitantes) devem ser considerados.

Em um problema cléssico de controle mono-objetivo para um sistema modelado por
uma equacao diferencial, existe um controle v, atuando na equacao e tentando atingir

um objetivo pré-determinado, geralmente consistindo em minimizar um funcional J(.).

Em um problema de controle multiobjetivo existe mais do que um objetivo; possi-
velmente mais que um controle atuando sobre a equacao. Agora, em contraste com o
caso de um tunico objetivo, existem varias estratégias de forma a escolher os controles,

dependendo da natureza do problema.

Estas estratégias podem ser cooperativas (quando os controles cooperam entre eles,
a fim de alcangar os objetivos), ndo-cooperativas, hierarquicas, dentre outras. Equilibrio
de Nash define uma estratégia de otimizacao nao-cooperativa multiobjetiva, inicialmente
proposta por Nash [21]. Existem varias outras estratégias para otimiza¢ao multiobjetiva,
como por exemplo, a estratégia de Pareto (cooperativo) [22], a estratégia de Stackelberg
(hierarquico) [26], entre outras.

Quando em 1990, durante as Jornadas Hispano-Francesas sobre Controle de Sistemas
Distribuidos, Jacques Louis Lionsﬂ introduziu, pela primeira vez, o conceito de controla-

bilidade aproximada para equagao linear do calor [16], criou-se assim uma imensa gama

1J.L.Lions 1928-2001



de problemas relacionados com o conceito de controlabilidade aproximada.

Formalizemos agora alguns desses conceitos. Consideremos a equagao linear do calor

W —Au=nhy, em Q=Qx(0,T),
u=0 sobre X =00 x(0,7), (0.1)
u(z,0) = ug(x) em Q,

onde 2 & um dominio limitado do R, N > 1, com fronteira 92 de classe C? e T > 0.
Em (0.1), v = u(z,t) é o estado a ser controlado, h = h(z,t) ¢ o controle e w ¢ um
subconjunto aberto nao vazio de €). Notemos que o controle atua no interior de 2.

Assumindo que ug € L*(Q) e h € L*(Q), o sistema (0.1) admite uma tnica solugio
u € C([0,T); L*(Q)) N L*(0,T; Hy(R)). Consideremos o conjunto de estados admissiveis:

Ryi(T) = {un(T) : uy, & solucdo de (0.1) com h € L*(Q)}.
Alguns tipos de controlabilidade sao definidas como se segue:

(i) O sistema (0.1) ¢ dito aproximadamente controlavel se Ry (T) ¢ denso em L?(Q)

para todo ug € L*(Q).

(ii) O sistema (0.1) ¢ dito exatamente controlavel se Ry.(T) = L*(f2) para todo ug €
L3(92).

(iii) O sistema (0.1) é dito nulo controlavel ou controlavel a zero se 0 € Ry (T') para

todo ug € L*(Q).

O sistema (0.1) é aproximadamente controlavel para todo subconjunto aberto nao
vazio w de 2 e T' > 0. Para mostrarmos isso, existem diversas maneiras. Por exemplo,
pode-se aplicar um argumento de densidade (ver teorema na se¢ao de Preliminares
a seguir) decorrente do Teorema de Hahn-Banach, ou pode-se seguir uma abordagem
variacional, como desenvolvida em Lions [16]. Em ambos os casos, a controlabilidade
aproximada ¢ reduzida a uma propriedade de continuacao tnica para o sistema adjunto
de (0.1):

—pt—Ap=0 em Q,
o(x,t) =0 sobre 0 x (0,7), (0.2)
o, T)=¢" em Q.



Mais precisamente, a controlabilidade aproximada vale para o sistema (0.1) se, e
somente se, a seguinte propriedade de unicidade é verdadeira: Se ¢ é solugao de (0.2) e
o =0em w x (0,T) entao, necessariamente, ¢ = 0 em  x (0,7, isto &, ©° = 0.

Os teoremas de continuacao tinica dependem da natureza do problema estudado. Mui-
tos autores tem conseguido teoremas de continuagao tinica para diversos problemas, entre
as quais pode-se citar, teorema da continua¢ao de Mizohata [20], quando os coeficientes
do operador que aparecem no sistema sao analiticos. Quando os coeficientes do opera-
dor sao funcoes limitadas e mensuraveis, a controlabilidade aproximada foi investigada,
entre outros autores, por C. Fabre [§]|, onde se prova a propriedade de continuagao unica
para equacoes relacionadas com o sistema de Navier-Stokes. A mesma generalizacao da

continua¢do unica de Mizohata pode ser encontradas em Saut-Scheurer [25].

Desde a publicacao do artigo de Lions [16], a controlabilidade aproximada tem sido
motivo de estudo de muitos autores, entre os quais podemos citar : Fabre-Lebeau [9],

Fabre [§], Fabre-Puel-Zuazua [10], Cara-Zuazua [11]|, Zuazua [27].

Nosso trabalho é baseado no trabalho de Diaz-Lions [5], onde os autores estudam o
controle hierarquico para um sistema distribuido (no qual o estado ¢ definido pela solugao
de uma equagao de difusao). Eles admitem que se pode agir sobre o sistema por uma
hierarquia de controles. Existe um controle global v, o qual é chamado de lider e existem
N controles locais wy, ..., wy que sao os seguidores. Os seguidores, assumindo que o
lider fez a escolha de sua estratégia, procuram um equilibrio de Nash de suas funcoes
custos e entao o lider v faz sua escolha final para todo o sistema, procurando atingir um
estado ideal u” num tempo T por meio de um controle aproximado. Essa ¢ a conhecida

estratégia de Stackelberg-Nash.
Em resumo, o trabalho esta dividido da seguinte forma:

No capitulo 1 apresentamos alguns resultados classicos ao desenvolvimento do nosso

trabalho.
No capitulo 2 investigamos a controlabilidade aproximada e provamos a existéncia e

unicidade do equilibrio de Nash sobre certas condicoes. Resultados de existéncia, unici-

dade e regularidade de solu¢oes também sao apresentados.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentamos alguns resultados necessarios para que o leitor possa ter

uma melhor compreensao dos contetidos abordados no capitulo posterior.

1.1 Topicos de Analise Funcional

1.1.1 Convergéncia Fraca e Fraca Estrela

Definicao 1.1 (Convergéncia Fraca) Sejam E um espago de Banach e (u,),en uma

sequéncia de E. Entdo u, — u se, e somente se, (¢, u,) — (p,u), para todo ¢ € E*.

Defini¢ao 1.2 (Convergéncia Fraca Estrela) Sejam E um espa¢o de Banach,
v € E* e (py)ven uma sequéncia de E*. Dizemos que @, X p se, e somente se,

(pu,u)y = (p,u), para todo u € E*.
Proposicao 1.1 Sejam E um espago de Banach e (x,,)nen uma sequéncia em E. Entdo:
(i) Se x, — x na topologia o(E,E*), entao (f, x,) — (f,z), Vf € E*;

(ii) Se z, — x, entdo x, — = na topologia o(E,E*);

(iii) Se x, — z na topologia o(E,E*) e se f, — f em E* (isto é, ||f, — fllg= — 0),
entao (fn,xn) — (f, ).
Demonstragao: Ver Jesus, Lima e Clark ([12]). O



1.1 Tépicos de Analise Funcional

1.1.2 Espacos Separaveis e Reflexivos

Definicao 1.3 Dizemos que um espaco métrico E& € separdvel se existe um subconjunto

D C E enumerdvel e denso.

Definicao 1.4 Sejam E um espaco de Banach e J a injecao candnica de E em E**.

Dizemos que E ¢é reflexivo quando J(E) = E**.

Quando o espago E ¢ reflexivo identificamos implicitamente E ¢ E** (com ajuda do

isomorfismo J).

Teorema 1.1 (Banach-Alaoglu-Bourbaki). Seja E um espaco de Banach. Entao o

conjunto

Be-={f € E%||fl| <1} € compacto na topologia fraca estrela.
Demonstracao: Ver Jesus, Lima e Clark ([12]). O

Teorema 1.2 Seja E um espaco de Banach separdvel. Entao o conjunto
Bp-={f € E%||f|| <1} € metrizdvel na topologia fraca estrela.

Reciprocamente, se Bg- é metrizavel na topologia fraca estrela, entao E é separdvel.

Demonstracao: Ver Jesus, Lima e Clark ([12]). O

Corolario 1.1 Sejam E um espagco Banach separdvel e (f,)nen uma sequéncia limitada
em E*. Entao existe uma subsequéncia (fn, )ken de (fn)nen que converge na topologia

fraca estrela.
Demonstragao: Ver Jesus, Lima e Clark ([12]). O

Teorema 1.3 Seja E um espaco de Banach reflexivo e suponhamos que a sequéncia
(fe)ken C E € limitada. Entdo existe uma subsequéncia (fi,)jen de (fi)ren € f € E tal
que

T, — f-

Demonstragao: Ver Jesus, Lima e Clark ([12]). O



1.2 Teoria das Distribui¢coes Escalares

1.1.3 Convexidade e Otimizacao

Teorema 1.4 Sejam V um espaco de Hilbert, A C V um conjunto convexo e F uma
funcao Gateauz-Diferencidvel tal que F' : A — R € um funcional linear. Entao sdao

equivalentes:

(i) F ¢ estritamente convezo;

(i) F(v) > F(u) — (F'(u),v —u), Yu,v € A.
Demonstracao: Ver Ekeland ([6]).

Teorema 1.5 (Critério de Densidade) Seja D um subconjunto de um espago de Hil-

bert H. FEntao, as sequintes condicoes sao equivalentes:

(1) D gera um subespago que € denso em H;

(ii) Todo funcional linear continuo f em H que se anula em D ¢é identicamente nulo em

H.

Demonstracao: Ver Aubin ([1]). O

1.2 Teoria das Distribuicoes Escalares

Definicao 1.5 Sejam Q2 C R™ um aberto limitado ¢ ¢ : Q C R" — R uma funcao
continua. Denomina-se suporte de ¢ ao fecho em ) do conjunto dos pontos x tais que

¢ (x) # 0. Simbolicamente,

supp () = {z € L (x) £ 0} .

Defini¢ao 1.6 Denota-se por C§°(S2) o espaco vetorial das fungdes continuas e infinita-

mente derivdveis em ) com suporte compacto em 2.

Dado €2 como acima, consideremos o espago vetorial topologico C§°(€2). Dizemos que
uma sequéncia (¢,), oy de fungoes em Cg° (€2) converge para ¢ em Cg° (£2) quando forem

satisfeitas as seguintes condigoes:



1.2 Teoria das Distribui¢coes Escalares

i) Existe um conjunto compacto K C € tal que

supp (¢) C K e supp(p,) C K, YVvreN

11) D%, — D%p uniformemente em K para todo multi-indice a.

O espago vetorial C§° (©2) munido da nogdo de convergéncia definida acima sera re-

presentada por D (§2) e denominado de espaco das fungoes testes.

Denomina-se distribuicdo escalar sobre () a toda forma linear 7" : D (£2) — R conti-

nua com respeito a topologia de D (Q2). Isto significa que T satisfaz as seguintes condigdes:

i) T(wp + YY) = aT(p) + BT (), Vo,v € D(Q), Yo, B € R

ii) T é continua, isto é, se uma sequéncia (¢, ),y converge em D (£2) para ¢ € D (),
entao,

T (p,) — T (p) em R.

O valor da distribuicdo T na funcao teste ¢ serd representado por (T, ¢). Equipa-se
o espago vetorial das distribuigoes escalares da seguinte nocao de convergencia:

Considera-se o espaco de todas as distribuicoes sobre ). Neste espaco, dizemos que a
sequéncia (7)), converge para T', quando a sucessao ((T,, ¢)),en converge para (T, @)
em R para toda ¢ € D ().

O conjunto das distribuicoes escalares sobre €2 é um espaco vetorial real, denotado
por D'(€2), denominado espaco das distribui¢oes escalares sobre €. Com o intuito de
tratarmos de espacos de Sobolev, introduz-se o conceito de derivada distribuicional para
objetos de D' (£2).

Dada uma distribuigdo 7' em D’ (2) e dado um multi-indice « € N" definimos a

derivada distribucional de ordem o de T como sendo a forma linear e continua D*T :

D (©2) — R dada por
(DT, @) = (—1)*'(T, D*¢), para todo ¢ € D(Q).

Segue da definicao acima que cada distribuicao 7" sobre () possui derivadas de todas

as ordens. Notemos que a aplicacao

DD (Q) - D (Q). (1.1)

10



1.3 Os Espagos LP(1)

¢ linear e continua no sentido da convergéncia definida em D’ (2). Isto significa que se

lim 7, =T em D'(Q) entdo lim DT, = DT em D' (Q). (1.2)

V—00 V—00

1.3 Os Espagos LP(QQ)

Nesta secao, serao dadas algumas definicoes e propriedades elementares dos espacos

LP(Q).

Definicao 1.7 Sejam 2 C R™ um subconjunto aberto ep € R com 1 < p < oo. Definimos
LP(Q) = {f : Q = R; f mensurdvel e | f|P € L*(Q)}.

O espago LP(£2) com 1 < p < oo é um espago de Banach equipado com a norma

ey = [ [ 17@Pas] ™

Definicao 1.8 Seja 2 C R™ um subconjunto aberto. Definimos

L=(Q) ={f: Q = R; f mensurdvel e 3 Cconstante tal que |f(x)] < C gq.s em Q}.

O espago L*>°(2) é um espago de Banach equipado com a norma

| fllLoe(@) = inf{C : |f(z)] < C q.s em Q}.

Teorema 1.6 (Desigualdade de Young) Sejam p > 1 e ¢ > 1 tal que %—i—% = 1.
Entao,

1 1
ab< —-ad’+-0%, Va>0 e Vb>0.
p q

Demonstracao: Ver Brezis (|3]). O

Teorema 1.7 (Desigualdade de Hélder) Sejam as fungoes f € LP(Q2), g € LI(Q)
com 1 <p< oo eq o expoente conjugado de p; isto € % + % = 1. Entao fg € L'(Q) e

/Q Fgldz < 111l lgllzocey.

11



1.3 Os Espagos LP(1)

Demonstragao: Ver Brezis ([3]). O

Definicao 1.9 Dizemos que uma fungao f : 2 — R € localmente integrdvel em €2, quando

f € integrdvel a Lebesgue em todo compacto K C Q. O espago das funcoes localmente

1

1oc(2). Em simbolos temos que

integravéis € denotado por L

f e LL.() <:>/ |fldz < 00, para todo compacto K C §.
K

Lema 1.3.1 (Du Bois Raymond) Seja u € L, (). Entio T, = 0 se, e somente se,

loc

u =0 quase sempre em ).

Demonstracao: Ver Medeiros e Milla Miranda (|17]). O

As distribucdes que aparecem com mais frequéncia sao aquelas definidas a partir de

funcoes localmente integraveis.

Exemplo 1.1 Seja u € Li..(Q) e definamos T, : D (Q) — R por
(Toe) = [ ule)p(oyts

Nestas condicoes T,, ¢ uma distribucao escalar sobre ).

De fato, nao é dificil mostrarmos a linearidade de T, pois segue da linearidade da integral.

Resta provarmos que 7}, é continua.

Seja uma sequéncia (p,),en de fungoes testes sobre Q convergindo em D (2) para

uma fungao teste ¢. Entao, temos

|<Tua 901/> - <Tua 90>| = ‘<Tu7 Py — ‘P>|
[ u@e,— o)a)da

< / (@) () — ) ()| de

< suple, — ¢| / |u(z)|dx — 0,
Q

pois ¢, — ¢ uniformemente.

A distribucao T, assim definida é dita “gerada pela funcao localmente integravel u”
e, usando o Lema de Du Bois Raymond, tem-se que 7T}, é univocamente determinada por

u, no seguinte sentido: T, = T, se, e somente se, u = v quase sempre em (). Neste

1

sentido identificamos u com a distribuicao T}, e o espaco L,

() das fungoes localmente

integraveis pode ser visto como parte do espaco das distribui¢des D’ (£2)

12



1.4 Espacos de Sobolev

Observagao 1.1 Outro resultado interessante € que a derivada de uma funcio Li,.(S2),

nao € em geral uma funcao de L ().

Tal fato, motivara a definicao de uma classe significativa de espacos de Banach de

funcoes conhecidas sob a denominacao de Espacos de Sobolev.

1.4 Espacos de Sobolev

Como vimos na se¢ao anterior, toda fun¢ao u € LP(€2) possui derivadas distribucionais

de todas as ordens. Entretanto, as derivadas de u nem sempre sao também fun¢oes em
LP(92).

1.4.1 Os Espagos W"P(()

Chamaremos multi-indice a toda n-upla a = (g, ag, ..., ;) de nimeros naturais.
Dado um multi-indice «, definimos a ordem |a| de « por |a| = a3 + s + ... + ay, e

representamos por D® o operador derivagao

olel

DY = —.
a1 n
Oxi*...0xd

Definicao 1.10 Sejam Q um aberto do R", 1 < p < oo em € N. O espaco de Sobolev
que denotamos por W™P(Q), € o espago vetorial das (classes de) fungoes em LP(QY) cujas
derivadas distribucionais de ordem « pertencem a LP(Q)), para todo multi-indice o com

la] < m. Simbolicamente escrevemos:
WmP(Q) = {u € LP(Q); D% € LP(Q) para todo « tal que |a] < m}.

O espago W™P(€2) com 1 < p < 0o é um espaco de Banach equipado com a norma

/
|wllwmr) = ( Z /Q|D0‘u(96)|palx>1 g

la|<m

Também W™>(Q2) é um espaco de Banach com a norma

Jullwmoeiey = D supess|Du(x)]

la|<m
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1.4 Espacos de Sobolev

No caso p = 2, o espaco W™P(Q) sera representado por H™({2) que é um espaco de
Hilbert, cujo produto interno e a correspondente norma induzida em H™({2) sao dadas,

respectivamente, por

1/2
(,v)pm@) = Y (D*u, D*0) () e ||u|Hm(Q):(Z |Dau(:p)|2dx> .

|| <m |a|<m
Agora apresentaremos algumas desigualdades de Sobolev que nos ajudardo a alcancar

objetivo proposto.

Corolério 1.2 Sejam Q um subconjunto aberto do R™ de classe C' com fronteira limi-

tada T' e 1 < p < oco. Entao:

’ n—mp

Se n>pm, entao W™P(Q) — LK), ondeq € [1 he ],
Se n=pm, entao W™P(Q) — LYQ), para todo q € [1,+00),
Se n=1 e m>1, entago W™P(Q) — L*(Q),
sendo todas estas injegoes continuas. Além disso, se p > n tem-se para todo u € WHP(Q2)
u(z) —u(y)| < Cllullwislz —y|* ¢.s. z,y € Q,
onde o = 1 — (N/p) e C dependa apenas do Q,p e n. Em particular WP (Q) — C(9Q).

Demonstragao: Ver Brezis ([3]). O

Teorema 1.8 (Rellich-Kondrachov) Seja Q um subconjunto limitado do R™ de classe

Ct com fronteira T’ regular. Entdo:

Se n>pm, entdo W™P(Q) <> LIQ), para todo q € [17 nzgm>7

Se n=pm, entao W™P(Q) N L), para todo q € [1,+00),

Se pm >n, entdo W™P(Q) < C(Q), onde k é um inteiro nio negativo tal que
k<m—(n/p) <k+1.

Em particular, W' (Q) < LP(Q) com inje¢do compacta para todo p (e para todo n).
Demonstracao: Ver Brezis ([3]). O

Teorema 1.9 (Gauss-Green) Se u € C'(Q), entdo/

uxida::/uuidf (i=1,2,...,n).
Q r



1.4 Espacos de Sobolev

Demonstragao: Ver Evans ([7]). O

Teorema 1.10 (Férmulas de Green) Seja Q2 um aberto limitado do R™ com fronteira

' de classe C*.
(i) Se~ e H*(Q), entao
%l 1
VyVude =— | ulAyde+ | =—uds, Yue H ().
Q Q r Ov

(ii) Sewu,vy € H*(Q), entao

B oy ou
/Q(uAfy—”yAu)dm—/F(ua—’y%)ds.

Demonstragao: Ver Brezis (|3]). O

Teorema 1.11 (Representac¢do de Riesz) Sejam 1 < p < oo e ¢ € (LP). FEntdo

existe um unico u € L? onde — 4+ — =1 tal que
p

(orf) = / uf, Ve

Além disso, vale

[lullze = [l (zry-
Demonstragao: Ver Brezis (|3]). O

Definicao 1.11 Dizemos que uma forma bilinear a : H x H — R € coerciva se existe
B >0 tal que
a(u,u) > Bllu|?, Vu € H.

Teorema 1.12 (Lax - Milgram) Seja H um espaco de Hilbert e B(u,v) uma forma

bilinear, continua e coerciva. FEntdo para toda ¢ € H' existe um tunico v € H tal que
B(u,v) = (u,v) Yv € H,
onde (.,.) denota o produto interno em H.

Demonstracao: Ver Brezis([3]). O
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1.4 Espacos de Sobolev

1.4.2 Os Espagos W;,""(Q) e W—™41(Q)

Observemos que, embora o espago vetorial das fungoes testes u,v € D (2) seja denso
em LP(Q) para 1 < p < oo, em geral, ele ndo é denso em W™P(Q). Isto acontece porque a
norma de W™P(Q) é “bem maior” que a norma de LP(2) e é por isso que W"P(Q)) possui

menos sequéncias convergentes. Isto motiva a defini¢ao dos espagos W (€2) como segue:
Definicao 1.12 Seja 2 um subconjunto aberto de R™. Definimos
WP (Q
W@ =p@"

No caso p = 2, o espago W;""(2) sera representado por H"(12).

Teorema 1.13 (Desigualdade de Poincaré) Suponhamos que ) seja um subconjunto
aberto e limitado de R™ e 1 < p < oo. Entao eziste uma constante C (dependendo de )
e p) tal que

ul| o) < OVl Loy, para todou € Wy (Q).

Demonstragao: Ver Brezis (|3]). O

Observacio 1.2 Em particular, a expressio |Vul| o) € uma norma no espaco Wy *(2),

equivalente a norma ||ullwio). Em H)(Q) denotamos o produto interno
ou 81}
(u,v)
Z/ ox; (%Z

que induz a norma |Vu| 2, equivalente a norma ||ul| g (q).

Demonstragao: Ver Brezis (|3]). O

Os espagos Wi"P(Q2) e, em particular, os espacos HJ'(Q2), desempenham um papel
fundamental na Teoria dos Espacos de Sobolev e por conseguinte na Teoria das EDP’s.
Se 1 < p < oo e o nimero ¢ é o expoente conjugado de p, isto é 1 4+ — =1, entao repre-
sentamos por W~"4(Q) o dual topologico de W;"*(2) e por H‘IZ”(QSJO dual topologido
de HJ'(2). Em outras palavras, se f pertence a H~"(£2) entdao f ¢ um funcional linear

limitado sobre H{'(€2).

Observacao 1.3 Em particular, as imersoes do Coroldrio sao vdlidas para o espago

Wol’p(Q) com um subconjunto arbitrdrio aberto 2 de R™. Analogamente, as imersoes do
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1.5 Os Espacgos L? (0,7T; X)

Teorema sao vdlidas para Wol’p(Q) com um subconjunto arbitrdrio ) aberto e limitado

de R".
Defini¢io 1.13 Se f € H'(Q) a norma é definida como sendo

| fll -1y = sup{{f,u); para todo u € H(Q) com ||u||H3(Q) <1}

1.5 Os Espagos L?(0,T; X)

Nesta secao, estenderemos as nogoes de mensurabilidade e integrabilidade para fun-
coes

f:00, 7 — X,

onde 7> 0 e X ¢ um espaco de Banach real com a norma |.]|.

Defini¢ao 1.14 Denota-se por LP (0,T; X), com 1 < p < 00 o0 espago vetorial das (clas-
ses de) fungoes u : (0,T) — X fortemente mensurdveis com valores em X e tais que
se 1 <p < oo a fungiot — ||u(t)|5 € integrdvel a Lesbegue em (0,T) e se p = 00 a

fungao t — ||u(t)||x € L>(0,T).

O espaco LP (0,T; X) é um espaco completo com a norma dada por

T 1/p
ilrs = [ Tu@at) s 1<p <o
0

Se p = oo a norma acima é substituida por
lll e o.7:x) = supess flu ()l x = inf{C > 0+ [lub)llx < C g5 em O},
<t<

Apenas no caso em que p = 2 e X é um espaco de Hilbert, o espago L?(0,T; X) é um

espaco de Hilbert, cujo produto interno é dado por

(0,0) o 7is0) = / (0 (8),u(6)) dt.

Quando X é reflexivo e separavel e 1 < p < oo, entao L? (0,7; X') é um espaco reflexivo
e separavel, cujo dual topolégico se identifica ao espago de Banach L* (0,T; X’), onde p

e p' sdo indices conjugados, isto é, + + 1 = 1. Mais precisamente, temos
p p

[LP(0,T; X)) =~ LY (0, T, X").
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1.5 Os Espacgos L? (0,7T; X)

A dualidade entre esses espacos é dada na forma integral por

T
(v, U>LP'(0,T;X’)><LP(O,T;X) = /0 (), u(t))xx dt.

No caso p = 1, o dual topolégico do espago L' (0,T;X) se identifica ao espago
L*>(0,T; X"), ou seja,
[L1(0,T; X)) =~ L=(0,T, X').

Defini¢ao 1.15 Denota-se por C' ([0,T]; X), com T > 0 o espago de Banach das fungdes

continuas u : [0, T] — X munido da norma da convergéncia uniforme

lulleqorx) = Jnax, [u ()] < oo

Teorema 1.14 Sejam X e Y espagos de Hilbert tal que X — Y e f € LP(0,T;X), [ €
LP(0,T;Y), 1 < p< oo, entio f € C°0,T];Y).

Demonstracao: Ver Medeiros ([18]).

Lema 1.5.1 Sejam X um espa¢o de Banach, f € LP(0,T;X) e f' € LP(0,T;X) com
1 <p < oo, entao
feC(0,T];X).

(Possivelmente redefinidas sobre um conjunto de medida nula.)
Demonstracao: Ver Lions ([15]). O

Teorema 1.15 Seja X um espago de Hilbert e u € L*(0,T; X). Entao existe um 1inico
funcional f € H1(0,T; X) que verifica

(f,00) = ((u',0),)x ¥ 0 e€D0,T) e 1heX.

Baseado nisto, identificamos f com u'. Por esta razio, diremos que se u € L*(0,T;X)

entdo v € H(0,T; X).

Demonstragao: Ver Pathak (]|23])
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1.6 Distribuicoes Vetoriais

1.6 Distribuicoes Vetoriais

Seja um namero real 7> 0 e X um espago de Banach real com a norma ||.|

Defini¢ao 1.16 Uma distribuicao vetorial sobre (0,T) com valores em X, é uma fung¢ao
f:D(0,T) — X linear e continua. O conjunto dessas transformagoes lineares é chamado

FEspaco das Distribuigoes Vetoriais sobre (0,T) com valores em X e é denotado por
D'(0,T;X)=L(D(0,T); X).

Definicao 1.17 Seja f € D' (0,7 X). A derivada de ordem n € definida como sendo a

distribuicao vetorial sobre (0,T) com valores em X dada por
d"f n/,pde
— =(—1 — ),V D(0,T).
(o) =0 (1.5) woeD.1)

Observacao 1.4 Se a fungdo f pertence ao espa¢o LP(0,T;X) com 1 < p < oo, entdo

define uma distribuicao que denotamos pela mesma funcao f e é dada por

fl9) = [ @)e(o)it, para todo o € D(O.7).

com valores integrales em X.

Demonstragao: Ver Lions ([15]). O

1.7 Resultados Importantes

Nesta se¢ao, apresentamos alguns resultados importantes que serao utilizados na ob-

tencao dos objetivos desejados.

1.7.1 O Teorema de Carathéodory

Sejam D um subconjunto aberto de R™*! cujos elementos sao denotados por (z,t)
ondex e R"et e Re f: D — R" Dizemos que f satisfaz as condi¢oes de Carathéodory

sobre D quando:

e f(x,t) ¢ mensuravel em t para cada x fixo;
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1.7 Resultados Importantes

e f(x,t) é continua em x para cada t fixo;

e Para cada compacto K em D existe uma fungdo real integravel my (t) tal que

|f (z,t)] < mg (t) para todo (x,t) € K.

Definicao 1.18 Uma solucdo no sentido estendido do problema de Cauchy

é uma funcao ¢(t) absolutamente continua tal que para algum B real vale

i)  (¢(t),t) € D para todo t € [ty — B,to+ f];

1) ' (t) = f(t,0(t)) para todo t € [to — B,to+ B], exceto em um conjunto de medida

de Lebesgue zero.

Consideremos o retangulo
R={(z,t) e R"™; [t —to| < a, |z — x| < b},
com a,b > 0. Entao, valem os seguintes resultados:

Teorema 1.16 (Carathéodory) Seja f : R — R" satisfazendo as condi¢oes de Ca-
rathéodory sobre R. Entao sobre algum intervalo |t —to| < B (8 > 0) existe uma solugao

no sentido estendido do problema de valor inicial

' = f(x, 1)

x(tg) = wo;
Demonstracao: Ver Medeiros e Rivera ([19]). O

Corolério 1.3 Sejam D um subconjunto aberto de R"*! e f satisfazendo as condicoes

de Carathéodory sobre D. Entao o problema

' = f(x,t)

x(to) = xo;

tem solug¢ao para qualquer (to,xo) € D.
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1.7 Resultados Importantes

Demonstracao: Ver Medeiros e Rivera ([19]). O

Teorema 1.17 Sejam D wm subconjunto aberto limitado e conero em R, f wuma
funcao que satisfaz as duas primeiras condig¢oes de Carathéodory sobre D e suponhamos
que ezista uma fungao integravel m(t) tal que |f(t,z)| < m(t) para todo (t,x) € D. Seja
@ uma solugao de

' = f(t,z) para quase todo t em I,
sobre o intervalo aberto (a,b). Entao
i) eziste p(a+0),o(b—0);

ii) se (b, p(b—0)) € D entdo ¢ pode ser prolongada até (a,b+0] para algun 6. Resultado

andlogo para a;

iii) o(t) pode ser prolongada até um intervalo (vy,w) tal que (7, (v +0)), (w, p(w—0))
pertencem a 0D (0D fronteira de D);

iv) se f pode estender-se a D sem que ele perca suas propriedades entdo o(t) pode ser

prolongada até um intervalo [y,w] tal que (v, (v +0)), (w, o(w —0)) € ID.
Demonstracao: Ver Medeiros e Rivera ([19]). O

Corolario 1.4 (Prolongamento de Solu¢do) Sejam D = Bx[0,T], com0 < T < oo,
B = {z € R%|z| <b}, b > 0 e a fungio f nas condicoes do Teorema [1.17. Seja ¢ (t)

uma solucao de

' = f(x,t)

z(0) =zy e |z <.

Suponhamos que em qualquer intervalo I onde ¢ (t) estd definida tem-se | (t)| < M,
para todo t € I, M independente det e M < b. FEntao ¢ tem um prolongamento até
[0,T7].

Demonstracao: Ver Medeiros e Rivera ([19]). O
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1.7 Resultados Importantes

1.7.2 Desigualdade de Gronwall

Lema 1.7.1 (Desigualdade de Gronwall) Sejam ¢, ¢ : [a,b] — R fun¢oes continuas
nao negativas e seja o > 0. Se

t

ot) <at / P(s)0(s)ds,

«

entao

o(t) < aexp (/atw(s)ds), vt € [a,b].

Demonstracao: Ver Evans ([7]).

1.7.3 Um Teorema de Continuacio Unica para Equacao do Calor

Teorema 1.18 (Teorema de Continuacdo Unica) Sejam Q um subconjunto aberto
limitado do RN, a € L>*(Q x (0,T)), b € (L=(Q x (0,T7)))N. Seja ¢° € L*(2) tal que ¢

€ solucao do sistema

o — Ap +ap —div(bp) =0 em Q,
v =0 sobre X,
o(T) =" em Q.

Se o =0 emw x (0,T), onde w C Q entio ¢° = 0.

Demonstracao: Ver Fabre ([§]). O
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Capitulo 2

Equacao Linear do Calor em um

Dominio Limitado

2.1 Formulacao do Problema

Sejam O, Oy,. .., O, subconjuntos abertos, nao-vazios e disjuntos de 2. Dado T > 0,

consideremos a equacao linear do calor

Ul — Ay = fXO + Z Wi X o; em Q7
=1

2.1
u=0 sobre X, (2.1)

u(z,0) =upg(x) em €

onde ug € L*(Q), f € L*(O x (0,T)) e os w; € L*(O; x (0,T)), i = 1,2,...,n. O
subconjunto O C 2 é o dominio controle (que é suposto ser pequeno como desejado) e
01,0,,...,0, sao os dominios de controles secundarios.

Como a solucao u de depende de f,wq,...,w,, entdo denotaremos por u =
w(z, t, frwy, ... wy).

Estudaremos o problema de controle para (2.1) no caso de f ser independente e
wi,...,w, depender de f. Mais explicitamente, o controle f é fixado, ou seja, faz uma
escolha de sua estratégia e, em seguida a escolha dos estrategistas wy, ..., w, depende
de f. Por esse motivo, o controle f é chamado de lider e os wy, ..., w, sdao os controles

seguidores. Esse processo de controle é chamado por Lions [14] de controle hierarquico.
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2.1 Formulacao do Problema

Para localizar a agdo dos controles w;, introduzimos as funcoes p;(z), definidas em €2

com valores reais, satisfazendo

pi € L=(Q), p; >0

(2.2)
Pi = 1 em Gz C Q,
onde (G; é uma regiao onde cada w; atua.
O objetivo é que os controles f,wy,,...,w, interfiram no sistema de forma que u(x, t),

solugao da equagdo (2.1)), atinja no tempo 7', um estado ideal u?" = u” (), com funcionais

custos definidos por:

1 /T ;
Ji(fywy, .. wy) = —/ / {wi‘zdxdt + 2/ |pz~[u(a:,T, fiw) — uTHde, (2.3)
2J)o Jo, 2 Jo

onde w = (wy,...,w,), a; > 0 sdo constantes.

Dessa forma, o problema de controle hieradrquico fica descrito da seguinte forma: os

seguidores wy, ..., w, supoem que o lider f fez uma escolha para sua estratégia. Em
seguida, tentam encontrar um equilibrio de seus custos Ji, ..., J,. Isso mostra que eles
procuram controles wy, ..., w, (dependendo de f), satisfazendo

Ji(f,wl,...,wi,...,wn) S Ji(f,wl,...,wi,...,wn), VEZ€L2(OZ) (24)

Os controles wy, . .., w,, solugdes do sistema de n desigualdades ({2.4), sdo chamados de

equilibrio de Nash para os funcionais custo Ji,...,J, (cf. Aubin [2]).

Observacao 2.1 Em outras palavras, se o lider f faz uma escolha entao seus sequidores

w;(f) fazem uma escolha que torna minimo o custo J;, isto €,

J,L(f, Wiy eoo, Wiy ,’U}n) = @.Ei[%féo.) Jz<f, Wiy - . - ,@Z-, . ,'U)n>. (25)

Isso € equivalente as desigualdades (2.4)). FEsse processo é chamado de estratégia de
Stackelberg-Nash (ver Diaz e Lions [J]).

O problema de controle que serd considerado é o seguinte: encontrar controles w =
(wi,...,w,) cujo estado associado u, solugao de ({2.1) verifique o equilibrio de Nash

definidos em (22.3]), sujeito & seguinte condigao de controlabilide aproximada

U(fL‘,T, f7 W) € BL2(Q)(U’Taa)7 (26)
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2.2 Controlabilidade Aproximada

T

onde Bz (u”, o) denota a bola de L*(Q2) com centro em u” e raio o > 0 dado, isto ¢,

se

u(z, T, f,w) descreve um subconjunto denso de um dado espago quando 2.7)
f abrange o conjunto de todos os controles disponiveis para o lider. '

Para detalharmos o problema proposto, iremos dividi-lo nos seguintes sub-problemas:

Problema 1: A existéncia da solugao wy(f),...,w,(f) para as desigualdades (2.4), isto

é, a existéncia do equilibrio de Nash.

Problema 2: Assumindo a existéncia e unicidade do equilibrio de Nash wy(f), ..., w,(f),
mostrar que quando f varia em L> (Ox (0, T)), as solucoes u(:p, t, fwi(f),..., wn(f))
da equacao 1} avaliadas em ¢t = T, isto &, u(x,T, f wl(f),...,wn(f)), geram

um subconjunto denso em L?(§2). Isso permite aproximar u”.

2.2 Controlabilidade Aproximada

Nesta se¢ao estudaremos a controlabilidade aproximada para o sistema ({2.1)), assu-
mindo que existéncia e unicidade do equilibrio de Nash w = {w,...,w,} foi provada

(vide se¢ao [2.3). Antes, daremos a seguinte definicao:

Definicao 2.1 Dizemos que o sistema (2.1) é aprozimadamente controldvel no tempo
T > 0 se, para todo € > 0 e para todo vl € L?(Q), existe f € L*(Q), tal que a solugio
u=u(x,t, f,w) do sistema satisfaz a condicao

lu(z, T, f,w) —u’| < e. (2.8)

De acordo com a defini¢do acima, para provarmos que o sistema ([2.1)) é aproximada-
mente controlavel, basta mostrarmos que quando f varia em L? ((’) x (0, T)), as solucoes
u(x,t, f,w) do sistema (2.1)), avaliadas em ¢t = T, isto é, u(z, T, f, w), geram um subcon-

junto denso em L?().

Observagao 2.2 Sejah = fxo+> s wiXo,- Se h € L*(2x (0,T)) e ug € L*(Q) entdo
0 sistema admite inica solugdo u € L*(0,T; HY(Q)) N C([0,T]; L*(Q)) (c¢f. Segao
Teorema . Em particular, os funcionais custos J;, com 1 < i < n, estao bem
definidos.
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2.2 Controlabilidade Aproximada

Observagao 2.3 Gragas a linearidade do sistema (2.1)), podemos assumir, sem perda
de generalidade, que u(x,0) = up(x) = 0 em Q. Com efeito, se ug # 0, o problema
de controlabilidade aproximada para sistema (2.1) pode ser transformado em um outro

problema equivalente mas com ug = 0.

Lema 2.2.1 Tem-se a equagao (2.4) se, e somente se,

T
/ / w;w;drdt + o / pi(x) [u(z, T, f,w) —u" ()] @(T)dz = 0, (2.9)
o Jo, Q
para todo w; € L*(0;), onde U; ¢ solugdo de
u; — Aty = Wixo, em Q,

u; =0 sobre X, (2.10)

u;(0) =0 em Q.

Demonstragao: Como cada J;, com i € {1,2,...,n}, é estritamente convexo (vide
se¢ao [2.3), entao wy, ..., w, é um equilibrio de Nash se, e somente se, satisfaz a equagao

de Euler-Lagrange
J;(f7w17~"7wi7---7wn>@i:O VZ/@GLz(OZ)

Observagao 2.4 Como o sistema (2.1) € linear, para qualquer escolha de controles f,

w;, sua unica solucao no tempo t pode ser escrita como sendo

onde Q; sao operadores lineares continuos dependendo dos controles. No tempot =T,

temos

u(T) = Lof + ) Liw,
i=1

onde L; sao também operadores lineares continuos.
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2.2 Controlabilidade Aproximada

Por fim, observemos que

d .
0= J{(f,wl,...,wi,...,wn) = aJi(f,wl,...,wi—i—)\wi,...,wn)

A=0
d |1 /T/ o
D (w; + A\w;)*dxdt +
d)\{? 0 O;
+ % pi () [u(z, T, fw, ... w + AWy, ..., w,) — “T}de}
0 A=0
d |1 /T/ o
d)\{Q 0 O;
+ 5 [ PH@)[Lof + Luwy + -+ + Li(wi + A@) + -+ + Low, — UT}QCM}
o A=0
d 1/T/(2+2A D; + N2@2)dzdt +
— )z w3 W;W; w;)ax
d\ | 2 0 O;
+ % p}(x)[Lof + Liwy + - - + Lyw; + AL;W; + -+ + Lyw, — UTFCM}
o A=0
1 ("1 d - -
2 /0 /0 Ww? + 2\will; + N7 )ddt +
+ % pf(ﬂ:)ﬁ [Lof + Lywy + - -+ + Lyw; + ALyw; + - - - + Ly, f, — UT}2daj}
o A=0
1 /T
_ )1 / / (2w + 2002 dedt +
2 0 0O;
+ % P?(l')Q[Lof + Lywy + -+ + Liw; + ALiW; + -+ + Lpwy, — UT} Liﬁ)\idx}
o A=0

T
0 O; Q

T n
= / / ww;drdt + ozi/ P2 () [(Lof + ZLiwz’> —u”
0 0; Q

=1

T
= / / w;w;drdt 4+ ai/ pi(z) [u(z, T, f,w) —u"] @(T)dz,
o Joi Q

onde

sendo u; solugao de (2.10)). O
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2.2 Controlabilidade Aproximada

Teorema 2.1 Suponhamos que f € L* (O X (O,T)) e que exista um unico equilibrio
de Nash w = {wy,...,w,}, dependendo de f, dado pelas desigualdades . Entao, o
conjunto das solucoes u(x,t,f, wi(f),... ,wn(f)) de , avaliadas no tempo t =T, é
denso em L2(S2).

Demonstracao: A prova sera feita em duas etapas. Inicialmente, encontraremos o
sistema adjunto e o sistema otimizado. Em seguida, provaremos a controlabilidade
aproximada por meio de um argumento de anélise funcional (cf. Teorema [1.5) e

uma propriedade de continuacao tnica (cf. Teorema |1.18]).

Etapa 1 : Suponhamos que exista o equilibrio de Nash wy, ..., w,, dependendo de f,
para os funcionais Ji,...,J, definidos por (2.3). Isto implica que wy,...,w, ¢ a
solugao da equagao de Euler-Lagrange (2.9), condicionado ao sistema linear para-

bolico (2.10). Para obtermos um sistema otimizado, precisamos do sistema adjunto

relacionado a (2.10)).
Para tal, multiplicamos (2.10)); por p; e integramos em 2 x (0,7):

/Q pi(T)a(T)dz — /Q pi(0Y71:(0)dz — /0 ' /Q Pt

, . (2.11)
—/ / Au;p;dxdt = / /pi@iX@id:ﬂdt.
0 Jo 0 Jo
Pela primeira formula de Green, temos
. _ ou;
— | Au;p;dx = | Vu;Vp;dr — p; dl. (2.12)
Q 9] T (9V
Usando novamente a primeira féormula de Green, obtemos
~ ~ __ Op;
Vu;Vp;de = — | w;Ap;de+ [ w; — dI'. (2.13)
Q Q r Ov

Substituindo (2.13) em (2.12)) e em seguida integrando de 0 a T, segue que

T T ap‘
—/ /A@pi da:dt:—/ /@Api dxdt—i—/@ L dUdt
0o Ja 0o Ja s Ov (2.14)

o,
— [ = p, dldt.
/Z ov p
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2.2 Controlabilidade Aproximada

Substituindo (2.14)) em (2.11) e usando (2.10)2 e (2.10))3, resulta que

T T o
/pi(T)ﬂi(T)dx—/ /ﬂip;da:dt—/ /@Api dxdt—/—zpi dUdt
Q 0o Jo 0 Jo s Ov

T
= / / Pil; X o,dxdt.
0 Jo

isto é,

T ~
~ ~ aul

T
= / / il X o,dxdt.
0o Jo

De (2.15)), é natural definirmos o sistema adjunto por

(2.15)

—p; —Ap;=0 em Q,
p; =0 sobre X, (2.16)
pi(x,T) = p?(x)[u(x,T, fiw) — uT(x)] em €.

Como p?(z)[u(z, T, f,w) — ul(z)] € L*), temos que o sistema (2.16) admite
exatamente uma solu¢do na classe p; € L2(0,7; Hj(Q)) N C([0,T]; L*(2)) (vide
Se¢ao [2.4] Teorema [2.3).

A condicao para p;(z,T) em (2.16) ¢ motivada do equilibrio de Nash (2.9).

Agora, substituindo (2.16]) em (2.15]), obtemos

(5. ot fow) @) = [ [ oot

ou seja,

| @iute. 7 fw) = " @)D = / ' | podadt

Multiplicando ambos os membros da expressao acima por «; > 0, temos

ai/gzp?(x)[u(x,T, fow) —ul (2)]|u(T)dx = oci/o /Qpi@x(gidxdt. (2.17)

Agora, notemos que
T T T
/ /Pi@XOidxdt :/ / Pi;Xo, dyds +/ / PilliXo, dvdt
0o Ja 0o Jo, 0 JOo;
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2.2 Controlabilidade Aproximada

isto é,

T T
/ /pi@x(gidxdt:/ / piw;dxdt. (2.18)
0 Q 0 O;

Substituindo (2.9)) e (2.18)) no lado esquerdo e no lado direito de (2.17)), respectiva-

mente, obtemos
T T
0 O; 0 O;

T
0 O;

isto é,

Pelo Lema [1.3.1] segue que

w; = —q;p;  em O; x (0, 7).

Portanto, se w = {wy,...,w,} é um equilibrio de Nash para os funcionais custos
Ji, ..., Jn 0 qual esta associado a equacao (2.4]), entao temos o sistema otimizado

W= Au+ Y apixo, = fxo em  Q,

=1

—p; —Ap; =0 em Q,
(2.19)

u(0) =0, pi(e.T) = (@) [u(a. T f,w) —u'(2)] em €,

u=0, p,=0 sobre X.

Etapa 2 : Suponhamos, no momento, a existéncia de um par {u,p;} solucao de (2.19).

Para simplificar os calculos, assumamos que u’ = 0, pois o sistema ¢é linear (é

suficiente usar um argumento de translagao).

De fato, decompomos a solugao (u, p;) de (2.19) como sendo

u=U+V
(2.20)
onde (U, P;) é solugao do sistema
U'— AU+ aiPixo, = fxo em Q,
i=1
_Pi/ - AR =0 em Q7 (2 21)

V) =0, Pe.T) = p(a) [U(e. T f.w) — U7 (@)] em €,
U=0=PFP, sobre X.
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2.2 Controlabilidade Aproximada

e (V,¢) é solucao do sistema

V/_AV+ZaiinOi:0 em @

=1

—¢;—Ag;=0 em Q,

V(0)=0, ¢z, T)=piz)V(z,T; f,w) em €,

V=0=g¢q; sobre X.

(2.22)

Observemos que a soma dos sistemas (2.21)) e (2.22) nos d4 o sistema otimizado
(2.19). Assim, controlar o sistema (2.19) é equivalente a controlar o sistema ([2.22)),

visto que se V (., T, f, w) (note que V ¢ solugio do sistema (2.22) com V7 (z) = 0)

descreve um conjunto denso em L?(QQ), entdo
w(z, T, fw)=Ulx,T, f,w)+V(z,T, f,w)

com U fixado, também descreve um conjunto denso em L?(12).

Agora, dado £ € L*(2), suponhamos que

(u('vT; f>w(f>)75)L2(Q) = 0> vf € L2(O X (O,T)>

Mostraremos que £ = 0. Esse argumento implica na densidade de u(., T, f, w(f))

em L%(Q) para toda f € L? ((9 x (0, T)) Isto é uma consequéncia do Teorema

Motivados por (2.19), como u’ = 0, consideramos a solu¢ao {¢,1,...,1,} do

sistema adjunto ao sistema ([2.19))

—¢'=Ap=0 em Q,
;= Aty = —aiox0, em  Q,

p(T) =&+ zn:%(T)p? em €, (2.23)

Gi(0)=0 em

=0, ;=0 sobre X.

Multiplicando (2.23); por u e integrando o resultado em Q x (0,7, obtemos

T T
—/ /go’udxdt—/ /Agpudwdt:(). (2.24)
0 Q 0 Q
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2.2 Controlabilidade Aproximada

Fazendo um calculo analogo como em (2.11) — (2.14), de (2.24)) resulta que

_/(2¢(T)U(T)dw+/ng(())u(O)dx—i—/oT/ﬂgpu’d:L’dt—/OT/ngAudxdt:O.

Como u(0) =0 em €, da dltima igualdade acima, segue que

_ /Q o(TYu(T)dx + /0 ' /Q oudxdt — /O ' /Q oAudzdt = 0. (2.25)

/Q P(Tu(T)da = (p(T),u(T)) 1o

Sendo

e como p(T) =&+ Z@Di(T)pf em Q (equagdo (2.23)3), entdo de (2.25), obtemos

n

_(fv U(T))Lz(g) - Z (¢i(T)p?7 U(T))Lz(g) + /0 /QSO (u/ - Au) dzdt = 0.

- (2.26)

Por outro lado, multiplicando (2.23)2 por p;, integrando o resultado em  x (0,7),
notando que ¥;(0) =0em Qe —p; — Ap; =0 em Q x (0,7), obtemos

Z(m() Pi(T)) 20 //Zampzx@dxdt—O (2.27)

Com efeito, temos

[y [ wom©as— [ [ vatasii~ [ [ visptoa
= —/T/aigppi)(@idxdt.
0 Q

Como ¢;(0) = 0 em €2, a Gltima expressdo acima torna-se

T T T
/@/}i(T)pi(T)dx—/ /wip;dxdt—/ /@/JiApidxdt: —/ /aigppix(gida:dt,
Q 0o Jao o Ja 0o Jo

ou seja,
(W(T),pilT)) 1o + / / Vi (P — Api) dedt = / / aippiXo,dxdt,
o

isto é,

(%( ), pi( / /oz,goplx(g dxdt = 0.
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2.2 Controlabilidade Aproximada

Logo,

n

n T
Z (@Di(T%Pi(T))LQ(Q) + ;/O /Qozigopixad:vdt =0.

=1

Como
> / / aippixo,drdt = / / > aippixo,dadt,
i=1 70 JO 0 J25

entao da ultima equacao resulta, que

n

T n
Z (1/)1(T)7pl<T))L2(Q) + /0 /szl OéiQOPiXoidl‘dt =0

=1

e portanto segue (2.27)).
Como uT (z) = 0 segue de (2.19)3 que

pilT) = 2()ulT). (2.25)
Substituindo em (2.27), temos
n T n
; (@Di(T),p?(x)u(T))LQ(Q) +/0 /Qz_; a;ppixo,drdt = 0. (2.29)

Somando ([2.26)) e (2.29)), resulta que

n

- (§7:L§T> )L2(Q) - ZZI (¢Z(T)pz ’ u(T))L2(Q) + /0 /Q ¥ (u/ - Au) dxdl

T n
37 (WD), A (@u(T)) oy + /0 /Q S quppixo, dudt = 0,
=1

i=1
T n

/ / o|u —Au+ ZaiPiX(’)i dxdt = 0.
0 Ja i=1

(. J
'

= fxo

donde

Por ([2.19)1, a expressao acima fica como sendo
T
/ /@ondedtZU, VfeL*(Ox(0,1)).
0o Jo

Notemos que,

T T T
0:/ /goondxdt:/ /gofx(gdxdt—i—/ / o fxodxdt,
o Jo 0o Jo o Jao
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2.3 Existéncia e Unicidade do Equilibrio de Nash

ou seja,
T
//(pfda:dtzo, VfELZ(OX(O,T)),
0o Jo

donde pelo lema de Du Bois Raymond temos:

=0 em O x(0,T).

Pelo Teorema [1.18] segue que

=0 em Qx(0,7). (2.30)

Substituindo (2.30)) em (2.23))2 e de (2.23)4 e (2.23))5 , obtemos
1/};_A¢Z:0 em Qv
Bi0) =0 em 9,

;=0 sobre .

Portanto, pela unicidade de solugoes, concluimos que

;=0 em Qx(0,7). (2.31)

Substituindo (2.30) e (2.31) em ({2.23))3, obtemos
£=0,

e assim pelo Teorema [1.5, o Teorema [2.1] est4 concluido. 0

2.3 Existéncia e Unicidade do Equilibrio de Nash

Consideremos os funcionais custos J; definidos por (2.3) correspondentes a equagao
1.

Inicialmente reescrevemos (2.9)). Para isso consideremos os espagos funcionais

M, = L2(0; x (0,T))

(2.32)
H=Hi X Ho X ... X Hy,,
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2.3 Existéncia e Unicidade do Equilibrio de Nash

e os operadores (resolvente) L; € L(H;, L*()) definido como (vide Sec¢ao

L;w; = u;(T), solugao do problema
u; — Au; = wixo, em Q,

u; =0 sobre X,

u;(0) =0 em €.

(2.33)

Pelo Teorema (vide Apéndice), temos que u; € C°(0,T; H}(2) o que nos garante a

boa defini¢ao do operador L;.
Multiplicando (2.33)); por u; e integrando em €2, obtemos

/u;uidx—/Auiuidx:/wiuiXoidx,
Q Q Q

(uj, w;) + (—Aug, u;) = (wixo,, Ui)-

ou seja,

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz e o fato do operador A ser coercivo na tltima

igualdade acima, segue que

a||ui||§{(}(g) < |wiX(’)¢|L2(Q)|ui|L2(Q) < Blwily,

onde @ > 0 e 3 é a constante de imersao de Hj(Q2) em L*(Q).

De (22.34)), resulta que

[|wi ()] 0) < Clwil,,

ou seja,
sup |[|ui(t)|[ g1 () < Clwily,,
0<t<T
donde
|wilcoo,r;m3 @) < Clwila,
isto é,

[ Liwil | gy ) < Clwily,-

Como H}(Q)) — L*(9), a expressao (2.36) nos conduz a desigualdade

|Liw;|r2(0) < Clwily,,

e assim L; € L(H;; L*(Q)) para todo i =1,...,n.
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2.3 Existéncia e Unicidade do Equilibrio de Nash

Fixado f € L*(O x (0,T)), poderemos escrever
u(z, T, f,w) = 2" (x) + ZLiwi(x,T),
i=1

onde 2T (z) é fixo.

De fato, lembremos que, na definicao de J;, dado em (2.3)), u(x,T, f,w) ¢ a unica
solu¢ao do problema ((2.1)) cujo lado direito é dado por

f(xa t)XO + Z wi('ra t)X01 erl Q
i=1
Portanto, para f € L? (O x (0, T)) fixado, consideramos z € C’O([O, T}, LQ(Q)) como tnica

solucao do problema
Yo Ar=flr,t)xo em Q,

z=0 sobre X, (2.38)

2(x,0) =0 em Q.

Assim, de (2.33) e (2.38), segue que Zuz + 2z é também solucao de 1) Pela

1
unicidade da solugao, a solu¢ao u(x, T, f,w) de (2.1) pode ser escrita como sendo

u(z, t, f,w) = z(x,t, f) + Zui(x,t,w).

i=1

Em t =T, temos

w(z, T, f,w) = z(z,T, f) + Zuz(x, T,w)=2"(z) + ZLiwi(:zr,T) (2.39)

i=1 i=1
conforme queriamos.

De ([2.39) o funcional .J;, dado em ([2.3), pode ser reescrito como sendo

2
1" i -
Ji(f>w17~--7wi7-~-awn):_/ / wfdxdtJrg/p?(x) (ZLz’wﬁzT(w)—uT(fﬁ)) dx
2Jo Jo, 2 Jo Py
17 o — ’
= - w?dxdt—l——i/p?a: Liw; — (u”' () — 27 (2 dx
L 7 [ A L= () = @)

n 2
Pi (Z Lyjw; — 77T(5U)>
i=1

LQ(Q)’

1’ 2 +Oéi
= —|Wj|y. -
9! HH T 9
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2.3 Existéncia e Unicidade do Equilibrio de Nash

onde nT(z) = ul'(z) — 2T ().
Afirmacao: Para cada 1 < ¢ < n, o funcional J; dado em ({2.3) é estritamente

CONvexo.
Com efeito, sejam A € (0,1), w; # w; e u # . Escrevemos

Ji(w) = Ji(w) + Ji(u),

. 1 [T
Ji(w)zé/o /Owizdxdt

~ oy
Ji(u) = |pi(u(T) = u")[72(q)-

Agora para todo i € {1,2,...,n}, vale

onde

N

No\éo\
S—o—o—

N

~

i + (1= Ny dadt
[ (1= )]

7

[Nw? 4+ 2X(1 — Nwad; + (1 — A)*@7 | dadt

[

[Nw] + M1 = Nw] + A1 = N)@;] + (1 — N)*@7 ] dadt

[Mw? + (1= Nw;]|dadt

7

> N = N = N = N

AN
N

I
N

>
<)
S
>

<
—~
S
<
~—
+
—~
[a—
I
>
—
<
—~
&
~
~

ou seja,

Ji(Aw; + (1= Nay) < Mi(w;) + (1 = N)J;(y). (2.40)

Por outro lado, reescrevendo u’ = Au” + (1 — X\)u”, obtemos:

i+ (1= \i) :%/pr[A(u—uT)+(1—A)<a—uT) i
:% Qp?

+(1 = N)?(a — uT)2:| dr

< % QP?{)\2<U — uT)2 T )\<1 _ )\)[(u B uT)2 i (ﬂ B uT)z]
+(1 = \)?(a — uT)Q}dx

= Ai(u) + (1= \)Jy(u),

[A?(u —uT)2 42X (1 — M) (u — uT)(@ — uT)

isto é,

Ji(u A+ (1= Na) < M;(u) + (1 — N J;(u). (2.41)
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2.3 Existéncia e Unicidade do Equilibrio de Nash

Portanto, de (2.40)) e (2.41)), segue a afirmacao.

Assim, pelo teorema, podemos concluir, da afirmacao acima, que a condi¢ao de

minimo para os funcionais J; é satisfeita. Portanto, w = {wy,...,w,} € H é um equi-

librio de Nash para os funcionais J; se, e somente se, a derivada de Gateaux é zero, ou

seja,

=0,
A=0

d .
ajl(f, Wi,y ..., W; + )\wi, Ce ,wn)
isto é,
(wi, @i),,, + 0 (pi (Z Liw; — 77T(37)>PiLi@i)> =0, Ve LX),
=1 L2(Q)
ou equivalentemente,
wi+ il (p? 2 Liwz) = aiLi (P (1)),
i=1
sendo i € {1,...,n}, onde L} € L(L*(Q); H;) ¢ a adjunta de L;.
Mostremos (2.42)) e (2.43)). Temos

0= J,-(f,wl,...,wi+)\@i7...,wn)

A=0

pi (Z Li(w; + Aw;) — 77T(33)>

i=1

EaS{E

1 1%
—|w; + AW |3, + =
2[w+ W3, + 5

A

d . .

A=0

2
LQ(Q)]
+

A=0

a; d & ~ T & ~ T
o (Pi (Z Lyw; + ALjw; —n ) ) Pi (Z Lyw; + AL;w; —n ))

i=1 i=1

+ %2 (Pi <Z Liw; + A\L;w; — 77T> ,PiLi’LE’)

A=0 i=1

N~

>

ou seja,
(wi, @z‘)H. + <Pz’ (Z Liw; — nTvpiLi&J\i)> =0
1=1 L2(9)
e portanto, segue (2.42)).
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2.3 Existéncia e Unicidade do Equilibrio de Nash

Agora, sendo L} a adjunta de L;, de (2.42) temos que

(wm@);{i + oy (przz (Z Liyw; — 77T773¢>> =0
=1

Hi
(wi7 @Z)H + <oziL;k (pf Z Liwi> — oL} (p?nT),@Z) =0
' =1 H;
=1 H,;
Entao,
w; + oy L (pf Z Liwi> — oy L} (p?nT> =0,
i=1
isto é,

wi + ;L (P? > ijj) = a;L; (P?UT)
j=1
e portanto segue ([2.43)).

Para uma melhor formulagao do sistema linear (2.43)), consideramos a notacio

52 {517"'7571}7

com & = o; Lt (p?nT), e consideramos também um operador £ € L(H,#H) definido por

£w com n Componentes
i=1

Entao (2.43) pode ser escrito como

Lw=¢ em H. (2.44)
Portanto, provaremos que a equagao linear (2.44]) tem uma tunica solu¢do w = {wy, ..., w,}

em H para cada £ = {&,...,&,} em H. A solubilidade de (2.44)) sera estabelicida como

aplicagao do teorema de Lax-Milgran com restri¢oes sobre «; e p;.

Teorema 2.2 Suponhamos que o; = o para todo i e que o||p; — pjl|Le@)l|pillLe()
¢ suficientemente pequeno para quaisquer i,j € {1,...,n}. FEntdo £ é um operador
invertivel. Em outras palavras, existe um unico equilibrio de Nash w = {wy, ..., w,}

para J;.
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2.3 Existéncia e Unicidade do Equilibrio de Nash

Demonstracao: Para todo £ € H, motivados nos argumentos mencionados acima, seja

L£eL(H,H),
((Lw)s, w) = (€, w), ] (2.45)
(&w); = w; + o L} <pl2 Z Liwi> _

Provaremos que (2.45) admite uma tnica solu¢do w = {wy, ..., w,} em H para cada

&E={&,..., &} em H, o que implicara na existéncia e unicidade do equilibrio de Nash.
(i) £ ¢ linear, pois o operador oL} (pin”) ¢é linear.
(ii) £ é continuo, visto que o operador aL}(p?n™) é continuo.

(iii) £ é coercivo.

Para isso, dividiremos a prova em duas etapas:

Etapa 1: n=1

Nesse caso, H = H1, a; = a3 e w = w;. Portanto, vale

(Ew,w); = (w1 + a1 L}(p; Liwr), wr)
= (wl,wl)H1 + (alL’{(p?Llwl),wl)
= (wl’wl)H1 + (ozlp?Llwl,Llwl)
= [|lw1|3,, + ailpiLiw:|?
> |[wal[3,
Etapa 2: n > 1

Temos,

(Lw,w) Z |wil3, + Z a; (p, Z Ljw;, piLw; ) ) (2.46)

n
Notemos que E w3,

=1

= Il e

pi Y Ljw; =pi Y Lyw; + Z piLjw; — Z piLjw;
=1 j=1
:Z pJLwJ+ZpJLwJ

7=1

(2.47)
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2.3 Existéncia e Unicidade do Equilibrio de Nash

Suponhamos que «; = «. Portanto, vale que

Zaz(pzZL w]asz wZ>L2(Q = Z (Zp][’ wjasz wz) 12(9)

i=1 ]1

+ Z < Z pj)ijj7 szsz> L2

1 ) (2.48)
=« i Liw;
+a Y ((pi — p) Ljw;, piLliwi) 20
i,j=1

Como L; é continuo e usando as desigualdades de Cauchy-Schwarz e Young na tiltima

expressao de (2.48), segue que

n

@Y (pi = pi) Ljwj, piliw:) 12|

ij=1
<a Y o = pillocllpilloo| Liwil 2oy | Ljw;| 20
ij=1 (2.49)
< max {llpi = psllocllpilloc }C1 D wiln
ij=1
< aCy nax o = pjlloollpilloc HiwllZ-

Dessa forma, de (2.46), (2.48) e (2.49), temos

L2(Q)

i=1 j=1

+ Q Z p] L j Wy, piL; wz)LQ(Q)

= l[wl, + ol ZpiLiwi

L2

(2.50)
> ||w||7-l +a Z pj L w]asz wz)LQ( Q)

i,j=1
2wl — aCy max {lp; — pillscllpillos HlwllF

= (1- a0y max {nm pillsolloillc} ) el

onde C] = max {C;,C;}, G, C; constantes de continuidade de L;, L; respectivamente.
<i,j<n

Suponhamos que  max {1lpi — pjlloollpilloc } seja suficientemente pequeno de tal forma que
<ij<n

K =1-aC max {[lp;i = pjllellpillc} > 0.
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Dai obtemos,

(Ew,w) > K||wl[3,.

Logo, de (i), (ii), (iii), o Teorema de Lax-Milgran nos diz que para cada £ € H' existe
um tnico w € H tal que

Lw = ¢,

isto é, a equacao £w = £ possui unica solucao w € H. O

2.4 Apéndice — Existéncia, Unicidade e Regularidade

de Solucoes

Nesta secao estudaremos a existéncia, unicidade e regularidade da solu¢ao para um

problema associado a equacao do calor.

Problema: Dados ug(x) e h, encontrar uma fungao numérica v : Q x [0,7] — R

satisfazendo
v —Au=h em Q,

u=0 sobre 2, (2.51)

u(.,0) =ug(x) em €.

Seja h = fxo + Z w;Xo,. Vale o seguinte resultado para o problema (2.51)).
i=1

Teorema 2.3 Sejam ug € L*(Q) e h € L*(Q). Entdo o problema (2.51)) possui uma
unica solucao satisfazendo
u € L*(0, T Hy () N C([0, TT; L*());

d

E(u(t),v) + ((u(t),v)) = (h,v) Yo e Hi(Q)) no sentido de D'(0,T); (2.52)

u(.,0) = ug(x) em €.

Demonstracao: Para mostrarmos a existéncia usaremos o método de Faedo-Galerkin

que consiste em trés etapas:
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1. Construcao de solucoes aprorimadas em um espaco de dimensao finita,
2. Obtencao de estimativas a priori para as solucoes aprorimadas;

3. Passagem ao limite das solucoes aproxrimadas.
e Existéncia

Solugoes Aproximadas

Como Hi(Q) € separdvel, entdo existe uma base Hilbertiana {w;}jen formada por
vetores de H} (). Seja Vi, = [wy, ..., wy,] o subespago gerado pelos m primeiros vetores

dessa base. Consideremos o sequinte problema aproximado

n(t) = 3 gyt

(ul,,v) + ((um,v)) = (h,v), Yv € Vp,
U (0) = ugm —> ug em  L*(Q).

(2.53)

Notemos que a convergéncia (2.53))3 faz sentido pela densidade de V,,, em L*()). Por

simplicidade, consideremos a base {w;}jen ortogonal em H(QY) e ortonormal em L*(Q).

Mostremos que para cada m € N fizado, o sistema (2.53|) tem solugao no intervalo
0,t,,] com t,, <T. De fato, seja ugy, = Zajo,n(t)wj e u,(0) = Zgjm(())wj. Fazendo
j=1 j=1
v =w; em (2.53)2, obtemos
(U wy) + ((m, wy)) = (b, wy),
ou seja,

(Z Gim (w5, 0;5) + (U, w5)) = (b, w;).

Pela linearidade do produto interno, resulta que

G () = = ((um, w;)) + (h, wy).

Assim, temos
Gim = —((tm, w;)) + (b, wy),

2.54
gim(0) = ajom. 220
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Fizando m e denotando
Z = (Zla"'azm) = (glm>"'agmm) €
20 = (@10ms - - - ; Amom)
entao o sistema (2.54) pode ser reescrito como sendo
72 =F(t z
(t,2) (2.55)
2(0) = 2,

onde F(t,z) = (Fi(t,z),..., Fn(t, 2)) com

Fz‘(t? Z) - _(<umj7 wj)) + (h7 wj)'

Mostremos que o sistema (2.55)) estd nas condicoes de Carathéodory. Com efeito, seja
D =10,T] x B, onde B={z¢€ R" | |z| <b} comb>0 ez € B. Fizado z, o termo
((tm,,w;)) nao depende de t e como h € L*(Q) implica que F(t,z) é mensurdvel para
cada t € [0,T], com z fizo e j =1,...,m. Agora, fitado t o termo (h,w;) nao depende

de z e a aplicacao

2= (21, ,2m) = No(2) = szwj
j=1
€ continua, visto que
Aoy = 11D zwjllaey < Qw720 1212 = Clzlen.
j=1 j=1 j=1
Também temos que a aplicacao,
2 € [wy,...,wn| = A(2) = ((Un,, w;))

€ continua, pois o operador —/A € continuo em seus espagos apropriados. Logo a aplicag¢ao
AioAy: R — R
z = ((um, wy))
€ continua para todo j = 1,...,m et fitado. Assim, como z varia em B existe uma

constante kg > 0 tal que |(—Azy,w;)| < k. Logo, seque que:

|5t 2)| < | ((ums wi))| + | (hy wy)] < kg + |(hw;)| = my(t),
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onde m;(t) € integrdvel, donde F;(t,z) € integrdvel em [0,T]. Portanto pelo coroldrio
(1.3), o sistema possui solugao em [0,t,,], com t,, < T, e pelo coroldrio (1.4]) essa solugao
pode ser estendida a todo intervalo [0,T] como consequéncia da estimativa a priori que

faremos a sequir.

Estimativa Tomando v = u,, € V,,, em (2.53))2, seque que

(s ) + (U, wm)) = (hy ),
ou seja,

1d

5 7|t F Ml = (B, ).

Integrando de 0 a t, temos

tl d t t
/0§£|um|2ds+/0 ||um||2ds:/0(h,um)ds, (2.56)

0 que nos dd
1 K ! 1
ln@F + [ lnlPds = [ (hown)ds + Sfun(O)P
Utilizando as Desigualdades de Cauchy-Schwarz e Young, seque que
t t 1 t 1 t
[ 10 wnsplds < [ pllun(lds < 5 [ b)Pds+ 5 [ un(s)Ps.
0 0 2 Jo 2 Jo
Substituindo a ultima desigualdade em (2.56)), obtemos
1 2 ' 2 e 2 L[ 2 1 2
Slum@F + [ lunllPds < 5 [ h(s)]Pds + 5 | |um(s)[ds + S|un(0)]".  (2.57)
2 ; 2 J, 2 J, 2
Como upm(0) = ugym —> ug em  L*(Q) e h € L*(0,T; L*(R2)), de (2.57), resulta que
1 t t
§|um(t)|2 +/ |t ||Pds < K+/ | (5)2ds, (2.58)
0 0
onde K > 0 independe de m. Aplicando o lema de Gronwall em (2.58), obtemos
1 t
§|um(t)|2 —I—/ | ||?ds < C, (2.59)
0

onde C' > 0 independe de m. Portanto, pelo coroldrio (1.4), podemos estender a solugdo

para todo o intervalo [0, T].

Passagem ao limite Por (2.59)), seque que

() € limitada em L>(0,T; L*(Q)), (2.60)
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() € limitada em L*(0,T; Hy(S2)). (2.61)

De (2.60), (2.61) e o Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki, podemos deduzir que

eriste uma subsequéncia de u,,(t), ainda denotada do mesmo modo, tal que
U —u em L(0,T; L*()), (2.62)

Uy —u em L*(0,T; Hy(Q)). (2.63)
Multiplicando (2.53)2 por 6(t) € D(0,T) e integrando de 0 a T, temos

/0 %(um,v)e(t)dtJr/o ((um,v))é(t)dt:/o (h(t), v)0(t)dt.

Integrando por partes na primeira integral na iltima expressao acima, resulta que

(s (), )0 ()| — /0 (upm, 0)0 (1)t + /O (1, 0))O(8)dt = /0 (h(t), 0)0(1)dt,

0 que nos leva a

—/OT<um,v)9'(t>dt+/OT((um,v))e(t)dt:/OT(h(t),v)e(t)dt, Vo e HI(Q), (2.64)

uma vez que Vy, € denso em H}(Q).
Passando o limite com m — oo em (2.64) e utilizando as convergéncias (2.62) e
(2.63), resulta que

_ /0 (u, v)0 (1)t + /0 (u,0))0(t)dt = /0 (h(t), 0)0(1)dt,

donde

—((u(t),0),00)) + (((u(t).v)). 6(1)) = ((h(),),6())

D’(0,T),D(0,T) D’(0,T),D(0,T) D’(O,T),D(O,T)7

ou seja,

<%(u(t),v) + ((u(t),v)) — (h(t),v),0(t) =0, Yve Hy(Q), V0eDO,T),

>D’(O,T),D(0,T)

15t0 €,
d
dt
no sentido de D'(0,T).

(uw(t),v) + ((u(t),v)) = (h(t),v), Vv e Hi(Q) (2.65)
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Condigoes iniciais
o u(0) =ug

Para as condicoes iniciais devemos encontrar o espaco ao qual u' pertence para que possa-
mos garantir que u estd definida em t = 0 (vide Teorema . Com efeito, mostraremos
que v’ € L*(0,T; H1(Q)), para concluirmos que u € C°([0,T]; H1()).
De fato, em particular, tomando v € D(QY), entao de (2.65)), seque que
<u’(t),v> - <Au,v> = <h(t),v> ,
D'(),D(Q) D'(),D(Q2) D'(2),D(2)
no sentido de D'(0,T), ou seja,
() — A —ht,> —0, Voe D(Q),
(v = du—n(t)o) ve D)
no sentido de D'(0,T).
Pelo Lema|l.3.1} resulta que

W —Au=h em D(Q). (2.66)
Como —A € LIH}Q),H () eu € L*(0,T; H}(R)), seque que
—Au € L*(0,T; HY(Q)). (2.67)
De (2.66), e como L*(Q) — H~Y(Q), temos que
W = b+ Au € L2(0,T; LA(Q)) + L2(0, T: H-1(Q)) — L2(0,T; H-1(Q)).

Agora, como u € L*(0,T; HY(Q)) e v’ € L*0,T; H'(Q)), entio pelo Teorema [1.14]
concluimos que u € C°((0,T); H*()), e portanto faz sentido calcularmos u em t = 0.

De , notemos que
/T(um(t), w(t))dt — /T(u(t),w(t))dt, Yw € L*(0,T; L*(9). (2.68)

Em particular, a convergéncia em (2.68)) € vdlida para w(t) = v(t)0(t), onde § € C*([0,T])
e v € HY(Q). Desta maneira, podemos reescrever (2.68) como sendo

/OT(um(t),v)Q(t)dt — /OT(u(t),v)H(t)dt, Yo e HY(Q) e 6 € ([0, 1)),
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com 6(0) =1 e O(T) = 0. Portanto,

T d T d
/ — (um(t),0)0(t)dt — / —(u(t),v)0(t)dt (2.69)
. di . di
Integrando por partes em (2.69), resulta que
T T
—/ (U (t), )8 ()dt + (um(t), 0)0(1)]5 — —/ (u(t), )0 (t)dt + (u(t), v)0(H)]5
0 0
15to €,
T T
~n(0).0) = [ (008 (0 > ~(0),0) = [ (wle) 0@t 270
0 0
De (2.63)), a sequinte convergéncia € vdlida
T T
/ (um (t), )0 (t)dt —>/ (u(t),v)0 (t)dt, Vv e Hy() e VO € C([0,T)),
0 0
e assim de (2.70)), temos que
(um(0),v) — (u(0),v), Vv e Hi (). (2.71)
Como u,(0) — ug em L2() e como HL(Q) — L*(Q), seque que
(Um(0),v) — (ug,v), Yv € L*(Q). (2.72)
Assim, de (2.71)), (2.72) e pela unicidade do limite, concluimos que
(u(O),v) = (u07U)7 Vo € LQ(Q)7

donde resulta que u(0) = uy.

Unicidade

Suponhamos que u e U sejam solugées do problema (2.51)). Seja w = u — 4. Entao
temos que w € L*(0,T; H}(Q)), w' € L*(0,T; H () e satisfaz o sistema

w—Aw=0 em Q,
w=0 sobre X, (2.73)

w(0)=0 em €.

Mostraremos que w = 0.
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Com efeito, multiplicando (2.73))y por w e integrando em Q, obtemos
/ w(s)w'(s)ds — / Aw(s)w(s)ds = 0
Q Q
Agora, notemos que:
f(s)ds — 4 / 205 — = L 1(s)?
/Qw(s)w (s)ds = 2ds ), lw(s)|*ds = stlw(s)] :

De (2.73))s, temos que

_/QAw(sm(s)ds:/va<s)w(s)ds=/Q|Vw(s)!2ds= [|w(s)]|*.

Substituindo (2.75)) e (2.76]) em (2.74]) e integrando de 0 a t, seque que

1 ! d 2 ! 2
- — W\ S d8+/ w\Ss dS—O,

ou seja,
1 t
Sle®F + [ Iu)Fds =o,
0

donde resuta que w = 0, e por consequinte u = U, conforme queriamos.

(2.74)

(2.75)

(2.76)

U

Teorema 2.4 Sejam uyg € H}(Q)NHZ(Q) e h € L*(Q). Entdo o problema (2.51)) possui

uma unica solugao satisfazendo
we LX0,T; Hy(2) N H§(Q)) N ([0, T1; Hy(2))
d

u(.,0) =up(x) em S

E(u(t),v) + ((u(t),v)) = (h,v) Vve H(Q) no sentido de D'(0,T);

(2.77)

Demonstracao: A demonstracao € feita de modo andlogo ao que foi demonstrado no

teorema

2.5 Consideracgoes Finais

Em se tratando de dominios ilimitados, existem problemas interessantes que podemos

tratar de maneira similar ao que foi feito nesse trabalho ou estuda-los em outro contexto.

e Sistema Paraboélico Geral Linear
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Usando as técnicas desenvolvidas em [5], é possivel estender os resultados obtidos aqui

para o seguinte sistema

u' — Au+a(z, t)u+ bz, t)Vu = fxo + zn:wix(gi em RY x (0,7),
i=1 (2.78)
u(z,0) =0 em RY,
onde a(z,t) € L*(RY x (0,7)) e b(z,t) € L= (RN x (O,T))N.
Vale ressaltar que devido a falta de compacidade de imersoes de Sobolev em RY,
para superar as dificuldades encontradas, os autores em [13] trabalham com espagos de

Sobolev com peso de Escobedo e Kavian para resolver o sistema (2.78|).
e Operador Fortemente Eliptico

Para dominios limitados, os resultados obtidos nesse trabalho podem ser estendidos para

o operador fortemente eliptico
A HNQ) — H Q)

dado por
"9 Op - Op
A== 3 gy lanle)g, )+ D b@g, +a(e (2.79)
Notemos que quando ag(x) = 0, b;(z) = 0 e i = j, entdo o operador dado em ([2.79)

torna-se

e Alguns Resultados Numéricos - Computacionais

Resultados numéricos e computacionais fogem da abordagem e objetivo do presente
trabalho, mas sao muito importantes para melhor visualizagao e aplicagao da teoria até
aqui desenvolvida.

Alguns resultados numéricos-computacionais associados a problemas de controle hie-
rarquico multiobjetivo para a equagao do calor sdo desenvolvidos em [4] e [24].

Em [4], os autores apresentam resultados numeéricos associado ao controle hierdrquico
multiobjetivo para a equacao do calor fazendo uso da estratégia de Stackelberg-Nash.

Por outro lado, em [24], os autores apresentam solu¢do numérica de problemas de

controle multiobjetivo associado a estratégia do equilibrio de Nash.
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