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Resumo

Nessa dissertação estudamos o problema de otimização multiobjetivo para encontrar os

pontos Pareto-cŕıticos de uma função vetorial. Nosso trabalho se baseia em Bento et al.

(SIAM J. Optim., (2018),pp 1104-1120), que por sua vez faz uma extensão do Método do

Ponto Proximal considerado por Bonnel et al. (SIAM J. Optim., (2005),pp. 953-970) no

sentido de que substitúımos funções convexas por localmente Lispchitz. Destaca-se como

o grande diferencial desse trabalho a não utilização de técnicas de escalarização para re-

solver o referido problema, para isso utilizamos as condições de otimalidade feitas por

Minami (J. Optim. Theory Appl., 41 (1983), pp.451-461) em substituição as condições

de primeira ordem para problemas de escalarização.

Palavras-Chave: Método do Ponto Proximal, Otimização Multiobjetivo, Funções Lo-

calmente Lipschitz.
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Abstract

In this work, we study the multiobjective optimization problem of finding Pareto critical

points of a vector-valued function. Our work is based on Bento et al. (SIAM J. Optim.,

(2018),pp 1104-1120),which in turn extension of the Proximal Point Method considered

by Bonnel et al. (SIAM J. Optim., (2005),pp. 953-970) is proposed in the sense of con-

sidering locally Lipschitz functions instead of convex functions. It is worth to mention

that this work does not use any scalarization technique to solve the problem. Therefore,

we use an optimality condition proposed by Minami (J. Optim. Theory Appl., 41(1983),

pp.451-461) instead of the first order optimality condition of the scalarized problem.

Keywords:Proximal Point Method, Multiobjective Optimization, Locally Lipschitz Func-

tion.
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Introdução

Em otimização de um modo geral, estamos sempre buscando resolver o problema de

encontrar quando posśıvel o ponto que minimiza uma dada função f. Tal tarefa pode

se tornar bastante dificultosa ou até mesmo imposśıvel uma vez que está intimamente

relacionada com as caracteŕısticas de f. Em se tratando de otimização vetorial, o pro-

blema anteriormente mencionado ganha novas peculiaridades, uma vez que minimizar

uma função F : Rn → Rm teoricamente seria minimizar cada uma das m-funções es-

calares f1 : Rn → R, ..., fm : Rn → R. Devido a dificuldade de resolver um problema

dessa natureza Vilfredo Paredo (1848-1923) desenvolveu a ideia de ponto Pareto, segundo

a qual x∗ é um ponto Pareto para uma dada função F : Rn → Rm quando não existir

y ∈ Rn de modo que F(y) � F(x∗), ou seja, em pelo menos uma das funções coordenadas

de F vale que fi(y) > fi(x
∗) i ∈ {1, ...,m}. Assim, conclui-se que estamos em busca não

de um ponto que minimize todas as funções coordenadas de F, mas que seja um ponto

de equiĺıbrio em relação as funções coordenadas. Essa dissertação tem como referência

o trabalho de Bento et al. em [2], onde é feita uma extensão do trabalho de Bonnel et

al. em [4], diferenciando-se desse em alguns aspectos. No trabalho desenvolvido em [4],

a função objetivo é assumidamente convexa e utiliza-se a técnica de escalarização, onde

para encontrar o ponto ótimo Pareto de F, encontramos o minimizador para a função es-

calar ψ(F(·)), para alguma função escalar ψ. Esse minimizador possui um correspondente

no problema vetorial, onde tal propriedade se verifica desde que F seja convexa. Outros

trabalhos que usaram da técnica utilizada em [4] podem ser encontrados em [5, 17]. Por

sua vez, o trabalho realizado em [2] não utiliza técnicas de escalarização, fazendo uso das

condições de otimalidade propostas por Minami em [16] em substituição as condições de

primeira ordem para problemas de escalarização.

Nesse contexto, o trabalho se divide em cinco caṕıtulos, onde no Caṕıtulo 1 apresenta-

mos inicialmente alguns elementos básicos referentes à Análise no espaço Rn e Análise

1



Sumário 2

Convexa necessários para a compreensão da teoria a ser desenvolvida no transcorrer dos

caṕıtulos seguintes. No Caṕıtulo 2 fazemos um breve comentário acerca da ordenação,

de um modo especial em Rm+ , estendemos ainda os conceitos já mencionados anterior-

mente para funções escalares, agora para funções vetoriais, bem como alguns resultados

importantes, entre eles destacamos o resultado de [16] que trata da condição necessária

para que um ponto seja um ponto ótimo Pareto para uma função vetorial F : Rn → Rm

em um problema de Otimização Multiobjetivo. No Caṕıtulo 3 introduzimos algumas de-

finições necessárias ao desenvolvimento da teoria e que são utilizadas no transcorrer do

caṕıtulo. Além disso, definimos o Algoritmo do Ponto Proximal Multiobjetivo e prova-

mos sua boa definição, bem como alguns resultados. No Caṕıtulo 4 fazemos uma análise

da convergência do Algoritmo acerca das hipóteses de F ser localmente Lipschitz e pos-

teriormente quase-convexa. Finalmente no Caṕıtulo 5 fazemos uma análise do trabalho

desenvolvido no transcorrer da dissertação e também uma menção a futuros trabalhos a

serem desenvolvidos.



Caṕıtulo 1

Preliminares

No decorrer desse caṕıtulo, enunciaremos uma série de definições e resultados que darão

suporte a teoria e as demonstrações que serão desenvolvidas posteriormente. Iniciamos

falando um pouco sobre o espaço Rn, bem como alguns tópicos de sua Topologia. Em

seguida abordamos alguns resultados de Análise Convexa, os quais serão de fundamental

importância durante esse trabalho. As demonstrações desse caṕıtulo serão apenas referen-

ciadas, uma vez que são resultados considerados clássicos e com o qual o leitor certamente

está familiarizado.

1.1 O espaço Rn

Nesta seção faremos um breve comentário sobre o espaço Rn, e alguns resultados a ele

pertinentes. Esperamos que o leitor já tenha uma certa familiaridade com alguns conceitos

relacionados a análise, de modo a tornar a leitura dessa seção mais confortável e natural.

Os resultados abordados nesta seção são baseados em [13], o qual pode ser consultado

pelo leitor caso necessário.

Nesse trabalho utilizaremos os vetores do espaço Rn como vetor(coluna), de modo que

x> = (x1, ..., xn), com cada xi ∈ R.

Definição 1. Um produto interno em Rn é uma aplicação que faz corresponder a cada par

x,y ∈ Rn um número real, indicado por 〈x,y〉 de modo que, para quaisquer x,y, z ∈ Rn

e α ∈ R se tenham :

i) 〈x,y〉 = 〈y, x〉;

3
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ii) 〈x+ z,y〉 = 〈x,y〉+ 〈z,y〉 ;

iii) 〈αx,y〉 = α〈x,y〉 = 〈x,αy〉;

iv) x 6= 0⇒ 〈x, x〉 > 0.

Um exemplo de produto interno em Rn é o produto interno canônico, que é dado por:

x>y := 〈x,y〉 = x1y1 + ... + xnyn,

onde x> = (x1, ..., xn) e y =


y1
...

yn

.

A menos que seja mencionado o contrário, esse será o produto interno que faremos uso

no decorrer dessa dissertação.

Através do produto interno definido anteriormente, podemos definir a norma euclidi-

ana de um vetor x ∈ Rn, como: ||x|| =
√
x21 + · · ·+ x2n. O número ‖x‖ chama-se a norma

euclidiana do vetor x, e essa goza das seguintes propriedades:

a) ‖x+ y‖ 6 ‖x‖+ ‖y‖, ∀x,y ∈ Rn(desigualdade triangular);

b) ‖αx‖ = |α|.‖x‖ ∀x ∈ Rn e ∀α ∈ R;

c) x 6= 0⇒ ‖x‖ > 0 ∀x ∈ Rn.

Uma vez definida, a norma euclidiana nos trás alguns conceitos a ela relacionados, tais

como bola aberta, bola fechada, esfera e distância. Os quais formalizaremos a seguir:

Definição 2. Seja a ∈ Rn e r > 0 um número real, definimos:

a) Bola Aberta: Conjunto dos pontos x ∈ Rn tais que ‖x− a‖ < r;

b) Bola Fechada: Conjunto dos pontos x ∈ Rn tais que ‖x− a‖ 6 r;

c) Esfera: Conjunto dos pontos x ∈ Rn tais que ‖x− a‖ = r.

Usaremos as notações Br(a), Br[a] e Sr(a) para representar respectivamente a Bola

Aberta, Bola Fechada e Esfera de centro a e raio r.

Definição 3. Denotamos a função distância d : Rn → R de um ponto x ∈ Rn para um

certo conjunto C ⊂ Rn como sendo

dC(x) := inf{‖x− c‖ : c ∈ C}.
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A seguir falamos um pouco a respeito de sequências no espaço Rn, bem como alguns

resultados a elas relacionados.

Definição 4. Uma sequência em Rn é uma aplicação x : N → Rn, onde o valor que

essa aplicação assume no número k é indicado como xk e chama-se o k-ésimo termo

da sequência. Usaremos as notações {xk} ou {xk}k∈N para indicar uma sequência cujo o

k-ésimo termo é xk ∈ Rn.

Exemplo 1. {xk} ∈ R2 onde, (xk)> =

(
(−1)k+1 +

1

k+ 1
,

1

k3

)
Definição 5. Definimos uma subsequência de {xk} como sendo uma restrição da sequência

a um subconjunto infinito N1 = {k1 < k2 < · · ·kj < · · · } ⊂ N e usaremos as seguintes

notações em sua representação: {xk}k∈N1 ou ainda {xki}i∈N.

Exemplo 2. Do Exemplo 1 temos que se olharmos para os termos cujo ı́ndice é par, obte-

mos a subsequência (x2k)> =

(
−1 +

1

2k+ 1
,

1

(2k)3

)
. Analogamente, ao tomarmos os ele-

mentos cujo o ı́ndice é impar obtemos a subsequência (x2k+1)> =

(
1 +

1

2(k+ 1)
,

1

(k+ 1)3

)
.

Definição 6. Dizemos que uma sequência {xk} é limitada quando existe uma constante

real M > 0 tal que ‖xk‖ 6M ∀k ∈ N.

Exemplo 3. Dada a sequência {xk} ∈ R2 definida por (xk)> =

(
(−1)k,

1

k

)
. Como

‖xk‖ 6 2, conclui-se que tal sequência é limitada.

Definição 7. Diz-se que o ponto a ∈ Rn é limite da sequência de pontos {xk} ∈ Rn

quando, para todo ε > 0 dado, existe k0 ∈ N tal que k > k0 ⇒ ‖xk − a‖ < ε. Neste caso,

diz-se também que {xk} converge para a ou tende para a e escreve-se limk→∞ xk = a ou

simplesmente xk → a.

Quando o limite acima mencionado existe, dizemos que a sequência {xk} é convergente.

Caso contrário, dizemos que a sequência é divergente.

Definição 8. Dizemos que o ponto a é um valor de aderência para a sequência {xk} se

existe alguma subsequência de {xk} que converge para a.

Observação 1. A sequência dada no Exemplo 3 não é convergente, uma vez que mesmo

sendo limitada, duas de suas subsequências possuem limites distintos e consequentemente

dois valores de aderência. A saber {(1, 0)>(−1, 0)>}.
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Um fato a ser observado é que uma sequência {xk} em Rn equivale a n sequências de

números reais. Assim para cada k ∈ N podemos escrever (xk)> = (xk1, ..., xkn) em que

cada sequência xki é uma sequência de números reais. Usando desse racioćınio podemos

enunciar o seguinte teorema.

Teorema 1. Uma sequência {xk} ∈ Rn converge para um ponto a> = (a1, ...,an) se, e

somente se,para cada i = 1, ...,n tem-se limk→∞ xki = ai, ou seja, cada coordenada de

xk converge para a coordenada correspondente de a.

Demonstração. Para a demonstração ver [13] pág. 16.

Teorema 2. (Bolzano-Weierstrass) Toda sequência limitada em Rn possui uma sub-

sequência convergente.

Demonstração. Para a demonstração ver [13] pág. 17.

Definição 9. Um ponto a ∈ Rn é um ponto de acumulação para o conjunto X ⊂ Rn se

existe uma sequência de pontos {xk} ∈ X com limk→∞ xk = a e xk 6= a ∀k ∈ N.

Uma vez abordados os principais conceitos relacionados a sequências em Rn, apre-

sentamos a definição de continuidade para uma função definida em um subconjunto do

espaço Rn. Em seguida traremos um resultado que relaciona continuidade e sequências.

Definição 10. Seja X ⊂ Rn um conjunto não-vazio, dizemos que a função f : X→ Rm é

cont́ınua no ponto a, quando para qualquer ε > 0 dado, se pode obter δ > 0 de modo que

todo ponto de x ∈ X cuja distância para o ponto a seja menor que δ seja transformado

por f num ponto f(x) cuja distância para o ponto f(a) é menor que ε.

Simbolicamente: Dado ε > 0,∃δ > 0 tal que ‖x− a‖Rn < δ⇒ ‖f(x) − f(a)‖Rm < ε.

Teorema 3. Uma aplicação f : X → Rm com X ⊂ Rn é cont́ınua no ponto a ∈ X

se, e somente se, para cada sequência de pontos {xk} ∈ X com limk→∞ xk = a, tem-se

limk→∞ f(xk) = f(a).
Demonstração. Para a demonstração ver [13] pág. 27.
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1.2 Elementos de Análise Convexa

Nesta seção abordaremos algumas definições e resultados relacionados à área de Análise

Convexa que faremos uso no decorrer desse trabalho. Grande parte dos resultados aqui

mencionados são baseados em [12] e em alguns artigos, cujas referências poderão ser

encontradas nas Referências Bibliográficas.

Definição 11. Um conjunto D ⊂ Rn é chamado convexo se para quaisquer x,y ∈ D e

α ∈ [0, 1], tem-se que αx+ (1 − α)y ∈ D.

Nas imagens acima, temos respectivamente um conjunto convexo e um não-convexo.

O ponto αx+(1−α)y, onde α ∈ [0, 1] é uma combinação convexa de x,y (com parâmetro

α). O espaço Rn, e um conjunto que contém um único ponto são trivialmente convexos.

Exemplo 4. A bola Br(a) em Rn é um conjunto convexo.

Com efeito, seja B = Br(a) a bola aberta de centro a e raio r > 0. Se x,y,∈ B então

‖x− a‖ < r e ‖y− a‖ < r. Para qualquer t ∈ [0, 1], temos:

‖(1 − t)x+ ty− a‖ = ‖(1 − t)x+ ty− ta+ ta− a‖

= ‖(1 − t)(x− a) + t(y− a)‖

6 (1 − t)‖x− a‖+ t‖y− a‖ < r.

Exemplo 5. A esfera Sr(0) não é um conjunto convexo.

Com efeito, denotando S = Sr(0) devemos provar que para quaisquer x,y ∈ S, com

x 6= y o ponto (1−t)x+ty, 6∈ S com t ∈ (0, 1). Suponha por absurdo que (1−t)x+ty ∈ S,
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dáı tem-se que

‖(1 − t)x+ ty‖ = r ⇔ ‖(1 − t)x+ ty‖2 = r2

⇔ 〈(1 − t)x+ ty, (1 − t)x+ ty〉 = r2

⇔ (1 − t)2‖x‖2 + 2t(1 − t)〈x,y〉+ t2y2 = r2

⇔ (1 − 2t+ t2)r2 + 2t(1 − t)〈x,y〉+ t2r2 = r2

⇔ r2 − 2tr2 + t2r2 + 2t(1 − t)〈x,y〉+ t2r2 = r2

⇔ −2tr2 + 2t2r2 + 2t(1 − t)〈x,y〉 = 0

⇔ −tr2 + t2r2 + t(1 − t)〈x,y〉 = 0

⇔ −r2t(1 − t) + t(1 − t)〈x,y〉 = 0

⇔ t(1 − t)
(
〈x,y〉− r2

)
= 0.

Uma vez que t(1− t) 6= 0, tem-se que 〈x,y〉− r2 = 0 e consequentemente 〈x,y〉 = r2. Tal

igualdade ocorre somente se y = x, e isso contradiz nossa hipótese inicial .

A seguir apresentamos algumas propriedades a cerca de conjuntos convexos. As provas

de tais propriedades serão apenas referenciadas.

Proposição 1. Sejam Di ⊂ Rn, i ∈ I, conjuntos convexos, onde I é um conjunto

qualquer não necessariamente finito. Então a interseção D = ∩i∈IDi também é um

conjunto convexo.

Demonstração. Para uma demonstração ver [12] pág. 82.

Proposição 2. Seja D ⊂ Rn um conjunto convexo. Então cl(D) e int(D), onde clD e

int(D) representam respectivamente o fecho e o interior topológico de D, são conjuntos

convexos.

Demonstração. Para uma demonstração ver [12] pág. 83.

Definição 12. Se D ⊂ Rn é um conjunto convexo, diz-se que a função f : D → R é

convexa em D quando para quaisquer x,y ∈ D e α ∈ [0, 1], tem-se que

f(αx+ (1 − α)y) 6 αf(x) + (1 − α)f(y).

A função diz-se estritamente convexa quando a desigualdade acima é estrita para todos

x 6= y e α ∈ (0, 1).
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Exemplo 6. f : Rn → R, f(x) = ‖x‖2 é convexa.

De fato, queremos mostrar para quaisquer x,y ∈ Rn e qualquer t ∈ [0, 1] tem-se

f(tx+ (1 − t)y) 6 tf(x) + (1 − t)f(y),

ou seja,

‖tx+ (1 − t)y‖2 6 t‖x‖2 + (1 − t)‖y‖2.

Para tal, ao desenvolvermos o quadrado da soma temos :

‖tx+ (1 − t)y‖2 = t2‖x‖2 + 2t(1 − t)〈x,y〉+ (1 − t)2‖y‖2.

Lembremos que 2〈x,y〉 6 ‖x‖2 + ‖y‖2, e usando esse fato na equação anterior, temos

t2‖x‖2 + 2t(1 − t)〈x,y〉+ (1 − t)2‖y‖2 6 t2‖x‖2 + t(1 − t)(‖x‖2 + ‖y‖2) + (1 − t)2‖y‖2

= t2‖x‖2 + t‖x‖2 + t‖y‖2 − t2‖x‖2 − t2‖y‖2 + ‖y‖2 − 2t‖y‖2 + t2‖y‖2.

Fazendo as devidas simplificações e cancelamentos, temos que

‖tx+ (1 − t)y‖2 6 t‖x‖2 + (1 − t)‖y‖2.

Definição 13. O eṕıgrafo da função f : D→ R é o conjunto

Ef = {(x, c) ∈ D| f(x) 6 c}.

A relação entre a convexidade de f e seu eṕıgrafo é dada pelo seguinte teorema.

Teorema 4. Seja D ⊂ Rn um conjunto convexo. Uma função f : D → R é convexa em

D se, e somente se, o eṕıgrafo de f é um conjunto convexo em Rn × R.

Demonstração. Para uma demonstração ver [12] pág. 78.

Definição 14. Dizemos que v̄ ∈ [−∞,+∞) definido por

v̄ = inf
x∈D

f(x),

é o valor ótimo do problema de minimizar f restrita ao conjunto D.

Definição 15. Seja D ⊂ Rn um conjunto não-vazio e f : D→ R. Dizemos que um ponto

x̄ ∈ D é:
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a) Minimizador Global de f em D se

f(x̄) 6 f(x) ∀x ∈ D;

b) Minimizador Local de f em D se existe uma vizinhança V de x̄ tal que

f(x̄) 6 f(x) ∀x ∈ V ∩D.

Observação 2. Se x̄ é minimizador global (respectivamente local) para a função f em D,

então f(x̄) é chamado valor ótimo global (respectivamente local).

Perceba que o problema de minimizar uma função pode ter várias soluções (globais),

isto é, vários minimizadores (globais). Porém cada problema apresenta apenas um único

valor ótimo.

Dizemos que

min f(x) sujeito a x ∈ D

é um problema de minimização convexo quando D ⊂ Rn é um conjunto convexo e a

função f : D→ R é convexa em D.

A seguir apresentamos um teorema de grande importância em análise convexa, uma vez

que relaciona mı́nimos globais com a convexidade de uma função.

Teorema 5. Sejam D ⊂ Rn um conjunto convexo e f : D→ R uma função convexa em

D. Então todo minimizador local de f em D é um minimizador global. Além disso, o

conjunto dos minimizadores é convexo. Se f é estritamente convexa, não pode haver mais

de um minimizador.

Demonstração. Para uma demonstração ver [12] pág. 79.

Definição 16. Dados xi ∈ Rn,αi ∈ [0, 1], i = 1, ...,p, tais que
∑p
i=1 αi = 1, o ponto∑p

i=1 αix
i chama-se combinação convexa de pontos xi ∈ Rn com parâmetros αi, i =

1, ...,p.

A seguir apresentamos um resultado que nos dá uma nova caracterização para con-

juntos convexos.

Teorema 6. Um conjunto D ⊂ Rn é convexo se, e somente se, para quaisquer p ∈ N, xi ∈

D e αi ∈ [0, 1], i = 1, ...,p, tais que
∑p
i=1 αi = 1, a combinação convexa

∑p
i=1 αix

i ∈ D.
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Demonstração. Para uma demonstração ver [12] pág. 85.

Definição 17. Seja D ⊂ Rn um conjunto qualquer. O fecho convexo de D, denotado

por convD, é o menor conjunto convexo em Rn que contém D(ou, equivalentemente, a

interseção de todos os conjuntos convexos em Rn que contêm D).

Observação 3. Note que convD é um conjunto convexo para qualquer D ⊂ Rn, e se, D

é convexo então convD = D.

Proposição 3. Seja D ⊂ Rn um conjunto qualquer. O fecho convexo de D é o conjunto

de todas as combinações convexas de pontos de D.

Demonstração. Para uma demonstração ver [12] pág. 91.

Definição 18. Um conjunto K ⊂ Rn chama-se cone quando

d ∈ K⇒ td ∈ K ∀t ∈ R+.

Perceba que se K 6= ∅, necessariamente 0 ∈ K. Como exemplo de cone podemos citar

o espaço

Rm+ := {x ∈ Rm | xi > 0, i = {1, 2, · · · ,m}} .

Definição 19. O Cone dual de um cone K ⊂ Rn é definido por

K∗ = {y ∈ Rn | 〈y,d〉 6 0 ∀d ∈ K}.

A diante apresentamos os Cones Normal e Tangente, mas para apresentar tal definição,

necessitamos antes de alguns elementos, os quais introduziremos a seguir.

Definição 20. Uma função f : D ⊂ Rn −→ R, é localmente Lipschitz em um ponto

x ∈ D se existe uma vizinhança V deste ponto e um número real L > 0 tal que:

|f(y) − f(x)| 6 L‖y− x‖, ∀x,y ∈ V .

Uma função f é localmente Lipschitz, quando o for em todos os pontos de seu domı́nio.

Exemplo 7. Seja E ⊂ Rn. A função f(x) = d(x,E) é localmente Lipschitz.

Com efeito, temos que

inf
z∈E
‖x− z‖ 6 inf

z∈E
{‖x− y‖+ ‖y− z‖} = ‖x− y‖+ inf

z∈E
‖y− z‖,
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ou seja,

d(x,E) 6 ‖x− y‖+ d(y,E).

Ou ainda,

d(x,E) + d(y,E) 6 ‖x− y‖. (1.1)

Analogamente se prova que:

d(y,E) + d(x,E) 6 ‖x− y‖.

Ou seja,

−‖x− y‖ 6 d(x,E) + d(y,E) (1.2)

De 1.1 e 1.2 segue que

‖d(x,E) − d(y,E)‖ 6 ‖x− y‖, ∀x,y ∈ E.

Definição 21. Seja f : D ⊂ Rn → R uma função localmente Lipschitz e seja v ∈ Rn. A

derivada direcional de Clarke da função f no ponto x na direção de v, a qual é denotada

por f◦(x; v) é definida por:

f◦(x; v) := lim
δ↓0

sup
||h||+t<δ

f(x+ h+ tv) − f(x+ h)

t
, t > 0.

Definição 22. Seja d : Rn → R a função distância em Rn. Definimos o Cone Tangente

em relação ao conjunto Ω no ponto x ∈ Ω, o qual denotamos por TΩ(x), como:

TΩ(x) := {v ∈ Rn : d◦Ω(x, v) = 0}

Definição 23. Sejam D ⊂ Rn um conjunto convexo e x̄ ∈ D. O cone normal no ponto

x̄ em relação ao conjunto D, o qual é denotado por ND(x̄), é dado por

ND(x̄) = {d ∈ Rn|〈d, x− x̄〉 6 0 ∀x ∈ D}.

O resultado a seguir mostra que no caso convexo, o dual do Cone Tangente coincide

com o Cone Normal definido acima.
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Teorema 7. Sejam D ⊂ Rn um conjunto convexo e x̄ ∈ D. Então

(TD(x̄))
∗ = ND(x̄).

Demonstração. Para uma demonstração ver [12] pág. 65.

Assim, podemos utilizar qualquer uma das duas definições para o Cone Normal,

utilizando-se sempre daquela que for mais cômoda.

A seguir apresentaremos um conceito de fundamental importância na análise convexa,

o qual faremos uso posteriormente.

Definição 24. Seja f : Rn −→ R uma função localmente Lipschitz. Definimos o subdife-

rencial de Clarke para f no ponto x ∈ Rn como ∂f(x) = {y ∈ Rn | 〈y,d〉 6 f◦(x;d) ∀d ∈

Rn}.

Observação 4. Vale ressaltar que quado f é uma função convexa, o subdiferencial de

Clarke coincide com o subdiferencial usual da análise convexa.



Caṕıtulo 2

Otimização Multiobjetivo

No decorrer desse caṕıtulo trazemos algumas definições e resultados relacionados à funções

vetoriais, as quais denotaremos por F : Rn → Rm. Tais resultados darão suporte para a

teoria a ser desenvolvida nos caṕıtulos posteriores. Caso o leitor sinta necessidade poderá

consultar O livro texto em [15]. Iniciaremos o presente caṕıtulo falando um pouco sobre

como ocorre a ordenação no cone Rn+. Em seguida, elencaremos uma série de lemas

e proposições a serem usados na demonstração das condições de otimalidade para um

problema de otimização multiobjetivo.

2.1 Ordenação Parcial

Recordemos inicialmente que o conjunto R é totalmente ordenado, o que o diferencia dos

demais espaços vetoriais. Uma vez que R é bem ordenado, temos que dados quaisquer

x e y ∈ R podemos determinar uma relação de ordem entre os mesmos, utilizando para

tal os sinais 6 ou > bem como suas representações < ou > que são utilizadas quando x

e y são necessariamente distintos. Em espaços onde não existe uma boa ordenação como

a apresentada pelo conjunto dos números reais utilizamos a ideia de ordenação parcial, a

qual definiremos a seguir.

Definição 25. Um conjunto A é dito totalmente ordenado com relação de ordem (�),

se dados quaisquer elementos x,y e z ∈ A sempre vale x � y ou y � x e além disso as

14



Caṕıtulo 2. Otimização Multiobjetivo 15

seguintes propriedades são satisfeitas:

x � x (reflexividade)

x � y,y � z⇒ x � z (transitividade)

x � y,y � x⇒ x = y (antisimetria).

Temos ainda a definição de ordenação parcial, que por sua vez está descrita abaixo.

Definição 26. Dizemos que A é parcialmente ordenado quando valem as propriedades

acima, mas A não é totalmente ordenado. Em outras palavras, não é verdade que dados

quaisquer x,y ∈ A é posśıvel estabelecer entre eles uma relação da forma x � y ou x � y

No espaço Rn a ordenação é dada por:

x � y ⇒ {xi 6 yi , i = 1, 2, ...,n}

x ≺ y ⇒ {xi < yi , i = 1, 2, ...,n}

x = y ⇒ {xi = yi , i = 1, 2, ...,n}.

O operador 6= é dado por:

x 6= y⇒ {xi 6= yi , para algum i = 1, 2, ...,n}.

Exemplo 8. Considere os vetores x,y, z ∈ R3. Temos:

x> = (1, 3, 5),y> = (3, 5, 7), z> = (2, 1, 4)

x ≺ y,

z ≺ y.

Porém, os vetores z e x não podem ser comparados segundo a ordem utilizada em Rn.

Dessa forma, temos que o espaço Rn com a ordem acima é parcialmente ordenado,

porém não é totalmente ordenado, visto que no Exemplo 8 os pontos z e x não puderam

ser comparados.

Exemplo 9. Em Rm+ temos que x �Rm y⇔ y−x ∈ Rm+ , ou ainda, yi > xi ∀i ∈ {1, ...,m}.
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2.2 Otimização Vetorial

Definição 27. Dado um conjunto não-vazio Ω ⊂ Rn e F : Rn → Rm uma função vetorial,

onde F> = (f1, f2, ..., fm). Um ponto x∗ ∈ Ω é chamado um ponto ótimo Pareto (ou ponto

Pareto) de F em Ω se não existe x ∈ Ω tal que F(x) � F(x∗) e F(x) 6= F(x∗). Dizemos

ainda que, um ponto x∗ ∈ Ω como um ponto ótimo Pareto fraco (ou Pareto fraco) de F

em Ω se não existe x ∈ Ω tal que F(x) ≺ F(x∗).

Observemos da definição acima que para todo x ∈ Ω existe pelo menos um ı́ndice

j(x) = j ∈ {1, ...,m} tal que Fj(x) − Fj(x
∗) > 0 .

Utilizaremos (VP) para denotar o problema de encontrar o ponto ótimo Pareto fraco

para a função F, e escreveremos

minw{F(x) : x ∈ Ω}. (2.1)

Definição 28. O conjunto de todos os pontos Pareto fracos de F em Ω é denotado por

arg minw{F(x) : x ∈ Ω}.

Exemplo 10. Seja F : R2 → R2 dada por F

 x

y

 =

 x2 + 2

y2 − 2y

, então o ponto 0

1

 é um ótimo Pareto.

De fato, caso contrário existiria

 x

y

 ∈ R2;

F

 x

y

 �
 0

1

 e F

 x

y

 6=
 2

−1

 .

Logo, x2 + 2 < 2 e y2 − 2y < −1. Isto implicaria em

x2 + 2 < 2⇒ x2 < 0

e

y2 − 2y < −1⇒ y2 − 2y+ 1 < 0,

ou seja, um absurdo.

No que diz respeito a funções vetoriais, recordemos algumas propriedades básicas.
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Definição 29. Para uma função vetorial F : Rn → Rm temos que:

i) F é Rm+ -convexa se, para cada x,y ∈ Rn valem as seguintes propriedades:

F((1 − t)x+ ty) � (1 − t)F(x) + tF(y), t ∈ [0, 1].

ii) F é Rm+ -quase-convexa se, para cada x,y ∈ Rn, ocorrer :

F((1 − t)x+ ty) � max{F(x), F(y)} ∀t ∈ [0, 1],

onde max{F(x), F(y)} =


max {f1(x), f1(y)}

...

max {fm(x), fm(y)}

.

Definição 30. Seja F : Rn → Rm, onde F(x) =


f1(·)

...

fm(·)

. Dizemos que F é localmente

Lipschitz com constante L se cada fi : Rn → R é localmente Lipschitz com constante Li

com L = max{L1, ...,Lm}.

A partir de agora, a menos que se mencione o contrário, F será uma função localmente

Lipschitz.

Definição 31. Seja Ω ⊂ Rn um conjunto fechado e não-vazio. Dizemos que um ponto

x é cŕıtico Pareto-Clarke (ponto Pareto cŕıtico) de F em Ω se, para qualquer v ∈ TΩ(x),

existe pelo menos um i ∈ I = {1, ...,m} tal que

f◦i (x; v) > 0. (2.2)

Observação 5. O conjunto dos pontos Pareto-cŕıtico das funções vetoriais

F(·) e eF(·) :=


ef1(·)

...

efm(·)


são iguais. Com efeito, seja x0 um ponto Pareto-cŕıtico para F então para qualquer vetor

v ∈ TΩ(x) existe um ı́ndice i ∈ {1, · · · ,m} tal que f◦i (x0; v) > 0. Aplicando a função

exponencial temos que ef
◦
i (x0;v) > 0 e consequentemente x0 é um ponto Pareto cŕıtico para

eF(·). Agora chame G(x) = eF(x) e para um ponto x∗ Pareto-cŕıtico para G temos que

G◦i (x
∗; v) > 0 e consequentemente eF(x

∗).f◦i (x
∗; v) > 0 e assim temos também que x∗ é

Pareto-cŕıtico para F.
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Definição 32. O subdiferencial de Clarke para a função F em x ∈ Rn, que será denotado

por ∂F(x), é definido como

∂F(x) := {U ∈ Rm×n | Ud � F◦(x;d), ∀d ∈ Rn},

onde F◦(x;d) :=


f◦1(x;d)

...

f◦m(x;d)


Proposição 4. Seja f : Rn → R uma função localmente Lipschitz. Então vale f◦(x; v) =

max{〈ζ, v〉 : ζ ∈ ∂f(x)}.

Demonstração. Para uma demonstração ver [7] pág.248-249.

Observação 6. Note que se m = 1 na definição de Pareto cŕıtico, recuperamos a definição

clássica para pontos cŕıticos para funções localmente Lipschitz, que nos diz que x é um

ponto cŕıtico para a função f, quando 0 ∈ ∂f(x). Assim, temos que combinando a definição

31 com a Proposição 4 obtem-se uma definição alternativa para um ponto x ∈ Rn ser

Pareto-cŕıtico: Um ponto x ∈ Rn é Pareto-cŕıtico para a função F em Ω se, para qualquer

v ∈ TΩ(x), existe i ∈ {1, ...,m} e ζ ∈ ∂fi(x) tal que 〈ζ, v〉 > 0. Desse modo, temos que se

x não é um ponto Pareto-cŕıtico para F em Ω, existe um v ∈ TΩ(x) de modo que

Uv ≺ 0, ∀ U ∈ ∂F(x).

A seguir apresentamos um resultado que nos dá uma condição necessária para que um

ponto seja um ponto Pareto-cŕıtico para uma função vetorial.

Lema 1. Seja w ∈ Rm+ \{0} e assuma que Ω é um conjunto não-vazio e fechado. Se

−U>w ∈ NΩ(x), para algum U ∈ ∂F(x), então x é um ponto Pareto-cŕıtico para F.

Demonstração. Seja x ∈ Ω tal que −U>w ∈ NΩ(x) e suponhamos por contradição que

x não é um ponto Pareto-cŕıtico para F. Da Observação 6 temos que existe v ∈ Ω tal que

Uv ≺ 0. ∀U ∈ ∂F(x)

Uma vez que w ∈ Rm+ \{0}, temos que 〈w,Uv〉 < 0. Isto contradiz o fato de que −U>w ∈

NΩ(x), uma vez que

0 > 〈w,Uv〉 = 〈U>w, v〉

= −〈−U>w, v〉 > 0.

Essa contradição finaliza a prova.
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A seguir apresentamos uma série de resultados que serão utilizados afim de demonstrar

o principal resultado deste caṕıtulo.

Lema 2. Sejam f : Rn → R, g : Rn → R, fi : Rn → R, i ∈ I = {1, ...,m} funções

localmente Lipschitz, onde I representa um conjunto não-vazio e finito de ı́ndices. Então

seguem algumas propriedades:

i) ∂f(x) é um subconjunto não-vazio, convexo e compacto;

ii) ∂(f+ g)(x) ⊂ ∂f(x) + ∂g(x);

iii ∂(λf)(x) = λ∂f(x), para cada λ > 0;

iv) Se x é uma ponto de mı́nimo local para f, então 0 ∈ ∂f(x). ;

v) A função

m(x) = max {fi(x) : i ∈ I ={ 1, ...,m}}

é localmente Lipschitz e ∂m(x) está contido no fecho convexo de {∂fi(x) : i ∈M(x)}, onde

M(x) representa o conjunto de ı́ndices em I no qual o máximo de m(x) = max{fi(x) : i ∈

I = {1, ...,m}} é atingido;

vi) Se um ponto x ∈ Rn minimiza f em um subconjunto não-vazio C ⊂ Rn; então existe

uma vizinhança V de x na qual x minimiza f+ LdC para qualquer constante de Lipschitz

local L de f, onde

dC(x) = inf{||x− c|| : c ∈ C}.

Demonstração. Para uma demosntração ver [6]

Sejam F : Rn → R∪{+∞} uma função semi-continua inferiormente, limitada inferiormente

e própria. Para cada ε > 0 existe algum ponto u ∈ Rn tal que

inf F 6 F(u) 6 inf F+ ε. (2.3)

Dado α > 0, definimos em Rn × R a ordenação ≺ que estabelece v1

a1

 �
 v2

a2

⇔ (a2 − a1) + α‖v1 − v2‖ 6 0.

Lema 3. Seja S um subconjunto fechado de Rn × R tal que

∃m ∈ R :

 v

a

 ∈ S⇒ a > m.
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Então para a ordem � utilizada em Rn × R existe um elemento maximal

 v̄

ā

 ∈ S,

isto é,

 v

a

 �
 v̄

ā

 , ∀

 v

a

 ∈ S.

Demonstração. Inicialmente definamos uma sequência

 vn

an

 ⊂ S, onde pomos

 v1

a1

 ∈
S como ponto inicial. Em seguida denotemos :

Sn =


 v

a

 ∈ S;

 v

a

 �
 vn

an

 (2.4)

e

mn = inf

a ∈ R;

 v

a

 ∈ Sn
 (2.5)

Agora perceba que mn > m para cada n ∈ N, pois mn é a maior das cotas inferiores de

Sn. Em seguida, definimos o ponto

 vn+1

an+1

 ∈ Sn de modo que

an − an+1 >
1

2
(an −mn) > 0. (2.6)

Vejamos que para cada n ∈ N, temos que Sn é fechado, não-vazio e Sn+1 ⊂ Sn. De fato,

seja {zn} ⊂ Sn tal que zn → z. Mostraremos que z ∈ Sn e assim concluiremos que o

referido conjunto é fechado. Supondo zn =

 xn

yn

 de modo que

 xn

yn

 �
 vn

an

,

o que por definição nos dá que

(yn − an) + α‖xn − vn‖ 6 0.

Tomando o limite com n → +∞ e usando das propriedades de limite juntamente com a

continuidade da função norma, segue que

(y− an) + α‖x− vn‖ 6 0.

Assim, segue que o ponto z =

 x

y

 ∈ Sn e consequentemente Sn é fechado. Como vn

an

 ∈ S e também

 vn

an

 �
 vn

an

, tem-se que Sn 6= ∅. Resta-nos mostrar que
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Sn+1 ⊂ Sn. Com efeito, dado w =

 p

q

 ∈ Sn+1 temos que

 vn+1

an+1

 �
 p

q

 e

 vn

an

 �
 vn+1

an+1

 .

Por transitividade segue que

 vn

an

 �
 p

q

 e consequentemente w =

 p

q

 ∈ Sn.

Temos ainda de (2.6) que

1

2
(an −mn) 6 an − an+1

an+1 6
1

2
(mn + an).

lembrando que {mn} é não decrescente temos

an+1 −mn+1 6
1

2
(mn + an) −mn+1 (2.7)

6
1

2
(an +mn) −mn

=
1

2
(an −mn) 6 ... 6

1

2n
(a1 −m).

Perceba que an+1 −mn+1 > 0 e assim passando ao módulo conclui-se que

|an+1 −mn+1| 6
1

2
|an −mn| 6 ... 6

1

2n
|a1 −m|. (2.8)

Consequentemente para cada

 v

a

 ∈ Sn+1, temos de (2.4) que

|an+1 − a| 6
1

2n
|a1 −m|

‖vn+1 − vn‖ 6

(
1

2n

)(
1

α

)
|a1 −m|. (2.9)

Desse modo, temos que o diâmetro de Sn tende para zero quando n → +∞. Uma vez

que Rn × R é um espaço métrico completo, existe um ponto

 v̄

ā

 tal que

 v̄

ā

 =

∞⋂
n=1

Sn
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Por definição,

 v̄

ā

 �
 vn

an

 para cada n ∈ N e em particular para n = 1. Se

existisse

 v∗

a∗

 ∈ S de modo que

 v∗

a∗

 �
 v̄

ā

. Então teŕıamos que

 v∗

a∗

 ∈
⋂∞
n=1 Sn e assim

 v∗

a∗

 =

 v̄

ā

 .

Teorema 8. (Prinćıpio Variacional de Ekeland)

Sejam C ⊂ Rn um subconjunto fechado e não-vazio e F : C → R uma função cont́ınua e

limitada inferiormente. Se u ∈ C satisfaz:

F(u) 6 inf
x∈C

F(x) + ε, ε > 0,

então existe algum v ∈ C, tal que

||u− v|| 6
√
ε,

e

F(x) +
√
ε||x− v|| > F(v),∀x 6= v em C.

Demonstração. Seja S o eṕıgrafo de F, ie,

S =


 v

a

 ; v ∈ C,a > F(v)

 (2.10)

Veja que S é não-vazio, e fechado em Rn × R, uma vez que F é semicont́ınua e limitada

inferiormente. Sejam ε, λ > 0, pondo α =
1√
ε

, e aplicando observando que para cada v

a

 ∈ S temos que a > F(v) > inf F. Fazendo m = inf F temos que aplicando o Lema

3 ao eṕıgrafo de F, obtemos um elemento maximal

 v

a

 ∈ S satisfazendo

 p

q

 �
 v

a

 ,∀

 p

q

 ∈ S. (2.11)

Como

 v

a

 ∈ S, temos também que

 v

a

 �
 v

F(v)

, pois (F(v) − a) + ε
λ
6 0.

Uma vez que

 v

a

 é maximal, temos que a = F(v). Ainda do fato de

 v

F(v)

 ser
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elemento maximal, temos que se dado w

b

 ∈ S é tal que

 v

F(v)

 ≺
 w

b

 então teŕıamos que (b−F(v))+
ε

λ
‖w−v‖ > 0,

desde que suponhamos b 6= F(v) e w 6= v. Agora pondo b = F(w) obtêm-se a relação

F(w) > F(v) − 1√
ε
‖w− v‖. Agora perceba que

 u

F(u)

 ∈ S,logo de (2.11) temos que

(F(v) − F(u)) +
ε

λ
‖v− u‖ 6 0. (2.12)

Veja que F(v) 6 F(u). Por outro lado, de (2.3), temos que F(v) > F(u)− ε e ao substituir

na expressão (2.12) obtemos que
ε

λ
‖v − u‖ 6 ε. Para concluir o resultado basta tomar

λ =
√
ε.

Lema 4. Sejam Ω1,Ω2 subconjuntos de Rn não-vazios e compactos. Temos as seguintes

propriedades:

i) Para λ1, λ2 > 0 e v ∈ Rn, max{〈ζ, v〉 : ζ ∈ λ1Ω1 + λ2Ω2} = λ1 max{〈ζ, v〉 : ζ ∈

Ω1}+ λ2 max{〈ζ, v〉 : ζ ∈ Ω2};

ii) Ω1 ⊂ Ω2 se, somente se, para qualquer v ∈ Rnmax{〈ζ, v〉 : ζ ∈ Ω1} 6 max{〈ζ, v〉 :

ζ ∈ Ω2}.

Lema 5. Seja f : Rn → R localmente Lipschitz. Se uma sequência {zr}∞r=1 converge para

x0, então

lim sup
r→∞ f◦(zr; v) 6 f◦(x0; v), para cada v ∈ Rn

Demonstração. Primeiramente lembremos que

f◦(x; v) := lim
δ↓0

sup
||h||+t<δ

f(x+ h+ tv) − f(x+ h)

t
, t > 0.

Vejamos que o caso em que f◦(x0; v) =∞ é óbvio, então é suficiente provarmos o caso em

que f◦(x0; v) < ∞. Assim para cada µ ∈ R fixado, de modo que f◦(x0; v) < µ, temos a

existência de um δ > 0 de tal forma que sempre que ||h||+ t < δ e t > 0 tenhamos

f(x0 + h+ tv) − f(x0 + h)

t
< µ.



Caṕıtulo 2. Otimização Multiobjetivo 24

Agora seja {zr}∞r=1 ∈ Rn uma sequência tal que zr → x0. Da definição de convergência

||zr − x0|| <
δ

2
∀r > r0.

Para todo h ∈ Rn, t > 0 tal que ||h||+ t < δ
2
, ponhamos zr− x0 = h

′ em seguida veja que

||h+ h ′||+ t 6 ||h ′||+ (||h||+ t) < δ
2
+ δ

2
= δ e por conseguinte

f(zr + h+ tv) − f(zr + h)

t
=
f(x0 + h

′ + h+ tv) − f(x0 + h
′ + h)

t
< µ,

Tomando-se o lim sup na expressão anterior com δ→ 0 ganhamos que

f◦(zr; v) 6 µ.

Queremos provar que

lim sup
r→∞ f◦(zr; v) 6 f◦(x0; v).

Suponhamos por absurdo que tal desigualdade não é verdadeira. Assim teŕıamos que

f◦(x0; v) < lim sup
r→∞ f◦(zr; v),

logo podemos encontrar uma constante µ0 de modo que

f◦(x0; v) < µ0 < lim sup
r→∞ f◦(zr; v).

Assim procedendo de maneira análoga para a constante µ0, conclui-se que

f◦(zr; v) 6 µ0.

Essa contradição conclui a prova do Lema.

Lema 6. Seja f : Rn → R uma função localmente Lipschitz. Então seguem algumas

propriedades:

i)(−f)◦(x; v) = f◦(x;−v), para x, v ∈ Rn.

ii)∂(−f)(x) = −∂f(x),∀x ∈ Rn

Demonstração. i) Provemos que (−f)◦(x; v) 6 (f)◦(x;−v), pois a desigualdade contrária

é obtida, trocando f por −f e v por −v . Veja que no caso em que f◦(x;−v) = +∞ nada

há para se provar. Se f◦(x;−v) < +∞ existe µ ∈ R, de modo que

f◦(x;−v) < µ.
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Por definição, existe δ > 0 de modo que, se

‖h‖+ t < δ, com t > 0

temos que
f(x+ h− tv) − f(x+ h)

t
< µ.

Agora escolha h ∈ Rn de modo que

‖h‖+ t < δ

‖v‖+ 1
.

Em seguida defina, h ′ = h+ tv com v 6= 0, dáı temos:

‖h ′‖+ t = ‖h+ tv‖+ t

6 ‖h‖+ t‖v‖+ t

= ‖h‖+ t(‖v‖+ 1)

6 ‖h‖(‖v‖+ 1) + t(‖v‖+ 1)

= (‖h‖+ t)(‖v‖+ 1) < δ.

E ssim temos que

f(x+ h ′ − tv) − f(x+ h ′)

t
< µ

f(x+ h+ tv− tv) − f(x+ h+ tv)

t
< µ

−f(x+ h+ tv) + f(x+ h)

t
< µ.

Tomando o respectivo limite, vem que (−f)◦(x; v) 6 µ. Suponha por absurdo que (−f)◦(x; v) >

(f)◦(x;−v). Assim, existe µ ∈ R tal que (f)◦(x;−v) < µ < (−f)◦(x; v). O que contradiz

o argumento provado anteriormente, e isso finaliza a prova do item i)

ii)Pelo item i) dado ζ ∈ Rn tal que :

ζ ∈ ∂(−f(x)) ⇒ 〈ζ, v〉 6 −f◦(x, v)

⇒ 〈ζ, v〉 6 f◦(x,−v).

Faça −v = w, dáı

〈ζ,−w〉 6 f◦(x,w)

〈−ζ,w〉 6 f◦(x,w)⇒ ζ ∈ −∂f(x).
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Seja agora p ∈ −∂f(x)⇔ −p = y ∈ ∂f(x), dáı

〈y, v〉 6 f◦(x, v)

〈−p, v〉 6 f◦(x, v)

〈p,−v〉 6 f◦(x, v).

Fazendo −v = z temos

〈p, z〉 6 f◦(x,−z)

〈p, z〉 6 −f◦(x, z)⇒ p ∈ ∂(−f)(x).

Assim, finalizamos a prova do item ii) e consequentemente o referido Lema.

Lema 7. Sejam C ⊂ Rn um subconjunto fechado, não-vazio e fi,gj,hk : Rn → R funções

localmente Lipschitz. Pondo Ω := {x ∈ C | gj(x) 6 0, j ∈ J;hk(x) = 0,k ∈ K}, onde J

e K são conjuntos finitos de ı́ndices, temos que se x0 é Pareto fraco para F restrita a Ω,

então para qualquer ε > 0 e x ∈ C,

Fε(x) = max{fi(x) − fi(x0) + ε,gj(x), |hk(x)| : i ∈ I, j ∈ J,k ∈ K} > 0.

Demonstração. Suponhamos por contradição que existem ε0 > 0 e x1 ∈ C, tal que

Fε0(x1) 6 0.

Então, temos 
fi(x1) < fi(x1) + ε0 6 fi(x0), ∀i ∈ I

gj(x1) 6 0, ∀j ∈ J,

hk(x1) = 0, ∀k ∈ K.

Além disso, temos que x1 ∈ Ω o que contradiz o fato de x0 ser Pareto fraco.

Agora enunciaremos o teorema que faz uso dos lemas anteriores em sua demonstração.

Teorema 9. Sejam C ⊂ Rn um subconjunto fechado, não-vazio e fi,gj,hk : Rn → R

funções localmente Lipschitz e Ω := {x ∈ C|gj(x) 6 0, j ∈ J;hk(x) = 0,k ∈ K}, onde J

e K são conjuntos finitos de ı́ndices. Se x0 ∈ Ω é um Pareto fraco para F restrita a Ω,

então existem números reais λi > 0, i ∈ I,µj > 0, j ∈ J, vk ∈ R,k ∈ K, τ > 0 tais que;
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a) 0 ∈
∑
i∈I

λi∂fi(x0) +
∑
j∈J

µj∂gj(x0) +
∑
k∈K

vk∂hk(x0) + τ∂dC(x0);

b) µjgj(x0) = 0, j ∈ J

c)
∑
i∈I

λi +
∑
j∈J

µj +
∑
k∈K

|vk| = 1.

Demonstração. Seja x0 ∈ Ω um Pareto fraco para F, então pelo Lema 7 temos que para

todo ε > 0 e x ∈ C

Fε(x) > 0.

Como fi, i ∈ I,gj, j ∈ J e hk,k ∈ K são funções localmente Lipschitz, temos pelo Lema 2

item v) que

Fε(x) = max{fi(x) − fi(x0) + ε,gj(x), |hk(x)| : i ∈ I, j ∈ J,k ∈ K} > 0,

é localmente Lipschitz . Uma vez que Fε(x) > 0 temos que 0 é uma cota inferior e assim

infx∈C Fε(x) > 0. Desde que x0 ∈ Ω temos que

ε = F(x0) 6 ε+ inf
x∈C

Fε(x),

logo como consequência do Teorema 8 temos que existe z(ε) ∈ C tal que

||x0 − z(ε)|| 6
√
ε

e

Fε(z(ε)) < Fε(x) +
√
ε||x− z(ε)|| ∀x 6= z(ε) ∈ C.

Da equação acima temos que z(ε) é um mı́nimo global para a função:

x 7→ Fε(x) +
√
ε||x− z(ε)||.

Seja L uma constante de Lipschitz para cada uma das funções fi,gj,hk em uma vizinhança

de x0, então L é uma constante de Lipschitz para Fε(x) em x0. Agora considere ε 6 1 de

modo que uma vizinhança Vε de z(ε) esteja contida numa vizinhança de x0. Vejamos que

(L+1) é uma constante de Lipschitz para a função Fε(x) +
√
ε||x − z(ε)||restrita a essa

vizinhança. De fato, sejam x,y pertencentes a vizinhança Vε dada anteriormente, então

‖Fε(x)+
√
ε‖x−z(ε)‖−Fε(y)−

√
ε‖y−z(ε)‖‖ 6 ‖Fε(x)−Fε(y)‖+

√
ε (‖x− z(ε)‖− ‖y− z(ε)‖)
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Usando que Fε(x) é localmente Lipschitz numa vizinhança de x0 e |‖a‖− ‖b‖ | 6 ‖a−b‖

tem-se que

||Fε(x) +
√
ε||x− z(ε)||− Fε(y) −

√
ε||y− z(ε)|| || 6 L||x− y||+

√
ε||x− y||,

√
ε 6 1

6 L||x− y||+ ||x− y||

= (L+ 1)||x− y||

Assim, em consequência do Lema 2 item vi) z(ε) é solução mı́nima local para a função

Gε(x) = Fε(x) +
√
ε||x− z(ε)||+ (L+ 1)dC(x). (2.13)

Ainda em consequência do Lema 2 itens (ii-iv) temos

0 ∈ ∂Gε(z(ε)) ⊂ ∂Fε(z(ε)) +
√
ε∂(|| · ||)(0) + (L+ 1)∂dc(z(ε)). (2.14)

Ainda pelo Lema 2 item v), temos que ∂Fε(z(ε)) está contido no fecho convexo de

{∂fi(z(ε)),∂gj(z(ε)),∂‖hk(z(ε))‖ : i ∈ MI(z(ε)), j ∈ MJ(z(ε)),k ∈ MK(z(ε))} onde

os conjuntos MI(z(ε)),MJ(z(ε)),MK(z(ε)) denotam respectivamente um conjunto de

ı́ndices em I, J,K no qual o máximo de Fε(x) é atingido. Relembremos ainda do Lema 2

item i) que {{∂fi(z(ε))}, {∂gj(z(ε))}, {∂hk(z(ε))}} são subconjuntos não-vazios de Rn e além

disso, das propriedade do fecho convexo temos que existem, números reais λi(ε),µj(ε) e v̂k(ε)

não-negativos que juntamente com a Equação (2.14) nos fornecem:

0 ∈
∑
i∈I

λi(ε)∂fi(z(ε)) +
∑
j∈J

µj(ε)∂gj(z(ε)) +
∑
k∈K

v̂k(ε)∂|hk|(z(ε)) +
√
ε∂(|| · ||)(0)

+(L+ 1)dC(z(ε))∑
i∈I

λi(ε) +
∑
j∈J

µj(ε)) +
∑
k∈K

v̂k(ε) = 1

Agora como Fε(z(ε)) > 0, de acordo com o Lema 7 temos que se hk(z(ε)) = 0 então vale

que k ∈ K\Mk(z(ε)), isto é, hk(z(ε)) 6= 0 ∀k ∈Mk(z(ε)). Do Lema 6 item ii) podemos

reescrever ∂|hk|(z(ε)) =
(
hk(z(ε))
|hk(z(ε|

)
∂hk(z(ε)), k ∈Mk(z(ε)). Em seguida definamos:

vk(ε) = v̂k(ε)
hk(z(ε))
|hk(z(ε|

, se k ∈Mk(z(ε))

vk(ε) = 0, se k ∈ K \MK

λi(ε) = 0, se i ∈ I \MI

µj(ε) = 0, se j ∈ J \MJ.
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Assim, tem-se que

0 ∈
∑
i∈I

λi(ε)∂fi(z(ε))+
∑
j∈J

µj(ε)∂gj(z(ε))+
∑
k∈K

vk(ε)∂hk(z(ε))+
√
ε∂(||·||)(0)+(L+1)∂dC(z(ε))

com
∑
i∈I

λi(ε)+
∑
j∈J

µj(ε))+
∑
k∈K

|vk(ε)| = 1. Agora, pondo ε = 1
n

consideramos as seguintes

sequências : 
{λi(

1
n
)}∞n=1, i ∈ I

{µj(
1
n
)}∞n=1, j ∈ J

{vk(
1
n
)}∞n=1, k ∈ K

Substituindo na Expressão anterior temos:∑
i∈I

λi(
1

n
) +
∑
j∈J

µj(
1

n
) +
∑
k∈K

|vk(
1

n
)| = 1. (2.15)

Como tais sequências são não-negativas, temos juntamente com a Equação (2.15) que

estas sequências são limitadas e consequentemente admitem subsequências convergentes,

as quais denotaremos por: 
{λi(

1
nr
)}∞r=1, i ∈ I

{µj(
1
nr
)}∞r=1, j ∈ J

{vk(
1
nr
)}∞r=1, k ∈ K

que ainda podem ser escritas 
λi,r = λi(

1
nr
), i ∈ I

µj,r = µj(
1
nr
), j ∈ J

vk,r = vk(
1
nr
), k ∈ K

Sendo λi, i ∈ I, µj, j ∈ J, vk, k ∈ K seus respectivos limites, reescrevendo a Expressão

(2.15) , passando a uma subsequência se necessário, e em seguida tomando o limite com

r→∞ obtemos o seguinte: ∑
i∈I

λi +
∑
j∈J

µj +
∑
k∈K

‖vk‖ = 1.

E assim segue-se o item c). Pondo ε = 1
nr

e zr = z(
1
nr
). Temos

||x0 − zr|| 6

√
1

nr

isso nos diz que zr → x0. Assim, substituindo zr em (2.14) obtemos

0 ∈
∑
i∈I

λi,r∂fi(zr)+
∑
j∈J

µj,r∂gj(zr)+
∑
k∈K

vk,r∂hk(zr)+

√
1

nr
∂(|| · ||)(0)+ (L+ 1)∂dC(zr).

(2.16)
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Agora, escrevendo

v+k,r =
|vk,r|+ vk,r

2
k ∈ K, r = 1, 2...

e

v−k,r =
|vk,r|− vk,r

2
k ∈ K, r = 1, 2...,

temos que v+k,r e v−k,r são convergentes por se tratarem de somas de sequências (a menos

de uma subsequência) convergentes. Além disso, tem-se ainda que

v+k,r → v+k > 0

e

v−k,r → v−k > 0,

onde a não-negatividade dos limites se dá devido a preservação de sinal por parte do

limite. Veja ainda que vk,r = v
+
k,r− v

−
k,r e que ao limite com r→∞ tem-se vk = v+k − v−k .

Do Lema 6 item ii) obtemos:∑
k∈K

vk,r∂hk(zr) =
∑
k∈K

v+k,r∂hk(zr) +
∑
k∈K

v−k,r∂(−hk)(zr).

Assim, fazendo o produto interno na Expressão (2.14) com um vetor arbitrário v ∈ Rn,

tomando o máximo na expressão resultante, e utilizando-se ainda da Proposição 4 e do

Lema 4 obtemos a seguinte expressão:∑
i∈I

λi,rf
◦
i (zr; v) +

∑
j∈J

µj,rg
◦
j (zr; v) +

∑
k∈K

v+k,rh
◦
k(zr; v) +∑

k∈K

v−k,r(−h)
◦
k(zr; v) + (L+ 1)d◦C(zr; v) > 0.

Tomando na expressão acima o limite com r → ∞ e usando o Lema 5 temos como

resultado.∑
i∈I

λif
◦
i (x0; v)+

∑
j∈J

µjg
◦
j (x0; v)+

∑
k∈K

v+kh
◦
k(x0; v)+

∑
k∈K

v−k (−h)
◦
k(x0; v)+(L+1)d◦C(x0); v) > 0.

Então novamente pela Proposição 4 e Lema 4, temos

0 ∈
∑
i∈I

λi∂fi(x0)+
∑
j∈J

µj∂gj(x0)+
∑
k∈K

v+k∂hk(x0)+
∑
k∈K

v−k∂(−h)k(x0)+ (L+ 1)∂dC(x0).

Finalmente pelo Lema 6, item ii) obtemos a relação a) do Teorema.

Agora de modo obter o item b) temos que se para algum j ∈ J tivermos que gj(x0) = 0



Caṕıtulo 2. Otimização Multiobjetivo 31

implica que µjgj = 0. Agora se gj(x0) < 0, para algum j ∈ J, segue da continuidade de

gj, juntamente com o Lema 7 que para um inteiro r suficientemente grande, vale que

gj(zr) < 0 < F1�nr(zr)

e então temos

j ∈ J�Mj(zr),

dáı temos que

µj,r = 0

e consequentemente tomando o limite em r, tem-se finalmente que µj = 0 e assim conclui-

se o item b) e finalizamos a demonstração.

Consideremos a seguir o seguinte problema

minw{F(x) : x ∈ Ω}

de encontrar o ponto Pareto-fraco para a função vetorial F restrita ao conjunto

Ω := {x ∈ D : gs(x) 6 0, s ∈ J}

onde D ⊂ Rn é um conjunto fechado e não-vazio, e gs : Rn → R é uma função localmente

Lipschitz para cada s ∈ J := {1, ...,p}. O próximo resultado apresenta uma condição

necessária para que um ponto x∗ ∈ Ω seja uma solução Pareto-fraco para o problema

minw{F(x) : x ∈ Ω}

.

Teorema 10. Seja D ⊂ Rn um conjunto fechado e não-vazio. Sejam Ω := {x ∈ D :

gs(x) 6 0} e fj,gs : Rn → R, j ∈ I e s ∈ J, funções localmente Lipschitz. Se x∗ ∈ Ω

é solução para minw{F(x) : x ∈ Ω}, então existem números reais uj > 0, vs > 0, com

j ∈ I e s ∈ J e um escalar τ > 0 tais que

∑
j∈I

uj∂fj(x
∗) +

∑
s∈J

vs∂gs(x
∗) + τ∂dD(x

∗) = 0

e∑
j∈I

uj +
∑
s∈J

vs = 1 e vsgs(x
∗) = 0, s ∈ J

Demonstração. A demonstração segue do Teorema 9, onde a função hk(x) ≡ 0 e o ponto

x0 = x
∗.



Caṕıtulo 3

Método do Ponto Proximal

Multiobjetivo

Neste caṕıtulo apresentamos o método do ponto proximal para otimização multiobjetivo.

Iniciamos esse caṕıtulo com uma série de definições e resultados que são utilizados a

fim de provar que o algoritmo está bem definido. Por conseguinte, mostraremos alguns

resultados de grande importância no caṕıtulo que se segue .

3.1 O Algoritmo

No decorrer desta seção, iremos considerar D ⊂ Rn um conjunto fechado e não-vazio e

F : Rn → Rm tal que cada função coordenada fi : Rn → R; i ∈ I = {1, ...,m}, é lo-

calmente Lipschitz. Da Observação ?? podemos assumir sem perda de generalidade que

F � 0, onde a ordem adotada aqui será a ordem de Rm+ .

A seguir, vamos considerar o algoritmo do ponto proximal a fim de encontrar os pontos

Pareto criticos de F em D. Seja {λk} uma sequência de números reais estritamente positiva

e seja {εk} ⊂ Rm++ uma sequência tal que ||εk|| = 1,∀k > 0. O método gera uma sequência

{xk} ⊂ D como segue:

Algoritmo

Inicialização: Escolha x0 ∈ D.

Regra de Parada: Dado xk , se xk é um ponto Pareto cŕıtico, então defina xk+p =

32
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xk,∀p ∈ N.

Passo Iterativo: Dado xk ∈ D não satisfazendo a regra de parada, escolha a próxima

iteração, xk+1 ∈ D de modo que

xk+1 ∈ argminw{F(x) +
λk

2
||x− xk||2εk : x ∈ Ωk}, (3.1)

onde Ωk = {x ∈ D : F(x) � F(xk)}.

Uma pergunta bastante pertinente a se fazer é se realmente é posśıvel tomar xk+1

satisfazendo (3.1), isto é, nos questionarmos se o algoritmo está bem definido?

A seguir apresentamos uma série de resultados e definições os quais podem ser consul-

tados em [15].

Lema 8. (Lema de Zorn) Todo conjunto parcialmente ordenado, não-vazio, e no qual

todo subconjunto totalmente ordenado tem cota superior, tem elemento maximal.

Definição 33. Seja {xk} uma sequência em Rn. Dizemos que a sequência {xk} é de-

crescente se xβ ≺ xα sempre que α < β. Onde (≺) representa a ordem utilizada em

Rn.

Definição 34. Dizemos que um dado cone C é Daniell se qualquer sequência decrescente

e limitada inferiormente, converge para o ı́nfimo.

Exemplo 11. Um exemplo de cone Daniell é o conjunto Rm+ , m ∈ N.

Definição 35. Um conjunto A ⊆ Rn é dito C-completo se A não admite uma cobertura

da forma {(xα − cl(C))c : α ∈ I} em que {xα} é uma sequência decrescente em A e I ⊂ N

é um conjunto de ı́ndices.

Definição 36. Seja C um cone convexo em Rn, dizemos que C é Correto se vale que

cl(C) + C \ (C ∩−C) ⊆ C.

Exemplo 12. Um exemplo de cone Correto é o espaço R2
+, onde tal propriedade pode ser

verificada por meio de um esboço geométrico.

Definição 37. Seja x ∈ Rn. O conjunto A ∩ (x− C) é chamado uma seção de A em x,

e é denotado por Ax.

Definição 38. Um conjunto B é dito limitado de ordem completa se qualquer sequência

limitada decrescente possui um ı́nfimo.
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É fácil verificar que Rn satisfaz a definição acima.

Lema 9. Se um conjunto A ⊂ Rn é fechado e limitado inferiormente, C ⊂ Rn é um cone

Daniell, então A é C-completo.

Demonstração. Se a sequência {xα} é decrescente em A, então esta possui um ı́nfimo para

o qual é convergente, uma vez que A ⊂ Rn e esse é limitado de ordem completo. Além

disso o ponto limite dessa sequência pertence ao conjunto A, pois A é fechado. Veja que

tal ponto também pertence a xα − cl(C) para algum α. Assim A não admite cobertura

da forma

{(xα − cl(C))c;α ∈ I}.

E assim finda-se a demonstração.

Observação 7. A seguinte notação A|C será utilizada para representar que a ordenação

utilizada no conjunto A é a mesma utilizada em C.

Teorema 11. Assuma que C é um cone convexo Correto e A é um conjunto não-vazio

em Rn. Então Min(A|C) 6= ∅ se, somente se A tem uma seção C-completa não-vazia.

Demonstração. ⇒) Suponhamos que o Min(A|C) 6= ∅ e seja x0 ∈ Min(A|C), assim da

definição de mı́nimo temos que não existe y ∈ A tal que y 6c x0. Em seguida tomemos

Ax0 uma seção em x0 e pela definição de seção temos:

Ax0 = A ∩ (x0 − C).

Agora seja z ∈ Ax0 , então tem-se: z = x0 − cz, onde cz ∈ C. Observemos que

z = x0 − cz ⇔ cz = x0 − z

⇔ x0 − z ∈ C

⇔ x0 − z >c 0

⇔ z 6c x0.

Uma vez que x0 ∈ Min(A|C), temos que z = x0. Logo conclui-se que Ax0 = {x0}. Isso nos

diz que Ax0 apresenta apenas sequências constantes. Consequentemente da definição de

seção temos que Ax0 é C-completo.

⇐) Seja Ax uma seção C-completa de A. É suficiente mostrar que Min(Ax|C)6= ∅. De
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fato, seja y ∈ Min(Ax|C) se existisse z ∈ A \ Ax de forma que valesse z 6 y teŕıamos

consequentemente que z ∈ Ax. Assim, devemos ter y 6 z e nesse caso y ∈Min(A). Assim

conclui-se que Min(Ax|C) ⊆ Min(A).

Definamos o seguinte conjunto

P := {{xn} ∈ A; xn é decrescente} .

Como A 6= ∅ temos que P também o é. Agora dadas duas sequências {an}, {bn} ∈ P

escrevemos bn ≺ an para significar que {bn} é subsequência de {an}. Note que (P;≺P)

é um conjunto parcialmente ordenado. Afirmamos que qualquer sequência em P possui

uma cota superior. De fato, seja {aλ; λ ∈ Λ} uma sequência em P, denotemos por B ′ o

conjunto dos subconjuntos finitos B de Λ munidos da ordem ≺P e sejam

aB =
⋃

{aλ; λ ∈ B}.

e

a0 =
⋃

{aB;B ∈ B ′}.

Então a0 é um elemento de P. Além disso aλ ≺P a0, para cada λ ∈ Λ isto é, a0 é

uma cota superior para a sequência aλ. Assim do Lema 8 obtemos que P possui um

elemento maximal, o qual chamaremos de a∗ = {{xα};α ∈ I} ∈ P. Agora suponhamos por

contradição que Min(Ax|C) é vazio, provaremos que {(xα − cl(C))c ;α ∈ I} forma uma

cobertura para Ax, e assim chegaremos em uma contradição. Seja y ∈ Ax existe α ∈ I tal

que (xα− cl(C))c contém y. Caso isso não ocorra, y ∈ xα− cl(C) para cada α ∈ I. Como

Min(Ax|C) é vazio por hipótese, temos que existe algum z ∈ Ax com z <C y. Como

y ∈ xα − cl(C) temos:

y = xα − cy, cy ∈ cl(C) ⇔ cy = xα − y

⇔ xα − y ∈ cl(C)

⇔ y 6cl(C)
xα.

Como C por hipótese é Correto, em particular é fechado, logo da transitividade da or-

denação parcial vem que z <C x
α para cada α ∈ I. Finalmente, adicionando z a sequência
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{a∗} obtemos uma nova sequência decrescente que é maior (segundo a ordem ≺P) que a

sequência {a∗} e isso contradiz o Lema 8. Logo (xα − cl(C))c forma uma cobertura para

Ax o que novamente gera uma contradição em relação a nossa hipótese inicial.

Proposição 5. O algoritmo está bem definido

Demonstração. O ponto inicial x0 ∈ D é escolhido no passo de inicialização, em seguida

suponhamos que o algoritmo é válido até a iteração k e mostraremos que é posśıvel fazer

a iteração (k + 1). Chame Fk(x) := F(x) + λk
2
‖x − xk‖2εk e veja que xk ∈ Ωk, uma vez

que F(xk) � F(xk). Além disso, temos também que Fk(x
k) = F(xk), o que implica que

Fk(Ωk) 6= ∅. Vejamos ainda que valem as seguintes propriedades:

i)Fk(x) � 0 ;

ii)Fk(Ωk) é fechado.

O item i) se justifica do fato de Fk(x) ser soma de funções com essa propriedade. Já

para o item ii) observemos inicialmente que a função Fk(x) é coerciva, isto é, vale que

limx→∞ ‖Fk(x)‖ = +∞. Seja {yn} uma sequência em Fk(Ωk) tal que yn → y, mostrare-

mos que y ∈ Fk(Ωk) e assim obteremos o resultado. Uma vez que {yn} ∈ Fk(Ωk) temos

que existe {zn} ∈ Ωk tal que Fk(z
n) = yn. Veja que se {zn} é limitada então esta admite

uma subsequência convergente, digamos znj → zj. Perceba que zj ∈ Ωk uma vez que

tal conjunto é fechado e assim, aplicando a função Fk e em seguida utilizando-se da uni-

cidade do limite, temos que y ∈ Fk(Ωk) e por conseguinte segue que Fk(Ωk) é fechado.

Resta-nos provar que a sequência {zn} é limitada. Com efeito, se {zn} fosse ilimitada,

então esta possuiria uma subsequência {znj} tal que ‖znj‖ → +∞. Umas vez que Fk é

coerciva teŕıamos por um lado que ‖Fk(znj)‖ → +∞, mas também que ‖Fk(znj)‖ → ‖y‖

pois ynj = Fk(z
nj) e ynj → y uma vez que yn → y gerando assim uma contradição, logo

se tem que {zn} é limitada.

Agora perceba que o cone Rm+ é Daniell, além disso como Fk(Ωk) é fechado e limitado

inferiormente. Assim, temos do Lema 9 que Fk(Ωk) é Rm+ -completo. Por conseguinte do

Teorema 11 segue que

argminw{Fk(x) : x ∈ Ωk}

é não-vazio, e consequentemente a boa definição do algoritmo.

Teorema 12. Seja C um subconjunto fechado e não-vazio de Rm. Se x ∈ C, então

∂dC(x) ⊂ B[0, 1] ∩NC(x),
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onde B[0, 1] denota a bola unitária de Rm.

Demonstração. Inicialmente lembremos que a função distância é uma função globalmente

Lipschitz com constante de Lipschitz igual a 1 (Ver [8] prop.(2.4.1)). Temos ainda de

[8] prop.(2.1.2) que se uma função f : X → R é localmente Lipschitz em uma vizinhança

de x com constante de Lipschitz L, então vale que ∂f(x) é um subconjunto de Rn não-

vazio, convexo e compacto. Além disso, tem-se que ‖ξ‖ 6 L, para cada ξ ∈ ∂f(x). Como

L = 1 para a função distância temos que ∂dC(x) ⊂ B[0, 1] . Por outro lado temos de

[8] prop.(2.4.2) que NC(x) = cl {∪λ>0λ∂dC(x)}. Isso nos diz que ∂dC(x) ⊂ NC(x), o que

finaliza a demonstração.

De agora em diante, as sequências {xk}, {λk}, e{εk}, denotarão as sequencias considera-

das no Algoritmo. A seguir apresentamos um resultado de grande importância no decorrer

do trabalho e será muito utilizado no que diz respeito a análise dos resultados.

Proposição 6. Para todo k ∈ N, existe Ak ∈ Rm×n,uk, vk ∈ Rm+ ,wk ∈ Rm e τk ∈ R++

tal que

A>k (u
k + vk) + λk−1〈εk−1,uk〉(xk − xk−1) + τkw

k = 0, (3.2)

onde

wk ∈ B[0, 1] ∩ND(x
k), ||uk + vk||1 = 1, A>k = [ak1 , ...,akm]

> ∀k ∈ N (3.3)

Demonstração. Para a demonstração do referido Teorema, utilizaremos o Teorema 10

aplicado a função Fk−1(x) = F(x) + λk−1

2
‖x − xk−1‖2εk−1, em que o ponto xk é solução

Pareto-fraca para o problema

minw{Fk−1(x) : x ∈ Ωk−1},

onde Ωk−1 = {x ∈ D : F(x) � F(xk−1). Denotando Gk−1(x) = F(x) − F(xk−1), temos

que Gk−1(x) � 0, ∀x ∈ Ωk−1. Além disso observemos que como F é localmente Lipschitz,

consequentemente suas funções coordenadas também são e com mais razão as funções

coordenadas de Gk−1(x) a saber

(gk−1)j(·) = fj(·) − fj(xk−1), com j ∈ I

serão funções localmente Lipschitz. Logo, para cada k ∈ N fixado, aplicamos o Teorema

10 e assim obtemos ukj , vkj > 0 e τk > 0 tais que∑
j∈I

ukj ∂(fk−1)j(x
k) +

∑
j∈I

vkj ∂(gj)(x
k) + τk∂dD(x

k) = 0.
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Uma vez que (fk−1)j(·) = fj(·) + λk−1

2
‖ · −xk−1‖2εk−1

j , substituindo (fk−1)j(·) e gj(·) na

expressão acima temos:∑
j∈I

ukj ∂

(
(fj(·) +

λk−1

2
‖ ·−xk−1‖2εk−1

j

)
(xk)+

∑
j∈I

vkj ∂
(
fj(·) − fj(xk−1))(xk)

)
+ τk∂dD(x

k) = 0.

Rearrumando a expressão acima obtemos:∑
j∈I

ukj ∂fj(x
k) +

∑
j∈I

ukj
λk−1

2
2(xk − xk−1)εkj +

∑
j∈I

vkj ∂fj(x
k) + τk∂dD(x

k) = 0.

Fazendo algumas manipulações algébricas na expressão anterior, tem-se∑
j∈I

(
ukj + v

k
j

)
∂fj(x

k) + λk−1〈uk, εk〉(xk − xk−1) + τkw
k = 0. (3.4)

Onde
∑
j∈I u

k
j +
∑
j∈I v

k
j = 1 e wk ∈ ∂dD(xk). Ainda do Teorema 10, temos as seguintes

observações:

a) ∂dD(x
k) ⊂ B[0, 1] ∩ND∀k ∈ N.

b) Existem ak1 , ...,akm ∈ ∂f1(xk), ...,∂fm(x
k) respectivamente, que ao serem substitúıdos

na expressão (3.2) nos fornecem a seguinte equação:

m∑
i=1

aki (u
k
j + v

k
j ) + λk−1〈uk, εk〉(xk − xk−1) + τkwk = 0. (3.5)

E assim findamos a demonstração.

Observação 8. Veja que da equação (3.2), (3.3) temos que {uk}, {vk} e {wk} são sequências

limitadas. Além disso temos também que ∂fj é limitado quando restrito a conjuntos

compactos([3] obs. 1). Assim, temos que {Ak} é limitado, uma vez que {xk} é limitado, e

akj ∈ ∂fj(xk), j ∈ I. Agora, se {λk} e {xk} são sequências limitadas, então temos de (3.2)

que {τk} é limitada.

Como consequência da proposição anterior, obtemos a seguinte regra de parada para o

Algoritmo.

Corolário 1. Seja k0 ∈ N tal que uk0 = 0. Então xk0 é um ponto Pareto cŕıtico de F.

Demonstração. Se existe k0 ∈ N tal que uk0 = 0 então temos da expressão (3.2) que

A>k0v
k0 + τk0w

k0 = 0

−A>k0v
k0 = τk0w

k0
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Uma vez que τk0 > 0e wk0 ∈ ND(x
k0) temos que

−A>k0v
k0 ∈ ND(x

k0),

além disso como ‖uk0 +vk0‖1 = 1 temos que vk0 ∈ Rm+ \{0}. Temos ainda que Ak0 ∈ ∂F(xk0 ),e

assim o resultado segue usando o Lema 1, onde fazemos U = Ak0 ,w = vk0 e x = x
k
0 .

Como pode ser visto em [4], podemos trocar a regra de parada para o Algoritmo

pela seguinte regra: Após computar o termo xk+1 o algoritmo para se xk+1 = xk, isto é,

definimos xk+p = xk ∀p > 1. Justificamos tal fato no corolário seguinte.

Corolário 2. Se xk+1 = xk, então xk é um ponto cŕıtico Pareto de F.

Demonstração. Se xk+1 = xk, então de (3.2) temos que

−A>k v
k = τkw

k,

dáı o resultado segue diretamente do Lema 1, onde U = Ak,w = uk + vk e x = xk =

xk+1.

Observação 9. Perceba que se o Algoritmo termina após um número finito de iterações,

a última iteração produz um ponto Pareto cŕıtico. Isto nos leva a supor que {xk} é uma

sequência infinita, e consequentemente uk 6= 0 ∀k ∈ N, uma vez que caso contrário, o

ponto Pareto-cŕıtico é garantido pelos corolários da Proposição 6.



Caṕıtulo 4

Análise de Convergência

Nesse caṕıtulo fazemos uma análise da convergência do Método do Ponto Proximal para

os casos onde F é localmente Lipschitz e posteriormente o caso em que F é Quase-covexa,

bem como alguns resultados decorrente dessas hipóteses.

4.1 Caso Localmente Lipschitz

Teorema 13. Suponha que existam escalares a,b e c ∈ R tais que 0 < a 6 λk 6 b e 0 <

c 6 εkj ∀k ∈ N e j = 1, ...,m. Então, cada ponto de acumulação de {xk}, quando existir,

é um ponto Pareto cŕıtico de F.

Demonstração. Suponhamos que xk é solução para o seguinte problema

minw

{
F(x) +

λk−1

2
‖x− xk−1‖2εk−1 : x ∈ Ωk−1

}
.

Isso nos diz que não existe x ∈ Ωk−1 tal que

Fk−1(x) ≺ Fk−1(x
k),

em que Fk−1(x) = F(x) +
λk−1

2
‖x − xk−1‖2εk−1. Assim, para xk−1 ∈ Ωk−1,∃i ∈ {1, ...,m}

tal que

(Fk−1)i(x
k−1) > (Fk−1)i(x

k)

e consequentemente,

(Fk−1)i(x
k−1) − (Fk−1)i(x

k) > 0.

Agora tomando o máximo na expressão acima obtemos :

max
16i6m

{
Fi(x

k−1) −
λk−1

2
‖xk−1 − xk−1‖2εk−1

i −

(
Fi(x

k) +
λk−1

2
‖xk − xk−1‖2εk−1

i

)}
> 0.

40
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E consequentemente tem-se

max
16i6m

{
Fi(x

k−1) − Fi(x
k) −

λk−1

2
||xk − xk−1||2εk−1

i

}
> 0.

Pondo j0(k) = j0 ∈ {1, ...,m} o ı́ndice para o qual o valor máximo da inequação acima é

atingido, temos que

λk−1

2
||xk − xk−1||2εk−1

j0
6 Fj0(x

k−1) − Fj0(x
k).

Dáı utilizando-se das hipóteses a cerca de {λk}, {ε
k} temos:

ac

2
||xk − xk−1||2 6 Fj0(x

k−1) − Fj0(x
k) 6

√
(Fj0(x

k−1) − Fj0(x
k))

2 6

√√√√ n∑
i=1

(Fi(xk−1) − Fi(xk))
2

= ‖F(xk−1) − F(xk)‖.

Como {F(xk)} é não crescente e F � 0, temos que o lado direito na desigualdade acima

tende para zero , quando k→ +∞. Consequentemente, vem que

(xk − xk−1)→ 0, k→∞.

Agora, seja x̂ um ponto de acumulação de {xk} e seja {xkl} uma subsequência de {xk}

convergindo para x̂. Aplicando a Proposição 6 para a sequência {xkl} temos que existem

sequências {Akl} ⊂ Rm×n, {ukl}, {vkl} ⊂ Rm+ , {wkl} ⊂ Rm e {τkl} ⊂ R++ satisfazendo :

A>kl(u
kl + vkl) + λkl−1〈εkl−1,ukl〉(xkl − xkl−1) + τklw

kl = 0. (4.1)

Agora perceba que {λkl} é limitada e uma vez que {xkl} converge para x̂ temos que a mesma

também é limitada. Além disso, da Observação 8 podemos assumir que as sequências

{Akl}, {u
kl}, {vkl}, {wkl}, e {τkl} são limitadas. (A menos de uma subsequência) Podemos

supor Akl → Â, ukl → û, vkl → v̂ e τkl → τ̂ quando l→∞ (Usaremos a mesma notação

para os ı́ndices, mesmo que seja necessário extrair uma nova subsequência). Uma vez que

{λkl−1〈εkl−1,ukl〉} é limitado e usando o fato de que (xkl − xkl−1) → 0 quando l → ∞
temos da expressão (4.1)

Â>ŷ+ τ̂ŵ = 0, (4.2)

onde ŷ := (û + v̂) ∈ Rm+ \ {0}, Â ∈ ∂F(x̂) e ŵ ∈ ND(x̂), pois ∂F(·) e ND(·) são fechados.

Finalmente de (4.2) obtemos

−A>klŷ ∈ ND(x̂).

Agora novamente utilizando do Lema 1, temos que x̂ é um ponto Pareto cŕıtico de F.
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4.2 Caso Quase Convexo

Nessa seção, consideramos o Algoritmo com a hipótese adicional de que a função F : Rn →

Rm é Rm+ -quase convexa. D é um conjunto convexo e com a hipótese de Rm+ -completude

para o conjunto (F(x0) − Rm+ ) ∩ F(D) :

(H) : para cada sequência {ak} ⊂ D, com a0 = x0, tal que F(ak+1) � F(ak), ∀k ∈ N,

então existe a ∈ D tal que

F(a) � F(ak), ∀k ∈ N.

Definição 39. Uma sequência {yk} é dita Féjer convergente( Féjer monótona) para um

conjunto não-vazio U ⊂ Rn se, para todo k ∈ N

||yk+1 − y|| 6 ||yk − y||, ∀y ∈ U.

Proposição 7. Seja U ⊂ Rn um conjunto não-vazio e {yk} uma sequência Féjer conver-

gente em U. Então {yk} é limitada. Além disso, se y é um ponto de acumulação de {yk}

que pertence a U, então {yk} converge para y.

Demonstração. Seja {yk} uma sequência Féjer convergente, então por definição temos que

||yk+1 − y|| 6 ||yk − y||, ∀y ∈ U.

Temos também que ||yk − y|| 6 ||yk−1 − y||. Prosseguindo com o racioćınio temos:

||yk+1 − y|| 6 ||yk − y|| 6 ||yk−1 − y|| 6 ... 6 ||y0 − y||.

Assim temos que ||yk − y|| 6 ||y0 − y||, ∀k ∈ N. Isso nos diz que {yk} está contida numa

bola de centro y e raio ||y0 − y||, e consequentemente tem-se que {yk} é limitada. Agora

seja y um ponto de acumulação para {yk} e seja {ykj} uma subsequência de {yk} que

converge para y. Da definição de Féjer convergência temos que a sequência real ||yk− y||

é não-crescente. Como a subsequência ||ykj − y||→ 0 temos pelo corolário do Teorema 4

de [14] página 111, que

||yk − y||→ 0.

Isso significa que limk→∞ yk = y.

A seguir apresentamos um lema que será usado como ferramenta na demonstração do

teorema posterior. Para mais detalhes ver [1].
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Lema 10. Seja f : Rn → R ∪ {+∞} uma função semi cont́ınua inferiormente e própria.

Então são equivalentes:

i) f é quase convexa;

ii) ∃ x∗ ∈ ∂f(x) tal que 〈x∗,y− x〉 > 0⇒ f(z) 6 f(y), ∀z ∈ [x,y].

Demonstração. Para uma demonstração ver [1] pág. 33-34

Teorema 14. A sequência {xk} converge para um ponto Pareto cŕıtico de F.

Demonstração. Inicialmente comecemos definindo o seguinte conjunto

E = {x ∈ D : F(x) � F(xk), ∀k ∈ N}

Uma vez que estamos supondo que a hipótese H é válida temos que o conjunto E é

não-vazio. Assim, tomamos um ponto arbitrário x∗ ∈ E, o qual por definição nos dá que

F(x∗) � F(xk).

Isso nos diz que x∗ também pertence a Ωk para todo k ∈ N. Em seguida denotamos

por γk+1 = λk〈εk,uk+1〉. Perceba que γk+1 > 0, uma vez que λk > 0, εk ∈ Rm++ e

uk ∈ Rm+ \{0} para todo k ∈ N. Em seguida vejamos que :

||xk − x∗||2 = ||(xk − xk+1) + (xk+1 − x∗)||2

= 〈(xk − xk+1) + (xk+1 − x∗), (xk − xk+1) + (xk+1 − x∗)〉

= ||xk − xk+1)||2 + 2〈xk − xk+1, xk+1 − x∗〉+ ||(xk+1 − x∗)||2 (4.3)

Da expressão (3.2) temos que

xk − xk+1 =
1

λk〈εk,uk+1〉
(ATk+1(u

k+1 + vk+1)) + τk+1w
k+1

E consequentemente substituindo (xk − xk+1) na expressão anterior obtemos:

||xk − x∗||2 = ||xk − xk+1||2 + ||(xk+1 − x∗)||2 +
2

γk+1

〈(A>k+1(u
k+1 + vk+1))

+ τk+1w
k+1, xk+1 − x∗〉

= ||xk − xk+1||2 + ||(xk+1 − x∗)||2

+
2

γk+1

m∑
i=1

(uk+1
i + vk+1

i )〈ak+1
i , xk+1 − x∗〉+ τk+1〈wk+1, xk+1 − x∗, 〉

(4.4)
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onde ak+1
i ∈ ∂fi(xk+1) ∀k ∈ N e i = 1, ...,m. Por outro lado, uma vez que F é Rm-quase

convexa temos do Lema 10 que 〈ak+1
i , xk+1 − x∗〉 > 0. Agora como γk > 0, ∀k, obtemos:

2

γk+1

m∑
i=1

(uk+1
i + vk+1

i )〈ak+1
i , xk+1 − x∗〉 > 0. (4.5)

Além disso, uma vez que wk+1 ∈ ND(x
k+1) e τk > 0 segue que

τk+1〈wk+1, xk+1 − x∗〉 > 0. (4.6)

Usando as equações (4.5), (4.6) em (4.4) temos

||xk − x∗||2 > ||xk − xk+1||2 + ||(xk+1 − x∗)||2

e consequentemente

||xk+1 − xk||2 6 ||xk − x∗||2 − ||(xk+1 − x∗)||2, ∀k ∈ N

e assim finalmente vem que

||xk+1 − x∗||2 6 ||xk − x∗||2, ∀x∗ ∈ E

Da expressão acima conclui-se que {xk} é uma sequência Féjer convergente em E. Agora

mostraremos que o conjunto dos pontos de acumulação de {xk} está contido em E. Com

efeito, uma vez que {xk} é Féjer convergente, temos da Proposição 7 que a mesma é

limitada. Agora seja x̂ um ponto de acumulação de {xk}. Lembremos que da definição do

Algoritmo que para m > k temos

F(xm) � F(xk).

Usando da continuidade de F e tomando o limite quando m → ∞ temos que F(x̂) �

F(xk), ∀k e assim temos que x̂ ∈ E. Da Proposição 7 temos que a própria sequência {xk}

converge para x̂. Como {xk} converge para x̂. Usando a desigualdade triangular temos:

||xk+1 − xk|| 6 ||xk+1 − x̂||+ ||x̂− xk||, ∀k ∈ N. (4.7)

Usando que xk → x̂, temos que

lim
k→∞ ||xk+1 − xk|| = 0
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Nos resta mostrar que x̂ é um ponto Pareto cŕıtico para a função F. De fato, se x̂ é um

ponto de acumulação para {xk}, temos que x̂ ∈ E, e além disso da Proposição 7 temos que

xk → x̂.

Uma vez que x̂ ∈ E, temos da Proposição 6 que existem Ak ∈ Rm×n,uk, vk ∈ Rm+ ,wk ∈

Rm e τk ∈ R++ tal que

ATk(u
k + vk) + λk−1〈εk−1,uk〉(xk − xk−1) + τkw

k = 0, (4.8)

onde wk ∈ B[0, 1] ∩ND(x̂) e ||uk + vk||1 = 1, ∀k ∈ N.

Tendo em mente que as sequências {Ak}, {u
k}, {vk}, {wk}, {τk} são limitadas e (a menos

de uma subsequência ) são convergentes para respectivamente Â, û, v̂, ŵ e τ̂. Além disso,

uma vez que a expressão
(
λk−1〈εk−1,uk〉

)
é limitada, temos que tomando o limite com

k→∞ obtemos de (4.8) que

ÂT ŷ+ τ̂ŵ = 0, com ŷ = û+ v̂. (4.9)

Assim finalmente do Lema 1, temos que x̂ é um ponto Pareto-cŕıtico para F em Ω.



Caṕıtulo 5

Considerações Finais

Nesse trabalho fizemos um estudo do Método do Ponto Proximal, bem como uma análise

da convergência da sequência gerada no algoritmo munida das hipóteses de F ser local-

mente Lipschitz e posteriormente ser quase-convexa, onde nesse último caso foi adicionada

a hipótese de completude H, a qual pode ser removida desde que se suponha de antemão

que {xk} possui pelo menos um ponto de acumulação. Em se tratando de trabalhos que

futuramente poderão ser desenvolvidos, destaca-se a versão inexata do Algoritmo como

a utilizada por exemplo em [5, 9] utilizando-se das mesmas técnicas de convergência abor-

dadas nesse trabalho.
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