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Resumo

Neste trabalho provaremos a existéncia e unicidade de solucoes para o problema de valor
inicial associado & equacao de Schrodinger com derivadas com dados iniciais em espagos
de Sobolev de indice s > % Utilizamos e estudamos o método da regularizacao parabolica
devido a Kato 1972. Esse método consiste em acrescentar um termo parabélico a equacao
original e obter uma familia a um parametro pu > 0 de equagoes que sao mais simples de
se estudar. A ideia é provar a convergéncia dessa familia de solugdes quando p tende a

zero e que a funcao limite é a solucao da equacgao original.



Abstract

In this work we prove the existence and uniqueness of solution for the initial value problem
associated to the Derivative Nonlinear Schrodinger Equation with initial data in weigted
Sobolev spaces of index s > % The method we used to prove such result is the parabolic
regularization method due to Kato in 1972. This method consist in adding a parabolic
term to the original equation in order to obtain a one parameter family of equations wich
are easier to study. Then the idea is to prove the convergence of this family of solutions
when the parameter tends to zero and that the limite function is solution of the original

equation.
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Introducao

Nesse trabalho estudaremos o seguinte problema de valor inicial

10w+ 02u + iAu?0,u = 0, 0

u(-,0) = uyg.

onde u = u(x,t) é uma funcao a valores complexos definida em (x,t) € R xR, e A é um
parametro real.

A equacao (1) é conhecida como equacao de Schrodinger com derivadas (DNLS).

Em Fisica ela aparece como um modelo que descreve a propagacao de ondas Alfvén em
plasma (para mais informacoes ver [17], [18] e [20]).

Uma questao matemética de grande relevancia teorica é o problema da boa colocagao.
Dizemos que um PVI é localmente bem posto num certo espaco de Banach X se a cada
dado inicial ug € X corresponder uma tnica solucao u € C([0,T]; X) que satisfaca o
PVI. Além disso espera-se que as solucoes correspondentes a dados iniciais proximos
permanecam proximas durante seu tempo de existéncia. Em geral procura-se estabelecer
resultados de boa colocacao em espacos X = H*(R) com o inidice s menor possivel.

Vérios trabalhos em matemética tém sido dedicados ao estudo da equacdo em (1).
Um dos primeiros resultados sobre existéncia e unicidade de solugoes foi obtido por [23]
Tsutsumi e Fukuda em 1980. Eles empregaram a técnica de regularizacao parabdlica,
para provar a existéncia e unicidade de solugoes para o PVI (1) com dados iniciais em
espacos de Sobolev H*(R), com s > % N. Hayashi em 1991 provou a boa-colocagao para

dados iniciais uy € H!(R) satisfazendo uma condicao sobre o tamanho do dado inicial:
[uoflr2 < V2. (2)

Usando uma transformacao adequada e técnicas refinadas de transformada de Fourier H.

Takaoka [22] em 1999 obteve boa-coloca¢ao em H*(R) para todo s > 1/2. O idice s = 1/2
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é o melhor que podemos esperar para boa colocacao. De fato H. Biagioni e F. Linares em
[2] provaram que (1) ndo é bem posto em H®(R) para todo s < 1/2.

Nesse trabalho provaremos que o seguinte resultado:

Teorema 0.0.1. Para s > 32

5, se Wy € H® entdo ezistem um T(||uol]) > 0 e uma winica

funcao w € C([0, Tl; H®) solucdao da equagao integral
t
u(t) = E(t)uy — AJ E(t — 1) ([u*o,u)(T)dT, (3)
0

onde E(t) = e 4™ &1t

A técnica que utilizamos para provar o teorema acima foi o método da regularizacao
parabolica o qual é devido a Kato em 1972. Também conhecido como argumento da
viscosidade, tal método consiste no seguinte:

Primeiro provamos que para cada parametro positivo p (viscosidade) o problema de valor
inicial
10w + 02w + A |uf0u = ind3wu, n
u(-,0) =ug
tem uma, e somente uma, solucdo u, defnida num intervalo [0, T,]. O segundo passo é

provar que a familia de solucoes u, converge quando p tende a zero e o limite resolve

(1). O primeiro passo ¢ simples devido a presenca do termo parabolico ipd2u. Como é
usual podemos obter solugao u,, € C([0, T,J; H*(R)) N C*((0,T),H®), com T, = m,
em algum espago de Sobolev H*(R). A maior dificuldade estd no segundo passo. Mas
antes de considerarmos o problema de convergéncia temos que argumentar que todas as
solucoes podem ser estendidas para o mesmo intervalo de tempo. Esta extensao uniforme
serd possivel se provarmos que a familia (u, )¢ satisfaz uma estimativa uniforme do tipo

sup sup ||uy||ng < +oo. (5)
n>0tel0,T,]

A estimativa (5) permitira estender todas as solugdes para um intervalo de tempo [0, T]
independente de p. Portanto, teremos uma grande chance de sucesso com a regularizacao
parabolica se podermos provar a estimativa uniforme (5).

Em [8], R. Iorio e V. I6rio mostraram que uma estimativa como em (5) pode ser obtida em
H*(R), s > g para uma nao linearidade do tipo u™o,u, m € N. Neste trabalho obtemos
uma estimativa uniforme do tipo (5) para a equagdo DNLS em H*(R), com s > %

Este trabalho é organizado da seguinte forma:
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No Capitulo 1, listamos uma série de resultados que serao utilizados ao longo do trabalho.

No Capitulo 2, consideramos a equacao regularizada

10w + 02u + A0, u = iud3u, ©)

u(x,0) = up(x).

Para provarmos que (6) tem solucao seguiremos o conhecido método do ponto fixo para
contra¢io que consiste em considerar um operador para o qual a solu¢ao de (6) é ponto
fixo.

No Capitulo 3, estudaremos a equacao DNLS. Discutiremos que todas as solugoes do P.V.I
(6) acima podem ser estendidas para o mesmo intervalo de tempo, em seguida provaremos
que tais extensoes sao uniformemente limitadas. Dai argumentamos sobre a convergéncia
da familia (u,) e encontraremos um candidato u & solugao. Feito isso, apresentamos a
demonstracao do Teorema 0.0.1.

Por fim, no Capitulo 4 terminamos nosso trabalho com breves comentarios sobre a DNLS
e algumas generalizacoes.

Esta dissertacdo teve suporte financeiro da agéncia CAPES de fomentos.
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Notacao.

e Denotamos (x) = (1+x2)2

Para s € R, J® é o potencial de Bessel de ordem —s, dada via transformada de

Fourier pelas formula

D3(-) = (|€|°9) representa o potencial de Bessel de ordem —s.

Dada f : R — C, Re(f) representa a parte real e Im(f) a imaginaria de f.

LP(R) = {f :R — C mensuravel tal que ||f]|r := {(JR |f|pdx)p < +oo}}.

Denotaremos para f = f(x,t), com (x,t) € R x [0, T]

e = (] (] If(x,t)lpdxﬁdt)é

e = ([ e lea)* <o



Capitulo 1

Nocoes Preliminares

Para dar maior comodidade ao leitor, enunciaremos neste capitulo as definicoes e os

resultados que serao essencias para uma boa compreensao do texto.

1.1 Andalise Funcional

Enunciaremos aqui alguns resultados de Analise funcional que serdo tteis no decorrer do

nosso trabalho.

Definicao 1.1.1. Seja X um espaco métrico completo nao vazio com uma métrica d.
Uma aplicacao f : X — X é dita uma contragao uniforme, se existir uma constante A

com 0 < A <1 tal que:

d(f(x),f(y)) < Bd(x,y), Vx,yeX

Definicao 1.1.2 (Ponto fixo). Seja T : H — H um operador (nio necessariamente

linear) onde H € o espago de Hilbert. Diremos que x € H ¢é um ponto fizo de T, se

T(x) =x.

Teorema 1.1.1 (Teorema do Ponto Fixo de Banach). Considere (M, d) um espaco mé-

trico completo e uma contracao f : M — M. Entao [ possui um unico ponto fizo.
Demonstragao. Ver referéncia [13]. O

Proposicao 1.1.1. Toda sequéncia limitada num espaco de Hilbert possui uma subsequén-

cia convergente

Demonstragao. Ver referéncia [13]. O
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Teorema 1.1.2 (Desigualdade de Gronwall). Sejam «, 3,0 € C([a, b],R), tais que 3 > 0

e
d(x) < a(x) + JX B(s)d(s)ds
Entao, N
. | B
d(x) < a(x) +J B(s)x(s)els ds
Em particular, se «(x) = K constante, temos
) B(s)ds

1.2 Os espacos de Lebesgue [P

Nesta parte estudaremos os espacos LP de Lebesgue, os quais sao espacos de Banach cujas

normas sao definidas em termos de integrais.

Definigao 1.2.1. Seja Q C R™ um dominio e seja 0 < p < oo. Dada f : Q — R

(ou C) mensurdvel, definamos

oo = (| FPax)” @)

LPQ)={f:X—C e |fllrx) <oo}

que € chamado de espago LP(Q) de Lebesque.

Proposicao 1.2.1 (Desigualdade de Holder). Sejam 1 < p < oo, X C R um conjunto

mensurdvel e f € LP e g € L9 fungoes mensurdveis. Entao, fg € L' e vale a desigualdade

fogdx < (Jx |f|pdx>é<‘[x Iglqu>é.

Demonstragao. Ver referéncia [1] O

Proposicao 1.2.2 (Desigualdade de Minkowski). Se 1 <p < oo e f,g € LP, entdo

If+gllee < If e+ gl

Demonstragao. Ver referéncia 3] O
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Proposicao 1.2.3 (Desigualdade de Minkowski para Integrais). Sejam (X, u) e (Y, V)
espacos de medida o-finitos e seja f : X x T — R uma fun¢ao mensurdvel. Se f(-,y) €

LP(X, ) para quase todoy €Y, entao x — [, f(x,y)dv(y) € LP(X,n) e

Demonstragao. Ver referéncia [3] O

J f (- y)dvly)
Y

<j 1 7Co) [l dv(y)
p X

Proposigao 1.2.4 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue). . Sejam {fn}, 5,
uma sequéncia de fungdes integraveis que converge em quase todo parte para uma fun¢ao
real mensurdvel f. Se existir uma fungao integrdvel g tal que |fu| < g, para todo n, entao
f € integravel e

[ 7w =tim [ an

Demonstragao. Consultar teorema 5.6 de [1]. O

Vamos agora obter condigoes para que valha a férmula da "derivacao dentro do sinal

da integral"

d oF
o L F(x, y)du(x) = L g 6 )dux). (1.2)

Proposicao 1.2.5. Seja | um intervalo em R e seja F: Q x ] = R™ou C uma funcao

tal que:

(i) Para todoy € ] fizado a funcio x — F(x,y), definida em Q, € integrdvel relativa-
mente a W;

oF
(i) Em todo ponto de Q X | existe a derivada parcial @(x,y);

(1ii) Existe uma funcao integravel g : Q — [0,400] tal que

oF
g(x) > @(x,y)’, Vx € Q, Yyel.

Entao:

e a fungaoy — J F(x,y)du(x) € diferéncivel em J;
Q

oF
e para caday € ] firado a funcao x — a—(x,y), definida em Q, € integrdvel relativa-
y

mente a .

e vale a formula (1.2) acima.

Demonstragao. Ver referéncia [9]. O
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1.3 Transformada de Fourier em !

Falaremos aqui da transformada de Fourier e algumas de suas propriedades. A trans-
formada de Fourier é uma ferramenta muito util no estudo da série de Fourier. Nesse
estudo, funcoes complicadas porém peridédicas sao escritas como o somatorio de ondas

simples matematicamente representadas por senos e cossenos.

Definigao 1.3.1. Sendo f € L}(R™) definimos a transformada de Fourier de f sendo a
funcao 7 dada por
Fle)=| rioeirax, veern (1.3)

onde &-x =x1& + %2860 + - - +xn &0

Observacao 1.3.1. Note que a transformada de Fourier em L'(R™) estd bem definida
po1is,

f(x)e™>™ =X = |f(x)| € L'(R™).

Exemplo 1.3.1. Considere por ezemplo a fun¢ao caracteristica f(x) = X(a,p)(x). Pela

definicao temos

b
e (E) = J e 2 gy

a

6727&)& _ e*27’(ia£

27mié,

—ri(b+a)E €

—mi(b—a)& eﬂi(b—a)é

2mié,

= —e

Prosseguimos listando algumas propriedades basicas da transformada de Fourier em

L'(R™).
Proposicao 1.3.1. Seja f € LY(R™), temos que:

(1). f:R“ — C é uma funcao continua;

(2). Tenf)(€) = e 27T (E), onde Tf () = [ (x — h);
(3). Ialllm f(&) =0 (Riemann-Lebesgue).

(4). (e70Rf)(E) = Tnf(E)

L —

(5). Dado a >0, (f(a))(&) = a ™f(a '&);
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(6). f+g(&) =F(E)FE);
(1) J gdE = Jfﬁdé;

Demonstra¢ao. Uma demonstracdo dessas propriedades pode ser encontrada em [3]. O

1.4 Transformada de Fourier no espaco de Schwartz

Primeiro iremos apresentar um espaco de funcoes testes para estudar a transformada de

Fourier, chamado de espaco de Schwartz.

Definicao 1.4.1. Chamamos de espaco de funcoes C°(R) de decrescimento rdpido, tam-

bém conhecido como espaco de Schwartz, ao espaco,
S(R) = {(pe CPR): |@|lap = sup Ix*0P @ (x )|<oo,Voc,[3€N“},

onde « = (“17“27---;“n); B = (Bl?ﬁQ;"'?Bn) € |OC| =0 t+a+... .+, e ”3| =
(Bl7B27"'7Bn)

Exemplo 1.4.1. Ezemplos cldssicos de func¢ies de S(R) sio @(x) = e ™ @4(x) =

_ 2 ~
x%e ™" ¢ suas translacoes.

Observacao 1.4.1. O espaco S(R™) € denso em LP(R™). Em outras palavras, dada uma
fungao f € LP(R™) emiste uma sequéncia @y C S(R®) tal que ||@x — flltr — 0. Uma

demonstracdo desse fato pode ser visto em [8].
O espaco 8(R™) possui uma nocao de convergéncia de sequéncias da seguinte forma

Definicao 1.4.2. Dizemos que uma sequéncia (@;)jen de funcgioes de S(R™) converge
para uma fungao @ € 8(R™), quando lim ||@; — @||«,p = 0, para quaisquer multi-indices
]—>OO

o, 3 € N™

Proposigdo 1.4.1. Se ¢ € $(R"), entdo
(1). 3%p(£) = (2mit)* H(E):

). ((—2miE)=p)(2) = 0° (&)

Demonstrac¢ao. Ver referéncia |[§] O
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A proposigao anterior é uma das propriedades mais importantes da transformada
de Fourier. Ela mostra que o operador diferencial agindo em S(R™) é transformado
no operador de multiplicacao por 27i&. Como veremos, isso nos permitira transformar

equacoes diferenciais lineares com coeficientes constantes em equagoes algébricas.
Proposicao 1.4.2. Sejam f,g € S(R™). Entao 7 € §(R™), vale a férmula da inversao
f(x) = J F(£)e*™Exdg, Vx € R™, (1.4)
Demonstragao. Ver referéncia 8] O
Proposicao 1.4.3 (Identidade de Parseval).
| 7] 7 (15)
R'ﬂ. RTL
Demonstragao. Ver referéncia 8] O

A proposicao 1.4.2 nos permite definir a inversa da transfomada de Fourier. Podemos

defini-la como sendo a aplicacao

dada por

onde,

flx) = J nf(i)e%i‘i"‘d&, Vx € R™.

Agora podemos anunciar a Proposicao seguinte:

Proposicao 1.4.4. A restricio da transformada de Fourier F : S(R™) — S(R™) € um

1somorfismo e sua inversa € dada por
TN = | sle)emede, vwe R vf e (RN

Demonstragao. Ver referéncia [8]. O
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1.5 Transformada de Fourier em L?(R")

Em geral, dada uma funcao f € L*(R"), a expressao
J f(x)e ™ &dx, VE € R™,
RTL

nao faz sentido. Por exemplo, a funcao

0,x € (—oo, 1]
fx) =

1
—X & (1700)
X

estd em L?(R™) mas nao em L'(R™), com n = 1. Para definir a transformada de Fourier

em L?(R™) precisaremos do seguinte resultado:

Proposicao 1.5.1 (Igualdade de Plancherel em S§(R™)). Se f € S(R™), entdo vale a

wgualdade
£z = [If Il z2-
Demonstracao. Tomando na igualdade (1.5) da porposicao (1.4.1), § = f, temos
il = | 19
Rn
= |IfIlze- (1.6)

]

Definigao 1.5.1 (Transformada de Fourier em L?). Seja f € L*(R™). Definimos a trans-

formada de Fourier de f, e a sua transformada inversa por

f:limfk e [ = lim f;,
k—o00 k—o0
onde {fi} € uma sequéncia qualquer em Schwartz convergindo a f em L*(R™).

Observacao 1.5.1. ]Af e f estio bem definidas, ou seja, independe da sequéncia f, — f.

Exemplo 1.5.1. Seja f(x) = e ™. Entdo, derivando f obtemos f'(x) = —2nxf(x), e

portanto, [ satisfaz a equacao
' (x) = —i(2mixf(x)) = 0.
Aplicando a transformada de Fourier a esta equacao e usando a Proposicao 1.4.1, obtemos:

IMEF(E) + id%?(a) ~0
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e portanto,

e consequentemente,

J(g) =em

Proposicao 1.5.2. A transformada de Fourier em L*(R™), definida como acima, € um

operador unitdrio.
Demonstragao. Ver referéncia [8]. O

Observemos que a Proposicao 1.5.2 estende a identidade de Plancherel do espaco de

Schwartz para L?(R™).

1.6 Transformada de Fourier em 8’(R™)

Consideremos 8'(R™) o dual topolégico de 8(R™), isto &, o conjunto dos funcionais lineares
e continuos sobre §(R™). Mais precisamente, uma aplicacao linear T : §(R™) — C esta

em 8'(R™) se, e somente se,
@ >0 implicar em k1im T(px) =0.
— 00

Um elemento de 8’(R™) é também chamado de distribuicao temperada.

Notagao. : Dada T € 8’'(R™) é comun denotar T(@) por (T, @) .

Exemplo 1.6.1. Seja f € L} .(R). Podemos definir a distribui¢ao T; (@) = J f(x)e(x)dx.
R

Exemplo 1.6.2. Dado ¢ € 8(R), definimos o ponto (ou medida) de massa centrado na

origem, comumente chamado de fun¢ao delta de Dirac, por:

5= (8, ¢) =¢(0), para ¢ € (R). (1.7)
O define uma distribuicao.

Observagao 1.6.1. Pode-se provar que ndo existe f € Li,.(R) tal que 8 = T;. Em outras

loc

palavras, a distribuicao & ndo provém de nenhuma fungio Li,.(R™).
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Para definir a transformada de Fourier, olhamos para a distribuicao do exemplo 1.6.1.

Observe que para cada f € §(R"),

e) = | reea

~ | Tme@a
= Ti(e), Vo < S(EY).

Baseado nisso, definiremos a transformada de Fourier de uma distribuicao temperada

da seguinte forma:

Defini¢ao 1.6.1. (Transformada de Fourier em 8'(R™)). Seja f € 8'(R™). A transfor-

mada de Fourier de f é a distribuicao temperada F(f) :]? dada por

flo) =f(®), Yo e 8RM).

De modo similar, definimos a transformada de Fourier inversa.

Definigdo 1.6.2. Dada f € 8'(R™), define a transformada inversa de f, denotada por f,

como sendo o funcional dado por

¥

flo)=f(9), Vo e S(R™).
Proposicao 1.6.1. A trasformada de Fourier
N=5F:8R") — 8'(R")

€ um isomorfismo cuja inversa € dada pela transformada inversa V. Além disso € continua

. 3 : 8’ .
com inversa continua no sentido que se f, — f, entdo
o~ S/ -~ v S/ v
hk—f e h—1/.
Demonstragao. Ver referéncia [8]. O

Definicao 1.6.3. Seja d € C°(R"™). Dizemos que @ € de crescimento lento quando, para

todo @ € N, ezxistir uma constante C(x) e um nimero natural N(«) tais que
0%®] < Cla) (1 + )N,

para todo x € R™ com |x| suficientemente grande. Denotaremos o conjunto das funcoes

de decrescimento lento por Q(R™).
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Sejam @ € Q(R™) e ¢ € §(R™). Observando que, para qualquer o« € N™, [0%(D @) (x)]

é limitado superiormente por uma combinacao linear finita de termos da forma
C(1 4 xH)NoPop(x).

Concluimos que @@ estd no espago de Schwartz. Isto nos permite dar a proxima

definicao.
Exemplo 1.6.3. Ezemplo de fungoes de crescimento lento sao os polindmios.

Definicao 1.6.4. Sejam x € N™ e f € S(R™). A derivada 0%f de f € o funcional
@ :S(R™)—(=1)%f(0%¢).
Definicao 1.6.5. Sejam T € 8'(R™) e ® € Q(R™). Definimos a distribuicao
o7 :8§R") — C,
chamada de produto da distribuicao T com a func¢ao ©, por
OT () =T(De), Vo e SRM).

Proposicao 1.6.2. A transformada de Fourier F : 8" — 8’ satisfaz as sequintes propri-

edades:
(1). (0°F)" (&) = (2mi&)*F(E), para qualquer multi-indice x € N™.
(2). ((—2mix)*F)" (£) = 02F ().
(3). (TaF)(£) = e MER(E).

(4) 27ux hF (a) — ThF(E,).

(5). SeFe 8 e €8, entio

onde FY € 8' ¢ defido como

Demonstragao. Ver referéncia [8]. O



Capitulo 1. Nocoes Preliminares 15

1.7 Transformada de Fourier aplicada ao estudo da equa-
¢ao de Schrodinger linear.

Vamos mostrar como a transformada de Fourier pode ser ttil na resolucao de equacgoes
diferenciais parciais lineares de evolucao com coeficientes constantes. Consideremos como

exemplo o seguinte problema de valor inicial

du—1i02u = f(x,t) (18)

u(x,0) =ug(x)

onde uy € S(R™), f € S(R™ x R) e u = u(x,t) & uma funcao complexa tal que (x,t) €
R™ x R. Nosso objetivo é exibir a solucao de (1.8).

Apliquemos entao a transformada de Fourier em (1.8) :

—

du(E) — 102u(&) = f(x, t)(&).

Usando as propriedades da transformada de Fourier, obtemos:

Sl 0(8) —il2migPul, (&) = i (E).
Dali,
d —— — —
au(-,t)(é) + (4P (-, 1) () = fx, t)(&).
Multipliquemos esta tltima equacao por e*™ £t shtemos
d 25224~ % 2: 2 %
= [T 0] = e D). (1.9)

Vamos integrar de 0 a t a ultima equacao (1.9):

t

[ & e aine] as=] e

o ds 0

Pelo Teorema Fundamental do Calculo, temos:
2:g2, 7 % - t 252207, %
e —w (e + | eEFTS]E)ds

Dali,

t

u(, (&) = e—4ﬂ“€2t®(a)+e—4ﬂ“é2tj ST S)(E)ds
0

= e D) | eI s
0
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Agora definamos o seguinte operador:
E(t)o = {F(t,))}", onde F(t,&)=e ™, (1.10)

Portanto,

o que implica em
E(t—s)f(-,s)(&)ds. (1.11)

Utilizando o teorema de Fubini na parte integral da equacao (1.11), obtemos:

t

Wl 1)(8) = Eftul) (&) + 5|

0

E(t—s)f(-,s)ds)(a). (1.12)

Aplicando a transformada de Fourier inversa e usando sua linearidade, obtemos:

t

u(x,t) = E(t)up(x) +J E(t—s)f(x,s)ds, (1.13)
0

onde E(t) ¢ dado por (1.10).

1.8 Espacos de Sobolev

Abordaremos nesta secao os espacos de Sobolev do tipo L?(R) de ordem s € R através

da transformada de Fourier em 8’(RR).

Definigao 1.8.1. (Espacos de Sobolev na reta). Dado s € R definimos o espago de

Sobolev de ordem s como sendo
HS(R) := {f € 8'(R); (1+|E2)iF e LZ(R)}. (1.14)
Definimos em H*(R) a seguinte norma
e = ([ -+ 1eprForas)”

Observamos que H*(R) C H"(R) para v < s, e usando a Igualdade de Plancherel em
L2
H°(R) = L*(R). (1.15)
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Exemplo 1.8.1. A distribuicdo &y : S'(R) — S’'(R) (Definida em (1.7), acima) pertence

a H*(R), para qualquer s < —3.

Proposicao 1.8.1. Para cada s € R o espaco de Sobolev H*(R) ¢ um espaco de Hilbert

quando munido do produto interno

<f,g>s:=J (1+1&)°f (£)7(E)dE.

—00

Proposicao 1.8.2. Sejam s,k € R, com k > 0, e f € H3(R). Entao 0%f € Hs *(R)

para todo natural « tal que x < k.

Demonstracao. Seja o € N tal que o < k. Entao

Jn(1+£2)5kb@(£)!2 ~ | a+ e

JRM
N

(1+ E2)5 7 [f(&)]dE

N

JRM
N

(1+ &2)5[F (&) dE.

N

JR™

logo f(*) ¢ HS7*(R). O

A proxima Proposicao diz que o indice de Sobolev esté relacionado as propriedades de

suavidade da funcao f.

Proposicao 1.8.3. (Imersio de Sobolev). Se s > %, entao HS(R) C C%(R) e wvale a

desigualdade
1f e < ClIf N[5,

onde C° (R) € a colecio das funcgoes continuas f : R — C tais que lim f(x) = 0.

[x|]—00
Em outras palavras, temos que se s > kK + %, onde k € N, entao H*(R) estd imerso
continuamente em CX(R), o espaco das fungoes com k derivadas continuas tais que
lim f'%(x)=0,Ya €{0,1,...,k},

[x|—00

munido da norma

1F oo,k := max [|f 1]

X

Além disso, vale

[z < CollF Nl s

Demonstragao. Ver referéncia [15]. O
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A Proposicao seguinte mostra que se s > %, entao H3(R).
Proposigdo 1.8.4. Se s > 1 entdo ||fg||rs < c||f||ns]lgllns para todo f, g € HS(R).
Demonstragao. Ver referéncia [15]. O

Proposicao 1.8.5. Ses; <1 <sy 0 €[0,1] € tal que v = (1 —0)sy + O0sy entao vale:

He <y 1 1 Ree -

1]

Demonstragao. Ver referéncia [15]. O

A seguir enunciaremos algumas desigualdades envolvendo derivadas de ordem fracio-

naria. Estas serao de grande importancia em nosso trabalho.

Proposicao 1.8.6 (Regra de Leibniz). (i). Seja « € (0,1). Sejap € (1,00), f = f(x),
g = g(x), entao

ID*(fg) = fD*glle < lgllool[DYf |-

(i1). Seja o € (0,1), o1, € [0, ] com & = & + &z, Sejam p, q,P1, P2, g2 € (1,00),

q: € (0,00] tais que
1 1 1 1 1

1

— — e

P P P2 9 d 9
Sejam f = f(x,t) e g = g(x,t). Entao

IDL(fg) —fDZg — ngfHLQL? < ||D$1fHL51L$1 ||D$29||L52L$2-
Além disso, para o; =0 o valor de q; = 0o € aceito.
A demonstracao da proposicao anterior se encontra na referéncia: [12].

Proposigao 1.8.7 (Estimativa de comutador de kato-Ponce). Para s > 1 temos

7°(af) = g7°Fllez < c(IVglli=lT*Fllez + 1 loollT* glc2)-

Demonstragao. Ver referéncia [12]. O



Capitulo 2

O Método da Regularizacao Parabodlica

Nosso principal argumento serd baseado no método da regularizagao parabélica devido
ao matematico Tosio Kato em 1972. Mais precisamente, introduziremos uma viscosidade

artificial © > 0 e resolveremos o problema de valor inicial para a equacao:

10w + 02u + IAu?0,u = iud3u, 2.1)
u(x,0) = up(x). '

Onde u=1u(x,t), x e R, t € [0,00) e A € R.

2.1 A solucao do problema linear e suas propriedades

Nesta secao estudaremos algumas propriedades das solucoes do problema linear associado

a (2.1). mas precisamente estudaremos o seguinte P.V.I.,

0w+ 02u —ipdu =0,
t X a2 (22)
u(x,0) = up(x).
Usando a transformada de Fourier e prosseguindo como no sistema de equagoes (1.8),

achamos a solucao:

o YV
u(x, t) — {674n2£‘(1+u)tuo} (X)

que denotaremos por E, (t)uy. Agora vejamos algumas propriedades da familia de opera-

dores E,(t), u > 0.

Proposicao 2.1.1. Dado u > 0, a familia de operadores {Eu(t)}t>0 satisfaz as sequintes

propriedades:

19
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1. EL(0) =g

2. Eu(t+1) = EL(1)E.(1).

8. NEW(®)f lhn < (14 ooy ) Il

4. f € L2(R) entio E, (t)f € CO((0, T); H"(R)) para todo r > 0.

5. Se f € HX(R) entdo E,(t)f € CH((0,TI; L%(R)) e além disso vale
atEu(t)f = (i+ H)aiEu(t)f-
Demonstracao. 1. Dada f temos
-V 3V
Ep(o)f — {ef4n2ci2ll.0f} — {Cof} :f
2. Pela definigao de E,,(t) temos que para cada f
— 42 2 u(t+1) 7 v —4m2E2ut ,—4m? E2uty v
Bult+1)f = {etmemnmnfls o ferimutein il ZE (0, (1)),

Logo
Eu(t + T)f = Eu(t)Eu(T)f

para todo f.
(3) Dada f € H*(R), usando a defini¢ao de || - ||jys+2,

Ew(®f 1 = 11+ &) E(t)f|1»
= |1+ &) Fe mEH R

< I+ E)2 e T ER |1+ E)E e
Note que,

(14 £2)2e Va1 4 [g e Cmvieer

< 1_|_|€|?\ —(27m/1itE)?
- 1+ (270/pt) Mg M e~ (RVITE)®
(on \/— MEMe

Como {le)‘e*’&, X € R} ¢ limitado, segue que

) ) k
(14 &%)7e Va1 4 .
(V)
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Logo,

k
JEu(Of i < (14 W)wuﬂs.

(4) Para obter o resultado da continuidade assumimos, sem perda de generalidades que

t > 1. Usando a definicao do E,, e o Teorema de Plancherel temos que
IEL(0)f —Ewu(0f I} =J (£)" le IR R P (g) Pae. (2.3)
R

Notando que o integrando é limitado por uma funcao integravel e usando o Teorema da
Convergéncia Dominada segue o resultado. Isto prova o ftem 4.
(5) Para a demonstracao do item 5 fixe t > 0. Se |h| < 1 tal que t +h > 0. Considere

e AP EX (iH 1) (t+h) _ o—4m? €2 (i)t

AT (L 4 p)e T E Y
h

gh(Ew ta l‘l) =

Observe que

lgn (&t w)| < 8P (1 + ). (2.4)
Usando a transformada de Fourier temos que

H E.(t+h)f —Eu(t)f

- — (L WA E (1) [l = gn(& 1, W ()

L2
Desde que
lgn (&, t, W (E)] < Cu (E)2F (&)

e que (£>2f(£) € L2(R) segue do Teorema da Convergéncia Dominada que

E (t+h)f —E.(t)f

I;
11m h

h—0

— (i WRELf|| = llgn(&t W (E)]02
= | lim g (&, t, W) (€)]|i2

= 0.

LZ

Agora, estudaremos o problema nao-homogéneo

10w+ 02u — ipd2u = F(x, 1),
t u (x,1) (2.5)
u(x,0) = uy.

Proposicao 2.1.2. Se u € solugio de (2.5), entdo u satisfaz a equacao

t

u(x, t) = B, (t)ug(x) — iJ E.(t—T)F(,, T)dr. (2.6)

0
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Demonstracao. Apliquemos a transformada de Fourier & equacao (2.5) e usemos a condi-

¢ao inicial:

i%u/@(a) + (27i6)2ul, 1)(E) — in(2mi)*ul- () = F(, (&).
O que é 0 mesmo que,
i1 (E) — el 1) (8) + i Eul 1 (€) = (1) (8),
simplificando, obtemos
S0 0(E) + 428 (-1 + Wl D(E) = F0(8)
Consequentemente,

— —

—u(-, t)(§) + AP EX (1 + p)ul-, t)(§) = —iF(-, t)(&).

dt
Entao,
% |:e4ﬂ2£2(i+u]tm(a)i| — —i[€4ﬂ2£2(i+u)tF/(‘,T)(E,).

Integrando de 0 a t,
t d 2525 - t 2c2s —
| S lememmatme] ae = —i| et g
0 0
Pelo Teorema Fundamental do Célculo, temos:
— < 2520 - t 2520 - =
ul-, 1) ()™ E Wyl 0)(E) = —iJ e! ™ ITE( ) () d.
0
Portanto,
t

W(, 1)(E) = e ¥ E (L 0)(8) — ij el & (W OF( ) dr,
0

Usando o teorema de Fubini na parte integral como fizemos em (1.12) e em seguida
aplicando a transformada de Fourier inversa e usando sua linearidade, obtemos (2.6)
t

u(x,t) = Eu(t)ug(x) — iJ E.(t —T)F(x, T)dT.

0
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2.2 A solucao do problema regularizado

Nesta secao estudaremos o seguinte problema de valor inicial

10w + 02u + IAu?0,u = iud3u,

(2.7)
u(x,0) = up(x).
Usando a Proposicao 2.1.2, sabemos que se u for solugao de (2.7) entao u satisfara
t
u(x,t) = Eu(t)up(x) — ?\J E,.(t — 1)l u(x, T)dT. (2.8)
0

Mostraremos que a cada dado inicial ug € H¥(R) com s > 3 existe um T = T(|Jug||, p) > 0
e uma tunica funcao u € C([0, T]; H%(R)) satisfazendo (2.8). Para tanto, considere Xt =

C([0, T]; H*(R)) tal que ||ul|x; = sup [Ju(t)|ns e definamos
te[0,T]

Y(u) = E,(t)ug(x) + A Jt E,.(t — 1)l du(x, T)dT.

0
Observe que (2.8) equivale a dizer que u é ponto fixo da aplicacdo ¥. Para provar que ¥

tem um ponto fixo faremos as seguinte etapas:

1) Existe um certo T > 0 conveniente tal que
u € Xy, logo ¥(u) € Xr. (2.9)
2) A aplicacao
Y. Xy — X7 (210)
¢ uma contracao. Dai segue do Teorema do ponto fixo de Banach que ¢ terd um, e
somente um, ponto fixo em Xry.
ETAPA 1: Dado u € Xy, para provar (2.8) deveremos estimar a norma H® de W(u). A
estimativa da parte linear de W(u) segue do fato que
B (t)uol[ms < [luollmes. (2.11)
Quanto a parte integral, usamos a desigualdade de Minkowski para integrais e depois o

item 3 da Proposicao 2.1.1 para obter

t t
HAL Eult — DuPoulx. Ddtlle < WL Bt —Dhdulx, 7) s d
t
K
_ |>\|J (1+—)|y|u|2axu\|Hs,1dT.
0 u(t—1)

t k
< I sup H\ur?aquHslj (14 ———)dr
telo,T] 0 w(t—1)

Hs—1.

< kl?\!(T—l—%) sup ||[utto,u

te[0,T]
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Assumindo que s > g temos que s — 1 > % e portanto pela Proposigao 1.8.4 segue que

Huﬁaququ § CHU|’Hs“ﬁ’ Hs aququ

< cllulfe e .
Observando que
HaXuHHsfl = 27'[HuHHs

Concluimos que

utd st < cflufl3s.

Sendo assim,

t \/T
AJ U, (t —D)uPo,u(x, T)dt|ws K KA(T+ —=) sup [Jul3. 2.12
A, U e SKN(T+2) sup ulfee (212)
Portanto, de (2.11) e (2.12) segue que
1
(W) [[1e <||u0||Hs+k|7\|<T+—\/T) sup [Jul3s. (2.13)
\/l_l te[0,T]

Isso prova (2.9). Definamos para cada R, T > 0 o conjunto
BR,T = {u € XT; HLLHXT < R}

Vejamos que para T apropriado vale @(u) € Bgrt para todo u € Bgry. Com efeito,
tomando o supremo em ¢ na desigualdade (2.13) e considerando que s > %, concluimos

1
lo@llxr < s + kAT + —=v/T) ull, (2.14)

VI

Tomando R > 2||ug||ns e T tal que

T 1
T + £ g 1.1 D9’
Vi S 20AR

teremos,

lo@llx, < 5 +5 =R

N | A
N | A

Logo,
@ @ Brr — Bgry

u — o(u)
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Agora mostremos que @ é contracao com respeito & norma de Xt. Para isto, tomamos
u,v € Bg 1. Entao, usando a desigualdade de Minkowiski para integrais seguida da Pro-

posicao 2.1.1 obtemos,

t

lo(w) — e)lxy = ||AJ0 Ut — ) (D1t — WD) de

t 1
< kl)\IJ (1+—) 20,1 — W20, V]| pyer AT
0 \/ﬁ\/; || HH

VT
< KAT+ ==) sup [[[ul0,u— VPOyv||pys—1.
( \/ﬁ> te[o]?ﬂ H I

Agora escrevemos a diferenca u?0,u — [v[?0,v da seguinte forma
0 — sy = (Juf? — V2 )osu + V20, (u - v).
Dai, segue que,

[uPdu — WP |[s < (I — MP)dxulfiass + WP (w — V) [[1ae

= [|u0a—vud e+ uvd, u—v.aL || s 1+ [ W (u—v) || s

= |[utd,u —vud,u+uvo,u—vosat|| s—1 + [[VWO(u—V) || 1ys—1

= [[(T—=V)ud,u+ (u—v)vo,ou| gs—1 + ||[VWox (U — V) ||}s—1

N\

CSHLL_VHHS*IHLLHHS*IH aXuHHsfl‘FCS ||u_VHH571HV|| H571H aXuH Hs-1

+eg ||V Hs—1 [V 151 | 0x (W — V) [ 1s-1-
Usando a desigualdade triangular e depois a Proposi¢ao (1.8.4) temos,

a8t — WAV s < C(Hu = Vlns s fulfns 4 [fw = vl 2f[vlfas ] ne

)

+
< Clhw= vl (el + 2l vline + vI3)

[[Wllrs V[l rs [l = v

2
Cllu = vi[rs ([uffns + [[v][ns)™

Dai, substituindo na desigualdade acima,

o) — W)l < Cllulx, + V)t —vlix, (T+ ﬁ)

Vi

T
< 4CR? (T + %) w—v||x;-

N

Logo ¢ sera uma contragao em Xt se
T 1
(1+ £> < 1
8CR?

N (2.15)
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Tomando R = 2|jug||ns e T > 0 satisfazendo (2.15), temos entdo que

1
@) — @V)||ns < §||u_vHXT'

Observe que para R = 2||ug|jis, 0 <u<1e0<T<1 existe ¢ > 0 dependendo de A tal

que
< C%
1o I35
implica em
( ﬁ) o 1

T+Y )<
) S scre

Com isto, obtemos a seguinte Proposicao:

Proposicao 2.2.1. Dados s > %, U € H*(R) e 0 < p < 1, existe uma dnica u, €
Co([0, Tl; H(R)) solugdo da equagdo integral (2.8) onde T, € da forma
T!J» = CLZ},
[[uollts
para alguma constante ¢ > 0 independente de L.

Agora faremos duas proposicoes essénciais para o nosso trabalho.

Proposicao 2.2.2. Seja u,, a solugao regularizada, dada por

u, =E (thug — A Jot E.(t —T)F,(t)drT,

onde Fy, = [u,[*0xuy, vy = —A f(; E.(t —T)Fu(1)dT e up € HS(R) com s > 2. Entdo

temos u,, € C°((0, T H'(R)),Y 0 <1 <s+1.
Demonstracao. Fixemos r € (0,s 4+ 1). Ja sabemos da Proposicao 2.1.1 item 4 que
E.(t)uy € C((0, TI; H'(R)).
Provemos a continuidade em t de v,. Seja v’ € (r,s + 1). Provemos que
vy € L2([0, TI; H™' (R)) (2.16)

Para isso, notemos primeiro que F,, € L*°([0, T]; H"'(R)). De fato, como

u, € CO>[0, T, HS(R)) e s —1 > £ temos

Fulhigr < el [0l

< Cfhulfg g
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Dai obtemos F, € L*([0, T]; H*"!(R)) e além disso,

HFu”LgOHi*l < CHuu”?i?Hi-

Em seguida usamos o item 3 da Proposicao 2.1.1 para obter o seguinte:

t

Ml <[ (14
0 [

k
— ) IIF ()| ys—2d.
T IFu(0)l

r'—s+1
2

t
W[ (14 e a1 T)
Fullprg (T+ \/57“ € [0, T,).

Dai concluimos (2.16). Para provar a continuidade de v, note que

Como 1’ € (r,s + 1) temos que < 1 e portanto,

Logo,

Vi) < Corsn

v, € C°([0, TI; L*(R)) (2.17)

pois v, = u, — E,(t)ug e ambos u,, E, (t)ug € C°([0, TI; L*(R)). Consideremos 6 € (0,1)

tal que Or’ =, isto é, 0 = 7, segue da Proposicao 1.8.5 que
I

Assim, dado t € (0, T,] temos, para h suficientemente pequeno

-1y (2.18)

Hr, .

e < - IR0

[vu(t+h) —v,(1)]

Hr S Hvu(t‘i‘h)_Vu(t)HlL;eHVu(t‘i‘h)_Vu(t)HeHr’
0
< (2llpny ) Ivelt+ 1) = vz, (2.19)

Tendo em vista (2.17) segue de (2.19) que

lim [|[v,(t+h) —v,(t)]ur = 0.
h—0
Isso conclui a demonstracao da Proposicao 2.2.2. O

Proposicao 2.2.3. A derivada a%uu(t) existe na topologia de H™'(R) para todo t €
(0, T,]. Além disso,

oy, = (i+ p)o2u, — Al 2o u,.

Em outras palavras,

t+h,)— t, -
g ) ()

h—0 h — (14 oy (1) + iAy (1) POxuy (1) 11 = 0.

Demonstracao. O



Capitulo 3

Estudo da equacao DNLS

No Capitulo anterior provamos que a cada p > 0, existe T = T, > 0 e uma tnica solucao
u, do P.V.I (2.7) definida no intervalo [0, T,]. Neste capitulo, discutiremos que todas
as solugoes podem ser extendidas para o mesmo intervalo de tempo. Como veremos no
Corolario 1 esta extensao uniforme dependera do seguinte fato

sup sup |Ju.(t)|ns < oo. (3.1)
u>00<t<T,

A estimativa (3.1) permite estender todas as solu¢oes para um menor intervalo de tempo
[0, To] , independente de p e a extensao ainda satisfaz sup ||u, (t)||ns < co. Analisaremos
a convergéncia de (u,(t)) quando u — 0. Entao, encgigrga?emos uma func¢ao limite u. Esta
u serd o candidato para ser solucao. Portanto teremos uma grande chance de sucesso com

a regularizacdo parabolica se pudermos provar a estimativa uniforme (3.1).

3.1 Estimativa uniforme para a solucao do problema

regularizado

Mostramos que se s > 3, entdao dado up € H¥(R), existe T > 0 dependendo de p, [[uo|1s,
A e uma tnica solucao u, € C([0, T]; H*(R)) da equagao integral
t

w,(t) = B (t)ug + AJ E.(t— 1) (w0 u,)(t)dT.

0

Gostariamos de obter uma limitacao para u, do tipo

sup flup(t)flus <M
0<t<To

28
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para algum M que seja independente do parametro p.
De acordo com a Proposicao 2.2.3 sabemos que
100w, + 02wy, + iMu, [P0 u, = ipdiu,. (3.2)
Dali,
i0u, = (ip— 1)63(11” — i?\luul2axuu.
Entao,
druy, = (L+1)02u, — Aluy* o, (3.3)
Desejamos
T uu(t)]r2 < c (3.4)
independente de p, onde J® = (1 4+ £2)3. Veja que
d S N S
EHJ uu(t)HQU = 2Re (J* 0wy, JPuy) e, (3.5)

pois

dt

L2

& 0. T | = (005w (0.0 0) + (1), 377w, (1)

= (3w, T 0)) + (TP, 0w, (1))

= <at]5uu(t), ]Suu(t)> + <atlsuu(t), ]Suu(t)>

= 2Re (dJ°uu(t), JSupu(t)),>

= 2Re (J*0quy(t), Puyu(t));:.

Substituindo (3.3) em (3.5), teremos

(0w (t), T () 2 = (k4 1) (0%, w1 — A (T () 0x), Ju) o (3.6)

Veja que

<]Sa3cuu7 ]Suu>]_2 = J(ailsuu)mdx

Integrando por partes, obtemos:

[ENCNR) e N

= — J OxJ*u, 05 J5u, dx

= —(0xJ°uy, 0xJ°up) o

Ox (0xJ*uy ) J5u, dx.

W—Jaxlsuuaxjsuudx
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Logo,

<]Sa>2<uu7 ]Suu>]_2 =—(n+1) <ax]3uu> aXISuM>L2 —A <IS(|uu|2)aqu), ]Suu>L2 .

Entao,

Re (J*0%uy, J 1) 2 = 1 (0] "y, 3" uy) 12 — ARe (J* () sttss), 1) -
Dai,
2Re (J*0%uy, JPuy ), < —2Re (J3 (Junl?)0xuy), JPuy) s -
Ou seja,
%H]sumu(t)H%z < —2ARe <]S(|uu|2)axuu), ]Suu>L2 . (3.7)
Resta-nos controlar
—2ARe (J° ([, ) 0xuwy), Jouy) s
em termos de ||JSu,||r2.
Escrevamos
Re (J* (e )onuwy), 5w ) e = Re (I (un2)dsty) — e, Juy),
+Re ([u, TP 0xuy, JPuy) . - (3.8)
Chamemos de (I) e (II) a primeira e a segunda parcela do lado direito da equacao

(3.8). Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz em (I), teremos:

(D) < 17 (he)0xu) — g PP 0 [z [Tl e.
Agora, usando a desigualdade de Kato-Ponce, obtemos:

I

N

[Pl [Frs 1Bty s 7%y 2

VAN

el [ e g s [ty s

4
Hs*

cllu
Analisando (II),

Re (J° (uu2)0xJ*10,), ) o = ReJR W0, (51, ) T dx

_ 1 -
u?0, (J5u, ) Jsu, dx + 5 J w20, (Jsu, ) u, dx

JR R

[ u? [0 i+ PO, ] dx
R

r

w205 (J5u, 5w, ) dx
Jr

r

(NN NOR I NG I NGRS
[&

|Up|26x(Usuu|2)dx.
JR
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Integrando por partes, teremos

1 +oo ]
Re (J* ()0 wa), T = shulrws] .~ LR o120, () dx
1
- —§J 0 ([l ¥, P dx.
R

Pela desigualdade de Holder, temos:

1

3 | PPt < o) e s
R

Usando a imersao de Sobolev, obtemos

10x () [ T wllf < el () s gl
< cfful s w1
<l s
= clullie.
Portanto, de (I) e (II),
Re (J° (u)oxT ), T ) < el (3.9)

Logo, para cada p > 0, a solugao de
0, + 02wy, + iMu, [P0 u, = ipdiu,.

satisfaz:

& (1) = a0l v s> 2 (3.10)

Lema 3.1.1. Seja @ uma funcao positiva que satisfaz
@' < cAlg?

entao

p(t) <29(0), V te [O’W)

Demonstracao. A desigualdade é 6bvia para t tal que @(t) = 0. Seja L ={t > 0; @(t) # 0}.

Para t € L temos:
/
t
LA
o(t)

Dai, integrando em ambos os menbros de 0 a t, teremos

E [—ﬁ} "dr < cAlt.
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Logo,
1
——— + —— < At
@(t) (0)
Entao,
¢(0)
@(t) < ,
1—cAl(0)t
isto é,
o (t) < 2¢(0),
1
sempre que 0 < t < ———— O

2¢Al@(0)

Aplicando o lema acima a funcao

@ (t) = (),
obtemos
1
2 2

u s < 2 U, Sy V t < 07 —:|’

|| HHH X || 0||H 2C|}\|||LL0||2 .
Logo concluimos que

() ne < V2[uol I, (3.11)

para todo t € [0 . Com isso, demonstramos a seguinte proposicao.

1
’ 2cwuuouaJ

Proposicao 3.1.1. Seja s > % Existe ¢ > 0 tal que qualquer solugao de

10w + 02u + MU0 u = iud3u,

(3.12)
u(x,0) = up(x).
. 1 .
definida em [0, T] com T < ————5— satisfaz
2¢[Al[[uo 7,
lwe () ||1s < V2|uellns, ¥V telo,Tl. (3.13)

Corolario 3.1.1. Dado s > %, ug € H¥(R) existe ¢ = c(s) > 0 tal que todas as solugoes

de

10w+ 02u + IAu[*0,u = ipd2u,
t lul 28 (3.14)
u(x,0) = up(x).

podem ser estendidas até o intervalo [O ] e, além disso,

1
7 2¢|Al[[uollys

e (®) s < V2l s, ¥ e o [, vuso.

1
" 2¢Alf[uolls
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Demonstra¢ao. Denotemos
1

* 7 2wl

o tempo maximal de existéncia de solugao como na Proposicao 3.1.1. Pela Proposicao
2.2.1 existe € tal que a solu¢do da equacdo integral (2.8) esta definida no intervalo [0, 8]

onde

u
—

d=¢
[[uol[}s

Usando novamente a Proposicao 2.2.1 concluimos que o P.V.I.

10w+ 02u + IAu[*0,u = ipd2u,

u(-,0) =uy(-,9).

(3.15)

possui uma solugao 1, definida num intervalo de tempo de tamanho pelo menos,

~ H
C— -
(-, 8) s
Pela Proposicao 3.1.1 sabemos que

" u L p

c >C =: 0.
(5 0 ~ ol

s
Dai, concluimos 1, esta definida pelo menos no intervalo [8, 28]. Com isso concluimos que
u,, se estende ao intervalo [0, 28]. Repetindo o mesmo raciocinio concluimos que a solugao
u, se estende aos intervalos [0, 28], [0, 38], ..., [0, k3], sempre que K& < T,.

Esse processo de extensao é finito pois k& > T, para algum K. Com isso concluimos que

u,, pode ser estendida a todo o intervalo [0, T,]. O

3.2 Demonstracao do Teorema Principal

Provamos na se¢do passada que dado s > 3 e ug € H*(R) existe T = T(||Jug|ns) > 0 tal

que o PVI

10w + 02u + IAu?0,u = iud3u,
' " (3.16)
u(x,0) = uy(x).
possui uma e somente uma solugdo u, € C([0, T]; H*(R)). Além disso, existe K > 0

(dependendo apenas de |[ugl[1s) tal que

sup sup |[uy(t)||ns <K (3.17)
>0 0<t<T
Nossa ideia é analisar a convergéncia de (u,) quando pu — 0. Esperamos com isso

obter um candidato a solucao.
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3.2.1 Convergéncia forte em [?

Nesta secao provaremos que a familia de solugdes (u,(t)),~o definidas em [0, T] converge

em C°([0, T]; L2(R)) a uma funcao u. Tal funcao u serd uma candidata a solugao do P.V.1.
(1).

Proposicao 3.2.1. Sejam A€ R e s > g Dada uy € H*(R) considere ()0 a familia
de solugoes definidas em [0, T]. Entao,
lim = sup [u,(t) — uy(t)[z = 0.

w,v—0 0<t<T

Em outras palavras, (u,)u=o € uma sequéncia de Cauchy em C°([0, T]; L2(R)).

Demonstragao. Fixemos u,v > 0. Denotemos w = w,,  := u,, —u,. Tomando a diferenca
entre as equagoes

0., + (1 —ip)d2uy, + iAlu,*0,u, =0

10y + (1 —iv)d2u, + iAu, P9, =0

teremos:
i0¢(u, —uy) + (1 —ip)o2u, — (1 —iv)o2uy + iA|Ju,[* 0, — iAuy [P0, = 0.
O que é equivalente a
101w+ (1 —ip) 0t —(1—ip) 92wy + (1 —ip) 02w, — (1—iv) AL, +iru, [*0ar, —iAu, [Pat, =0.
Dali,

0w + (1 —iw)d2 (uy — wy) +i(v — w)d2u, + iAu, o u,

—iAhuy [P0,y + Ay 20w, — iAlu, 0wy = 0.
Logo,
0w+ (1 —ip)2w + i(v — wo2uy +iA(uyl® — [uy[*)0xu, + iAhe, [P0 w = 0. (3.18)
Tomando o conjugado em (3.18) vemos que w satisfaz

—10,W + (1 +ip)2w — i(v — )2y, —iA(fuyl* — huy )91, — Al [29,@ = 0. (3.19)
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Multipliquemos (3.18) por @ e (3.19) por w. Dai,

10w + (1 —ip)2ww +i(v — w)diu, @ + iA(u, > — uy )9, u, @ + iAlu, [0 ww =0

—0 0w+ (1 +ip)ww—i(v — p)oiuy w—iA(fu, [ —uy [*) 01, w—iA|lu, [Fo, dw =0.
Facamos agora a diferenca dessas duas tltimas equagoes. Obtemos assim,

10 W + id ww + (1 —ip)diww — (1 +in)diow
(v —w)oiu, @ +i(v — Wi, w + iA(u, > — uy )ou, @ (3.20)

HiA(u,? — uy )0, w + iAJuy [P0, w@ + iAlu, [P0, ww = 0.
Dai concluimos que,

(0w + d0w) + (1 —iw)dlw @ —(1+ip)dww
= —i(v—p)(Qiu, @ + R w)
—iA(u,* — uy ) (0w, @ + 0, w) (3.21)

—iAJu, 2 (0xw + O, ww)

Integrando (3.21) e usando integracdo por partes obtemos que

d
i—J IwIth—(l—iu)J Iawade—l—(l—kiu)J 19, w|?dx
dt Jr R R

é igual a

wolu,dx + ZiAReJ (huy[* — e, )00,y dx

2i(u—v)ReJ i

R

— i)\J Iuvlgwaxwdx—i?\J uy Pwd,wdx.  (3.22)
R R
Usaremos integragdo por partes nas duas ultimas parcelas de (3.22):

—i)\J !uVIQWE)dex—i?\J luy Pwdodx = —iA IuVIQEGdeX+i7\J O (Juy Pw)wdx

R R Jr R

= —iA !uVIQEGdeX—Fi?\J luy |29 wwdx
Jr R

+iA | Ox(luy ) |w[?dx

U]R

= iAJ Ox (luy P |wl*dx.
R
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Dai, segue que

|?_o> + 2ipf o w (-, t)[[f: = Qi(u—v)ReJ wolu, dx

R

+20\ReJ (luyl? — )00, u, dx
R

+mj 3, (fus ) wdx.
R
Por comodidade, denotaremos:

[:=2i(p— V)ReJ w2, dx;
R

II:= ZiAReJ (huy[* — ey )00, uy,dx
R

I := i)\J 0y (Juy [*) | *dx.

R
Segue de (3.23) que

< 1)+ [TI] + [III].

< (ot 1)

Agora, vamos estimar cada um dos termos I, II e III.

e [: Usando integracao por partes e depois a desigualdade de Cauchy-Schwarz, obte-

mos
‘Re JRwaiuv(X,t)dx‘ = ‘ReJR 0, WUy (x, t)dx
< ol t) ||z f0xuy (- t)][ 12
< (wellxr + e llx ).
Logo,
11 < 2l = VIR flxy + [ llx)? (3.23)
o II:

Notemos que
|Rej (s P — 2@, dx < J (] + )t — w019l dx.
R R
Dai,

IReJ (v — w00, u, dx < J (lwpl + huy NP0, dx. (3.24)
R R
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Usando a desigualdade de Hélder, segue que (3.24) é menor que
(el + [y ) 1ty | | w] |7 (3.25)
Usando a imersao de Sobolev segue que (3.25) pode ser limitada por
cll[upllx; + [hevllx )]l

para alguma constante c.
Portando,

11} < Ne(fugllx, + [hel[x ) [l £ (3.26)

o III:

Usando a desigualdade de Hélder, temos

| outhuPlworax| < [outuP-flwlk-
R

Como,
10k (luvP) e < 2[Juy 05Ty ||
< 2ffuy [l |0y [
< 2y el Osany e
< 2w,
segue, novamente, a estimativa
1 < Ale(flwllxe + v lIxe ) flwllz.. (3.27)

Juntando as estimativas (3.23), (3.26) e (3.27), concluimos que

d

i (0 DI ) < 2Nl + s lx, ) O = VI ellao(- 1))

Sendo K a constante dada em (3.17), temos

d

(o1

) < 8K — ]+ Sk, D) (3.28)

para todo t € [0, T].

Usando a desigualdade de Gronwall segue que

t
lw(- )2, < ek j S| — vidt
0

= TeM|u— v, (3.29)



Capitulo 3. Estudo da equagao DNLS 38

ou seja, existem constantes C, k > 0, independentes de W e v, tais que
(5 1) —uy (- ) |2 < €TeXT|u— vl (3.30)
para todo t € [0, T]. Segue dai que

lim  sup [u,(t) — [[uy (t)]|r2 = 0.
u,‘\/*)()ogtg'r

3.2.2 Existéncia de solucao
Até o momento temos uma familia (u,),~o onde cada u, é a tnica solugao do P.V.I
10w + 02u + IAu?0,u = iud3u,

u(x,0) = up(x).

em C([0,T]; H%(R)). J& provamos os seguintes fatos:
1. (uy)u=0 é uniformemente limitada em L*([0, T]; H*(R));
2. A familia (uy),~o ¢ de Cauchy em C([0, Tl; L*(R)).

O segundo fato nos permite concluir que existe uma funcao u € C([0, T]; L3(R)) tal
que

lim sup ”uu(7t) —U(',t)”[_2 =0.
=0 0<tgT
Antes de proseguir, convém observar o seguinte:

Proposicdo 3.2.2. u € C([0, T]; H3'(R)), para qualquer 0 < s’ < s, e além disso U, —u
em C([0, T]; H*(R)).

Demonstracao. Usando a Proposicao 1.8.5 com s; =0, s = s, r = s’ obtemos
[ (8) =y () e = fu (1) — uy (O[5 ° [ (1) — uy (D1, (3.31)
onde 0 = % Tomando o supremo em t em (3.31) e tomando K como em (3.17) obtemos,

0 _
sup [lu (t) —uy (1) < (2K)° sup [lug(t) —uy (1)[]12°.
0<t<T 0<t<T

Dai segue que

lim  sup [, (£) — w(t)]

et = 0.
LL,V—}O Ogth
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Logo existe v € C([0, T]; H¥'(R)) tal que
u, > Vv em L([0, T]; H¥' (R)).

Como

u, —u em L®([0,T];L*(R)),

segue que u = v. Portanto,

u e C([0, T]; H¥ (R)).
]

Agora iremos usar algumas propriedades para mostrar que u é solucao da equacao

integral
t

u(t) = E(t)uy — J E(t — 1) (Julo,u)(t)dT.

0

A ideia é tomar o limite quando p — 0 na equagcao integral

u,(t) = Eu(t)ug — 1A JO E.(t— 1) (w0 u,)(t)dT.

Primeiro olhamos a convergéncia da parte linear. Usando o teorema de Plancherel, temos

[Ep(t)uo — E(t)uo

%2 — Jle—4ﬁ2t(i+u)£2 o 6_4ﬂ2ti£2|2|ﬂg(a)|2d({

< J e A IE R (£)PdE,

Usando o teorema da convergéncia dominada, concluimos que esta ultima integral vai

para zero quando u tende a zero. Entao para cada t € [0, T], temos
lim [|E,(t)up — E(t)upl|2 = 0. (3.32)
n—0

Para investigar a convergéncia da parte nao-linear, denotemos

t

vix, t) = —?\J E(t—1)F(t)dT
0

onde F(x,t) = [u/205u e similarmente

vu(x,t) =—A Jt E.(t—1)Fy(T)dT

0
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onde F,(x,t) = hu,[?0,u,. Entdo,

lv—wullz < !?\|||J E(t —1)(F—FL)(t)dT2

0

oy J [E(t— 1) — Ep(t — O)(F) (0)d] o

t
< !7\|J |F(t) — Fu(t)||2dT
0
ot .
A H (6747121(’&71)&2 _ ef4n2(i+u)(t7”r)£2)]:u(,t)HLZ dt
JO
< AT F = Fulfpoor2

—

rt —
+|A| H (1 — 6_4“‘““_”5)‘52) (FM(T) —F(1)) H]_2 dt
JO

rt

+AL | <1 — e_4“2“(t_T)£Z>F/(\T)HLz dt

0

< BTIIIF = Fuflers + A J (1 — e~ (L) F) 2.

0
Considere a fungao
gu(T) = 11— 6_4”2”“_”52{(\1)”9.
Veja que g, € limitada pela funcao
g = 2|[F(D)] >

Esta por sua vez é integravel em relacao a T.

—_—

[F(Ol[ee = |||u|26xu||l_%l_;{

N

Tl ere 0o
< THu”?ﬁchHi-
Aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada concluimos que

t
lim J (1 — e ¥ HETEE() || 2 dT = 0.
u—0 Jg

Finalmente, inferimos sobre ||[F—F, || ~r2. Adicionando e subtraindo lu, [?05u e usando

a desigualdade triangular

IF=Fullie: = [[ulfocu— he o uyfliees

N

HUUP - |uu’2)aquLf{°L§

+ |l oy (u —uy) Loz

N

I = e [0l g

R0 (w = wy) ez



Capitulo 3. Estudo da equagao DNLS

41

Usando que

ul? = Pl < efful + WD u —v|
e usando imersao de sobolev, teremos

IF=Fullez < [l +hedDhe = wpllfeere [0l e

g frere |05 (W — ) [rers

< (uffisens + [wplleeng)[0xwlrerz [ — w [ Lo

e ns 10x (w —wWlrpre.
Como u,, ¢ limitado em LHS (3.13) concluimos
IF = Fulliere < cflu—upliens,
para alguma constante ¢ > 0 independente de p. Portanto,
}Eﬂ) [V (t) = v(t)[[iperz =0
para cada t € [0, T]. Segue de (3.32) e (3.33) que para todo t € [0, T]

u(t) = lim u,(t) = E(t)ug — Jt E(t — 7)(Jul2d, u)(T)dT,

n—0 0

onde o limite é tomado em L?(R).

3.2.3 Unicidade

Aqui iremos provar que a funcao u é a Gnica solucao da equacao integral

t

u(t) = E(t)ug —J E(t — 1) (ufo,u)(t)dT.
0

Sejam u,v € C([0, T]; H5(R)), s > 3 satisfazendo

u(t) = E(t)ug —iA Jt E(t — 1)[u?0,udr,

0
t

v(t) = E(t)uy — i)\J E(t — T)v[*0,vdr.
0

Temos
t

u(t) —v(t) = —i)\J E(t — 1) (Jul*0xu — [v*05v)dr.

0
Dai, usando a desigualdade de Minkowski para integrais,

t

J(t) = v(D) 1o < j

0

E(t — ) (HuIQGXu _ |v|26xv> ()| s .

(3.33)

(3.34)
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Lembremos que pela Proposicao 2.1.1 vale
[E(t —T) (udyu — MPOV) s+ = ([0 — WPVt
Agora, escrevemos [ul?0,u — [v[*0xv como
uPou — WP, w = ([ul” — v)dxu + V0, (u —v).
Dai, tomando a norma H*™! e usando que s — 1 > % obtemos
[0 u—v2a vyt < el s 3] v+ Vst [[x (u—v) [1ies. (3.35)

Usando que

[ — WP [psr = [[(u—v)T+ v —v)|us
< clju— Vst [T ps—1r + ||V rs-1 [T — Vs
< el + vl ) =il
e que
IVE s = [PVl < el
segue que,
2 2 2
Ie0as = 2w lres 1 < ([l s+ Vs ) = vl (3.36)

Substituindo (3.36) em (3.34) concluimos que

t 2
w(t) —v(O) e < CL(HLL(T)HHs—|—HV(T)’Hs> () — v()[|ps1dT

2
< ctozggT((Hu(r)uHs Ve ) ) = v e )

2
< cT(Ilxr + Vlixe ) sup_ffu—vilyes.
0<T<T
Logo,
2
sup_[[u(t) = v(t) s < T (|l + [Vlixe ) sup_[(e) = v(e) oo,
0<t<T 0<t<T

Tomando T suficientemente pequeno de modo que

DN | =

2
T (I, + Ivlix ) <

obtemos que

1
sup [Ju(t) —v(t)|[ps1 < 5 Sup lw(t) —v(t)]| s
0<t<T 0<t<T
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que implica

sup [|u(t) —v(t)|[ps— =0,

0<t<T

ou seja,

para todo t € [0, T]. Com isso finalizamos a demonstracdo do Teorema 0.0.1.



Capitulo 4

Comentarios e resultados adicionais

Para finalizar gostariamos de fazer alguns comentarios sobre a equacao DNLS e algumas
de suas generalizacoes. Primeiro gostariamos de observar que a técnica empregada fornece

existéncia e unicidade de solucoes para outras equacoes da forma
10w+ L(u) + iAjufo,u = 0,
onde L é um operador diferencial que satisfaz
Im(Lu,u) > 0. (4.1)

De fato, como observado na introducao um passo crucial para que o argumento de re-
gularizagao parabdlica funcione é demonstrar que as solugoes do problema regularizado
sao uniformemente limitadas em H®(R) para s > 3/2. De fato, assumindo que a equagao
regularizada
10w + L(u) + iAlu?o,u = ipd’u. (4.2)
possui uma solugao u € C([0, T,J; H*(R)) temos que esta satisfaz o seguinte:
%(u, Whs = 2Re(0¢u, U)pys

= 2Re(ilL(u) + pdZu — A9, W s

= 2Re(ilu, W)ps + 2uRe (02w, w) s — 2ARe|u/*0u, ) s

= —2Jm(Lu, U s — 2uRe(d,w, 0, W) s — 2ARe[u* 0w, W) s

< —2ARe([u o, u, Wps. (4.3)
A estimativa de (4.3) segue como argumentado na secao 3.1 sempre que s > 3/2. Obser-

vamos que os operadores

L(u) =idu,

44
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L(u) =Do,u

satisfazem (4.1). Assim, vale o mesmo resultado de existéncia e unicidade para uy € H*(R)

com s > 3/2, para os PVI associado & equagao de Korteweg-de Vries modificada (mKdV)

dru + 33 u 4+ u?d,u =0,

(4.4)
u’('7 0) = Up.
e também para o PVI associado a equagao de Benjamin-Ono modificada (mBO)
ou + Dojyu 4+ u?d,u =0,
(4.5)

u(-,0) =uyg.

Estudos recentes tém sido dedicados a boa colocacao para o PVI associado a seguinte
generalizacao da DNLS:
10w+ 0% u + iA[u/*d,u = 0,

com « > 0 (gDNLS). Resultados de boa colocagao tém sido obtidos de acordo com os
valores de a. Para o« > 5 Hao [6] provou boa colocagao em H*(R) para s > 1/2. Santos
em [21] obteve boa colocacdo local para dado inicial em H'/?(R) suficientemente pequeno
no caso « > 2 e existéncia e unicidade de solugoes para dados iniciais pequenos em
H3/2(R) N HY2((x)) para o caso 0 < o < 1. Recentemente [16] provaram boa colocagio

para 0 < & < 1 para uma certa classe de dados iniciais suficientemente regulares.
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