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Resumo

Neste trabalho provaremos a existência e unicidade de soluções para o problema de valor

inicial associado à equação de Schrödinger com derivadas com dados iniciais em espaços

de Sobolev de índice s > 3

2
. Utilizamos e estudamos o método da regularização parabólica

devido a Kato 1972. Esse método consiste em acrescentar um termo parabólico à equação

original e obter uma família a um parâmetro µ > 0 de equações que são mais simples de

se estudar. A ideia é provar a convergência dessa família de soluções quando µ tende a

zero e que a função limite é a solução da equação original.
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Abstract

In this work we prove the existence and uniqueness of solution for the initial value problem

associated to the Derivative Nonlinear Schrödinger Equation with initial data in weigted

Sobolev spaces of index s > 3

2
. The method we used to prove such result is the parabolic

regularization method due to Kato in 1972. This method consist in adding a parabolic

term to the original equation in order to obtain a one parameter family of equations wich

are easier to study. Then the idea is to prove the convergence of this family of solutions

when the parameter tends to zero and that the limite function is solution of the original

equation.

vi



Conteúdo

Resumo v

Abstract vi

1 Noções Preliminares 5

1.1 Análise Funcional . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.2 Os espaços de Lebesgue Lp . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

1.3 Transformada de Fourier em L1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

1.4 Transformada de Fourier no espaço de Schwartz . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.5 Transformada de Fourier em L2(Rn) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.6 Transformada de Fourier em S ′(Rn) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

1.7 Transformada de Fourier aplicada ao estudo da equação de Schrödinger

linear. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

1.8 Espaços de Sobolev . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

2 O Método da Regularização Parabólica 19

2.1 A solução do problema linear e suas propriedades . . . . . . . . . . . . . . 19

2.2 A solução do problema regularizado . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

3 Estudo da equação DNLS 28

3.1 Estimativa uniforme para a solução do problema regularizado . . . . . . . 28

3.2 Demonstração do Teorema Principal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

3.2.1 Convergência forte em L2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

3.2.2 Existência de solução . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

3.2.3 Unicidade . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

4 Comentários e resultados adicionais 44

vii



Conteúdo viii

Referências Bibliográ�cas 46



Introdução

Nesse trabalho estudaremos o seguinte problema de valor inicial i∂tu+ ∂2xu+ iλ|u|2∂xu = 0,

u(·, 0) = u0.
(1)

onde u = u(x, t) é uma função a valores complexos de�nida em (x, t) ∈ R× R, e λ é um

parâmetro real.

A equação (1) é conhecida como equação de Schrödinger com derivadas (DNLS).

Em Física ela aparece como um modelo que descreve a propagação de ondas Alfvén em

plasma (para mais informações ver [17], [18] e [20]).

Uma questão matemática de grande relevância teórica é o problema da boa colocação.

Dizemos que um PVI é localmente bem posto num certo espaço de Banach X se a cada

dado inicial u0 ∈ X corresponder uma única solução u ∈ C([0, T ];X) que satisfaça o

PVI. Além disso espera-se que as soluções correspondentes a dados iniciais próximos

permaneçam próximas durante seu tempo de existência. Em geral procura-se estabelecer

resultados de boa colocação em espaços X = Hs(R) com o ínidice s menor possível.

Vários trabalhos em matemática têm sido dedicados ao estudo da equação em (1).

Um dos primeiros resultados sobre existência e unicidade de soluções foi obtido por [23]

Tsutsumi e Fukuda em 1980. Eles empregaram a técnica de regularização parabólica,

para provar a existência e unicidade de soluções para o PVI (1) com dados iniciais em

espaços de Sobolev Hs(R), com s > 3

2
. N. Hayashi em 1991 provou a boa-colocação para

dados iniciais u0 ∈ H1(R) satisfazendo uma condição sobre o tamanho do dado inicial:

‖u0‖L2 <
√
2π. (2)

Usando uma transformação adequada e técnicas re�nadas de transformada de Fourier H.

Takaoka [22] em 1999 obteve boa-colocação em Hs(R) para todo s > 1/2. O ídice s = 1/2

1



Conteúdo 2

é o melhor que podemos esperar para boa colocação. De fato H. Biagioni e F. Linares em

[2] provaram que (1) não é bem posto em Hs(R) para todo s < 1/2.

Nesse trabalho provaremos que o seguinte resultado:

Teorema 0.0.1. Para s > 3

2
, se u0 ∈ Hs então existem um T(‖u0‖) > 0 e uma úinica

função u ∈ C([0, T ];Hs) solução da equação integral

u(t) = E(t)u0 − λ

∫ t
0

E(t− τ)(|u|2∂xu)(τ)dτ, (3)

onde E(t) = e−4π2ξ2it.

A técnica que utilizamos para provar o teorema acima foi o método da regularização

parabólica o qual é devido a Kato em 1972. Também conhecido como argumento da

viscosidade, tal método consiste no seguinte:

Primeiro provamos que para cada parâmetro positivo µ (viscosidade) o problema de valor

inicial  i∂tu+ ∂2xu+ iλ|µ|2∂xu = iµ∂2xu,

u(·, 0) = u0

(4)

tem uma, e somente uma, solução uµ defnida num intervalo [0, Tµ]. O segundo passo é

provar que a família de soluções uµ converge quando µ tende a zero e o limite resolve

(1). O primeiro passo é simples devido a presença do termo parabólico iµ∂2xu. Como é

usual podemos obter solução uµ ∈ C([0, Tµ];Hs(R)) ∩ C1((0, T),Hs), com Tµ = µ
‖u0‖Hs

,

em algum espaço de Sobolev Hs(R). A maior di�culdade está no segundo passo. Mas

antes de considerarmos o problema de convergência temos que argumentar que todas as

soluções podem ser estendidas para o mesmo intervalo de tempo. Esta extensão uniforme

será possível se provarmos que a família (uµ)µ>0 satisfaz uma estimativa uniforme do tipo

sup
µ>0

sup
t∈[0,Tµ]

‖uµ‖Hsx < +∞. (5)

A estimativa (5) permitirá estender todas as soluções para um intervalo de tempo [0, T ]

independente de µ. Portanto, teremos uma grande chance de sucesso com a regularização

parabólica se podermos provar a estimativa uniforme (5).

Em [8], R. Iório e V. Iório mostraram que uma estimativa como em (5) pode ser obtida em

Hs(R), s > 3

2
para uma não linearidade do tipo um∂xu, m ∈ N. Neste trabalho obtemos

uma estimativa uniforme do tipo (5) para a equação DNLS em Hs(R), com s > 3

2
.

Este trabalho é organizado da seguinte forma:
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No Capítulo 1, listamos uma série de resultados que serão utilizados ao longo do trabalho.

No Capítulo 2, consideramos a equação regularizada i∂tu+ ∂2xu+ iλ|u|2∂xu = iµ∂2xu,

u(x, 0) = u0(x).
(6)

Para provarmos que (6) tem solução seguiremos o conhecido método do ponto �xo para

contração que consiste em considerar um operador para o qual a solução de (6) é ponto

�xo.

No Capítulo 3, estudaremos a equação DNLS. Discutiremos que todas as soluções do P.V.I

(6) acima podem ser estendidas para o mesmo intervalo de tempo, em seguida provaremos

que tais extensões são uniformemente limitadas. Daí argumentamos sobre a convergência

da família (uµ) e encontraremos um candidato u à solução. Feito isso, apresentamos a

demonstração do Teorema 0.0.1.

Por �m, no Capítulo 4 terminamos nosso trabalho com breves comentários sobre a DNLS

e algumas generalizações.

Esta dissertação teve suporte �nanceiro da agência CAPES de fomentos.
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Notação.

• Denotamos 〈x〉 = (1+ x2)
1

2

• Para s ∈ R, Js é o potencial de Bessel de ordem −s, dada via transformada de

Fourier pelas fórmula

Ĵsf = 〈ξ〉s f̂ .

• Ds(·) = (|ξ|s·̂)∨ representa o potencial de Bessel de ordem −s.

• Dada f : R→ C, Re(f ) representa a parte real e Im(f ) a imaginária de f .

• Lp(R) =
{
f : R→ C mensurável tal que ‖f ‖Lp :=

{(∫
R
|f |pdx

) 1

p

< +∞}}.
• Denotaremos para f = f (x, t), com (x, t) ∈ R× [0, T ]

‖f ‖Lqt Lpx =
(∫T

0

(∫
R
|f (x, t)|pdx

)p
q

dt

) 1

q

e

‖f ‖LqtHsx =
(∫T

0

‖f (·, t)‖qHsdt
) 1

q

= 0.



Capítulo 1

Noções Preliminares

Para dar maior comodidade ao leitor, enunciaremos neste capítulo as de�nições e os

resultados que serão essencias para uma boa compreensão do texto.

1.1 Análise Funcional

Enunciaremos aqui alguns resultados de Análise funcional que serão úteis no decorrer do

nosso trabalho.

De�nição 1.1.1. Seja X um espaço métrico completo não vazio com uma métrica d.

Uma aplicação f : X −→ X é dita uma contração uniforme, se existir uma constante λ

com 0 6 λ < 1 tal que:

d(f (x), f (y)) 6 βd(x,y), ∀x,y ∈ X

De�nição 1.1.2 (Ponto �xo). Seja T : H −→ H um operador (não necessariamente

linear) onde H é o espaço de Hilbert. Diremos que x ∈ H é um ponto �xo de T , se

T(x) = x.

Teorema 1.1.1 (Teorema do Ponto Fixo de Banach). Considere (M,d) um espaço mé-

trico completo e uma contração f :M −→M. Então f possui um único ponto �xo.

Demonstração. Ver referência [13].

Proposição 1.1.1. Toda sequência limitada num espaço de Hilbert possui uma subsequên-

cia convergente

Demonstração. Ver referência [13].

5



Capítulo 1. Noções Preliminares 6

Teorema 1.1.2 (Desigualdade de Gronwall). Sejam α,β, δ ∈ C([a,b],R), tais que β > 0

e

δ(x) 6 α(x) +
∫x
x0

β(s)δ(s)ds.

Então,

δ(x) 6 α(x) +
∫x
x0

β(s)α(s)e

∫x
s

β(u)du
ds.

Em particular, se α(x) = K constante, temos

δ(x) 6 Ke

∫x
x0

β(s)ds
.

1.2 Os espaços de Lebesgue Lp

Nesta parte estudaremos os espaços Lp de Lebesgue, os quais são espaços de Banach cujas

normas são de�nidas em termos de integrais.

De�nição 1.2.1. Seja Ω ⊆ Rn um domínio e seja 0 < p < ∞. Dada f : Ω −→ R

(ou C) mensurável, de�namos

‖f ‖Lp(X) =
(∫
X

|f (x)|pdx
) 1

p

(1.1)

e

Lp(Ω) =
{
f : X −→ C e ‖f ‖Lp(X) <∞}

que é chamado de espaço Lp(Ω) de Lebesgue.

Proposição 1.2.1 (Desigualdade de Hölder). Sejam 1 6 p 6 ∞, X ⊂ R um conjunto

mensurável e f ∈ Lp e g ∈ Lq funções mensuráveis. Então, fg ∈ L1 e vale a desigualdade∫
X

fgdx 6
(∫
X

|f |pdx
) 1

p
(∫
X

|g |qdx
) 1

q

.

Demonstração. Ver referência [1]

Proposição 1.2.2 (Desigualdade de Minkowski). Se 1 6 p <∞ e f , g ∈ Lp, então

‖ f + g ‖Lp 6 ‖ f ‖Lp + ‖g ‖Lp .

Demonstração. Ver referência [3]
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Proposição 1.2.3 (Desigualdade de Minkowski para Integrais). Sejam (X,µ) e (Y,ν)

espaços de medida σ-�nitos e seja f : X × T → R uma função mensurável. Se f (·,y) ∈

Lp(X,µ) para quase todo y ∈ Y, então x 7→
∫
Y
f(x,y)dν(y) ∈ Lp(X,µ) e∥∥∥∥ ∫

Y

f (·,y)dν(y)
∥∥∥∥
Lp

6
∫
X

‖ f (·,y) ‖Lp dν(y)

Demonstração. Ver referência [3]

Proposição 1.2.4 (Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue). . Sejam {fn}n>1

uma sequência de funçôes integráveis que converge em quase todo parte para uma função

real mensurável f . Se existir uma função integrável g tal que |fn| 6 g , para todo n, então

f é integrável e ∫
f dµ = lim

∫
fndµ.

Demonstração. Consultar teorema 5.6 de [1].

Vamos agora obter condições para que valha a fórmula da "derivação dentro do sinal

da integral"
d

dy

∫
Ω

F(x,y)dµ(x) =

∫
Ω

∂F

∂y
(x,y)dµ(x). (1.2)

Proposição 1.2.5. Seja J um intervalo em R e seja F : Ω × J → Rmou C uma função

tal que:

(i) Para todo y ∈ J �xado a função x 7→ F(x,y), de�nida em Ω, é integrável relativa-

mente a µ;

(ii) Em todo ponto de Ω× J existe a derivada parcial
∂F

∂y
(x,y);

(iii) Existe uma função integrável g : Ω→ [0,+∞] tal que

g(x) >
∣∣∣∂F
∂y

(x,y)
∣∣∣, ∀x ∈ Ω, ∀y ∈ J.

Então:

• a função y 7→
∫
Ω

F(x,y)dµ(x) é diferênci�vel em J;

• para cada y ∈ J �xado a função x 7→ ∂F

∂y
(x,y), de�nida em Ω, é integrável relativa-

mente a µ.

• vale a fórmula (1.2) acima.

Demonstração. Ver referência [9].
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1.3 Transformada de Fourier em L1

Falaremos aqui da transformada de Fourier e algumas de suas propriedades. A trans-

formada de Fourier é uma ferramenta muito útil no estudo da série de Fourier. Nesse

estudo, funções complicadas porém periódicas são escritas como o somatório de ondas

simples matematicamente representadas por senos e cossenos.

De�nição 1.3.1. Sendo f ∈ L1(Rn) de�nimos a transformada de Fourier de f sendo a

função f̂ dada por

f̂ (ξ) =

∫
Rn

f (x)e−2πiξ·xdx, ∀ξ ∈ Rn, (1.3)

onde ξ · x = x1ξ1 + x2ξ2 + · · ·+ xnξn.

Observação 1.3.1. Note que a transformada de Fourier em L1(Rn) está bem de�nida

pois,

|f (x)e−2πiξ·x| = |f (x)| ∈ L1(Rn).

Exemplo 1.3.1. Considere por exemplo a função característica f (x) = χ(a,b)(x). Pela

de�nição temos

χ̂(a,b)(ξ) =

∫b
a

e−2πixξdx

= −
e−2πbξ − e−2πiaξ

2πiξ

= −e−πi(b+a)ξ
e−πi(b−a)ξ − eπi(b−a)ξ

2πiξ
.

Prosseguimos listando algumas propriedades básicas da transformada de Fourier em

L1(Rn).

Proposição 1.3.1. Seja f ∈ L1(Rn), temos que:

(1). f̂ : Rn −→ C é uma função contínua;

(2). (̂τhf )(ξ) = e
−2πih·ξf̂ (ξ), onde τhf (x) = f (x− h);

(3). lim
|ξ|→∞ �f (ξ) = 0 (Riemann-Lebesgue).

(4). ̂(e2πix·hf )(ξ) = τhf̂ (ξ)

(5). Dado a > 0, (̂f (a·))(ξ) = a−nf̂ (a−1ξ);
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(6). ̂f ∗ g(ξ) = f̂ (ξ)ĝ(ξ);

(7).

∫
f̂ gdξ =

∫
f ĝdξ;

Demonstração. Uma demonstração dessas propriedades pode ser encontrada em [3].

1.4 Transformada de Fourier no espaço de Schwartz

Primeiro iremos apresentar um espaço de funções testes para estudar a transformada de

Fourier, chamado de espaço de Schwartz.

De�nição 1.4.1. Chamamos de espaço de funções C∞(R) de decrescimento rápido, tam-

bém conhecido como espaço de Schwartz, ao espaço,

S(R) =
{
ϕ ∈ C∞(R) : ‖ϕ‖α,β = sup

x∈Rn
|xα∂βϕ(x)| <∞, ∀α,β ∈ Nn

}
,

onde α = (α1,α2, . . . ,αn), β = (β1,β2, . . . ,βn) e |α| = α1 + α2 + . . . + αn e |β| =

(β1,β2, . . . ,βn)

Exemplo 1.4.1. Exemplos clássicos de funções de S(R) são ϕ(x) = e−π|x|
2

, ϕα(x) =

xαe−π|x|
2

e suas translações.

Observação 1.4.1. O espaço S(Rn) é denso em Lp(Rn). Em outras palavras, dada uma

função f ∈ Lp(Rn) existe uma sequência ϕk ⊆ S(Rs) tal que ‖ϕk − f ‖Lp → 0. Uma

demonstração desse fato pode ser visto em [8].

O espaço S(Rn) possui uma noção de convergência de sequências da seguinte forma

De�nição 1.4.2. Dizemos que uma sequência (ϕj)j∈N de funções de S(Rn) converge

para uma função ϕ ∈ S(Rn), quando lim
j→∞ ‖ϕj − ϕ‖α,β = 0, para quaisquer multi-índices

α,β ∈ Nn.

Proposição 1.4.1. Se ϕ ∈ S(Rn), então

(1). ∂̂αϕ(ξ) = (2πiξ)α ϕ̂(ξ);

(2).
(

̂(−2πiξ)αϕ
)
(ξ) = ∂αϕ̂(ξ);

Demonstração. Ver referência [8]
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A proposição anterior é uma das propriedades mais importantes da transformada

de Fourier. Ela mostra que o operador diferencial agindo em S(Rn) é transformado

no operador de multiplicação por 2πiξ. Como veremos, isso nos permitirá transformar

equações diferenciais lineares com coe�cientes constantes em equações algébricas.

Proposição 1.4.2. Sejam f , g ∈ S(Rn). Então f̂ ∈ S(Rn), vale a fórmula da inversão

f (x) =

∫
Rn

f̂ (ξ)e2πiξ·xdξ,∀x ∈ Rn, (1.4)

Demonstração. Ver referência [8]

Proposição 1.4.3 (Identidade de Parseval).∫
Rn

f ĝ =

∫
Rn

f̂ g . (1.5)

Demonstração. Ver referência [8]

A proposição 1.4.2 nos permite de�nir a inversa da transfomada de Fourier. Podemos

de�ní-la como sendo a aplicação

G :S(R)−→S(R)

dada por

G(f ) := �f ,

onde,

�f (x) =

∫
Rn

f (ξ)e2πiξ·xdξ,∀x ∈ Rn.

Agora podemos anunciar a Proposição seguinte:

Proposição 1.4.4. A restrição da transformada de Fourier F : S(Rn) −→ S(Rn) é um

isomor�smo e sua inversa é dada por

F−1(f )(x) =

∫
Rn

f (ξ)e2πiξ·xdξ, ∀x ∈ Rn ∀f ∈ S(Rn).

Demonstração. Ver referência [8].
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1.5 Transformada de Fourier em L
2(Rn)

Em geral, dada uma função f ∈ L2(Rn), a expressão∫
Rn

f (x)e−2πix·ξdx, ∀ξ ∈ Rn,

não faz sentido. Por exemplo, a função

f (x) =

 0, x ∈ (−∞, 1]
1

x
, x ∈ (1,∞)

está em L2(Rn) mas não em L1(Rn), com n = 1. Para de�nir a transformada de Fourier

em L2(Rn) precisaremos do seguinte resultado:

Proposição 1.5.1 (Igualdade de Plancherel em S(Rn)). Se f ∈ S(Rn), então vale a

igualdade

‖f ‖L2 = ‖f̂ ‖L2 .

Demonstração. Tomando na igualdade (1.5) da porposição (1.4.1), ĝ = f , temos

‖f ‖L2 =

∫
Rn

f ĝ

= ‖f̂ ‖L2 . (1.6)

De�nição 1.5.1 (Transformada de Fourier em L2). Seja f ∈ L2(Rn). De�nimos a trans-

formada de Fourier de f , e a sua transformada inversa por

f̂ = lim
k→∞ f̂k e �f = lim

k→∞ �fk ,

onde {fk } é uma sequência qualquer em Schwartz convergindo a f em L2(Rn).

Observação 1.5.1. f̂ e �f estão bem de�nidas, ou seja, independe da sequência fk −→ f .

Exemplo 1.5.1. Seja f (x) = e−πx
2

. Então, derivando f obtemos f ′(x) = −2πxf (x), e

portanto, f satisfaz a equação

f ′(x) = −i(2πixf (x)) = 0.

Aplicando a transformada de Fourier a esta equação e usando a Proposição 1.4.1, obtemos:

2πiξf̂ (ξ) + i
d

dξ
f̂ (ξ) = 0
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e portanto,

f̂ (ξ) = f̂ (0)e−πξ
2

.

Usando coordenadas polares vemos que

f̂ (0) =

∫
R
e−πx

2

dx = 1,

e consequentemente,

f̂ (ξ) = e−πξ
2

.

Proposição 1.5.2. A transformada de Fourier em L2(Rn), de�nida como acima, é um

operador unitário.

Demonstração. Ver referência [8].

Observemos que a Proposição 1.5.2 estende a identidade de Plancherel do espaço de

Schwartz para L2(Rn).

1.6 Transformada de Fourier em S ′(Rn)

Consideremos S ′(Rn) o dual topológico de S(Rn), isto é, o conjunto dos funcionais lineares

e contínuos sobre S(Rn). Mais precisamente, uma aplicação linear T : S(Rn) −→ C está

em S ′(Rn) se, e somente se,

ϕk
S→ 0 implicar em lim

k→∞ T(ϕk) = 0.

Um elemento de S ′(Rn) é também chamado de distribuição temperada.

Notação. : Dada T ∈ S ′(Rn) é comun denotar T(ϕ) por 〈T ,ϕ〉 .

Exemplo 1.6.1. Seja f ∈ L1loc(R). Podemos de�nir a distribuição Tf (ϕ) =

∫
R
f (x)ϕ(x)dx.

Exemplo 1.6.2. Dado ϕ ∈ S(R), de�nimos o ponto (ou medida) de massa centrado na

origem, comumente chamado de função delta de Dirac, por:

δ = 〈δ,ϕ〉 = ϕ(0), para ϕ ∈ S(R). (1.7)

δ de�ne uma distribuição.

Observação 1.6.1. Pode-se provar que não existe f ∈ L1loc(R) tal que δ = Tf . Em outras

palavras, a distribuição δ não provém de nenhuma função L1loc(Rn).
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Para de�nir a transformada de Fourier, olhamos para a distribuição do exemplo 1.6.1.

Observe que para cada f ∈ S(Rn),

Tf (ϕ̂) =

∫
Rn

f (ξ)ϕ̂(ξ)dξ

=

∫
Rn

f̂ (x)ϕ(ξ)dx

= T
f̂
(ϕ), ∀ϕ ∈ S(Rn).

Baseado nisso, de�niremos a transformada de Fourier de uma distribuição temperada

da seguinte forma:

De�nição 1.6.1. (Transformada de Fourier em S ′(Rn)). Seja f ∈ S ′(Rn). A transfor-

mada de Fourier de f é a distribuição temperada F(f ) = f̂ dada por

f̂ (ϕ) = f (ϕ̂), ∀ϕ ∈ S(Rn).

De modo similar, de�nimos a transformada de Fourier inversa.

De�nição 1.6.2. Dada f ∈ S ′(Rn), de�ne a transformada inversa de f , denotada por �f ,

como sendo o funcional dado por

�f (ϕ) = f ( �ϕ), ∀ϕ ∈ S(Rn).

Proposição 1.6.1. A trasformada de Fourier

∧ := F : S ′(Rn) −→ S ′(Rn)

é um isomor�smo cuja inversa é dada pela transformada inversa ∨. Além disso é contínua

com inversa contínua no sentido que se fk
S ′−→ f, então

f̂k
S ′−→ f̂ e �fk

S ′−→ �f .

Demonstração. Ver referência [8].

De�nição 1.6.3. Seja φ ∈ C∞(Rn). Dizemos que Φ é de crescimento lento quando, para

todo α ∈ Nn, existir uma constante C (α) e um número natural N (α) tais que

|∂αΦ| 6 C (α)(1+ |x|2)N (α),

para todo x ∈ Rn com |x| su�cientemente grande. Denotaremos o conjunto das funções

de decrescimento lento por Q(Rn).
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Sejam Φ ∈ Q(Rn) e ϕ ∈ S(Rn). Observando que, para qualquer α ∈ Nn, |∂α(Φϕ)(x)|

é limitado superiormente por uma combinação linear �nita de termos da forma

C (1+ |x|2)N∂βϕ(x).

Concluimos que Φϕ está no espaço de Schwartz. Isto nos permite dar a próxima

de�nição.

Exemplo 1.6.3. Exemplo de funções de crescimento lento são os polinômios.

De�nição 1.6.4. Sejam α ∈ Nn e f ∈ S(Rn). A derivada ∂αf de f é o funcional

ϕ :S(Rn) 7−→(−1)αf (∂αϕ).

De�nição 1.6.5. Sejam T ∈ S ′(Rn) e Φ ∈ Q(Rn). De�nimos a distribuição

ΦT : S(Rn) −→ C,

chamada de produto da distribuição T com a função Φ, por

ΦT (ϕ) = T (Φϕ), ∀ϕ ∈ S(Rn).

Proposição 1.6.2. A transformada de Fourier F : S ′ −→ S ′ satisfaz as seguintes propri-

edades:

(1). (∂αF)
∧
(ξ) = (2πiξ)αF̂(ξ), para qualquer multi-índice α ∈ Nn.

(2). ((−2πix)αF)∧ (ξ) = ∂αξ F̂(ξ).

(3). (τhF)
∧(ξ) = e−2πih·ξF̂(ξ).

(4). (e2πix·hF)∧(ξ) = τhF̂(ξ).

(5). Se F ∈ S ′ e ψ ∈ S, então

F̂ ∗ψ = F̂ψ̂,

onde F̂ψ̂ ∈ S ′ é de�do como

F̂ψ̂(ϕ) = F̂(ψ̂ϕ).

Demonstração. Ver referência [8].
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1.7 Transformada de Fourier aplicada ao estudo da equa-

ção de Schrödinger linear.

Vamos mostrar como a transformada de Fourier pode ser útil na resolução de equações

diferenciais parciais lineares de evolução com coe�cientes constantes. Consideremos como

exemplo o seguinte problema de valor inicial ∂tu− i∂2xu = f (x, t)

u(x, 0) = u0(x)
(1.8)

onde u0 ∈ S(Rn), f ∈ S(Rn × R) e u = u(x, t) é uma função complexa tal que (x, t) ∈

Rn × R. Nosso objetivo é exibir a solução de (1.8).

Apliquemos então a transformada de Fourier em (1.8) :

∂̂tu(ξ) − î∂2xu(ξ) = f̂ (x, t)(ξ).

Usando as propriedades da transformada de Fourier, obtemos:

d

dt
û(·, t)(ξ) − i(2πiξ)2û(·, t)(ξ) = f̂(x, t)(ξ).

Daí,
d

dt
û(·, t)(ξ) + (4π2iξ2)û(·, t)(ξ) = f̂(x, t)(ξ).

Multipliquemos esta última equação por e4π
2ξ2t obtemos

d

dt

[
e4π

2iξ2tû(·, t)(ξ)
]
= e4π

2iξ2tf̂(x, t)(ξ). (1.9)

Vamos integrar de 0 a t a última equação (1.9):∫ t
0

d

ds

[
e4π

2iξ2tû(·, t)(ξ)
]
ds =

∫ t
0

e4π
2iξ2sf̂ (·, s)(ξ)ds.

Pelo Teorema Fundamental do Cálculo, temos:

e4π
2iξ2tû(·, t)(ξ) = û0(·)(ξ) +

∫ t
0

e4π
2iξ2tf̂ (·, s)(ξ)ds.

Daí,

û(·, t)(ξ) = e−4π2iξ2tû0(·)(ξ) + e−4π2iξ2t

∫ t
0

e4π
2iξ2sf̂ (·, s)(ξ)ds

= e−4π2iξ2tû0(·)(ξ) +
∫ t
0

e−4π2iξ2(t−s)f̂ (·, s)(ξ)ds.
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Agora de�namos o seguinte operador:

E(t)ϕ = {F(t, ·)ϕ̂}∨ , onde F(t, ξ) = e−4π2iξ2t. (1.10)

Portanto,

û(·, t)(ξ) = F(t, ξ)û0(·)(ξ) +
∫ t
0

F(t− s, ξ)f̂ (·, s)(ξ)ds,

o que implica em

û(·, t)(ξ) = ̂E(t)u0(·)(ξ) +
∫ t
0

̂E(t− s)f (·, s)(ξ)ds. (1.11)

Utilizando o teorema de Fubini na parte integral da equação (1.11), obtemos:

û(·, t)(ξ) = ̂E(t)u0(·)(ξ) + F
(∫ t

0

E(t− s)f (·, s)ds
)
(ξ). (1.12)

Aplicando a transformada de Fourier inversa e usando sua linearidade, obtemos:

u(x, t) = E(t)u0(x) +

∫ t
0

E(t− s)f (x, s)ds, (1.13)

onde E(t) é dado por (1.10).

1.8 Espaços de Sobolev

Abordaremos nesta seção os espaços de Sobolev do tipo L2(R) de ordem s ∈ R através

da transformada de Fourier em S ′(R).

De�nição 1.8.1. (Espaços de Sobolev na reta). Dado s ∈ R de�nimos o espaço de

Sobolev de ordem s como sendo

Hs(R) :=
{
f ∈ S ′(R); (1+ |ξ|2)

s
2 f̂ ∈ L2(R)

}
. (1.14)

De�nimos em Hs(R) a seguinte norma

‖f ‖H s :=
(∫

R
(1+ |ξ|2)s|f̂ (ξ)|2dξ

) 1

2

.

Observamos que H s(R) ⊂ H r(R) para r 6 s, e usando a Igualdade de Plancherel em

L2,

H 0(R) = L2(R). (1.15)
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Exemplo 1.8.1. A distribuição δ0 : S
′(R) −→ S ′(R) (De�nida em (1.7), acima) pertence

a Hs(R), para qualquer s < −1

2
.

Proposição 1.8.1. Para cada s ∈ R o espaço de Sobolev H s(R) é um espaço de Hilbert

quando munido do produto interno

〈f , g〉s :=
∫∞
−∞(1+ |ξ|2)sf̂ (ξ)ĝ(ξ)dξ.

Proposição 1.8.2. Sejam s,k ∈ R, com k > 0, e f ∈ H s(R). Então ∂αf ∈ H s−k(R)

para todo natural α tal que α < k.

Demonstração. Seja α ∈ N tal que α < k. Então∫
Rn
(1+ ξ2)s−k|f̂ (α)(ξ)|2 =

∫
Rn
(1+ ξ2)s−kξ2α|f̂ (ξ)|2dξ

6
∫
Rn
(1+ ξ2)s−k+α|f̂ (ξ)|2dξ

6
∫
Rn
(1+ ξ2)s|f̂ (ξ)|2dξ.

logo f (α) ∈ H s−k(R).

A próxima Proposição diz que o índice de Sobolev está relacionado às propriedades de

suavidade da função f .

Proposição 1.8.3. (Imersão de Sobolev). Se s > 1

2
, então H s(R) ⊆ C0∞(R) e vale a

desigualdade

‖f ‖L∞ 6 C‖f ‖H s ,

onde C0∞(R) é a coleção das funções contínuas f : R −→ C tais que lim
|x|→∞ f (x) = 0.

Em outras palavras, temos que se s > k + 1

2
, onde k ∈ N, então H s(R) está imerso

continuamente em C k∞(R), o espaço das funções com k derivadas contínuas tais que

lim
|x|→∞ f (α)(x) = 0, ∀α ∈ {0, 1, . . . ,k} ,

munido da norma

‖f ‖∞,k := max
α6k
‖f (α)‖.

Além disso, vale

‖f ‖L∞ 6 Cs‖f ‖H s .

Demonstração. Ver referência [15].
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A Proposição seguinte mostra que se s > 1

2
, então Hs(R).

Proposição 1.8.4. Se s > 1

2
então ‖fg‖Hs 6 c‖f ‖Hs‖g‖Hs para todo f , g ∈ Hs(R).

Demonstração. Ver referência [15].

Proposição 1.8.5. Se s1 6 r 6 s2 e θ ∈ [0, 1] é tal que r = (1− θ)s1 + θs2 então vale:

‖f ‖Hr 6 ‖f ‖1−θHs1 ‖f ‖θHs2 .

Demonstração. Ver referência [15].

A seguir enunciaremos algumas desigualdades envolvendo derivadas de ordem fracio-

nária. Estas serão de grande importância em nosso trabalho.

Proposição 1.8.6 (Regra de Leibniz). (i). Seja α ∈ (0, 1). Seja p ∈ (1,∞), f = f (x),

g = g(x), então

‖Dα(fg) − fDαg‖Lp 6 ‖g‖∞‖Dαf ‖Lp .
(ii). Seja α ∈ (0, 1), α1,α2 ∈ [0,α] com α = α1 + α2. Sejam p,q,p1,p2,q2 ∈ (1,∞) ,

q1 ∈ (0,∞] tais que
1

p
=

1

p1

+
1

p2

e
1

q
=

1

q1

+
1

q2

.

Sejam f = f (x, t) e g = g(x, t). Então

‖Dαx (fg) − fDαx g − gDαx f ‖LpxLqT 6 ‖D
α1

x f ‖Lp1x Lq1T ‖D
α2

x g‖Lp2x Lq2T .

Além disso, para α1 = 0 o valor de q1 =∞ é aceito.

A demonstração da proposição anterior se encontra na referência: [12].

Proposição 1.8.7 (Estimativa de comutador de kato-Ponce). Para s > 1 temos

‖Js(gf ) − gJsf ‖L2 6 c(‖∇g‖L∞‖Js−1f ‖L2 + ‖f ‖∞‖Jsg‖L2).
Demonstração. Ver referência [12].



Capítulo 2

O Método da Regularização Parabólica

Nosso principal argumento será baseado no método da regularização parabólica devido

ao matemático Tosio Kato em 1972. Mais precisamente, introduziremos uma viscosidade

arti�cial µ > 0 e resolveremos o problema de valor inicial para a equação: i∂tu+ ∂2xu+ iλ|u|2∂xu = iµ∂2xu,

u(x, 0) = u0(x).
(2.1)

Onde u = u(x, t), x ∈ R, t ∈ [0,∞) e λ ∈ R.

2.1 A solução do problema linear e suas propriedades

Nesta seção estudaremos algumas propriedades das soluções do problema linear associado

a (2.1). mas precisamente estudaremos o seguinte P.V.I., i∂tu+ ∂2xu− iµ∂2xu = 0,

u(x, 0) = u0(x).
(2.2)

Usando a transformada de Fourier e prosseguindo como no sistema de equações (1.8),

achamos a solução:

u(x, t) =
{
e−4π2ξ2(i+µ)tû0

}∨

(x)

que denotaremos por Eµ(t)u0. Agora vejamos algumas propriedades da família de opera-

dores Eµ(t), µ > 0.

Proposição 2.1.1. Dado µ > 0, a família de operadores {Eµ(t)}t>0
satisfaz as seguintes

propriedades:

19
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1. Eµ(0) = id.

2. Eµ(t+ τ) = Eµ(t)Eµ(τ).

3. ‖Eµ(t)f ‖Hs+λ 6
(
1+ k

2π(
√
µt
λ)

)
‖f ‖Hs .

4. f ∈ L2(R) então Eµ(t)f ∈ C0((0, T ];Hr(R)) para todo r > 0.

5. Se f ∈ H2(R) então Eµ(t)f ∈ C1((0, T ];L2(R)) e além disso vale

∂tEµ(t)f = (i+ µ)∂2xEµ(t)f .

Demonstração. 1. Dada f temos

Eµ(0)f =
{
e−4π2ξ2µ.0f̂

}∨

=
{
e0f̂
}∨

= f .

2. Pela de�nição de Eµ(t) temos que para cada f

Eµ(t+ τ)f =
{
e−4π2ξ2µ(t+τ)f̂

}∨

=
{
e−4π2ξ2µte−4π2ξ2µτf̂

}∨

= Eµ(t)Eµ(τ)f .

Logo

Eµ(t+ τ)f = Eµ(t)Eµ(τ)f

para todo f .

(3) Dada f ∈ Hs(R), usando a de�nição de ‖ · ‖Hs+λ ,

‖Eµ(t)f ‖Hs+λ = ‖(1+ ξ2) s+λ2 Êµ(t)f ‖L2

= ‖(1+ ξ2) s+λ2 e−4π2ξ2(i+µ)tf̂ ‖L2

6 ‖(1+ ξ2)λ2 e−4π2ξ2µt‖L∞‖(1+ ξ2) s2 f̂ ‖L2 .

Note que,

(1+ ξ2)
λ
2 e−(2π

√
µtξ)2 6 (1+ |ξ|λ)e−(2π

√
µtξ)2

6 1+ |ξ|λe−(2π
√
µtξ)2

= 1+
1

(2π
√
µt)λ

(2π
√
µt)λ|ξ|λe−(2π

√
µtξ)2 .

Como
{
|x|λe−x

2

, x ∈ R
}
é limitado, segue que

(1+ ξ2)
λ
2 e−(2π

√
µtξ)2 6 1+

k

(
√
µt)λ

.
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Logo,

‖Eµ(t)f ‖Hs+λ 6
(
1+

k

(
√
µt)λ

)
‖f ‖Hs .

(4) Para obter o resultado da continuidade assumimos, sem perda de generalidades que

t > τ. Usando a de�nição do Eµ e o Teorema de Plancherel temos que

‖Eµ(t)f − Eµ(τ)f ‖2Hr =
∫
R
〈ξ〉2r |e−4π2ξ2(i+µ)t|2|e−4π2ξ2(i+µ)(t−τ) − 1|2|f̂ (ξ)|2dξ. (2.3)

Notando que o integrando é limitado por uma função integrável e usando o Teorema da

Convergência Dominada segue o resultado. Isto prova o ítem 4.

(5) Para a demonstração do ítem 5 �xe t > 0. Se |h|� 1 tal que t+ h > 0. Considere

gh(ξ, t,µ) :=
e−4π2ξ2(i+µ)(t+h) − e−4π2ξ2(i+µ)t

h
+ 4π2ξ2(i+ µ)e−4π2ξ2(i+µ)t.

Observe que

|gh(ξ, t,µ)| 6 8π2ξ2(1+ µ). (2.4)

Usando a transformada de Fourier temos que∥∥∥∥Eµ(t+ h)f − Eµ(t)fh
− (i+ µ)∂2xEµ(t)f ‖L2 = ‖gh(ξ, t,µ)f̂ (ξ)

∥∥∥∥
L2
.

Desde que

|gh(ξ, t,µ)f̂ (ξ)| 6 Cµ 〈ξ〉
2
|f̂ (ξ)|

e que 〈ξ〉2 f̂ (ξ) ∈ L2(R) segue do Teorema da Convergência Dominada que

lim
h→0

∥∥∥∥Eµ(t+ h)f − Eµ(t)fh
− (i+ µ)∂2xEµ(t)f

∥∥∥∥
L2

= ‖gh(ξ, t,µ)f̂ (ξ)‖L2

= ‖ lim
h→0

gh(ξ, t,µ)f̂ (ξ)‖L2

= 0.

Agora, estudaremos o problema não-homogêneo

 i∂tu+ ∂2xu− iµ∂2xu = F(x, t),

u(x, 0) = u0.
(2.5)

Proposição 2.1.2. Se u é solução de (2.5), então u satisfaz a equação

u(x, t) = Eµ(t)u0(x) − i

∫ t
0

Eµ(t− τ)F(·, τ)dτ. (2.6)
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Demonstração. Apliquemos a transformada de Fourier à equação (2.5) e usemos a condi-

ção inicial:

i
d

dt
û(·, t)(ξ) + (2πiξ)2û(·, t)(ξ) − iµ(2πiξ)2û(·, t)(ξ) = F̂(·, t)(ξ).

O que é o mesmo que,

i
d

dt
û(·, t)(ξ) − 4π2ξ2û(·, t)(ξ) + iµ4π2ξ2û(·, t)(ξ) = F̂(·, t)(ξ),

simpli�cando, obtemos

i
d

dt
û(·, t)(ξ) + 4π2ξ2(−1+ iµ)û(·, t)(ξ) = F̂(·, t)(ξ).

Consequentemente,

d

dt
û(·, t)(ξ) + 4π2ξ2(i+ µ)û(·, t)(ξ) = −iF̂(·, t)(ξ).

Então,
d

dt

[
e4π

2ξ2(i+µ)tû(·, t)(ξ)
]
= −i[e4π

2ξ2(i+µ)tF̂(·, t)(ξ).

Integrando de 0 a t,∫ t
0

d

dt

[
e4π

2ξ2(i+µ)τû(·, t)(ξ)
]
dτ = −i

∫ t
0

e4π
2ξ2(i+µ)τF̂(·, t)(ξ)dτ.

Pelo Teorema Fundamental do Cálculo, temos:

û(·, t)(ξ)e4π2ξ2(i+µ)t − û(·, 0)(ξ) = −i

∫ t
0

e4π
2ξ2(i+µ)τF̂(·, t)(ξ)dτ.

Portanto,

û(·, t)(ξ) = e−4π2ξ2(i+µ)tû(·, 0)(ξ) − i
∫ t
0

e4π
2ξ2(i+µ)(t−τ)F̂(·, t)dτ.

Usando o teorema de Fubini na parte integral como �zemos em (1.12) e em seguida

aplicando a transformada de Fourier inversa e usando sua linearidade, obtemos (2.6)

u(x, t) = Eµ(t)u0(x) − i

∫ t
0

Eµ(t− τ)F(x, τ)dτ.
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2.2 A solução do problema regularizado

Nesta seção estudaremos o seguinte problema de valor inicial i∂tu+ ∂2xu+ iλ|u|2∂xu = iµ∂2xu,

u(x, 0) = u0(x).
(2.7)

Usando a Proposição 2.1.2, sabemos que se u for solução de (2.7) então u satisfará

u(x, t) = Eµ(t)u0(x) − λ

∫ t
0

Eµ(t− τ)|u|
2∂xu(x, τ)dτ. (2.8)

Mostraremos que a cada dado inicial u0 ∈ Hs(R) com s > 3

2
existe um T = T(‖u0‖,µ) > 0

e uma única função u ∈ C([0, T ] ;Hs(R)) satisfazendo (2.8). Para tanto, considere XT =

C([0, T ] ;Hs(R)) tal que ‖u‖XT = sup
t∈[0,T ]

‖u(t)‖Hs e de�namos

Ψ(u) = Eµ(t)u0(x) + λ

∫ t
0

Eµ(t− τ)|u|
2∂xu(x, τ)dτ.

Observe que (2.8) equivale a dizer que u é ponto �xo da aplicação Ψ. Para provar que Ψ

tem um ponto �xo faremos as seguinte etapas:

1) Existe um certo T > 0 conveniente tal que

u ∈ XT , logo Ψ(u) ∈ XT . (2.9)

2) A aplicação

Ψ : XT −→ XT . (2.10)

é uma contração. Daí segue do Teorema do ponto �xo de Banach que ϕ terá um, e

somente um, ponto �xo em XT .

ETAPA 1: Dado u ∈ XT , para provar (2.8) deveremos estimar a norma Hs de Ψ(u). A

estimativa da parte linear de Ψ(u) segue do fato que

‖Eµ(t)u0‖Hs 6 ‖u0‖Hs . (2.11)

Quanto à parte integral, usamos a desigualdade de Minkowski para integrais e depois o

ítem 3 da Proposição 2.1.1 para obter

‖λ
∫ t
0

Eµ(t− τ)|u|
2∂xu(x, τ)dτ‖Hs 6 |λ|

∫ t
0

‖Eµ(t− τ)|u|2∂xu(x, τ)‖Hsdτ

= |λ|

∫ t
0

(
1+

k√
µ(t− τ)

)
‖|u|2∂xu‖Hs−1dτ.

6 |λ| sup
t∈[0,T ]

‖|u|2∂xu‖Hs−1
∫ t
0

(1+
k√

µ(t− τ)

)
dτ

6 k|λ|
(
T +

√
T
√
µ

)
sup
t∈[0,T ]

‖uu∂xu‖Hs−1 .
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Assumindo que s > 3

2
temos que s− 1 > 1

2
e portanto pela Proposição 1.8.4 segue que

‖uu∂xu‖Hs−1 6 c‖u‖Hs‖u‖Hs‖∂xu‖Hs−1

6 c‖u‖2Hs‖∂xu‖Hs−1 .

Observando que

‖∂xu‖Hs−1 = 2π‖u‖Hs .

Concluímos que

‖uu∂xu‖Hs−1 6 c‖u‖3Hs .

Sendo assim,

‖λ
∫ t
0

Uµ(t− τ)|u|
2∂xu(x, τ)dτ‖Hs 6 k|λ|

(
T +

√
T
√
µ

)
sup
t∈[0,T ]

‖u‖3Hs . (2.12)

Portanto, de (2.11) e (2.12) segue que

‖ϕ(u)‖Hs 6 ‖u0‖Hs + k|λ|
(
T +

1
√
µ

√
T
)

sup
t∈[0,T ]

‖u‖3Hs . (2.13)

Isso prova (2.9). De�namos para cada R, T > 0 o conjunto

BR,T = {u ∈ XT ; ‖u‖XT 6 R} .

Vejamos que para T apropriado vale ϕ(u) ∈ BR,T para todo u ∈ BR,T . Com efeito,

tomando o supremo em t na desigualdade (2.13) e considerando que s > 3

2
, concluímos

‖ϕ(u)‖XT 6 ‖u0‖Hs + k|λ|
(
T +

1
√
µ

√
T
)
‖u‖3XT . (2.14)

Tomando R > 2‖u0‖Hs e T tal que

T +

√
T
√
µ
6

1

2k|λ|R2
,

teremos,

‖ϕ(u)‖XT 6
R

2
+
R

2
= R.

Logo,

ϕ : BR,T −→ BR,T

u 7−→ ϕ(u),
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Agora mostremos que ϕ é contração com respeito à norma de XT . Para isto, tomamos

u, v ∈ BR,T . Então, usando a desigualdade de Minkowiski para integrais seguida da Pro-

posição 2.1.1 obtemos,

‖ϕ(u) −ϕ(v)‖XT = ‖λ
∫ t
0

Uµ(t− τ)(|u|
2∂xu− |v|2∂xv)dτ‖Hs

6 k|λ|

∫ t
0

(
1+

1
√
µ
√
t− τ

)
‖|u|2∂xu− |v|2∂xv‖Hs−1dτ

6 k|λ|
(
T +

√
T
√
µ

)
sup
t∈[0,T ]

‖|u|2∂xu− |v|2∂xv‖Hs−1 .

Agora escrevemos a diferença |u|2∂xu− |v|2∂xv da seguinte forma

|u|2∂xu− |v|2∂xv =
(
|u|2 − |v|2

)
∂xu+ |v|2∂x(u− v).

Daí, segue que,

‖|u|2∂xu− |v|2∂xv‖Hs−1 6 ‖(|u|2 − |v|2)∂xu‖Hs−1 + ‖|v|2∂x(u− v)‖Hs−1

= ‖|u|2∂xu−vu∂xu+uv∂xu−|v|2∂xu‖Hs−1+‖vv∂x(u−v)‖Hs−1

= ‖uu∂xu−vu∂xu+uv∂xu−vv∂xu‖Hs−1+‖vv∂x(u−v)‖Hs−1

= ‖(u− v)u∂xu+ (u− v)v∂xu‖Hs−1 + ‖vv∂x(u− v)‖Hs−1

6 cs‖u−v‖Hs−1‖u‖Hs−1‖∂xu‖Hs−1+cs‖u−v‖Hs−1‖v‖Hs−1‖∂xu‖Hs−1

+cs‖v‖Hs−1‖v‖Hs−1‖∂x(u− v)‖Hs−1 .

Usando a desigualdade triangular e depois a Proposição (1.8.4) temos,

‖|u|2∂xu− |v|2∂xv‖Hs−1 6 C
(
‖u− v‖Hs‖u‖Hs‖u‖Hs + ‖u− v‖Hs2‖v‖Hs‖u‖Hs

+ ‖v‖Hs‖v‖Hs‖u− v‖Hs
)

6 C‖u− v‖Hs
(
‖u‖2Hs + 2‖u‖Hs‖v‖Hs + ‖v‖2Hs

)
= C‖u− v‖Hs (‖u‖Hs + ‖v‖Hs)2 .

Daí, substituindo na desigualdade acima,

‖ϕ(u) −ϕ(v)‖Hs 6 C(‖u‖XT + ‖v‖XT )2‖u− v‖XT
(
T +

√
T
√
µ

)
6 4CR2

(
T +

√
T
√
µ

)
‖u− v‖XT .

Logo ϕ será uma contração em XT se(
T +

√
T
√
µ

)
6

1

8CR2
. (2.15)
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Tomando R = 2‖u0‖Hs e T > 0 satisfazendo (2.15), temos então que

‖ϕ(u) −ϕ(v)‖Hs 6
1

2
‖u− v‖XT .

Observe que para R = 2‖u0‖Hs , 0 < µ < 1 e 0 < T < 1 existe c > 0 dependendo de λ tal

que

T 6 c
µ

‖u0‖4Hs
implica em (

T +

√
T
√
µ

)
6

1

8CR2
.

Com isto, obtemos a seguinte Proposição:

Proposição 2.2.1. Dados s > 3

2
, u0 ∈ Hs(R) e 0 < µ < 1, existe uma única uµ ∈

C0([0, Tµ];H
s(R)) solução da equação integral (2.8) onde Tµ é da forma

Tµ = c
µ

‖u0‖4Hs
,

para alguma constante c > 0 independente de µ.

Agora faremos duas proposições essênciais para o nosso trabalho.

Proposição 2.2.2. Seja uµ a solução regularizada, dada por

uµ = Eµ(t)u0 − λ

∫ t
0

Eµ(t− τ)Fµ(t)dτ,

onde Fµ = |uµ|
2∂xuµ, vµ = −λ

∫t
0
Eµ(t − τ)Fµ(τ)dτ e u0 ∈ Hs(R) com s > 3

2
. Então

temos uµ ∈ C0((0, T ];Hr(R)),∀ 0 < r < s+ 1.

Demonstração. Fixemos r ∈ (0, s+ 1). Já sabemos da Proposição 2.1.1 ítem 4 que

Eµ(t)u0 ∈ C((0, T ];Hr(R)).

Provemos a continuidade em t de vµ. Seja r
′ ∈ (r, s+ 1). Provemos que

vµ ∈ L∞([0, T ];Hr ′(R)) (2.16)

Para isso, notemos primeiro que Fµ ∈ L∞([0, T ];Hs−1(R)). De fato, como

uµ ∈ C0([0, T ];Hs(R)) e s− 1 > 1

2
temos

‖Fµ‖Hs−1x
6 c‖|uµ|2‖Hs−1x

‖∂xuµ‖Hs−1x

6 �c‖uµ‖2Hs−1x
‖uµ‖Hsx .
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Daí obtemos Fµ ∈ L∞([0, T ];Hs−1(R)) e além disso,

‖Fµ‖L∞T Hs−1x
6 c‖uµ‖3L∞T Hsx .

Em seguida usamos o ítem 3 da Proposição 2.1.1 para obter o seguinte:

‖vµ‖Hr ′x 6 |λ|

∫ t
0

(
1+

k

[µ(t− τ)]
r ′−s+1

2

)
‖Fµ(τ)‖Hs−1dτ.

Como r ′ ∈ (r, s+ 1) temos que r
′−s+1

2
< 1 e portanto,

|λ|

∫ t
0

(
1+

k

[µ(t− τ)]
r ′−s+1

2

)
dτ 6 Cr ′,s,λ

(
T +

√
T

µ

)
.

Logo,

‖vµ(t)‖Hr ′ 6 Cr ′,s,λ‖Fµ‖L∞T Hs−1x

(
T +

√
T

µ

)
,∀t ∈ [0, Tµ].

Daí concluímos (2.16). Para provar a continuidade de vµ note que

vµ ∈ C0([0, T ];L2(R)) (2.17)

pois vµ = uµ−Eµ(t)u0 e ambos uµ,Eµ(t)u0 ∈ C0([0, T ];L2(R)). Consideremos θ ∈ (0, 1)

tal que θr ′ = r, isto é, θ = r
r ′
, segue da Proposição 1.8.5 que

‖ · ‖Hr 6 ‖ · ‖1−θL2 ‖ · ‖
θ
Hr
′ . (2.18)

Assim, dado t ∈ (0, Tµ] temos, para h su�cientemente pequeno

‖vµ(t+ h) − vµ(t)‖Hr 6 ‖vµ(t+ h) − vµ(t)‖1−θL2 ‖vµ(t+ h) − vµ(t)‖
θ
Hr
′

6
(
2‖vµ‖L∞T Hr ′x

)θ
‖vµ(t+ h) − vµ(t)‖L2 . (2.19)

Tendo em vista (2.17) segue de (2.19) que

lim
h→0
‖vµ(t+ h) − vµ(t)‖Hr = 0.

Isso conclui a demonstração da Proposição 2.2.2.

Proposição 2.2.3. A derivada ∂
∂t
uµ(t) existe na topologia de H−1(R) para todo t ∈

(0, Tµ]. Além disso,

∂tuµ = (i+ µ)∂2xuµ − iλ|uµ|
2∂xuµ.

Em outras palavras,

lim
h→0
‖uµ(t+ h, ·) − uµ(t, ·)

h
− (i+ µ)∂2xuµ(t) + iλ|uµ(t)|

2∂xuµ(t)‖H−1 = 0.

Demonstração.



Capítulo 3

Estudo da equação DNLS

No Capítulo anterior provamos que a cada µ > 0, existe T = Tµ > 0 e uma única solução

uµ do P.V.I (2.7) de�nida no intervalo [0, Tµ]. Neste capítulo, discutiremos que todas

as soluções podem ser extendidas para o mesmo intervalo de tempo. Como veremos no

Corolário 1 esta extensão uniforme dependerá do seguinte fato

sup
µ>0

sup
06t6Tµ

‖uµ(t)‖Hs <∞. (3.1)

A estimativa (3.1) permite estender todas as soluções para um menor intervalo de tempo

[0, T0] , independente de µ e a extensão ainda satisfaz sup
06t6T0

‖uµ(t)‖Hs 6∞. Analisaremos

a convergência de (uµ(t)) quando µ→ 0. Então, encontraremos uma função limite u. Esta

u será o candidato para ser solução. Portanto teremos uma grande chance de sucesso com

a regularização parabólica se pudermos provar a estimativa uniforme (3.1).

3.1 Estimativa uniforme para a solução do problema

regularizado

Mostramos que se s > 3

2
, então dado u0 ∈ Hs(R), existe T > 0 dependendo de µ, ‖u0‖Hs ,

λ e uma única solução uµ ∈ C([0, T ];Hs(R)) da equação integral

uµ(t) = Eµ(t)u0 + λ

∫ t
0

Eµ(t− τ)(|uµ|
2∂xuµ)(τ)dτ.

Gostariamos de obter uma limitação para uµ do tipo

sup
06t6T0

‖uµ(t)‖Hs 6M

28
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para algum M que seja independente do parâmetro µ.

De acordo com a Proposição 2.2.3 sabemos que

i∂tuµ + ∂
2
xuµ + iλ|uµ|

2∂xuµ = iµ∂2xuµ. (3.2)

Daí,

i∂tuµ = (iµ− 1)∂2xuµ − iλ|uµ|
2∂xuµ.

Então,

∂tuµ = (µ+ i)∂2xuµ − λ|uµ|
2∂xuµ. (3.3)

Desejamos

‖Jsuµ(t)‖L2 6 c (3.4)

independente de µ, onde Js = (1+ ξ2)
s
2 . Veja que

d

dt
‖Jsuµ(t)‖2L2 = 2Re 〈Js∂tuµ, Jsuµ〉L2 , (3.5)

pois

d

dt

〈
Jsuµ(t), Jsuµ(t)

〉
L2

=
〈
∂tJ

suµ(t), Jsuµ(t)
〉
+
〈
Jsuµ(t),∂tJsuµ(t)

〉
=

〈
∂tJ

suµ(t), Jsuµ(t)
〉
+
〈
Jsuµ(t),∂tJsuµ(t)

〉
=

〈
∂tJ

suµ(t), Jsuµ(t)
〉
+
〈
∂tJsuµ(t), Jsuµ(t)

〉
= 2Re 〈∂tJsuµ(t), Jsuµ(t)〉L2

= 2Re 〈Js∂tuµ(t), Jsuµ(t)〉L2 .

Substituindo (3.3) em (3.5), teremos

〈Js∂tuµ(t), Jsuµ(t)〉L2 = (µ+ i)
〈
Js∂2xuµ, J

suµ
〉
L2

− λ
〈
Js(|uµ|

2)∂xuµ), J
suµ

〉
L2
. (3.6)

Veja que 〈
Js∂2xuµ, J

suµ
〉
L2

=

∫
(∂2xJ

suµ)Jsuµdx

=

∫
∂x(∂xJ

suµ)Jsuµdx.

Integrando por partes, obtemos:∫
∂x(∂xJ

suµ)Jsuµdx = ∂xJ
suµJsuµ

∣∣∣∞∞−
∫
∂xJ

suµ∂xJsuµdx

= −

∫
∂xJ

suµ∂xJsuµdx

= − 〈∂xJsuµ,∂xJsuµ〉L2 .
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Logo,〈
Js∂2xuµ, J

suµ
〉
L2

= −(µ+ i) 〈∂xJsuµ,∂xJsuµ〉L2 − λ
〈
Js(|uµ|

2)∂xuµ), J
suµ

〉
L2
.

Então,

Re
〈
Js∂2xuµ, J

suµ
〉
L2

= −µ 〈∂xJsuµ,∂xJsuµ〉L2 − λRe
〈
Js(|uµ|

2)∂xuµ), J
suµ

〉
L2
.

Daí,

2Re
〈
Js∂2xuµ, J

suµ
〉
L2
< −2Re

〈
Js(|uµ|

2)∂xuµ), J
suµ

〉
L2
.

Ou seja,
d

dt
‖Jsumu(t)‖2L2 6 −2λRe

〈
Js(|uµ|

2)∂xuµ), J
suµ

〉
L2
. (3.7)

Resta-nos controlar

−2λRe
〈
Js(|uµ|

2)∂xuµ), J
suµ

〉
L2

em termos de ‖Jsuµ‖L2 .

Escrevamos

Re
〈
Js(|uµ|

2)∂xuµ), J
suµ

〉
L2

= Re
〈
Js(|uµ|

2)∂xuµ) − |uµ|
2Js∂xuµ, J

suµ
〉
L2

+Re
〈
|uµ|

2Js∂xuµ, J
suµ

〉
L2
. (3.8)

Chamemos de (I) e (II) a primeira e a segunda parcela do lado direito da equação

(3.8). Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz em (I), teremos:

(I) 6 ‖Js(|uµ|2)∂xuµ) − |uµ|
2Js∂xuµ‖L2‖Jsuµ‖L2 .

Agora, usando a desigualdade de Kato-Ponce, obtemos:

I 6 c‖|uµ|2‖Hs‖∂xuµ‖Hs−1‖Jsuµ‖L2

6 c‖uµ‖2Hs‖uµ‖Hs‖uµ‖Hs

= c‖u‖4Hs .

Analisando (II),

Re
〈
Js(|uµ|

2)∂xJ
suµ), J

suµ
〉
L2

= Re

∫
R
|u|2∂x(J

suµ)Jsuµdx

=
1

2

∫
R
|u|2∂x(J

suµ)Jsuµdx+
1

2

∫
R
|u|2∂x(Jsuµ)J

suµdx

=
1

2

∫
R
|uµ|

2
[
∂x(J

suµ)Jsuµ + |u|2∂x(Jsuµ)J
suµ

]
dx

=
1

2

∫
R
|uµ|

2∂x(J
suµJsuµ)dx

=
1

2

∫
R
|uµ|

2∂x(|J
suµ|

2)dx.
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Integrando por partes, teremos

Re
〈
Js(|uµ|

2)∂xJ
suµ), J

suµ
〉
L2

=
1

2
|uµ|

2|Jsuµ|
2

∣∣∣+∞
−∞ −

1

2

∫
R
|Jsuµ|

2∂x(|u|
2)dx

= −
1

2

∫
R
∂x(|u|

2)|Jsuµ|
2dx.

Pela desigualdade de Hölder, temos:

1

2

∫
R
∂x(|u|

2)|Jsuµ|
2dx 6 ‖∂x(|uµ|2)‖L∞‖Jsuµ‖2L2 .

Usando a imersão de Sobolev, obtemos

‖∂x(|uµ|2)‖L∞‖Jsuµ‖2L2 6 c‖∂x(|uµ|2)‖Hs−1‖uµ‖2Hs

6 c‖|uµ|2‖Hs‖uµ‖2Hs

6 c‖uµ‖2Hs‖uµ‖2Hs

= c‖uµ‖4Hs .

Portanto, de (I) e (II),

Re
〈
Js(|uµ|

2)∂xJ
suµ), J

suµ
〉
L2

6 c‖uµ‖4Hs . (3.9)

Logo, para cada µ > 0, a solução de

i∂tuµ + ∂
2
xuµ + iλ|uµ|

2∂xuµ = iµ∂2xuµ.

satisfaz:
d

dt

(
‖uµ(t)‖2Hs

)
= c|λ|‖uµ(t)‖4Hs ∀ s >

3

2
. (3.10)

Lema 3.1.1. Seja ϕ uma função positiva que satisfaz

ϕ ′ 6 c|λ|ϕ2

então

ϕ(t) 6 2ϕ(0), ∀ t ∈
[
0,

1

2c|λ|ϕ(0)

)
.

Demonstração. A desigualdade é óbvia para t tal queϕ(t) = 0. Seja L = {t > 0;ϕ(t) 6= 0} .

Para t ∈ L temos:
ϕ ′(t)

ϕ(t)2
6 c|λ|.

Daí, integrando em ambos os menbros de 0 a t, teremos∫ t
0

[
−

1

ϕ(τ)

] ′
dτ 6 c|λ|t.



Capítulo 3. Estudo da equação DNLS 32

Logo,

−
1

ϕ(t)
+

1

ϕ(0)
6 c|λ|t.

Então,

ϕ(t) 6
ϕ(0)

1− c|λ|ϕ(0)t
,

isto é,

ϕ(t) 6 2ϕ(0),

sempre que 0 < t <
1

2c|λ|ϕ(0)
.

Aplicando o lema acima à função

ϕ(t) = ‖uµ(t)‖2Hs ,

obtemos

‖uµ‖2Hs 6 2‖u0‖2Hs , ∀ t ∈
[
0,

1

2c|λ|‖u0‖2Hs

]
,

Logo concluímos que

‖uµ(t)‖Hs 6
√
2‖u0‖Hs , (3.11)

para todo t ∈
[
0, 1

2c|λ|‖u0‖2Hs

]
. Com isso, demonstramos a seguinte proposição.

Proposição 3.1.1. Seja s > 3

2
. Existe c > 0 tal que qualquer solução de i∂tu+ ∂2xu+ iλ|u|2∂xu = iµ∂2xu,

u(x, 0) = u0(x).
(3.12)

de�nida em [0, T ] com T 6
1

2c|λ|‖u0‖2Hs
satisfaz

‖uµ(t)‖Hs 6
√
2‖u0‖Hs , ∀ t ∈ [0, T ]. (3.13)

Corolário 3.1.1. Dado s > 3

2
, u0 ∈ Hs(R) existe c = c(s) > 0 tal que todas as soluções

de  i∂tu+ ∂2xu+ iλ|u|2∂xu = iµ∂2xu,

u(x, 0) = u0(x).
(3.14)

podem ser estendidas até o intervalo
[
0, 1

2c|λ|‖u0‖2Hs

]
e, além disso,

‖uµ(t)‖Hs 6
√
2‖u0‖Hs , ∀ t ∈

[
0,

1

2c|λ|‖u0‖2Hs

]
, ∀µ > 0.
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Demonstração. Denotemos

T∗ =
1

2c|λ|‖u0‖2Hs
,

o tempo maximal de existência de solução como na Proposição 3.1.1. Pela Proposição

2.2.1 existe �c tal que a solução da equação integral (2.8) está de�nida no intervalo [0, δ]

onde

δ = �c
µ

‖u0‖4Hs
.

Usando novamente a Proposição 2.2.1 concluímos que o P.V.I. i∂tu+ ∂2xu+ iλ|u|2∂xu = iµ∂2xu,

u(·, 0) = uµ(·, δ).
(3.15)

possui uma solução �uµ de�nida num intervalo de tempo de tamanho pelo menos,

�c
µ

‖uµ(·, δ)‖4Hs
.

Pela Proposição 3.1.1 sabemos que

�c
µ

‖uµ(·, δ)‖4Hs
> �c

µ

‖u0‖4Hs
=: δ.

Daí, concluímos �uµ esta de�nida pelo menos no intervalo [δ, 2δ]. Com isso concluímos que

uµ se estende ao intervalo [0, 2δ]. Repetindo o mesmo raciocínio concluímos que a solução

uµ se estende aos intervalos [0, 2δ], [0, 3δ], . . . , [0,kδ], sempre que Kδ 6 T∗.

Esse processo de extensão é �nito pois kδ > T∗ para algum K. Com isso concluímos que

uµ pode ser estendida a todo o intervalo [0, T∗].

3.2 Demonstração do Teorema Principal

Provamos na seção passada que dado s > 3

2
e u0 ∈ Hs(R) existe T = T(‖u0‖Hs) > 0 tal

que o PVI  i∂tu+ ∂2xu+ iλ|u|2∂xu = iµ∂2xu,

u(x, 0) = u0(x).
(3.16)

possui uma e somente uma solução uµ ∈ C([0, T ];Hs(R)). Além disso, existe K > 0

(dependendo apenas de ‖u0‖Hs) tal que

sup
µ>0

sup
06t6T

‖uµ(t)‖Hs 6 K (3.17)

Nossa ideia é analisar a convergência de (uµ) quando µ → 0. Esperamos com isso

obter um candidato a solução.
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3.2.1 Convergência forte em L2

Nesta seção provaremos que a família de soluções (uµ(t))µ>0 de�nidas em [0, T ] converge

em C0([0, T ];L2(R)) a uma função u. Tal função u será uma candidata a solução do P.V.I.

(1).

Proposição 3.2.1. Sejam λ ∈ R e s > 3

2
. Dada u0 ∈ Hs(R) considere (uµ)µ>0 a família

de soluções de�nidas em [0, T ]. Então,

lim
µ,ν→0

sup
06t6T

‖uµ(t) − uν(t)‖L2 = 0.

Em outras palavras, (uµ)µ>0 é uma sequência de Cauchy em C0([0, T ];L2(R)).

Demonstração. Fixemos µ,ν > 0. Denotemosω = ωµ,ν := uµ−uν. Tomando a diferença

entre as equações

i∂tuµ + (1− iµ)∂2xuµ + iλ|uµ|
2∂xuµ = 0

e

i∂tuν + (1− iν)∂2xuν + iλ|uν|
2∂xuν = 0

teremos:

i∂t(uµ − uν) + (1− iµ)∂2xuµ − (1− iν)∂2xuν + iλ|uµ|
2∂xuµ − iλ|uν|

2∂xuν = 0.

O que é equivalente a

i∂tω+(1−iµ)∂2xuµ−(1−iµ)∂2xuν+(1−iµ)∂2xuν−(1−iν)∂2xuν+iλ|uµ|
2∂xuµ−iλ|uν|

2∂xuν=0.

Daí,

i∂tω+ (1− iµ)∂2x(uµ − uν) + i(ν− µ)∂2xuν + iλ|uµ|
2∂xuµ

−iλ|uν|
2∂xuµ + iλ|uν|

2∂xuµ − iλ|uν|
2∂xuν = 0.

Logo,

i∂tω+ (1− iµ)∂2xω+ i(ν− µ)∂2xuν + iλ(|uµ|
2 − |uν|

2)∂xuµ + iλ|uν|
2∂xω = 0. (3.18)

Tomando o conjugado em (3.18) vemos que ω satisfaz

−i∂tω+ (1+ iµ)∂2xω− i(ν− µ)∂2xuν − iλ(|uµ|
2 − |uν|

2)∂xuµ − iλ|uν|
2∂xω = 0. (3.19)



Capítulo 3. Estudo da equação DNLS 35

Multipliquemos (3.18) por ω e (3.19) por ω. Daí,

i∂tωω+ (1− iµ)∂2xωω+ i(ν− µ)∂2xuνω+ iλ(|uµ|
2 − |uν|

2)∂xuµω+ iλ|uν|
2∂xωω = 0

e

−i∂tωω+(1+ iµ)∂2xωω−i(ν− µ)∂2xuνω−iλ(|uµ|
2−|uν|

2)∂xuµω−iλ|uν|
2∂xωω=0.

Façamos agora a diferença dessas duas últimas equações. Obtemos assim,

i∂tωω+ i∂tωω+ (1− iµ)∂2xωω− (1+ iµ)∂2xωω

+i(ν− µ)∂2xuνω+ i(ν− µ)∂2xuνω+ iλ(|uµ|
2 − |uν|

2)∂xuµω (3.20)

+iλ(|uµ|
2 − |uν|

2)∂xuµω+ iλ|uν|
2∂xωω+ iλ|uν|

2∂xωω = 0.

Daí concluímos que,

i(∂tωω+ ∂tωω) + (1− iµ)∂2xω ω −(1+ iµ)∂2xωω

= −i(ν− µ)(∂2xuνω+ ∂2xuνω)

−iλ(|uµ|
2 − |uν|

2)(∂xuµω+ ∂xuµω) (3.21)

−iλ|uν|
2(∂xωω+ ∂xωω)

Integrando (3.21) e usando integração por partes obtemos que

i
d

dt

∫
R
|ω|2dt− (1− iµ)

∫
R
|∂xω|2dx+ (1+ iµ)

∫
R
|∂xω|2dx

é igual a

2i(µ− ν)Re

∫
R
ω∂2xuνdx + 2iλRe

∫
R
(|uν|

2 − |uµ|
2)ω∂xuµdx

− iλ

∫
R
|uν|

2ω∂xωdx− iλ

∫
R
|uν|

2ω∂xωdx. (3.22)

Usaremos integração por partes nas duas últimas parcelas de (3.22):

−iλ

∫
R
|uν|

2ω∂xωdx−iλ

∫
R
|uν|

2ω∂xωdx = −iλ

∫
R
|uν|

2ω∂xωdx+iλ

∫
R
∂x(|uν|

2ω)ωdx

= −iλ

∫
R
|uν|

2ω∂xωdx+iλ

∫
R
|uν|

2∂xωωdx

+iλ

∫
R
∂x(|uν|

2)|ω|2dx

= iλ

∫
R
∂x(|uν|

2)|ω|2dx.
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Daí, segue que

i
d

dt

(
‖ω(·, t)‖2L2

)
+ 2iµ‖∂xω(·, t)‖2L2 = 2i(µ− ν)Re

∫
R
ω∂2xuνdx

+2iλRe

∫
R
(|uν|

2 − |uµ|
2)ω∂xuµdx

+iλ

∫
R
∂x(|uν|

2)|ω|2dx.

Por comodidade, denotaremos:

I := 2i(µ− ν)Re

∫
R
ω∂2xuνdx;

II := 2iλRe

∫
R
(|uν|

2 − |uµ|
2)ω∂xuµdx

e

III := iλ

∫
R
∂x(|uν|

2)|ω|2dx.

Segue de (3.23) que ∣∣∣ d
dt

(
‖ω(·, t)‖2L2

)∣∣∣ 6 |I|+ |II|+ |III|.

Agora, vamos estimar cada um dos termos I, II e III.

• I : Usando integração por partes e depois a desigualdade de Cauchy-Schwarz, obte-

mos ∣∣∣Re ∫
R
ω∂2xuν(x, t)dx

∣∣∣ =
∣∣∣Re ∫

R
∂xω∂xuν(x, t)dx

∣∣∣
6 ‖∂xω(·, t)‖L2‖∂xuν(·, t)‖L2

6 (‖uµ‖XT + ‖uν‖XT )2.

Logo,

|I| 6 2|λ||µ− ν|(‖uµ‖XT + ‖uν‖XT )2. (3.23)

• II :

Notemos que

|Re

∫
R
(|uν|

2 − |uµ|
2)ω∂xuµdx 6

∫
R
(|uµ|+ |uν|)|uµ − uν||ω||∂xuµ|dx.

Daí,

|Re

∫
R
(|uν|

2 − |uµ|
2)ω∂xuµdx 6

∫
R
(|uµ|+ |uν|)|ω|2|∂xuµ|dx. (3.24)
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Usando a desigualdade de Hölder, segue que (3.24) é menor que

(‖uµ‖L∞ + ‖uν‖L∞)‖∂xuµ‖L∞‖ω‖2L2 (3.25)

Usando a imersão de Sobolev segue que (3.25) pode ser limitada por

c(‖uµ‖XT + ‖uν‖XT )2‖ω‖2L2 ,

para alguma constante c.

Portando,

|II| 6 |λ|c(‖uµ‖XT + ‖uν‖XT )2‖ω‖2L2 (3.26)

• III :

Usando a desigualdade de Hölder, temos∣∣∣∫
R
∂x(|uν|

2)|ω|2dx
∣∣∣ 6 ‖∂x(|uν|2)‖L∞‖ω‖2L2

Como,

‖∂x(|uν|2)‖L∞ 6 2‖uν∂xuν‖L∞
6 2‖uν‖L∞‖∂xuν‖L∞
6 2‖uν‖Hs‖∂xuν‖Hs−1

6 2‖uν‖2XT ,

segue, novamente, a estimativa

|III| 6 |λ|c(‖uµ‖XT + ‖uν‖XT )2‖ω‖2L2 . (3.27)

Juntando as estimativas (3.23), (3.26) e (3.27), concluímos que

d

dt

(
‖ω(·, t)‖2L2

)
6 2|λ|(‖uµ‖XT + ‖uν‖XT )2(|µ− ν|+ c‖ω(·, t)‖2L2)

Sendo K a constante dada em (3.17), temos

d

dt

(
‖ω(·, t)‖2L2

)
6 8K2|λ||µ− ν|+ 8k2c|λ|‖ω(·, t)‖2L2 (3.28)

para todo t ∈ [0, T ].

Usando a desigualdade de Gronwall segue que

‖ω(·, t)‖2L2 6 e8|λ|k
2ct

∫ t
0

8|λ|k2|µ− ν|dt

= �cTe
�kT |µ− ν|, (3.29)
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ou seja, existem constantes �c, �k > 0, independentes de µ e ν, tais que

‖uµ(·, t) − uν(·, t)‖L2 6 �cTe
�kT |µ− ν|, (3.30)

para todo t ∈ [0, T ]. Segue daí que

lim
µ,ν→0

sup
06t6T

‖uµ(t) − ‖uν(t)‖L2 = 0.

3.2.2 Existência de solução

Até o momento temos uma família (uµ)µ>0 onde cada uµ é a única solução do P.V.I

 i∂tu+ ∂2xu+ iλ|u|2∂xu = iµ∂2xu,

u(x, 0) = u0(x).

em C([0, T ];Hs(R)). Já provamos os seguintes fatos:

1. (uµ)µ>0 é uniformemente limitada em L∞([0, T ];Hs(R));
2. A família (uµ)µ>0 é de Cauchy em C([0, T ];L2(R)).

O segundo fato nos permite concluir que existe uma função u ∈ C([0, T ];L2(R)) tal

que

lim
µ→0

sup
06t6T

‖uµ(·, t) − u(·, t)‖L2 = 0.

Antes de proseguir, convém observar o seguinte:

Proposição 3.2.2. u ∈ C([0, T ];Hs ′(R)), para qualquer 0 < s ′ < s, e além disso uµ → u

em C([0, T ];Hs(R)).

Demonstração. Usando a Proposição 1.8.5 com s1 = 0, s2 = s, r = s
′ obtemos

‖uµ(t) − uν(t)‖Hs ′ = ‖uµ(t) − uν(t)‖
1−θ
L2 ‖uµ(t) − uν(t)‖

θ
Hs , (3.31)

onde θ = s ′

s
. Tomando o supremo em t em (3.31) e tomando K como em (3.17) obtemos,

sup
06t6T

‖uµ(t) − uν(t)‖Hs ′ 6 (2K)θ sup
06t6T

‖uµ(t) − uν(t)‖1−θL2 .

Daí segue que

lim
µ,ν→0

sup
06t6T

‖uµ(t) − u(t)‖Hs ′ = 0.
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Logo existe v ∈ C([0, T ];Hs ′(R)) tal que

uµ → v em L∞([0, T ];Hs ′(R)).
Como

uµ → u em L∞([0, T ];L2(R)),
segue que u = v. Portanto,

u ∈ C([0, T ];Hs ′(R)).

Agora iremos usar algumas propriedades para mostrar que u é solução da equação

integral

u(t) = E(t)u0 −

∫ t
0

E(t− τ)(|u|2∂xu)(τ)dτ.

A ideia é tomar o limite quando µ→ 0 na equação integral

uµ(t) = Eµ(t)u0 − iλ

∫ t
0

Eµ(t− τ)(|uµ|
2∂xuµ)(τ)dτ.

Primeiro olhamos a convergência da parte linear. Usando o teorema de Plancherel, temos

‖Eµ(t)u0 − E(t)u0‖2L2 =

∫
|e−4π2t(i+µ)ξ2 − e−4π2tiξ2 |2|û0(ξ)|

2dξ

6
∫
|e−4π2µtξ2 − 1|2|û0(ξ)|

2dξ.

Usando o teorema da convergência dominada, concluímos que esta última integral vai

para zero quando µ tende a zero. Então para cada t ∈ [0, T ], temos

lim
µ→0
‖Eµ(t)u0 − E(t)u0‖L2 = 0. (3.32)

Para investigar a convergência da parte não-linear, denotemos

v(x, t) = −λ

∫ t
0

E(t− τ)F(τ)dτ

onde F(x, t) = |u|2∂xu e similarmente

vµ(x, t) = −λ

∫ t
0

Eµ(t− τ)Fµ(τ)dτ
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onde Fµ(x, t) = |uµ|
2∂xuµ. Então,

‖v− vµ‖L2 6 |λ|‖
∫ t
0

E(t− τ)(F− Fµ)(τ)dτ‖L2

+|λ|‖
∫ t
0

[E(t− τ) − Eµ(t− τ)](Fµ)(τ)dτ‖L2

6 |λ|

∫ t
0

‖F(τ) − Fµ(τ)‖L2dτ

+|λ|

∫ t
0

‖
(
e−4π2i(t−τ)ξ2 − e−4π2(i+µ)(t−τ)ξ2

)
F̂µ(τ)‖L2dτ

6 |λ|T‖F− Fµ‖L∞L2
+|λ|

∫ t
0

‖
(
1− e−4π2µ(t−τ)ξ2

)
(F̂µ(τ) − F̂(τ))‖L2dτ

+|λ|

∫ t
0

‖
(
1− e−4π2µ(t−τ)ξ2

)
F̂(τ)‖L2dτ

6 3T |λ|‖F− Fµ‖L∞L2 + |λ|

∫ t
0

‖(1− e−4π2µ(t−τ)ξ2)F̂(τ)‖L2dτ.

Considere a função

gµ(τ) = ‖1− e−4π2µ(t−τ)ξ2 F̂(τ)‖L2 .

Veja que gµ é limitada pela função

gτ = 2‖F(τ)‖L2 .

Esta por sua vez é integrável em relação a τ.

‖F̂(τ)‖L1tL2x = ‖|u|2∂xu‖L1tL2x
6 T‖u‖2L∞t L∞x ‖∂xu‖L∞t L2x
6 T‖u‖3L∞t Hsx .

Aplicando o Teorema da Convergência Dominada concluímos que

lim
µ→0

∫ t
0

‖(1− e−4π2µ(t−τ)ξ2)F̂(τ)‖L2dτ = 0.

Finalmente, inferimos sobre ‖F−Fµ‖L∞t L2x . Adicionando e subtraindo |uµ|2∂xu e usando

a desigualdade triângular

‖F− Fµ‖L∞t L2x = ‖|u|2∂xu− |uµ|
2∂xuµ‖L∞t L2x

6 ‖(|u|2 − |uµ|
2)∂xu‖L∞t L2x

+‖|uµ|2∂x(u− uµ)‖L∞t L2x
6 ‖|u|2 − |uµ|

2‖L∞‖∂xu‖L∞t L2x
+‖|uµ|2‖L∞‖∂x(u− uµ)‖L∞t L2x .
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Usando que

||u|2 − |v|2| 6 c(|u|+ |v|)|u− v|

e usando imersão de sobolev, teremos

‖F− Fµ‖L∞t L2x 6 ‖(|u|+ |uµ|)|u− uµ|‖L∞x L∞x ‖∂xu‖L∞t L2x
+‖uµ‖L∞t L∞x ‖∂x(u− uµ)‖L∞t L2x

6 (‖u‖L∞t Hsx + ‖uµ‖L∞t Hsx)‖∂xu‖L∞t L2x‖u− uu‖L∞t Hsx
+‖uµ‖2L∞t Hsx‖∂x(uµ − u)‖L∞t L2x .

Como uµ é limitado em L∞t Hsx (3.13) concluímos

‖F− Fµ‖L∞L2 6 c‖u− uµ‖L∞t Hsx ,

para alguma constante c > 0 independente de µ. Portanto,

lim
µ→0
‖vµ(t) − v(t)‖L∞t L2x = 0 (3.33)

para cada t ∈ [0, T ]. Segue de (3.32) e (3.33) que para todo t ∈ [0, T ]

u(t) = lim
µ→0

uµ(t) = E(t)u0 −

∫ t
0

E(t− τ)(|u|2∂xu)(τ)dτ,

onde o limite é tomado em L2(R).

3.2.3 Unicidade

Aqui iremos provar que a função u é a única solução da equação integral

u(t) = E(t)u0 −

∫ t
0

E(t− τ)(|u|2∂xu)(τ)dτ.

Sejam u, v ∈ C([0, T ];Hs(R)), s > 3

2
satisfazendo

u(t) = E(t)u0 − iλ

∫ t
0

E(t− τ)|u|2∂xudτ,

v(t) = E(t)u0 − iλ

∫ t
0

E(t− τ)|v|2∂xvdτ.

Temos

u(t) − v(t) = −iλ

∫ t
0

E(t− τ)(|u|2∂xu− |v|2∂xv)dτ.

Daí, usando a desigualdade de Minkowski para integrais,

‖u(t) − v(t)‖Hs−1 6
∫ t
0

‖E(t− τ)
(
‖u|2∂xu− |v|2∂xv

)
(τ)‖Hs−1dτ. (3.34)
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Lembremos que pela Proposição 2.1.1 vale

‖E(t− τ)(|u|2∂xu− |v|2∂xv)‖Hs−1 = ‖|u|2∂xu− |v|2∂xv‖Hs−1 .

Agora, escrevemos |u|2∂xu− |v|2∂xv como

|u|2∂xu− |v|2∂xv = (|u|2 − |v|2)∂xu+ |v|2∂x(u− v).

Daí, tomando a norma Hs−1 e usando que s− 1 > 1

2
obtemos

‖|u|2∂xu−|v|2∂xv‖Hs−1 6 c‖|u|2−|v|2‖Hs−1‖∂xu‖Hs−1+c‖|v|2‖Hs−1‖∂x(u−v)‖Hs−1 . (3.35)

Usando que

‖|u|2 − |v|2‖Hs−1 = ‖(u− v)u+ v(u− v)‖Hs

6 c‖u− v‖Hs−1‖u‖Hs−1 + c‖v‖Hs−1‖u− v‖Hs−1

6 c
(
‖u‖Hs−1 + ‖v‖Hs−1

)
‖u− v‖Hs−1

e que

‖|v|2‖Hs−1 = ‖vv‖Hs−1 6 c‖v‖2Hs−1 ,

segue que,

‖|u|2∂xu− |v|2∂xv‖Hs−1 6 c
(
‖u‖Hs−1 + ‖v‖Hs−1

)2

‖u− v‖Hs−1 (3.36)

Substituindo (3.36) em (3.34) concluímos que

‖u(t) − v(t)‖Hs−1 6 c

∫ t
0

(
‖u(τ)‖Hs + ‖v(τ)‖Hs

)2

‖u(τ) − v(τ)‖Hs−1dτ

6 ct sup
06τ6T

((
‖u(τ)‖Hs + ‖v(τ)‖Hs

)2

‖u(τ) − v(τ)‖Hs−1
)

6 cT
(
‖u‖XT + ‖v‖XT

)2

sup
06τ6T

‖u− v‖Hs−1 .

Logo,

sup
06t6T

‖u(t) − v(t)‖Hs−1 6 cT
(
‖u‖XT + ‖v‖XT

)2

sup
06t6T

‖u(τ) − v(τ)‖Hs−1 .

Tomando T su�cientemente pequeno de modo que

cT
(
‖u‖XT + ‖v‖XT

)2

6
1

2

obtemos que

sup
06t6T

‖u(t) − v(t)‖Hs−1 6
1

2
sup

06t6T
‖u(t) − v(t)‖Hs−1
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que implica

sup
06t6T

‖u(t) − v(t)‖Hs−1 = 0,

ou seja,

u(t) = v(t),

para todo t ∈ [0, T ]. Com isso �nalizamos a demonstração do Teorema 0.0.1.



Capítulo 4

Comentários e resultados adicionais

Para �nalizar gostaríamos de fazer alguns comentários sobre a equação DNLS e algumas

de suas generalizações. Primeiro gostaríamos de observar que a técnica empregada fornece

existência e unicidade de soluções para outras equações da forma

i∂tu+ L(u) + iλ|u|2∂xu = 0,

onde L é um operador diferencial que satisfaz

Im〈Lu,u〉 > 0. (4.1)

De fato, como observado na introdução um passo crucial para que o argumento de re-

gularização parabólica funcione é demonstrar que as soluções do problema regularizado

são uniformemente limitadas em Hs(R) para s > 3/2. De fato, assumindo que a equação

regularizada

i∂tu+ L(u) + iλ|u|2∂xu = iµ∂2xu. (4.2)

possui uma solução u ∈ C([0, Tµ];Hs(R)) temos que esta satisfaz o seguinte:

d

dt
〈u,u〉Hs = 2Re〈∂tu,u〉Hs

= 2Re〈iL(u) + µ∂2xu− λ|u|2∂xu,u〉Hs

= 2Re〈iLu,u〉Hs + 2µRe〈∂2xu,u〉Hs − 2λRe|u|2∂xu,u〉Hs

= −2Im〈Lu,u〉Hs − 2µRe〈∂xu,∂xu〉Hs − 2λRe|u|2∂xu,u〉Hs

6 −2λRe〈|u|2∂xu,u〉Hs . (4.3)

A estimativa de (4.3) segue como argumentado na seção 3.1 sempre que s > 3/2. Obser-

vamos que os operadores

L(u) = i∂3xu,

44
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L(u) = D∂xu

satisfazem (4.1). Assim, vale o mesmo resultado de existência e unicidade para u0 ∈ Hs(R)

com s > 3/2, para os PVI associado à equação de Korteweg-de Vries modi�cada (mKdV) ∂tu+ ∂3xu+ u2∂xu = 0,

u(·, 0) = u0.
(4.4)

e também para o PVI associado à equação de Benjamin-Ono modi�cada (mBO) ∂tu+D∂xu+ u2∂xu = 0,

u(·, 0) = u0.
(4.5)

Estudos recentes têm sido dedicados à boa colocação para o PVI associado à seguinte

generalização da DNLS:

i∂tu+ ∂2xu+ iλ|u|α∂xu = 0,

com α > 0 (gDNLS). Resultados de boa colocação têm sido obtidos de acordo com os

valores de α. Para α > 5 Hao [6] provou boa colocação em Hs(R) para s > 1/2. Santos

em [21] obteve boa colocação local para dado inicial em H1/2(R) su�cientemente pequeno

no caso α > 2 e existência e unicidade de soluções para dados iniciais pequenos em

H3/2(R) ∩ H1/2(〈x〉) para o caso 0 < α < 1. Recentemente [16] provaram boa colocação

para 0 < α < 1 para uma certa classe de dados iniciais su�cientemente regulares.
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