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Resumo

Neste trabalho consideramos o problema de Dirichlet para solugoes positivas da equacao
p-Laplaciano em um dominio, limitado e suave no espaco euclidiano. Estudamos a técnica
iterativa de Moser (Comm. Pure Appl. Math., vol.14 (1961), 577-591 ) melhorada por
Trudinger em (Ann. Sc. Norm. Super. Pisa Cl. Sci. (5), vol.27 (1973), 265-308), a
partir da qual fazemos estimativas locais para solucoes do operador linearizado associado,
e para solugoes do problema. Este trabalho é baseado nos seguintes artigos: “Harnack
inequalities, mazimum and comparison principles, and reqularity of positive solutions of p-
laplace equations” de Lucio Damascelli e Berardino Sciunzi (Calc. Var. Partial Differential
Equations, vol.25 (2005), 139-159); “A Strong Comparison Principle for the p—Laplacian”
of Paolo Roselli and Berardino Sciunzi (Proc. Amer. Math. Soc. vol.135 (2007), 3217-
3224).

Palavras—chave: p-Laplaciano; Desigualdades de Harnack; Principios de méaximo;

Principios de comparacao.



Abstract

In this work we consider the Dirichlet problem for positive solutions of p-Laplacian equa-
tion on a smooth bounded domain in the euclidean space. We studied the Moser’s itera-
tive technique (Comm. Pure Appl. Math., vol.14 (1961), 577-591) improved by Trudinger
(Ann. Sc. Norm. Super. Pisa Cl. Sci. (5), vol.27 (1973), 265-308) from which we make lo-
cal estimates for the solutions of the associated linearized operator, and for solutions of the
problem. This work is based on the following articles: “Harnack inequalities, mazximum
and comparison principles, and reqularity of positive solutions of p-laplace equations” of
Lucio Damascelli and Berardino Sciunzi (Calc. Var. Partial Differential Equations, vol.25
(2005), 139-159); “A Strong Comparison Principle for the p—Laplacian” of Paolo Roselli
and Berardino Sciunzi (Proc. Amer. Math. Soc. vol.135 (2007), 3217-3224).

Keywords: p-Laplacian; Harnack inequalities; Maximum principles; Comparison

principles.
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Introducao

Neste trabalho consideramos o seguinte problema de Dirichlet

—Apu=f(u) em Q,
u>0 em Q, (1)
u=>0 na 0Q),

com f localmente Lipschitz, onde QO é um dominio (isto é, aberto e conexo) limitado e
com fronteira suave em RN, N > 2 e A,u = div(|Vu/P?Vu) para 1 < p < oo (A, é
chamado de p-Laplaciano).

Os principais resultados discutidos neste trabalho sao obtidos por meio de estimativas
locais via técnica de iteragdo de Moser [16], a qual foi melhorada por Trudinger [23],
combinada com propriedades de regularidade acerca de ﬁ obtidas por Damascelli e
Sciunzi em [7], onde u € C*(Q) é uma solugao fraca de (1).

No Capitulo 1, recordamos alguns conceitos e resultados bésicos sobre os espacos de
Sobolev, os quais serviram como base para um melhor entendimento deste trabalho.

No Capitulo 2, iniciamos a Secao 2.1 relembrando o conceito de fungoes harmonicas e

provamos a desigualdade classica de Harnack, com o objetivo de introduzir os resultados

mais gerais a serem discutidos acerca do tema. Logo apds, consideramos u € CH(Q)

1

ool © definimos

solugao fraca de (1), expomos o resultado de regularidade a respeito de
o espaco de Sobolev com o peso o = |[Vu[P~2 associado ao problema estudado, com base
nisso, exibimos uma desigualdade de Sobolev com peso ¢ = |[Vu[P~2 provada em [7]. Em
seguida, apresentamos o operador linearizado associado a (1) o qual é dado por
Luv.0) = | [P (9%, V) + (p ~ VP (Vu, T)(Va, Vo) ~ ' (u)v] d.

Q
Mostramos desigualdades fracas de Harnack para uma sub-solugao (respectivamente para

uma super-soluc¢ao) do operador linearizado e desigualdades de comparacao fraca de Har-

nack para solugoes de (1), estas provadas por Damascelli e Sciunzi em [6]. Na Secao 2.2,

1



Sumario 2

introduzimos o principio do méaximo cléssico, logo depois, como aplicacao dos resultados
apresentados na se¢ao anterior, provamos um principio do maximo para uma solugao do
operador linearizado, também provado em [6].

No Capitulo 3, como consequéncia da desigualdade de comparagao fraca de Harnack
apresentada no Capitulo 2, obtemos um principio de comparagao para solugoes de (1),
resultado este provado em [6]. Além disso, expomos dois principios de comparagao para
solugbes de (1), provados por Roselli e Sciunzi em [19], onde assumimos novas hipéteses
sobre f, mais precisamente, no resultado da Secao 3.1 pedi-se que f seja positiva, assim,
o objetivo agora é lidar com a mudanca de sinal de f.

Finalmente, o Apéndice é dedicado as demonstragoes (mais técnicas) de dois resultados
principais deste trabalho, para ser mais preciso, a desigualdade fraca de Harnack para
uma super-solucao do operador linearizado e uma desigualdade de comparacao fraca de

Harnack para solugoes de (1), com a intencao de tornar a leitura mais simples.



Capitulo 1

Nocoes Preliminares

Neste capitulo iremos estabelecer as notacoes a serem usadas e recordar alguns conceitos
e fatos bdsicos necessarios para uma melhor compreensao dos capitulos seguintes. As
demonstracoes de alguns dos resultados serao omitidas, mas, nestes casos deixaremos

claro (pelo menos) uma referéncia para leitura.

1.1 Derivada fraca

Seja Q C RN aberto. Denotamos por C(Q) o espaco das fungoes ¢ : Q — R infinita-

mente diferencidveis, com suporte compacto em Q (supp(@) ={x € Q | @(x) #0} C Q).

Notagao. (i) Um vetor & = (ot -+, o) € NN, é chamado um multi-indice de ordem

ol = &1+ +

(ii) Dados dois multi-indices & = (o¢1,--- ,an) e B = (B1, -+, Pn), dizemos que o < B
quando o < By para todoi=1,---,N.

(iii) Para um multi-indice o« = (&q, -+, xn) escrevemos ol = 0! -+ - an!.

(iv) Parau: Q — R, x € Q. Dado um multi-indice & = (&, -+, xn), definimos a

«-derivada parcial de u em x, por

ollu(x)

D% ==
ul(x) Xyt - OxRY

1

1oe(Q), e & um multi-indice. Dizemos que v € a x-derivada

Definigao 1.1. Sejamu,v € L
fraca de u, e escrevemos

D*u =,
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quando

J uD%@dx = (—1)'“J vedx, V ¢ € Cyr(Q).
o Q

Lema 1.1 (Unicidade da derivada fraca). Uma «-derivada fraca de u, € inica a menos

de um subconjunto de medida nula.

Demonstragao. Veja [9, Lemma, p. 243]. ]

1.2 Espacos de Sobolev

Fixemos 1 <p<ooekelN

Definicao 1.2. O espaco de Sobolev

WEP(Q)

1

consiste das fungoes w € L, (Q), tais que para cada multi-indice x com |x| < k, D*u

existe no sentido fraco e D*u € LP(Q).

Observagao 1.1. Se p = 2, geralmente escrevemos
H*(Q) =W*?(Q) (k=0,1,...)
notacao esta, motivada pelo fato de H*(Q) ser um espaco de Hilbert.

Definicao 1.3. W*P(Q) torna-se um espago normado quando munido da sequinte norma

> J ID*u|? dx (1<p<o0)
[ullwrer o) = <k 7 (1.1)

Y D% i=(a) (p = o)

[o|<k

Definigao 1.4. (i) Sejam uw € W*P(Q) e uma sequéncia (un)®_, C W*P(Q). Dizemos

que W, converge para w em WP (Q), e escrevemos
Uy — u  em WSP(Q),

quando

lim ||un —u|lwk,p(_o_) =0.
n—oo
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(i1) Escrevemos

Uy —u em WEP(Q),

loc

quando

Uy — U em WRP(V),

para cada V CC Q.

Observacio 1.2. O espaco WP (Q) ¢ formado pelas fungies uw € W*P(V), para cada

loc

V CC Q (isto é, VC Q eV é compacto).

Definicao 1.5. Denotemos por

WeP(Q)

o fecho de CP(Q) em W*P(Q) com respeito a norma (1.1).

Portanto, u € Wg’p(Q) se, e somente se, existe uma sequéncia (u,)*_; C CP(Q) tal

que U, — u em WkP(Q).
Teorema 1.1 (Propriedades de derivadas fraca). Sejam u,v € W*P(Q), |a| < k. Entao:

(i) D¥u € Wk—I«p(Q) ¢ DP (D*) = D% (DB) = D**"Pu para quaisquer multi-indices

o, B com |o + [B] < k.
(ii) Para cada A,p € R, Au+ pv € WP (Q) e D*(Au+ pwv) = AD*u+ uD*v, |of < k.
(iii) Se V € um subconjunto aberto de Q, entao w € W*P (V).

(iv) Se @ € CF(Q), entdo pu € WEP(Q) e

D*(pu) = Z (g)DB(pD“Bu (formula de Lebniz),
B

p (oc) !
onde =
8 B!l —p)!
Demonstragao. Veja [9, Theorem 1, p. 247]. ]

Teorema 1.2. Para cada k =1,2,... e 1 < p < 00, 0 espaco de Sobolev W*P(Q) € um

espaco de Banach.

Demonstragao. Veja [9, Theorem 2, p. 249 ]
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Teorema 1.3 (Aproximagao por fungoes suaves). Suponha que Q € limitado, e seja
u € W5P(Q) para algum 1 < p < oo. Entdo, existe uma sequéncia de funcoes (un )%,

em C®(Q) NWkP(Q) tal que
Up — U em WEP(Q).
Demonstrag¢ao. Veja [9, Theorem 2, p.251]. O

Teorema 1.4 (Aproximagao por funcoes suaves até a fronteira). Seja Q limitado e com

fronteira Ct, assumindo que w € W*P(Q) para algum 1 < p < oo. Entdo existe uma

sequéncia de fungoes (un)_; em C®(Q) tal que
Uy — u  em WEP(Q).

Demonstragao. Veja [9, Theorem 3, p.252]. ]

Teorema 1.5 (Teorema do Trago). Sejam Q limitado, com fronteira C' e 1 < p < oo.

Entao existe um operador linear continuo
T:WHP(Q) — LP(3Q)
tal que
(i) Tu=1,,, quandoue€ WP (Q)N C°(Q),

(i3) |Tulltr00) < Cluflwir ),

para cada w € WHP(Q), com C = C(p,Q) >0 (C é uma constante que depende somente
de p, Q).

Demonstragao. Veja [9, Theorem 1, p.258]. ]
Teorema 1.6. Suponha que Q € limitado, com fronteira C*. Se uw € WHP(Q), entdo
ueW,P(Q) se e somente se, Tu=0 em 0Q, (1.2)

onde T € dado pelo Teorema 1.5.

Demonstragao. Veja [9, Theorem 2, p.259]. ]
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1.3 Regra da Cadeia

Nesta secao iremos apresentar uma versao da regra da cadeia para derivada fraca. Para

isso, consideramos QO C RN um dominio, limitado e com fronteira suave.

Teorema 1.7. Sejam f € CH(R), f' € L®(R) euw € WHP(Q), com 1 < p < oo entdo a
composicio fou € WHP(Q) e V(fou) = f'(u)Vu.

Demonstracao. Pelo Teorema 1.3, existem funcoes u, € C®(Q) N WHP(Q) tais que
U, —u em WHP(Q).

Pelas hipdteses sobre f, temos |f(x) — f(y)| < ||[f'||Le(®)[x —yl, para todos x,y € R.
Dali,

|
|

[ P P
( [flun,) — f(u)lpdx) < I |l (w) (J W, — u!pdx> — 0 quando n — oo;
Jo Q

1 1
r P v
( It (un) Vi, — f’(u)Vulpdx) < ' o () (J Vu, — Vulpdx)
Ja e}

; (J (1) — f’(u)lplvulpdx) ’
Q

Como un — u em LP(Q), entao (u,);_; possui uma subsequeéncia (un, )52, tal que
Un, — wq.t.p. em Q. Logo, pela continuidade de f’, temos que f'(u,,) — f'(u) q.t.p.
em Q; assim, [f'(uy)—f'(u)|P — 0 q.t.p. em Q, donde, [f'(un)—f'(wW)|P|VuP < C|Vul?
q.t.p. em Q, onde C > 0 é uma constante. Aplicando o Teorema da Convergéncia

Dominada, segue que
J ' (un,) — f'(W[PIVuPdx — 0 quando j — oo.
Q

Donde,

(J [/ (Un, ) Vg, — f’(u)Vu!pdx) "0 quando j — oo.

Q

Consequentemente, f(u,;) — f(u) em LP(Q) e f'(uny,)Vu,, — f'(u)Vu em LP(Q),
portanto, f(u) € WHP(Q) e V(f(u)) = f'(u)Vu. O

A parte positiva e negativa de uma funcao u sao definidas respectivamente, por

ut =max{u,0} e u = min{u,0}.

+ —

Observe que, u=u"+u efu/=u" —u .
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Corolario 1.1. Seja u € WYP(Q) para algum 1 < p < oo, entdo u™,u~, ul € WHP(Q)

e

Tt Vu se u>0 Tu- 0 se uw=0 (1.3)
0 se u<0 Vu se u<0

YVu se u>0
Viul=4¢ 0 se u=0
—Vu se u<0.

Demonstrag¢ao. Para ¢ > 0, defina

wW+e)2—¢ seu>0
fs(u): ( ) (14)
0 seu < 0.

E evidente que fo € CHR) e f. € L*®(R), assim, pelo Teorema 1.7, temos que f(u) €
WLP(Q) e V(f(u)) = fL(u)Vu.
Entao, para qualquer ¢ € C}(Q) tem-se

JQ fe(WVedx = —J

Q

dai, fazendo ¢ — 0 na igualdade acima, obtemos

J utVedx = J Vuedx.
Q {u>0}

Assim, ut € WHP(Q) e vale (1.3). Observando que, u~ = —(—u)™ e que u| =u" —u",

segue o resultado. O]

Corolédrio 1.2. Seja u € WHP(Q). Entao Vu = 0 em qualquer conjunto onde u é

constante.

Demonstrag¢ao. Basta notar que, Vu = Vu' + Vu~. Entdo, se u = ¢ constante em
V C Q, podemos supor ¢ = 0 (caso contrario, escrevemos v = u — ¢, deste modo temos

Vv =Vu). Logo, Vu=0em V. O

1.4 Desigualdade de Sobolev

Definigao 1.6. Se 1 < p < N, o expoente de Sobolev de p é
._ PN

Note que,
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Teorema 1.8 (Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev). Suponha 1 < p < N.

Entao existe uma constante C = C(p,N) > 0, tal que

JwllLes @y < ClIVU[r rN, (1.6)
para toda w € CH(RN).
Demonstragao. Veja [9, Theorem 1, p.263]. ]

Teorema 1.9 (Estimativa para WP, 1 <p < N). Seja Q C RN aberto e limitado, com
fronteira (0Q)) C!. Suponha 1 <p <N euc WHP(Q). Entio u € LP (Q), com

[ul[eer (@) < Cllulwira),
onde C = C(p,N,Q) > 0 € uma constante.
Demonstracao. Veja [9, Theorem 2, p.265]. O]

Teorema 1.10 (Estimativa para Wy, 1 <p < N). Seja Q € RN aberto, limitado e 9Q

¢ Ct. Suponha u € Wé’p(Q) para algum 1 < p < N. Entao vale a sequinte estimativa
e o) < ClIVullr )

para cada q € [1,p*], e a constante C = C(p,q,N, Q) > 0.

Em particular, para todo 1 < p < o0,
ullee o) < ClIVulle(a)-

Demonstragao. Veja [9, Theorem 3, p.265]. O

1.5 Desigualdade de Poincaré

1
Notagao. (u)g = @J udy.
Q

Teorema 1.11 (Desigualdade de Poincaré). Suponha que Q C RN € um aberto, limitado,
conexo, e 0Q é Ct. Para1l < p < oco. Entdo existe uma constante C, dependendo somente
de N,p e Q, tal que

lu—(Wallro) < ClVUllrra)

para cada fungdo uw € WHP(Q).
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Demonstragao. Veja [9, Theorem 1, p. 275] ]

Corolério 1.3. Assumindo que Q ¢é aberto, limitado, conexo e com fronteira C'. Seja
uec WP (Q) tal que
Vu=0 em Q. (1.7)

Entao u € constante q.t.p. em Q.

Demonstracao. Pelo Teorema 1.11, temos
w—(Wallra) < CIVUir(a)-

Pela hipdtese sobre Vu, entao ||Vul/rr(q) = 0, assim

u—(Wallr @) = 0.
Portanto, u = (U)o =constante q.t.p. em Q. O

Teorema 1.12. Seja Q um aberto e limitado, com Q) de classe C'. Entdou: Q — RN

¢ Lipschitziana se, e somente se, uw € WH®(Q).

Demonstragao. Veja [9, Theorem 4, p. 279]. ]

1.6 Espaco de Sobolev com peso

Definicao 1.7. Chamaremos de peso, uma funcdo o : RN — [0, 00) com o € L} (RN)

loc

(mais detalhes podem ser vistos em [11]).

Definicao 1.8. Sejam o um peso e Q C RN aberto, com o # 0 q.t.p. em Q. Para
1 < p < oo, definimos LP(Q, o) (espago de Lebesgue com peso), como sendo o conjunto

das funcgoes mensurdveis w em Q tais que

1
P
Iullir 0,00 = (J Iuldex) < 00.
Io)

Teorema 1.13. O espago LP(Q, o) munido com a norma || - ||Lr(0,0) € um espago de
Banach.
Demonstragao. Primeiro iremos verificar que, || - ||1r(0,s) € de fato uma norma.

(I) Se ||u||tr(a.0) = 0, entdo

J luPodx =0
Q
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assim, [uPo = 0 q.t.p. em Q, como 0 # 0 q.t.p. em Q segue que uw = 0 q.t.p. em Q.

Reciprocamente, se w =0 q.t.p. em Q, entao [u[Po =0 q.t.p. em Q, e portanto,
[P0 o) = L P odx = 0.
(IT) Sejam uw € LP(Q, 0) e A € R, dai

: .
IAU|r(0.0) = (J IAuldex) = Al (J !ulpodx> = Al uf e (a,0)-
Q Q

(III) Sejam u,v € LP(Q, o), pela desigualdade de Minkowski, temos

<=

lu+vrae = ( |LL+V|deX>

Q
p »
dx)

1 1
< ( !ulpodx) ' + (J Ivlpcdx) '
Ja Q

= ur.o) + IVItro0)-

.

1 1

= ( ‘um’—kvcv
Jo

Logo, || - ltr(0,0) ¢ uma norma em LP(Q, o).
Agora, consideremos uma sequéncia (u,)_; de Cauchy em LP(Q, o). Isto é, dado

e > 0 existe ng € N tal que m,n > ng implica

[un —umllir(0,0) <&

Podemos extrair uma subsequéncia (un;);2; de (un)y_; tal que

1
Hunj+1 _uleHU’(Qﬁ) < 5
Afirmagao 1.1. (uy, )52, converge em LP(Q, 0).
Com efeito, seja

k
viex) = ) g, (%) — wn, (X)),
j=1

(a) Para cara k € N, v € LP(Q, 0), além disso, usando a desigualdade triangular, veja

que
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IVilltr0,0) = (J Ivkl"crdx)
(0]

/N
VR
%
o)

e

2

t

x

e

=

&

]

Q

o

x
N~

K
= ZHunj+1 un)HU’(Q,G)
=1
£
< Zg s L

(b) (Iv[Po)p, é claramente nao-decrescente.

Assim, pelo teorema da convergéncia mondtona
vi(x)[Po(x) — v(x)[Po(x) q.tp. em Q,

(com isso, e o fato de 0 # 0 q.t.p. em Q segue que |[vi(x)[P — [v(x)|P q.t.p. em Q,

assim vy (x) — v(x) q.t.p. em Q). Além disso,
lim J vi[Podx = J v|P odx.

Donde obtemos que v € LP(Q, o), desde que

Mvioe = | birod
Q

= limJ [vi|P odx
k—o0 Q

— 1}1_{%0 VillEr (.00

< L

Por outro lado, para k > 1 > 2 temos

N

Unp,, (X) = Un (%) Unpy, (%) = Un, ()] -+ g (%) — un, (%)

< Vi) = via(x) < vix).

Logo, (un;(x))52; ¢ de Cauchy em R, q.t.p. em Q, assim, un,;(x) — u(x) q.t.p. em Q,

além disso, fazendo 1 — oo acima, obtemos que

[Un, ., (x) —u(x)| < v(x) g.t.p. em Q.
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Assim,
un, ., (x) —u(x)[Po(x) <v(x)Po(x) q.t.p. em Q.

Como v € LP(Q, o) e pelo teorema da convergéncia dominada segue que

lim J un, ,, —u/Podx = J lim [un, , —uPodx =0.
k—o0

L . .
Portanto, ||un,,, —ultr(0,e) — 0, isto é, mostramos que (U, )_; possui uma sub-

sequéncia convergente, como a mesma ¢é de Cauchy, entao u, — w em LP(Q, o). O

Definicao 1.9. Sejam o um peso, Q C RN aberto, com o # 0 ¢.t.p. em Q. Para
1 < p < oo, definimos o espago de Sobolev com peso WHP(Q, 0) como o conjunto das
funcoes w € LP(Q, 0) com derivada fraca D*u € LP(Q, o) para || < 1. Munido com a
norma

[uwllwira,0) = [Wltra,e) + VUL (0,0)- (1.8)

Observacao 1.3. Sem nenhuma restricao adicional sobre o peso o, o espago de Sobolev

com peso WHP(Q, o) ndo € necessariamente um espago de Banach (para um exemplo ver
[14]).
Definigao 1.10. Sejam o um peso, com 0 # 0 q.t.p. em Q el <p < 0o, dizemos que ©

satisfaz a condi¢do By, (Q) e escrevemos
o€ B,(Q),

quando o v el (Q).

loc

Proposicao 1.1. Sejam o € B,(Q) um peso e 1 < p < o0, entio LP(Q,0) C L} (Q).

loc

Demonstracao. Dada u € LP(Q, o), considere Q' CcC Q. Dai, usando Holder

1
7

1
P / P
J lu|dx :J Iu!G%G*%dx < (J !ulpcdx) (J G%dx)
I i Q Q/
1

1, 1 A A B
onde b T =1, ou seja, T T

Logo, pela hipétese sobre o e o fato de u € LP(Q, 0), segue que
J luldx < oo
e portanto, u € L _(Q). O

loc

Teorema 1.14. Sejam o € B,(Q) um peso e 1 < p < oo, entao WHP(Q,0) € uma

espago de Banach com a norma (1.8).

Demonstragao. Veja [14]. O



Capitulo 2

Desigualdade de Harnack e principio

do maximo forte

Neste capitulo iremos recordar a desigualdade classica de Harnack e apresentar desigual-
dades do tipo Harnack provadas por Damascelli e Sciunzi em [6]. Além disso, como

aplicagao destas desigualdades discutiremos um principio do maximo.

2.1 Desigualdades de Harnack

Seja Q) um dominio em RN e v € C2(Q). O Laplaciano de v, denotado por Av, é definido

por

Av = div(Vv) = i"xm- (2.1)
i=1
Definicao 2.1. Dizemos que uma funcio v € C2(Q) € harmoénica quando
Av = 0. (2.2)
Além disso, se Av >0 (ou Av < 0) entdo v € dita sub-harménica (ou super-harmoénica).

E bem conhecido que, se Q é um dominio, limitado e 9Q de classe C!, e v € C%(Q)
com
Av = 0 (= 0, < 0) entao vale a propriedade da média, isto é, para qualquer bola

B(y,d) CC Q, temos

1
viy) = (£, 2) —J vdx 2.3
Y W™ Jg(y 5) (23)

1
vy) = (<, 2) ——— vds, 9.4
W = (<2 g | 2.4
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onde wy denota o volume da bola unitiria em RN.

A seguir provaremos a desigualdade cldssica de Harnack .

Teorema 2.1 (Desigualdade de Harnack). Seja v uma fun¢do harmonica nao negativa
em um dominio Q C RN. Entao para qualqguer Q' CC Q, existe uma constante C > 0
que depende somente de N, Q" e Q tal que

sgpv < Cigr)l,fv. (2.5)
Demonstra¢ao. Primeiro consideremos x € Q e & > 0 tal que B(x,48) C Q. Sejam

Y1, Yz € B(x,d). Note que

1. Se z € B(yy,d) entdo |z —x| < lz—yi1| +ly1 — x| < 8 + 6 = 25, isto é, B(y1,d) C
B(x, 28);

2. Se z € B(x,28) entdo |z —yo| < |z — x| + [x —ya| < 26 4+ & = 33, isto é, B(x,28) C
B(yg,?)é)

Usando a propriedade da média, temos

1 1
— dy < d
v(yi) o ooN L(yhé)vw) y LY L(XMV(y) y

1 1
Wy = e | vy > | vy,
Y2 Wn (33N Jp(y,.30) v wn (38N g (x.28) 9
Assim,
v(yi) = L J v(y)d <LJ v(y)dx = 3Nv(y,) (2.6)
Y1 WnON Jpy,.6) k y\wN(Sé)N B(y2,35) k 92 .
Como y1,Ys € B(x, d) sdo arbitrarios, entao
sup v < 3N inf wv. (2.7)
B(x,8) B(x,8)

Agora, seja Q' CC Q, pela compacidade de Q' temos que:

i) existe & > 0 tal que dist(Q’,0Q) > 46 > 0. Assim, para qualquer x € Q' tem-se
B(x,40) C Q;

K

ii) existem k € Ne x;, -, %, € Q/ tais que Q' C U B(x;,8) C Q (a dltima inclusao
j=1

¢ obtida pelo item i), k depende de Q e Q'), e além disso, pela conexidade de Q'

podemos supor B(x;,8) N B(x;11,8) # 0.
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Por (2.7), para cada j = 1,--- ,k resulta que

sup v< 3N inf wv. (2.8)
B(x;,8) B(x;,8)

Afirmacao 2.1. Sejam A,B C Q limitados e ndo vazios, se ANB # () entao

supv > infv. (2.9)
A B

De fato, caso contrario, se tivermos supv < iréfv. Seja xg € A N B, entao
A

Vv(xp) <supv < i]%fv < v(xo).
A

Absurdo!

Afirmacdo 2.2. sup v<3V% inf .
UK, B(x;,8) UK, B(x,8)

Usando (2.8) e (2.9), provaremos esta afirmagao indutivamente. Com efeito, temos

duas possibilidades em relacao ao supremo e infimo de v em B(x;,8) U B(x;41,):

a) O supremo e o infimo s@o atingidos no fecho da mesma bola, digamos em B(x;, 9).
Isto é,

sup V= sup v e inf v = inf w.
B(x),8)UB(x;11,5) B(x;,8) B(x;,8)UB(%j41,5) B(x;,5)

Neste caso, combinando as equagoes acima com (2.8), temos

sup v < 3N inf v < 32N inf V;
B(xj,0)UB(%j1,0) B(x,0)UB(xj41,0) B(x;,8)UB(xj11,0)

b) O supremo ¢ atingido no fecho de uma das bolas (digamos B(x;,d)), e o infimo no

fecho da outra bola (B(xj;1,0)). Dessa forma, por (2.8) e (2.9), podemos escrever

sup v=sup v < 3" inf v
B(x{,8)UB(xj11,5) B(x;,8) B(x;,5)
< 3N sup Vv
B(xj41,0)
< 3N nf v=32N inf V.
B(xj41,8) B(x,8)UB(xj11,8)
Assim, em qualquer caso, temos
sup v < 32N inf V. (2.10)

B(xj,8)UB (xj1,5) B (x;j,8)UB (xj+1,8)
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Suponha que a Afirmacao 2.2 é valida para 1 < m < k, ou seja,

sup v<3™ inf v, I1<m<k (2.11)
um, B(xj,8) U, B(x;5,5)

Como B(xy,d) N (U}:IIB(X]-, 5)) # (), usando argumento andlogo ao anterior, obtemos

sup v< 3N inf v (2.12)
UK, B(x;,8) Uk B(%,8)
Donde
supv < 3N infv (2.13)
Q' Q!
o que conclui a prova. O

A seguir, provaremos uma desigualdade do tipo Harnack mais geral que a desigualdade
classica apresentada no Teorema 2.1, para isso, iniciamos apresentando algumas defini¢oes
e resultados importantes.

Mais precisamente, consideramos Q C RN um dominio limitado e suave (isto é, 0Q
é suave), N > 2. Para 1 < p < oo o operador p-Laplaciano denotado por A, é definido
por

Apu = div(|VulP V). (2.14)

Observacao 2.1. O operador p-Laplaciano é uma generalizacao do operador Laplaciano

ver (2.1), uma vez que, quando p = 2, entdo Asu = Au.

Consideremos o seguinte problema

—Apu=f(u) em Q,
u>0 em Q, (2.15)
u=>0 na 0Q),

onde f satisfaz as seguintes hipdteses:
(f1) f:[0,00) — R é continua e positiva,

(fy) f é localmente Lipschitz em [0, co).

Observagao 2.2. (a) Como u € C(Q), a hipdtese (fy) sobre f, e por Q ser compacto,
entdo fowu é Lipschitz em Q, pelo Teorema 1.12, temos que fou € WhH®(Q).
(b) A hipdtese (fy) implica que f € Lipschitz em qualquer K C [0,00) compacto. Em

particular, quando K = [0, 8] para qualquer & > 0. Pelo Teorema 1.12, temos

f e WH((0,98)), isto é, f € L*°((0,8)) e f' € L®((0,9)).
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Seja & suficientemente grande de modo que w(Q) C (0,8), entdo
f'(u(Q)) C f((0,8)).

Donde,

1" (W[t (@) < [[fllLeio,6)) < o0
Agora, fixada uma solucdo fraca u € C'(Q) de (2.15), escrevemos
o =|Vu/P 2 (2.16)

Observacgao 2.3. Um resultado de regularidade provado por DiBenedetto [8, Theorem 2]
garante que, se w € WP (Q) € uma solugao fraca de (2.15), com p > 1 e f satisfazendo

(f2). Entdo, u € CH*(Q), onde x < 1.

Os autores demonstraram em [7, Theorem 2.3] o seguinte resultado de regularidade

acerca de \Vul

Teorema 2.2. Sejam Q um dominio suave em RN, N > 2 eu € C'(Q) wma solucio
fraca de (2.15) com f satisfazendo (f1), (f2), 1 <p < o0 e seja Z ={x € Q| Vu(x) = 0}.
Entao |Z| = 0 e, para qualquer x € Q etodor <1,y <N—2seN>3ey=0seN =2,

temos
1 1

JQ V(=T [x —y|Y

dy<C (2.17)

onde C nao depende de x.

Em seguida definiremos o espaco de Sobolev com peso 0.

2N 42
Definigao 2.2. P
efinicao ara N2

0 espaco de fungoes com derivadas de primeira ordem (no sentido fraco) para as quais a

< Pp < oo definimos o espago de Sobolev HY2(Q, ¢) como

norma

Vllez,0) = [Viz@) + VYl a.0 (2.18)

¢ limitada, onde |[VV|[}2 o o) = [ IVVIPodx. Além disso, definimos H;?(Q, o) como

sendo o fecho de C}(Q) (ou CP(Q)) em HY2(Q, ) com respeito a norma (2.18).

2N+2

Ny < P < 2), desde que u € CY(Q) entdo

Observagao 2.4. Se p > 2 (respec.

o € L®(Q) e pelo Teorema 2.2 temos que o' € L}Q) (respec. o € LY(Q) isto é

2N+2

garantido pela condi¢ao G35

< p e pelo Teorema 2.2, além disso, o1 € L®(Q), pois
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u € CY(Q)), podemos definir o espaco de Sobolev W ?(Q, &) como sendo o completamento
de C(Q) (ou C*(Q)) sob a norma (2.18), para mais detalhes ver [18, 23]. Na verdade,
se Q) tem fronteira suave por partes (no nosso caso, por hipdtese Q tem fronteira suave),

entao WH2(Q, 0) = HY2(Q, o), para uma demonstragio veja por exemplo [13, 23].

A seguir, exibiremos uma desigualdade de Sobolev com peso o, provada em [7, Theo-

rem 3.1] a partir do Teorema 2.2.

Teorema 2.3 (Desigualdade de Sobolev com Peso). Seja u € C'(Q) uma solugdo fraca

de (2.15) com f satisfazendo (f,), (f2), p > 2. Definindo 2" por

1 1 1+1 p—2
2 2 N Ni\p—-1/'

Entao, existe uma constante positiva C = E(N, p, o, t, v), tal que vale a sequinte

desigualdade de Sobolev com peso:

Vll2 (o) < CIVVIz .0, (2.19)
para qualquer v € H?(Q,0), 2 < 2" e 0 = |Vu/P 2.
Demonstracao. Primeiramente, provaremos a seguinte afirmacao.
Afirmacao 2.3. Sejam 0 < x <Nel<q< %, entao o funcional Ty : L9(Q) — L5(Q)
(onde % = % — %) definido por

Toff)ix) = | flylix—yl* Nay,
Q

¢ continuo.

Com efeito, observe que (% + % + $ =1, onde q’ é o conjugado de q), assim
T < | Il -y Ny
Q

= J £(y)]* 1F(y) N x — y| NN — s (N —ylar N gy,
Q

Pelas desigualdades de Holder generalizada e Young para convolugao (veja [2, Theorem

4.15, p. 104]), obtemos

1
x—N @ q ax—N
|Ta(f)(x)r<<j x—yl dy) (J ()l — ] dy)
Q Q vc+l+1
q_ qx NTsTql
< ([ v ay)

— flleaay (J |x—y|“—Ndy) |
Q

1 o
stw
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Como [, Ix—y[* Ndy < Nw ( W)|Q|%’% < 00, segue que

(X

% N 11— 1
||Ta(fJ||Ls<m:(J |Ta(f)(x)|3d") <Son Vofflua
Q

O que prova a afirmacao.
Devido a densidade de C}(Q) em Hy?(Q, o), é suficiente considerarmos v € C§(Q),
assim, existe (pelo Lemma 3.4 em [18]) uma constante positiva Cn que depende somente

de N tal que

Vv(y)

v(x)| < Cn J YN dy paratodo x € Q. (2.20)

Q|X

Dai, parat > 1, e 0 <y < N (posteriormente serao feitas mais especificagdes sobre t,vy).

Usando a desigualdade de Holder <% + W = 1), temos

Vv Vul(y 1
vl < On T )IVuly)l 1 4y
o Ix—yN 1t |Vu(y)T x —yl=
o (2t) ﬁ 1
< Cn J IVv(y)lIVu(y)l= ay (J 1 dy)2t
= a x —y|N1-% a IVu(y)|P=2tx —y|v '

Observe que, a integral no segundo parentese é semelhante a (2.17), assim, para aplicarmos

p—1

o Teorema 2.2, precisamos que (p —2)t = (p — 1)r para algum r < 1, ou seja, t < 2= =t

também vy < N —2se N >3 ouvy =0se N =2 Com isso, podemos aplicar o Teorema

2.2, dai

(2t)’ (1)
1 Vv(y)||Vul(y
v(x)| < CnCH L [' ’X( )'y"N( )Ql ] ay| (2.21)

!/

Agora, escreva f(y) = (|Vv(y)||Vu(y)|pTﬂ> 2 eox=N— (N —1— —) (2t)’.

Observe que:
() N-1-% >0
(i) x=N—-(N—1—2%)(2t) > 0.
Com isso, obtemos 0 < o« < N, (2%

IV(y)]2Y [ Vu(y) 20

’X _y’(N 17—)(2t)

Ta(f)(x) = JQ ay.

Como u € C'(Q) e v € CH(Q), entdo |[Vv|[Vu|'z * € 12(Q), assim,

fly) = [Vv(y)l Y [ Vu(y) = 2 € Le7 (Q).
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Assim, pela Afirmacao 2.3, para % = (QTW — N temos

(2.22)

1T (D)) < Collfll 25 -

Deste modo, por (2.21) e (2.22), temos

1

' s(2t)
H"HLS<2W(Q) = (J |V(X)|s(2t) dx)
Q

1

< CnCEC[|f] ™)
L2t

(Q)
(2t)’

1 2 2(2t)/
= CnC2G (J |f(9)|(2”/d9> :
Q

Portanto,

Nl—=

Ve () < CnCECy (J |Vv|2|w|p—2dy> = CnC2Co| VY2 (0.0
Q

Além disso,

1 N—(N—1—2X)(2t)
2 N(2t)/

1 1 N—1-—2X

2 (2t) + N B
1
2

1 N-1-2X
= -1+ =4 - 2t
+2t+ N
1 — (N=2) (p=2)
. 1, P2 +N 1= 5 o
2 2(p—1) N

_ Lot 1/p=2)y 1
2 N Ni\p—-1/) 32¢

Desde que, podemos tomar t e y préximos de 2=1 e N — 2 respectivamente. O resultado
pP—2

segue para qualquer 2* < 2", O
Agora, definiremos o operador linearizado associado a (2.15).

Definicao 2.3. O operador linearizado de uma solugao w de (2.15), € definido por
dualidade da sequinte maneira para v € HY2(Q,0) — Ly (v) € (H"*(Q,0))’, com

L.(v)(e@) =Lu(v, @) ¢

L.(v,p) = JQ [[VulP~?(Vv, Vo) + (p — 2)IVulP~*(Vu, V) (Vu, Vo) — f'(u)ve] dx.
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Observe que L, estd bem definido. Com efeito, aplicando a desigualdade de Holder,

temos
Lu(v,@)] < J [l V[Vl + (p — 2)olVVIIVe| + [f'(u)|vl@l] dx
Q

_ (p—l)j o|w|v@|dx+uf'(u)nwmj ilpldx
Q Q
< C(IWlizio,0IVelliziae) + Vi) @lliza))

< o0

onde C = max {p — 1, [|f’(u)|1=(0)} < oo, uma vez que, pela Observagio 2.2 tem-se

Hf,(U)HLoo(Q) < 0.

Definicao 2.4. Dizemos que v € HY2(Q, ¢) é uma solucdo fraca do operador linearizado
se

Li(v,o) =0 (2.23)

para qualquer @ € Hé’Q(Q, o).
Mais geralmente, v € HY2(Q, 0) € uma super-solugdo (respec. sub-solugdo) fraca de

2.23) se Lu(v, @) = 0 (respec. < 0) para qualquer ¢ € H*(Q, o), com ¢ > 0.
0

A partir destas definigdes, usando a técnica iterativa de Moser ver [10, 23|, os Teoremas
2.2 e 2.3, provaremos a seguinte estimativa local para sub-solugoes nao negativas do

operador linearizado, a qual chamaremos de desigualdade fraca de Harnack.

Teorema 2.4. Sejau € C'(Q) uma solucio fraca de (2.15), onde Q C RN ¢ um dominio
limitado e suave, N > 2, com f satisfazendo (f1), (f2). Suponha B(x,58) C Q e que
v e HY(Q,0)NL*®(Q) € uma sub-solucao fraca nao negativa de (2.23). Entdo valem 0s
sequintes casos:

(a1) Se p > 2, existe uma constante C = C(x, q,N,u,p,f,d) > 0 tal que

sup v < C|[v||La(B(x.26)), Ppara todo q > 1. (2.24)
B(x,8)
2N +2 . . s*
(by) Se N2 < p < 2 o0 mesmo resultado do item (ay) € vdlido para qualquer q > 5
2 1 N —1
0nde—51——e—<s<p—.
s* 2 2—p

Demonstragao. (a;) Se p > 2, seja v € HY2(Q, 0) N L®°(Q) uma sub-solucao fraca de
(2.23), isto é,

L.(v, ) <0, para toda @ € Hé’Q(Q, o), com @ > 0. (2.25)
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Consideremos

®=n?>PF, com B >0, (2.26)

onde 1 € C}(B(x,568)),mn = 0.
Pelas regras da cadeia e produto, temos que @ € H(l)’Q(_O_, 0), e também , ® > 0. Além
disso, VO = 2nvPVn + pn2vE—1Vv.

Usando @ como funcao teste em (2.25), temos
J [0(Vv, VO) + (p —2)[VulP~(Vu, V) (Vu, VO) — f'(u)v®] dx < 0. (2.27)
o
Dai,

J [a2nvP (Vv, V) + Bon®VP V] dx + (p — 2)J IVulP~*(Vu, Vv)(Vu, Vn)2nvP dx
Q Q

+J IVulP~4(Vu, Vv)?pn2vPtdx
Q
< J f/(u)vPHn2dx.
Q
Reescrevendo isso, obtemos

[SJ on?vPHVv2dx < —J o2nvP (Vv, Vn)dx — (p — Q)J IVulP~4(Vu, Vv)(Vu, Vn)2nvP dx
Q Q Q

—J IVulP~(Vu, Vv)?pn*vPtdx + J f/(u)vPinZdx
Q

< 2pT ol Vv||[VnmvPdx + J I/ (w)vPn2dx.
o) o)

Pela Observacao 2.1, temos C; = ||[f'(u)||Le(B(x,55)) < 00, € pelo fato do suporte de m

estar contido em B(x, 5d), segue que

BJ on>vP I vvPdx < ZPJ ol Vv[[VnnvPdx + C1J vPHinZdx. (2.28)
Q Q Q

b 2 p?
Aplicando a desigualdade de Young | v/ea— < £ + — ) em (2.28), obtemos
Ve 2 2
2

2
BJ on?vPHVv2dx < EJ on?vPHVvPdx + lj ol VnlPvPHdx
o) 2 Ja B Ja

+ ClJ vPHinZdx,
o

ou seja,
4p? 2C
J on?vP L Vvdx < %J' o|Vn/2vBldx + —1J vBHIn2dx. (2.29)
o) B* Ja B Ja
Um célculo simples mostra que

1 2
J on* v Vv)2dx < Cy (1 + E) J v (M2 4 ol Vn?)dx, (2.30)
0 0
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onde Cy; = max{4p?,2C;}.
Defina

e seja

r=pf+1.

B+t

Pela regra da cadeia w € HY2(Q, 0) e Vw = ( 5

)\)62le. Dai, por (2.30) temos

2 C 1 2
J on?|Vwldx = TZJ on?vPHVv2dx < TQIQ (1 + —) J wi(n?+olVn?)dx. (2.31)
o) o) B) Jo

Pela desigualdade de Sobolev com peso o, para 2™ > 2* > 2 (usando também (a+b)?
2(a®+b?), a,b > 0) temos

Ol

WiEar ) < CIVEW)2 00, = j o[Vnw + Vwn[dx
Q

< EJ o(|Vnw + [Vwn)?dx (2.32)
o)
2C GIVnI2w dx+J o|Vw|*n? dx) .
o

Por (2.31), obtemos

,Ca 1\?
w3, < ZCJ ol Vnl*w?dx + Cr*— 5 (1+f5> JQWQ(T]Q—I—O'|VT]|2)dX

e (2.33)
< Cyr? <1+ —) J w?2(n? 4 20|Vn*)dx
B/ Ja
onde C3 = max{ 2C, C2C }
Como u € C(Q) é solugdo de (2.15), entdo 0 < sup o < oco. Usando isto em (2.33)
Q
temos
Han%y(Q) < Cr? JQ w?(n? 4+ [Vnf)dx < Cr?llwn + Va2 q), (2.34)

1\ 2
onde C = C3 (1 + E) Cy, com Cy = max{l,qup O'}. (Note que a constante C sera
Q

limitada desde que 3 >t > 0).

Agora faremos as especificagoes sobre 1.

Sejam & < h/ < h” <58, tomen =1 em B(x,h’) e supp(n) C B(x,h”), e além disso,

2
’VT]’ < h" — h/'
*

Escrevendo x = 5 obtemos

Cr?(45 + 2)?
W2 (5 (rnr) < WHWHLz(B(X,M))- (2.35)
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Entao, como v =3 + 1 > 1 segue que
2 Cor(46+2)\ "
W (5 ) < (W) I (6 () (2.36)
isto é,
™ Cr T T
vXdx < J vrdx) , 2.37
(JB(X,M ) (h” h') ( B (x,h") (2:87)
onde escrevemos C = C2 (48 +2) =C(x, p, f, u, 5, B, N).
1
5
hk - hk+1 - 2k+17
hy — 6
b ’ (2.38)
Ti+1 = TX,
Ty — 00

. . . B . o 4
Com isso, a sequéncia de constantes associada a cada By = 1 — 1 (ainda (By), ¢

estritamente crescente e y, — 00) é dada por

2 2
C = <C3 (1 + i) C4> (46 4+2) <
B

D=

Iterando em (2.37), temos

1

ot X
<J ka“dx) = (J v”‘xdx)
B(thk+1) B(X7hk+l)
_ 2 1
K41 K L
(2 + Crax )qu (J vrkdx) k
o B (x.hy)
Co\ ]
2 q
< [(7“)

N

ou seja, obtemos

Rt Rt S d a
(J vrk“dx) U< (—0) [(QX)%] T (J qux)
B(x,hxt1) 5 B(x,26)

— c4> (45 +2)

= < 1+—) C4>2(46+2)
Co.
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- K Koo - .
Como as séries ijo %, ijo % sao convergentes, entao fazendo k — oo, conseguimos

uma constante C = C(x, p, u, f, N, 8, q) > 0 tal que

sup v g CHVHLC{(B(X’Q‘S)). (2.40)
B(x,d)

2N +2

Como no item (a), consideremos

®=n*bF com p>0 (2.41)

onde 1 € C}(B(x,568)),n = 0.
Pelas regras da cadeia e produto, temos que @ € H(l)’Q(Q., 0), e também , ® > 0. Além
disso, VO = 2nvPVn + pn2ve—1Vv.

Usando @ como fungao teste em (2.25), temos
J [G(Vv, VO) + (p — 2)[VulP*(Vu, W) (Vu, VO) — f/(u)vd)} dx < 0. (2.42)
0
Dali,

J [o2nvP (Vv, V) + Bon®VP Vv dx + (p — Q)J IVulP~4(Vu, Vv)(Va, Vi) 2nvP dx
Q Q

-l-J IVulP~#(Vu, Vv)2pn2vP~ldx
o)
< J F/(upvP+indx,
o)
dai,

[SJ on?vPHVyldx < —J GanB(Vv,Vn)dx—J IVulP~4(Vu, Vv)2pn*vP~ldx
Q Q Q

—(p—2) [ 4 [VulP~4(Vu, Vv)(Vu, Vn)2mvPdx + J £/ (W) vP+n2dx
o}

< 2op) | on (Vv Vmax + | Pl i
Q Q

< (2—p)J lo|VV||VnnvPdx + J I/ (w)vPHin?dx.
Q Q

Pela observacao 2.2 temos C; = ||f'(u)||Lo(B(x55)) < 00, € pelo fato de 1 = 0 fora de

B(x,58) segue que
BJ on?vPHVvPPdx < (2—p)J lo|VV||[VnvPdx + CIJ vBHIn2dx. (2.43)
o) Q Q

Aplicando a desigualdade de Young em (2.43), obtemos

P

2
BJ on?vPHVvPdx < —J on?vP 1 VvfPdx +
o) 2 )a

(2—7p)
26

J o|Vn/2vBtdx
o

+ C4 J' VB+11’]2dX,
Q
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isto é,
2—p)? 2
J Gn2v‘3*1|Vv!2dx<( 2p) J olVnPvPdx + EJ' vPHin?dx, (2.44)
Q 8 o B Ja
isso implica que,
1\ 2
| e tovax < c; (” B) | ot e @)
a Q

onde C; = max{(2 —p)?,2C,}.
Note que, a equagao (2.45) é semelhante (a menos de constantes) a equagao (2.30).
Entao usando novamente

w=v 2 e r1=pB+1 (2.46)

de maneira andloga ao que fizemos no item (a;), conseguimos

C 1\?
J on?|Vwlidx < 12— (1 + —) J w?(n? 4 o|Vnl*)dx. (2.47)
o} 4 B Q
7 . 1 ~N 2N + 2 ~ _1 . .
Além disso, como u € CHQ) e N < p < 2, entdo o' € L*®(Q), ou seja, existe

1
Ao >0 tal que Ag = 0! >0 q.t.p. em Q, assim 0= [VulP2 > A = x >0 q.t.p em Q.
0

Neste caso, pela desigualdade de Sobolev classica (Teorema 1.10) e usando (2.47) temos,

||nW||%2*(Q) < V(TIW)H%?(Q)

IVnw +nVw|® dx
Q

e
;ﬁ

2C
< = | o(VnPw? +n?[Vwl*)dx
Ao
2C ( 2C
< = UIanzwzdan—l[ on?|[Vw|*dx
Ao Ao
2C ( CC 1\?
< = olvnPwidx + =22 (14 = J w? [n® + ol Vn|?] dx
A JO 2\ B Q
9 1) 2 n? 2
< Cyrr 1+ = ow” | — + |Vn|?]| dx,
B/ Ja A

2C CC 1
onde C3 = max{ 2 } Escreva C4 = max {X’ 1}, com isso, obtemos

Hnw||%2*(m < Cyr? JQ ow’ [n? +|Vnl*] dx < Csr? JQ olwm—+|vn)?dx, (2.48)
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Agora, se 0 € L3(Q), usando a desigualdade de Holder em (2.48), temos

2
*

nwlz g, < Cst? <J O'S) (J [w (n + [Va)I® dx)
Q Q

= Cr’loflis(o)llwn + VD [I7e o), (2.49)

2 1
onde — =1— —.
s* S

*

Com as mesmas especificacoes feitas sobre n no item (a;). E escrevendo x’' = —,
S

obtemos
C5T2||O'||Ls(Q)(45 + 2)2
Blon) = (h" —h')? WL (8 xn)-

IwllEer s

1
assim, para C = (C5HGHLS( )2 (45 + 2), temos

2 2 2

2%r 7 CT T rs* s
vz dx) < ( ) (J vz dx) ,
(J B(x,h) S A\h—h B (x,h")

escrevendo o = QTT (note que, como T > 1, entao o« > 23), temos

* X/

% C2(x 27 « ‘o
v¥dx < J vx’ dx) , 2.50
(JB(x,h’) ) <h” h/) ( B(x,h") ( )

para usarmos os mesmos argumentos da iteracao feita no item (a;), precisamos que x’ > 1,

isto ocorre, quando

lexy=2-2 N __( 1) N
X = T (N=2) s) (N—2)
donde resulta que
1<1 N—2 2 ) -
S N N ouseias s> o

1
Dado q > 0. Defina o = qx’* e hy 1 =8 (1 + ﬁ)’ comk=1,2,---. Veja que:

) )
i) hier —he =

TR hy — 8, o1 =ouX e ax — oo;

ii) Para iterar em (2.50) precisamos que,

o = gx 9 q 5
Além disso,
2%r 2
=-— =  re=—qx*— o
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Com isso, a sequéncia de constantes associada a cada By = T — 1 (ainda ()P, ¢

estritamente crescente e i, — 00) é dada por

ékzc<(1+i))2(46+2) < (

B

- 1 2 2 6

= m ! (46 + 2)
Cq,

c ) (45 + 2)

Onde escrevemos C = C3C4|0||Ls(a

Iterando em (2.50), temos

1 x!

2
C 20tk41 \ Xk+1
k1 Ck+1 " g1 1
(J v“k“dx) < [ 2 v X dx
B (x,hi:1) hic = hia B (x,hy)

2
ok+1(C 2gx ™\ qx /% (%k
. k+1 9% ooy
= v&dx
5 B (x,hy)

2k+1C rk+1 Tﬂ ole
N
6 B(X,hk)
r _ 2 Z;(ill% j X!
2C q X 2 Zk+1 , o 0(71
< (—q) 2x)e]” (j vx}dx) ,
|\ 278 B (x,ho)

isto é, obtemos

k+1 1
NG

_1 — 292551 75 . 1
X+ 2C q X 2 Zl:rl L/
(J v"‘k“dx) < (—1q) [(2x’)3} T (J qux) " (2.51)
B(x,hi:1) PARS B(x,25)

Devido a convergeéncia das séries 3 1X,J, > 1)—(% Entao fazendo k — oo em

(2.51), conseguimos uma constante C = C(x,u,p,f,N,d,q) > 0, tal que

sup v < CHVHLq B(x,28))- (2.52)
B(x,5)

Agora, determinemos os valores de s, para os quais 0 € L*(Q). Pelo Teorema 2.2,

se l < p < 2, entao 0 € L(%)e(ﬂ) para todo 0 < ¢ < 1. Portanto, desde que
2N + 2 N —1
sz <p<2,entéocr€Ls(Q)para5<s<12)—p m

Observacao 2.5. Na conclusdo da demonstracao do item (by) do Teorema anterior, a

2N 42 ~ : p—1 N ~
N5 < P surge naturalmente, pois precisamos que 5op > o 1850 equivale a

condicao

2N-+2
N+2 < P-
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Se considerarmos uma super-solugao v de (2.23), neste caso, a técnica de iteragao usada
na demonstracao é mais complicada, o que torna a prova mais longa. Por este motivo
a demonstracao da seguinte desigualdade fraca de Harnack para o operador linearizado,

serd feita no Apéndice.

Teorema 2.5. Sejau € CH(Q) uma solugdo fraca de (2.15), onde Q C RN ¢é um dominio
limitado e suave, N > 2, com f satisfazendo (f), (f2). Suponha que B(x,50) C Q e seja
v e HY2(Q, 0) NL®(Q) uma super-solugdo fraca ndao negativa de (2.23). Entdo valem os
sequintes casos:

(az) Sep > 2, existe uma constante C = C(x,s, q, N,u,p,f,0) >0 tal que

IVIlLa(B(x,28)) < CBi(nfé)v para todo 1< q <X, (2.53)
X,
2 . . - 1 1 1
onde X = > e 2% € um numero real qualquer tal que 2 < 2* < 2, com 7 =57 N +
1 (p—2
N\p—1/"
2N + 2 ‘
(by) Se N2 < p < 2, existe uma constante C = C(x, q,s, N,u,p,f,8) > 0 tal que
[VI[La(B(x,28)) < CBi(nfé)v para todo 1< q <X/, (2.54)
X,
2% 2 1 N —1
ondex' = —, 2* = ]\2]—5'2 ¢ o expoente de Sobolev, — =1——- ¢ — <s< p—.
s* s* S 2 2—p

Agora, se v é uma solu¢do de (2.23), como consequéncia dos Teoremas 2.4 e 2.5,

obtemos a seguinte desigualdade do tipo Harnack para o operador linearizado.

Corolério 2.1 (Desigualdade de Harnack). Seja v € HY2(Q, 0) N L®(Q) uma solugdo
nao negativa de (2.23) em um dominio limitado e suave Q C RN, N > 2. Suponha que

B(x,50) C Q. Sep > 2, entao existe uma constante C = C(x, N, u,p,f,d) > 0 tal que

sup v < C inf w. (2.55)
B(x,8) B(x,8)

Demonstragao. Seja q € R tal que q € (1,x) N (1,00), onde X é como no Teorema 2.5,

assim por tal Teorema existe uma constante C; = Cy(x, q, N, u,p,f,d) > 0 tal que

||VHL‘1(B(X,25)) < C1 inf . (256)
B(x,d)

Aplicando o Teorema 2.4, para q, existe uma constante Co = Ca(x, q, N,u,p,f,8) > 0
tal que

sup v < Co|[v||La(B(x.25)) (2.57)
B(x,d)
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Portanto, por (2.56) e (2.57) segue que

sup v< C inf v
B(x,5) B(x,8)

onde C = C;C,. O

No que segue, apresentaremos uma desigualdade de comparagao fraca do tipo Harnack,

que é obtida por meio da mesma técnica utilizada no Teorema 2.4.

Teorema 2.6 (Desigualdade de comparacao fraca de Harnack I). Sejam u,v € C'(Q) e

B(x,50) C Q. Suponha que w ou v € solugao fraca de (2.15). Assuma que
—Apv+Av < —Aju+ Au, u<v em B(x,5d) (2.58)

para algum A € R. Com isso, valem o0s sequintes casos:

(ag) Se p > 2, entao existe uma constante C = C(x, q, N,u,v,p,d,A) > 0 tal que

sup (v—u) < C||(v—u)||La(B(x25)), Ppara todo q > 1.

B(x,8)
2N + 2 ) L s*
(b3) Se N < p < 2 0 mesmo resultado do item (az) € vdlido para qualquer q > 5
2 1 N —1
0nde—51——e—<s<p—.
s* S 2 2—p

Demonstracao. (as) Sep > 2.
Suponha sem perda de generalidade que v—u > Tt > 0, para algum T € R. Pois caso
contrario, podemos considerar (v —u) + T e fazer T — 0.

Consideremos a funcao

O =n*v—u)®, pB>0, (2.59)

com 11 € C{(B(x,58)) em = 0 em Q. Posteriormente serdao feitas mais especificagoes
sobre a funcao 1. Pelas regras do produto e cadeia, @ € Hé’z(Q, 0), ® > 0, e ainda
VO =2n(v—u)bfvVn+pn?(v—u)P-'V(v—-u).

Entao usando @ como fungao teste em (2.73), isto é,
—AvO + AvD < —A,ud + Aud. (2.60)
Integrando sobre Q, temos

J IVV[P2(Vv, VO)dx + /\J
Q

vDdx <J
Q

IVulP~2(Vu, VO)dx + /\J uddx,
Q

Q
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assim,
—A JQ n*(v—u)Pdx > JQ(|Vv|P—2Vv — [VulP*Vu, VO)dx
= JQ 2n(v —w)P (IVvPP 2V — [VulP2Vu, Vn) dx
+ JQ BN’ (v—w)P! (IVvP Vv — [VulP ?>Vu, V(v—u)) dx.
Com um calculo simples, obtemos

I/\IJ n(v—u)Pdx + J mv—w)P [VVP2Vy — [VulP*Vu|| Vnldx
Q Q

(2.61)
> J BN’ (v—w)P ! (IVVP Vv — [VulP ?Vu, V(v—u))dx.
o}
Recordemos que existem constante ¢, ¢y > 0 (veja [5, Lemma 2.1]) tais que
IX[P~2x — [yP~2yl < erlx] + ly)P2x —yl
e (2.62)
(XP2x = y[Py, x —y) = collx[+ y)P*x —yP
para todo x,y € RN. Aplicando tais estimativas em (2.61), temos
IA] J (v —uw)Ptdx + 2¢ J nv —w)?f (Vv + [Vu)P2|Vv — Vul| Vnldx
o) (o] (263)
> Bey J n2(v—uw) P (Vv + [Vu)P 3 Vv — Vul?dx.
Q
1 1 1 1

Escrevendo w = (|Vu| + |[VV|)P~2. vejamos que, como — < ———— ¢ — < ————

entao w satisfaz as mesmas propriedades de |Vu|P~2 e [Vv|P~2, assim, como por hipétese,
u ou v é solugao de (2.15), logo, para w vale um anélogo do Teorema 2.2, e com isso, uma

desigualdade de Sobolev com peso w, também é possivel neste caso.

Usando a desigualdade de Young, conseguimos a seguinte estimativa

EJ n* + w/VnP] (v—u)Ptldx + &J' n%(v —u)Pw|Vv — Vul? dx
B o 2 Jo (2.64)

> Beo J % (v —u)Plw|Vv — Vuldx,
Q
2¢? . 2C,
onde C; = max < |A], [ Reorganizando e escrevendo Cy = e obtemos
2 2

1 2
J N2(v—u)Ptw|Vv—vuldx < C, (1 + E) J (v—uw)P* [0 + w|Vn?] dx. (2.65)
Q Q

Agora, pela desigualdade de Sobolev com peso w (assim como no Teorema 2.4), temos

B+1
[mv—u) 2 H?_Q*(Q)

N

— i1
Crifl(v—u)> (1”I+|V1”I|)H2L2(Q,w)

B+1

—= B
< Clofi=@r?[(v—w) = m+IVaDlizq);
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com2<2*<2 er=p+1>1.
Agora faremos as especificagoes sobre 1.

Sejam 6 < h/ < h” <58, tomen =1 em B(x,h') e supp(n) C B(x,h”), e além disso,

2 .
'Vn| < T Assim,
Bi1 Cr?(48 4 2)? Bl
[(v—u)> H?_W(B(x,h/) = WH(V—M 2 H%_Q(B(x,h”))' (2.66)

Entao,

2

B+l 2 C%T(45+2) T B+1
||(V—u) 2 EQ*(B(X,]’L/) < <W H(V—u) 2 ||

2(B(X,h”))’ (267)

=

*
ou seja, para X = > temos

1 1 % 1
T Car(46 + 2 ’
(J (v —u)TXdX> " < (%) (J (v— u)TdX> , (2.68)
B(x,h’) B(x,h")
onde escrevemos C = C%(46 +2)=C(x, p, f, u, v, 8, B, N).

ok
analoga ao item (a;) do Teorema 2.4, obtemos que,

1
Dado q > 1. Defina 1, = qx* e hy = 6(1+—), com k =0,1,2,---. De maneira

sup (v—u) < Cl[(v—u)||La(B(x.28))-
B(x,d)

O que prova o item (as).
2N + 2

<
Nt+2 ~°P
Repetindo os passos iniciais do item (ag) (que acabamos de provar), obtemos uma

(bg) Se < 2.

equacao semelhante a equagao (2.65), isto é,

2
J n2(v—u)PlwlVv — VulPdx < C, <1 + %) J (v—u)P*! [n? + w|Vn?] dx.
Q Q

Pela desigualdade de Sobolev classica (veja Teorema 1.10) e desde que, u ou v é solugao

de (2.15), entdao w = (|Vu| + [Vv[)P72 > A > 0 (assim como no teorema 2.4), temos

B+1
[mv—u) 2 H%?*(Q) < Cr2L)

B+1

w [(v —u) 2 N+ IVnI)]2 dx. (2.69)

Agora, se w € L*(Q), pela desigualdade de Holder em (2.69) , temos

B+1

B+l
v —w)" [lf o) < C¥lwliso)v—w) > M+ VnDlie g,



Capitulo 2. Desigualdade de Harnack e principio do maximo forte 34

1
onde — =1— —.
S* S

Com as mesmas especificacoes feitas sobre n no item (as). Resulta que

[5+1 CT2HwHLs(Q)(45+2)2 Bi1
IV =W = [[Fe (g enryy S (h — h)? IV =) [ (g pnryyy (2:70)

1
assim, para C = (C||w||Ls( )2 (40+2)er=p+1>1, temos

2

(J (v—u)%*dx) < ( ,,CT ) (J (v—u)ridX) ; (2.71)
B(x,h’) h h B(x,h")

* *
escrevendo ¥’ = 3— e o= 2;

(note que, como r > 1, entdo & > %), obtemos

* !

& Clx = N %
(J (v—u)“dX) < ( . ,) <J (v—u)X’dx) : (2.72)
B(x,h’) h” —h B(x,h")
para aplicarmos os mesmos argumentos usados no item (as), basta que x’ > 1, isto é

evidente para s > 5
Dado q > >
1
Defina o, = qx'* e hyy = 8 (1 + F)’ com k = 1,2,--- . Assim, de maneira

analoga ao item (by) do Teorema 2.4, obtemos que,

sup (v—u) < Cl[(v—u)||La(B(x.28))-
B(x,d)

Agora, determinemos os valores de s, para os quais w € L*(Q). Pelo Teorema 2.2,

N _
temos que, |Vu[P=2 € L$(Q) ou |[Vv[P~2 € L$(Q), para todo B <s < g—p Observe
que,
— (T + V)P : e
~ (IVul+ W)z IVuP*P B
e
(19 + 9P~ R A
w = (|[Vu v = |Vv[P—2,
T (VU VP T VR
isto é, w herda as mesmas propriedades de [Vv[P~2 e !Vu!p*Q.
N —1
Portanto, w € L¥(Q), para todo B <s< g—p
Com isso concluimos a demonstragao. O

A seguinte desigualdade de comparacao fraca do tipo Harnack, sera explorada no
capitulo 3, para demonstrar um principio de comparacao forte. Para obter este resultado
faremos uso da mesma técnica utilizada para demonstrar o Teorema 2.5, por este motivo

a demonstracao sera feita no apéndice.



Capitulo 2. Desigualdade de Harnack e principio do maximo forte 35

Teorema 2.7 (Desigualdade de comparagao fraca de Harnack IT). Sejam u,v € C}(Q) e

B(x,50) C Q. Suponha que w ou v € solugao fraca de (2.15). Assuma que
—Apu+Au < —Av+ Av, u<v em B(x,50) (2.73)

para algum A € R, com A > 0. Com isso, valem os sequintes casos:

(aq) Sep > 2, entdo existe uma constante C = C(x, q,N,u,v,p,d,A) >0

|(v—u)|lLa(B(x,25)) < CBi(nfé)(v—u) para todo 1 < q <X,
X,

*

com X = e2* e2< 2 <2,

2N + 2 2%
(by) Se N i2 <P < 2 vale o mesmo resultado com X substituido por X' = —, onde 2*
S*
1 N —1
€ o expoente de Sobolev, — =1——- e — <s< p—.
s* s 2 2—p

Antes de enunciarmos a desigualdade de comparagao do tipo Harnack para duas

solugdes de (2.15), vamos provar o seguinte lema.

Lema 2.1. Uma funcao f: I — R € localmente Lipschitz no intervalo 1 se, e somente
se, para cada sub-intervalo compacto [a,b] C I, existirem duas constantes positivas Cq e

C, satisfazendo:
(1) fi(s) = f(s) — Cis € nao crescente em [a,b];
(ii) fo(s) = f(s) 4+ Cas € nao decrescente em [a,b].

Demonstracao.
[=] Se f é localmente Lipschitz em I, sabemos que, para qualquer compacto K C I, f é

Lipschitz em K, em particular, para K = [a, b] C I, existe C > 0 tal que
f(x) — f(y)l < Clx —yl. (2.74)
Sejam x,y € [a, b], com y < x, temos |f(x) — f(y)] < Clx —y| = C(x —y). Dai

f(x) —fly) < Clx —y)

Isso implica
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ou seja, tomando C; = Cy = C, obtemos que

fi(s) = f(s) — Cs ¢é nao crescente em [a, b]
e
fa(s) = f(s) + Cs é nao decrescente em [a, b].
[«<] Dado xq € I, seja r << 1 tal que [xg —T,xg + 1] C I, entdo existem C;, Cy > 0 tais
que
f1(s) = f(s) — Cys é nao crescente em [xg — T, %o + 1]
e
fa(s) = f(s) + Cas é nao decrescente em [xg — T, Xg + 1].

Dados x,y € [xg — T, %o + 7]. Suponha que x < y, assim
fly) — Ciy < f(x) — Cix e f(x) + Cox < f(y) + Coy,
isto é,
fly) —f(x) < Cily —x) e f(x) —fly) < Caly —x),
com isso, obtemos
[fly) = f(x)I < Cly —x) = Cly — x|,
onde C = max{Cy, Cy}.

Portanto, f é localmente Lipschitz em I. O]

Como consequéncia do Lema 2.1 e dos Teoremas 2.6 e 2.7, provamos os seguintes

corolarios.

Corolario 2.2. Sejam u,v € CHQ), f satisfazendo (f1) e (f2), e B(x,58) C Q, com u

ou v solugao fraca de (2.15) e tais que
—Apu—f(u) < —Apv —f(v), u<vem B(x,50) (2.75)

entao

—Apu+Au < —Av+ Ay, u<s<v em B(x,5d) (2.76)

para algum A € R suficientemente grande, e neste caso, também vale o Teorema 2.7.

Demonstracao. Pela continuidade de u e v temos que, w(B(x, 58))Uv(B(x,58)) C [a,b] C

(0, 00), assim, pelo Lema 2.1 existem Cq, Cy > 0 tais que
fi(s) = f(s) — Cys é nao crescente em [a, b]
e

fa(s) = f(s) + Cas € nao decrescente em [a, b].
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Como u < v em B(x,50) segue que
flu) —Ciu>f(v) —Civ e f(u)+Cou<f(v)+Cyv em B(x,5). (2.77)
Pela hipétese (2.75), temos
—Apu+ f(v) < —Apv + fu), (2.78)
ou seja, por (2.77) e (2.78), obtemos
—Apu+ f(u) + Cou < —Apu+ f(v) + Cov < —Apv + f(u) + Cyv,

assim,
—Apu+ Cou < —A,v+ Cyv, em  B(x,5d).

Portanto, o resultado esta provado para A = C,. n

Corolario 2.3. Sejam u,v € CHQ), f satisfazendo (f1) e (f2), e B(x,58) C Q, com u

ou v solugao fraca de (2.15) e tais que

—Apu—flu) > —A,v —f(v), u < v em B(x,50)
entao

—Apu+ Au > —Apv+ Ay, u<v em B(x,50) (2.79)
para algum A € R suficientemente grande, e neste caso, também vale o Teorema 2.6.

Demonstragao. Segue de maneira analoga ao Coroléario 2.2. [

Argumentando de modo andlogo ao Corolario 2.1 e combinando os Teoremas 2.6 e 2.7,

podemos provar a seguinte desigualdade de comparacao do tipo Harnack.

Coroldrio 2.4. Sejam w,v € C'(Q) solucdes fracas de (2.15) e, um dominio limitado e
suave Q C RN, N > 2, com f satisfazendo (f1), (f2) e p > 2. Suponha que B(x,58) C Q
eu<vem B(x,50). Entio existe C = C(x,N,p,u,v,f) >0 tal que

Bs(tig)(v —u)<C Bi{gfé)(\/ —u). (2.80)
Demonstracao. Seja q € R tal que q € (1,%x) N (1,00), onde X é como no Teorema 2.7,

assim por tal Teorema existe uma constante C; = Cy(x, g, N,u,v,p, 8, A) > 0 tal que

HV—uHLq(B(X,gg)) < C1 inf (v—u). (2.81)
B(x,d)
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Aplicando o Teorema 2.6, para (, existe uma constante Co = Co(x, q, N,u,v,p,5,A) >0
tal que

sup (v—1u) < Cof[v —uf[LaB(x,28))- (2.82)
B(x,d)

Portanto, por (2.81) e (2.82) segue que

sup (v—u) < C inf (v—u)
B(x,8) B(x,8)

onde C = C1C2. ]

2.2 Principio do Maximo Forte

O Principio do Maximo classico, diz basicamente que, uma fungao harmonica que atinge
seu valor méximo (ou ainda seu minimo) no interior do seu dominio (aberto e conexo), é
uma funcao constante.

Em seguida, apresentamos o Principio do Maximo cléssico.

Teorema 2.8. Sejam Q C RN um dominio e v € C*Q), com Av > 0 (resp. < 0).
Se v(iy) = max v (resp. v(y) = m&n v) para algum y € Q, entdo v é constante.
Consequentemente, se Av =0 e Vv atinge seu mdxrimo ou minimo no interior de (), entao

v € constante.

Demonstracao. Se Av > 0, seja M = max v = v(y), defina C,, ={x € Q | v(x) = M}.
Como por hipétese, C,, # (). Pela continuidade de v, entao C,, é fechado em Q.
Dado xo € C,, existe & > 0 tal que B(xq,8) C Q. Pela propriedade da média (veja
(2.3)) temos

1 1

0 = v(xg) =M < J vdx — ——
o) T [B(x0, 8|

J Mdx. (2.83)
B(x0,8)

Recordemos que, |B(xg,8)| = wn oM.
Com efeito, a aplicacao h: B(0,1) — B(xg, 0) definida por, h(z) = 6z+ X, é claramente
um difeomorfismo e, além disso, h'(z) = 8In. Dali, pelo teorema de mudancga de variavel,

segue que

Blxo,5)l =j

dx = J |deth/(z)|dz = &M J dz = Nwy. (2.84)
h(B(0,1)) B(0,1) B(0,1)

Voltando a (2.83), temos

N J (v—M)dx < 0. (2.85)
B(x0,8)
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Isto é, v=M em B(xg, d), logo, B(xg,8) C C,, concluindo assim, que C,, é aberto em Q.
Pela conexidade de Q, segue que C, = Q.

Agora, se Av < 0em = m&nv = v(y), escreva w = —v, entao Aw > 0 e —m =
max w = w(y), pelo caso anterior, segue que w é constante, logo, v é constante. O que

conclui a demonstragao. O]

No que segue, iremos explorar o Teorema 2.5 e mostrar um Principio do Méximo (mais

geral do que este apresentado acima) para uma super-solu¢ao do operador linearizado.

Teorema 2.9 (Principio do Maximo Forte). Seja v € H'"2(Q, o) N C°(Q) uma super-
2N + 2

<
+2
P <2oup >2ef satisfazendo (f1), (f2). Entdo, para qualquer dominio Q" C Q com

solugdo fraca de (2.23) em um dominio limitado e suave Q C RN, N > 2, com

v>0em Q' temosv=0em Q" ouv>0em Q'
Demonstragao. Seja C, :={x € Q' | v(x) =0}.

e Se C, =0, entaov>0em Q.

e Suponha que, C, # 0.

Primeiramente, pela continuidade de v, temos que C,, é fechado em Q’.

Agora, vejamos que C,, é aberto em Q’.
De fato, seja xo € Cy, como Q' é aberto, existe § > 0 tal que B(xg, 56) C Q. Desde que,
v é super-solugao de (2.23) e v > 0 em Q' podemos usar o Teorema 2.5, o que implica
que

[VI[La(B(xo28)) < C inf v (2.86)

(x0,0)

para q fixo e C = C(xq, q,s,N,u,p,f) > 0, onde

l<q<%, com2<2"<2, sep>2

ou

2* 2 1 N —1 2N+2
]_<q<s—*, Com——l—;e5<s<*;—p SeN—H<p<2.

Agora, note que B(infé)v = 0 = v(xo). Pela continuidade de v e por (2.86), segue que
X0,

v =0 em B(xg, 20), isto é, B(xg,20) C C,.
Portanto, C,, é aberto em Q. Pela conexidade de Q' entao, C, = Q. H



Capitulo 3

Principios de Comparacao

3.1 Principio de Comparacao I

Nesta secao, exploraremos o Teorema 2.7 para provar um principio de comparacao forte

(provado em [6]) para solugoes do problema

—Apu=f(u) em Q,
u>0 em Q, (3.1)
u=>0 na 0Q),
onde f satisfaz as seguintes hipdteses:
(f1) f:[0,00) — R é continua e positiva,

(fy) f é localmente Lipschitz em [0, co).

Teorema 3.1 (Principio de Comparacio Forte). Sejam u,v € CH(Q) onde Q C RN ¢
N+ 2
N+ 2

seja solugao fraca de (3.1), e além disso, satisfazem

um dominio limitado e suave, N > 2, e <p<2oup>2. Suponha queu ouv

—Apu+ Au < —Apv + Ay, usv em Q (3.2)
onde A € R. Entao uw=v em () a menos que
u<v em Q.

O mesmo resultado vale se w e v sdo solugdes fraca de (3.1) ou mais geralmente (veja

Coroldrio 2.2) se
—Apu—flu) < —A,v —f(v), u<sv em Q (3.3)
com w ou v sendo solu¢io fraca de (3.1).

40
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Demonstracao. Defina o seguinte conjunto
Cu,v ={x € Q| u(x) =v(x)}

Pela continuidade de u e v temos que C,,,, ¢ fechado em Q.

Afirmamos que Cy,, também ¢é aberto em Q. Com efeito, Se Cy, = {) nao hé o que
fazer. Caso contrario, seja xy € Cy v, como Q) ¢é aberto, existe 8 > 0 tal que B(xo,50) C Q,
além disso, pelas hipoteses assumidas, podemos aplicar o Teorema 2.7, isto é, existe uma

constante C = C(xq, s, N, u,p,f) > 0 tal que

(v —=w|ts(B(xo26)) < C inf (v—1u) (3.4)
B(XO)S)
2% N —1 2N+2
ondel<q<§sep>2,ou5<q<g_p se N—I_—'—Z <p<2.

Note que, infpx,5)(Vv—u) = (v—u)(xo) = 0, uma vez que xg € Cy . logo,

(v —w[[Ls(B(xp25)) = 0,

donde v—u = 0 q.t.p. em B(xq,28), assim, pela continuidade de u e v segue que v =u
em B(xo,20), portanto, B(xg,28) C Cy.y, isto é, obtemos que C,,, é aberto em Q.

Pela conexidade de Q segue o resultado. O]

3.2 Principios de Comparacao 11

Esta segao, terd como base o trabalho de Roselli, P. e Sciunzi, B. (veja [19]), nela apre-
sentaremos principios de comparacao forte, onde mantemos as mesmas hipdteses sobre
Q c RN, ou seja, Q ¢ um dominio, limitado e suave, N > 2. No Teorema 3.1 apresen-
tado na secao anterior, tinhamos a condicao de que f fosse positiva, nesta secao queremos
retirar a exigéncia de f ser positiva, ou seja, o objetivo agora, ¢ lidar com a mudanca de
sinal de f.

Considerando novamente o problema

—Apu=f(u) em Q,
u>0 em Q, (3.5)
u=~0 na 0Q).

com f localmente Lipschitz em [0, 0co).
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Definicao 3.1. Uma funcio u € CH(Q) é uma solucdo fraca de
—Apu=f(u) em Q
se, e somente se

J IVulP2(Vu, Ve)dx = J f(Wedx, para toda @ € WyP(Q). (3.6)
Q Q

Definicao 3.2. Duas funcées u,v € CH(Q) satisfazem a desigualdade
—Apu—f(u) < —A,v—f(v) em Q (no sentido fraco)
se, e somente se,

J IVulP2(Vu, Vo) dx — J
Q

flwe dx < J
Q

IVV[P2(Vv, V) dx—J f(v)e dx,
Q

Q
para toda @ € Wé’p((l), com @ = 0.

A partir daqui, iremos assumir que u,v € C'(Q) satisfazem:

U e v sao nao negativas em Q,

(A)p ¢ ouuwouv ésolugio de (3.5),

\ —Apu—f(u) < —A,v—f(v) em Q.

O seguinte Lema sera necessario posteriormente, o mesmo é apenas uma versao local

do Teorema 3.1.

N +2
N+ 2
satisfazendo (A)p. Suponha que, w € solucdo de (3.5) em Q, com f satisfazendo as

Lema 3.1. Assuma

<p<2oup >2 Sejam Q C Qeuve CHQ)

sequintes hipoteses:
(f1)" f(u) >0 (ou f(u) <0) em Q;
(fy)" f € localmente Lipschitz em [0, 4+00).

Seu<veu#vemQ entaou<vemQ’.

Observagao 3.1. No Teorema 3.1, assumimos f(u) > 0, no entanto, assumir que f(u) <

0 € equivalente. Para isso, uma versao do Teorema 2.5 com f(u) < 0 € necessdria, para

tal, veja [21, Theorem 4.2].
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Assim, manteremos a hipétese (A)p,, com f localmente Lipschitz, sem que f(u) ou f(v)

tenha um sinal definido. E assumimos as seguintes hipoteses:

=0,set=0out=k>0
(fs3)" f(t) < <0, sete (0,k)

>0, sete (k,+o0).

(f4)’ f é ndo decrescente em um intervalo aberto Iy, onde k € Iy.

Com isso, provaremos o seguinte Principio de Comparagao.

N +2
+ 2
(A)p, com f localmente Lipschitz, e cumprindo (f3)" e (f4)’, suponha que u < v em Q.

<p<2oup >2 Sejamw,ve C(Q) satisfazendo

Teorema 3.2. Assuma

Entao, se u <v em 0Q), seque que
u<vemQ.

Demonstrag¢ao. Consideremos o conjunto
Cu,v :{X e | U(X) :V(X) }7

queremos mostrar que Cy, = 0.

Suponha por absurdo que Cy,, # ). Pela continuidade de u e v, temos que:
o C,, ¢ fechado;

e 0C, ., # (. De fato, caso contrario, se 9C,., = ) entao Cy, é aberto, assim, pela
conexidade de Q, segue que C, , = Q e dai, por continuidade terfamos u = v em

0Q), contrariando a hipdtese.
Afirmagao 3.1. Para cada x € 0Cy, tem-se u(x) =v(x) = k.
Prova da afirmacao.

E evidente que, 0Cy, C Cy v, uma vez que Cy,, ¢ fechado. Entaou=v > 0em Cy,
desde que, ou u ou v é solugao de (3.5).

Suponha que exista xg € 0C,, tal que u(xo) # k. Pela hipétese (f3)" de f, temos
f(u(xg)) # 0. Sem perda de generalidade, consideremos f(u(xq)) > 0, e u como sendo

solucdo de (3.5). Pela continuidade de f, existe & = 8(x¢) > 0 tal que f(u(x)) > 0,
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para todo x € B(xg,0). Note que, u # v em B(xg,d), caso contrario teriamos que
B(xg,08) C Cy,v, consequentemente, xo € int(Cy ), no entanto xo € 9C,,, 0 que seria
um absurdo.

Assim, usando o Lema 3.1, segue que u < v em B(xg, ), isso é uma contradicao, visto
que u(xg) = v(xp). O que prova a afirmacao 3.1.

Como assumimos Cy,,, # 0, a funcao dist(x, Cy,. ) fica bem definida, para cada x € Q.

Para cada € > 0 defina o seguinte conjunto
Civ ={x € Q|dist(x,Cyy) < e},

o qual é claramente aberto.

Vimos que, u =v = k em 0C,,,, afirmamos que existe € > 0 tal que
para todo x € Civ\Cu,V, tem-se u(x) € Iy e v(x) € Ii.
Caso contrdrio, para todo € > 0, existiria x. € Cy, ,\Cy v tal que
u(xe) ¢ Ik ou V(Xe) ¢ Ik-
1
Tomando ¢ = —, encontramos (Xn )nen tal que
n
1
Xn € Civ\Cunyv €, ulxn) € Ix ou v(xn) € Ik.
Logo, existe uma subsequéncia (xn;) de (xn)nen tal que
1

V(xn,) & Tic (0u wlxn,) & Ti), para todo xn; € CIMNCay.

Como Q ¢ limitado, entao (xn,;) possui subsequéncia convergente, digamos (xns) com
Xn — 2z € Q.

1
Desde que x,, € C} entao

dist(xn/, Cuv) < para todo n’.

3]~

Fazendo n’ — oo, conseguimos

dist(z, Cyv) =0,

1

como C,, é fechado, segue que, z € Cy, . Porém, xn» € Ciiy — Cyy, assim, z € 0Cy .

Logo, v(z) = k e lim v(xn/) = v(z) = k € I, isso é um absurdo, uma vez que Iy é
n’—oo

aberto.



Capitulo 3. Principios de Comparacao 45

Observe que u < v em 9Cf , ja que 0C;, = {x € Q [ dist(x,Cy,,) = €. Pela

u,v?

€
w,v-

€
u,v?

compacidade de 0C existe alguma constante p > 0 tal que u+p <vem 0C

Agora, consideremos a funcao w, : Q — [0, +00) definida por

(u+p—v)* em Cg,

Wo = -
0 em Q-—Cjy,

Pela Regra da Cadeia, w, € W'P(Q) e, como u+ p < v em 9CE ,, segue que w,, é

u,vy

. 1 , .
continua, pelo Teorema do Trago, temos que w, € WP (Q) com w, > 0 e além disso

Vu—Vv, quando w, >0
Vw, =
0 c.C..

Assim, a partir das hipéteses (A)p, f ser nao decrescente em Iy e o fato de u ser

solucao de (3.5), usando w, como funcao teste em (3.6), tem-se:

J [Vu[P2(Vu, Vw,)dx = f(u)w,dx

Q Jao

= f(ww,dx + J flu)wydx
hd Q_CEL,V CE.,V

= flu)wydx

Jeg,

= f(ww,dx + J flu)wydx

J CE,\J—Cu,V Cu,v

= flu)wydx + J f(v)w,dx
J CE,\J—Cu,V Cu,v

(Vx € Ci\Cuy = u(x) € Ix e v(x) € L)

< f(viw,dx —I—J f(v)w,dx

JCE v —Cun Cu,v

= | f(v)wpdx

JCE§

u,v

= f(v)w,dx
OQ

N

[VV[P~2(Vv, Vw, ) dx.

JQ

Assim,

J [[VulP~2(Vu, Vw,) — [Vv[P3(Vv, Vw,)] dx :J (IVulP2Vu — |[Vv[P2Vv, Vw,)dx
Q Q

= J (IVulP2Vu — |[Vv[P2Vv, Vu — Vv)dx
{wp>0}

<0.
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Lembrando que (veja [5, Lemma 2.1]) existe uma constante C, > 0 tal que para cada

x,y € RN, tem-se
(IXP~% — [yl ~2y, x —y) = Cplxl+ P> x — yI*. (3.7)
Entao,

0 > J (ITuP >V — [VyP 2Ty, Vu - Vv)dx
{w, >0}

> G, J (IVul + [VV])P 2| Vu — Vv|2dx.
{w,>0}
Isso implica que,
(IVu| + [VV)P 2 Vu— Vv =0 q.t.p. em {w, > 0}
Logo,
Vu—Vv=Vw, =0 q.t.p.em {w, >0}

Dali resulta que,

Vw, =0 q.t.p.em Q.

Sendo assim, pelo Coroldrio 1.3 temos que w, é constante q.t.p. em Q, pela defini¢ao e

€

continuidade da mesma, segue que w, = 0 em Q. Em particular, w, = 0 em Cj, |, isso
significa que
u+p<vem Cg,
donde,
u<vem Cg,.
Mas , isto é uma contradicao, desde que CEN D Cuy #0.
Portanto, C,,, = (. O que termina a demonstracao. O

Observacao 3.2. No enunciado do Teorema 3.2, a condigao de fronteira sobre w e v,

isto €, w <v em 0Q), nos diz que w e v nao podem ser solugoes de (3.5) simultaneamente.

Explorando o Lema 3.1, o Teorema 3.2 e o Teorema da Divergéncia versao demonstrada

em [4], iremos exibir o seguinte resultado de comparagao.

2N + 2
N +2
(3.5), com f localmente Lipschitz e satisfazendo (f3)', (f4)’, e suponha que u < v em Q.

<p<2oup>2 Sejamu,ve C(Q) solugies de

Teorema 3.3. Assuma que,

Entdao, comou=v =0 em 0Q), a sequinte alternativa € vdlida:

ou u<v em Q ou u=v em Q.
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Demonstracao.
Como u = 0 em 0Q), a partir da continuidade da mesma e pela compacidade de 0Q),
existe uma vizinhanca aberta U de 0Q tal que 0 <u <kem V =UNQ. Assim, f(u) <0

em V, pelo Lema 3.1, temos que, ouu=vemV ou u<vem V.
1° Caso: Seu<vem V.

Consideremos o seguinte conjunto
e ={x € Q| dist(x,0Q) > ¢}, com &>0.

Afirmamos que existe € << 1 tal que 9l C V (ou seja, u < v em 9l%). Caso contrario,
para todo € > 0, existe x, € 0l¢ tal que x, ¢ V. Em particular, para cada n € N, existe
Xn € Ol tal que x, € V, temos que (xy,) é limitada, assim, a menos de subsequéncia,

podemos supor que X, — X € Q, mas, xn € o'z, isto é,
: 1 .
dist(xn,0Q) = — — dist(x,0Q) =0,
n

logo, x € 0Q), donde x,, € V para todo n >> 1, contradigao!
Portanto, Existe € > 0 tal que 0l C V, pelo Teorema 3.2 segue que u < v em [, como

Q =V UT%, segue que, u<vem Q.
2° Caso: Seu=vem V.

Defina Cy, = {x € Q | u(x) = v(x)}, lembre que, na Afirmagao 3.1 mostramos que,

se x € 0C,,, entao u(x) =v(x) = k. Considere também o seguinte conjunto
Civ ={x € Q|dist(x,Cyy) < €} (3.8)

note que, se €; < €2 entao Cit, C Ci2,.
Suponha por contradicao que existe xo € Q tal que w(xg) < v(xg).

Afirmamos que existe € > 0 tal que:

dist (Xo, aCuN) > €
e (3.9)

VxeCi \Cuy, ulx)elr e v(x) el

Por um lado, vimos no Teorema 3.2, que existe € > 0 tal que

para todo x € C{ \Cyuy, u(x) €l e v(x) €Iy
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Por outro lado, como xg ¢ Cy,, entao dist(xg, 9Cy ) > 0.
Assim, podemos escolher € > 0 suficientemente pequeno, de maneira que vale (3.9).

E evidente que, O\Cy,y e Cf, sdo abertos, logo, (Q\Cy,,) N Cy , é aberto. Além
disso, como podemos escrever Q = (Q\Cy,,) U Cyy = (Q\Cyy) UCY ,, pela conexidade
de O entao (Q\Cy,) N CE, #0.

Veja também que, 9C5 \0Q # ), com efeito, como dist(xy,dCy) > € > 0, pela
continuidade da fungao dist(-,0C,.,) existe y € Q tal que dist(y,0C,,) = €, ou seja,

y € 0C; , N Q, o que implica que, y € 9C; ,\0Q. Além disso,
u<vem dC; \0Q,

uma vez que, C;, , é aberto, e com isso, C, ,N9C;, , = (), em particular, C,,,N3C; , = 0.
A partir, da compacidade de aci,v\aQ e da continuidade de u e v, existe p > 0 tal
que u+p <vem 0C; \0Q.

Defina a seguinte funcao

u+p—v)t em Cg,
w, = (et p—v) ” (3.10)
0 em O\Cy .

Temos que, w, € WHP(Q) e

Vu—Vv em {w, >0}
Vw, = v >0} (3.11)
0 c.c..

Note que, w, é continua em . Com efeito, dado x, € (), precisamos verificar
apenas o caso em que Xg € 0Cf \0Q, uma vez que W, é claramente continua em C%,
e int(Q \ Cj,), dai, u(xo) + p < v(xo)) assim, wy(xo) = 0. Seja (xn)5-; C Cf,, com
Xn — Xp, suponha que esta possua uma subsequeéncia (Xn, )n,en' tal que wy(xn,) > 0
assim, W(Xn,)+p > v(Xn,), € dai fazendo 1 — o0, tem-se u(xq) +p = v(xg), contradigao!
Logo, existe ny € N suficientemente grande tal que para todo n > ng implica wy(x) = 0,
portanto Wy(xn) — 0 = Wy(xg). Seja (xn)5; € Q\Cy,, com X, — Xo, temos
Wy (xn) = 0 para todo n € N, assim wy(xn,) — 0 = w,(xg). Concluindo assim que, w,
¢ continua em Q.

Desde que, uw = v em V, entao Vw, = Vu — Vv = 0 em V. Isto nos permite usar
w, “como funcao teste”’mesmo que w, ¢ Wé’p(Q). De fato, veremos que os termos de

fronteira que aparecem no Teorema da Divergéncia (versao apresentada em [4]) para u e

v coincidem.



Capitulo 3. Principios de Comparacao 49

Foi provado em [7, Corollary 2.2] que uma solugao C!' de (3.5), com f como na nossa

hipétese, pertence a classe C2(Q\Z), onde
Z={x€ Q]| Vu(x) =0}

Portanto, as derivadas fracas de IVU,IP_QU,Xi coincidem com as derivadas classicas em

Q \ Z. Além disso, no mesmo resultado citado acima, foi provado que
Vu[P?u,, € WH(Q).

Observe ainda, que w, € WH2(Q), uma vez que u,v € C}(Q), com isso, afirmamos que

div(w,|VulP~2Vu) € L}(Q). De fato, temos:
(1) div(w,|VulP2Vu) = w,div([VulP2Vu) + [VulP~23(Vu, Vw, );

(ii) —div([VulP7?Vu) = —A,u = f(u) q.t.p..

Dali,
J |div(w,|VulP?Vu)ldx < W, ||div([VulP 2 V) |dx +J IVul[P~2|(Vu, Vw, ) |dx
o) Jo Q
. N
< (W llf(w)[dx + J [VulP—2 Z [ (W), [dx
Jo o) —
. N
= | waltwidx s 3 | IVl Jdx
Jo —Jo

/AN
VRS
o

s

°_

&
N———

[N
VR
—
o

=

£

a’

=2
N———

[SIE

N L\ 1
+ Z (L} [VuP | dx) (JQI(wp)inde)
<

Veja que o campo de vetores w,|Vu[P2Vu é continuo em Q, uma vez que w, é con-
tinua em Q e u € C}(Q). Portanto, podemos aplicar a versao do Teorema da Divergéncia

demonstrado em [4], e assim, obtemos

J div(w,|VuP?Vu)dx = J w,|[VulP2(Vu, v)dS
o) 20

ou

— p—2
LQ Wl Vil ov

ds, (3.12)

onde v denota o normal unitario exterior a 9Q. Assim, usando (i), (ii), (3.9) e (3.12), e

o fato de f ser nao decrescente em Iy, segue que
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L IVulP~2(Vu, Vw,)dx = JQ div(w,|[Vu[P*Vu)dx — JQ w,odiv(|VuP 2 V) dx

3 .
= wpIVulp_Q—udS + | wef(u)dx
Joo gV ) Q
v
= WV —=dS+ | wyf(wdx
Joo g\’ Jo
v
= w,|VvP 2 —dS+ w,f(u)dx
Jaa ov Jeg,
r a r
= | wplVvP2ds + wf(uw)dx + J wif(u)dx
Jaa ov JCE ,NCuy CE\Cuv
A 3 A
= wpIVvlp’z—vdS + w,f(v)dx + w,f(u)dx
Jaa ov Jezncuy CE\Cun
~ a r
< wpIVVIP_Q—vdS + w,f(v)dx + w,f(v)dx
JoQ av J C«E\,mcu,v Cg,v\CuaV
A 3 A
= W VWP 2ds + | w,f(v)dx
Joo ov Jez,
r Ly av r
= Wo| VP2 —dS + | wyf(v)dx
Jaa ov Jo
= | V[P 2(Vv, Vw,)dx.
UQ

Assim,
0 = J (IVuP2Vu — [Vv[P Vv, Vw,) dx
Q

= J (IVuP?Vu — [Vv[P Vv, Vu — Vv) dx
{w,>0}

Mais uma vez recordemos que (veja [5, Lemma 2.1]) existe uma constante C,, > 0 tal

que para cada x,y € RN, tem-se
(IXIP2x — [ylP*y,x —y) = Cp(IxI + Iy 2Ix — yl*. (3.13)

Donde,
Cp J (IVul + [VV]))P 2 Vu — Vv2 0. (3.14)
{w,>0}

Daf resulta que, Vu — Vv = Vw, =0 q.t.p. em {w, > 0}, logo, Vw, =0 q.t.p. em Q,
assim, w, ¢ constante em Q, como w, = 0 em aCE,V\GQ e pela continuidade da mesma,

segue que, W, = 0 em (), em particular, w, = 0 em CEN. Isto é,
ut+p<v em Cp,.

Logo, u < vem Cj ,. No entanto, Cf , D Cyy # 0, resultando em uma contradigao!

Portanto, u =v em Q. O que conclui a demonstracao. O



Apendice A

Demonstracoes dos Teoremas 2.5 e

2.7

A.1 Demonstracao do Teorema 2.5

Demonstragao. (as) Se p > 2.

Sejav € HY2(Q, 0) N L*®(Q) uma super-solugao fraca niao negativa de (2.23), ou seja,
L.(v,@) >0, paratoda ¢ € Hy*(Q,0), com @ >0, (A.1)
onde

Luv,0) = | [[VuP2(Vv.V) + (p — VU (Tu, T)(Vae Vp) [ulve] dx
Q
Primeiro, note que, podemos supor v > T > 0 para algum T € R, caso contrario basta
considerar v + T e depois fazer T — 07.
Seja
O =P, B<0 (A.2)
com 1 € C}(B(x,58)) en > 0 em Q. (Posteriormente, assumiremos mais hipdteses sobre
n). Pelas regras da cadeia e produto, ® € Hé’2(Q, 0), ® > 0, logo podemos usé-la como

fungao teste em (A.1), dai
J [[VulP~?(Vv, VO) + (p — 2)[VulP~(Vu, Vv)(Vu, VO) — f'(u)v®] dx > 0,
o)

onde VO = 2nvPVn + pn?vE~1Vv.

51
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Assim,
J [IVLLI]’_2 AN2VE VY + (p — 2)[VulP1pn*vE 1 (Vu, Vv)Q] dx
o
—l—J [[VulP~22nvP (Vv, V) + (p — 2)IVulP~*2nvP (Vu, Vv)(Vu, V)] dx (A.3)
> JQ f/(w)vPnZdx.
o
Como 3 < 0, resulta que o termo

(p — 2)[VulP*pn*vP 1 (Vu, Vv)? <0,

para p > 2.

Entao,
IBIJ ovP T VvnZdx < 2J O‘VB(V\),Vn)ndx—J f/(w)vPinZdx
o o Q
+ 2(p—2)J IVulP B (Vu, Vv) (Vu, Vn)dx
Q
< ZJ crvﬂVleVnIndx%—J If'(w)vP1n2dx
o Q
+ 2(p—2)J ovP | Vv||[Vnndx.
Q
Ou seja, obtemos
IBIJ GVBI|VV|2n2dX<2(p—1)J' crvﬂVvlanlndx%—J I/ (W) P In%dx.  (A.4)
Q e} o

Aplicando a desigualdade de Young, temos que

5 (V@v%llv\)ln> (v%lIVm) n

2p— 1) L oV IVVIVindx = 4(p— 1)2J

o 2(p—1) Bl
BV Vv vﬁ“IVnIQ)
< dp—1 2J + d
(p—1) QG( 8(p —1)2 2IB *
2(p —1)?
= @J ovP Vv dx + (p—)J ovP [V *dx.

Substituindo essa estimativa em (A.4), obtemos

1Bl 2(p —1)°
2 2|B

Pelo Teorema 1.12 temos que f o u é Lipschitz em Q se, e somente se, f € WH®(Q),

J ovP Vv n?dx < J crvﬁ+1lvn|2dx+J (WP in2dx.  (A.5)
Q Q Q

entdo f'(u) € L*(B(x,59)), isto é, C; = ||f'(u) || (B(x,55)) < 00. Assim,

2(p—1)°

J VP VvPPnZdx < 5
o) B

2C
J crvB“IVnIde—l——lJ vBHIn24x.
o Bl Jo
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Escrevendo Cy = max{2(p — 1)%,2C;} conseguimos

J ovP I VvPn?dx < C2 (1 4+ ) J VP [n? + ol V] dx. (A.6)
o Bl Bl
Agora defina
B+1
V2 o se —1,
w= b # (A.7)
log(v) se B =-—1,
e seja
r=0p+1
Temos,
(B+1)

B—1
vz Vv se -1,
Vw = 2 b7 (A.8)

AVREAVAY se B=—
Dai, por (A.6)

J vB NVvPdx se B #—1,
J on?[Vwlldx = Q
o J on*v 3| Vv|2dx se B=—
o)

(1 1)’ 2 [2 2
ZC ( ®> J [n —|—G!Vn!]dx se B #—1,

2C2J (M? + o|Vn*)dx se p=-—1.
Q

N

(A.9)

\
Como p > 2 e u € C'(Q) temos que, o = |V|P~2 ¢ limitado em Q, e desde que 2° > 2,
para todo 2 < 2* < 2" vale a desigualdade de Sobolev com peso (Teorema 2.3). Logo,

para 3 # —1, usando as desigualdades triangulares e (a + b)? < 2(a? + b?) conseguimos

HHWH%Q*(Q) < E”V (mw ”L2 (Q,0)

= EJ o|V (nw)[2dx
Q

_ 1\ e |?
< CJ o n(—ﬁ—; >vﬁ2Vv dx
1)
_ 1)2
< 2CJ o <|V11|2vBH +112—u5 Z ) VBIW\)IQ) dx
o)

= QEJ o (IVnPw? + 2 Vwl?) dx
o
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Por (A.9), obtemos
— 12 1\?
nwlfs o, < QCJ ol Vnl*w?dx + C5C (1 + m) J w? (n* + olVnl?) dx
o) ol

2
2C (1 + i) J o|VnlPw?dx
Bl Ja

_ 1\?2
+ CrC, (1 + @) J w? (n* + ol Vnl) dx.
o

N

Assim,

2 < 2 1) cC 2 (.2 2) ¢ 2C 202d

R T 2] W (n* + ol VnP) dx + —  OlvnPwidx
2 1\* (= 2C 2 (2 2
< M1+ — CCo+ == w? (n? + 20]Vnf?) dx.
Bl ) Ja

Portanto,

[mwl[f, < CT2J w? (n? +|Vnl?) dx < CrQJ w?(n + [Vn)?dx, (A.10)

Q Q
1\ /= 2C )
onde C = C(p,f,N,u,Q, ) = 2sup{o}| 1+ m CCy+ =1 > 0 constante, e além
fe}

disso, C serd limitada, desde que |r| > a > 0 (ou seja, —1 <t < ) e [B] = 1> 0.
Agora faremos as especificagoes sobre 1 para este caso. Sejam 0 < h/ < h” < 56 e

2
n=1em B(x,h') en =0 fora de B(x,h”). Suponha também que, |Vn| < T dai,

" __ h/’
1 2
Wiz (Bxnry) < C2fl|w(1 + )
(B(x,h')) = h' —h' L2(B(x.h))
h” —h'/ +2
< Chrf w12
R —=h" s nm)
1 45+ 2
C2’T‘| (h” —h/) ”WHLQ(B(X,]’L”))'
Ou seja, obtemos
Clr|
[WilLer (B x,nr)) < WHWHLZ’(B(X,W'JM (A.11)

onde com abuso de notacio colocamos a constante C = C2 (48 + 2) = C(p,f,N,u,Q,3,9),

além disso, podemos supor C > 1.
2*
Escrevendo x = 7

Se B < —1, entéao r < 0. Assim, por (A.11) temos

2 Clr| 2
HWH]_2*(B(X,h')) > h” — h/ HWHLQ(B(X,W’)J

7l 2
2 (h” _ h/ ||W||L2(B(x,h”)]’ (A.l?)

BN
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o) < (e
vidx _— < v Xdx . A.13
(JB(x,h”) ) (h” —h B(x,h/) ( )

Usando a técnica iterativa de Moser. Para «y > 0 dado, definamos

3 (3] A1

isto é,

.

Tk = (—(XU)Xk e hy =295

k=0,1,2--.

Veja que,

he —hip = §%>
hy — 9,

T = (=o)X = 1iex, (A.15)
T — —00,

=Tk —1— —o0,

usando isto, podemos iterar em (A.13), do seguinte modo

( >rkl+1 ( Rex
J vt dx = J viXdx
B(X)hk+l) B(Xahk+1)
1
L 27 Bl
2 \ ok 36 1 x [ % T
> <|rk|7°70>X (— ) (J vrkdx)
- 2 2%+ B(x,hy)

1 k. 1 'ri
> (200) 0‘0i|xk (2x) fo]xk 6‘%0>Xk (J VdeX> K
B(X,hk)
i 2 e 1 x* L rl
=) T o) (], v
d B(x.hy)

WV
VRS
[\&)
o ‘ Q
o
~~_
\
&l
2
o
e
|
&l
| |
I\/]
e
o
2
VR
;_ﬁ
w
3
=
D)
<
R
o
o
2
~~
\
&l

ou seja,

1 . —_—
ey koL Yot "0
<J v”‘“dx) T [(2X)—a%} =0 J vodx |, (A.16)
B(thk+1) B(XaSE)

2

onde Cy = (%) " .
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Como as séries ) ;° x” 2 j2o 3 sdo convergentes, fazendo k — oo em (A.16),

encontramos uma constante C; > 0 tal que

1

T g
inf v>C (J v‘““dx) . (A.17)
B(x,d) B(x,5%)

2

Afirmagao A.1. Erxistem oy > 0 e wma constante C > 0 tais que

1 1

g x0
J v¥odx <C J v *0dx . (A.18)
B(x,%) B(x,2)

2
Esta afirmagao sera provada em seguida.

Dado 1 < q <.

1. Se 1 < q < &g, usando o fato de L*°(B(x, %)) C L9(B(x, %)) e (A.18) temos

L 3
(J v dx) < J vddx
B(x,268) B(x,%)

Entao, por (A.17)
HVHLq(B(x,26)) <C i(l;lfé v, (A.19)

onde C = C|B( )|*_o70
— C1 )

2. Se «y < g < X, precisaremos apenas de um numero finito de iteragoes.

Para isso, voltaremos a (A.11), e consideraremos o caso em que 0 < T < 1, isto é,

Cr
(B(x,h’)) < h” h’
g C
TX
(J \)erX) < ( 17 - />
B(x,h/) h'—h

q

Xk0+1

—1 < B < 0. Assim,
2

(A.20)

L2(B(x,h"))’

1
(J vrdx) . (A.21)
B(x,h’)

< g para kg € N suficientemente grande. Entao para

ou seja,

=

Agora, seja oy =

k =0,1,---,ko + 1 tomemos os valores 1, = o;x* (note que, q = Ty, 11 = o x™) e
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5d
hp=—>h; > - >hy,1 =28. Com isso, fazemos a iteracao em (A.21)

2

—— T

(J qux> — <J v“lxk°+1dx> e
B(x,268) B(x,28)

1

C ([ ) o
B(x,20)

k 2 [ 1k0
Crooix™ O> et J v gy | (A.23)
hy, — 26 B (x,hiy )

2

- ko ( C] >0€1Xj
e \hy —hja

)=

ol

1

Zkg 1 ko " o
(o) ()T ([ vea)”
B(X,ho)

ou seja, conseguimos

1

L _ &1
(J qux) q <C (J v dx) : (A.24)
B (x,26) B(x,%)

2

ko

2 ko 1 .

= C. el 2\Zi20g ;o\ XK, I

onde C = [HEO <h_—3n+1) ” ] (ocf“) : ()(0‘21) "X Observe que, na iteracio
j j

(A.24) (por exemplo no primeiro passo, isto é, de (A.22) para (A.23)) precisamos definir
Tko+1 = Tko,X de maneira que 0 < 19 < 1, neste caso precisamos que 0 < o = 4 < 1.
Portanto q < x ¢ uma condigao necessaria.

Desde que o1 < &, entao L*(B(x, %)) C L*(B(x, 2)), usando este fato em (A.24),

2
1 FY &
q = 50 |1 0o *0
(J qux) <C ‘B(x, —) J vXdx , (A.25)
B (x,25) 2 B(x,53)
mediante (A.18), encontramos

é — 58 %1—%0 5 Tag
(J vsdx) <C 'B(x, —) C J v *dx , (A.26)
B (x,25) 2 B(x,%)

e agora, por (A.17), obtemos

(J qux> < Cs inf v, (A.27)
B(x,28) B(x,8)

temos

onde C3 =
Agora iremos provar a veracidade da Afirmacao (A.18). Para isso, seguiremos a técnica

introduzida por N.S. Trudinger em [23].
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Consideremos = —1 em (A.7), isto é,
= logv. (A.28)
Vimos em (A.9) que,
J 2[Vw]Pdx < 2C2J (Mm? + o|Vn|*)dx. (A.29)
Q Q
Tomando n = 1 em B(x, 5d), entdo Vn = 0 em B(x,56). Dai

J o] Vw2 dx < 2C2J dx = 2C,|B(x,58)| = C, (A.30)
(x,58) B(x,58)

v
onde C nao depende de w (podemos supor C < C8N~2). Substituindo v por — com
m

= logvd , /1.
m = eBms JBss 8VAX ambam podemos supor que w tem média zero em B(x, 55).

Portanto, pela desigualdade de Sobolev com peso, para fungoes com média zero, obtemos

1
2

HWHLQ* B(x,58)) X < E (J G|VW|2dX> g EC
(x,568)

[V

A, (A.31)

onde A é uma constante que ndo depende de w. O fato de A nao depender de w é crucial
e garante que as constantes nao explodam, quando T — 0. Além disso, a constante m
que introduzimos nao modifica os cédlculos seguintes e pode ser cancelada na desigualdade
conclusiva.

Seja agora

C =¢2% (Iwl® +(20)°), 6>1, (A.32)

com P > 0e P € C}(B(x,50)). Pelas regras da cadeia e produto, { € Hé’Z(Q, 0)(=0,e
V(= 21w1p% (Iwl® + (20)°) + qﬂév\; (Bsign(w)w(® ' —w|® —(20)°).  (A.33)
Usando ¢ como funcao teste em (2.23), tem-se
L [VulP2(Vv, V) + (p — 2)[VulP*(Vu, Vv)(Vu, V) — f(u)v(] dx > 0

isto é,

[ U (W + 20)%) ax < [, 20 (P + (200%) (99, T
Q V2 a V

+ GIV\)I2 ((E)stgn(wlwIe L w|® — (20)° ))
10 " (A.34)
+ | 2(p —2)|Vuyp HVu, V) (Vu, Vi)~ (Iwl® + (20)) dx

JO 9

+ (p — 2)[VulP~*(Vu, Vv)? ll) 5 (Osign(w Jw® Tt —[w|® — (20)°) dx.

JO
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Em seguida, para 0 > 1, faremos uso repetido das seguintes desigualdade, que sao
obtidas a partir da desigualdade de Young (% + % = 1)

(0—1) 1

209 < oI+ £(200° < [l + (20)°

ou (A.35)

oWl < wl® +(20)° — Bsign(w)w|®L.

Assim, aplicando (A.35) e a desigualdade de Cauchy-Schwarz em (A.34) conseguimos

[ rrwnw e+ 0% ax < | 20 (b + (20)°) I9VITRax
Q o V

2

2
— G(p—Z)J 0'1\1;—2|VV|2|W|61dX — GJ G%IVVIQIWIGIdx (A.36)
Q Q
+ 2p=2) | o (wl + (20)°) VI Vlax,
Q

ou seja,

[, #rtwnw? (e 2000) ax < (20-3) | o (i + (200°) IVvIVUlax
Q o Vv

(A.37)

~ 0p—1) | o TwPl® lax

Q
equivalentemente,

Op— 1) | o wwPwl®ax < = |y (wl® +(20)°) ax

Q " (A.38)
(2p — 3)T 0 (wl® + (20)°) V][V ipldx
o)

entao,

o] owrwwini®tax < (F=2) [ o (i + (201°) 9 Tax
0 P o Vv (A.39)
2

1
+ —J ' (whp? (Iw]° + (26)°) dx.
p—1Ja
2p—3 1 N . ~ ) .
Note que, — e — sao constantes limitadas e nao dependem de 0. Além disso,
como 0 > 1, p > 2 (entdo o é limitado em Q), e C; = ||f'(w)||1o(B (x.55)) < 00, com isso,
temos
C
o Vww/®tdx < 11 P2 (Iw]® + (20)°) dx +
—1llJao

(A.40)

Q
(219_3” o IO TV[VPldx - (2]’_3” ¥ (20)°1VvI[V|dx.
Pp—1/))Ja v Pp—1/)J)Ja v

Usando a desigualdade de Young duas vezes em (A.40), encontramos

EQBQ

J o[ VwAw|®tdx < 81J P2 (Iwl® +(20)°) dx + J olw|® V|2 dx
o) Q o)

B 2 B B 2
+—2J Gw—lw|9_1|Vv|2dx+—2J 0(29)9|V¢|2dx+—2J o ¥ (20)°vvf2dx.,
2e2 |5 V2 2 Jo 2 Jgo V?
(A.41)
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C 2p — 3 B 1
onde By = ! , By = il e £ é¢ uma constante positiva de maneira que — 2 = =,
p—1 P— 2¢?2 2

isto é, ¢ = /Ba.

Com isso,

J op?| Vw2 w[®tdx < 281J P2 (Iwl® + (20)°) dx+B§J olw|® V|2 dx

: 3
+ By | 0(20)°|V[dx + BQJ o%me)%w?dx
Ja a Vv (A.42)
< zslj P2 (Iwl® + (20)°) dx+BQ(29)eJ op?|[Vwldx
Q Q
+ B3| o(wl® +(20)°) V[ dx.
Jo
Agora, o fato de b € C}(B(x,58)) implica que
J oA VwlPdx = J o Vw|?dx
Q B(x,58)
< ||1|)2||LOOJ ol Vw[*dx.
B(x,56)
Por (A.30), temos
J o Vwlidx < [[P?eC (A.43)
Q H/_/
nao depende de w
A partir disso, voltando a equagao (A.42), obtemos
J o’ IVwPw[®ldx < 2Blj P2 (fwl® 4 (20)9) dx + B2(20)°[h?||C
Q Q
- B%J o (Iw°* + (20)°) [V dx
R Q
< 2By | ? (Iwl® + (20)°) dx + Ba|[b?(|sC( J P?dx
JQ (A.44)

+ B3| o(w®" +(20)°) [Vip[Pdx

< 2By | 9? (Iwl® +(20)°) dx + B?,J P2 (Iwl® + (20)°) dx
JO Q

+ B3| o(w®" +(20)°) [VY[dx,

JQ

onde B3 = By|[P?|..Cng e ng =ng(8) € N (uma vez que P € C}(B(x,58))) é suficiente-

mente grande tal que ng IB(X 55) P? > 1dx. Entao,

|| o mwbhax < (2B +Bo) | w7 (i + (20)°) ax
Q Q

(A.45)
+ B%J o (W + (20)°) V[P dx.
o

Afirmamos que, w|® + (20)% < 2(jw|®*+! + (20)9).
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De fato, usando a desigualdade de Young e depois (A.35)

wi® +(20)° = | W'z +(20)°
|W|9+1 | |9—1 0
< — — 20
5 t5  T(20)
0 0
< |w|9“+M +—(26) + (20)°,
2 2
(A.46)
ou seja,
0 0
20
™y 2)7 et 4 (2090,
2 2
Dai,
J P2 (Iwl® +(20)°) dx < 2J P2 (Iw°* '+ (20)9) dx. (A.47)
o) o)
Usando (A.47) em (A.45), obtemos
|| o ORI tax < 2028+ Bo) | 9 (P 4 120)°) ax
0 0
+ B%J o (Iwl°* 4+ (20)°) [V dx
o (A.48)
< 2(2B, + Bg)J D2 (Wl + (20)°) dx
o)
+ suplolB] [ (Wl + (20)°) [Ty Pax
a 0
isto é,
J o’ VWl w|® dx < BJ (WI°* +(20)°) (W* + [VYI?) dx (A.49)
o) 0
onde B = max {2(2]31 + B3), sup(c)B%}.
Q
A equagao (A.49) é semelhante a (A.6), a menos do termo (20)°.
Defina
0+1
g = |W| 2
entao,
0+1 —
Vg = sign(w) (%) w7 V.,
Por (A.48), temos
0+1)°
| owtmgbax = [ aw (S50) e imax
Q Q (A50)

(Wl 4+ (20)°) (W* + [V [?) dx.

/AN
VR
D
[\3‘—1—
—_
N——

os}
—

o}



Apéndice A. Demonstragoes dos Teoremas 2.5 e 2.7 62

Para 2 < 2* < 27, vale a desigualdade de Sobolev com peso. Assim, (comr=0+1)

e usando a estimativa acima, obtemos

—2
||1|)9||2L2*(Q) < CHV(II)Q)H%_Q(Q,O')

- C <J GIVlbg+1|)Vg|2dx>
o

N

QEQJ (oIVWPPg* + op?[Vgl*) dx
Q

N

2n2C’ sup(o) (J |V1b|2|w|e+1dx)
o) o)

+ 2 (1)'8 L (Wl + (20)°) (W2 + [VP?) dx,

ou seja,

gl o) < TBo [ . !VLDIQIWI9+1dX+JQ (W% +(20)°) (W* + [VYP) dX}

J

rr

< 2r’By (Iw[**! +(20)°) (V> + IVYI?) dx}
LJO

= 2B, w[OH (Y2 + V) dx —l—J

LJQ Q

< 2B, || I -+ 9 dx [ (20 (w+|vw|)2dx}

LJQ Q

= 2By | |[wF (W + (Vo)

(20)° (W* + [VWI?) dx]

T (20)° (W + |vw|)||i2(g)] :

2
L2(Q

9C’'B

onde By = max {262 sgp(cr),

} e nao depende de 0.
Q

Sejam 0 < h/ < h” <5deP =1em B(x,h') e p = 0 fora de B(x,h”). Suponha
2
também que, |V| < T Dali,

2
6+1

Afirmacao A.2. Ezxiste y > 0 suficientemente grande, tal que

7(2Bg)2 (46 + 2) 2

h” —h'

2
||9||L2*(B(x,h/)) S

+(20)°|B(x, 56 ] A.51
L2 (B Len)) (20)" [B(x, 58)| (A.51)

K j |w|rdx) T (20)°B(x, 56)|}r < (J rwrdx)r oy,
B(x,h") B(x,h')

para todor =041 > 2.

Caso contrario, para cada n € N existiria v, = 0,, +1 > 2 tal que

1 1
KJ lw|™ dx) +(20,)°" [B(x, 56)@ > (J !w!r“dx) +ran.
B(x,h") B(x,h")
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Como v € L*(Q), escreva a = sup [w| < oo, temos
o

a™ Q] + (20,)° [B(x,55) > (j |w|*ndx)+(2en)9n B(x, 55)]
B

(x,n") 1 Tn
> [(J ler“dx> " +ran
B(x,h")
> (ran)™.
Dai
] a™ Q) (26,,)°" [B(x, 58)| o amiq] (20,)°" [B(x, 58)|
(ram)™ (ram)™ S ()™ (0,1)°%" (rm) (A52)
_oamal | 2% [B(x,50)| '
B (Tnn)rn Tle“(Tnn) .
No entanto,
a0,
(ran)™
e
20 |B
Brssl
non(r n)

independente de que (1) seja limitada ou ndo. Mas, isso ocasiona um absurdo em (A.52).

O que prova a Afirmacao A.2.

Portanto, aplicando isso em (A.51), conseguimos

2
=

. [ 1(2Bg)% (45 + 2) ] o ||2 o ;
90w < | T | 1 e * 2007 1B, 500
_ -2
T(2Bg)2 (48 +2) | H 0s1 |2
< : :
h// _ hl i w LQ(B(XJ,LN) + ‘YT

isto é, obtemos

1 1
™ TBO b
leerx) < < ) <J !w!rdx) +yr
(JB(X,W) h” —h' B(x,h”)

onde abusamos da notacio e escrevemos By = (2Bg)2 (48 + 2).

=

, (A.53)

Afirmacao A.3. Eziste uma constante A > 0 tal que

= a
2*
J W] <A (j w) tm
B(x,5) B (x,55)

para todo m > 2*. (A.54)
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Com efeito, escolha hy = 22 (1 + 5¢) e também considere T, = x*712* = x*2, ou seja,

Tix = X 2%, com k =0,1,2,---. Iterando em (A.53), temos
% 1
( [ dx> S (J |w|fk><dx)
B(X,hk) B(Xéhkl 1
T'kBO T (J ) Tk
< | ——— wl™dx | +yri
(hkl — hy B(x,hi_1)

1 1
2XkBO ) 3 (J K1 xKk—Tox K1
= |\ fwp = dx X2
(hkl — hy B(x,hi_1)

< (2Bg)71 W —_— w|* dx
(2B0) H hj1—hy B(x,ho)
K oL
2BOX1 x*t k
220k 2.
11 (ml—m) ”YX

=j+1

|

*

50 1
Observando que, hy — hy, 1 = 5 (2k+1>, facamos as seguintes estimativas sobre os

produtoérios acima, para j =0,--- ,k— 1, temos

X

k . a1 k : yk, L Ko
X) x) XJ 2 j=13j Z):l J

j=1 j=1 -
2 \2

" . . Z‘F:. 1 k i
2B Xl Xt 2B Xl 4B =i+l 1 X
o T (20)T = T | - (%) | T

T T 50 T
i=j+1 i=j+1 — i=j+1
2\ 2t

480 Zli(:)ﬂrlx*li Zk i 4BO ZTO:O% > i
= (¥> (2x) =77 < (K) (2x)770% < Ay,

%

onde A; e Ay sdo constantes que nao dependem de k, (uma vez que podemos supor que
4B

. ] o] 1 o0 i
75 > 1, e depois usamos o fato que as séries ) -, 0 Y o v convergem).

Assim, encontramos uma constante Az > 0 (que nao depende de k) tal que

<J IWIXkQ*dx> < As [(J lw|? dx> —|—ka2*] . (A.55)
B (x,hy) B(x,58)

Seja Ky = iII\llf{k/ X 2* > m}, a partir de (A.55), temos
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Ot

1 1

m 55 11 o ka2*
J wmdx | < [Bx, 22 (h ) j W dx
B(x,5) 2 B(x,%)

1
58 (1 xiem 2
< Bx, 2 ) J W2 g
B(thm)

1 ]
oF
(J W dX) +yxm2r
B(x,55)

N

7

[s5)

®
|

1 -

O (1__ 1 N 2%
Bx, 22| (F =) Ay [(J w2 dx) Fykmor
B(x,58)

N

E evidente que, myx > x<m2*. Assim,

" 50 (L,#) o >
| wmax) < o D E Ay | (| pax) ey
B(x,3) 2 B(x,58)
ou seja,
1 s
2%
J w|™dx < A (J |w|2*dx) +m], (A.56)
B(X,%) B(X,55)
onde A = |B(x, %”(%7)(1(712*)/\3'}/)(. Provando assim, a Afirmacao A.3.
Fazendo uso da Afirmacao A.3, iremos provar a Afirmagao A.1.
Para & > 0 dado, consideremos a expansao em série de poténcia de e*o™!.
— (xolwl)*
J efXO‘W|dX = J Z — | dx
B(x,3%) B(x%) | 1o k!
- (o)) *
< dx
;LW;) K
SID I o I
k=0 \ = JB(%)
(o] /\ k 1 k
2*
< Z (oo ' ) <J |w|2*dx) +k
k=0 k! B(x,568)
00 n k
A (A + k)
< ) . , (A.57)

1
2%

onde usamos (A.31), ou seja, (fB(X ) |W|2*dx) < A (A é uma constante que nao

depende de w, logo nao explode quando T — 0). Calculemos o raio de convergéncia da
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série em (A.57)
(oco/\)k“(A +k+ 1)k+1

lim (k +71)! = oo/ lim k!(A—i_kj— Dhati
ki T (AR (A + KR oo K+ DA + K
(k)!
— oA lim (A +k) <A:|—k+ 1>k+1
k—oo K41 A+k
. 1\
= xof (”m)

k+1
< 1 —
NS 0(0/\klllll (]. + )

= p/\e.

Portanto, para oy << 1, a série (A.57) converge, ou seja, existe uma constante C > 0

(que nao depende de w) tal que
J ex™ldx < C. (A.58)
B(x
Isto implica que,

2
J e™oW dx J e Wdx | < J exlgx | < C2 (A.59)
B(x,%) B(x,%) B(x,%)

Lembrando que w = log(v) temos,

o
o

donde,

Com isso, obtemos

1 1

g T xg
J v¥dx < Cw% J v *0dx (A.60)
B(x,2) B(x,2)

provando assim, a veracidade da Afirmagao A.1.

<4

2N +2
2.
(by) Se (N+2 <p< )
Voltando a (A.3), veja que, para < 0, temos B(p —2) > 0. Dai

J B(p —2)|IVulP 4 (Vu, Vv)2n2vPldx < Blp —2)J o| Vv’ n2vP~ldx, (A.61)
Q Q
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equivalentemente,

|, B> = 27w (T TP 4 otV ] dx < Blp-1) | olVvPr
Q Q
usando esta ultima desigualdade em (A.3), obtemos

J f(un®Pldx < J o2nvP (Vv, Vn)dx + J B(p — 1ol Vv n*vP~tdx

Q

. o (A.62)
< J o2nvP|Vv||Vnldx + J B(p — 1)o| Vv n2vEtdx.
Q Q

Entao,

—BJ o[ VvPn*vPldx < J omvP [Vl Vnldx + J £/ (w)m*vP ! dx.
Q Q o

2 1
(p—1) (p—1)

Note que, a equagao acima é semelhante a (A.4), e de modo analogo ao que ja fizemos.
Obtemos

J ovP T VvPn?dx < < (1 + i) J VP 0% + ol V] dx, (A.63)
o B IBl/ Ja

e consequentemente,

2 2
Tc <1 + i) J w? [n* 4+ olVnl?] dx se P #—1
J on?[Vwlldx < 4 Bl Ja (A.64)
Q

2CJ (M? + o|Vnl*)dx se p=-—1.
Q

Além disso, como u € C'(Q), entdo o' € L®(Q), ou seja, existe Ag > 0 tal que
1

Ao =0 1t>0qtp emQ, assim o= |VuP 2> A= W 0 q.t.p em Q. Neste caso,
0

pela desigualdade de Sobolev classica (com w = vz B £ —1) e usando (A.64), temos,

Mwllfe o) < ClIVEWIIIE g

= CIJ IVnw +nVw|* dx
Q

2C, [
< | o(IviPw? + 0 VwP)dx
Ao
2C, | 2C
< = 0!Vn!2w2dx+—lj on?|[Vwl2dx
Ao Ao
2C, ( Cy 12 1\?
< | olvnPwidx+ thc <1+—) J w? [n® + o|Vnf*] dx
1 2
< Cor? (1+—> J w? 1% + 20/Vn[*] dx
Bl) Ja
1)? n?
< Cor? <1+—> J ow’ {—+2|an2} dx,
Bl Ja A
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2C; CC
onde C2 = Imax {m, W} Donde
Wl ) < Car® | olwin + 19 ax (A6
Q

1)’ 1
com C3 = Cy <1 + ﬂ) max{?, X}
Agora, se 0 € L3(Q), aplicando a desigualdade de Holder, entao

2
E3

J olwmn +|vnh?dx < (J Gst)S(J w(n + [Vn)l¥ dx)s , (A.66)
Q Q Q

1
onde — =1— —.
s* S

Substituindo (A.66) em (A.65), conseguimos
MWl o) < Csr’llollsallwm + VAl o). (A.67)

Assim, com as mesmas especificagdes feitas sobre 1 (no item (ap)), isto é, 6 < h/ <
h” <50 en =1em B(x,h') en = 0 fora de B(x,h”). Suponha também que, |Vn| <
2
h” — h/’

com isso, obtemos

Csr?[lo]|Ls (o)

2 2
Wit e S o e Wl o) (A.68)
Definindo x' = —.
S*
1°) Se 1 > r > 0, teremos
2
|| T C3|r|||0-||LS(Q) ! H T
Witz B(x,h)) S ' — h L (B(x,h""))’
isto é,
5 2*
m m
X Cs| 5 [llolls (o) N
vmdx) < (J vx’ dx) ) (A.69)
(JB(x,h’) h h” —h' B (x,h")
onde m = (substitui¢ao de T por m).
2°) Se r < 0, entao
2
Calllollsan P _ 2
Wil socnn) | 0 — < AW (5 ey
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ou seja,

m2

w5 G| ol 1
vx' dx < J \)de> . A.70
(Lmhﬂ) > h” —h’ ( B(x,h') ( )

Para podermos usar os mesmos argumentos do item (as) é necessario somente que

3

x' > 1, isto é,
1<x=2=2_N :(1_1) N
s*  s*(N—2) s/ (N—2)’
donde resulta que,
1<1—E:z ou seja, $ > —.
s N N’ ’ 2

Pelo Teorema 2.2, se 1 < p < 2, temos que
o€ L(g)g(ﬂ) para todo 0< e < 1.

2 N —1
N2 <Pp <2, entao 0 € L¥(Q), para 5 <s< ;)Tp Assim,

para 1 < q < x’ vale o mesmo resultado do item (a,). H
q

Portanto, desde que
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A.2 Demonstracao do Teorema 2.7

Demonstragao. (ay) Se (p > 2).
Suponha sem perda de generalidade que v—u > T > 0 para algum T € R. Pois caso
contrédrio, podemos considerar (v —u) + T e fazer T — 0.

Assim, definamos

O =n’v—u)f, Pp<o0, (A.71)

com 11 € C}(B(x,58)) en = 0 em Q. Posteriormente serdo feitas mais especificagoes
sobre a funcao 1. Pelas regras do produto e cadeia, @ € H(IJ’Q(Q7 0), ® > 0, e ainda
VO =2n(v—u)PVvn+pn?(v—u)P~'V(v—-u).

Entao usando @ como fungao teste em (2.73), isto é,
—Apu® + Aud < —A,vO + AvO. (A.72)
Integrando sobre Q, temos

J IVulP~2(Vu, VO)dx + /\J
Q

uddx gJ
Q

VP2V (v, VD) dx + /\J vOdx,
Q

Q

e dai,
/\J n?(v—u)Ptdx > J on(v—u)P(Vn, [VulP2Vu — |Vv|P2Vv)dx
Q

+pB J (v —uw)PY(V(v—u), [VuP ?Vu — |Vv[P2Vv)dx,
o
(A.73)

equivalentemente,

/\J n(v—u)PHdx — J mv—u)P(vn, |[VuP2vu — [Vv[P2Vv)dx
Q o)

(A.74)
> Bl J N2 (u—v)P7H(|VuP 2Vu — |[Vv|P2Vv, Vu — Vv)dx.
Q
Recordemos que existem constante ¢, ¢y > 0 (veja [5, Lemma 2.1]) tais que
IxP*x — [ylP*yl < callxl+ yP~2x —y|
e (A.75)
(xXP2x = lylP~2y, x—y) = callxI+ NP %x —yl
para todo x,y € RN,
Assim, usando estas estimativas em (A.74), obtemos
A 2 B+1 2¢1 B —2
— | n"v—uw)Tdx+— | nlv—uw)FIVn|([Vul+ V)P V(v —u)ldx
C2 Jo C2 Jo (A76)

> |rs|J (v — WP V(v — WV + [Vv)P2dx.
Q
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1 1 1 1
Escrevendo w = (|[Vu| + |[Vv|)P~2, vejamos que, como — < ——— e — < ———,

entdo w satisfaz as mesmas propriedades de |[Vu[P=2 e [Vv|[P~2, assim, como por hipétese
u ou v é solucdo de (2.15) com f satisfazendo (f) e (fy), logo, para w vale um andlogo
do Teorema 2.2, e com isso, uma desigualdade do tipo Sobolev com peso w, também ¢é
possivel neste caso.

Usando a desigualdade de Young, facamos a seguinte estimativa

C1
CalP
J n2(v—uw)P V(v —u)Pwdx.

Q

J N =WV — uw)[Vrlwdx <
° calB|

4C1

Substituindo (A.77) em (A.76), conseguimos

@ JQ wn?(v —uw)P V(v —u)

J VN2 (v —u) P wdx
o (A7)
+

(A.78)

isso implica

4 2
J wn?(v—u)P V(v —u)ldx < l J w(v—u)Pvn/2dx
Q o

J n?(v—u)Pldx (A.79)

2\ 4c?
onde C = max {—, —21}
Agora, pela desigualdade de Sobolev com peso w, (assim como no Teorema 2.5) temos
Bl =51
MO =W [[{a o, < CPlv—w)= m+IVniz0.w

B+l

< Clollirlv—w)> M+ Vn)lizq)-

Com argumentos analogos aos do Teorema 2.5, o resultado esta provado. Onde mostra-se

que existem oy > 0 e uma constante B > 0 tais que

1 1

(J _ (v—u)“°> N <B (J _ (v—u)"‘0> N . (A.80)
B(x,%) B(x,%)

Para tal, defini-se

w = log(v —u) (A.81)

e procedendo como no Teorema 2.5, usando (A.75) e a fungao

C = (wl° + (20)°)
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para @ > 1 e € C}(B(x,58)), com P > 0. Obtemos

ej ww2|w|9—1|vW|2dx<J WY (1w]® + (20)°) VYV (v — w)ldx
Q o V—u (A82)
+ /\J N2 (w|® + (20)9)dx

Q

que é semelhante a equacao (A.39), entao podemos concluir a demonstragao seguindo os

mesmos argumentos do Teorema 2.5.

2N + 2

Repetindo os passos iniciais do item (a4) deste Teorema, obtemos uma equagao seme-

lhante a equagao (A.79),

isto é,
2 B—1 2 C 1 B+1[,2 2
wn“(v—u)P I Viv—u)ldx < — (14 — (v—=uw)"" "+ w|Vn[dx,
Q o

=B B
2
onde C = max{%,ﬁ}.

2
C2 C2
Como u ou v ¢ solugao de (2.15), entao w = (|Vul + [Vv[)P2 > A > 0, neste caso,

pela desigualdade de Sobolev cldssica, assim como no item (by) do Teorema 2.5 (para
w=(v —u)%, B # —1), temos

Il o) < 7| vt + 1) dx, (A5

onde 2* é o expoente de sobolev (veja Definigao 1.6).

Agora, se w € L(Q), aplicando a desigualdade de Holder, entao

J w [wn + V)’ dx < (J wsdx) <J w(m + [vn)l® dx) , (A.84)
Q Q Q
1
onde — =1——.
S* S
Dai,
Inwli o) < Car’llwlliso)llwn + IV o) (A.85)

Assim, com as mesmas especificagoes feitas sobre n (no item (ay) do Teorema 2.5), obte-

maos
Csr?||w||Ls ()

2 2
WLz (g (e < T —h? WL (B () - (A.86)

*

Definindo x' = ot

1°) Se 1 > r > 0, teremos

2 Calrll|wlls@)\ 7. 12
||W||L2*(B(x,h/)) < < h"” —h' ||W||LS*(B(X,}1”))’
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isto é,
5 2*
(6] 3E ol Y
vmdx> < (J vx/ dx) (A.87)
(JB(x,h’) h” —h' B (x,h")
T k
onde m = 5 (substituigdo de T por m).

2°) Se r < 0, entdo

Colrl|wllrs (o) \ " 2
HWHLS*(B(x,h”))( h —nw S HWHEZ*(B(X,W))

ou seja,

vx’ dx < vdx . A 88
(JB(x,h”) ) h” —h' ( B(x,h/) ( )

Para podermos usar os argumentos do item (az) do Teorema 2.5, é necessario somente

que X’ > 1, isto é,

lexy=2-2 N __( 1) N
X = T (N2 s) (N—2)
donde resulta que
1<1 N—2 2 ) >N
. N N ouseia, s> o

Pelo Teorema 2.2, se 1 < p < 2 entao |[Vul[P~2 € L(%)E(Q) ou |[Vv[P=2 ¢ L(%)E(Q)

para todo 0 < € < 1. Observe que,

1 1
= p—2 = < = p—2
€
1 1

w = ([Vul +[Vv[)P~2 =

= < =1V p—27
R A

isto é, w herda as mesmas propriedades de |[Vv[P~2 e [Vu/P 2

N
Portanto, w € L*(Q) para 5 <s< 12%]9’ desde que N2

todo 1 < g < x’, vale o mesmo resultado do item (ay). H

<p < 2. E assim, para
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